Uber die Teilriiume affin zusammenhiingender Riume

Von Haxs REICHARDT in Berlin

I

Ein affiner Zusammenhang, der in einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M gegeben ist, induziert in einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit
T noch keinen affinen Zusammenhang. Es wird sich aber im Folgenden
zeigen, daf es geniigt, in jedem Punkt P der Teilmannigfaltigkeit 7'
dem n-dimensionalen lokalen Vektorraum 8 von M irgendeine direkte
Zerlegung vorzuschreiben, um eine Reihe von Sitzen zu erhalten, die
als Verallgemeinerungen des GauBschen Theorema egregium, der
Formeln wvon Copazzi-MAINARDI und der Formeln von Biancur
erscheinen.

Zur Behandlung solcher Probleme pflegt man zwei Methoden von
Cartan zu benutzen, namlich den Kalkiil der alternierenden Differential-
formen (deren Koordinaten auch Tensoren sein kénnen) und die Methode
des repére mobile, des beweglichen n-Beins. Wahrend der grofe Vorteil
des genannten Kalkiils in der Unabhéngigkeit von der Wahl der Para-
meterdarstellungen der Mannigfaltigkeit und ihres Teilraumes besteht,
hat die Methode des repére mobile wohl den Vorteil einer direkten
Anwendbarkeit des Kalkiils der Differentialformen, aber auch den
Nachteil, dal das repére trop mobile ist, da es mit den Punkten der Teil-
mannigfaltigkeit i.a. nicht invariant verbunden ist. Es wird daher
befriedigender sein, den invarianten Gehalt dieser Methode von vorn-
herein an die Spitze zu stellen, und zwar wird sich zeigen, dafl dieser
Gehalt in unserem Falle ganz einfach auf dem Prinzip beruht, alle
auftretenden Differentiationen von Tensorfeldern iiber den lokalen
Vektorraum B von M, die nur auf 7' definiert sind, gem&B der gegebenen
direkten Zerlegung von B aufzuspalten. Die oben genannten Verall-
gemeinerungen der klassischen Siétze werden sich dann ganz von selbst
ergeben.

IL

Es sei P ein Punkt der Teilmannigfaltigkeit 7' des gegebenen affin
zusammenhingenden Raumes M. Die Gebilde, die von CARTAN als
Differentialformen mit tensoriellen Xoordinaten aufgefalit werden,
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mochte ich hier lieber als Tensoren betrachten, deren Koordinaten alter-
nierende Differentialformen sind; und zwar handelt es sich um Tensoren
aus beliebigen tensoriellen Produktrdumen von B und seinem dualen
Raum B*, wobei L der lokale Vektorraum von M (nicht von 7'!) im
Punkte P ist, wihrend die Koordinaten alternierende Differentialformen
tiber 7 sind. Fiir solche Tensoren ist nun eine Multiplikation (a)
definiert, die durch die folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt
ist, wie man durch Ubergang zu Basisdarstellungen ohne weiteres
verifizieren kann:

1. Fiir gewohnliche Tensoren A,, A,, d.h. fiir solche, deren Koordinaten
Ortsfunktionen auf 7' sind, ist

AN A=A ® A,
2. Fiir alternierende Differentialformen w, und w, ist
0y (A) 03 = 0, A ©,.

3. Ist A ein gewdhnlicher Tensor, w eine alternierende Differentialform,

8o ist
A@w:w@ A.

Im Folgenden wird fiir A (»)» meist kurz Aw geschrieben.

Weiter ist fiir solche Tensoren 2 eine alternierende Differentiation
d A © definiert, die sich durch folgende Eigenschaften charakterisieren
148t, wie man wieder durch Ubergang zu einer Basisdarstellung ohne
weiteres verifizieren kann:

1. Fir einen gewohnlichen Tensor A ist d A A =d A.

2. Fiir eine alternierende Differentialform w ist d A w das iibliche alter-
nierende Differential.

3. Fir beliebige Tensoren 2, und 2, gilt die Produktregel
AAR,(N) Q) =(dA2)(N)Q2y + (—1)12, (M) d A 2,

wobei p, die Stufenzahl der alternierenden Differentialformen ist,
die als Koordinaten von £, auftreten (es wird hier immer stillschwei-
gend vorausgesetzt, dal die Koordinaten eines Tensors lauter gleich-
stufige alternierende Differentialformen sind).

Mit diesen beiden Operationen lassen sich Windungs- und Kriimmungs-
tensor von M folgendermafBen definieren: Der Windungstensor ist
gegeben durch

t=dadP

10*
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(er braucht hier nicht als 0 vorausgesetzt zu werden). Ist weiter a ein
beliebiger Vektor und o eine alternierende Differentialform, so ist

dradaamo)=da(dra)® o+ (—1)Pa(r)d o)
=@drdaa)Wo+ (—1)pPrdra)(Me
+(—1p@dra)WMWot+a(r)dadro
(p Stufe der Koordinaten von a),
also gilt

drada@No)=drdra)(d)o.

Da die Operation Ka =d A d A a auBerdem offenbar additiv ist, hat
sie daher den Charakter einer linearen Abbildung, deren Koordinaten
zweistufige alternierende Differentialformen sind, wenn wir unter einer
linearen Abbildung A von 8 eine solche verstehen wollen, die erstens
additiv und zweitens in folgendem alternierenden Sinne homogen ist:

Aa (M) w) = (da) (M) .

Die Abbildung K, der Kriimmungstensor, ist also ein Endomorphismus
von B, dessen Koordinaten zweistufig sind.

Das Bild Aa kann man als Verjingung Y von A (») a beziiglich des
2. und 3. Faktors darstellen, wobei 4 als Element von 8 & B* auf-
gefafit wird und demnach A (») a Element von 8 ® 8* @ B ist:

23

Daraufhin iiberzeugt man sich leicht, dal das Produkt zweier solcher
Abbildungen A, und 4,, das wie iiblich durch Nacheinanderausfiihrung
der Abbildungen definiert wird, dargestellt werden kann als

23
A4y = YA, @AI’

d.h. durch Verjiingung des Elementes A, Q\)./l1 von BQ B*Q B  B*
beziiglich des 2. und 3. Faktors?).

Die Verjiingung ist mit der alternierenden Differentiation vertauschbar,
wie man leicht nachpriift, indem man den allgemeinen Fall in der iiblichen
Weise auf den Spezialfall zuriickfithrt:

dAYu@a= YdA(u®a),

1) Fur diese Art von Tensorrechnung vgl. etwa meine ,,Vorlesungen iiber
Vektor- und Tensorrechnung‘, Berlin 1957.
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wobei a und u Elemente von 8 bzw. 8* sind, und die Giiltigkeit dieser
Formel dadurch nachweist, da man a und u durch Koordinaten dar-
stellt. Speziell folgen dann die Regeln

da(da)=(dard)a=(—1)2A(d A a),
d A (A4;) = (@ A )4y + (—1)PA(d A 4y),

wobei p die Stufenzahl der Koordinaten von A ist.

I11.

Es sei jetzt in den Punkten P der Teilmannigfaltigkeit 7' eine direkte
Aufspaltung des lokalen Vektorraumes ¥ von M gegeben:

B=2,0 - - @ By,

und es seien E,, ..., E, die Endomorphismen von B, mit denen fiir
aeB gilt:

a=Ea+ - -+ Eya mit E,ac®B,.
Die E, sind also die Projektionen von ¥ in die Summanden %,.. Das interne

alternierende Differential in B, wird nun folgendermaBen definiert: Fiir
a, € B, sei

DAaqg,=EdA~na,.

Die Additivitét dieser Bildung ist klar; Differential wird sie genannt,
weil die folgende Produktregel gilt:

Da@(Mow)y=Dra)No+ (—1)?a M) dAro,

wobei p die Stufe der Koordinaten von a,, ist, und intern heiBt sie, weil
dieses Differential eines Vektors von %, wieder in B, liegt, was i. a.
fiir d A a, nicht der Fall ist. Die Produktregel 148t sich folgendermaBen
beweisen :

D A (0, (7)) 0) = Eed A (0 (M) o)
= E(dra) Do+ (—1P 6D d A o)
= (Exd A ) Mo+ (—1)PEa, (M d Ao
=(DAa,,)®w+(———1)”a,,®d/\w.

Die anderen Komponenten von d A a, dagegen sind lineare Bilder von
a, im obigen erweiterten Sinne; fiir 4 4= » ist nimlich

Eid A (0, (n) 0) = Ex((d A 6) (M) @ + (—1)?a, (1) d A )
= (Exd r 0,) (N 0.
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Setzt man also
E;'d A a)( = 'lea% flll‘ }- =¥= %,

80 ist £2,,., da ja auBerdem die Additivitdt dieses Operators klar ist und
Q0 (D 0) = (L) D @

gilt, eine lineare Abbildung von B, in B;.
Es wird sich als zweckmiBig erweisen, diese Abbildung durch die
zusitzliche Festsetzung

Oxa,=0 fir a,eB, und p==x

zu einem Endomorphismus von 8B, genauer gesagt, zu einer linearen
Abbildung von B in B,, zu erweitern. Die Stufe der Koordinaten von
0, ist 1.

Zu jedem Summanden B, gehort jetzt in folgender Weise ein Windungs-
tensor t, und ein Kriimmungstensor K,:

t,=DAEdP.

Wie oben zeigt man leicht, dal D A D a q, linear von @, abhingt.
Dieser Endomorphismus von B, wird als K, definiert, nachdem er noch
in der trivialen Weise zu einem Endomorphismus von %8, genauer gesagt,
auf eine lineare Abbildung von % in %B,, erweitert ist. Der Kriimmungs-
tensor K, ist also charakterisiert durch

K,,a,:DADAa,,,
Ke.a, =0 fiir A=f=%

Die Windung t von M zerfillt nun entsprechend der Zerlegung von R

folgendermaBen:
t=dAdP
=daYdP mt dP=EdP,
also
t=YdadP
= 5 (D Ard.P + Y 02,d.P),
x it

und daher gilt, da man ja fiir 2,,.d, P auch Q,, d P schreiben kann,
t=2t+ 222, 4dP.

xF A
Im klassischen Fall (T eine Fliche im 3-dimensionalen euklidischen
Raum M, B, der tangentiale, B, der normale Vektorraum) ergeben sich
t und t, zu 0, und die ganze Formel reduziert sich auf die Symmetrie-
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eigenschaft eines gewissen Tensors aus B, ® B,, die die Grundlage
fiir die Theorie der Hauptkrimmungen abgibt.
Eine entsprechende Zerlegung wird nun fiir Ka, vorgenommen:

Ka,=d ad A a,
:dA(DAax_I'EQMax)

At x

=dAaDAa,+ Y da(Qu0a)

A%z

=DADnra,+ Y, 2D nra)

Ak x

+ 2 (D A (Qua) + Y, 2,,82.0,).

Ak uFi

Nun ist auf Grund der obigen Regeln und Festsetzungen

D A (20,) = Exd A (Q50,)
= E((d A 2.) 0, — 2,.(d A 0)).

Projiziert man d A Q,, mittels des Kronecker-Produktes E, ® EZ in
den Raum 8B, ® B*, so erhilt man das interne alternierende Differential
von 0,,:

(E, EDNd ARy, = DA,
und es folgt nun weiter
D A (20,) = (D A 25,) 60— 20,(D A a)
und damit schlieBlich
Ka, = Keax + 3 (D A Q) o + X X 2,u0,0,.

A x Akxputd
Diese Gleichungen addiere man nun alle zueinander unter Spezialisierung
von g, auf E,a. Aus der so entstehenden Gleichung folgt dann schlieBlich
die gesuchte Aufspaltung des Kriimmungstensors von M:
K= EKX + EZD A ‘Qu). + 222‘93493#'
% x¥ A PE W E N
Diese Gleichung enthalt nun gleichzeitig die Verallgemeinerung des
Theorema egregium und der Formeln von Copazzi-MAINARDI, und
zwar erhilt man eine Serie von Formeln, die dem Theorema egregium
entsprechen, wenn man die zu 8B, ® B} gehorende Komponente von
K nimmt:
(Ex & Eg‘) K= Ku + E-Qxi.-g).x-
Ak x
Im klassischen Fall ist K = 0, K, reduziert sich im wesentlichen auf
das Gauflsche KrimmungsmaB, weiter ist K, = 0, und 9,,0,, liefert
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die Abbildung der Flichenelemente der Fliche auf die des sphirischen
Bildes.

Nimmt man die iibrigen, zu 8, ® BY gehorenden Komponenten von
K, so bekommt man eine weitere Serie von Formeln, die die von Copazzi-
MAINARDI verallgemeinern:

(Ex QEN) K=DAQ,+ 3 2,0, fir x=1.
pE x4
Im klassischen Fall reduzieren sich diese Formeln im wesentlichen auf
DAQ,=0.

Weitere Serien von Gleichungen, die kein Analogon in der klassischen
Theorie haben, aber als Verallgemeinerungen einer bekannten Symmetrie-
eigenschaft des Kriimmungstensors und der Gleichungen von Bianchi an-
zusehen sind, erhidlt man durch interne Differentiation des Windungs-
und Krimmungstensors. Es ist namlich auf Grund &hnlicher Betrach-
tungen, wie sie oben auf D A (£2,,0q,) angewendet wurden,

Dat,=DADAE. AP

= K,E.dP
= K,dP,
also
Dat,=K,dP,
sowie

D A (Kxax) = (D A Kx) a1+ Kx(D A au)'

Andererseits ist
Da(Ka) =DADADnaag,)
=DADA(DnAa,)
= K.(D A a,).

Ein Vergleich beider Ergebnisse liefert (D A K,) a, = 0 fiir jedes g,,
und daraus folgt schlieBlich

DaAK,=0,

Es sei iibrigens noch darauf hingewiesen, daf8 sich die Abbildungen
Q,, als Komponenten der dE, auffassen lassen. Aus E,q, = a, und
E,a; = 0 folgt ndmlich durch alternierende Differentiation

(dE,) a,+ E.d A a,=d A q,
=D A 0, + 2 2.0,
Ak x
(dE) a, + Exd Aa, =0,
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also
(d Ex) Ay = E-chax,
a

(AE)) 0, = —8240;.
Da diese Gleichungen fiir beliebige a,, a, gelten, folgt daraus
dE, = 3 (2 — ).

Ak x

Durch Ubergang zu den einzelnen Komponenten ergibt sich schlieBlich
etwas mehr als behauptet, namlich

DE, = 0,
E, ® EI\dE, = 2,
(B, ® T) ot (x +)
(Ex ® E1)dE, = —£,,
(El®Ef)dEx=0 fir A% pu=F=x.

Iv.

Als Beispiel betrachten wir die Flédchentheorie des 3-dimensionalen
dquiaffinen Raumes. Hier handelt es sich zunidchst darum, in jedem
Flichenpunkt eine ausgezeichnete nicht tangentiale Richtung, die
Affinnormalenrichtung, zu finden. Es gelingt das auf Grund der Be-
trachtungen der aus der GauBschen Flichentheorie bekannten zweiten
Fundamentalform, die noch mit einem &dquiaffine Invarianz erzeugenden
Faktor versehen wird. Anwendung des in I.—II. dargestellten Apparates
auf den tangentialen Vektorraum %L, und den Raum %, der Affin-
normalen liefert dann die Grundformeln dieser Flichentheorie?).

Zur Festlegung einer ausgezeichneten Richtung braucht man aber
nicht eine ganze quadratische Form, vielmehr geniigt eine willkiirlich vor-
geschriebene Metrik fiir die tangentialen Flichenelemente, oder, was in
der dquiaffinen Geometrie auf das gleiche herauskommt, die Festlegung
eines tangentialen Kovektors u in jedem Flichenpunkt P. Dann laft
sich namlich folgendes dquiaffines Analogon zum sphérischen Bild kon-
struieren: Man zeichne einen Punkt O im Raum aus und betrachte die
Einhiillende der durch (u, O P) = 1 definierten Ebenen. Die Enveloppen-
gleichung lautet (du, OP) = 0. Sind u, v Parameter auf der Fliche,
so ist die Enveloppenbedingung aquivalent mit den Gleichungen

<g% 0P>=<Z—‘;, 0P>= 0,

2) Vgl. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II, Berlin 1923.
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also ist OP parallel zur dualen Erginzung des Bikovektors 2—1; A g—:.
Andererseits ist
du () du = (Frdu + 55 dv) @ (g5 du + 55 do)

v

(au A ou  ou a—u)du/\d'v
ou

ou~_/dv ov
(au d—:—;) duadv.

I

u’?
Also ist.
OP — Ergdu(A)du

’
w

wobei w eine zweistufige alternierende Differentialform ist. Die Richtung
von O P ist somit eineindeutig durch u (P) festgelegt, und dariiber hinaus
ist noch durch (u, 0 P) = 1 der Vektor O P bestimmt:

_ Erg du(n)du
~ (u, Ergdu (n)du)’

Da die Tangentialebene im Punkt P des Bildes der der Originalfliche
im Punkte P parallel ist, hingt diese Definition von P unmittelbar mit
der relativen Differentialgeometrie von NORDEN zusammen3).

Die Theorie der Teilrdsume des n-dimensionalen euklidischen oder all-
gemeiner Riemannschen Raumes, in der die Aufspaltung von 8B auf der
Konstruktion der Schmiegriume beruht, habe ich an anderer Stelle
dargestellt4).

%) Vgl. etwa die ,,Affine Differentialgeometrie von P. A. und A. P. Schirokow,
Moskau 1959, die demnichst in deutscher Ubersetzung erscheint.

%) W. Blaschke und H. Reichardt, Einfithrung in die Differentialgeometrie,
2. Auflage, Berlin 1960 bzw. Forschen und Wirken, Festschrift zur 150-Jahrfeier
der Humboldt-Universitdt zu Berlin, Band II, Berlin 1960.
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