
Endliche Gruppen mit vielen modularen  Untergruppen 

Von ROLAND SCHMIDT in Kiel 

Herrn Professor Dr. FRIEDRICH BACttMANN zum 60. Geburtstag 

Sei G eine endliche Gruppe, k eine natiirliehe Zahl. Wir nennen G 
eine N(k)-Gruppe, wenn jede k-maximale Untergruppe yon G normal 
in G ist. Die N(1)-Gruppen sind offenbar die nilpotenten Gruppen. 
HUFPERT [2] untersuehte die Klassen der N(2)- und N(3)-Gruppen 
und zeigte, dab jede N(2)-Gruppe iiberaufl6sbar ist und dab G' nilpotent 
und der Rang yon G hSchstens 2 ist, falls G eine N(3)-Gruppe ist. JANKO 
[5] bestimmte alle N(4)-Gruppen mit nicht nilpotenter Kommutator- 
gruppe. 

Ziel dieser Arbeit ist es, die Huppert-Jankoschen Ergebnisse zu ver- 
aUgemeinern. Wir nennen G eine M(k)-Gruppe, wenn jede k-maximale 
Untergruppe yon G modular (Definition s. unten oder in [6]) in df ist. 
Da jeder Normalteiler modular ist, sind offenbar die Klassen N(k) in 
M (k) enthalten. Wir k6nnen dennoch fiir k ---- 2 und 3 die Huppertsehen 
Ergebnisse fiir M(k) verseh~rfen und aul3erdem alle M(4)-Gruppen be- 
stimmen, die nicht iiberauflSsbar sind. Wir erhalten folgende Ergebnisse : 

Jede M (1)- Gruppe ist iiberauflSsbar; eine iiberauflSsbare Gruppe ist 
genau dann eine M(1)-Gruppe, wenn sie in j edem Nieht-Frattini-Haupt- 
faktor eine Automorphismengruppe yon Primzahlordnung induziert 
(oder ihn zentralisiert). 

Jede M(2)-Gruppe ist auch eine M(1)-Gruppe (und damit iiberauf- 
15sbar), ein Ergebnis, das im N(/~)-Fall kein Gegenstiick hat. 

Ist G eine M (3)-Gruppe, so ist entweder G iiberauflSsbar oder IGI ___p2q, 
p und q Primzahlen, oder G das semidirekte Produkt der Quaternionen- 
gruppe mit ihrem Automorphismus der Ordnung 3. In jedem Fall ist 
also G' nilpotent und der Rang yon G hSehstens 2. 

Ist G eine nieht auflSsbare M(4)-Gruppe, so ist G eine hr(4)-Gruppe; 
naeh JANKO sind also alle solehen Gruppen bekannt. Ist G eine auflSs- 
bare M(4)-Gruppe, so ist entweder G iiberaufl6sbar oder IGI Produkt 
yon hSehstens 4 Primzahlen oder G yon einem angegebenen Typ (s. 
Satz 4). Der Rang yon G i s t  hSehstens 3. 

8* 
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Definitionen und Vorbemerkungen 

Alle betrachteten Gruppen seien endlich; fiir Bezeichnungen s. [6]. 
Sei G eine Gruppe, k eine natiirliche Zahl. 
Die Untergruppe U yon G ist k-maxlmal in G, wenn U maximal  in 

einer ( k -  1)-maximalen Untergruppe V yon G ist. (G sei dabei eine 
0-maximale Untergruppe yon G.) 

Die Untergruppe M yon Gi s t  modular in G (kurz: M m G), falls gilt'. 

(U w M) n V = U w (M n V) fi iralle U, V C G n~t U C V 

und  

(U w M) n V = (U n V) u M ft iralle U, V C G mit  M C V. 

G ist eine N(k)-Gruppe (M(k)-Gruppe), falls jede k-maximale Unter- 
gruppe normal (modular) in G i s t .  

Der Hauptfaktor  H / K  yon G heil~t ein Frattini-Haupt]aktor (Nicht- 
Frattini-Uaupt]aktor), falls H / K  C q~(G/K) (H/K ~: q5 (G/K)) ist. 

:Die folgenden Eigenschaften der modularen Untergruppen einer 
Gruppe G worden benutzt .  

I. Ist M m  G und U C G, so ist M n U m  U (s. [10], Eigenschaft I I I ,  
S. 74). 

II .  Sind M und N modular in G, so auch M w N (s. [10], Eigenschaft V, 
S. 75). 

I I I .  Sei M eine maximale Untergruppe yon G. Genau dann ist M m G, 
wenn entweder M <l G oder IG : Mal -~ Pq ist, p und q Primzahlen 
(s. [6], Lemma 1). 

IV. Ist M m G, M eine p-Gruppe, aber keine p-Sylowgruppe yon G, so 
ist M quasinormal in G (d. h. mit allen Untergruppen yon G vertausch- 
bar) (s. [7], Cor. 1 zu Thm. 3). 

V. Ist G per/ekt und M m G, so ist M <~ G (s. [6], Kor. zu Satz 5). 

1. M(1)-firuppen 

Die M(1)-Gruppen charakterisiert der folgende 

Satz 1. Genau dann ist G eine M (1)-Gruppe, wenn G i~berau/15sbar ist 
und in ]edem Nicht-Frattini-Haupt]aktor eine Automorphismengruppe yon 
hSchstens Primzahlordnung induziert, d.h. IG : C~(H/K) I eine Primzahl 
oder 1 ist, Jails H / K  ein Nicht-Frattini-Haupt/aktor yon Gist .  

B ew e i s .  Sei zuni~chst G eine M(1)-Gruppe, d.h.  alle maximalen 
Untergruppen yon G modular in G. Nach Eigenschaft (III) hat  dann jede 



Endliche Gruppen mit vielen modularen UntergrupperL 117 

maximale Untergruppe Primzahlindex in G; G i s t  also fiberauflSsbar 
(s. [2], Satz 9). Sei H/K ein Nicht-Fratt ini-Hauptfaktor yon G. Da mit 
G auch G/K eine M(1)-Gruppe ist, kSnnen wir K ---- 1 annehmen. Da 
H ~ ~b (G) ist, existiert eine maximale Untergruppe M yon G mit H ~ M. 
Es folgt G -~ HM,  H n M ---- 1. Insbesondere ist H n Ma  ~- 1, also 
Ma C Ca(H). Nach (III) ist somit ]G : Cq(H) I ein Teiler yon pq, wobei 
p -~ IG: M] = IHI und q eine PrimzaM ist; da IG: Ca(H)I auBerdem 
p - -  1 teilen muir, ist also scb_liel~lich ]G : Ca (H) ] ein Teiler yon q, was 
zu zeigen war. 

Sei umgekehrt G tiberauflSsbar und [G: Ca(H/K) I eine Primzahl oder 
1 ftir jcden Nicht-Fratt ini-Hauptfaktor H/K yon G. Sei M eine maxi- 
male Untergruppe yon G. Ist  M <~ G, so ist nichts zu zeigen. Sei also 
M nicht normal in G. Wir betrachten G/Ma. Sei N/Ma ein minimaler 
Normalteilcr yon G/Ma, IN: Mal ~ p, P eine Primzah]. Dann ist N ~ M, 
also N/Ma ein Nicht-Fratt ini-Hauptfaktor yon G. Nach Voraussetzung 
ist also I G : Ca (N/MG) ]ein Teller einer Primzahl q. Nun ist Ca (N/Ma) : N 
(s. [3], Satz 3.2, S. 159), also [G : N[ ein Teiler yon q. Damit ist !G : Ma] 
ein Teiler yon pq, und somit nach (III) M modular in G. Gi s t  also eine 
M(1)-Gruppe, was zu zeigen war. 

2. M(2)-Gruppen 

Fiir die weiteren Untersuchungen erweist sich das folgende triviale 
Lemma als nfitzlich. 

Lemma. Sei G eine M (k)-Grupppe, k eine nattSrlivhe Zahl. 1st U eine 
( I t -  1)-maximale Untergruppe yon G, die nicht modular in Gist, dann ist 
U zyklisch yon Primzahlpotenzordnung. 

B e w e i s .  H~tte U zwei verschiedene maximale Untergruppen U1 und 
U2, so waren die /c-maximal in G, also modular in G, da G eine M(/c)- 
Gruppe ist. Nach Eigenschaft (II) ware dann aber auch U ---- U1 u U 2 
modular in G. U hat also nur eine maximale Untergruppe und ist 
damit zyklisch yon Primzahlpotenzordnung. 

Wir kommen nun zu 

Satz 2. Jede M (2)-Gruppe ist auch eine M ( t )-Gruppe. 

B e w e i s .  Sei G ein minimales Gegenbeispiel zu Satz 2. Ist U eine 
maximale Untergruppe yon G und V eine maximale Untergruppe yon U, 
so folgt V m G, also nach (I) V m U. Jede maximale Untergruppe yon G 
ist also eine M(1)-Gruppe und damit nach Satz 1 fiberauflSsbar. Nach 
einem Satz von HUmbERT (S. [2], Satz 22) folgt also 

(1) G ist alfflSsbar. 
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Da G keine M (1)-Gruppe ist, existiert eine maximale Untergruppe U 
yon G, die nicht modular in Gist .  Nach dem Lemma ist U zyklisch yon 
Primzahlpotenzordnung; sei etwa I U ] = q", q Primzahl, n _~ 1. Da U 
nicht normal in Gist ,  ist G keine q-Gruppe, also U eine q-Sylowgruppe 
yon G. Sei V die maximale Untergruppe yon U. Da G eine M(2)-Gruppe 
ist, ist V m G; wegen Eigenschaft (IV) ist V quasinormal in G. Folglich 
wird V yon ]eder q'-Untergruppe yon G normalisiert (s. [4], S. 169); da 
auch V <:] U ist, ist also schliel~lich V <~ G. Da mit G auch G~ Vein Gegen- 
beispiel zu Satz 2 ist, folgt V ---- 1, wegen der Minimalitgt yon G. Es ist also 

(2) IV] = q. 

Sei _N ein minimaler Normalteiler yon G. Da G auflSsbar ist, gilt 

(3) G = N U ,  Nc~ U = I .  

Sei M eine maximale Untergruppe yon N. Wegen (2) und (3) ist M 
eine zweitmaximale Untergruppe von G, also M m G. Es folgt 

M = ( U n N )  w M  = ( U u M )  n N ,  

also U w M ~ G. I)a U eine maximale Untergruppe yon Gist ,  ist also 
M C U, d.h. wegen (3) M ---- 1. Da M eine maximale Untergruppe yon 
N war, folgt IZTI ----p, p PrimzaM, und nach (2) und (3) schlie~lich 

(4) IGI = p q .  

Nach (III) ist dann aber U modular in G. - -  Mit, diesem Widerspruch 
ist Satz 2 bewiesen. 

Korollar. Jede M (2)-Gruppe ist feberauflSsbar. 

BemerIcung. Die Umkehrung yon Satz 2 grit nicht, wie das Beispiel 
der nichtabelschen Gruppe der Orduung pa yore Exponenten p zeigt 
(p Primzahl, P ~ 2). 

3. M(3)-Gruppen 

Satz 3. Sei G eine M (3)-Gruppe. Dann hat G eine der ~olgenden Eigen- 
scha/ten: 

(a) Gist  t~berauflSsbar, 

(b) IG] -~ p~q, 1o und q Primzahlen, oder 

(c) G ist das 8emidirekte Produkt der Quaternionengruppe der Ordnung 8 
mit ihrem Automorphismus der Ordnung 3. 

Umgekehrt Bind die Gruppen in (b) und (c) 8ogar N (3)-Gruppen. 

Beweis .  Sei G eine nicht iiberaufliisbare M(3)-Gruppe. Wir haben zu 
zeigen, dab G yore Typ (b) oder (c) ist. 
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Jede maximale Untergruppe von Gi s t  eine M(2)-Gruppe, also nach 
Satz 2 tiberauflSsbar. Da G nicht iiberauflSsbar ist, gilt nach einem Satz 
yon DOER~: (S. [1], Satz 1): 

(1) G hat eine normale p-Sylowgruppe P ftir einen Primteiler p yon [G ]. 
Die maximalen Untergruppen yon G, die keinen Primzahlindex in 
G haben, sind yon der Form U ---- ~ ( P )  Q mit einem p-Komplement 
Q von G. Daher ist [P : ~ (P ) [  > p2. 

Angenommen, P w~re keine maximale Untergruppe yon G. 
Sei dann T eine zweitmaximale Untergruppe yon G mit P =C T. T 

ist iibcrauflSsbar; es existiert also eine maximale Untergruppe P1 yon 
P mit P1 <J T. Sei S = P1 Q~, wobei Q1 ein p-Komplement yon T ist, 
sei Q ein Q1 enthaltendes p-Komplement yon G und sei U = O(P)Q.  
Dann ist offenbar S e i n e  maximale Untergruppe yon T, also S m G. 
Nach (1) ist U eine maximale Untergruppe yon G, und es ist U n S 
= U n T ---- O(P) Q~ c s ,  also U w S -- G. Wegen der Modularit~t yon 
S erhalten wir also 

T----(U u S) A T =(U n T)u S =S, 

was der Wahl yon S widerspricht. - -  Es folgt also: 

(2) P ist eine maximale Untergruppe yon G; sei ]G: PI  = q. 

Sei R eine beliebige maximale Untergruppe yon P.  W~re R modular 
in G, dann ergi~be die modulare Identit~t wie eben (mit R, P an Stelle 
yon S, T) den Widerspruch R =- P ;  R ist also nicht modular in G. Nach 
dem Lemma ist R zyklisch. Damit haben wir: 

(3) Jede maximale Untergruppe yon P ist zyklisch. 

Da P nicht zyklisch ist, ist also entweder ! P I = P~ oder P die Quater- 
nionengruppe der Ordnung 8 (s. [10], Thm. 17, S. 149). Im ersten Fall 
ist ]G I = p~q, was zu zeigen ist. Im zweiten Fall ist q = 3, da Q einen 
nichttrivialen Automorphlsmus in P induzieren mul3 und da die Auto- 
morphismengruppe der Quaternionengruppe die Ordnung 24 hat  (s. [10], 
S. 148); Gis t  also vom Typ (c). Damit ist die erste Aussage yon Satz 3 
bewiesen. 

DaB umgekehrt die Gruppen in (b) und (c) N(3)-Gruppen sind, ist 
klar, da 1 bzw. das Zentrum der Quaternionengruppe und 1 die einzigen 
drittmaximalen Untergruppen dieser Gruppen sind. 

Als einfache Folgerung aus Satz 3 erhalten wir, dab die M (3)-Gruppen 
auch die yon HUPPERT fiir N (3)-Gruppen bewiesenen Eigenschaften haben. 

Korollar. Ist G eine M (3)-Gruppe, so ist G' nilpotent und der Rang von 
G hSc, hstens 2. Ist I GI durch 3 verschiedene Primzahlen teilbar, 8o ist G 
iSberauflSsbar. 
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4.  M ( 4 ) -  G r u p p e n  

Der folgende Satz charakterisiert alle nich~ iiberauflSsbaren M(4)- 
Gruppen. 

Satz 4. Sei G eine M (4)-Gruppe. 

(a) Ist G ein/ach (nichtabelsch), so ist G ~ P S L ( 2 ,  19) mit p : 5 oder 
p eine Prirazahl, so daft p -  1 und p -~ 1 Produkte yon hSvhstens 3 
Primzahlen sind und p -~ • 3 oder =J= 13 (mod 40) ist. 

(b) Ist G nlcht au]lSsbar und nicht ein/ach, so ist G ~ SL(2,5). 

(c) Ist G auflSsbar, so hat G eine der /olgenden Eigenscha/ten. 

(1) G i s t  tiberau]16sbar. 

(2) IGI ist Produlct yon hSchstens 4 Primzahlen. 

(3) Gis t  das semidirekte Produkt der Quaternionengruppe Q der Ord- 
nung 8 mit einer Gruppe A der Ordnung 3p, p Prirazahl, p ~ 3, 
die in Q den Automorphisraus der Ordnung 3 yon Q induziert. 

(4) G : U • J,  wobei IJI : 2 und U eine Gruppe vom Typ  (c) des 
Satzes 3 ist. 

(5) Gist die DarstelIungsgruppe (ira Sinne yon Schur [9]) der symraetri- 
schen Gruppe $4, die nu t  eine Involution besitzt (G hat die Ordnung 
48 und wird erzeugt durch Eleraente a, bi mit a s : [bi, a] ---- 1 und 
b~ : (blb2) a : (b~bs) 3 = [51, 58] = a (i  : 1, 2, 3)) .  

Insbesondere ist der Rang yon G hSchstens 3. 

Umge/cehrt sind alle Gruppen in Ca), (b) und 
N (4)-Gruppen. 

(c), (2)--(5) sogar 

Beweis .  (a), (b). Sei G eine nicht aufl6sbare M(4)-Gruppe. Jede 
maximale Untergruppe yon G i s t  eine M(3)-Gruppe, also nach Satz 3 
auflSsbar. Da G nicht auflSsbar ist, ist also G peffekt. Nach Eigenschaft 
(V) ist jede modulare Untergruppe yon G normal in G, d.h. G eine 
N(4)-Gruppe. (a) und (b) folgen somit aus den erw~hnten S~tzen von 
JA~KO [5]. 

(c). Sei nun G auflSsbar, aber nicht fiberauflSsbar und Satz 4 fiir 
Gruppen kleinerer Ordnung richtig. Wir beweisen zuni~chst: 

(.) Sei U eine maxiraale Untergruppe yon G mit I G: U I = p% p eine 
Prirazahl, n > 1. Sei K <~ G, K C U und sei H / K  ein miniraaler 
Norraalteiler yon G/K rait H ~: U. 

Dann ist [U : K I ein Produkt yon hOvhstens 2 Prlmzahlen. Ist  
H D M D K,  so ist M nicht modular in G. Ist  ] U : K[ eine Prirazahl, 
so ist n = 2 oder n = 3 ; ist I U : K [ keine Primzahl, 8o ist n ---- 2. 



Endliehe Gruppen mit vielen modularen Unterg~ppen 121 

Angenommen ] U : K] ist Produkt  yon mindestens 3 Primzahlen. Naeh 
der Voraussetzung in (,) ist jedenfalls 

(i) G = H U ,  H(3 U = K .  

Wegen der Annahme fiber ] U : K  I existiert eine drittmaximale Unter- 
gruppe S/K yon U/K. Es ist 

(ii) S m G. 

Wegen (i) ist H S  drittmaximal in G. Damit ist H S  eine M(1)-Gruppe, 
also tiberauflSsbax. Es existiert daher eine Untergruppe H 1 yon H mit 
H1/K <~ HS/K und [H : H1 ] ---- p. Offenbar ist 

(iii) ]HS : H1S I ----- p .  

Damit ist HIS maximal in HS, also 

(iv) H 1S lit a .  

Wegen [H : K[ ---- io n, n > 1, ist H 1D K und damit U u H1S = G. Unter 
Benutzung yon (i), (ii) und (iv) erhalten wir schlieBlieh 

H S  ---- (U w H~S) (3 H S  = (U (3 HS) w H1S = S k) HIS = H~S, 

was offenbar (iii) widerspricht. - -  Es ist also ] U : K ]  das Produkt  yon 
hSchstens 2 Primzahlen. 

Ist  H D M D K, so ist wegen (i) U ty M ---- G. W/~re also M modular 
in G, so h/~tten wir 

H =- ( U w M )  c~H = ( U n H )  w M  = M ,  

was nieht der Fall ist. - -  Es ist also M nieht modular in G. 
Nach Voraussetzung ist n > 1. W/~re [ U : K[ eine Primzahl und n > 3 

oder I U : K [  das Produkt  yon 2 Primzab_len und n > 2, so existierte 
jeweils wegen (i) eine viertmaximale (also modulare) Untergruppe M 
von G mit H D M D K. Das geht nicht. - -  Damit ist (,) vollsti~ndig be- 
wiesen. 

Wir unterscheiden nun drei F/~lle. Jede maximale Untergruppe yon 
Gis t  eine M(3)-Gruppe. Naeh Satz 3 sind also entweder alle maximalen 
Untergruppen yon G fiberaufl6sbar oder es existiert eine nicht tiberauf- 
15sbare maximale Untergruppe vom Typ (b) oder (c) des Satzes 3 yon G. 

Fall 1. Alle maximalen Untergruppen yon G sind fiberauflSsbar. 

Da G nicht fiberaufl6sbar ist, ist nach ~DoEI~K (s. [1], Satz 1) eine p- 
Sylowgruppe P yon G normal in G, PlY(P) ein minimaler Normalteiler 
yon G/q~(P) und U = qS(p)Q mit einem p-Komplement  Q yon G, falls 
U eine maximale Untergruppe yon Gist ,  die keinen Primzahlindex hat. 



122 Roland Schmidt 

Nach (,) (mit H -~ P und K ---- ~ ( P ) )  ist I U : ~5(p) [ _-- q oder qr, q und 
r Primzahlen. 

Sei zuni~chst IU:r q~_r. Nach ( , ) i s t  dann [G:U I 
-~ IP: ~ ( P ) l - ~ p  ~. Ist P1 eine maximale Untergruppe yon P,  so gilt 
P D P1D r (P); wegen (,) ist P1 nicht modular in G, nach dem Lemma 
ist P~ zyklisch. Jede maximale Untergruppe von P ist also zykliseh; 
es folgt ]PI • P~, oder P ist die Quaternionengruppe der Ordnung 8. 
Im ersten Fall ist IGI--p2qr, was zu zeigen ist; im zweiten Fall ist 
]Q : GQ(P) t -~ 3, da G nicht fiberauflSsbax ist und die Automorphismen- 
gruppe yon P die Ordnung 24 hat. Es ist also [ Q] -- 3r und damit G 
yore Typ (3). 

Sei nun I U : r  l ---- q. Nach (,) kann dann I P : r (F) l -- p~ oder p3 
sein. Ferner ist tG : P I -- q, also P eine maximale Untergruppe yon G. 
Existierte eine drittmaximale Untergruppe S yon P mit S ~ r  so 
w~re S, also auch S u ~ ( P )  modular in G, ferner r  C S  U ~(P)  C t ) 
(s. [10], S. 52), was (,) widerspr~che. - -  Jede drittmaximale Untergruppe 
S yon P ist also in �9 (P) enthalten. 

Ist nun I P : r  =p3,  so ist also ~b(p) die einzige drittmaximale 
Untergruppe yon P. Ferner ist P weder zyklisch noch eine verallge- 
meinerte Quaternionengruppe. Nach ZASSEI~-HAUS ([10], Thin. 16 und 
17, S. 149) ist also r  ---- 1. Es folgt I GI -~ p3q, was zu zeigen wax. 

Sei also IP :  ~ ( F )  l =p2.  Wir nehmen einmal an, es w~re Iq~(P) l~p~.  
Da ~ ( P )  alle drit tmaximalen Untergruppen yon P enthi~lt, wtirde es 
dann jede Untergruppe der Ordnung p yon P enthalten; insbesondere 
hi~tte P nieht den Exponenten p. Nach DOERK ([1], Satz 1,f) folgte 
1o ~ 2. G/~(P) w~re somit isomorph zur alternierenden Gruppe A4. 
Ferner w~re naeh DOERX ([1], Satz 1, d) ~ ( P )  im Zentrum von P ent- 
halten, also r  CZ(G), da wegen der ~berauflSsbaxkeit yon U und 
wegen p -~ 2 auch Q in Ga(~(P)) enthalten ist. G hat  offenbax keinen 
Normaltefler vom Index 2; es w ~ e  also IG: G' I ----3, d.h. ~ ( P ) C G ' ( ~  
n Z(G). Da der Schursche Multiplikator der A4 die Ordnung 2 hat  
(s. [9], S. 170), folgte nach einem Satz von Schur (s. etwa [8], S. 47) 
]~(P)  I ~-- 2. Das widerspr~che der Annahme I~(P)  ] _~i~ 2. - -  Es ist also 
I ~ ( P ) ] ~ p ,  d.h.  IG] ein Tefler yon p3q. Damit ist G vom Typ (2) und 
Fall 1 erledigt. 

Fall 2. G besitzt eine (nicht iiberauflSsbare) maximale Untergruppe 
U vom Typ (b) des Satzes 3, d.h. U = Q R mit Q <~ U, Q elementax- 
abelseh der Ordnung q~, I R] ---- r (q und r Primzahlen), und R operiert 
irreduzibel auf  Q. 

Wir wollen zeigen, dab I G: U] eine Primzahl ist, nehmen also an, es 
wfixe ]G : U] -~ p", p Primzahl, n > 1. 
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Wir kSnnen dann (,) auf  Uc = K und irgendeinen minimalen Nor- 
malteiler H/U~ yon G/U~ anwenden und erhalten, dab ]U:  U c [ =  q 
oder r oder qr ist. Da U keinen Normalteiler vom Index g oder qr besitzt, 
ist I U : UG ] ----- r, d.h. Ua = Q. Wieder wegen (,) is~ n = 2 oder n = 3. 
W/~re n = 2, so w/~re Q drittmaximal in G, also jede Untergruppe der 
Ordnung q yon U modular in G; diese Untergruppen sind aber offenbar 
nicht einmal modular in U. - -  Es ist also n = 3, d.h. IG] = p3q2r. W/~re 
1o = g, so w/~re jede Untergruppe der Ordnung p2 yon H modular in G. 
Existierte aul3er Q eine weitere Untergruppe S der Ordnung p2 yon H, 
so w/~re also Q C QS C H und QSm G. Das widerspr/~che (,). Es w/~re 
also Q die einzige Untergruppe der Ordnung pz yon H;  nach ZASSEN~US 
([10]; Thm. 16, S. 149) w/~re H zyklisch, was nicht der Fall ist. ~ Es ist 
also 19 ~ q; sei P eine p-Sylowgruppe yon H. P ist maximal oder zweit- 
maximal in H. Ist also P~ eine zweitmaximale (falls P maximal in H ist) 
bzw. eine maximale (falls P zweitmaximal in H is~) Untergruppe yon 
P,  so ist P l m  G. Damit ist Q C P1Q C H und P~ QmG, was erneut (,) 
widersprieht. 

Der Widerspruch zeigt, dab [G: U] = 19, also IG] = pq2r ist, was zu 
zeigen war. Damit ist Fall 2 erledigt. Es bleibt 

Fall 3. G besitzt eine maximale Untergruppe U yore Typ (c) des 
Satzes 3, d.h. U = Q R, wobei Q die Quaternionengruppe der Ordnung 
8, JR I =  3 ist und R die Gruppe Q nieht zentralisiert. 

Wir wollen wieder zeigen, dal3 I G : U I eine Primzahl ist, nehmen also 
an, es w~re [G: U I =  pn, p Primzahl, n > 1. 

Sei wieder H/Ua ein minimaler Normalteiler yon G/UG. Naeh (,) 
ist t U : UG] = 2 oder 3 oder 6. Da U keinen Normaltefler vom Index 2 
oder 6 enthMt, ist ]U:  U~] = 3, d.h. Ua = Q. Wie im Fa l l2  ist 
]H : Ua ! = :p3, da die maximalen Untergruppen yon Q nieht modular in 
U sind, also Q nieht drit tmaximal in G sein kann. Es folgt IG:z(Q) I 
-----/9322 3 und nach Induktionsannahme, dab G/Z(Q) iiberauft6sbar ist. 
Das ist ein Widerspruch zur Annahme I G: U I = pn, n > 1. - -  Es folg~ 

(v) I G : U] = p, 19 eine Primzahl. 

Wir wollen nun zeigen, dab Q <3 G i s t .  Angenommen, Q w/~re nicht 
normal in G. Da G auflSsbar ist, gibt es einen Normalteiler N yon Prim- 
zahlindex in G. W/kre N = U, so w/~re Q als eharakteristisehe Unter- 
gruppe yon U normal in G; das ist unmSglich. - -  Damit  ist N ~ U 
und folglich ]G : N I ~ 2, da U keinen Normalteiler yore Index 2 besitzt. 
W/kre I G: N 1 ~= 3, so folgte I G: N I = p  :> 3, d.h. N = U, was nicht 
der Fall ist. - -  Es ist also ]G: N I =  3, d.h. IN]---28p.  Naeh Satz 3 
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ist N tiberaufl6sbar oder vom Typ (c) des Satzes 3. Im letzteren Fall 
wgre offenbar Q <~ N, also Q <~ G. - -  Es ist also N iiberauflSsbar. Da 
p ~= 2 ist (sonst wi~re ja U <~ G), ist die p-Sylowgruppe P von 2V normal 
in N, also P<1 G. G/CG(P) ist zyldisch yon p - - 1  teilender Ordnung. 
Da G keinen Normalteiler yore Index 2 besitzt, ist also IG:CG(P) I ein 
Teiler yon 3, d.h. Q CG~(P).  Es folgt Q<~5 r, also Q<~G, im Wider- 
spruch zur Annahme. - -  Damit  ist gezeigt: 

(vi) Q q e .  

Ist p ~ 2, so ist offenbar G yore Typ (3) mit einem 2-Komplement A 
yon G. 

Sei also p ---- 2 (d.h. IGI = 243) und sei Se ine  2-Sylowgruppe yon G. 
Enthi~lt S eine yon Z(Q) verschiedene Untergruppe J der Ordnung 2, 
dann ist J m G, also naeh (IV) J quasinormal in G. Jede 3-Untergruppe 
yon G normalisiert daher J .  Da U yon seinen 3-Sylowgruppen erzeugt 
wird, ist also U C N~(J). Da J nicht in U enthalten ist, ist folglich 
J <~ G. Da ] G : U l ~ 2 ist, ist auch U <~ G, also schliel~lich G ~ U • J ,  
d.h. vom Typ (4). 

Sei also sehlieSlich Z(Q) die einzige Untergruppe der Ordnung 2 yon 
S. Dann ist S e i n e  veraUgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 
16 (s. [10], Thin. 15, S. 148). Da die Automorphismengruppe yon Se ine  
2-Gruppe ist (s. [10], S. 148), aber S yon R nicht zentralisiert wird, ist 
S nicht normal in G. Wir betraehten CG(Q). Offenbar ist Ca(Q)<1G 
und R ~: Ca(Q), also Ca(Q) eine 2-Umergruppe yon G. Oa S nicht nor- 
mal in Gis t ,  ist also Oa(Q)C Q, d.h. Ca(Q) -~ Z(Q). Da die Auto- 
morphismengruppe yon Q isomorph zur symmetrischen Gruppe St und 
]G:Z(Q)] = 2 4  ist, ist G/Z(Q)~S,.  Offenbar ist Z(Q)= Q' C G' 
und Z(Q) CZ(G). Nach einem Satz yon SCHUR (S. [9], S. 166) ist G 
eine Darstellungsgruppe der St. Da Z(Q) die einzige Untergruppe der 
Ordnung 2 yon Gist ,  ist somit G schtiel~lich yore Typ (5). 

Damit  ist auch Fall 3 erledigt und die erste Behauptung des Satzes 4 
bewiesen. 

DaB alle Gruppen in (a) und (b) N(4)-Gruppen sind, folgt dureh In- 
spektion der Untergruppenliste der PSL(2, p) (s. etwa [3], S. 213). Dai~ 
die Gruppen yore Typ (e), (2) N(4)-Gruppen sind, ist trivial. Ist G yore 
Typ (e), (3), so hat  G drei viertmaximale Untergruppen, n~mlieh Z(Q), 
CA(Q) und 1; alle drei sind normal in G. Ist G yore Typ (e), (4), so sind 
die Untergruppen der Ordnung 2 und 1 die einzigen viertmaximalen 
Untergruppen, also G eine /V(4)-Gruppe. Ist schlie~lich G yore Typ 
(e), (5), so hat  G nur zwei viertmaximale Untergruppen, niimlich die 
der Ordnung 2 und 1; auch diese sind normal in G. Damit  ist Satz 4 
bewiesen. 
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Die zweiten Aussagen in Satz  3 und  4 sowie die S~tze 1 und  2 liefern 
das folgende interessante  

Korollar .  Ist G eine M (k)-Gruppe und k <= 4, so ist G entweder ~tberau/- 
15sbar oder eine N(k)-Gruppe. 

Fiir  k----5 gilt das Korol lar  nicht  mehr,  wie das folgende Beispiel 

zeigt. Sei G das direkte  P r o d u k t  einer Gruppe  U des Typs  (c) des Satzes 3 
und  einer nichtabelschen Gruppe  der Ordnung pq, p und q Pr imzahlen,  
p > q > 3. Da U nicht  fiberauflSsbar ist, gilt dasselbe auch yon  G. Die 
einzigen f t inf tmaximalen Un te rg ruppen  yon  G sind die Un te rg ruppen  
der Ordnung 1, 2, q und  p.  Die der Ordnung 1, 2 und  p sind normal  in 
G; die Un te rg ruppen  der Ordnung q sind modular  (s. e twa [7], Thin.  3), 
aber  nattirl ich nicht  normal  in G. 
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