Endliche Gruppen mit vielen modularen Untergruppen
Von Roraxp Scamipr in Kiel

Herrn Professor Dr. FRIEDRICH BACHMANN zum 60. Geburtstag

Sei @ eine endliche Gruppe, k eine natiirliche Zahl. Wir nennen @
eine N (k)-Gruppe, wenn jede k-maximale Untergruppe von G' normal
in @ ist. Die N(1)-Gruppen sind offenbar die nilpotenten Gruppen.
HupperT [2] untersuchte die Klassen der N(2)- und N (3)-Gruppen
und zeigte, dafl jede N (2)-Gruppe iiberauflosbar ist und daBl ¢’ nilpotent
und der Rang von G hochstens 2 ist, falls G eine N (3)-Gruppe ist. JANKO
[56] bestimmte alle N (4)-Gruppen mit nicht nilpotenter Kommutator-
gruppe.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Huppert-Jankoschen Ergebnisse zu ver-
allgemeinern. Wir nennen G eine M (k)-Gruppe, wenn jede k-maximale
Untergruppe von G modular (Definition s. unten oder in [6]) in @ ist.
Da jeder Normalteiler modular ist, sind offenbar die Klassen N (k) in
M (k) enthalten. Wir konnen dennoch fiir ¥ = 2 und 3 die Huppertschen
Ergebnisse fiur M (k) verschirfen und auBerdem alle M (4)-Gruppen be-
stimmen, die nicht tiberauflosbar sind. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

Jede M (1)-Gruppe ist iiberauflosbar; eine tberauflosbare Gruppe ist
genau dann eine M (1)-Gruppe, wenn sie in jedem Nicht-Frattini-Haupt-
faktor eine Automorphismengruppe von Primzahlordnung induziert
(oder ibn zentralisiert).

Jede M (2)-Gruppe ist auch eine M (1)-Gruppe (und damit iiberauf-
I6sbar), ein Ergebnis, das im N (k)-Fall kein Gegenstiick hat.

Ist G eine M (3)-Gruppe, so ist entweder G iiberauflosbar oder |G| = p?q,
p und ¢ Primzahlen, oder G das semidirekte Produkt der Quaternionen-
gruppe mit ihrem Automorphismus der Ordnung 3. In jedem Fall ist
also @ nilpotent und der Rang von G hochstens 2.

Ist G eine nicht auflosbare M (4)-Gruppe, so ist G eine N (4)-Gruppe;
nach JANKO sind also alle solchen Gruppen bekannt. Ist G eine auflos-
bare M (4)-Gruppe, so ist entweder G iiberauflosbar oder |G| Produkt
von hochstens 4 Primzahlen oder G von einem angegebenen Typ (s.
Satz 4). Der Rang von @ ist hochstens 3.
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Definitionen und Vorbemerkungen

Alle betrachteten Gruppen seien endlich; fiir Bezeichnungen s. [6].

Sei & eine Gruppe, k eine natiirliche Zahl.

Die Untergruppe U von G ist k-maximal in G, wenn U maximal in
einer (k — 1)-maximalen Untergruppe V von @ ist. (G sei dabei eine
0-maximale Untergruppe von G.)

Die Untergruppe M von G ist modular in G (kurz: M m @), falls gilt-.

(UUMYAV =UuMAnV) firalle U,VCG mit UCV

und
(OVuM)NV=UnNnV)uUM firalle U,VCG mit MCV.

@ ist eine N (k)-Gruppe (M (k)-Gruppe), falls jede k-maximale Unter-
gruppe normal (modular) in G ist.
Der Hauptfaktor H/K von G heillt ein Frattini-Hauptfaktor (Nichi-
Frattini-Hauptfaktor), falls H/K C ®(G/K) (H/K & @(G/K)) ist.
Die folgenden Eigenschaften der modularen Untergruppen einer
Gruppe G worden benutzt.
I Ist Mm@ und U CG, soist M N Um U (s. [10], Eigenschaft IIT,
S. 74).
II. Sind M und N modular in G, so auch M U N (s. [10], Eigenschaft V,
S. 75).
IIT. Sei M eine maximale Untergruppe von G. Genauw donn ist Mm@,
wenn entweder M <| G oder |G': M¢| = pq ist, p und g Primzahlen
(s. [6], Lemma 1).
IV. Ist Mm@, M eine p-Gruppe, aber keine p-Sylowgruppe von @G, so
ist M quasinormal in G (d.h. mit allen Untergruppen von G vertausch-
bar) (s. [7], Cor. 1 zu Thm. 3).

V. Ist G perfekt und M m @G, so ist M q G (s. [6], Kor. zu Satz 5).

1. M(1)-Gruppen
Die M (1)-Gruppen charakterisiert der folgende

Satz 1. Genau dann ist G eine M (1)-Gruppe, wenn G dberauflosbar ist
und in jedem Nicht-Frattini- Hauptfaktor eine Automorphismengruppe von
hochstens Primzahlordnung induziert, d.h. |G: Cq(H|K)| eine Primzahl
oder 1 ist, falls H|K ein Nicht-Frattini-Hauptfaktor von @ ist.

Beweis. Sei zunidchst G eine M (1)-Gruppe, d.h. alle maximalen
Untergruppen von ¢ modular in G. Nach Eigenschaft (I1I) hat dann jede
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maximale Untergruppe Primzahlindex in G; G ist also iiberauflosbar
(s. [2], Satz 9). Sei H/K ein Nicht-Frattini-Hauptfaktor von G. Da mit
G auch G/K eine M (1)-Gruppe ist, kénnen wir K = 1 annehmen. Da
H ¢ @(G) ist, existiert eine maximale Untergruppe M von G mit H ¢ M.
Es folgt @G =HM, HN M = 1. Insbesondere ist H N Mg =1, also
Mg C Cg(H). Nach (IIT) ist somit |G: Ce(H)| ein Teiler von pg, wobei
p=|G:M|=1|H| und ¢q eine Primzahl ist; da |G : C¢(H)| auBerdem
p — 1 teilen muB, ist also schlieBlich |¢: C¢(H)| ein Teiler von g, was
zu zeigen war.

Sei umgekehrt ¢ iiberauflosbar und |G : C¢(H|K)| eine Primzahl oder
1 fiir jeden Nicht-Frattini-Hauptfaktor H/K von @. Sei M eine maxi-
male Untergruppe von G. Ist M <G, so ist nichts zu zeigen. Sei also
M nicht normal in ¢. Wir betrachten G/M¢. Sei N/M¢ ein minimaler
Normalteiler von G/Mg, |N: M¢| = p, p eine Primzahl. Dann ist N ¢ M,
also N/M¢ ein Nicht-Frattini-Hauptfaktor von G. Nach Voraussetzung
ist also |G : Cq(N[M ¢)|ein Teiler einer Primzahlq. Nunist Co(N/Mg) =N
(s. [3], Satz 3.2, S. 159), also |@: N| ein Teiler von ¢. Damit ist |G : M¢|
ein Teiler von pg, und somit nach (III) M modular in G. @ ist also eine
M (1)-Gruppe, was zu zeigen war.

2. M(2)-Gruppen

Fiir die weiteren Untersuchungen erweist sich das folgende triviale
Lemma als niitzlich.

Lemma. Sei G eine M (k)-Grupppe, k eine natiirliche Zahl. Ist U eine
(k — 1)-maximale Untergruppe von @, die nicht modular in G ist, dann ist
U zyklisch von Primzahlpotenzordnung.

Beweis. Hatte U zwel verschiedene maximale Untergruppen U, und
U,, so wiren die k-maximal in @, also modular in @, da G eine M (k)-
Gruppe ist. Nach Eigenschaft (II) ware dann aber auch U = U, U U,
modular in (. U hat also nur eine maximale Untergruppe und ist
damit zyklisch von Primzahlpotenzordnung.

Wir kommen nun zu

Satz 2. Jede M (2)-Gruppe ist auch eine M (1)-Gruppe.

Beweis. Sei ¢ ein minimales Gegenbeispiel zu Satz 2. Ist U eine
maximale Untergruppe von ¢ und V eine maximale Untergruppe von U,
so folgt V'm @, also nach (I) V'm U. Jede maximale Untergruppe von ¢
ist also eine M (1)-Gruppe und damit nach Satz 1 {iberauflosbar. Nach
einem Satz von HupPERT (s. [2], Satz 22) folgt also

(1) G ist auflosbar.
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Da @ keine M (1)-Gruppe ist, existiert eine maximale Untergruppe U
von @, die nicht modular in @ ist. Nach dem Lemma ist U zyklisch von
Primzahlpotenzordnung; sei etwa |U] = g¢*, q Primzahl, n = 1. Da U
nicht normal in @ ist, ist G keine g-Gruppe, also U eine ¢-Sylowgruppe
von @. Sei V die maximale Untergruppe von U. Da @ eine M (2)-Gruppe
ist, ist Vm G; wegen Eigenschaft (IV) ist ¥ quasinormal in @. Folglich
wird V von jeder ¢’-Untergruppe von G normalisiert (s. [4], S. 169); da
auch ¥V < U ist, ist also schlieBlich ¥V < G. Da mit G auch G/V ein Gegen-
beispiel zu Satz 2 ist, folgt V = 1, wegen der Minimalitdt von G. Es ist also

(2) |U| =gq.
Sei N ein minimaler Normalteiler von G. Da G auflosbar ist, gilt
(3) G=NU, NnU=1.
Sei M eine maximale Untergruppe von N. Wegen (2) und (3) ist M
eine zweitmaximale Untergruppe von @, also M m Q. Es folgt
M=UnNyuM=UuM)nN,
also U U M =+ @. Da U eine maximale Untergruppe von @ ist, ist also

M C U, d.h. wegen (3) M = 1. Da M eine maximale Untergruppe von
N war, folgt |N|=p, p Primzahl, und nach (2) und (3) schlieBlich

(4) |G| = pq.

Nach (ITI) ist dann aber U modular in . — Mit diesem Widerspruch
ist Satz 2 bewiesen.

Korollar, Jede M (2)-Gruppe ist aberauflosbar.

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 2 gilt nicht, wie das Beispiel
der nichtabelschen Gruppe der Ordnung p* vom Exponenten p zeigt
(p Primzahl, p > 2).

3. M(3)-Gruppen

Satz 3. Sei G eine M (3)-Gruppe. Dann hat G eine der folgenden Eigen-
schaften:
(a) G ist aberauflosbar,
(b) |G| = p*q, p und q Primzahlen, oder
(¢) @ ist das semidirekte Produkt der Quaternionengruppe der Ordnung 8

mit threm Automorphismus der Ordnung 3.

Umgekehrt sind die Gruppen in (b) und (c) sogar N (3)-Gruppen.

Beweis. Sei @ eine nicht tiberauflosbare M (3)-Gruppe. Wir haben zu
zeigen, daBl G vom Typ (b) oder (c) ist.
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Jede maximale Untergruppe von @ ist eine M (2)-Gruppe, also nach
Satz 2 iiberauflgsbar. Da @ nicht iiberauflosbar ist, gilt nach einem Satz
von DoErk (s. [1], Satz 1):

(1) @ hat eine normale p-Sylowgruppe P fiir einen Primteiler » von |G|
Die maximalen Untergruppen von @, die keinen Primzahlindex in
G haben, sind von der Form U = @(P)  mit einem p-Komplement
@ von G. Daher ist |P:®(P)| = p

Angenommen, P wire keine maximale Untergruppe von G.

Sei dann T eine zweitmaximale Untergruppe von G mit PC T. T
ist iiberauflosbar; es existiert also eine maximale Untergruppe P, von
P mit P,<IT. Sei § = P,Q,;, wobei @, ein p-Komplement von T ist,
sei @ ein @, enthaltendes p-Komplement von @ und sei U =@ (P)Q.
Dann ist offenbar S eine maximale Untergruppe von 7', also Sm@.
Nach (1) ist U eine maximale Untergruppe von G, und es ist U N S
=UNT=9(P)@,C8,also UuU S =G Wegen der Modularitat von
S erhalten wir also

T=U0OulSnT={UnTHuS =S8,
was der Wahl von § widerspricht. — Es folgt also:
(2) P ist eine maximale Untergruppe von G; sei |G: P| =q.

Sei R eine beliebige maximale Untergruppe von P. Wire R modular
in ¢, dann ergibe die modulare Identitdt wie eben (mit R, P an Stelle
von 8, T'y den Widerspruch R = P; R ist also nicht modular in @. Nach
dem Lemma ist B zyklisch. Damit haben wir:

(3) Jede maximale Untergruppe von P ist zyklisch.

Da P nicht zyklisch ist, ist also entweder | P| = p? oder P die Quater-
nionengruppe der Ordnung 8 (s. [10], Thm. 17, 8. 149). Im ersten Fall
ist |@| = p*q, was zu zeigen ist. Im zweiten Fall ist ¢ = 3, da Q einen
nichttrivialen Automorphismus in P induzieren mu8 und da die Auto-
morphismengruppe der Quaternionengruppe die Ordnung 24 hat (s. [10],
S. 148); ¢ ist also vom Typ (c). Damit ist die erste Aussage von Satz 3
bewiesen.

Dafl umgekehrt die Gruppen in (b) und (¢) N(3)-Gruppen sind, ist
klar, da 1 bzw. das Zentrum der Quaternionengruppe und 1 die einzigen
drittmaximalen Untergruppen dieser Gruppen sind.

Als einfache Folgerung aus Satz 3 erhalten wir, dafl die M (3)-Gruppen
auch die von Huppert fiir N (3)-Gruppen bewiesenen Eigenschaften haben.

Korollar. Ist G eine M (3)-Gruppe, so ist G’ nilpotent und der Rang von
G hochstens 2. Ist |G| durch 3 verschiedene Primzahlen teilbar, so ist G
itberauflosbar.
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4. M(4)-Gruppen

Der folgende Satz charakterisiert alle nicht iberauflosbaren M (4)-
Gruppen.

Satz 4. Set G eine M (4)-Gruppe.

(a) Ist G einfach (nichtabelsch), so ist G = PSL(2,p) mit p =5 oder
p eine Primzahl, so daff p — 1 und p + 1 Produkte von hichstens 3
Primzahlen sind und p = 43 oder 4 13 (mod 40) ust.

(b) Ist @ nicht auflosbar und nicht einfach, so ist G =~ SL(2,5).
(¢) Ist G auflosbar, so hat G eine der folgenden Eigenschaften.

(1) G st uberauflosbar.

(2) |G| ist Produkt von hochstens 4 Primzahlen.

(8) G ist das semidirekte Produkt der Quaternionengruppe Q der Ord-
nung 8 mit einer Gruppe A der Ordnung 3p, p Primzahl, p = 3,
die in Q den Automorphismus der Ordnung 3 von @ induziert.

(4) G =UXJ, wobei |J| =2 und U eine Gruppe vom Typ (c) des
Satzes 3 ist.

(5) @ ist die Darstellungsgruppe (¢m Sinne von Schur [9]) der symmetri-
schen Gruppe S,, die nur eine Involution besitzt (G hat die Ordnung
48 und wird erzeugt durch Elemente a, b; mit a® = [b;, a] = 1 und
b3 = (bybg)® = (b205)* = [b1, 03] =@ (i =1, 2, 3)).

Insbesondere ist der Rang von G hichstens 3.

Umgekehrt sind alle Gruppen in (a), (b) und (c), (2)—(5) sogar
N (4)-Gruppen.

Beweis. (a), (b). Sei G eine nicht auflosbare M (4)-Gruppe. Jede
maximale Untergruppe von @ ist eine M (3)-Gruppe, also nach Satz 3
auflosbar. Da @ nicht auflosbar ist, ist also G perfekt. Nach Eigenschaft
(V) ist jede modulare Untergruppe von G' normal in &, d.h. G eine
N (4)-Gruppe. (a) und (b) folgen somit aus den erwahnten Satzen von
Jaxko [5].

(¢). Sei nun @ auflosbar, aber nicht tberauflosbar und Satz 4 fir

Gruppen kleinerer Ordnung richtig. Wir beweisen zunéchst:

(%) Sei U eine maximale Untergruppe von G mit |G: U| = p", p eine
Primzabl, n > 1. Sei K< G, KCU und sei H/K ein minimaler
Normalteiler von GJ/K mit H £ U.

Dann ist |U: K| ein Produkt von hichstens 2 Primzahlen. Ist
HD MDK, soist M nicht modular in G. Ist |U : K| eine Primzahl,
s0 ist n =2 oder n = 3; ist |U: K| keine Primzahl, so ist n = 2.
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Angenommen |U: K| ist Produkt von mindestens 3 Primzahlen. Nach
der Voraussetzung in (x) ist jedenfalls

) G=HU, HNU =K.

Wegen der Annahme iiber |U: K| existiert eine drittmaximale Unter-
gruppe S/K von U|K. Es ist

(ii) Sma@.

Wegen (i) ist HS drittmaximal in @. Damit ist HS eine M (1)-Gruppe,
also iiberauflosbar. Es existiert daher eine Untergruppe H,; von H mit
H,/ K< HS/K und |H: H,| =p. Offenbar ist

(iit) |HS: H,8| =p.
Damit ist H,S maximal in HS, also
(iv) H,Smd@G.

Wegen |H: K| = p", n > 1,ist H; D K und damit U U H,§ = @G. Unter
Benutzung von (i), (ii) und (iv) erhalten wir schlieflich

HS=(UVHSNHS=UNHS)VHS=8UVHS=HS,

was offenbar (iii) widerspricht. — Es ist also |U: K| das Produkt von
hochstens 2 Primzahlen.

Ist HO M D K, so ist wegen (i) U U M = @. Wire also M modular
in @, so hitten wir

H=UUMNnH=UnNnHUUM=M,

was nicht der Fall ist. — Es ist also M nicht modular in G.

Nach Voraussetzung ist n > 1. Wire |U : K| eine Primzahl und » > 3
oder |U: K| das Produkt von 2 Primzahlen und n > 2, so existierte
jeweils wegen (i) eine viertmaximale (also modulare) Untergruppe M
von G mit H D M D K. Das geht nicht. — Damit ist (*) vollstindig be-
wiesen.

Wir unterscheiden nun drei Félle. Jede maximale Untergruppe von
G ist eine M (3)-Gruppe. Nach Satz 3 sind also entweder alle maximalen
Untergruppen von G iiberauflosbar oder es existiert eine nicht iiberauf-
l6sbare maximale Untergruppe vom Typ (b) oder (c) des Satzes 3 von (.

Fall 1. Alle maximalen Untergruppen von G sind iiberauflosbar.

Da G nicht tiberauflésbar ist, ist nach Dorrk (s. [1], Satz 1) eine p-
Sylowgruppe P von ¢ normal in ¢, P/@(F) ein minimaler Normalteiler
von G/®(P) und U = P (P) @ mit einem p-Komplement @ von G, falls
U eine maximale Untergruppe von @ ist, die keinen Primzahlindex hat.
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Nach (*) (mit H = P und K =@ (P))ist |U:D(P)| =q oder qr, ¢ und
r Primzahlen.

Sei zunichst |U:@(P)|=¢qr, ¢ <r. Nach (+) ist dann [G: U]
= |P:®(P)| = p? Ist P, eine maximale Untergruppe von P, so gilt
PO P, DD(P); wegen (x) ist P; nicht modular in @, nach dem Lemma
ist P; zyklisch. Jede maximale Untergruppe von P ist also zyklisch;
es folgt | P| = p? oder P ist die Quaternionengruppe der Ordnung 8.
Im ersten Fall ist |G| = p*qr, was zu zeigen ist; im zweiten Fall ist
|@: Co(P)] = 3, da @ nicht iiberaufldsbar ist und die Automorphismen-
gruppe von P die Ordnung 24 hat. Es ist also |@| = 37 und damit @
vom Typ (3).

Sei nun |U: ®(P)| =gq. Nach (x) kann dann |P: ®(P)| = p® oder p?
sein. Ferner ist [ : P| = ¢, also P eine maximale Untergruppe von G.
Existierte eine drittmaximale Untergruppe S von P mit § & @(P), so
ware 8, also auch S U @ (P) modular in @, ferner (P)CSUDO(P)C P
(s. [10], 8. 52), was (*) widersprache. — Jede drittmaximale Untergruppe
S von P ist also in @(P) enthalten.

Ist nun |P: @(P)| =p?® so ist also ®(P) die einzige drittmaximale
Untergruppe von P. Ferner ist P weder zyklisch noch eine verallge-
meinerte Quaternionengruppe. Nach ZasseNnmaus ([10], Thm. 16 und
17, 8. 149) ist also @(P) =1. Es folgt |@| = p3g, was zu zeigen war.

Sei also | P : @ (P)| = p* Wir nehmen einmal an, es wire |®(P)| = p?.
Da @(P) alle drittmaximalen Untergruppen von P enthilt, wiirde es
dann jede Untergruppe der Ordnung p von P enthalten; insbesondere
hitte P nicht den Exponenten p. Nach Dorrk ([1], Satz 1,f) folgte
» = 2. G/®(P) wire somit isomorph zur alternierenden Gruppe A,.
Ferner wire nach Dogrx ([1], Satz 1, d) @(P) im Zentrum von P ent-
halten, also @(P) CZ(@), da wegen der Uberauflésbarkeit von U und
wegen p = 2 auch @ in C¢(@P(P)) enthalten ist. G hat offenbar keinen
Normalteiler vom Index 2; es wire also |¢: @' | =3, d.h. D(P)CEF N
N Z(G). Da der Schursche Multiplikator der A, die Ordnung 2 hat
(s. [9], S.170), folgte nach einem Satz von Schur (s. etwa [8], S.47)
| (P)| =< 2. Das widerspriiche der Annahme |®(P)| = p® — Es ist also
|@(P)| < p, d.h. |G| ein Teiler von p*q. Damit ist G vom Typ (2) und
Fall 1 erledigt.

Fall 2. G besitzt eine (nicht iiberauflosbare) maximale Untergruppe
U vom Typ (b) des Satzes 3, d.h. U = QR mit QI U, Q elementar-
abelsch der Ordnung ¢? |R| =r (¢ und r Primzahlen), und R operiert
irreduzibel auf Q.

Wir wollen zeigen, daB |G : U | eine Primzahl ist, nehmen also an, es
wire |G : U| = p*, p Primzahl, n > 1.
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Wir konnen dann (%) auf Ug = K und irgendeinen minimalen Nor-
malteiler H/U¢g von G/Ug anwenden und erhalten, daf |U: Ug| =¢
oder r oder gr ist. Da U keinen Normalteiler vom Index g oder gr besitzt,
ist |[U:Ug| =r, d.h. Ug = Q. Wieder wegen (x) ist n = 2 oder n = 3.
Wire n = 2, so wire @ drittmaximal in @, also jede Untergruppe der
Ordnung ¢ von U modular in G; diese Untergruppen sind aber offenbar
nicht einmal modular in U. — Es ist also n = 3, d.h. |G| = p3¢*r. Wire
p = ¢, so wire jede Untergruppe der Ordnung p* von H modular in G.
Existierte aufler @ eine weitere Untergruppe S der Ordnung p?* von H,
s0 wire also @ C @S C H und @Sm G. Das widerspriche (x). Es wire
also @ die einzige Untergruppe der Ordnung p? von H ; nach ZASSENHAUS
([10]; Thm. 16, 8. 149) wire H zyklisch, was nicht der Fall ist. — Es ist
also p == ¢; sel P eine p-Sylowgruppe von H. P ist maximal oder zweit-
maximal in H. Ist also P, eine zweitmaximale (falls P maximal in H ist)
bzw. eine maximale (falls P zweitmaximal in H ist) Untergruppe von
P, g0 ist P,m@. Damit ist Q C P, @ C H und P, Qm G, was erneut ()
widerspricht.

Der Widerspruch zeigt, dal |G': U| = p, also |G| = pg?r ist, was zu
zeigen war. Damit ist Fall 2 erledigt. Es bleibt

Fall 3. G besitzt eine maximale Untergruppe U vom Typ (c) des
Satzes 3, d.h. U = @ R, wobei @ die Quaternionengruppe der Ordnung
8, |R| =3 ist und R die Gruppe @ nicht zentralisiert.

Wir wollen wieder zeigen, daB |G : U| eine Primzahl ist, nehmen also
an, es ware |G': U| = p", p Primzahl, n > 1.

Sei wieder H/Ug ein minimaler Normalteiler von G/U¢. Nach (x)
ist |U: Ug| = 2 oder 3 oder 6. Da U keinen Normalteiler vom Index 2
oder 6 enthilt, ist |[U:Ug| =38, d.h. Ug = Q. Wie im Fall 2 ist
|H: Ug| = p®, da die maximalen Untergruppen von ¢ nicht modular in
U sind, also @ nicht drittmaximal in @ sein kann. Es folgt |G: Z(Q)]
= %223 und nach Induktionsannahme, daB GjZ(Q) iiberauflosbar ist.
Das ist ein Widerspruch zur Annahme [G': U| = p*, n > 1. — Es folgt

) |G:U| =p, peine Primzahl.

Wir wollen nun zeigen, dafl @</ G ist. Angenommen, ¢ wéire nicht
normal in ¢. Da G auflosbar ist, gibt es einen Normalteiler N von Prim-
zahlindex in @. Wire N = U, so wire @ als charakteristische Unter-
gruppe von U normal in G; das ist unmoglich. — Damit ist N &= U
und folglich |G': N | = 2, da U keinen Normalteiler vom Index 2 besitzt.
Wire |G: N| == 3, so folgte |@: N| =p >3, dh. N = U, was nicht
der Fall ist. — Es ist also |G: N| =3, d.h. |N| = 23p. Nach Satz 3
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ist N iiberauflosbar oder vom Typ (c) des Satzes 3. Im letzteren Fall
wire offenbar @< N, also Q<G — Es ist also N iiberauflosbar. Da
p == 2 ist (sonst wire ja U < @), ist die p-Sylowgruppe P von N normal
in N, also PG, G/Cq(P) ist zyklisch von p — 1 teilender Ordnung.
Da @ keinen Normalteiler vom Index 2 besitzt, ist also |@: C¢(P)| ein
Teiler von 3, d.h. @ C Ce(P). Es folgt QIN, also @G, im Wider-
spruch zur Annahme. — Damit ist gezeigt:

(vi) Q<G.

Ist p > 2, so ist offenbar G vom Typ (3) mit einem 2-Komplement A
von G.

Sei also p = 2 (d.h. |G| = 243) und sei S eine 2-Sylowgruppe von G.
Enthilt S eine von Z (@) verschiedene Untergruppe J der Ordnung 2,
dann ist J m @, also nach (IV) J quasinormal in G. Jede 3-Untergruppe
von @ normalisiert daher J. Da U von seinen 3-Sylowgruppen erzeugt
wird, ist also U C N¢(J). Da J nicht in U enthalten ist, ist folglich
J<LG. Da|G:U| =2 ist, ist auch UG, also schliefilich ¢ = U x J,
d.h. vom Typ (4).

Sei also schliefllich Z(Q) die einzige Untergruppe der Ordnung 2 von
8. Dann ist S eine verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung
16 (s. [10], Thm. 15, 8. 148). Da die Automorphismengruppe von 8 eine
2-Gruppe ist (s. [10], S. 148), aber S von R nicht zentralisiert wird, ist
S nicht normal in G. Wir betrachten Cg(@). Offenbar ist Ce(@Q)< G
und R ¢ Cg(Q), also C¢(Q) eine 2-Untergruppe von G. Da § nicht nor-
mal in @ ist, ist also Ce(@) C @, d.h. Cg(@Q) =Z(Q). Da die Auto-
morphismengruppe von @ isomorph zur symmetrischen Gruppe 8, und
|G:Z(Q)| =24 ist, ist G[Z(Q)=~S,. Offenbar ist Z(Q)=@ CG&
und Z(Q) CZ(@). Nach einem Satz von ScHUR (s. [9], S. 166) ist ¢
eine Darstellungsgruppe der 8,. Da Z(Q) die einzige Untergruppe der
Ordnung 2 von @ ist, ist somit G schlieflich vom Typ (5).

Damit ist auch Fall 3 erledigt und die erste Behauptung des Satzes 4
bewiesen.

DaBl alle Gruppen in (a) und (b) N (4)-Gruppen sind, folgt durch In-
spektion der Untergruppenliste der PSL(2, p) (s. etwa [3], S. 213). Daf
die Gruppen vom Typ (c), (2) N (4)-Gruppen sind, ist trivial. Ist G vom
Typ (c), (3), so hat G drei viertmaximale Untergruppen, ndmlich Z(@),
C4(@) und 1; alle drei sind normal in G. Ist G vom Typ (e), (4), so sind
die Untergruppen der Ordnung 2 und 1 die einzigen viertmaximalen
Untergruppen, also G eine N (4)-Gruppe. Ist schlieBlich ¢ vom Typ
(¢), (5), so hat G nur zwei viertmaximale Untergruppen, namlich die
der Ordnung 2 und 1; auch diese sind normal in G. Damit ist Satz 4
bewiesen.
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Die zweiten Aussagen in Satz 3 und 4 sowie die Satze 1 und 2 liefern
das folgende interessante

Korollar, Ist G eine M (k)-Gruppe und k < 4, so ist G entweder iberauf-
losbar oder eine N (k)-Gruppe.

Fir k =5 gilt das Korollar nicht mehr, wie das folgende Beispiel
zeigt. Sei ¢ das direkte Produkt einer Gruppe U des Typs (c) des Satzes 3
und einer nichtabelschen Gruppe der Ordnung pgq, p und ¢ Primzahlen,
p > ¢ > 3. Da U nicht iiberauflosbar ist, gilt dasselbe auch von G. Die
einzigen fiinftmaximalen Untergruppen von G sind die Untergruppen
der Ordnung 1, 2, ¢ und p. Die der Ordnung 1, 2 und p sind normal in
G; die Untergruppen der Ordnung ¢ sind modular (s. etwa [7], Thm. 3),
aber natiirlich nicht normal in G.
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