
K e n n z e i e h n u n g  el l ipt iseher Gruppenr i iume 

Von ERICH ELI.ERS und HELMUT KARZEL in Hamburg 

Unter einem Gruppenraum versteht man eine Gruppe G, der mit Hiffe 
einer Teilmenge D C G die Struktur D (G) eines projektiven Raumes der 
Dimension > 1 wie folgt aufgepr~gt istl): 

R 1. Jedes Element a E G stellt sowohl einen Punkt  als aueh eine 
Hyperebene dar (w/~hrend wir den a zugeordneten Punkt  auch mit 
a bezeichnen, symbolisiere (a> die zugeordnete Hyperebene). 

R 2. Zwei verschiedenen Elementen aus G entsprechen verschiedene 
Punkte  und versehiedene Hyperebenen. 

R 3. Inzident heil3t ein Punkt  a und eine Hyperebene <b> genau dann, 
wenn b a ~ D gilt. 

Diese Definition des Gruppenraumes ist dieselbe wie in [4]. Dort  befinden 
sich auch Angaben fiber die Entstehung dieses Begriffes bei BLASCHK~ 
und GRt2•WALD und seine 1%rtentwieklung bei PODEHL, REIDEMEISTER 
und BAER. 

Eine vollsti~ndige LSsung des Problems, alle Gruppenr~ume anzugeben, 
steht noch aus. Dagegen lassen sieh alte Gruppenr/~ume aufz/~hlen, die 
dem Axiom 

A. F a r  jedes x ~ D gilt x 2 = 1 

genfigen, wie hier gezeigt werden soU. 
Zm- Entstehung dieses Problems ist zu sagen: Die in [4] behandelten 

eUiptischen Gruppenr/~ume D(G) waxen dutch das Axiom A und die 
weiteren Axiome 

B.  D enth~lt mindestens zwei Elemente a, b m i t  (ab) ~ ~ 1 

C. D ist invariant,  d.h.  mit  x e D gilt auch a x a  -z e D /~tr alle a e G  

gekennzeichnet. Dort  wurde gezeigt, dab dutch die Forderungen A, B, C 
genau die Bewegungsgruppen der ebenen elliptischen Geometrien erfal3t 

1) Natiirlich li~13t sich nicht in jeder Gruppe eine Teilmenge D so auszeichnen, 
dab D(G) ein projektiver Raum wird. Fiir den Fall einer endlichen Gruppo z.B. 
wiire eine notwendige Bedingung, dab die Ordnung der Gruppe als Anzahl der 
Punkte eines projektiven Raumes auftreten karat, d.h. dab sie sich in der Form 

k 
n ~, wobei neine Primzahlpotenz p~ ist, darstellen 1/~l~t. 

i=o 
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werden, und zwar nicht nur die bereits yon R. ~BAER [1] gekennzeichneten 
elliptischen Geometrien mit KoordinatenkSrpern der Chaxakteristik # 2, 
sondern aueh solche mit KoordinatenkSrpern der Charakteristik 2. Diese 
letztgenannten elliptischen Geometrien sind erst in [4] eingeffihrt 
worden. 

Im  Anschlu$ an dieses Resultat erhob sieh die Frage, ob die Axiome B 
und C entbehrlich seien. Da$ auf das Axiom B nicht verzichtet werden 
kann, ergab sich in [2], wo alle Gruppenri~ume angegeben wurden, die 
A und der Negation yon B genfigen. C ist in diesem Falle yon selbst 
erfiillt, da A und die Negation yon B die Kommutativiti~t der Gruppe G 
erzwingen. 

Die Vermutung, da$ man ohne das Axiom C ebenfalls neue Gruppen- 
r/~ume erfassen wiirde, erwies sieh als falseh, denn es ergab sich, wie in w 4 
gezeigt wird, dab C bereits eine Folge yon A ist. Somit erhalten wir: 

Hauptsatz. Ist D(G) ein Gruppenraum, der dem Axiom A genagt, so 
ist D(G) entweder ein elliptiseher Gruppenraum oder eine involutorische 
Geometrie. Es gilt also: 

Alle Gruppenraume D(G) mit der Eigenscha/t A zer/allen in drei dis- 
junkte Klassen : 

1. Elliptische Gruppenri~ume der Charakteristik ~ 2 (gekennzeichnet 
dutch B und 1 ~ D). Hier gilt: dim (D(G))---- 3, G ~ O+(K, F), wobei 
K ein kommutativer KSrper der Charakteristik ~ 2 ist und F eine 
terndre nuUteilige quadratische Form. 

2. Elliptische Gruppenri~ume der Charakteristik 2 (gekennzeichnet durch 
B und 1 ~ 1)). Hier gilt: dim (D(G)) : 3, G ~ Oa(K, Q), wobei K ein 
kommutativer K6rper der Charakteristik 2 ist und Q eine terni~re nuli- 
teilige und nichtquasilineare quadratische _Form aber K.  

3. InvoIutorische Geometrien (gekennzeichnet dutch die Negation yon B).  
Hier gilt: Die Dimension yon D(G) ist eine natfs Zahl der Gestalt 
2" - -  1 mit n > 1, G ~ ~*/K**), wobei ~ eine Cli~ordalgebra ist, die 
gleichzeitig ein kommutativer KSrper der Charakteristik 2 ist und einen 
Grad 2 n mit n > 1 aber dem GrundkSrper K hat. 

Ffir den Beweis des tIauptsatzes (w 4) benStigen wir eine Reihe yon 
Hiffsmitteln, die in den w167 1, 2, 3 zusammengestellt werden. Zun~ohst 
wird in w 1 der bereits in [2] erkl~rte Begriff der projektiven Inzidonz- 
gruppe etwas verallgemeinert (in [2] wurde aueh die Vertr~gliohkoit 
hinsichtlich der Rochtstranslationen verlangt) und gezeigt, dab jode 
projektivo desarguossehe Inzidenzgrulape dutch einen normalen Fast- 

3) Mit K* usw. bezeichnen wir wie iiblich die multiplika~ive Gruppe von K. 
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k6rper beschreibbar ist (Satz 1). Da aueh umgekehrt jedem normalen 
FastkSrper 9/fiber K mit Rang (~) > 2 eine projektive Inzidenzgruppe 
entspricht (Satz 2), ist das Problem, s~mtliche Inzidenzgruppen anzu- 
geben, auf das algebraische zurfickgeffihrt, alle FastkSrper mit dieser 
Eigenschaft zu bestimmen. Die FastkSrper, die den in [2] behandelten 
Inzidenzgruppen entspreehen, zeichnen sieh durch ein abgeschw~ehtes 
Distributivgesetz aus (Satz 3). 

Jeder Gruppenraum l~Bt sieh auch als Inzidenzgruppe auffassen (w 2, 
Satz 4) mit der zus~tzlichen Eigenschaft, dab die Linkstranslationen die 
Hyperebenen einfach transitiv permutieren. Da der zugeh6rige Fast- 
kSrper dann eine entsprechende Transitivit~tseigenschaft besitzt, erkennt 
man, dab das eingangs formulierte Problem, alle Gruppenr~ume anzu- 
geben, gleichwertig mit der algebraischen Aufgabe ist, alle diese normalen 
FastkSrper zu bestimmen. 

W~hrend in den beiden ersten Paragraphen keine Forderungen an 
die GrupperLr~ume gestellt werden, ziehen wir in w 3 eine Reihe yon 
Folgerungen aus den Axiomen A und B. Der Beweia des Hauptsatzes 
(w 4) erfolgr indirekt, d.h. wir ffihren die Annahme, D sei nicht invariant, 
zu einem Widerspruch. 

In  w 5 sehlieBlieh werden die in w 1 gewonnenen Resultate zu einer 
direkten Herleitung der Quaternionendarstellung eUiptischer Gruppen- 
ri~ume benutzt. 

w 1. Beziehungen zwisehen projektiven Inzidenzgruppen und Fastk~rpern 

Eine Menge G heiBt pro]ektive Inzidenzgruppe3), wenn die folgenden 
drei Bedingungen erffillt sind: 

1. G i s t  eine Gruppe. 

2. Die Elemente von G sind die Punkte eines pro]ektiven Raumes, dessen 
Dimension grSfler ats 1 ist. 

3. (Vertr~llichkeit) Far  ]edes a E G i s t  die Abbildung 

(1) a*: x - - ~ a x ,  x e G ,  

eine Pro]ektivitiit. 

Ist 9/ ein Vektorraum fiber einem SchiefkSrper K und ist ffir die 
Elemente yon 9/ aui3erdem eine Multiplikation erkl~rt, die alle Sehief- 
kSrperaxiome mit Ausnahme des rechten Distributivgesetzes erffillt, so 

s) Die Definition der projektiven Inzidenzgruppe ist hier schw~cher gefaBt als 
in [2]. In [2] wird aui~erdem noch verlangt, dab f'tir jedes a e G auch die Abbildung 
~: x --) xa, x e G, eine Projektivit~it ist. 
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heiBt 92 Fa~tIcSrper4). Is t  iiberdies K .6) Normal te i le r  y o n  92*, so nennen  
wir  !~l einen normalen FastkSrper. 

Beispiele fiir Inz idenzgruppen  bilden z .B.  die yon  SINGER [5], M. HALL 
[3] u .a .  un te r such ten  zyklischen Geometrien.  E ine  ebene pro jek t ive  
Inz idenzgruppe  b rauch t  nicht  desarguessch zu sein, da  es bereits  nicht-  
desarguessche zyklische Ebenen  gibt, wie M. HALL [3] gezeigt hat .  Ffir  
desarguessche Inz idenzgruppen  gilt der  folgende 

8atz 1. Ist G eine desarguessche projektive Inzidenzgruppe, so 14flt sich 
in dem zugeh6rigen Vektorraum 92 mit Hil/e der Gruppenoperation von G 
in natarlicher Weise eine Multiplikation ein/ahren, so daft 92 ein normaler 
FastkSrper ist. 

Beweis. Zun~chst  wollen wir das Produkt ab zweier E lemente  aus 
92 erkl/iron. I s t  a e G, so sei La C 92 der dora E lemen t  a zugeordnete  
eindimensionale Tei l raum yon  92. Wir zeichnen einen fes ten Vektor  
e e L1, r ~ 0, 1 e G, aus. J e d e m  Vektor  a e 9~* ordnen wi t  die e indeut ig  
bos t immte  somilineare Abbi ldung a* yon  92 zu, die die Projokt ivi t / i t  a* 
induzier t ,  wobei a durch  a e La festgelegt ist, und  ffir die a*e  ~ a gilt. 

] ) ann  definieren wir  

(2) ab -~ a*b und  

(3) O a = O  f'tir a,  b e 9 2 .  

Hieraus  lassen sich sogleich einige leichte Folgerungen ziehen, n/~mlich 

(4) ab ---- a*b * e .  

(5) (aI))* = a ' b *  und  

(6) (2a)*----Aa* ffir a, b e 9 2  und  2 e K .  

Die eben eingefiihrte Verknt ipfung ist wegen (4) und  (5) assoziat iv:  

a(bc) = a*(bc)* e = a*(5*c*) e = ( a ' b* )  c*e  = (ab)* c = (ab) c 

fiir a , b ,  c e92.  

Well e*e ---- e ist und  e* die Identit/~t in G induziert ,  ist ca  -~ e*a  ---- a, 
also e das Einse lement  yon  92. 

4) Die in 92 erkliirte Multiplikation soll selbstverstiindlich die Eigenschaft 
haben, dab 4e o a = ha gilt, wcnn 2 e K, r das Einselement von 9~ und a e 92 ist 
u n d o  die Multiplikation in 92 bezeichnet. Daher k6nnen wir die Multiplikation 
in 92 und die Multiplikation mit einem Skalar mit demselben Operationssymbol 
bezeichnen und K mit Kr identifizieren. Der hier gebrauchte Begriff des Fast- 
k6rpers ist etwas spezieller als der bei ZASS~.~HAUS [6], [7]. 

S} Siehe Fuflnote 2 auf Seite 56. 
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Jedes Element besitzt ein Inverses: 

Die semilineare Abbildung a *-1 induziert die Projektivitat  a *-~ = a -~*, 
und es ist a*- ia  ~- e. Also ist das dutch a*-~e ---- a -~ definierte Element 
das Inverse yon a. Damit  ist gezeigt, dab 2 "  hinsichtlich der Multipli- 
kation eine Gruppe ist. 

])as linksseitige Distributivgesetz 

(7) a(b + c) = ab + ac 

ergibt sich daraus, da]~ a* eine semilinearo Abbildung ist. Es folgg 
nii mlieh a(b + c) = a*(b -~ c) = a*b -~ a*c = ab -1- ac. Ferner ist K* 
Normalteilor yon 91", d.h. es iat a K * a - t  = K*, weft ftir a e 92* und 
2 e K* die folgendo Gloiehung erfiillt ist (a bozeiehnet dabei den zur 
semilinearen Abbildung a* gehSrigen Automorphismus yon K): 

(8) •2r -1 = ~ $ / ~ a  -1 = 2 o a s a - 1  = 2 o ( ~ $ f l $ - l e  = / ~ o e .  

Wir identifizieren yon nun an immer K e m i t  K. 

Satz 2. Ist 91 ein normaler FastkSrper mit Rang 91 > 2 ~ber einem 
KSrper K,  so ist 91"/K* eine Inzidenzgruppe. 

Dieser Satz folgt aus 

(9) ist  91 ein normaler FastkSrper abet einem KSrper K,  so i~t ]ar j ~  
a ~ 92* die Abbildung a: 2 -+ # = a2a -~ ein Automorphismus yon K. 

Beweis: ~ ist offenbar ein Automorphismus der multiplikativen 
Gruppe K*. Da ct(2t + 23) ct -1 ---- a(2ta -1 q- 2~ct -1) = a~la -1 q- ct22a -1 
gilt, ist a aueh ein Automorphismus ftir die additive Verkntipfung. 

Nun ist 91"/K* sowohl Gruppo wie projekgiver Raum, und die Ab- 
bildung K*~ ~ K * a K * ~  =- K*a~ ist eine Projektivit~t, weil sie yon dot 
naeh (9) semilinearen Abbildung ~ ~ a~ induziert wird. 

Aus der Konstruktion des zu G goh6rigon normalon Fastk6rpers 92 
ergibt sieh noeh: 

Ist  G eine Inzidenzgruppe und 91 der zugehSrige Fastk6rpor, so sind 
die Gruppen 92"/K* und G isomorph. 

Idontifizieren wir die Elomonto yon 92"/K* mit donen yon G, so 
erkermt man: 

(10) 1st U eine Untergruppe (Normalteiler) yon G und ~o: 91" ~ 92"/K* 
die kanonische Abbildung, so ist q~-~(U) eine Untergruppe (Normal- 
teller) von 91". 

(11) Bilden aberdies die Elemente der Untergruppe U einen projektiven 
Yeilraum von G, ao ist ~-x (U) ~){0} ein Teil/a,stkSrper von 92. 
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Der folgende Satz gibt Auskunft, welche FastkSrper in Frage kommen, 
wenn auch noeh die Reehtsmultiplikationen in G Projektiviti~ten sind. 

Satz 3. Ist G eine Inzidenzgruppe und 92 der zugeh6rige normale Fast- 
kSrper, so ist die AbbiIdung ~t : x -+ xa ,  x, a ~ G, dann und nur dann eine 
Projektivitdit, wenn in 2 das folgende distributive Gesetz gilt: 

(12) ( b + c )  a = 2 b a + / ~ c a ,  a , b , c c 2 ;  2 , / ~ c K * .  

Beweis: Wie immer soi a E 92 ein Koordinatenvektor yon a e G und 
b e 92 ein Koordinatenvoktor yon b e G .  Dann ist b a - ~  b*a ein Koor- 
dinatenvektor yon ba. Ist  nun 5 diejenige semilinearo Abbildung, die 
induziert und ffir die ~e = a gilt, so ist aueh ~b ein Koordinatenvektor 
yon ba. Es folg~ also, dab ~b ~-- 2ha ist mit 2 c K*. Beaehtet  man dies, 
so ergibt sieh 

(b + c) a = oa(b + c) = o~b + oac = o2ba + O~ca 

mit ~,/x ~ K*, also ~2, p/~ e K*.  

Setzt man jetzt umgekehrt (12) voraus, so folgt: 

Die yon ~: ~ -+~a  m i t a  e 2* induzierte Abbildung K*~ ~ K * ~ K * a  
= K*~a  ist eine Projektivit~t. Allo Punkte  fib ~ - y c  mit fl, y e K ,  
(fl, y) ~ (0, 0) der Verbindungsgeraden yon K*b und K*e gehen n/~mlieh 
bei ~ in die Punkte  ~(fll~ ~-yc)----(fib + y c ) a - ~  2ha ~ - # c a  fiber. 
Diese liegen auf  der Verbindungsgeraden der Punkte  K * b a  und K ' c a .  

Da die Umkehrabbildung a-~:~--> ~a -~ dieselben Eigenschaften hat, 
ergibt sieh die Behauptung, dab a eine Projektivit~t ist. 

w 2. Inzidenzgruppen und Gruppenr~ume 

Nun sei D (G) ein projektiver Gruppenraum, wie er in der Einleitung 
definiert wurde. Dieser hat stets endliehe Dimension, da es eine einein- 
doutige Abbiidung zwisehen den Punkten und den Hyperebenen der 
Geometric gibt, n~mlieh a <->(a) ftir alle a ~ G. 

Naeh [4] SeRe 170 ist fiir einen Gruppenraum D(G) ffir jedes a e G  
die Abbildung a*: x - +  a x mit x e G eine Projektiviti~t. Die Gruppe 
dieser Projektivit/~ten ist isomorph zu G. Wir bezeichnen sic mit G*. 
Je tz t  gilt 

Satz 4. Far ]eden Gruppenraum D (G) ist G hinsiehtlich der dutch D (G) 
gegebenen geometrisehen Struktur eine projektive Inzidenzgruppe, bei der die 
Gruppe G* ein/ach transitiv au/ den Hyperebenen ist. Umgekehrt l~flt sich 
in ]eder Inzidenzgruppe G mit dieser Eigen.scha]t eine Teilmenge D so 
auswi~hlen, daft D(G) ein Gruppenraum ist, dessen geometrische Struktur 
mit der yon G ~berein~timmt. 
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Beweis: D (G) ist ein projektiver Raum, dessen Punkte die Elemente 
yon G und dessen Hyperebenen die Mengen aD sind m i t a  e G. Die 
Gruppe G* ist selbstverst~ndlich transitiv auf den Hyperebenen, weft ftir 
jedes b e G die Abbildung b* die Hyperebone aD in die Hyperebene 
baD iiberfiihrt. Ist anderersoits eine projektive Inzidenzgruppe G vor- 
gegeben und D die Gesamtheit der Punkte einer beliobigen Hyporebene, 
so bilden, da a* eine Projektivit&t ist, auch die Punkte  der Monge aD 
eine Hyperebene, die wir mit (a -1) bezeichnen. Setzen wir vorans, dab 
G* einfach transitiv ist, so entsprechen sich die Hyperebenen und die 
Gruppenelemente yon G gem&B der Beziehung aD <--><a -x) einoindeutig 
und es gilt x eaD,  x eG, genau dann, worm a - l x e D  ist. Somit ist 
D(G) ein Gruppenraum. 

In  [2] wurde gezeigt, dab jeder endlichdimensionalen projektiven 
Inzidenzgruppe G, bei der ftir jedes a e G auch noch die Abbildung 
~: x--~ xa, x EG, eine Projektivit~t ist, ein Gruppenraum D(G) ent- 
spricht mit der Eigenschaft 

(13) Zu]edem a e G  gibtesein a ' e G  mit a ' D a = D .  

ErfiiUt umgekehrt ein Gruppenraum D(G) die Bedingung (13), so sind 
in der zugehSrigen Inzidenzgruppe die Abbildungen ~ Projektivit~ten. 

Die Bedingung (13) ist insbesondere in Gruppenr~umen mit invarian- 
tern D erffillt. 

Zusammen mit Satz 3 ergibt sich nun 

Satz 5. Jedem desarguesschen Gruppenraum mit der Eigenscha/t (13) 
entspricht eindeutig ein normaler FastkSrper,/q~r den (12) gilt. Umgekehrt 
Mflt 8ich jedem normalen FastkSrper mit endlichem Rang, /at den (12) 
zutri~t, eindeutig ein Gruppenraum zuordnen, der (13) befriedigt. 

w 3. Elliptische Gruppenritume 

Jetzt beweisen wir eine Reihe yon Anssagen fiir olliptische Gruppen- 
r~ume, d.h. wir setzen die in der Einleitung formulierten Axiome A und 
B voraus. 

Satz 6. Die Dimension yon D(G) ist 3. 

Beweis: DaB die Dimension yon D ( G ) <  3 ist, ergibt sich wie im 
Beweis yon Satz 5 ans [4]. Um zu zeigen, dab D (G) nicht die Dimension 2 
hat, wi~hlen wir auf Grund yon B zwei Elemente a, b e D mit (ab) ~ ~ 1. 
Die Translation b* ist (wegen b e D und A) involutorisch und vertanscht 
daher die zwei verschiedenen Verbindungsgeraden 1 t3 a und b t3 (ba). 
Die Geraden sind verschieden, weft a, b, ab (wegen ab r D) drei nicht- 
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kollineare Punk te  sind. Da eine yon  der Ident i t~ t  verschiedene Trans- 
la t ion keine F ixpunk te  besitzt,  haben die zwei Geraden keinen Schnit t-  
punk t  (dieser w~re sonst F ixpunkt )  und  liegen daher  windschief, d .h .  
dim (D(G)) ~_ 3. 

Satz 7. Sind  ~, fl ~ G mit  ~ =  1 und sind 1, o~, fl nicht koUinear, so 

bilden die Punk te  1, ~, fl, ~fl ein echtes Tetraeder. 

Beweis : G~bo es eine Ebene (x),  die mit  dieson vier Punk ten  inzidierte, 
so folgte x e D, x ~  = a e D, xfl  ~- b e D und  x~f l  = c e D. Hieraus 
orsioht man,  dab ~ = x a  = a x  ist, weft nach Voraussotzung a~ ---- 1 ist, 

ferner c = xa f l  = aft, also fl = ac und  ab = x a  xfl  = aft, weft xa  ---- a x  
ist. Diese DarsteUungen dor Elemente  a, fl, aft  lehren, dab die Pu n k t e  
1, ~, fl, ~fl mit  der Ebene (a) inzidieren. Es gibt aber nur  eine Ebene, 
die mit  den Punk t en  1, ~, fl inzidiert, so dab a = x sein muB und  somit  

= 1 im Widerspruch zu der Voraussetzung, dab 1, a, fl nicht  kollinear 
sind. 

Satz 8. D ist invariant,  wenn e~ in D(G) eine Ebene (a)  gibt, deren 

Punk te  involutorische Elemente ( ~ 1) sind. 

Beweis: Es seien x, y E D mit  x :~ y. Mit fl bezoichnen wi t  den Sehnit t-  
punk t  der Ebeno (a)  mit  der Verbindungsgeraden yon 1 und  x y, d .h .  
ffir fl gilt fl* = 1 abet  fl :~ 1. Da die Punkto  1, x y mit  (x)  inzidieron, 
liegt aueh fl au f  (x),  d .h.  es gilt xfl  = x'  E D ,  also f l =  x x ' - - - - x ' x .  

Offenbar inzidioren die Punk t e  1 und  fl mi t  der Ebone (x ') ,  also aueh der 
P u n k t  x y ,  d.h.  es ist x ' x y - - - - y x x ' =  y f l e D .  Hieraus erkennt  man,  
da~ die Punk te  1 und  fl und  dami t  auch x y  mit  dot Ebene (y)  inzi- 
dieren. Deshalb gilt y x y  ~ D, also y D y  C D und, da D ein Erzeugenden- 
sys tem ist, ~ D a  -x C D ffir alle a ~ G. 

Satz 9. Das Element  ~ liegt dann und nur  dann im Zentrum Z yon G, 

wenn / a t  aUe Punk te  ~ von (~)  gilt ~2 = 1. 
Jedes Zentrumselement ~= 1 von G ist involutoriseh. 

Beweis: Es sei ~ ein Zentrumselement .  Wir benutzen die Darstel lung n) 
a = a b  mit  a, b e D .  Dann  gilt a 2 - - ~ a b = a a b = a a b b - -  1. Die 
Ebene  (a )  besteht  aus allen Punk ten  der Menge aD .  Fiir  jeden P u n k t  

= ~ x  dieser Ebene mit  x e D  ist also 2 2 = (ax) 2 = a*x 2 = 1. Um- 
gekehrt  sei (a )  eine Ebene, so dal~ fiir jeden P u n k t  ~ ---- ~-1 x, x e D, yon  
(a )  gilt ~* = 1. Nach Satz 7 aus [4] k6nnen wir x = ab mit  a, b e D  
setzen. Aus ~* = (0r 2 = 1 orhalton wir a = x a - l x  = a b ~ - I b a  = a a a  

= ~-1, d .h.  es gilt a = x a x  oder xa  = ~ x  ftir allo x e D und somit  
a ~ Z .  

e) Vgl. Satz 7 aus [4]. 
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Satz 10. S ind  a i ~ D (i ~ 1, 2, 3) drei Punk te  einer Geraden, so gilt 

(ala2aa)S-~ 1. 

Beweis: Die Ebene (a)  enthal te  die drei kollinearen Pu n k t e  a~ und  
den P u n k t  al  a~ a3, d .h .  es gelte a a~ ~ a~a -1 e D und  a a~ as aa = a8 as al 0~ -~ 
e D, also o~ala2a3 ~ aaa2alor -1 ~ aaa2~a I ~ aa~-lasal  --~ aaaasal ,  wo- 
mit  (alasaa) s ~ 1 gezeigt ist. 

Satz 11. Gibt es zu dem Element  a ~ D ein b ~ D mit  b ~ a und b a b ~  D, 

so gilt die Aussage x a x  E D /ar  alle Punk te  x der Verbindungsgeraden 

yon a und b. 

Beweis : Nach Voraussetzung liegen die Punk te  a und  b auf  der Ebene 
(ba)  und somit alle Punk te  x der Verbindungsgeraden yon  a und  b. 
Daher  ergibt sich b a x  = x a b  ~ D, d.h.  die Ebene <xa> inzidiert mit  
dem P u n k t  b. Da auch a auf  der Ebene <xa> liegt, inzidiert x mit  <xa>, 

d.h.  es gilt x a x ~ D. 

Definition. Eine Gerade der Grundebene D heiBt normal, wenn 
mit  je drei Punk ten  a, b, c auch der P u n k t  abe auf  der Geraden 
liegt. 

Satz 12. Sind  a, b zwei verschiedene Elemente aus D mit  aba  ~ D und 

b a b ~  D, so ist die Verbindungsgerade von a und b normal. 

Beweis: Jede  der Ebenen <a b) und  <b a) inzidiert nach Voraussetzung 
mit  den Punk ten  a und  b, was a b x  -~ x' ~ D, x' ~ x, ffir jeden P u n k t  x 
der Verbindungsgeraden yon  a und  b zur Folge hat ,  also ist ab -~ x ' x  

und  ba -~ x x ' .  D~ der P u n k t  x' offenbar auf  den Ebenen (1) und  (ba)  

= <x x') liogt, ist er kollinear mit  den Pu n k t o n  a und  b. Infolgedessen 
erhglt man  a b x' = x' x x' ~ D. Naeh dem vorangehenden Satz gilt also 
y x y ~ D fiir alle P u n k t e  y der Verbindungsgoradon yon  a und  b. Nun  
soien x, y, z drei beliobige Punk te  der Verbindungsgeraden yon  a und  b. 
Dann  gilt y x y  ~ D und  x y x  E D, d.h.  die Ebonen ( y x }  und  ( x y )  ont- 
hal ten die Verbindungsgerade, also ist x y z  ----- z y x  ~ D. Der P u n k t  x y z  

inzidiort mit  den Ebenen (1} und  (y  x), er liegt daher auf  der Verbindungs- 
goraden yon a und b. 

Satz 13. Au]  jeder Geraden g der Grundebene D gibt es mindeztens 

einen P u n k t  t, so daft x t  x ~ D g i l t / a r  alle Punk te  x der Geraden g. 

Beweis: Es sei (a)  eine von (1) verschiedene Ebene, die die Gerade g 
enth~lt,  f e r n e r y  oin P u n k t  auf  (1), (a)  a n d  (a-l) .  Dann  gilt ~ y  : t' ~ D 
und  a -*y  = t e D. Da a t  ---- y e D ist, liegt der P u n k t  t ( ~  y) auf  dor 
Geraden g und  es gilt y t y = a y ~-- t' e D. Mit Hiffe yon  Satz 11 erkennt  
man  jetzt  die Gtiltigkeit yon  Satz 13. 
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w 4. Beweis des Hauptsatzes 

Den Beweis des Hauptsatzes ftihren wirindirekt. Demnach setzenwir vor- 
aus, dab D nicht invariant ist. Aus dieser Voraussetzung leiten wir eine 
Reihe yon Folgerungen her, die schIie$1ich zu einem Widerspruch fiihren. 

Einen Punkt  t e D wollen wir kon]ugierbar nennen, wenn es ein a e D 
gibt mit a t a  e D aber t a t  ~ D. 

Zun/~ehst erkennt man aus Satz 12 und 13, da$ D genau dann nicht 
invariant ist, werm konjugierbare Punkte  existieren. Ferner folgt aus 
Satz 8, da~ 1 e D i s t .  Hieraus ergibt sich sofort: 

(14) S ind  a, b, a b e  D, so liegen die Punk te  1, a, b, ab au] einer Geraden. 

(15) Liegen die Punk te  1, a, b ~ D au] einer Geraden g, so ist ab e g C D. 

Satz 14. I s t  z e D mit  allen Punk ten  einer weder dutch 1 noch dutch 

z gehenden Geraden v der Grundebene D vertausehbar, so liegt z im  Zentrum 

yon G. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daft z x z  = x ffir alle x e D  gilt. Jede 
durch z gehende Gerade g der Grundebene D ist nach Satz 12 normal, 

x t 

/ Fig. 1 

Y 

denn fiir den Schnittpunkt y yon 9 mit v gilt y z  = zy ,  also y z y  = z e D 

und z y z =  y e D  (Fig. 1). Aus (15) erkennt man, dall z x z - - - - x  gilt, 
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wenn x ein P u n k t  der Verbindungsgeraden yon  1 und  z ist. N u n  sei x 
ein beliebiger P u n k t  aus D, der nieht  au f  der Verbindungsgeraden yon  1 
und  z liegt. Da die Verbindungsgerade h yon  z und  x normal  is~, enth~lt  
sie den P u n k t  z xz .  Den Schni t tpunkt  yon  v mit  der Verbindungsgeraden 
/c yon  1 und  x bezeichnen wir mi t  x'. Naeh (15) ist x'  x ein P u n k t  yon  k, 
seine Verbindungsgerade mit  z ist normal,  also ist z x '  x z  ~ D.  Da x' auf  
v liegt, ist z x '  x z  ~ x ' z x z ,  d.h.  x ' z x z  e D.  Also inzidiert der P u n k t  z x z  

mit der Ebene (x ' )  und  somit mit  der Geraden k, die ja Schnit tgerade 
der Ebenen (1) und  (x ' )  ist. Da wir bereits festgestellt haben, dal3 z x z  

auch au f  der Geraden h liegt, s t immen die beiden Punk te  x und  z x z  

fiberein, d .h .  es gilt zxz----  x. 

Satz 15. Z u  ]edem konjugierbaren P u n k t  t gibt es au /  der Verbindungs-  

geraden von 1 und  t e inen Zentrumspunlc t  z :4= 1, t. 

Bewels: Es sei t e i n  konjugierbarer  P u n k t  und  a e D so gew~Mt, dal~ 
a t a  ~ D und  t a t  ~ D.  Mit g bezeichnen wir die Verbindungsgerade yon  
a und  t. Die Linkst rans la t ion ( ta)* ffihrt g in eine Gerade g' fiber, die 
nach Satz 10 aus lauter  involutorischen Pu n k t e n  besteht ,  den P u n k t  t 
enth~lt  und  nieht  in der Grundebene D liegt, da  z.B. der P u n k t  t a t  ~ g' 

nieht  in D liegt. Da g' mi t  der Grundebene n u t  den P u n k t  t gemein hat  
und  t :4:1 ist, gibt es eine eindeutig bes t immte  Ebene (z), die mit  g' 

und  1 inzidiert. Daher  ist z �9 1 ---- z e D und z ~ t; ffir z --~ t w~re n~mlieh 
t �9 t a t  ~ a t  e D ,  also a t  -~ ta, d.h.  t a t  ~ a e D  entgegen unserer An- 
nahme.  Wendet  man  die Linkstransla t ionen (ta)* und z* hintereinander 
auf  die Gerade g an, so erhi~lt man :  

(ta)*> g, z* g,, 
g 

x > t a x  , z t a x .  

Nach Wahl  yon  z liegt die Gerade g" in der Grundebene.  Da z e D 
und  z :4: t gilt, kann  z night au f  g' liegen, d.h.  es gilt t a x ~= z oder gleieh- 
bedeutend hiermit  z t a x  ~ 1 ffir alle x e g. Also liegt 1 nieht  au f  g". 
Der P u n k t  z und  die Gerade g" erffillen also die Voraussetzungen yon 
Satz 14, da aus ( t ax )  2 -~ 1 und  ( z t a x )  2 ~ 1 die Gleiehung z t a x  �9 z 

-~ z . z t a  x folgt. Also ist z ein Zentrumselement .  Weft ( z )  m i t t  ~ g' inzidiert, 
d .h.  z t  ~ D gilt, liegen nach (14) die Punk te  1, t, z au f  einer Geraden. 

Satz 16. AUe Zentrumse lemente  ( m i t  Einschluf l  der 1) und  alle kon- 

jugierbaren P u n k t e  liegen au /  einer Geraden i der Grundebene D.  

Beweis: ~ sei ein Zentrumselement .  Da ~ naeh Satz 9 involutioriseh 
ist, besteht  die Ebene (~) aus der Menge der involutorisehen Punk te  
~D und  muB daher  naeh Satz 8 und  der Annahme,  dab D night invariant  
5 8076 Hbg.  Math. Abh., Bd. XXVI  
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ist, mit 1 inzidieren, d.h. es gilt ~ e D. Sind nun zl und z, zwei Zentrums- 
punkte (also Punkte der Grundebene), so gilt aneh z l z ,  e D,  d.h. 1, Zl, 
z2, zlz2 sind wegen (14) kollinear. Naeh Satz 15 liegen aueh alle konju- 
gierbaren Punkte mit den Zentrumspunkten auf  einer Geraden. 

Satz 17. Die  P u n k t e  der Geraden i, a n / d e r  die Zentrum~elemente und  

die konjugierbaren P u n k t e  liegen, bilden einen Normaltei ler  von G. 

Beweis: Es genfigt zu zeigen, dab a x a  ~ i gilt ffir alle x ~ i und a ~ D. 
Ist  a # x, so ist die Verbindungsgerade g yon a und x entweder normal, 
d.h. es gilt a x a  ~ D, oder x ist nach Satz 16 der konjugierbare Punkt  
yon if, d.h. es ist ebenfalls a x a  ~ D. Ist die Gerade g normal, so w/~hlen 
wir einen Zentrumspunkt z ~= 1 aus. (Nach Satz 15 folgr aus der 
Existenz yon konjugierbaren Punkten die yon Zentrumspnnkten ~= 1.) 
/ )ann ist (nach Satz 16 nnd (15)) z x  ein 1)unkt der Geraden i . / ) ahe r  gilt 
z �9 a x a  -~ a z x a  ~ D,  d.h. <z> inzidiert mit a x a .  Die Ebenen <1> und <z) 
haben abet als Schnittgebilde die Gerade i. Daher gilt a x a  ~ i. 

Ist  g nicht normal, d.h. x ein konjugierbarer Punkt,  so zeigen wir, 
da$ aueh a x a  = x' ein konjugierbarer Punkt,  also naeh Satz 16 Element 
yon i ist. Zun~ehst gilt a x' a = x E D und a # x'. W/~re x' a x' E D, so 
w~re die Verbindungsgerade k yon a und x' nach Satz 12 normal, d.h. 
a x' a = x w~tre ein Punkt  yon k und daher auch x a  x ~ D, also x nieht 

konjugierbar. 

Satz 18. E i n  P u n k t  x der Geraden i liegt genau dann  i m  Z e n t r u m  Z ,  wenn  

es ein a ~ D,  a q i, gibt mi t  a x  = xa .  

Beweis: Die Verbindungsgerade g yon a und x ist normal (Satz 12) 
und enth/~lt nicht den Punkt  1. Ffir alle y ~ g folgt also y x y ~ g und 
y x y  ~ i (Satz 17), also y x y  = x. Auf i gibt es nach Satz 15 jedenfalls 
einen Zentrumspunkt z # 1. Nun liegt abet aueh zx auf  i und es gilt 
y ( x z )  = ( y x )  z = ( xy )  z = (xz)  y. Ffir x =~ z bedeutet dies naeh Satz 14, 
dab x z  ~ Z ist. 1%lglieh ist x z Z. 

Satz 19, E s  9ibt mindestens  drei verschiedene P u n k t e  im  Z e n t r u m  Z 

yon ~ .  

Beweis: Ist  t e in  konjugierbarer Punkt,  a ~ D m i t a  r i, so liegen naeh 
Satz 17 und (15) die Punkte  t, a ta ,  t . a t a  auf  der Geraden i und es gilt 
daher: 

a ( t a t a )  = (ata)  ta  = t (a ta )  a = ( ta ta )  a .  

Naeh Satz 18 liegt also t a r a  im Zentrum. Nun sei b ein weiteres 
Element ans D mit b r i, ffir das t a r a  = tb tb ,  d.h. t = a b t b a  gelten 
mSge. <s) sei eine Ebene, die mit ba und i inzidiert. / )ann gilt s ~ D 
(well 1 e i), s b a  = r ~ D und s t  = ts  e D (well t e i). Hieraus ergibt sieh 
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t-= abtba  = r s t s r  = rtr ,  d.h.  rt = tr. Da t q Z ,  folg~ hieraus naeh 
Satz 18 r e i. Also inzidiert (s> mit  r, d .h.  es gilt sr = ba e D. Naeh (14) 
liegen mit  r auch die Punk te  s und  sr = ba au f  i. Da aber a, b q i gilt, 
ist ab = 1, d .h .  a = b. Sind also a, b zwei versehiedene Elemente  aus 
D mit  a, b q i, so sind die Zentrumselemente  t a ta  und  tbtb versehieden 

und 4= 1. 
Je t z t  wollen wir yon  der in den Paragraphen 1 und  2 eingeffihrten 

Darstellung yon Gruppenr~umen dureh normale Fastk6rper  Gebraueh 
maehen.  Hierbei wird uns der folgende Satz fiber normale FastkSrper  
yon  Nutzen  sein. 

Satz 20. Es sei 9X ein normaler FastkSrper ~tber einem Schie/kSrper 
K und ~ das Zentrum yon 9~. Hat K die Charakteristik 2 und gibt es einsn 
echten Teil]astkSrper ~ mit  ~ C ~ C 9X, so daft ?~* Normaheiler yon 9~* 
ist, so ist ~ ein KSrper. 

Bowois: Zu zeigen ist, daft mi t  81, 88 e ~ aueh 81 q- 8~ e ~ ist. Da 
~= 9/ is t ,  gibt es ein ~ e 9 / m i t  ~ ~ 3 .  Das Element  

t) = (81 + 88) (~ + ~) + (1 + ~) (81 + 88) 

= 81 -~- 8~. -}- (81 -t- 88) ~ @- (1 -~ ~)81 + (1 q- ;)82 = (~1--}- 82) ~ -}- ~ ( 8 1 +  88) 

liegt sowohl in ~ = ;9~ als aueh in 3 ( 1  -4- ;)  = (1 § ;) 3 ,  also ist 
entweder t )~  = ; ~  = (1 -t- ;) ~ oder t) = 0. Der erste Fall  kann  nicht  
eintreten,  da  sonst ~-1(1 § ;) = ~-1 § 1 e ~ und  somit  ~ e ~ wi~re. Aus 
t) = 0 folgt aber (81 -t- 82) ~ = ~ (81 -4- 82) ffir alle ~ e 9 / m i t  ~ r 3 .  

])as E lement  81 § 88 ist aber aueh mit  allen Elemonten ; e 3 "  ver- 
tausehbar .  Dies folgt aus der Tatsaehe, dab sieh ; in dor Form ; ---- a �9 b 
mit  a, 5 r ~ darstellen li~Bt. 

Von jetzt  an  sei s tets  vorausgesetzt,  dal~ ~/ der normale FastkSrper  
eines Gruppenraumes D(G) ist, der dadureh gekennzeiehnet ist, dag 
A und  B erffillt s ind und  D nieht  invariant  ist. 

Aus den Aussagen (10), (11), Satz 17 und  aus q(3*)  C Z  C i  (wobei 3 
bzw. Z das Zen t rum yon  9X bzw. G i s t )  ergibt sich 

(16) ~-x(i) U{0} = ~ ist ein invarianter normaler Teil/a~tkSrper yon 
9~ mit  der Dimension 2 ~tber dem GrundkSrper K und ~ D ~. 

Weiterhin erkennt  man  im AnsehluB an (10) und  (11): 

(17) Au~ x e D und ; eq71(x)  /olgt ; '  e K* .  

Da insbesondere i C D ist, en tn immt  man  hieraus 

(18) Aus  ~ e ~ /olgt ~ e K .  
5* 
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(19) Far das Zentrum ~ yon 9~ gilt ~ r K. Stellen 8 und 8 -~ 1 Zentrums- 
elemente ~ 1 yon G dar, so sind 8, 8 + 1 e ~. 

Beweis:  Es  seien z l , z  3 e Z ,  z l ~ z ~  und  zl, z 3 ~ 1  {Satz 19) und  8 
so gewihl t ,  dab  r = zl und  ~(8 -4- 1) = z~ ist. Nach  (16) gibt  es 
ein ~ e 9/ mit  ~ q ~ .  Setzen wir  a b a - % - ~ =  [a, b], so gilt: 

(i -4- ~) (I -4- ~) = I -4- ~ -4- [1 -4- 8, ~] (~ -4- ~8) 

= [ i  + 8, 1 + ~] {1 -4- ~ + [1 -4- ~, 8] (8 -4- [~, ~] ~8)}. 

Da  ~ und  1 + 8 Zentrumselemonte  yon  G repr~sentieren, liegen alle 
hier vo rkommenden  K o m m u t a t o r e n  in K. Die E lemente  1, 8, ~, ~ 8 sind 
nach Satz 7 linear unabh/ingig, da jedes Zent rumselement  4 : 1  yon  G 
involutorisch ist (Satz 16). Koeffizientenvergleieh ergibt  

[1 -4- 8, 1 -4- ~] = [1 -4- ~, ~] = [1 + 8, ~] = [8, ~] = 1. 

Also ist 8 ;  = ;8. DaB auch fiir jedes ~ e ~ 8~ = ~8 gilt, ergibt  sich 
wie im zweiten Teil des Beweises yon  Satz 20. NatiirIich ist auch 

8 + 1 e 3 .  
N u n  sei 8 e 3 ,  8 q K, dann liegt 1 -4- $ e ~ .  Beach ten  wit  noch (18), 

so erkennen wir (1 -4- 8) 3 = 1 -4-4- 8 + 8 + 8 ~ e K, also 28 e K und  damit  

(20) Die Charakteristik von K ist 2. 

(21) Ist 8 e ~, 8 ~ K, so ist 8 ~ kein Quadrat in K .  

Beweis:  W~re 83 = 23 mit  2 e K, d.h.  ~2 ein Quadra t  in K, so w i r e  
1 

der P u n k t  1 + ~- 8 ein F ixpunk t  bei der Abbi ldung 8*, denn 

8* 1 , + ~  =8-l -~  ~ . + ~  = ~  1 ,4 , .8 .  

Satz 21. ~ ist ein kommutativer KSrper. 

Beweis:  Nach  (16) ist ~ ein FastkSrper .  Da  K k o m m u t a t i v  ~) ist, 
geniigt es zu zeigen, dab  (1 -4- 28) (1 -4- #8) = (1 -4-4- #8) (1 -4- ~8) 
fiir ~, g e K und  ein 8 e 3 mit  $ r K gilt. Da  ab = ba ffir je zwei P u n k t e  
a und  b yon  i gilt, ist 

(22) (1 + ~8) (1 -4- gS) = ~(1 -4-4- gS) (1 + ~8) mit ~ z K .  

Nun  bereehnen wir 

(1 -4- ;tS) (1 -4- g~) = 1 -4- ~8 -4- (1 -4- ,18) g8 = 1 -4- ~ -4- /~8 + ~ t S ~ ,  

~) K ist kommutativ, da es wegen 1 e D nach (5) aus [4] in D(G) ein Null- 
system gibt. 
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wobei #4 das Bild y o n  it bei dem zu 1 -~ 25 gehSrigen Automorphismus  
2* bezeichnet.  For in t  man  entsprechend die rechte Seite yon  (22) urn, 
so erh~lt man  durch Koeffizientenvergleich: 

(2 ~- #4) (1 ~- #2s82) _-- (# d- 2s) (1 ~- it~282), d.h.  

(23) 2 -4- #4 ~ # ~_ 2s = ~( i t22s  ~ itg~2s -4- 2i t# ~ ~ 2 # ~ ) .  

Setzt  man  nun fiir 2 und  it Quadra te  ein, so ergibt  sich wegen (21): 

2 + ~s _-- g -4- it~ und  

#it~ (2 d- 2s) = ~t~s (it d- #~). 

Wgre nun 2 d- 2s # 0, so folg~e S g  ~ = ~2s und, wenn man hierans 
2s eliminiert : #g~ = 2(2 d- # -4- #4), also (it d- 2) g4 = 2(g -4- 2). 

Somit ware  g ~ =  2 ftir alle Quadra te  it 4= 2, was nieht sein kann,  
weiI 2" ein Automorphismus  ist. Wir erhal ten also 

2s = 2 fiir alle Quadra te  2 und  # aus K .  

Is t  a ein Nieh tquadra t  aus K und  S weiterhin ein Quadra t  aus K, 
so gilt (a~)s = a 2, also (as)2 = a S und,  da  K die Charakter is t ik 2 hat,  
as = a. Folglieh ist it* der identische Automorphismns,  wenn it ein 
Quadra t  in K ist. 

Setzen wir je tzt  in (23) fiir # ein Quadra t  aus  K und  fiir 2 ein be- 
liebiges Element  aus K ein, so vereinfaeht  sich (23) zu 

#4 § it = ~2~(it § #4). 

Wegen  (21) folgt hieraus it~ = # ftir alle 2 ~ K. Von der Einsehri~nkung 
da$ it ein Quadra t  sein rou t ,  machen wir uns wie eben frei. Da  alle auf- 
t re tenden Automorphismen  gleieh dem identisehen sind, gilt also (1 -t- ~ ~) 
(1 + itS) = 1 + 2~ + #~ + #2~ ~ = (1 + #~) (1 + 2~), womit  Satz 21 
bewiesen ist. 

(24) Is t  a ~ ~ und  a ~ ~ K ,  so gilt o~ 2 = 1 Jar den zu  a* gehSrigen Auto-  
m o r p h i s m u s  o~, 

denn es ist a~2 = 2~2a 2 fiir jedes 2 e K, also 2 = 2 ~,  weil a ~ e K ist. 

(25) I s t  a e 91, a~,2 e K ,  s e 3 ,  so gilt ( l  -4- 2~) a = a + 2~a .  

Beweis:  Da  1 § 25 e ~ und  ~ *  Normaltei ler  yon  ~I* ist, gilt 

(26) (1 -4- 28) a = a(q §  mit ~, it e K.  

Zweimalige Anwendung  dieser Gleiehung ergibt  



70 Erich Ellcrs und  Helmut  Karzel 

Wegen (18) ist (q + / t S )  2 e K, also ist (1 -t- 28) ~ a ---- {(q -}- itS)2} a a, 
wenn wir ffir T e K mit T" das Bild yon v bei dem zu a* gehSrigon Auto- 
morphismus bezeiehnen. Ffir a :4:0 ist also (1 § 28) 2 ----- {(~ +/t8)2} ~ 
und, wenn man Satz 21 beaehtot, 1 + 4282 = (Q* + tt252) ". Setzen wir 
jotzt 8 ~ K voraus und beaehten a$ * = (82),a -~ $*a sowie (20) und (21), 
so ergibt sieh (~*)" -~ 1, also ea_~ 1, also ~-~ 1, und ferner 2----#% 
also 4" = / ~  wegen (24). Setzen wir dies in (26) ein, so erhalten wir mit 
Hilfe yon (24) 

(27) (i ~- 4~) a := a(1 Jr 4a~) ---- a -{- 28a.  

(28) Is t  a �9 ~,  a 2 �9 K ,  a ~ 3 und 4 a - - 4 ,  so ist 2 e ~ r~ K .  

Beweis: Unter den jetzigen Voraussetzungen gilt (1 + 2 8 ) a - - -  
a(1 ~- 48) nach (27), wenn ~ �9 8.  I s t$  r K, so stellt 1 -{- ~t8 nach Satz 18 
ein Zentrumselement der Gruppe G dar. Nach (19) ist also 1 ~- ~8 �9 8 
und naeh Satz 20 auch 4 �9 ~. 

(29) Es ist K C 3 .  

Zum Beweis w~hlen wir ein a~ �9 ~-I(D) (vgl. (17)) mit al ~ 3 .  Dann 
ist a~ � 9  Ffir die Elemente as = 1 A-a~ und aa = ct~a2 gilt dann 
(wegen (15)) ebenfalls a~, a~ �9 K, a~, aa q 3 .  Nach (24) und (28) liegen 
ffir jedes 4 �9 K die Elemente 2 + 4a~ ---- ~ (4) und 4. )~, = ~ (4) (i ---- 1, 2, 3) 
in ~ n K, d.h. jedes 2 �9 K ist Nullstelle der quadratisehen Polynome 
pi(2) : 4 ~ + 4~i(4) -{- ~i(4) : 0 (i : 1, 2, 3), deren Koeffizienten in 3 (~ K 
enthalten sind. Ffir jedes 2 �9 K mit 2 r ~ sind dies�9 drei Polynome 
irreduzibel fiber 3 (~ K, d.h. es gilt ~(4)----~2(~t): ~a(4) und $ ~ ( 4 ) :  
~ (2) --~ ~3 (4) = 2 .4% d.h. 4~ --~ 4% ---- 4%. Da as ---- a~ a~ ist, folgt hieraus 
wegen (24) 4% ~ (2a~)% ---- (4%)% ~ 2, also nach (28) 4 �9 8 (~ K und da- 
mit K C ~. 

Aus Satz 20 und den Aussagen (16), (19) und (29) erkennt man jetzt 
unmittelbar, dal~ 3 ---- ~ ist. Die Gerade i C D C G besteht also nur 
aus Zentrumselementen yon G. Dies�9 Aussage steht aber im Widerspruch 
zu der Aussage, dab es konjugierbare Punl~e gibt. Damit ist sehliel~lich 
gezeigt, dab D invariant ist. 

w 5. Darstellung elliptiseher Gruppenriiume durch Quaternionen 

Bekanntlich lassen sich die Bewegungsgruppen der ebenen elliptischen 
C-eometrien und damit aueh die elliptisehen Grupl0enrgume der Charak- 
teristik ~ 2 dureh Quaternionen darstellen. Mit Hiffe der hier gewonne- 
nen FastkSrperdarste]lung yon Inzidenzgruppen soil jetzt  eine direkte 
Herleitung dieses Resultats erbracht werden. Gleichzeitig wollen wir 
zeigen, dab aueh die Bewegungsgruppen der in [4] eingeftihr~en ellipti- 
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sehen Geometrien der Char~kteristik 2 und ihre Gruppenri~ume eine 
Darstellung durch verallgemeinerte Quaternionen besitzen. 

Nachdem wir in dem H&uptsatz gezeigt haben, dall aus den Eigen- 
schaften A und  B aueh C folgt, wissen wit, da$ in jedem etliptisehen 
Gruppenranm auch das sehwaehe reehtsseitige Distributivgesetz (12) 
gilt, d.h.  dab auch die Reehtstranslationen Projektiviti i ten sind. 

Zungchst setzen wir nur  voraus, dal~ 91 ein normaler FastkSrper fiber 
einem SchiefkSrper K ist und 9/ dem sehwaehen Distributivgesetz (12) 
genfigt. Wie im Beweis yon Satz 3 bezeichnen wir mit  ~ diejenige semi- 
lineare Abbildung, die die Projektivitiit  ~: y ~ y x  induziert und ffir die 

~'. = ~ ist, wenn ~ ein Koordinatenvektor  yon x ist. Das Element  2~ e K, 
~, t) ~ 91, sei dutch die Gleichung ~ t~ ---- ~ t)~ definiert. Mit Hilfe dieser 
Bezeiehnung kSnnen wir das schwache Distributivgesetz (12) in der 
Form 

(30) (~ + t~) ~ = ( ~ + ~ ) - ~  + ( ~ + ~ ) - ~ t ~  

schreiben. 

( 3 1 )  Far aUe ~, t), ~ ~ 91 ist 2~ (~)~ : ~ .  

Bowels: Die beiden Abbildungen ~t)* und  ~t)*~ sind identisch, derm 
es ist St)*e ~ ~t) ----2~t~ und 2~t)*~e = 2~t)~ und beide Abbildungen 
induzieren dieselbe Projektivi tgt  in der zugoh6rigen Inzidenzgruppe. 
Daher ist 

= = = = 

d.h. ),~ ~ ~ = 

(32) Ist  ,~ ~ 1 /~tr alle ~, b eines Erzeugendensy~tems ~ von 91", so ist 
91 ein Schie/kSrper. 

Beweis: Zuerst folgt aus (31) ffir jedes a e ~ und ~ e 9/, dait 2~ ~ 1 
ist. Aus der Tatsache, dab sieh in (30) 8 als Produkt  yon Elementen aus 

schreiben li~$t, folgt (~ § t)) 8 ~- ~8 ~- t)~, d.h.  91 ist ein SchiefkSrper. 

(33) Gibt es zu ~ ~ 91" ein t) E 91", mit ~ -~ 1 / a r  alleiz ~ K ,  so ist der 
zu ~ gehSrige Automorphismus der identi~che. 

Jetzt  setzen wir voraus, daft 91 der  zu einem elliptischen Gruppen- 
raum D (G) gehSrige normale FastkSrper ist. 

Ist  ~ ein Koordinatenvektor  des Punktes  x e G, so bezeiehne <~> die 
Menge der Koordinatenvektoren yon Punk ten  der Ebene <x). Da D ein 
Erzeugendensystem yon G i s t  (vgl. [4]), ist <e) ein Erzeugendensystem 
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yon 9~. Um zu zeigen, dab unter den jetzigen Voraussetzungon 9I ein Sohief- 
kSrper ist, brauohen wir wegen (32) nur den folgondon Satz zu bewoisen. 

Satz 22. E s  gilt ~ : 1 /i~r alIe a, b ~ <e). 

Den Beweis fiihren wir in mehreren Sohritton. 

(34) I s t  a ~ D und a =4= 1, so induziert die Abbildung a*~ au/  der Ebene 

(1> bzw. (a)  eine pro]ektive Spiegelung an der Geraden <1> n (a)  

und dem P u n k t  a bzw. der Geraden <1) ~ (a)  und dem P u n k t  1. 

Der Automorphismus  von a*~ ist ein innerer. 

Beweis: Offenbar sind wegen der Invarianz yon D die Ebonon <1> 
und (a)  Fixebenen der Abbildung a*~. Die Schnittgerade <1> n (a) 
bleibt punktweiso fest, denn aus x E ( l > n ( a ) ,  d.h. x, a x  -~ x a  e D ,  

folgt a * ~ x  ----- a x a  ---- x. Hieraus ergibt sich, daI~ die Projektivitiit  a*d 
linear ist, also der Automorphismus yon a*~ der identische. Da auBerdom 
1 und a Fixpunkte sind und (a*~) ~ ---- 1 ist, bleibt noch zu zeigen, dal] 
a*~ auf  keiner der beiden Ebenen (1) und (a) die Identit~t induziert. 
Gibt es in D ein b mit (ab) 2 =[= 1, so ist weder dor Punkt  b dot Ebone (1> 
noch dor Punkt  ab dot Ebene (a) Fixpunkt  bei a*~. Um zu zeigen, dab 
es zu jedem a e D oin b e D gibt mit (ab) ~ ~= 1, w~hlen wit auf  Grund 
yon B zwei Elemente x , y  ~ D mit ( xy )  2 ~ 1. ])ann induziort die Pro- 
jektivitat  x* ~ in der Grundebene oino Spiegelung an dor Geraden <x) 
n <1> und dem Punkt  x. 

Ftir jeden Punkt  z e D mit z ~ x, z ~ <x) n <1> gilt dahor x* ~z  ~- 

x z x  =4= z, d.h. (xz)  ~ =4= 1. Ist  z fernor so gew~hlt, dab es nicht auf  der 
Verbindungsgeraden yon x und y liegt, so schneiden sich die Ebonen 
<x), <y) und <z) fiir 1 ~ D in genau einem Punkt  v a D, denn aus v e D und 
xv ,  yv ,  z v E D folgte wegen der Invarianz yon D auoh v x, v y, vz  E D, d .h .  

x, y, z l~gen auf der Geraden (v) r (1) entgegen der Wahl yon x, y und z. 
Fiir 1 ~ D haben die Ebenen (x), (y), (z), (1) nnr den Punkt  1 ge- 
meinsam. 

W~re nun (ax) ~ -~ (ay)  2 ~ (az) ~ ---- 1, so w~re a Fixpunkt  der Pro- 
jektivit~ten x*~, y*~, z*5 (diese induzieren in der Grundebene nicht 
die Identit~it, da ( x y ) 2 ~  1 und (xz)2:4:1 ist) und miiBte somit, weft 
a ~ x, y, z vorausgesetzt werden darf, auf  den Geraden (x) (h (1), 
(y) f~ (1), (z) (~ (1) liegen, die sich aber fiir 1 ~ D nicht in einem Punkt  
schneiden, w~ihrend sic fiir 1 e D nur den Punkt  1 ~ a gemeinsam haben. 
Also gilt mindestens eine der Aussagen (ax) z =4= 1, (ay) 2 ~ 1, (az) ~ ~ 1, 

was noch zu zeigen war. 
Wir miissen nun die beidon F~llo 1 r D und 1 ~ D gotronnt bohandoln. 

Als erstes setzen wir 1 ~ D voraus. 

(35) Far a, b, a~ e <e> gilt ~ = - - [~ ,  a] -~ = - - [ a ,  b]. 
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Bewois: Unter don Voraussetzungon yon (35) ist der Kommutator  
[a, b] e K und da e, b �9 <a> is~, ist auch e -t- b �9 <a>. Jetzt  wenden wir 
a*5 a u f e + 5  an: 

a*a(e + b) = a*~e + a ' a s  = a ~ + a ~ S a  = a s + (~)" a[b, a] ab = a s 
+ (2~)~[b, a]~a2b. Wegen (34) gilt also (2~)~[b, a ] a = - - 1 ,  woraus die 
Behauptung folgt. 

Aus (35) erhalten wir noch 

(36) Far a, b, ab �9 gilt ab = - - a b .  

(37) 2a a = 1 /r jedes a e <r 

Beweis: S sei ein beliebiger Koordinatenvektor aus <e> c~ <@. Dann gilt 
a*~(a -4- b) = a2~a ~ + a*~b = aX~a 2 - -  a~b = (2~)~aea ---a2b. 

Auf Grund yon (34) folgt 2a a = I. 

Nun sei a �9 b e<e> r <a>, c = aS (d.h. es gilt a, 5, ab e<e>) und 
b = a -4- b -4- c. Wir berechnen b e, wobei wir (35), (36) und (87) beriiek- 
siohtigen: 

b e = ba + bb + bc = (2~)-Xab + (2~)-ibb + (2~)-~b 

= (~)-~(ae--ab--aeS) + (2~)-I(--ba + ~e--SaS) 

+ ( ~ ) - 1 ( _  a b a -  aS ~ + (ab)e). 

D a b  ~ in K liegt und wegen der Unabh~ngigkeit yon a, b, aS erhalten 
wit aus dieser Gleichung 

b - 1  b (2b) 2~--  (2~)-~ o, 
c' _1 b a --(2~)-, + (2b) (2~ = 0, 

- - ( 2 g )  -1  Jr- (~b)  '~a = O,  

Hieraus  ergibt  sioh 

(38) 2~ = t /at a, b, ab �9 <e>. 

Weiter folgt aus dem obigen Gleichungssystem 

(39) 2 ~ = 2 ~ = 2 ~  /fir a , b , c =  abe<e> und b = a @ S  + c. 

a b alb (40) Far jedes ~ �9 9/ und a, b, aS e<e) ist ;t~;ts~ = ;t~ . 

Bewois: Die Abbildungen b a und ab sind gleich, denn es ist abe  = ab 

und bae  = ba  = ab nach (38) und boide Abbildungen induzieren die- 
ab solbe Projektivitat.  Dahor ist ab~ . . . .  2~ ~aS b ~  b 2 ~ a  ;ts2~,~ab,a 

* ~ b gehSrige Automorphismus wogen (33) also 2 ~ =  2~2~o, weil der zu 
und (38) der identisehe ist. 
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Sotzen wir in (40) ~ = b und benutzen (39), so folgt 

(41) )'~a : 1 /ar  a, b, ab �9 (e} und  b = a § b + ab .  

Sotzt man in (31) ~ : b, t) ---- b, ~ ---- a und benutzt  (38) sowie (41), 
so erh~lt man 

(42) = l /ar  b = a + rJ + ab und a, b, ab � 9  

(43) Der zu a � 9 1 6 2  gehSrige Au tomorph i smus  ist der identische. 

W~hlt man n~imlich �9 b � 9  mit ab � 9  so sieht man zun/~chst 
mit Hilfe von (33) und (38), dab der zu ~ geh6rige Automorphismus 
der identische ist. Zusammen mit (36) erkennt man dann ~ ( f lb )=  

fl?~b = - - f l a b  und ~(flb) = - - a f l b ,  also aft = fla. 

(44) Der KSrper  K ist kommutat iv .  

Denn sind a, b, ab �9  so ist ab = - - b a  nach (36) und (38); ferner 
gilt a a  fib � 9  ftir beliebige a, fl �9 K* und daher a a  fib = - - f ib  aa,  also 
wegen (43) aft  ab = - - f l a  ba,  d.h. aft = fla. 

ScMieBlich erhalten wir 2~  = 2~ ftir beliebige a, fl �9 K und a, b �9 
Um das einzusehen, bemerken wir zun/ichst, dab ff-d = rio7 ist, denn 
es ist a--tie . . . . .  a o u n d  ~07e ~ae ~ e  aa. Dann ist ~-aflb 2~flbaa~'a 

~ a  
= 2 ~ f l a b a  und a-aflb = ~07flb = ~af lb  = ~ f lSb  = af l2~ba,  also 

Durch Umnormieren der Koordinatenvektoren a, b in (42) kSnnen 
wir yon jodem Punkt  d der Ebene {1), der auf  keinor der Ebenen {a), 
(b}, ( a b )  liegt, einon Koordinatenvektor in der Gestalt b ---- a § b -~ ab 
erhalton. Hiermit orgibt sich 2~ ---- 1 fiir alle b � 9  und b ~(a),  (b), (ab).  
Indem man schlief$1ich noch den Punkt  a auf der Geraden (b} n (1) 
ab~ndert, folgt 2~ = 1 fiir alle b �9 (e) mit b ~/(b). Zusammen mit (37) 
und (38) ergibt sieh also ftir 1 ~ D der Satz 22. 

Nun sei 1 �9 D. Nach (34) induziert a*~ f'tir jedes a �9 D, a & 1, in 
der Ebene (1) eine Spiegolung an der Goraden (1) n (a} und dem Punkt  
a. Wegen 1 �9 D liegt aber a a u f ( 1 )  n (a);  desh~lb ist die Charaktoristik 
des KoordinatenkSrpers 2. Da die Punkte  1 und a auf der Fixgeraden 
(1} n ( a )  yon a*~ liegen und da a*fie = a2e gilt, folgt a * S a  = a2a. 
Andorerseits ist a * ~ a = a 2~ a 2 = ( 2~)a 3 2 3. Also ist 

(45) 

Es seien a, b e (e}, so dab e, a, b linear unabh~ngig sind. Nach (34) 
mull sich a*~b in der Form a*5b-----aa + fib m i t a ,  fl e K  darstellen 
lassen. Da (a* 5) 2 im Gruppenraum D (G) dio Identit~t induziert, k6nnen 
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wir mit  Hiffe yon  (45) und  der Tatsaehe,  dal3 K die Charakter is t ik  2 
hat,  fl berechnen:  

(a*~)~b = o~a2a + fl(~a + fib), d.h.  fl ----- a ~. 

Daher  ist a*~b --~ aa § a~b, also 

(46) fib : er + ab ,  

wobei e -~ ~a gesetzt ist. 
J e tz t  zeigen wir 

(47) )t~ = 1 /fir a, • ~(e ) ;  e, a, b linear unabhdngig. 

Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung b ----- e -4- a § b. D a n n  ist un te r  
Beachtung  yon  (46) 

b ~ = b + (~)-~b + (;L~,)-~bb 

= e + a § ~ + ( ~ ) - ~ ( a  + a ~ § ~e + ab) 
+ (~)-,(b + ~ + ~a~). 

D a b  ~ E K ist und  da r a, b, ab wegen ab ~ (e)a) line~r unabhiingig sind, 
folgt 

, ~ - -  1, ) t~=  1 und  ;t~-~ 1. 

Aus (46) und  (47) ergibt sieh noch 

(48) ab + ba = ee. 

Aus (33) und  (47) ergibt sieh hier 

(49) Der zu ~ mit ~ ~(e) und ~ r  geh&rige Automorphismus let 
der identisehe. 

Ferner  grit: 

(50) Der zu a mit a t ( e )  und a r  gehSrige Automorphiamu8 ist der 
identische. 

Nach (49) und  (46) grit fiir a, b E (e), a, Io, e linear unabh~ngig:  

und  a(flb) = e(flb)e + aflb, also fla5 = aflb, also fla = aft. 

(51) Der KSrper K ist kommutativg). 

Nach (48) und  (50) gilt fiir die obigen a, b: (~a) (fib) + (fib) (~a) = 
o,~ab + ~o, ba = o, flab + ~o, (ee + al~) = o~flab + ~o,~e + flo, a b e  g e .  
Hieraus folgt (~xfl + fl~)ab = O, also aft + fl~ = 0 und  somit  aft = fla. 

(52) Der zu ~ ~ (e) gehSriffe Automorphismus ist der identische. 

s) Man beachte (14). a) Vgl. aueh Ful~note 7 auf Seite 68. 
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l~tir den Beweis yon Satz 22 brauchen wir wegen (47) nur noeh den Fall 
b = #e + va zu betrachten. D a b  2 ~ K, folgt wegen (52) aus b 2 = (/~e 
+ va) 2 ---- #~e + / ~ v a  + v(~)-~(#a + va~), dab ~ ---- 1 ist. 

Da (�9 ein Erzeugendensystem yon 9 / i s t  und alle Automorphismen, 
die zu Elementen ~ e (e) gehSren, die Identifier sind, gilt 

Satz 23. K liegt im Zentrum von 9/. 

Znsammenfassend kSnnen wir also feststellen: 

Satz 24. Jeder elliptische Gruppenraum D(G) Mflt sich dutch eine 
Cli~ord-Algebra darsteUen. Genauer: Zu jedem elliptischen Gruppenraum 
D(G) gibt es genau eine Cli~ord-Algebra 9/ der Dimension 4 ~tber dem 
kommutativen GrundkSrper K, so daft G ~--9~*/K* gilt. Die Clitoral- 
Algebra 9/ ist hierbei ein Schie/kSrper. Im Falle der Charakteristik ~ 2 
ist die Cli~ord-Algebra 9/ ein Quaternionenschie/kSrper. Ist umgekehrt 9)[ 
eine nichtkommutative Divisions-Cli~ordalgebra der Dimension 4 abet 
einem kommutativen KSrper K, so gibt es in 9~*/K* eine Teilmenge D, 
so daft D(9/*/K*) ein elliptischer Gruppenraum ist. 

Beweis: Im Falle der Chara&teristik =V 2 w~hlen wir wie beim Beweis 
yon Satz 22 zwei Elemente a, b ~ (e) mit a5 ~ (e>. Offenbar bilden die 
Elemente r a, 5, ab ---- c eine Basis des FastkSrpers 9/. Die Elemente 
a, b, c erfiillen die Relationen ab = - - h a ,  ac = - - c a ,  bc = - - c b  und 
a 2, bL c ~ e K, wie aus dem Beweis yon Satz 22 hervorgeht (vgl. (35) 
und (38)). Aus don Si~tzen 22 und 23 erkennt man jetzt, dait 9/ ein 
QuaternionenschiefkSrper tiber K ist. 

leiir den Fall der Charaklberistik 2 w/~Men wir zwei Elemente a, b ~ <e>, 
so dab e, a, [3 linear unabhangig sind. Aueh in diesom Fall bilden die 
Elemente e, a, 1~, a b e i n e  Basis yon 9/, d.h. 9/ hat die Dimension 4. 
Hier gelten die Relationen ab + ba = ,e  und a s, IJ 2 e K. Es soi V~ 
der yon a und b aufgespannte Toilraum yon 9/ und Q(;) die dureh 
Q(~) = (Xla + x~5) 2 = x~a ~ + x~IJ ~ + xlx2, gegebone quadratisehe Form. 
Nun erkennt man sofort, dab 9/isomorph zu der dureh V2 und Q definierten 
Clifford-Algebra ~ ---- ~/U ist, wobei ~ die Tensoralgebra yon V~ und 
das dureh ~ | ; -  Q (;) fiir alle ~ ~ V2 erzeugte Ideal in ~ ist. 

Um die Umkehrung einzusehen, bemerken wir zuniiehst, dai] 9~*/K* 
eine Inzidenzgruppe ist, in der auBer don Links- aueh die Reehts- 
translationen Projektiviti~ten sind. Nach Satz 1 aus [2] brauehen wit 
jetzt nut  noeh zu zeigen, dab es in 9/*/K* eine Ebeno gibt, deren Punkte 
alle die Ordnung 1 oder 2 haben. Sind ~0, ~ ,  ~z die homogenen Be- 
standteile der Clifford-Algebra ~, so setzen wit 

D =  ~ ( ~  + ~2)*/K* fiir 2 # 0 ,  
(~o+~)* /K*  fiir 2 = 0 .  
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