Kennzeichnung elliptischer Gruppenriume

Von EriceE ErLErs und Hermur Karzer in Hamburg

Unter einem Gruppenraum versteht man eine Gruppe @, der mit Hilfe
einer Teilmenge D C @ die Struktur D(G) eines projektiven Raumes der
Dimension > 1 wie folgt aufgeprigt ist!):

R 1. Jedes Element a € G stellt sowohl einen Punkt als auch eine
Hyperebene dar (wihrend wir den a zugeordneten Punkt auch mit
a bezeichnen, symbolisiere {(a) die zugeordnete Hyperebene).

R 2. Zwei verschiedenen Elementen aus G entsprechen verschiedene
Punkte und verschiedene Hyperebenen.

R 3. Inzident heifit ein Punkt o und eine Hyperebene (b) genau dann,
wenn ba € D gilt.

Diese Definition des Gruppenraumes ist dieselbe wie in [4]. Dort befinden
sich auch Angaben iber die Entstehung dieses Begriffes bei BLASCHKE
und GRUNWALD und seine Fortentwicklung bei PODEHL, REIDEMEISTER
und BAER.

Eine vollstindige Losung des Problems, alle Gruppenrdume anzugeben,
steht noch aus. Dagegen lassen sich alle Gruppenrdume aufzihlen, die
dem Axiom

A. Fur jedes x e D gilt 22 = 1

geniigen, wie hier gezeigt werden soll.

Zur Entstehung dieses Problems ist zu sagen: Die in [4] behandelten
elliptischen Gruppenridume D(G) waren durch das Axiom A und die
weiteren Axiome

B. D enthilt mindestens zwei Elemente a, b mit (ab)? &= 1
C. D ist invariant, d.h. mit x € D ¢ilt auch axa= € D fir alle a €@

gekennzeichnet. Dort wurde gezeigt, da durch die Forderungen A, B, C
genau die Bewegungsgruppen der ebenen elliptischen Geometrien erfalt

1) Natiirlich 148¢ sich nicht in jeder Gruppe eine Teilmenge D so auszeichnen,
daB D(@G) ein projektiver Raum wird. Fiir den Fall einer endlichen Gruppe z.B.
wire eine notwendige Bedingung, daf die Ordnung der Gruppe als Anzahl der
Punkte eines projektiven Raumes auftreten kann, d.h. da8 sie sich in der Form

k
> nf, wobei n eine Primzahlpotenz p" ist, darstellen 1iBt.
=0
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werden, und zwar nicht nur die bereits von R. BAER [1] gekennzeichneten
elliptischen Geometrien mit Koordinatenkorpern der Charakteristik == 2,
sondern auch solche mit Koordinatenkorpern der Charakteristik 2. Diese
letztgenannten elliptischen Geometrien sind erst in [4] eingefiihrt
worden.

Im Anschluf an dieses Resultat erhob sich die Frage, ob die Axiome B
und. C entbehrlich seien. Dafl auf das Axiom B nicht verzichtet werden
kann, ergab sich in [2], wo alle Gruppenrdume angegeben wurden, die
A und der Negation von B geniigen. C ist in diesem Falle von selbst
erfiillt, da. A und die Negation von B die Kommutativitdat der Gruppe G
erzwingen.

Die Vermutung, dal man ohne das Axiom C ebenfalls neue Gruppen-
riume erfassen wiirde, erwies sich als falsch, denn es ergab sich, wie in § 4
gezeigt wird, dafl C bereits eine Folge von A ist. Somit erhalten wir:

Hauptsatz. Ist D(Q) ein Gruppenraum, der dem Axiom A geniigt, so
ist D(G) entweder ein elliptischer Gruppenraum oder eime involutorische
Geometrie. Hs g¢ilt also:

Alle Gruppenrdume D(G) mit der Eigenschaft A zerfallen in drei dis-
junkte Klassen:

1. Elliptische Gruppenriume der Charakteristik == 2 (gekennzeichnet
durch B und 1 ¢ D). Hier gilt: dim (D(@)) = 3, G = 0} (K, F), wobei
K ein kommutativer Korper der Charakiteristik == 2 ist und F eine
terndre nullteilige quadratische Form.

2. Elliptische Gruppenrdume der Charakteristik 2 (gekennzeichnet durch
B und 1 € D). Hier gilt: dim (D(GQ)) = 3, G = 0,(K, Q), wobei K ein
kommutativer Korper der Charakieristik 2 ist und Q eine terndre null-
teilige und nichtquasilineare quadratische Form dber K.

3. Involutorische Geometrien (gekennzeichnet durch die Negation von B).
Hier gilt: Die Dimension von D(Q) ist eine natiirliche Zahl der Gestalt
2 — 1 mit n > 1, G = €*/K*?), wobe: € eine Cliffordalgebra ist, die
gleichzeitig ein kommutativer Korper der Charakteristik 2 ist und einen
Grad 2" mit n > 1 iber dem Grundkirper K hot.

Fiir den Beweis des Hauptsatzes (§ 4) benotigen wir eine Reihe von
Hilfsmitteln, die in den §§ 1, 2, 3 zusammengestellt werden. Zunichst
wird in § 1 der bereits in [2] erklirte Begriff der projektiven Inzidenz-
gruppe etwas verallgemeinert (in [2] wurde auch die Vertraglichkeit
hinsichtlich der Rechtstranslationen verlangt) und gezeigt, da jede
projektive desarguessche Inzidenzgruppe durch einen normalen Fast-

2) Mit K* usw. bezeichnen wir wie iiblich die multiplikative Gruppe von K.
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korper beschreibbar ist (Satz 1). Da auch umgekehrt jedem normalen
Fastkorper A iiber K mit Rang (A) > 2 eine projektive Inzidenzgruppe
entspricht (Satz 2), ist das Problem, samtliche Inzidenzgruppen anzu-
geben, auf das algebraische zuriickgefiihrt, alle Fastkorper mit dieser
Eigenschaft zu bestimmen. Die Fastkorper, die den in [2] behandelten
Inzidenzgruppen entsprechen, zeichnen sich durch ein abgeschwichtes
Distributivgesetz aus (Satz 3).

Jeder Gruppenraum 148t sich auch als Inzidenzgruppe auffassen (§ 2,
Satz 4) mit der zusitzlichen Eigenschaft, daB die Linkstranslationen die
Hyperebenen einfach transitiv permutieren. Da der zugehorige Fast-
korper dann eine entsprechende Transitivitdtseigenschaft besitzt, erkennt
man, daf das eingangs formulierte Problem, alle Gruppenriume anzu-
geben, gleichwertig mit der algebraischen Aufgabe ist, alle diese normalen
Fastkorper zu bestimmen.

Wihrend in den beiden ersten Paragraphen keine Forderungen an
die Gruppenridume gestellt werden, ziehen wir in § 3 eine Reihe von
Folgerungen aus den Axiomen A und B. Der Beweis des Hauptsatzes
(§ 4) erfolgt indirekt, d.h. wir fiilhren die Annahme, D sei nicht invariant,
zu einem Widerspruch.

In §5 schliefllich werden die in § 1 gewonnenen Resultate zu einer
direkten Herleitung der Quaternionendarstellung elliptischer Gruppen-
rdume benutzt.

§ 1. Beziehungen zwischen projektiven Inzidenzgruppen und Fastkirpern

Eine Menge G' heilit projektive Inzidenzgruppe®), wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:
1. G ist etne Gruppe.

2. Die Elemente von G sind die Punkte eines projektiven Raumes, dessen
Dimension grofler als 1 ist.

3. (Vertriglichkeit) Fur jedes a € G ist die Abbildung
(1) a*: x—ax, xze@,
eine Projektivitit.
Ist %A ein Vektorraum iiber einem Schiefkérper K und ist fiir die

Elemente von ¥ auBerdem eine Multiplikation erklirt, die alle Schief-
kdrperaxiome mit Ausnahme des rechten Distributivgesetzes erfiillt, so

3) Die Definition der projektiven Inzidenzgruppe ist hier schwacher gefaBt als
in [2]. In [2] wird auBerdem noch verlangt, daB fiir jedes a € @ auch die Abbildung
a:z - za, v €@, eine Projektivitit ist.
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heillt A Fastkirpert). Ist iiberdies K*%) Normalteiler von UA*, so nennen
wir U einen normalen Fastkorper.

Beispiele fiir Inzidenzgruppen bilden z.B. die von SiNgER [5], M. HALL
[3] u.a. untersuchten zyklischen Geometrien. Eine ebene projektive
Inzidenzgruppe braucht nicht desarguessch zu sein, da es bereits nicht-
desarguessche zyklische Ebenen gibt, wie M. HaLL [3] gezeigt hat. Fir
desarguessche Inzidenzgruppen gilt der folgende

Satz 1. Ist G eine desarguessche projektive Inzidenzgruppe, so lBt sich
in dem zugehérigen Vektorraum U mit Hilfe der Gruppenoperation von G
in natirlicher Weise eine Multiplikation einfihren, so daf U ein normaler
Fastkorper ist.

Beweis. Zunichst wollen wir das Produkt ab zweier Elemente aus
A erkliren. Ist a € G, so sei L, CU der dem Element a zugeordnete
eindimensionale Teilraum von %Y. Wir zeichnen einen festen Vektor
ecL,, e30, 1@, aus. Jedem Vektor a € A* ordnen wir die eindeutig
bestimmte semilineare Abbildung a* von U zu, die die Projektivitit a*
induziert, wobei @ durch a € L, festgelegt ist, und fiir die a*e = a gilt.

Dann definieren wir
(2) ab = a*b und
(3) 0a=0 fir a,be¥.

Hieraus lassen sich sogleich einige leichte Folgerungen ziehen, namlich

(4) ab = a*b*e.
(5) (ab)* = a*b* und
(6) (Aa)* = Aa* fir a,beW und AekK.

Die eben eingefiihrte Verkniipfung ist wegen (4) und (5) assoziativ:
aec) = a*(bc)* e = a*(b*c¥) e = (a*b*) c*e = (ab)* ¢ = (ab) ¢

fir a,b,ce.

Weil e*e = ¢ ist und e* die Identitat in G induziert, ist ea = e*a = q,
also ¢ das Einselement von .

%) Die in ¥ erklirte Multiplikation soll selbstversténdlich die Eigenschaft
haben, daB Ae o a = Aa gilt, wenn 4 € K, e das Einselement von % und a € % ist
und o die Muitiplikation in U bezeichnet. Daher kénnen wir die Multiplikation
in % und die Multiplikation mit einem Skalar mit demselben Operationssymbol
bezeichnen und K mit Ke identifizieren. Der hier gebrauchte Begriff des Fast-
korpers ist etwas spezieller als der bei ZasseNmAUs [6], [7].

5) Siehe FuBnote 2 auf Seite 56.
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Jedes Element besitzt ein Inverses:

Die semilineare Abbildung a*-? induziert die Projektivitit a*-1 = o-1%,
und es ist a*~'a = e. Also ist das durch a*-'e = a-! definierte Element
das Inverse von a. Damit ist gezeigt, da U* hinsichtlich der Multipli-
kation eine Gruppe ist.

Das linksseitige Distributivgesetz

(7 a -+ ¢) =ab + ac

ergibt sich daraus, da a* eine semilineare Abbildung ist. Es folgt
ndmlich a(b 4+ ¢) = a*(b + ¢) = a*b + a*c = ab + ac. Ferner ist K*
Normalteiler von A*, d.h. es ist aK*a ! = K*, weil fiir a e A* und
A e K* die folgende Gleichung ertillt ist (¢ bezeichnet dabei den zur
semilinearen Abbildung a* gehorigen Automorphismus von K):

(8) aila~! = ag¥la! = A2a*a! = Aca*a*le = A%.
Wir identifizieren von nun an immer Ke¢ mit K.

Satz 2. Ist A ein normaler Fastkorper mit Rang A > 2 iber einem
Korper K, so ist A*|K* eine Inzidenzgruppe.

Dieser Satz folgt aus

(9) Ist A ein normaler Fastkorper iber einem Kérper K, so ist fitr jedes
a € A* die Abbildung o: 2 — pu = ala~? ein Automorphismus von K.

Beweis: o ist offenbar ein Automorphismus der multiplikativen
Gruppe K*. Da a(i; + 1) a=! = a(4,a ! + 4,07 = adya! + alya?
gilt, ist ¢ auch ein Automorphismus fiir die additive Verkniipfung.

Nun ist A*/K* sowohl Gruppe wie projektiver Raum, und die Ab-
bildung K*y — K*a K*g = K*qy ist eine Projektivitit, weil sie von der
nach (9) semilinearen Abbildung ¢ — az induziert wird.

Aus der Konstruktion des zu G gehérigen normalen Fastkérpers A
ergibt sich noch:

Ist G eine Inzidenzgruppe und U der zugehérige Fastkorper, so sind
die Gruppen %*/K* und G isomorph.

Identifizieren wir die Elemente von A*/K* mit denen von @, so
erkennt man:

(10) Ist U eine Untergruppe (Normalteiler) von G und ¢: A* — A*/K*
die kanonische Abbildung, so ist ¢~ (U) eine Untergruppe (Normal-
teiler) von A*.

(11) Bilden iiberdies die Elemente der Untergruppe U einen projektiven
Teslraum von Q, so ist g~ (U) U {0} ein Teslfastkirper von .
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Der folgende Satz gibt Auskunft, welche Fastkorper in Frage kommen,
wenn auch noch die Rechtsmultiplikationen in G Projektivititen sind.

Satz 3. Ist G eine Inzidenzgruppe und W der zugehdrige normale Fast-
kdrper, so ist die Abbildung @: x — xa, z,a €@, dann und nur dann eine
Projektivitit, wenn in U das folgende distributive Gesetz gilt:

(12) (b+c)a=Aba+ puca, a,b,ceW; A, ueK*.

Beweis: Wie immer sei a € % ein Koordinatenvektor von ¢ € @ und
6 € A ein Koordinatenvektor von b € G. Dann ist ba = b*a ein Koor-
dinatenvektor von ba. Ist nun @ diejenige semilineare Abbildung, die @
induziert und fiir die Ge = a gilt, so ist auch ab ein Koordinatenvektor
von ba. Es folgt also, dafl ab = Aba ist mit 1 € K*. Beachtet man dies,
go ergibt sich

(b + c)a=pa(d + ¢) =pab 4+ pac = pAiba + opuca
mit o, u € K*, also o4, pu € K*.

Setzt man jetzt umgekehrt (12) voraus, so folgt:

Die von @: £ — ra mit a € A* induzierte Abbildung K*y —~ K*g K*q
= K*ga ist eine Projektivitit. Alle Punkte pb + yc¢ mit 8,y € K,
(8, ) = (0, 0) der Verbindungsgeraden von K*b und K*¢ gehen némlich
bei @ in die Punkte a(fb + yc) = (b + yc)a = Aba 4 uca iiber.
Diese liegen auf der Verbindungsgeraden der Punkte K*ba und K*ca.

Da die Umkehrabbildung al :¢ —»ra? dieselben Eigenschaften hat,
ergibt sich die Behauptung, da @ eine Projektivitat ist.

§ 2. Inzidenzgruppen und Gruppenriume

Nun sei D(G) ein projektiver Gruppenraum, wie er in der Einleitung
definiert wurde. Dieser hat stets endliche Dimension, da es eine einein-
deutige Abbildung zwischen den Punkten und den Hyperebenen der
Geometrie gibt, nimlich a «<>(a) fiir alle a €G.

Nach [4] Seite 170 ist fiir einen Gruppenraum D(G) fiir jedes a € G
die Abbildung a*: 2 —ax mit x €@ eine Projektivitit. Die Gruppe
dieser Projektivititen ist isomorph zu G. Wir bezeichnen sie mit G*.
Jetzt gilt

Satz 4. Fir jeden Gruppenraum D(G) ist G hinsichtlich der durch D(G)
gegebenen geometrischen Struktur eine projektive Inzidenzgruppe, bei der die
Gruppe G* einfach transitiv auf den Hyperebenen ist. Umgekehrt Lift sich
in jeder Inzidenzgruppe G mit dieser Eigenschaft eine Teilmenge D so
auswihlen, daf D(G) ein Gruppenraum ist, dessen geometrische Struktur
mit der von G tbereinstimmd.
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Beweis: D (@) ist ein projektiver Raum, dessen Punkte dis Elemente
von G und dessen Hyperebenen die Mengen aD sind mit a € G. Die
Gruppe G* ist selbstverstindlich transitiv auf den Hyperebenen, weil fiir
jedes b €@ die Abbildung b* die Hyperebene aD in die Hyperebene
ba D iberfithrt. Ist andererseits eine projektive Inzidenzgruppe G vor-
gegeben und D die Gesamtheit der Punkte einer beliebigen Hyperebene,
so bilden, da a* eine Projektivitat ist, auch die Punkte der Menge a.D
eine Hyperebene, die wir mit {a~*) bezeichnen. Setzen wir voraus, das
G* einfach transitiv ist, so entsprechen sich die Hyperebenen und die
Gruppenelemente von G gemifl der Beziehung a D <>{(a~') eineindeutig
und es gilt x eaD, x €@, genau dann, wenn a~'x € D ist. Somit ist
D(G@) ein Gruppenraum.

In [2] wurde gezeigt, daB jeder endlichdimensionalen projektiven
Inzidenzgruppe @, bei der fiir jedes a € @ auch noch die Abbildung
a: ¢ — xa, x €@, eine Projektivitit ist, ein Gruppenraum D(GF) ent-
spricht mit der Eigenschaft

(13) Zu jedem acG gibtesein o €G@ mit o’ Da=D.

Erfiilllt umgekehrt ein Gruppenraum D (@) die Bedingung (13), so sind
in der zugehdorigen Inzidenzgruppe die Abbildungen @ Projektivitdten.

Die Bedingung (13) ist insbesondere in Gruppenrdumen mit invarian-
tem D erfiillt.

Zusammen mit Satz 3 ergibt sich nun

Satz 5. Jedem desarquesschen Gruppenraum mit der Eigenschaft (13)
entspricht eindeutig ein normaler Fastkorper, fir den (12) gilt. Umgekehrt
lapt sich jedem normalen Fastkorper mit endlichem Rang, fir den (12)
zutrifft, eindeutig ein Gruppenraum zuordnen, der (13) befriedigt.

§ 3. Elliptische Gruppenriume

Jetzt beweisen wir eine Reihe von Aussagen fiir elliptische Gruppen-
réume, d.h. wir setzen die in der Einleitung formulierten Axiome A und
B voraus.

Satz 6. Die Dimension von D(Q) ist 3.

Beweis: Dal die Dimension von D(G) < 3 ist, ergibt sich wie im
Beweis von Satz 5 aus [4]. Um zu zeigen, dafl D (@) nicht die Dimension 2
hat, wihlen wir auf Grund von B zwei Elemente a, b € D mit (ab)? =+ 1.
Die Translation b* ist (wegen b € D und A) involutorisch und vertauscht
daher die zwei verschiedenen Verbindungsgeraden 1 U a und b U (ba).
Die Geraden sind verschieden, weil a, b, ab (wegen ab ¢ D) drei nicht-
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kollineare Punkte sind. Da eine von der Identitét verschiedene Trans-
lation keine Fixpunkte besitzt, haben die zwei Geraden keinen Schnitt-
punkt (dieser wire sonst Fixpunkt) und liegen daher windschief, d.h.
dim (D(@)) = 3.

Satz 7. Sind &, f € G mit « = 1 und sind 1, x, f nicht kollinear, so
bilden die Punkte 1, x, B, «f ein echies Tetraeder.

Beweis: Gibe es eine Ebene (z), die mit diesen vier Punkten inzidierte,
so folgte x €D, xx =ae€D, zf =beD und xxf = c € D. Hieraus
ersieht man, dal « = xa = ax ist, weil nach Voraussetzung «® = 1 ist,
ferner ¢ = zaf = af, also f = ac und ab = zx 2 = «f, weil xa = o
ist. Diese Darstellungen der Elemente «, f§, «f lehren, dafl die Punkte
1,x, 8, «f mit der Ebene {a) inzidieren. Es gibt aber nur eine Ebene,
die mit den Punkten 1, «, § inzidiert, so dafl ¢ = x sein mufl und somit
o« = 1 im Widerspruch zu der Voraussetzung, daBl 1, «, # nicht kollinear
sind.

Satz 8. D ist invariant, wenn es in D(Q) eine Ebene (&) gibt, deren
Punkte involutorische Elemente (= 1) sind.

Beweis: Es seien z, y € D mit x % y. Mit 8 bezeichnen wir den Schnitt-
punkt der Ebene {x) mit der Verbindungsgeraden von 1 und zy, d.h.
fir g gilt g2 = 1 aber § & 1. Da die Punkte 1, xy mit (z) inzidieren,
liegt auch B auf (x), d.h. es gilt zf=2"eD, also g =x2 = 2’
Offenbar inzidieren die Punkte 1 und g mit der Ebene (x"), also auch der
Punkt zy, d.h. es ist 2’ zy = yxax’ = yp € D. Hieraus erkennt man,
daB die Punkte 1 und § und damit auch zy mit der Ebene (y) inzi-
dieren. Deshalb gilt y2y € D, also y Dy C D und, da D ein Erzeugenden-
system ist, « Da—* C D fiir alle x €G.

Satz 9. Das Element o liegt dann und nur dann im Zentrum Z von @,
wenn fir alle Punkte & von {x) gilt &2 = 1.
Jedes Zentrumselement =+ 1 von G ist involutorisch.

Beweis: Es sei « ein Zentrumselement. Wir benutzen die Darstellung?®)
« =ab mit a,beD. Dann gilt a«? = xab = anb = aabb = 1. Die
Ebene {«) besteht aus allen Punkten der Menge «.D. Fiir jeden Punkt
& = ax dieser Ebene mit « € D ist also & = (xx)? = x222 = 1. Um-
gekehrt sei {«) eine Ebene, so daf fiir jeden Punkt § = «~'z, x € D, von
{&) gilt &2 = 1. Nach Satz 7 aus [4] konnen wir 2 = ab mit a,b € D
sotzen. Aus £2 = (x12)? = 1 erhalten wir &« = za1z = abx'ba = axa
=1, d.h. es gilt « = zax oder zx = xx fir alle x € D und somit
x €.

) Vgl. Satz 7 aus [4].
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Satz 10. Sind a, €D (i = 1, 2, 3) drei Punkte einer Geraden, so gilt
(@10505)* = 1.

Beweis: Die Ebene {(«) enthalte die drei kollinearen Punkte @; und
den Punkt a,a,a;, d.h. es gelte xa; = a;67! € Dund aa,a5a; = a30,0,a71
€D, also xa,0,0; = 30,0, = G30y000; = A3 0y, = KA3Ax0;, WO-
mit (a,a,a3)? = 1 gezeigt ist.

Satz 11. Gibt es zu dem Element a € D ein b € D mit b 4= a und bab e D,
so gilt die Aussage xax € D fir alle Punkte x der Verbindungsgeraden
von a und b.

Beweis: Nach Voraussetzung liegen die Punkte ¢ und b auf der Ebene
{bay und somit alle Punkte x der Verbindungsgeraden von e und b.
Daher ergibt sich baz = zab e D, d.h. die Ebene {xa) inzidiert mit
dem Punkt b. Da auch a auf der Ebene {(za) liegt, inzidiert x mit {za),
d.h. es gilt zax e D.

Definition. Eine Gerade der Grundebene D heit normal, wenn
mit je drei Punkten «a, b, ¢ auch der Punkt abc auf der Geraden
liegt.

Satz 12. Sind a, b zwei verschiedene Elemente aus D mit aba € D und
bab e D, so ist die Verbindungsgerade von a und b normal.

Beweis: Jede der Ebenen {(ab) und {ba) inzidiert nach Voraussetzung
mit den Punkten a und b, was abx = 2’ € D, 2’ = 2z, fiir jeden Punkt x
der Verbindungsgeraden von ¢ und b zur Folge hat, also ist ab = 2’
und ba = x2’. Da der Punkt 2’ offenbar auf den Ebenen (1) und (ba)
= (xa') liegt, ist er kollinear mit den Punkten a und . Infolgedessen
erhilt man aba’ = 2’ xa’ € D. Nach dem vorangehenden Satz gilt also
yxy € D fiir alle Punkte y der Verbindungsgeraden von ¢ und 6. Nun
seien x, y, z drei beliebige Punkte der Verbindungsgeraden von @ und b.
Dann gilt yxy € D und zyz € D, d.h. die Ebenen {yz) und (xzy) ent-
halten die Verbindungsgerade, also ist zyz = zyx € D. Der Punkt zyz
inzidiert mit den Ebenen (1) und (y x), er liegt daher auf der Verbindungs-
geraden von a und b.

Satz 13. Auf jeder Geraden g der Grundebeme D gibt es mandestens
einen Punkt t, so daff xtx € D gilt fir alle Punkte x der Geraden g.

Beweis: Es sei (x) eine von (1) verschiedene Ebene, die die Gerade g
enthalt, ferner y ein Punkt auf (1), (x) und (). Dann gilt xy = t' € D
und x'y =t eD. Da at = y € D ist, liegt der Punkt ¢ (4= y) auf der
Geraden g und es gilt yty = oy = ¢’ € D. Mit Hilfe von Satz 11 erkennt
man jetzt die Giltigkeit von Satz 13.
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§ 4. Beweis des Hauptsatzes

Den Beweis des Hauptsatzes fithren wir indirekt. Demnach setzen wir vor-
aus, dafl D nicht invariant ist. Aus dieser Voraussetzung leiten wir eine
Reihe von Folgerungen her, die schlieflich zu einem Widerspruch fiihren.

Einen Punkt ¢ € D wollen wir konjugierbar nennen, wenn es ein a € D
gibt mit ata € D aber tat ¢ D.

Zunichst erkennt man aus Satz 12 und 13, da8 D genau dann nicht
invariant ist, wenn konjugierbare Punkte existieren. Ferner folgt aus
Satz 8, daB 1 € D ist. Hieraus ergibt sich sofort:

(14) Sind a, b, ab € D, so liegen die Punkte 1, a, b, ab auf einer Geraden.
(18) Liegen die Punkte 1, a, b € D auf einer Geraden g, so ist abeg C D.
Satz 14. Ist 2 € D mit allen Punkten einer weder durch 1 noch durch

z gehenden Geraden v der Grundebene D vertauschbar, so liegt z im Zentrum
von G.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daBl zzz = z fiir alle x € D gilt. Jede
durch z gehende Gerade g der Grundebene D ist nach Satz 12 normal,

denn fiir den Schnittpunkt y von ¢ mit » gilt yz = 2y, also yzy =z € D
und zyz = y €D (Fig. 1). Aus (15) erkennt man, daB zxz = z gilt,
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wenn z ein Punkt der Verbindungsgeraden von 1 und z ist. Nun sei z
ein beliebiger Punkt aus D, der nicht auf der Verbindungsgeraden von 1
und z liegt. Da die Verbindungsgerade » von z und « normal ist, enthalt
sie den Punkt z22. Den Schnittpunkt von » mit der Verbindungsgeraden
k von 1 und z bezeichnen wir mit z'. Nach (15) ist 2’ 2 ein Punkt von %,
seine Verbindungsgerade mit z ist normal, also ist 2o’ 2z € D. Da 2’ auf
v liegt, ist 22’ xz = a’za2, d.h. ' zx2z € D. Also inzidiert der Punkt zxz
mit der Ebene {(z') und somit mit der Geraden %, die ja Schnittgerade
der Ebenen (1) und {z’) ist. Da wir bereits festgestellt haben, dal zzz
auch auf der Geraden £ liegt, stimmen die beiden Punkte x und zzz
iiberein, d.h. es gilt zzz = =.

Satz 156. Zu jedem konjugierbaren Punkt t gibt es auf der Verbindungs-
geraden von 1 und t einen Zentrumspunkt z == 1, 1.

Beweis: Es sei ¢ ein konjugierbarer Punkt und a € D so gewihlt, dafl
ata € D und tat ¢ D. Mit g bezeichnen wir die Verbindungsgerade von
@ und ¢. Die Linkstranslation (ta)* fiilhrt g in eine Gerade ¢’ iiber, die
nach Satz 10 aus lauter involutorischen Punkten besteht, den Punkt ¢
enthilt und nicht in der Grundebene D liegt, da z.B. der Punkt tat e ¢’
nicht in D liegt. Da ¢’ mit der Grundebene nur den Punkt ¢ gemein hat
und ¢ == 1 ist, gibt es eine eindeutig bestimmte Ebene (z), die mit g’
und 1 inzidiert. Daherist 2 - 1 = z € D und z == £; fiir 2 = ¢ wire namlich
t-tat = at €D, also at = ta, d.h. tat = a € D entgegen unserer An-
nahme. Wendet man die Linkstranslationen (ta)* und 2* hintereinander
auf die Gerade g an, so erhdlt man:

(ta)* , ¢
g——>9 —9

x—— tax — zlax.

Nach Wahl von z liegt die Gerade ¢” in der Grundebene. Da z € D
und z == ¢ gilt, kann 2z nicht auf ¢’ liegen, d.h. es gilt ax <= z oder gleich-
bedeutend hiermit ziaz &= 1 fiir alle x €g. Also liegt 1 nicht auf g”.
Der Punkt z und die Gerade g” erfiillen also die Voraussetzungen von
Satz 14, da aus (tax)? = 1 und (ztaz)? = 1 die Gleichung ztaz - 2
=z -zta x folgt. Also ist z ein Zentrumselement. Weil {z) mit ¢t ¢’ inzidiert,
d.h. zt € D gilt, liegen nach (14) die Punkte 1, ¢, z auf einer Geraden.

Satz 16. Alle Zentrumselemente (mit Einschluf der 1) und alle kon-
jugierbaren Punkte liegen auf einer Geraden i der Grundebene D.

Beweis: { sei ein Zentrumselement. Da ¢ nach Satz 9 involutiorisch
ist, besteht die Ebene ({) aus der Menge der involutorischen Punkte
¢D und muB daher nach Satz 8 und der Annahme, daB8 D nicht invariant
5 8076 Hbg. Math. Abh., Bd. XXVI
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ist, mit 1 inzidieren, d.h. es gilt { € D. Sind nun 2, und z, zwei Zentrums-
punkte (also Punkte der Grundebene), so gilt auch 2,2, € D, d.h. 1,2,
Zs, 2,2, sind wegen (14) kollinear. Nach Satz 15 liegen auch alle konju-
gierbaren Punkte mit den Zentrumspunkten auf einer Geraden.

Satz 17. Die Punkie der Geraden i, auf der die Zentrumselemente und
die konjugierbaren Punkte liegen, bilden einen Normalteiler von G.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB axa €1 gilt fiir alle x € und a € D.
Ist @ 3= 2, so ist die Verbindungsgerade g von ¢ und = entweder normal,
d.h. es gilt aza € D, oder z ist nach Satz 16 der konjugierbare Punkt
von ¢, d.h. es ist ebenfalls axa € D. Ist die Gerade g normal, so wihlen
wir einen Zentrumspunkt z =+ 1 aus. (Nach Satz 15 folgt aus der
Existenz von konjugierbaren Punkten die von Zentrumspunkten == 1.)
Dann ist (nach Satz 16 und (15)) 2z ein Punkt der Geraden i. Daher gilt
z-axa=azzac€ D, d.h. {z) inzidiert mit axa. Die Ebenen (1) und (z)
haben aber als Schnittgebilde die Gerade i. Daher gilt aza €.

Ist g nicht normal, d.h. = ein konjugierbarer Punkt, so zeigen wir,
daB auch aza = 2’ ein konjugierbarer Punkt, also nach Satz 16 Element
von % ist. Zunichst gilt ex’a = x € D und a 3= 2'. Ware 2'ax’ € D, so
wire die Verbindungsgerade k von ¢ und z’ nach Satz 12 normal, d.h.
az' ¢ = x wire ein Punkt von & und daher auch zax € D, also x nicht
konjugierbar.

Satz 18. Eein Punkt x der Geraden © liegt genau dann im Zentrum Z, wenn
es ein a €D, a ¢1, gibt mit ax = za.

Beweis: Die Verbindungsgerade g von a und z ist normal (Satz 12)
und enthilt nicht den Punkt 1. Fiir alle y g folgt also yxy eg und
yxy €1 (Satz 17), also yaxy = =. Auf ¢ gibt es nach Satz 15 jedenfalls
einen Zentrumspunkt z == 1. Nun liegt aber auch zx auf ¢ und es gilt
y(x2) = (yx) 2 = (xy) z = (x2) y. Fir 2 = z bedeutet dies nach Satz 14,
dafl zz € Z ist. Folglich ist x € Z.

Satz 19, Es gibt mindestens drei verschiedene Punkte im Zentrum Z
von G.

Beweis: Ist ¢ ein konjugierbarer Punkt, @ € D mit o & 1, so liegen nach
Satz 17 und (15) die Punkte ¢, ata, ¢ - ata auf der Geraden ¢ und es gilt
daher:

a(tata) = (ata)ta = t(ata) a = (tata)a.

Nach Satz 18 liegt also tata im Zentrum. Nun sei b ein weiteres
Element aus D mit b ¢4, fiir das tata = tbtd, d.h. t = abtba gelten
mdoge. {s) sei eine Ebene, die mit ba und ¢ inzidiert. Dann gilt s € D
(weil 1 €1¢), sba = r € D und st = ts € D (weil ¢ € 1). Hieraus ergibt sich
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t = abtba = rstsr = rtr, d.h. r¢t =tr. Da t ¢Z, folgt hieraus nach
Satz 18 r € 4. Also inzidiert {s) mit r, d.h. es gilt sr = ba € D. Nach (14)
liegen mit r auch die Punkte s und sr = ba auf i. Da aber a, b ¢ gilt,
ist ab = 1, d.h. o = b. Sind also @, b zwei verschiedene Elemente aus
D mit a, b €1, so sind die Zentrumselemente tata und tbtb verschieden
und =+ 1.

Jetzt wollen wir von der in den Paragraphen 1 und 2 eingefiihrten
Darstellung von Gruppenrdumen durch normale Fastkorper Gebrauch
machen. Hierbei wird uns der folgende Satz iiber normale Fastkorper
von Nutzen sein.

Satz 20. Es sei U ein normaler Fastkirper iber einem Schiefkorper
K und 8 das Zentrum von Y. Hat K die Charakteristik 2 und gibt es einen
echten Teslfastkorper M mit 3 CN CA, so daff N* Normalteiler von A*
ist, so 18t B ein Korper.

Beweis: Zu zeigen ist, dafl mit 3,3, € 3 auch 3, + 3,€ 8 ist. Da
N =+ A ist, gibt es ein ¢ € A mit ¢ & N. Das Element

=G+ %) 1+ + 0+ G A+ 3)
=fnTthTEHG TR T 0+ DH T+ D= G T+ 30+ 26+ 3)

liegt sowohl in Mx = N als auch in N1 + ) = (1 + 1) N, also ist
entweder YN = ¢ N = (1 + 1) N oder y = 0. Der erste Fall kann nicht
eintreten, da sonst (1 + r) = ¢! 4+ 1 € N und somit ¢ € N wiire. Aus
) = 0 folgt aber (3; + 32) £ = £(3: + 4o fiir alle r € A mit ¢ & N.

Das Element 3, + 3, ist aber auch mit allen Elementen g € N* ver-
tauschbar. Dies folgt aus der Tatsache, daB sich g in der Form gt = a - b
mit a, b ¢ N darstellen 146t.

Von jetzt an sei stets vorausgesetzt, daBl ¥ der normale Fastkorper
eines Gruppenraumes D(() ist, der dadurch gekennzeichnet ist, dafl
A und B erfiillt sind und D nicht invariant ist.

Aus den Aussagen (10), (11), Satz 17 und aus ¢(8*) CZ C 4 (wobei 3
bzw. Z das Zentrum von U bzw. G ist) ergibt sich

(16) @ 2(z) U {0} =N ist ein invarianter normaler Teilfastkorper von
A mat der Dimension 2 iber dem Grundkorper K und N D B.

Weiterhin erkennt man im Anschlufl an (10) und (11):
(17) Aus xeD und ¢ € ¢~ (x) folgt 12 € K*.
Da insbesondere ¢ C D ist, entnimmt man hieraus

(18) Aus t €N folgt 2 K.

5*
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(19) Far das Zentrum 3 von A gilt 3 ¢ K. Stellen 3 und 3 + 1 Zentrums-
elemente == 1 von G dar, so sind 3,4 + 1 € 3.

Beweis: Es seien 2,,2,€Z, 2, =2, und 2,,2z, &= 1 (Satz 19) und j;
so gewahlt, daB ¢(3) =2, und @3 + 1) = 2, ist. Nach (16) gibt es
ein £ € A mit ¢ ¢ N. Setzen wir aba-1b-! = [qa, b], so gilt:

I+ +=1+3+0 4352+ 13)
=[l+pi+ol{l+z+01+13 G+ Gl

Da % und 1 + 3 Zentrumselemente von G reprisentieren, liegen alle
hier vorkommenden Kommutatoren in K. Die Elemente 1, 3, £, £3 sind
nach Satz 7 linear unabhingig, da jedes Zentrumselement =1 von G
involutorisch ist (Satz 16). Koeffizientenvergleich ergibt

M+pttel=01+53=0+%2l=Gr]l=1.

Also ist 31 = r3. DaB auch fiir jedes £ € M 31 = r3 gilt, ergibt sich
wie im zweiten Teil des Beweises von Satz 20. Natiirlich ist auch

5+ 1€8.
Nun sei 3 € 8, 3 ¢ K, dann liegt 1 4 3 € 0. Beachten wir noch (18),
so erkennen wir (1 + 3)2 =1+ 3 + 3 + 3? € K, also 23 € K und damit

(20) Die Charakteristik von K st 2.
(21) Ist €8, 3¢ K, so ist 3* kein Quadrat in K.

Beweis: Wire 32 = 12 mit 4 € K, d.h. 32 ein Quadrat in K, so wire
der Punkt 1 % 3 ein Fixpunkt bei der Abbildung 3*, denn

1 1 1 1 1
1+ 38)=s+ 18 —2(ms+53) —2(1 +73)
Satz 21. R ist ein kommutativer Korper.

Beweis: Nach (16) ist % ein Fastkoérper. Da K kommutativ?) ist,

geniigt es zu zeigen, daB (1 + A3) (1 + p3) = (1 4+ p3) (1 + 43)
fiir 4, 4 € K und ein 3 € § mit 3 ¢ K gilt. Da ab = ba fir je zwei Punkte
a und b von 1 gilt, ist

(22) (14 43) (1 + p3) = o(1 + pg) (1 + A3) mit pe K.
Nun berechnen wir

(L4243 (1 +pg) = 1 + A3 + (1 + A3) pg = 1 + A3 + phy + u*dg?,

?) K ist kommutativ, da es wegen 1€ D nach (5) aus [4] in D(G) ein Null-
system gibt.
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wobei u* das Bild von g bei dem zu 1 + A3 gehorigen Automorphismus
¥ bezeichnet. Formt man entsprechend die rechte Seite von (22) um,
80 erhilt man durch Koeffizientenvergleich:

A+ ph) 1+ pl3?) = (p + #) (1 + p*d3?), d.h
(23) A4 pr At op = pAN A ppt A+ Appt + A ).
Setzt man nun fiir 2 und x4 Quadrate ein, so ergibt sich wegen (21):
A4 =p+py? und
ppt A+ A#) = A0 (u + p?).

Wire nun A 4+ ## = 0, so folgte uu* = A1* und, wenn man hieraus
¢ eliminiert: pu* = A4 + pu + p*), also (u + A) p* = A(u + A).

Somit wire u* = A fiir alle Quadrate u = 1, was nicht sein kann,
weil 1* ein Automorphismus ist. Wir erhalten also

A = 2 fir alle Quadrate 1 und u aus K.

Ist ¢ ein Nichtquadrat aus K und g weiterhin ein Quadrat aus K,
go gilt (o?)* = o2, also (0#)® = ¢ und, da K die Charakteristik 2 hat,
o* = ¢. Folglich ist u* der identische Automorphismus, wenn u ein
Quadrat in K ist.

Setzen wir jetzt in (23) fir 4 ein Quadrat aus K und fiir A ein be-
liebiges Element aus K ein, so vereinfacht sich (23) zu

pt =2 u+ ph).

Wegen (21) folgt hieraus y* = p fiir alle 1 € K. Von der Einschrinkung
da8 p ein Quadrat sein mufl, machen wir uns wie eben frei. Da alle auf-
tretenden Automorphismen gleich dem identischen sind, gilt also (1 + 3)

(1 +p3) =1+ A5 + pug + piz® = (1 + pg) (1 + 13), womit Satz 21
bewiesen ist.

(24) Ist ae N und a* € K, so gilt x* = 1 fiir den zu a* gehirigen Auto-
morphismus «,

denn es ist a2A = 1**q? fiir jedes A € K, also A = 1**, weil a2 € K ist.
(26) Ist aeN, 0% A€ K, 53, s0gilt (1 + A3 a=a-+ A3a.
Beweis: Da 1 4 13 € # und N* Normalteiler von A* ist, gilt
(26) (1 +43)a = a(o + p3) mit o, p e K.
Zweimalige Anwendung dieser Gleichung ergibt

(1+23%a= (1 4 43) ale + u3) = ale + uz)’.
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Wegen (18) ist (o + p3)* € K, also ist (1 4 A3)*a = {(¢ + u3)**q,
wenn wir fiir 7 € K mit * das Bild von 7 bei dem zu a* gehérigen Auto-
morphismus bezeichnen. Fiir a == 0 ist also (1 4+ 13)? = {(e + u3)%*
und, wenn man Satz 21 beachtet, 1 4+ 4232 = (0% + u?3%)°. Setzen wir
jetzt 3 ¢ K voraus und beachten a3? = (3*)%a = 3%a sowie (20) und (21),
so ergibt sich (g%)* = 1, also ¢* =1, also ¢ = 1, und ferner 1 = u°,
also A* = u wegen (24). Setzen wir dies in (26) ein, so erhalten wir mit
Hilfe von (24)

(27) (1 4+ 23 a=a(l + 1°3) = a + A3a.
(28) Istac¥, a’cK, a¢N und *=1, so ist Ae3ZNK.

Beweis: Unter den jetzigen Voraussetzungen gilt (1 4 13)a =
a(1 4 A3) nach (27), wenn 3 € 8. Ist 3 ¢ K, so stellt 1 + A3 nach Satz 18
ein Zentrumselement der Gruppe @ dar. Nach (19) ist also 1 + A3€ §
und nach Satz 20 auch 1 € 8.

(29) Es ist K C3.

Zum Beweis wihlen wir ein q, € g=(D) (vgl. (17)) mit a, ¢ N. Dann
ist afe K. Fiir die Elemente a, = 1 4+ a, und @, = a,0, gilt dann
(wegen (15)) ebenfalls a3, a3 € K, a,, a; ¢ N. Nach (24) und (28) liegen
fiir jedes A € K die Elemente A + A% = &;(A) und 1- 4% = ¢, (A) (¢ = 1, 2, 3)
in 3N K, d.h. jedes A€ K ist Nullstelle der quadratischen Polynome
P:(A) =2+ A&,(A) + (A = 0 (¢ = 1, 2, 8), deren Koeffizienten in 8 N K
enthalten sind. Fiir jedes 1 € K mit 4¢ 3 sind diese drei Polynome
irreduzibel iiber 3N K, d.h. es gilt & (1) = &,(3) = &;3(4) und () =
Co(A) =C3(A) = A- 4%, d.h. 2% = 2% = A%, Da a; = a,0a, ist, folgt hieraus
wegen (24) A% = (A%1)% = (1%)% = ], also nach (28) 1€ 8 N K und da-
mit K C 3.

Aus Satz 20 und den Aussagen (16), (19) und (29) erkennt man jetzt
unmittelbar, daBl N = J ist. Die Gerade ¢« C D CG besteht also nur
aus Zentrumselementen von G. Diese Aussage steht aber im Widerspruch
zu der Aussage, dafl es konjugierbare Punkte gibt. Damit ist schlieBlich
gezeigt, dafl D invariant ist.

§ 6. Darstellung elliptischer Gruppenriume durch Quaternionen

Bekanntlich lassen sich die Bewegungsgruppen der ebenen elliptischen
Geometrien und damit auch die elliptischen Gruppenriume der Charak-
teristik &= 2 durch Quaternionen darstellen. Mit Hilfe der hier gewonne-
nen Fastkorperdarstellung von Inzidenzgruppen soll jetzt eine direkte
Herleitung dieses Resultats erbracht werden. Gleichzeitig wollen wir
zeigen, dafl auch die Bewegungsgruppen der in [4] eingefiihrten ellipti-



Kennzeichnung elliptischer Gruppenridume 71

schen Geometrien der Charakteristik 2 und ihre Gruppenrdume eine
Darstellung durch verallgemeinerte Quaternionen besitzen.

Nachdem wir in dem Hauptsatz gezeigt haben, daf aus den Eigen-
schaften A und B auch C folgt, wissen wir, daf in jedem elliptischen
Gruppenraum auch das schwache rechtsseitige Distributivgesetz (12)
gilt, d.h. daB auch die Rechtstranslationen Projektivititen sind.

Zunichst setzen wir nur voraus, da 9 ein normaler Fastkérper iiber
einem Schiefkorper K ist und U dem schwachen Distributivgesetz (12)
geniigt. Wie im Beweis von Satz 3 bezeichnen wir mit f diejenige semi-
lineare Abbildung, die die Projektivitdt Z: y — yx induziert und fiir die
fe =g ist, wenn ¢ ein Koordinatenvektor von z ist. Das Element A} € K,
t, Y €U, sei durch die Gleichung £t = A{y)r definiert. Mit Hilfe dieser
Bezeichnung konnen wir das schwache Distributivgesetz (12) in der
Form

(30) €+ 9) 5= By Bz + (A) " A3
schreiben.
(31) Fur alle ¢, 1,3 €U ist A (A)° = 2,

Beweis: Die beiden Abbildungen IH* und Af1y*I sind identisch, denn
es ist Th*e =Ty = yr und Ay*Ie = Alyr und beide Abbildungen
induzieren dieselbe Projektivitdt in der zugehérigen Inzidenzgruppe.
Daher ist

Mihar = Eh*3 = Ay*iy = A Az = (A yse,
d.h 25 = AE (A

(32) Ist A3 =1 far alle 6, b eines Erzeugendensystems € von A*, so st
N ein Schiefkorper.

Beweis: Zuerst folgt aus (31) fiir jedes a € € und ¢ € A, daB i} =1
ist. Aus der Tatsache, daB sich in (30) 3 als Produkt von Elementen aus
€ schreiben 1a8t, folgt (r + 9) 3 = 3 + 93, d.h. ¥ ist ein Schiefkdrper.

(33) Gibt es 2u T € A ein 1y € A*, mit A, = 1 fiir alle p € K, so ist der
zu § gehorige Automorphismus der identische.

Beweis: Es ist uyr = Luh = ufty =y£t)g, d.h. g =4t

Jetzt setzen wir voraus, dafl % der zu einem elliptischen Gruppen-
raum D(G) gehorige normale Fastkorper ist.

Ist ¢ ein Koordinatenvektor des Punktes = € @, so bezeichne (¢) die
Menge der Koordinatenvektoren von Punkten der Ebene {«). Da D ein
Erzeugendensystem von G ist (vgl. [4]), ist {¢) ein Erzeugendensystem
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von A. Um zu zeigen, daB unter den jetzigen Voraussetzungen ¥ ein Schief-
korper ist, brauchen wir wegen (32) nur den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 22. Es gilt 2; = 1 fur alle a,b € {e).
Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten.

(34) Ista € D und a == 1, so induziert die Abbildung a*a auf der Ebene
{1) bzw. {a) eine projektive Spiegelung an der Geraden {1) N {a)
und dem Punkt a bzw. der Geraden (1) N{a) und dem Punkt 1.
Der Automorphismus von a*a@ ist ein innerer,

Beweis: Offenbar sind wegen der Invarianz von D die Ebenen (1)
und {(a@) Fixebenen der Abbildung a*a. Die Schnittgerade {1) N {a)
bleibt punktweise fest, denn aus z e{1)N<a), d.h. z,ax = za € D,
folgt a*@x = axa = x. Hieraus ergibt sich, dafl die Projektivitit a*a
linear ist, also der Automorphismus von a*@ der identische. Da aulerdem
1 und ¢ Fixpunkte sind und (a*@)? = 1 ist, bleibt noch zu zeigen, daB
a*@ auf keiner der beiden Ebenen (1) und {(a) die Identitit induziert.
Gibt es in D ein b mit (ab)? 5= 1, so ist weder der Punkt b der Ebene (1)
noch der Punkt ab der Ebene (@) Fixpunkt bei a*a@. Um zu zeigen, dal
es zu jedem a € D ein b € D gibt mit (abd)? 5= 1, wihlen wir auf Grund
von B zwei Elemente x,y € D mit (2y)? == 1. Dann induziert die Pro-
jektivitit z*z in der Grundebene eine Spiegelung an der Geraden (x)
N<{1) und dem Punkt z.

Fiir jeden Punkt z € D mit z 4= x, z ¢{&) N{1) gilt daher z*zz =
222 == 2, d.h. (22)? == 1. Ist 2 ferner so gewihlt, dal es nicht auf der
Verbindungsgeraden von x und y liegt, so schneiden sich die Ebenen
(), {y) und {z) fiir 1 ¢ D in genau einem Punkt » ¢ D, denn aus v € D und
xv, yv, 2v € D folgte wegen der Invarianz von D auch vz, vy,vze D, d.h.
z,y,z ligen auf der Geraden {(v) N (1) entgegen der Wahl von z, y und 2.
Fir 1 €D haben die Ebenen {a),{(%),{2,{1) nur den Punkt 1 ge-
meinsam.

Wire nun (¢x)? = (ay)? = (az)® = 1, so wire ¢ Fixpunkt der Pro-
jektivititen x*Z, y*7, 2*¥Z (diese induzieren in der Grundebene nicht
die Identitat, da (zy)® = 1 und (x2)? & 1 ist) und miiBte somit, weil
a = z, y, 2 vorausgesetzt werden darf, auf den Geraden {(x) N (1),
() N{L), (2 N (1) liegen, die sich aber fiir 1 ¢ D nicht in einem Punkt
schneiden, wahrend sie fiir 1 € D nur den Punkt 1 5= a gemeinsam haben.
Also gilt mindestens eine der Aussagen (az)® == 1, (ay)? £ 1, (az)® £ 1,
was noch zu zeigen war.

Wir miissen nun die beiden Félle 1 ¢ D und 1 € D getrennt behandeln.
Als erstes setzen wir 1 ¢ D voraus.

(35) Far a,b, ab e{e) gilt 22 = —[b, a]* = —[a, b].
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Beweis: Unter den Voraussetzungen von (35) ist der Kommutator
[a, 6] € K und da e, b €{a) ist, ist auch e + b {a). Jetzt wenden wir
a*d auf e 4 b an:

a*d(e + b) = a*de + a*db = a? + aifba = a? + (43)% a[b, aj ab = a2
+ (4)°[b, al*a?h. Wegen (34) gilt also (49)°[b, a]®* = —1, woraus die
Behauptung folgt.

Aus (35) erhalten wir noch
(36) Fir a,b, ab e{e) qult ab = —ab.
(37) Ay =1 fiir jedes a €{e).

Beweis : b sei ein beliebiger Koordinatenvektor aus {e) N {a). Dann gilt
a*a(a + b) = aAia® 4+ a*db = aila® — a?b = (4))%a%a — a2b.

Auf Grund von (34) folgt A = 1.

Nun sei a e{e), b e{e) Nn{a), ¢ =ab (d.h. es gilt a,b, ab €{e)) und
D = a + b 4 c. Wir berechnen b2, wobei wir (85), (36) und (37) beriick-
sichtigen:

D2 = da + db + be = (A9)-1Gd + (AH)1bd + (A1
= () (a®2 —ab — a2b) 4 (A)1(—ba + b2 —bab)
+ ()1 (—aba —ab? + (ab)?).

Da b2 in K liegt und wegen der Unabhingigkeit von a, b, ab erhalten
wir aus dieser Gleichung

(A1 — (A)* = 0,
— (A + ()R =0,
— )+ Ay =0,
Hieraus ergibt sich
(38) =1 far a,b, ab ele).
Weiter folgt aus dem obigen Gleichungssystem
(39) M= =% fir a,b,c=abe(e) und b=a + b + c.
(40) Fir jedes t e U und a,b, ab e{e) ist A1, = A,
Be_\yeis: Die Abbildungen 63 und ab sind gleich, denn es ist abe = ab
und bde = ba = ab nach (38) und beide Abl)ildung_en induzieren die-
selbe Projektivitat. Daherist aby = 4°rab = by = bAjra = A4}, rab,

also A}° = A24%,, weil der zu b gehirige Automorphismus wegen (33)
und (38) der identische ist.
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Setzen wir in (40) r = D und benutzen (39), so folgt
(41) A, =1 fir a,b,abe(e) und b =a + b + ab.

Setzt man in (31) x =5, Y = D, 3 = a und benutzt (38) sowie (41),
8o erhdlt man

(42) B=1fir d=a+b+ ab und a,b, ab ee).
(43)  Der zu a €{e) gehorige Automorphismus tst der identische.

Wahlt man ndmlich ein b e{e) mit ab e{e), so sieht man zunichst
mit Hilfe von (33) und (38), dal der zu a gehorige Automorphismus
der identische ist. Zusammen mit (36) erkennt man dann a(8b) =
Bab = —pab und a(b) = —aph, also af = fPa.

(44) Der Korper K ist kommutativ.

Denn sind ga, b, ab €{¢), so ist ab = —ba nach (36) und (38); ferner
gilt xa g6 e{e) fiir beliebige «, # € K* und daher xa b = —pb «a, also
wegen (43) afab = —faba, d.h. af = fa.

SchlieBlich erhalten wir A3g = A3 fiir beliebige «, # € K und a, b €{e).
Um das einzusehen, bemerken wir zunichst, daB «0 = d& ist, denn
esistane = xaund dxe = daxe = afie = aa. Dannist xapb = A;38baa
= J5¢faba und «apb = a&Pb = dxfb = xfab = xfAfba, also

56 = Ag.

ﬂDurch Umnormieren der Koordinatenvektoren a,b in (42) kénnen
wir von jedem Punkt d der Ebene (1}, der auf keiner der Ebenen {(a),
(b, {ab) liegt, einen Koordinatenvektor in der Gestalt > = a 4+ b + ab
erhalten. Hiermit ergibt sich A5 = 1 fiir alle  e{e) und b ¢{a), <b), {ab).
Indem man schlieflich noch den Punkt a auf der Geraden (b) N (1)
abéindert, folgt A2 = 1 fiir alle b e (¢) mit d ¢<b). Zusammen mit (37)
und (38) ergibt sich also fiir 1 ¢ D der Satz 22.

Nun sei | € D. Nach (34) induziert a*@ fiir jedes a € D, a & 1, in
der Ebene (1) eine Spiegelung an der Geraden (1) N {a) und dem Punkt
a. Wegen 1 € D liegt aber a auf {1) N {a); deshalb ist die Charakteristik
des Koordinatenkérpers 2. Da die Punkte 1 und ¢ auf der Fixgeraden
(1) N{a) von a*a liegen und da a*de = a%e gilt, folgt a*da = a%a.
Andererseits ist a*da = alja? = (47)"a2a. Also ist

(45) =1 fir a ele).

Es seien a, b €{e), so daB e, a, b linear unabhingig sind. Nach (34)
muB sich a*@b in der Form a*ab = a«q + b mit «, § € K darstellen
lassen. Da (a*@)? im Gruppenraum D (G) die Identitét induziert, konnen
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wir mit Hilfe von (45) und der Tatsache, dafl K die Charakteristik 2
hat, # berechnen:
(a*a)*b = xa’a + f(xa + fb), d.h. g = a?.
Daher ist a*ab = xa -+ a2b, also
(46) b = ee + ab,

wobei ¢ = & gesetzt ist.
Jetzt zeigen wir

(47) A =1 fur a,b €{e); e, a,b linear unabhingig.

Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung d = e + a -+ b. Dann ist unter
Beachtung von (46)

b2 = + (A)'@b + ()'bd
=e-+a+b+ ()" (a+ a4 ee 4 ab)
+ (A9-1(b + b2 4 A%ab).

Da b2 € K ist und da e, a, b, ab wegen ab ¢ (e)®) linear unabhingig sind,

folgt
BA=1, =1 und AL=1.

Aus (46) und (47) ergibt sich noch
(48) ab + ba = ce.
Aus (33) und (47) ergibt sich hier

(49)  Der zu T mit tele) und 1 ¢ Ke gehorige Automorphismus ist
der identische.

Ferner gilt:
(50)  Der zu a mit ac{e) und a¢ Ke gehiorige Automorphismus ist der
tdentische.

Nach (49) und (46) gilt fiir a, b €(e), a, b, e linear unabhingig:
apb = gab = f(e(b)e 4 ab) = Be(b)e + Bab
und a(fb) = e(Bb)e + aBb, also Bab = apb, also fa = ap.
(81)  Der Kirper K ist kommutativ?®).
Nach (48) und (50) gilt fiir die obigen a, b: (xa) (8b) + (8D) (xa) =

xfab 4 paxba = xfab + B« (ee + ab) = afab + Paece + Bxabe Ke.
Hieraus folgt (xf + Ba)ab = 0, also «f + fa = 0 und somit xf = fa.

(82) Der zu g € (e) gehdrige Automorphismus ist der identische.

8) Man beachte (14). ) Vgl. auch FuBnote 7 auf Seite 68.
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Fiir den Beweis von Satz 22 brauchen wir wegen (47) nur noch den Fall
b = pue + va zu betrachten. Da b2 € K, folgt wegen (52) aus b2 = (ue
+ va)? = u%e + pva + v(45)(ua + va?), daB A5 = 1 ist.

Da (e) ein Erzeugendensystem von ¥ ist und alle Automorphismen,
die zu Elementen x € (e) gehoren, die Identitat sind, gilt

Satz 23. K liegt im Zentrum von .
Zusammenfassend konnen wir also feststellen:

Satz 24. Jeder elliptische Gruppenraum D(G) lift sich durch eine
Clifford-Algebra darstellen. Genauer: Zu jedem elliptischen Gruppenraum
D (@) gibt es genau eine Clifford-Algebra N der Dimension 4 iber dem
kommutativen Grundkérper K, so daff G =~ A*/K* gilt. Die Clifford-
Algebra U ist hierbei ein Schiefkorper. Im Falle der Charakteristik == 2
ist die Clifford-Algebra U ein Quaternionenschiefkorper. Ist umgekehrt A
eine nichtkommutative Divisions-Cliffordalgebra der Dimension 4 diber
einem kommutativen Korper K, so gibt es in A*|K* eine Teilmenge D,
so dafl D(U*|K*) ein elliptischer Gruppenraum ist.

Beweis: Im Falle der Charakteristik == 2 wihlen wir wie beim Beweis
von Satz 22 zwei Elemente a, b € (¢) mit ab € {(e). Offenbar bilden die
Elemente e, a,b, ab = ¢ eine Basis des Fastkorpers 9. Die Elemente
a, b, ¢ erfiillen die Relationen ab = —ba, ac = —ca,bc = —cb und
a?, b2, c2 e K, wie aus dem Beweis von Satz 22 hervorgeht (vgl. (35)
und (38)). Aus den Sitzen 22 und 23 erkennt man jetzt, dal U ein
Quaternionenschiefkorper iiber K ist.

Fiir den Fall der Charakteristik 2 withlen wir zwei Elemente a, b € {e),
so dafB e, a, b linear unabhingig sind. Auch in diesem Fall bilden die
Elemente ¢, a, b, ab eine Basis von %, d.h. 9 hat die Dimension 4.
Hier gelten die Relationen ab + ba = ce und a%, b2 K. Es sei V,
der von a und b aufgespannte Teilraum von U und @(r) die durch
Q(t) = (% a + 2,0)2 = 2302 4 2362 + x, x,¢ gegebene quadratische Form.
Nun erkennt man sofort, da U isomorph zu der durch ¥V, und ¢ definierten
Clifford-Algebra € = /3 ist, wobei T die Tensoralgebra von V,und 3
das durch ® ¢ — @ (x) fir alle ¢ € V, erzeugte Ideal in ¥ ist.

Um die Umkehrung einzusehen, bemerken wir zunéchst, daf A*/K*
eine Inzidenzgruppe ist, in der auBer den Links- auch die Rechts-
translationen Projektivitdten sind. Nach Satz 1 aus [2] brauchen wir
jetzt nur noch zu zeigen, daB es in A*/K* eine Ebene gibt, deren Punkte
alle die Ordnung 1 oder 2 haben. Sind €,, €,, €, die homogenen Be-
standteile der Clifford-Algebra €, so setzen wir

p_ | @+C)E far 240,
(€, - 6,)*/K* fir 2 = 0.
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