Uber das Problem der Nachbargebiete
auf orientierbaren Flichen

Von GERHARD RiINGEL, Berlin

Herrn Geheimrat Prof. Dr. LoTaAR HEFFTER zum 99. Geburtstag
gewidmet

Mit v} sei die sogenannte Maximalzahl der Nachbargebiete auf der ge-
schlossenen orientierbaren Fliche F¥ vom Geschlechte p bezeichnet.
&¥ 148t sich also in v¥ paarweise benachbarte Flachenstiicke (nicht not-
wendig Elementarflichenstiicke) zerlegen, wihrend »* + 1 Nachbar-
gebiete auf §} nicht existieren. Hierbei heiflen zwei Flichenstiicke be-
nachbart, wenn sie mindestens eine Kante gemeinsam haben. Heawoop
[11%) zeigte 1890 die Ungleichung?)

1 Vi v

(1 |1V

und vermutete, daf} in (1) stets nur das Gleichheitszeichen allein richtig
ist. Diese Vermutung

7T+ /1 +48p
(2) iy = |1V B
wurde 1891 von HerrrER [2] fiir gewisse Fille®) bewiesen, so fiir p =1, 2,
3,4,5,6,7, 20, 63, 221, 336, 1530, 2351, . . ., vom Verfasser ([3], [4] bzw.
[51) in den weiteren Fallen p = 8, p = 9 und fiir alie p mit

1282 4 3s 4+ 1 < p < 128% + 5s (s =1,2,...).

In der vorliegenden Arbeit werden neue Methoden — sie beruhen zum
Teil auf Ansétzen von HEFFTER — entwickelt, die den Beweis von (2) fiir
die folgenden weiteren Geschlechtszahlen p liefern (s =1, 2,...).

1282 — s Sp=1282 4+ s—1,
1282 - T+ 1 < p £ 12824 98 4 1,
1282 + 13s 4 < p < 1282 | 155 4 4.

1) Die eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der
Arbeit.

2) Alle in dieser Arbeit vorkommenden Quadratwurzeln sind immer positiv zu
wihlen. [«] bedeutet die groBte ganze Zahl < w.

%) Niheres auf Seite 112.
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Danach ist die Heawoodsche Vermutung (2) sozusagen zu 3339, be-

wiesen. Es ist ndmlich lim 4% = %, wenn mit A{n) die Anzahl der

n—>00

Geschlechtszahlen p < n bezeichnet wird, fiir die in dieser Arbeit bzw. in
[4] die Gleichung (2) bewiesen ist.

Das Problem der Nachbargebiete 1aBt sich auch in der folgenden Form
ausdriicken. Auf welcher orientierbaren Fliche mit moglichst miedrigem
Geschlecht lassen sich m paarweise benachbarte Gebiete zeichnen? Wir be-
zeichnen dieses minimale Geschlechte mit p,,. Wegen m < #} und (1)

folgt 2m <7 + J/1 + 48p,,, d.h.

(1%) ==l < p

Wir behaupten, die Aussage (2) ist Gquivalent mit der Aussage

(2%) P = [w%m_ﬂ + -g—] fiir jedes m = 4.

Beweis. Fiir p = 0, m = 4 sind (2) und (2*) beide richtig. Es sei (2) fiir
alle p erfiillt und m = 5 beliebig gegeben. Wir schreiben (2) speziell fiir
p = P — 1. Weil p,, minimal ist, folgt »} < m und

2m =7+ 1+ 48(p,— 1), ah "ZIMZH Ly,

In Verbindung mit (1*) ergibt sich also

—3 —4 2d
(3) Prn = (m )(m12 ) + ™

wobei die Zahl 2d,, so zu bestimmen ist, daB 0 < 2d,, < 12 und der
Bruch auf der rechten Seite von (3) ganzzahlig ist. Nach einfacher Rech-
nung ergeben sich fiir d,, die Werte

d, =0 fir m=0,3,4,7 (mod 12),

@ d, =2 fir m=8, 11 (mod 12),
d, =3 fiir =1,6,9,10 (mod 12),
d, =86 fir m=25 (mod 12),

Aus (2) folgt also (2%).
Nun sei umgekehrt (2*) vorausgesetzt und p vorgegeben. Wir wihlen
m so, daB p,_; < p < p, also auch v¥ = m — 1 gilt. Aus (2%) folgt der

Reihe nach
m—mm—@+wJ

{m—3){(m —4)
P <{ 12

12

p <
und

vE Ll =m >———_7+V12+487°.

In Verbindung mit (1) ergibt sich {2).
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Eine weitere mit (2) 4quivalente Aussage ist die folgende: Wenn m = 4
eine gegebene ganze Zahl ist, so lassen sich m Elementarflichensticke derart
2u esnem orientierbaren Polyeder B, zusammenfiigen, daf jedes Elementar-
flachenstiick zu jedem anderen benachbart ist und daf} nur lauter dreikantige

ﬁ(«"fz_—l) + d,, Kanten auftreten.

Zum Beweis sei die Existenz eines derartigen Polyeders 9, voraus-
gesetzt. Fiir die Anzahl x, der Eckpunkte gilt 3xcy = 2«,, weil jede Kante
mit zwei Eckpunkten und jeder Eckpunkt mit drei Kanten inzidiert. Es
sei p das Geschlecht der durch $§,, definierten orientierbaren geschlosse-
nen Fliche. Aus der Eulerschen Polyederformel «g-—a; + oy =2 —2p
mit o, = m folgt 12p = (m — 3) (m — 4) + 2d,,, also auch

m— 3) (m — 5
|
Das Polyeder ‘B,, auf {3 besteht aus m paarweise benachbarten Flichen-
stiicken, also ist p, < p. Wegen (1*) ergibt sich p = p,, also (2*) und
somit auch (2).

Wenn wir umgekehrt (2) also auch (2*) voraussetzen, so gibt es auf der
orientierbaren Fliache, dessen Geschlecht gleich der rechten Seite von (3)
ist, m paarweise benachbarte Gebiete. Diese Zerlegung kann leicht so
abgedndert*) werden, dafl alle Eckpunkte dreikantig und die m Gebiete
Elementarflichenstiicke sind. Aus der Eulerschen Formel ergibt sich

dann, daBl die Anzahl der Kanten gleich @(_mz:ﬂ +d,, ist, dall also ein

orientierbares Polyeder % ,, von der gewiinschten Art existiert.

Es kommt also nur darauf an, die obige Aussage iiber die Existenz
eines B, fiir jedes m = 4 zu beweisen. Fiir m < 12 tat dies HEFFTER [2].
Fiir alle m = 5 (mod 12) lieferte der Verfasser in fritheren Arbeiten ([3]
oder [4]) einen Beweis. Fiir die drei weiteren Restklassen 3, 7 und 10
(mod 12) wird im folgenden die Existenz eines Polyeders %, durch
explizite Konstruktion bewiesen. Damit ist die Heawoodsche Ver-
mutung (2) in den auf Seite 105 angekiindigten Fallen bestatigt.

Eckpunkte und insgesamt x, =

§ 1. Orientierbare Schemata von der Form S,,, , ,

Fallsm = 0, 3, 4 oder 7 (mod 12) ist, kann man nach Seite 106 (d,, = 0)
erwarten, daf ein orientierbares Polyeder ,, existiert, das aus m paar-
weise benachbarten (m — 1)-Ecken besteht und nur dreikantige Eck-
punkte enthilt. So gibt es z.B. eine Zerlegung B, der Kugel in drei Zwei-
ecke, das aus vier Dreiecken bestehende Tetraeder als Zerlegung B, der
Kugel und eine Zerlegung B, des Torusin 7 paarweise benachbarte Sechsecke.

%) Ausfiibrlicher ist dies im Lehrbuch [4] des Verfassers gezeigt.
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In folgender Weise 1aft sich jedes Polyeder %, durch ein Nummern-
schema beschreiben. Die m ,,(m — 1)-Ecke‘ werden mit den Nummern
1,2, ,..., m bezeichnet, aulerdem sei jedes (m — 1)-Eck so orientiert
(d.h. der Rand mit einer Durchlaufungsrichtung versehen), daB B,
kohérent orientiert ist (d.h. jede Kante von B,,, die ja zu zwei ,,(m — 1)-
Ecken‘ gehort, wird einmal in der einen, einmal in der umgekehrten Rich-
tung durchlaufen). Nun wird fiir das (m — 1)-Eck ¢ (1 = 1, 2,..., m)
die der Orientierung von 7 entsprechende zyklische Reihenfolge der
anderen ,,Linder”, wie in den fritheren Arbeiten des Verfassers, in einem
Schema notiert. Bei passender Numerierung erhilt man z.B. das zu %,
gehorige Schema:

. 73 4 2 6 5
2. 1 4 5 3 7 6
3. 256417
(S,) 4. 3 6 7 5 2 1
5. 471 6 3 2
6. 5 1 2 7 4 3
7. 6 2 3 1 5 4

Wenn man die 19 Lander eines gewissen Polyeders $,, passend numeriert,
erhélt man etwa das folgende Schema:

1. 18 5 810 2 15 4 16 14 19 9 6 7 3 13 17 12 11
2. 19 6 911 316 517 15 1 10 7 8 4 14 18 13 12
3. 1 71012 417 61816 2 11 8 9 5 15 19 14 13
4. 2 81113 518 7 19 17 312 9 10 6 16 1 15 14
5. 3 91214 619 8 1 18 4 13 10 11 7 17 2 16 15
6. 41013 156 7 1 9 2 19 5 14 11 12 8 18 3 17 16
7. 511 1416 8 210 3 1 6 15 12 13 9 19 4 18 17
8. 6121517 9 311 4 2 716 13 14 10 1 5 19 18
9. 71316 18 10 4 12 5 3 8 17 14 15 11 2 6 1 19
(S) 10. 8 14 17 19 11 5 13 6 4 9 18 156 16 12 3 7 2
1. 91518 112 614 7 5 10 19 16 17 13 4 8 3 2
12 1016 19 2 13 715 8 6 11 1 17 18 14 5 9 4 3
13. 1117 1 314 816 9 712 2 18 19 15 6 10 5 4
14, 1218 2 415 9 1710 8 13 3 19 116 7 11 6 5
15. 1319 3 516 10 18 11 9 14 4 1 217 8 12 7 6
16. 14 1 4 517 11 19 12 10 156 5 2 3 18 9 13 8 7
17 15 2 5 71812 113 11 16 6 3 4 19 10 14 9 8
18. 16 3 6 8 19 13 2 14 12 17 7 4 5 1 11 156 10 9
19. 17 4 7 9 114 3 1513 18 8 5 6 2 12 16 11 10

Man kann beobachten, daBl in diesen beiden Schemata die folgende Regel
gilt.

Regel R*. Wenn in der i-tenZeilei. ... a k b ... steht, so steht in der
k-ten Zeile k. ... b1 a .
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Ein auf die beschriebene Art aus einem orientierten Polyeder %,
erhaltenes Schema (S,,) hat stets die Eigenschaft der Regel R*. Dies ist
leicht daraus ersichtlich, daB alle Eckpunkte dreikantig sind. Umgekehrt
wird durch jedes gegebene aus den Nummern 1,2,...,m gebildete
Schema (8,,), das der Regel R* geniigt, und das in der i-ten Zeile alle
Nummern == 7 je einmal enthélt, ein zugehdoriges orientierbares Polyeder
B, definiert. Ein solches Schema nennen wir ein orientiertes Schema
(Sm)-

Es kommt nun darauf an, fir moglichst viele Zahlen m ein orientiertes
Schema (8,,) und damit ein R, zu konstruieren. Die Regel R* ist aber als
Konstruktionsprinzip wenig geeignet, wohl deshalb, weil fiir gréBere Zah-
len m sicherlich viele nicht isomorphe Schemata (S,,) existieren. Es kann
also gar kein eindeutiges Konstruktionsverfahren geben. Man wird deshalb
an Stelle der Frage nach irgendeinem Schema (S,,) besser die Frage nach
einem moglichst ,,schonen‘ Schema (8,,) stellen. Je nachdem wie das
Wort ,,schon‘’ definiert wird, kann man die Auswahl der zugelassenen
Schemata mehr oder weniger einschrianken und so mehr Aussicht haben,
ein Exemplar wirklich zu finden.

ZweckmiBigerweise wollen wir mit den Nummern 1, 2, ..., m eines
Schemas (S,,) wie mit den Restklassen mod m rechnen. Die beiden
Schemata (S;) und (S;,) haben dann die zusitzliche Eigenschaft, daB
jede Zeile aus der vorhergehenden durch Addition mit eins gewonnen
wird. Ein solches orientiertes Schema (S,,) bzw. das dargestellte Polyeder
R,» wollen wir zyklisch nennen; dann enthilt also die Automorphismen-
gruppe von B,, die durch die Permutation (1, 2 . . . m) erzeugte zyklische
Gruppe als Untergruppe. Wir werden zeigen, daB fiir jede natiirliche Zahl
m =7 (mod 12) ein zyklisches orientiertes Schema (S,) existiert®). Wir
schicken einige Bemerkungen voraus, die zwar fiir den Beweis selbst
nicht erforderlich sind, die ihn aber durchsichtiger erscheinen lassen.
AuBerdem wird man einige Gedanken erkennen, die den Verfasser zum
Beweisansatz gefiihrt haben.

Es sei m = 12s - 7 und ein zyklisches orientiertes Schema (S,,) bzw.
das dargestellte Polyeder %,, vorgegeben. Wir numerieren (firben) nun
auch jede Kante von ,, und zwar mit der Differenz der beiden an-
grenzenden Landernummern. Die Nummern der Lénder ersetzen wir hier-
bei nétigenfalls durch passende Zahlen (mod m), so daB als Differenz nur
die Zahlen 1,2, ..., 6s -+ 3 in Frage kommen. Jede Kante ist so mit
einer der , Farben* 1,2, ..., 65 + 3 gefirbt. Jedem Eckpunkt P, von
R, ordnen wir sodann das ,orientierte’ Farbentripel (d,,d,, d;) zu,

5) HerrreER [2] zeigte, daB fur m == 7 (mod 12) kein zyklisches orientiertes
Schema (S,,) existiert.
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wenn d,, d,, dy die Farben der drei mit P, inzidierenden Kanten sind und
zwar in der zyklischen Reihenfolge, die der zu Anfang festgelegten

2 —_— 3
/ 79 \
Abb. 1

kohirenten Orientierung der Linder entgegengesetzt ist [Abb. 1 im Falle
(S10)]. Wir schreiben dann F(Py) = (d,, d., ds). Diese Tripel sollen orien-
tiert sein, d.h. es wird

(dy, dy, dy) = (dy, dy, dy) = (dg, dy, dy) 3 (dy, dg, dy) usw.
festgesetzt.

Wenn a,, a,, a; die Nummern der drei mit P, inzidierenden Linder in
passender Reihenfolge sind, so gilt

di = £ (@2—ay), dy= £ (ag—a,), dy= % (a;—a,).

Daraus folgt, daf entweder d, + dy + d3 = m ist, oder eines dieser d; ist
Summe der anderen beiden.

Weil B, zyklisch ist, treffen auch die drei Lénder a, + j, a; + j, a5 + j
in einem Eckpunkt P; zusammen (j =1, 2, ..., m). Wir sagen dann,
Pyund P, gehoren zur gleichen Klasse. Die m Eckpunkte Py, P,, ..., P,
= P, sind paarweise verschieden, weil die beteiligten Lindertripel jeweils

verschieden sind. So ist eine Einteilung der «, = m(m3— b Eckpunkte in
7»”—??—1 = 48 + 2 Klassen zu je m Eckpunkten gegeben. Zwei Eckpunk-

ten der gleichen Klasse ist natiirlich dasselbe Farbentripel zugeordnet:
F(P)) = (d,,dy,dq) fir j =1,2,...,m.

Wir wihlen jetzt aus jeder Klasse einen Eckpunkt aus und betrachten
alle Farbentripel dieser 4s 1+ 2 Eckpunkte. Wir erhalten so ein ganz
bestimmtes System (T) von 4s + 2 Tripeln. In unserem Beispiel (S;,)
besteht (T) aus den sechs Tripeln

156, 279, 246, 1889,
347, 538
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Wir wollen ein Tripel d,, d,, d, ein erlaubtes Tripel nennen, wenn entweder
d, + dy 4 dy = m ist, oder ein d; ist Summe der beiden anderen.

Satz 1. Wenn ein zyklisches orientiertes Schema (8,,) mit m = 12s + 7
existiert, so st die folgende Aufgabe A losbar.

Aufgabe A. Es ist ein System wvon erlaubten Tripeln derart zu bilden,
dap jede der Zahlen 1,2, . . ., 6s + 3 genau zweimal vorkommt®).

Zum Beweis von Satz 1 haben wir nur zu zeigen, dall unser Tripel-
system (T) eine Losung von Aufgabe A ist.

Ein festes Land 4 von ‘B, hat genau drei Eckpunkte, die zu einer vor-
gegebenen Klasse, etwa zur Klasse P, ..., P,_, gehoren; nidmlich die
drei Punkte P; mit j = h — a; (mod m) fiir ¢ = 1, 2, 3. Es sei d eine der
Zahlen 1,2, ..., 6s 4 3. Weil 4 zu beiden Lindern 2 + d benachbart ist,
gibt es zwei Kanten £, , k, von h, die mit der Farbe d gefiirbt sind.

Wenn es vier Eckpunkte gibt, die mit %, oder k, inzidieren, so gibt es
mindestens zwei Tripel von (T), die die Zahl d enthalten.

Wenn hingegen k, , k, einen gemeinsamen Eckpunkt haben, so enthilt
dessen Farbentripel die Zahl d zweimal.

Auf alle Fille kommt d im Tripelsystem (T) mindestens zweimal vor.
Daher besteht (T) aus mindestens (6s 4 3)2 = 4s -+ 2 Tripeln. Aus
Anzahlgriinden tritt also d genau zweimal in (T) auf. Hiermit ist Satz 1
bewiesen.

Man kann sich noch iiberlegen, welche zusitzliche Bedingung eine Lo-
sung von Aufgabe A erfiillen muBl, damit auch ein zugehoriges Schema
(S,,) existiert. Auf diese Frage wollen wir hier nicht mehr eingehen. Das
Hauptproblem, die Konstruktion irgendeiner Losung, wire damit sowieso
noch nicht gelost.

Es liegt der Gedanke nahe, zunichst nur fiir die Aufgabe A eine Losung
zu suchen ohne Riicksicht auf ein zugehdriges Schema (S,,). HEFFTER {2]
gab die folgende Losung, die im Spezialfall m = 31 so lautet:

1 2 3, 11 10 1
3 4 7, 13 8 5
5 6 11, 15 6 9
7 8 15, 14 4 13
9 10 12, 12 2 14.

Es ist leicht, diese Losung von Aufgabe A auf den allgemeinen Fall
m = 12s + 7 zu iibertragen. Wenn man die Tripel als orientierte Tripel

%) Wenn man verlangt, daB jede Nummer nur einmal vorkommen soll, so ist
diese Aufgabe fiir alle m = 1 oder 3 (mod 6) gelost worden von PELTESOHN, ROSE,
Eine Losung der beiden Heffterschen Differenzenprobleme, Compositio Mathematica,
Groningen, Vol. 6, p. 251—257 (1939). Fir alle anderen m ist die Aufgabe unlésbar.
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betrachtet und in einem einzigen der obigen Tripel die Orientierung
umkehrt, so ist im Fall m = 31 tatsichlich auch ein zugehériges orien-
tiertes Schema (S,,) bestimmt, im allgemeinen Fall m = 12s 4 7 aber
nur dann, wenn ¢ = 4s + 3 eine Primzahl ist und die Zahl 2 eine primi-

tive Kongruenzwurzel mod ¢ ist. Wenn ¢ = 4s + 3 eine Primzahl ist und
g—1

272 igt die kleinste Potenz von 2, die = 1(mod g) ist, so gelingt es auch,
mit Hilfe des Heffterschen Tripelsystems ein Schema (S,,,.,) zu kon-
struieren, wenn man zuvor in zwei Tripeln die Orientierung dndert. Da
nicht bekannt ist, ob unendlich viele Primzahlen ¢ mit der obigen Eigen-
schaft existieren, ist es bis heute ungewi, ob HEFFTER unendlich viele
Exemplare (S;,,+,) konstruiert hat. Die auf Seite 105 angegebenen Ge-
schlechtszahlen entsprechen den niedrigsten von HEFFTER auf die genannte
Art gelosten Fille.

Der Verfasser, der diesen Heffterchen Ansatz zunichst nicht niher
kannte, versuchte es mit der folgenden Lésung zu Aufgabe A (m = 31):

18 9, 21214, 27 9, 113 14,
3710, 41115, 4610, 312 15,
56 11, 5 8 13.

Dieses Tripelsystem ist auch leicht auf den allgemeinen Fall m = 12s + 7
iibertragbar. Weiter unten ist dies explizite hingeschrieben. Es bestimmt
gliicklicherweise stets ein zugehdriges Schema (S,,,+,), wenn man fir
ungerades s das letzte Tripel in seiner Orientierung umkehrt. Der Beweis
wird jetzt unabhingig vom bisherigen streng formal durchgefiihrt.

Satz 2. Fur s =1,2,... existiert ein zyklisches orientiertes Schema
(Sl28+7)'

Beweis. Wir setzen zuniichst s als gerade Zahl voraus und betrachten
folgendes System (7T') von Tripeln. (Damit man den spiteren Text ver-
folgen kann, miissen wir hier so viel hinschreiben.)

1 3s+2 38+3, 2 b5s+2 5s+4, 2 3s+1 3843, 1 58+3 5844,
3 3s)13s+4, 4 58+16b6s+5 4 3s 3s+4, 3 5842 5s+5,
5 3s 3s+5, 6 bs 5s+6, 6 3s—13s+5, 5 5st1l 5546,
7 3s—13s+6, 8 bHs—186s+7 8 3s—23s+6, 7T bs 538+17,
9 3s—2 3s+7, 10 b5s—2 58+8, 10 3s—3 3s+7, 9 5Hs—1 5348,

28—7 28+6 45—1, 25—6 4531+6 68 , 29—6 28+5 45—1, 25T 48-+7 68,
28—5 2s8-+5 48 , 28—4 4815 6s+1, 20—4 28+4 48 , 28—5 4846 6s+1,
28—3 2544 48+1, 26—2 4814 68+2, 26—2 28+3 48+1, 26—3 4845 6342,
25—1 25+3 4842, 2¢ 4813 6843, 25 2842 4842, 26—1 48+4 6843,
284+1 28+2 4543, 2841 38+2 5s43.
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Wir iiberzeugen uns leicht, daBl in diesen 4s - 2 Tripeln jede der
Zahlen 1,2,...,6s + 3 genau zweimal vorkommt und daB in jedem
Tripel die letzte Zahl gleich der Summe der beiden ersten ist. Diese Tripel
werden nun als orientierte Tripel aufgefalit. Jedes enthilt drei orientierte
Paare. So gehdren etwa zum Tripel (2, 55 + 2, 58 4 4) die orientierten
Paare (2,58 + 2), (s + 2,58 + 4), (55 + 4,2). Wir stellen diesem
System (T) die folgende zyklische Reihenfolge (Z) der Zahlen 41, 42,

.., (68 4 3) gegeniiber. Die nun folgenden Zeilen sind hintereinander
als ein einziger Zyklus zu lesen. Die waagrechten Striche dienen nur der
Ubersicht; sie teilen die entstehenden Spalten in einzelne arithmetische
Reihen.

—2 3541 3s+4 4 —(bs+1) —(bs46)
—6 3s—1 3s+6 8 —(5s8—1) —(55+8)
—(2s—6) 23845 43 2s—4 —(48+45) —(6s42)
—{(28—2) 2843 4842 2s —(48+3) —(2s+1) 3s+2 38+3
2 —(6s+2) —(bs+5) —4 3s 3s+5
6 —5¢ —(538-+17) —8 35—2 3547
(Z)
28—2 —(48+4) —(68-+3) —2s 2842 4343

6s+3 28—1 —(28+3) —(45+1) —(25—3) 4845
6s+41 28—8 —(28+5) —(48—1) —(26—7) 434-7

5845 3 —{8s8+1) —(3s8+3) —1 583 284+1 —(2342)
—(45+2) —(25—1) 4s+4  6s+2 253 —(2s+4)
—4¢ —(28—35) 48+6 6s 28—7 —(2s5-+486)
—(3s+4) —3 5842 H9+4 1 —(3s+2) —(59+3) —(5514)

Mit (Z*) wollen wir denjenigen Zyklus bezeichnen, der aus (Z) hervor-
geht, wenn man von allen Nummern den Absolutbetrag nimmt. Die
folgenden Aussagen lassen sich leicht verifizieren.

1) Ein orientiertes Paar aus einem Tripel von (T) kommt in keinem
anderen Tripel von (T) vor.
8 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXV
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2) In (Z) steht jede der Zahlen +1,4-2,..., +(6s + 3) genau einmal,
also in (Z*) jede der Zahlen 1,2, . . ., 68 + 3 genau zweimal.

3) Wenn (d,, d,) ein orientiertes Paar aus einem Tripel von (T) tst, so
steht in (Z*) dieses Paar d,, d, in der gleichen Reihenfolge nebeneinander.

4) Stehen umgekehrt die Zahlen d,, d, in (Z*) nebeneinander, so gibt es in
(T) etn Tripel, das das orientierte Paar (d,, d,) enthdlt.

5) Dret in (Z*) aufeinander folgende Zahlen bilden niemals ein Tripel
von (T).

6) Wenn d,, d, positiv sind und in (Z) steht ...,dy, —d,, ... oder
evy—dy,dy, ..., 0 gibt es in (T) das Tripel (d,,d,, d, + d,).

7) Wennd,,d, positiv sind und in (Z) steht . . ., dy,dy, .. .oder . .., —d,,
—ds, . .., so ist das Tripel (d,, dy, d, -+ dy) nicht in (T) enthalten.

Die folgende achte Aussage, auf die es besonders ankommt, muBl nun
ausfithrlich bewiesen werden.

8) Wenn wm Zyklus (Z) auf die Zahl a die Zahl k folgt, so folgt in (Z) auf
—kdie Zahl a — k.

Zum Beweis sei vorausgesetzt, daB in (Z) . . ., a, k, . . . steht. Wir unter-
scheiden sechs Fille,

«) Es sei a >k > 0. Nach 4) und 7) folgt, daB in (T) das Tripel
(k, @ — k, @) vorkommt. Wegen 3) steht in (Z*) ..., k,a— &, ... und
wegen 5) sogar ..., a, k,...,k,a—£k,... Wegen 2) steht somit in (Z)
ook, ..., —k, =(a—k),... Weil das Tripel (k, a — &, a) in (T) ist,
folgt aus 7), daBl in (Z) steht ..., a, %k, ...,—k,a—k, ..., w.z.b.w.

B) Es sei k > a > 0. Nach 4) und 7) ist in (T') das Tripel (k — a, a, k).
Wegen 3)steht . .., &k, k—a, .. .in (Z*) und wegen 5) sogar. .., a, k, .. .,
k,k—a,... Nach 2) steht in (Z) ...,a,k,...,—k, £(k—a),...
Hier darf wegen 6) nur das Minuszeichen stehen bleiben, also steht tat-
siachlich ...,—k;a—Ek, ... in (Z).

y) Esseia < 0 < k. Wegen 6) kommt in (T) das Tripel (|al, &, |a| + k)
vor. Nach 3) steht in (Z*) ..., k, |a| + &, ..., nach 5) sogar ..., |a|,
k,...,k |a|+ %, ...Nach2)stehtin(Z)...,a,k,...,—k, +(la| + &),
. . . Hier bleibt nur das Minuszeichen stehen, sonst folgte aus 6), daB in (T)
das Tripel (£, |a] + k, |a] + 2k) wire im Widerspruch zu 1). In (Z) steht
also ...,—k,a—kFk, ...

d) Esseik < 0 < a.Wegen 6) gibt es in (T) das Tripel (a, |k|, & + |k|).
Nach 3) und 5) steht in (Z*) ..., q, |k|,..., |k, e + |k|, ... Nach 2)
steht in (Z) ..., a,k, ..., |k], £(a 4 |%|), . . . Hier bleibt nur das Plus-
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zeichen stehen, sonst wire nach 6)in (T) das Tripel (| k|, @ + |k|, @ + 2|k|);
das widerspriche der Aussage 1). In (Z) steht somit . . ., —k, ¢ — £,

¢) Esseia < k < 0.Wegen 7) gibt es in (T) das Tripel (|a|, |k|, |a|+|k|)
nicht, aber wegen 4) das Tripel (|k|, |a| — |%|, ||}. Nach 3) und 5) steht
in(Z*) ..., |a|, |k|,..., k|, |a| — |k|, ... Wegen 1) steht in (Z) . . ., a, £,
oo |B|, £(|a] — |k]), ... Da das Tripel (|k|, |a] — |k, |a|) in (T) ist,
steht wegen 7) in (Z) sogar nur ...,a,k, ..., |k, —(Ja|—|k]),...,
w.z.b.w.

{) Es sei k < a < 0. Wegen 7) und 4) gibt es in (T) das Tripel (||,
|k| —|al|, |a]). Nach 3) und 5) steht in (Z*) . . ., |al, |k|, . . ., |k|, |k| —]a],
...Wegen 1)stehtin (Z)...,a, k, ..., |k|, (k| —]al), ... Hier kommt
das Minuszeichen nicht in Frage, da sonst nach 6) das Tripel (|k|, |k| —|a,
2|k| —|a|) in (T) wiire, das ja verschieden von (|k|, |k| —|a|, ||) ist; das
wiire ein Widerspruch zu 1). Also steht in (Z) tatsichlich . .., —k, a — k,

Nun kénnen wir ein orientiertes Schema (S;,,+,) leicht angeben. Die
12s + 7 beteiligten Nummern seien die Restklassen mod 12s 4 7. Wir
wihlen als (12s + 7)-te Zeile den obigen Zyklus (Z); er enthilt tatsichlich
jede Restklasse ==0 (mod 12s +- 7) je einmal. Die i-te Zeile ist hierdurch
auch gegeben, ndmlich durch Addition aller Restklassen mit 7. Es ist nur
noch zu beweisen, dafl die Regel R* erfiillt ist. Zunichst 148t sich
zeigen:

9) Wenn in der i-ten Zeile . ... a k ... steht, so steht in der k-ten Zeile
k....ta...
Beweis. Aus T .. ak ..., folgt zunichst
12s4+17. ...a—i k—14¢ ..., wegen 8) auch
126 +7. ... i—k a—Fk..., daher auch
k.o ... ia ..., w.z.b.w.

Jetzt 148t sich sofort auch die Regel R* beweisen: Wenn in unserem
Schema

. ... akb ...

steht, so folgt nach dreimaliger Anwendung von 9) der Reihe nach:
k... ta ...
k. ... b1

Da in der k-ten Zeile die Nummer ¢ nur einmal auftritt, steht in ihr

kE....bia ...

8*
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Hiermit ist gezeigt, dal fiir jedes gerade s ein zyklisches orientiertes
Schema (S;,.+,) existiert.

Wenn man beispielsweise ein orientiertes Schema (S;,) konstruieren
will, so hat man nach diesem Verfahren die 31-te Zeile wie folgt zu withlen.

3. 297104202689219162761115324223013525212812141231817

Wenn s eine ungerade Zahl ist, 148t sich der obige Beweis fiir die
Existenz eines zyklischen orientierten Schemas (S;5.+,) wortlich iiber-
tragen, wenn man im letzten Tripel von (T) die Orientierung umkehrt,
also das Tripel (3s 4 2, 2s 4 1, 55 + 3) einsetzt und entsprechend den
Zyklus (Z) in folgender Weise wiihlt.

—2 3s+1 3s+4 4 —{(Bs+1) —(58-+6)
—6 3s—1 3816 8 —(58—1) —(58+8)

—(28—4) 2844 45+1 28—2 —(48+4) —(68+43)
—28s 2342 4343 6s+43 28—1 —(28+3)
—(4s+1) —(28—38) 4845 6541 28—5 —(28+5)
—(4s—1) —(28—T7) 4s+7 6s—1 28—9 —(2847)

—(38+4) —3 53+2 5814 i —(38+2)

(Z) 284+1 —(28+2) —(48+2) —(28—1) 4344 6842
28—3 —(2s+4) —4s —(28—5) 4s-+6 6s

7  —(3s—1) —(3s+5) —b 5s+1  bs+5

3 —(3s+1)—(3s+3) —t 5843 3s+2
3s+3 2 —(68+2) —(58+5) —4 3s

3s+5 6 —B5s —(bs+T7) —8 3s—2

48 28—4 —(48+45) —(68+2) —(28—2) 2843

43+2 28 —(48+3) —(28+1) —(58+3) —(58+4)

Diese obigen Zeilen sind also hintereinander als ein einziger Zyklus zu
lesen. Die waagrechten Striche dienen wieder nur zur Verdeutlichung der
in den Spalten erscheinenden arithmetischen Reihen. Man kann auch
hier die Eigenschaften 1) bis 7) verifizieren. Die Aussagen 8) und 9) sowie
die Regel R* ergeben sich dann genau wie vorhin. Nun ist Satz 2 bewiesen.

Wir wollen fiir den Fall s = 5 das Tripelsystem (T) und den zugehérigen
Zyklus (Z) als Beispiel fiir die Konstruktion von (S,,) angeben:
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11718 22729 21618 1 28 29
31619 42630 41519 3 27 30

) 51520 62531 61420 5 26 31
71421 82432 81321 7 2532

913 22 10 23 33 10 12 22 9 24 33
11 12 23 17 11 28

—2 16 19 4 —26 —31

—6 14 21 8§ —24 —33

—10 12 23 32 9 —13

—2t —7 25 31 5 —15

—19 —3 27 29 1 —17

(Z) 11 —12 —22 _—9 24 32
—14 —20 —5 26 30

— 16 —18 —1 28 17

18 2 —27 —30 —4 15

20 6 —25 —32 —8 13

22 10 —23 —11 —28 —29

§ 2. Der Falim =10 (mod 12)
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Wir betrachten zunichst das folgende aus den Nummern 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, z, y, z gebildete Schema

(8:5)

1.

< B

2.

So ok

7
1
2
3
4
5
6
7
7
3

|8 8 8 8
S OB W
GO DD = I

r
x 74
x 15

654
531
625

y3 425
y45z26
ybh627
y67z21
y 7122
y12z3
y23z4
321

642

147

Man kann sich iiberzeugen, da Regel R* ausnahmslos erfiillt ist. Somit
stellt dieses Schema ein orientierbares Polyeder R{5? dar, in dem die drei
Siebenecke x, ¥, z nicht zueinander benachbart sind. Sonst aber sind die
zehn Linder paarweise benachbart.

Es wird unsere Aufgabe sein, fiir jede Zahl m = 10 (mod 12) ein der-
artiges orientierbares Polyeder B4 bzw. das zugehorige Schema (S4)
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zu konstruieren. B wird also aus den m — 3 ,,(m — 1)-Ecken‘, die mit
1,2,3,..., m — 3 bezeichnet werden, und den drei (m — 4)-Ecken z, ¥, 2
bestehen. Nur die drei Lander z, y, z sollen untereinander nicht benach-
bart sein.

So ein orientiertes Schema (S{z¥,,0) 1Bt sich leicht nach folgendem
Rezept aus dem in § 1 konstruierten zyklischen orientierten Schema
(S125+7) gewinnen. Wir betrachten das aus den Zahlen 1,2, ..., 6s + 3
gebildete Tripelsystem (T) von Seite 112. Es enthilt fiir gerades s das
orientierte Tripel (2s 4+ 1,3s + 2, 5s + 3) oder fiir ungerades s das
orientierte Tripel (3s -+ 2, 2s 4 1, 58 4 3). Wir setzen darum

a=2s+1, b=3s-+2, ¢=25s- 3, falls s gerade und
a=3s+2 b=2s+1, c¢=25s+3, falls s ungerade ist.
Zunichst kann man feststellen, dafl jede der drei Zahlen a, b, ¢ mit

128 + 17 teilerfremd ist. Im zugehorigen Zyklus (Z) von Seite 113 bzw. 116
stehen die sechs Zahlen +a, +b, +¢ in der folgenden Reihenfolge

.—ab...ca...—b—c...,

gleichgiiltig, ob s gerade oder ungerade ist. Der Zyklus (Z) setz$ sich also
aus den drei Teilfolgen —¢ ... -—a; b...cund a ... —>b zusammen.
Unter Verwendung der neuen Nummern z, y, 2 setzen wir diese drei Teil-
folgen in folgender Weise zu einem neuen Zyklus (Z,)

..—aza...—byb...cz—c...

zusammen. Nun schreiben wir das gesuchte Schema in der folgenden Form
(es wird wieder mod 12s 4 7 gerechnet, also 0 = 12s + 7, (12s + 6)b

= —b usw.)
0. ... —a a... —b y b... ¢z —C ...
1. ... l—a ¢ 14a ... —by14b...14¢c 2 11— ...
2. ... 2—a ¢ 2+a ... 2—by2+b...24¢c 2 2—c ...
(8%, 10)
12s+6. ... —a—1l za—1 ... —b—1 y b—1 ... c—1 2 —c—1 ...
z. 0 —a . ... Ba 4a 3a 2a a
y. 0 —b . ... 5b 4b 3b 2b b
z. ¢ 2¢3¢c... . . —2¢——¢ O

Als 0-te Zeile ist also der obige Zyklus (Z,) gewahlt. Die i-te Zeile ent-
steht durch Addition aller Restklassen mit ¢, wobei nur die Nummern
z, y, z ungeindert bleiben. Die z-te, y-te und z-te Zeile ergeben sich dann
zwangsliufig durch Anwendung der Regel R*. Es 148t sich miihelos nach-
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weisen, dall die Regel R* im ganzen Schema giiltig ist. So steht z.B.
in der ¢-ten und (7 + a)-ten Zeile

7. ... s i+a b ...
it+a. ... K 12
Weil im fritheren Schema (S,,,+,) die Regel R* gilt, ist A =}/, also ist
auch hier die Regel R* erfiillt. In der ¢-ten Zeile steht

P ...0—a X t+a.

Weil a teilerfremd zu 12s + 7 ist, ist die Kongruenz ja = i (mod 1254 7)
eindeutig losbar; in der a-ten Zeile steht somit

z. ... ({F+Da ja (7—Na ..., d.h
. ... t+a 1 —a ..., w.z.b.w.

Ebenso bestétigt sich in allen anderen Fillen die Regel R*. Als Beispiel
geben wir das nach diesem Rezept gebildete orientierte Schema (SE¥) an:

19. 17 4 7 9 1142 5 6 21216y 31513 18 8211 10
1. 18 5 810 215« 6 7 31317y 4161519 92z 12 11
2. 19 6 911 316z 7 8 41418y 51715 1102z 13 12
3. 1 71012 4172 8 9 51519y 61816 2 112z 14 13
4. 2 81113 5182 910 616 1y 71917 312z 15 14
5. 3 91214 61921011 717 2y 8 118 41321615
6. 4101315 7 121112 818 3y 9 219 514217 16
7. 5111416 8 221213 919 4y 10 3 1 6152 18 17
8. 6121517 9 32131410 1 5y 11 4 2 7 16219 18
9. 713161810 42141511 2 6y12 5 3 817z 119
10. 814171911 52151612 3 7Ty 13 6 4 918z 2 1
11. 91518 112 62161713 4 8y 14 7 510192z 3 2
12. 101619 213 72171814 5 9y 156 8 611 12z 4 3
13. 1117 1 314 82181915 610y 16 9 712 2z 5 4
14. 1218 2 415 9219 116 711y 1710 813 32 6 5
15 1319 3 51610 1 217 812y 1811 914 42 7 6
16. 14 1 4 617112 2 318 913y 19121015 52 8 7
17. 16 2 5 718122 3 4191014y 1131116 62 9 8
18 16 3 6 81913 4 5 111156y 2141217 7210 9
z 1914 9 41813 8 31712 7 21611 6 11510 5

<
(=
©

161310 7 4 1171411 8 5 2181512 9 6 3
16 513 21018 715 412 1 917 614 31119

n
e o]

Mit diesem allgemeinen Verfahren haben wir fiir jedes m = 10 (mod 12)
ein bestimmtes orientierbares Polyeder P4® gefunden. Dies ist freilich
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noch nicht das urspriinglich gesuchte Polyeder %B,,, bei dem alle m Lénder
paarweise benachbart sein sollen. Ein solches konnen wir jetzt leicht kon-
struieren. Wir betrachten einen Torus, der durch Identifizieren gegen-
iiberliegender Kanten aus einem Rechteck entsteht und der nach Abb. 2
oben in 5 Elementarflichenstiicke 1, ¢, », y, z zerlegt sei. Sodann
schneiden wir das Land ¢ heraus. Ebenso schneiden wir aus PBG®
das Land 1. So haben wir zwei
Flichen mit je einem Loch. Die
beiden Lochrénder identifizieren
wir derart, daBB die sechs Eck-
punkte von ¢ mit den entspre-
chenden Eckpunkten von z, y, 2
von P& zur Deckung kommen.
Aufder neu entstehenden geschlos-
senen Fliche haben wir eine Zer-
legung vor uns mit MQ_——I) + 3
Kanten, weil das neune Land 1 zu
den drei Liandern z, y, z je zwei-
mal und sonst jedes Land zu je-
dem anderen genau lings einer
3 Kante benachbart ist. Dies ist

also ein gesuchtes orientierbares
Abb. 2 Polyeder %,,.

3) y
m

§3. Orientierte Schemata der Form (S, . 5)

Wir zeigen nun, daB fiir jedes m = 3 (mod 12) ein orientiertes Schema
(S,) existiert. Diesmal wird es kein zyklisches Schema sein, d.h. die
Automorphismengruppe wird nicht die Permutation 4 = (1,2, . . ., m) ent-
halten. Jedoch bei Anwendung der Permutation A* wird das zu kon-
struierende Schema in sich itbergehen. Bevor wir das allgemeine Schema
beschreiben, betrachten wir das Beispiel (S,;):

1. 411 813 3 9 212151014 5 7 6
4. 714 11 1 612 515 313 2 810 9
7. 10 214 4 915 8 3 6 1 5 11 13 12
6. 13 5 2 712 311 6 9 4 814 115

13. 1 8 51015 614 912 711 2 4 3
2. 14 710 5 312 1 9 6 8 413 11 15
5. 21013 8 615 412 911 7 114 3
8. 513 111 9 3 71512 1410 4 2 6
11. 8 1 41412 610 315 213 7 5 9
14. 11 4 7 215 913 6 3 5 110 8 12
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12.
15.

1
1

R

[N BN
—
- W O ~3

1 i

DWW T

121
111012 2 5
1413156 5 8
2 1 3 811
5 4 611 14
8 7 914 2

Man kann sich iiberzeugen, dafl die Regel R* ausnahmslos erfiillt ist.
Wenn man mit den Nummern mod 15 rechnet, so gilt: Aus jeder Zeile des
Schemas erhilt man durch Addition aller Nummern mit drei wieder eine
Zeile des Schemas. Wenn man dies von vornherein festsetzt, so ist das
ganze Schema bereits durch die erste, zweite und dritte Zeile bestimmt.
So verfahren wir nun im allgemeinen Fall m = 128 + 3. Mit den Num-
mern rechnen wir wieder wie mit den Restklammern mod 12s - 3.

Die erste Zeile des zu konstruierenden Schemas (8;,,+;) soll lauten:

1. 4 68-+5 6s+2 12s+1 3s 3846
10 6848 681 128—5 38—3 3849
16 6s+11 6s—4 125—11 3s—6 3s+12
68—2 9842 38+5 68-+17 3 6s+3 2
6846 125+3 68—5 3s—1 98+8 684-10
6319 12s 6s—11 3s—4 08411 68416
9s—3 95412 13 8 126—1 128—8
9s 9s+9 7 5 12842 126—2
9s+3 9s+6 6s+4 9s+5 3s+2 6s+41 3s+3

Die obigen Zeilen sind hintereinander als ein einziger Zyklus zu lesen,

also nach der Nummer 3s + 3 folgt die Nummer 4. Dasselbe gilt fiir die
folgende zweite und dritte Zeile. Die zweite wird wie folgt festgesetzt.

2. 125842 6s+1 6s+4 5 9s8+9 9s-+3
1286—4 68—2 6s+7 11 9s+12 9s
683114 3847 9s—2 65—7 128+3 6849
8s+8 3s+4 9s+1 6s—1 3 6546 1
6s8+3 6 6s+11  9s+7 38—2 6s8—4
6s 9 6s+17 9s-+10 38—5 6s—10
3e+12 38—3 128—T7 1282 7 14
3s+9 3s 125—1 12841 4 8
3846 3843 6s+2 3s+1 9s5+4 6s+5 9s+6
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Bei der dritten Zeile miissen wir zwei Fille unterscheiden. Wenn s eine
ungerade Zahl ist, so soll sie lauten

3. 9s+5 6 3844 3s—2 1253 9s—1
9s+11 18 3s+10 3s—8 128—15 9s—7
12s—4 68—12 65—5 7 684156 68+8
12842 6s 6s+1 6s+2 6313 1
6847 6s+12 5 6s—4 6s—9 1252
6s+13 6s+24 11 6s—10 6s—21 125—8
9s—2 12s—6 3s—4 38+5 9 9847
3s4+1 12843 9842 9s+8 12 3s+7
3s—5 1289 9s—4 9s+14 24 3s+13
10 6s+21 6s+11 12s—1 6s—6 6s—2
4 6s+9 68+5 6s+4 65146 2
6s—1 68—3 12841 6s4+10 65418 8
68—7 6s—15 12s—5 6s+16 68430 14
33+8 15 9s+10 9s+1 128 3s—1
Falls s eine gerade Zahl ist, so lautet die dritte Zeile:
3. 9s+5 6 35+4 3s—2 125—3 9s—1
98411 18 3s+10 3s5—8 128—18  9s—7
126—1 658—6 6s—2 4 6849 6s+5
6s-+4 63+6 2 6s—1 6s—3 12s+1
6s-+10 65418 8 6s—17 6s—15 12s—5
9s—2 12s—6 3s—4 38+5 9 9s+7
3s+1  125+3 9s+2 9s-+8 12 3s+7
35—5 128—9 9s—4 95414 24 3s+13

.

9s+4

3s+2

93844



Uber das Problem der Nachbargebiete auf orientierbaren Flichen 123

7 6s+156 6548 12842 6s 6s+1
6s-+2 6s+3 1 6s+7 6s+12 5
6s—4 6s—9 12s—2 6s+13 68124 11

3548 15 98410 9541 128 3s—1 3842

Wir kénnen uns zunéchst itberzeugen, daf in der ¢-ten Zeile (1 = 1, 2, 3)
tatsidchlich jede Nummer ==¢ genau einmal vorkommt. Aus den drei
obigen explizite hingeschriebenen Zeilen erhidlt man durch Addition der
Vielfachen von 3 alle weiteren Zeilen des Schemas. Wir haben nur noch zu
zeigen, dal dann die Regel R* allgemein gilt. Zu diesem Zwecke fassen
wir die 1-te, 4-te, 7-te, .. ., (12s 4 1)-te Zeile zu der Zeilengruppe A zu-
sammen. Die 2-te, 5-te, . . ., (128 4 2)-te Zeile bilden die Gruppe B und
die 4s -+ 1 restlichen Zeilen seien die Gruppe C. Wenn fiir zwei bestimmte
Zeilen des Schemas die Regel R* gilt, so wollen wir sagen, die beiden
Zeilen sind zueinander kohdrent.

Zu AB) Wir wollen zunichst zeigen, daB jede Zeile von A zu jeder Zeile
von B kohirent ist. Es gentigt hierzu nachzuweisen, dafl eine Zeile von A
— etwa die erste — zu jeder Zeile von B kohirent ist. Also vergleichen wir
die erste Zeile mit allen Zeilen von B. In der ersten steht

. ... 6843 2 6s+6 ..., in der zweiten tatsichlich
2. ... 68+6 1 68+3 ...; aulerdem steht
1. ... 4167 68+5437 68+2—31 128}1—64 ...
(:1=0,1,2,...,8s—1) und
1. ... 6s—5—6j 3s—1—3j 9s+8+3j 6510465 ...

(G=01,...,8—2).
In der zweiten Zeile steht
2. ... 128+2—6i 6s-+1—34 6s+4-13¢ 5464 ..
(t=0,1,...,8—1),
also in der (6s + 5 + 3%)-ten bzw. (65 + 2 — 34)-ten Zeile:
6545432 ... 6s+2—37 1 4161 N
6s42—317. ... e 1284+1—612 1 6s-+543% ...

Addiert man 3s —3 — 3j bzw. 9s + 6 + 3j zu allen Nummern der
zweiten Zeile

2. ... 68+11+6j 9s+7+3j 3s—2—3j 6s—4—6j . ..
(j=0,1,...,8—2),
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80 ergibt sich

3s—1—3j. ... 98+8+3j 1 65—5—6
9s+8434. ... 6510465 1 3s—1—35 ...
Man findet Regel R* bestitigt. Es fehlen nur noch zwei Sonderfille:

1. ... 68449845 38+2 6841 ...

2. ...684+23s5+19s+4 6s8+5 ...
9845, ... 382 1 6s+4
3s+2. ... . 6s-1-1 1 9s+5 ...

Zu AC) Nun zeigen wir, daB die erste Zeile und somit jede Zeile von A
zu jeder Zeile von C kohirent ist.

a) In der ersten Zeile steht

1. ... 12s4+1—6¢ 38—37 38+64+3¢ ... fire =0,1,...,8—1
Gemil Regel R*¥ miilte im Schema
3s—34. ... 384+6-+3¢ 1 128 +-1—6¢ ..., d.h.
3. ... 946i 9347430 9s4+4—3i ...
stehen. Dies kann man aber zunichst fiir ¢ = 0,2, ..., s—1, dann fiir

t=1,3,...,8—2 nach Seite 122 bzw. 123 tatsidchlich bestéitigen.
b) Firj =0,1,...,8—2 steht
1. ...3s—3j 3846435 10465 ...
Es wire also zu zeigen, dal3

36+6+35. ... 10+6j 1 3s—3j ..., d.h.
3....98+1043j 9s+1—3j 125—6j ...

im Schema steht. Dies bestitigt sich fiir § =0,2,...,5—3 und an
anderer Stelle auch fiir j =8—2,...,3, 1.

¢) AuBlerdem steht in der ersten Zeile
1. ...68+6+3j 128+3—3j 6s—5—67 ...
firj =0,1,...,8—2.
Man bestiitigt leicht, dal im Schema

125+3—3j. ... 6s—5—6j 1 6s+6+3j ..., dh
3....68—2—3j 4-+3j 6s+9+6j ...
steht ; niimlich einmal fiir j = 0, 2, . . ., s—3 und an anderer Stelle auch

fiir ungerades j.
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d) Fir¢i=1,2,...,8—1 steht
1. ... 681446 656135 126 +3—37 ...
Hierzu findet man
65634 ... 1281334 1 6s+4167 ...,
denn in der Tat steht fiir gerades und ungerades ¢ in der dritten Zeile
3. ... 6s—6i 6s+1—3i 1434
e) Die folgenden vier Einzelfélle sind noch zu beriicksichtigen:

1. ...368+326s+6 12s+3 ... 98+3 9s-+-6 6s-+-4 ...
...6s+13s+34 ...

Man findet hierzu

3....686s+16s+2...98+7 9s8+4 3841 128+3 ...
...68+5 6s+4 6846 ...

und somit auch

6s+6. ... 12¢+3 1 2 ...; 6s+3.... 2 t 3
3s+3. ... 98+7 98-+43s8+1...; 9s+4. ... 6s+4 1 9s-+3 ...

Nun haben wir alle Zeilen von C mit der ersten Zeile vefg]ichen; jedesmal
ist Regel R* erfiillt.
Zu BC) Jetzt vergleichen wir die zweite Zeile mit allen Zeilen von C.

2. ...546i 9593 95+3—34
fir:=0,1,...,s—1 und

2. ... ... 984+9+435 984+3—3) 125—4—6j5 ...
fir j=0,1,...,8—2,
Man hat also zu zeigen, daf3
9s-+94 34, . 98 +3—31 2 54614
3.... 128—6¢ 38—1—3¢ 38+2+4+3¢ ... und
9s+3—3j. ... 126—4—6j 2 95+9+35...
3. ... 38—4—35j3s+5435 9465

im Schema steht. Dies bestiitigt sich tatsdchlich fiir gerades ¢ bzw. j und
an anderer Stelle auch fiir ungerades ¢ bzw. j.
AufBlerdem steht in der zweiten Zeile
2 ... ... 6s-+3—3j 6435 6s+11-+65 ...
fir j=0,1,...,8—2 und
2. ...68+2—6i 6513137 6-+35
firt=12,...,s—1.
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Somit miifite

6-+3j. ... 6s+114+6j 2 6s+3—3j ...
3. ... 6548435 1284+2—3; 6s—6j ... und
6513—34. ... 6131 2 8s+2—6i .
3. ...634+94+6i 6s+51-37 2—3¢

im Schema stehen. Auch dies kann man unmittelbar bestitigen.
Die vier hierbei noch nicht erfaliten Einzelfélle sind :

2....36s+4+616s+36...38+638+36s+2...6s+59s+6
12842 ...

Weil in der dritten Zeile
3. ...65+168+26s4+3...68+96s+56s-+4...38s5413s542

9s4+56 ...
steht, folgt
6s+6....123...; 9s+6. ... 125842 2 6545 ...
6s+3....621.,..; 38+3.... 68+2 2 3s+6...

Somit ist gezeigt, daB alle Zeilen von B zu allen Zeilen von C kohédrent sind.

Zu A) Nun JaBt sich miihelos zeigen, dal auch die Zeilen von A unter-
einander die Regel R* erfiillen. Wenn j eine beliebige Nummer = 1 (mod 3)
ist, so haben wir nur zu beweisen, dafl die 1-te zur j-ten Zeile kohirent ist.
In der ersten Zeile steht

1....g3h...
Die erste Zeile ist o eingerichtet, dafl g und & stets beide == 1 (mod 3) sind.

Daher ist schon bewiesen, dafl die erste Zeile zur g-ten und auch zur A-ten
kohirent ist; es steht also im Schema

g ...5 1. .
ho ... 1§ ..
AuBerdemist schon gezeigt,dafl diej-te Zeile zur g-tenund h-ten kohérentist :
Jo.o.. o1 gL,
jo ... b1

Weil aber die Nummer 1 in der j-ten Zeile nur einmal vorkommt, steht in

ihr jo...h1g...

Zu B bzw. C) Genauso zeigt man, daB alle Zeilen B untereinander und
auch alle Zeilen C untereinander kohirent sind. Man hat sich hierzu nur zu
iiberzeugen, daB in der zweiten bzw. dritten Zeile niemals zwei Nummern
nebeneinander stehen, die beide =2 bzw. 0 (mod 3) sind.
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