
t~ber das P r o b l e m  der  Naehbargeb ie te  

auf  or ien t ie rbaren  Fl~chen 

Von GERHARD RINOEL, Berlin 

Herrn Geheimrat Prof. Dr. LOTHAR HEFFTER zum 99. Geburtstag 
gewidmet 

Mit v* sei die sogenannte Maximalzahl der Nachbargebiete auf der ge- 
schlossenen orientierbaren Fl~che ~,* yore Gesch]echte p bezeichnet. 
~* l~flt sieh also in v,* paarweise benaehbarte Fl~chenstiicke (nicht not- 
wendig Elementarfl~chenstiicke) zerlegen, w~hrend ~* ~- 1 Nachbar- 
gebiete auf  ~* nicht existieren. Hierbei hei~en zwei Fl~chenstiieke be- 
nachbart,  wenn sie mindestens eine Kante  gemeinsam haben. H]~AWOOD 
[1] 1) zeigte 1890 die Ungleichung ~) 

und vermutete,  dab in (1) stets nur das Gleichheitszeichen allein riehtig 
ist. Diese Vermutung 

wurde i89i yon HEFFTE• [2] fiir gewisse Fi~lle 8) bewiesen, so ftir p -~ I, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 20, 63, 221,336, 1530, 2351, . . . ,  vom Verfasser ([3], [4] bzw. 
[5]) in den weiteren F~llen p -~ 8, p ---- 9 und ftir alle p mit 

12s 2 +  3 s +  l ~ p g  128 ~ +  5s (8 ~ 1 , 2 , . . . ) .  

In der vorliegenden Arbeit werden neue 1Kethoden - -  sie beruhen zum 
Tell auf  Ansatzen yon HEFFTER - -  entwiekelt, die den Beweis yon (2) fiir 
die folgenden weiteren Geschlechtszahlen p liefern (s ~ 1, 2, . . .). 

128 ~ -  8 ~ p  ~__ 128 ~ s - - l ,  

12s ~ -  78-~ l ~ p ~  12s 2 ~  98~- 1, 

12s 2 ~  1 3 s ~ - 4 ~ p ~  12s ~ ~- 158-~ 4. 

1) Die eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der 
Arbeir 

2) Alle in dieser Arbeit vorkommenden Quadratwurzeln shld immer positiv zu 
wi~hlen. [x] bedeutet die gr6i3te ganze Zahl ~_ x. 

a) Niiheres auf Seite 112. 
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Danaeh ist die Heawoodsche Vermutung (2) sozusagen zu 33~% be- 

wiesen. Es ist n~mlich lira .A(n) 1 n = ~-, wenn mit A(n) die Anzahl der 
n ---~ OO 

Gesehleehtszahlen p < n bezeiehnet wird, ffir die in dieser Arbeit bzw. in 
[4] die Gleichung (2) bewiesen ist. 

Das Problem der Nachb~rgebiete li~13t sieh aueh in der folgenden Form 
ausdriicken. Au/ welcher orientierbaren Fl~he mit mSglichst niedrigem 
Geschlecht lassen sich m paarweise benachbarte Gebiete zeichnen ? Wir be- 
zeiehnen dieses minimale Geschleehte mit p~. Wegen m ~ v* nnd (1) 

folgt 2m ~ 7 ~ V 1 + 48p,,, d.h. 

(1") (m--a) (m--4) < P,, 
12 ~ " 

Wit behaupten, die Aussaye (2) ist 

I~*~ = [(m -- 3) (m --  4) 
P~ [ 12 

~quivalent mit der Aussage 

~_5]  ffir jedes m >  4. 

Beweis. Fiir p ---- 0, m ---- 4 sind (2) und (2*) beide riehtig. Es sei (2) fiir 
alle p erfiillt und m > 5 beliebig gegeben. Wir schreiben (2) speziell fiir 
p ---- p ~ -  t.  Weil Pm minimal ist, folgt v* < m und 

2m > 7 d- V1 d- 4 8 ( p ~ -  1), d.h. (m - 3) (m --  4) 12 -}- 1 >Pm* 

In Verbindung mi~ (t*) ergibt sich also 

(3) Pm ---- (m--3) (m--4) + 2din 
12 

wobei die Zahl 2d,~ so zu bestimmen ist, dab 0 <_ 2din < 12 und der 
Brueh auf  der rechten Seite yon (3) ganzzahlig ist. Nach einfaeher Rech- 
hung ergeben sich ftir d~ die Werte 

dm = 0  fiir m ~ 0 , 3 , 4 , 7  (mod 12), 
dm = 2  fiir m ~ 8 , 1 1  (mod 12), 

(4) d,~----3 ftir m ~  1 , 6 , 9 , 1 0  (mod 12), 
d~----5 fiir m ~ 2 , 5  (mod 12). 

Aus (2) folgt also (2*). 

Nun sei umgekehrt (2*) vorausgesetzt und p vorgegeben. Wir w~hlen 
m so, dal3 Pm-1 < P < P m  also auch v* = m -  1 gilt. Aus (2") folgt der 
geihe  nach 

P < / (m - -  3) (~_ - -  4) + 10 t ,  P < (m - -  3) (m - -  

und 
7 + Vi + 4sp 

v*-4- 1 = m >  2 

In Verbindung mit (1) ergibt sich (2). 
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Eine weitere mit (2) i~quivalente Aussage ist die folgende: Wenn m ~ 4 
eine gegebene ganze Zahl ist, so lassen sich m Elementarfldchenstfecke derart 
zu einem orientierbaren Polyeder ?~,, zusammen/tZgen, daft jedes Elementar- 
flachenstack zu jedem anderen benachbart ist und daft nur lauter dreikantige 

m(m -- 1) 
Eckpunkte und insgeaamt oq -- 2 + d,,, Kanten au/treten. 

Zum Beweis sei die Existenz eines derartigen Polyeders ~ ~ voraus- 
gesetzt. Fiir die Anzahl ~0 der Eckpunkte gilt 3~0 ---- 2gx, weil jede Kante 
mit zwei Eckpunkten und jeder Eckpunkt  mit drei Kanten inzidiert. Es 
sei p das Geschlecht der durch ~ ~ definierten orientierbaren geschlosse- 
nen Flgche. Aus der Eulerschen Polyederformel c~ o - -  ~1 + ~2 = 2 - -  2p 
mit a2 ----- m folgt 12p ~ (m - -  3) (m - -  4) § 2d~, also auch 

P = [ 12 + �9 

I)as Polyeder ~ auf ~* besteht aus m paarweise benachbarten Fl~chen- 
stricken, also ist p~ ~ p. Wegen (1") ergibt sich p = P m  also (2*) und 
somi~ auch (2). 

Wenn wir umgekehrt (2) also auch (2*) voraussetzen, so gibt es auf der 
orientierbaren Fli~che, dessen Geschlecht gleich der rechten SeRe yon (3) 
ist, m paarweise benachbarte Gebiete. I)iese Zerlegung kann leicht so 
abgeiindert 4) werden, dab alle Eckpunkte dreikantig und die m Gebiete 
Elementarfli~chenstiicke sind. Aus der Eulcrschen Formel ergibt sich 

dann, dal3 die Anzahl der Kanten gleich m (m -- 1) 2 -q--dm ist, dab also sin 

orientierbares Polyeder ~ ~ yon der gewfinschten Art existiert. 
Es kommt also nur darauf an, die obige Aussage fiber die Existenz 

sines ~ ffir jedes m ~ 4 zu beweisen. Ffir m ~ 12 ta t  dies H~FFTER [2]. 
Ffir alle m ~---- 5 (mod 12) lieferte der Verfasser in frfiheren Arbeiten ([3] 
oder [4]) einen Beweis. Ftir die drei weiteren Restklassen 3, 7 und 10 
(rood 12) wird im folgenden die Existenz eines Polyeders ~ durch 
explizite Konstruktion bewiesen. Damit  ist die Heawoodsche Ver- 
mutung (2) in den auf  Seite 105 angekfindigten F~llen best~tigt. 

w 1. Orientierbare Schemata yon der Form S ~ . +  7 

Falls m - -  0, 3, 4 oder 7 (mod 12) ist, kann man nach SeRe 106 (din = 0) 
erwarten, daft sin orientierbares Polyeder ~m existiert, das aus m paar- 
weise benaehbarten ( m -  1)-Ecken besteht und nur dreikantige Eck- 
punkte enth~lt. So gibt es z.B. eine Zerlegung ~3 der Kugel in drei Zwei- 
eeke, das aus vier Dreiecken bestehende Tetraeder als Zerlegung ~4 der 
Kugel und sine Zer legtmg~des  Torus in 7 paarweise benachbarte Sechsecke. 

4) Ausf'tihrlicher ist dies im Lehrbuch [4] des Verfassers gezeigt. 
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I n  f o l g e n d e r  W e i s e  li~[3t s i ch  j e d e s  P o l y e d e r  ~ d u r c h  e in  N u m m e r n -  

s c h e m a  b e s c h r e i b e n .  D ie  m , , ( m -  1 ) - E c k e "  w e r d e n  m i t  d e n  N u m m e r n  

1, 2, , . . . ,  m b e z e i c h n e t ,  au l3e rdem sei j e d e s  ( m -  1 ) -Eck  so o r i e n t i e r t  

( d . h .  d e r  R a n d  m i t  e i n e r  D u r c h l a u f u n g s r i c h t u n g  v e r s e h e n ) ,  d a b  ~ 

kohi~rent  o r i e n t i e r t  i s t  (d. h. j e d e  K a n t e  y o n  ~ ,  d ie  j a  zu  zwei  , , ( m -  1)- 

E c k e n "  gehSr t ,  w i r d  e i n m a l  in  d e r  e inen ,  e i n m a l  in  d e r  u m g e k e h r t e n  R i c h -  

t u n g  d u r e h l a u f e n ) .  N u n  w i r d  f i i r  d a s  (m - -  1 ) -Eck  i (i = 1, 2 . . . . .  m) 

d i e  d e r  O r i e n t i e r u n g  y o n  i e n t s p r e c h e n d e  z y k l i s e h e  R e i h e n f o l g e  d e r  

a n d e r e n  , , L ~ n d e r " ,  wie  in  d e n  f r i i h e r e n  A r b e i t e n  d e s  Ve r f a s se r s ,  i n  e i n e m  

S c h e m a  n o t i e r t .  Be i  p a s s e n d e r  N u m e r i e r u n g  e r h ~ l t  m a n  z . B .  d a s  z u  ~7  

g e h S r i g e  S c h e m a :  

(S7) 

I. 7 3 4 2 6 5 

2. 1 4 5 3 7 6 

3. 2 5 6 4 i 7 

4. 3 6 7 5 2 1 

5. 4 7 1 6 3 2 

6. 5 1 2 7 4 3 

7. 6 2 3 1 5 4 

W e n n  m a n  d i e  19 L ~ n d e r  e ines  gewi s sen  P o l y e d e r s  ~ I 9  p a s s e n d  n u m e r i e r t ,  

e r h ~ l t  m a n  e t w a  d a s  f o l g e n d e  S c h e m a :  

1. 18 5 8 10 2 15 4 16 14 19 9 6 7 3 13 17 12 l l  
2. 19 6 9 11 3 16 5 17 15 1 10 7 8 4 14 18 13 12 
3. 1 7 10 12 4 17 6 18 16 2 11 8 9 5 15 19 14 13 
4. 2 8 11 13 5 18 7 19 17 3 12 9 10 6 16 1 15 14 
5. 3 9 12 14 6 19 8 1 18 4 13 10 11 7 17 2 16 15 
6. 4 10 13 15 7 1 9 2 19 5 14 11 12 8 18 3 17 16 
7. 5 11 14 16 8 2 10 3 1 6 15 12 13 9 19 4 18 i7 
8. 6 12 15 17 9 3 11 4 2 7 16 13 14 10 1 5 19 18 
9. 7 13 16 18 10 4 12 5 3 8 17 14 15 11 2 6 1 19 

(Slo) 10. 8 14 17 19 11 5 13 6 4 9 18 15 16 12 3 7 2 1 
11. 9 15 18 1 12 6 14 7 5 10 19 16 17 13 4 8 3 2 
12. 10 16 19 2 13 7 15 8 6 11 1 17 18 14 5 9 4 3 
13. 11 17 1 3 14 8 16 9 7 12 2 18 19 15 6 10 5 4 
14. 12 18 2 4 15 9 17 10 8 13 3 19 1 16 7 11 6 5 
15. 13 19 3 5 16 10 18 11 9 14 4 1 2 17 8 12 7 6 
16. 14 1 4 5 17 11 19 12 10 15 5 2 3 18 9 13 8 7 
17. 15 2 5 7 18 12 1 13 11 16 6 3 4 19 10 14 9 8 
18. 16 3 6 8 19 13 2 14 12 17 7 4 5 1 11 15 10 9 
19. 17 4 7 9 1 14 3 15 13 18 8 5 6 2 12 16 11 10 

M a n  k a n n  b e o b a c h t e n ,  d a 9  in  d i e sen  b e i d e n  S c h e m a t a  d ie  f o l g e n d e  R e g e l  

g i l t .  

R e g e l  R ~. W e n n  i n  der i - ten Zei le  i . . . .  a k b . . .  steht, so 8teh~ i n  der 

k - ten  Zei le  k . . . .  b i a . . .  
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Ein auf  die beschriebene Art aus einem orientierten Polyeder ~ 
erhaltenes Schema (S~) hat  stets die Eigenschaft der Regel R*. Dies ist 
leicht daraus ersichtlich, dab alle Eckpunkte dreikantig sind. Umgekehrt  
wird durch jedes gegebene aus den Nummern 1, 2 . . . .  , m gebfldete 
Schema (S~), das der Regel R* geniigt, und das in d e r / - t e n  Zeile alle 
Nummern =~ i je einmal enthalt,  ein zugehSriges orientierbares Polyeder 
~ definiert. Ein solches Schema nennen wir ein orientiertes Schema 
(S~). 

Es kommt nun darauf an, fiir m6glichst viele Zahlen m ein orientiertes 
Schema (S~) und damit ein ~ zu konstruieren. Die Regel R* ist aber als 
Konstruktionsprinzip wenig geeignet, wohl deshalb, well ffir grSBere Zah- 
len m sicherlich viele nicht isomorphe Schemata (S~) existieren. Es kann 
also gar kein eindeutiges Konstruktionsverfahren geben. Man wird deshalb 
an Stelle der Frage nach irgendeinem Schema (Sin) besser die Frage nach 
einem mSglichst ,,schSnen" Schema (S~) stellen. Je  nachdem wie das 
Wort  ,,schSn" definiert wird, kann man die Auswahl der zugelassenen 
Schemata mehr oder weniger einschr~nken und so mehr Anssieht haben, 
ein Exemplar wirklich zu finden. 

ZweckmgBigerweise wollen wir mit den Nummern 1, 2 . . . .  , m eines 
Schemas (S~) wie mit den Restklassen rood m rechnen. Die beiden 
Schemata ($7) und ($19) haben dann die zusi~tzliche Eigenschaft, dal~ 
jede Zeile aus der vorhergehenden durch Addition mit eins gewonnen 
wird. Ein solches orientiertes Schema (S~) bzw. das dargestellte Polyeder 
~m wollen wir zylclisch nennen; dann enth~lt also die Automorphismen- 
gruppe yon $~  die durch die Permutat ion (1, 2 . . .  m) erzeugte zyklische 
Gruppe als Untergruppe. Wit werden zeigen, daft ftir jede natiirliche Zahl 
m - -  7 (rood 12) ein zyklisches orientiertes Schema (S~) existiertS). Wir 
schicken einige Bemerkungen voraus, die zwar ftir den Beweis selbst 
nicht erforderlich sind, die ihn aber durchsichtiger erscheinen lassen. 
AuBerdem wird man einige Gedanken erkennen, die den Verfasser zum 
Beweisansatz gefiihrt haben. 

Es sei m ---- 12s -~ 7 und ein zyklisches orientiertes Schema (S~) bzw. 
das dargestellte Polyeder $,n vorgegeben. Wit numerieren (f~rben) nun 
auch jede Kante  yon ~ ,  und zwar mit der Differenz der beiden an- 
grenzenden L~ndernummern. Die Nummern der L~nder ersetzen wir hier- 
bei nStigenfalls dutch passende Zahlen (rood m), so da~ als Differenz nut  
die Zahlen 1, 2 , . . . ,  6s ~ 3 in Frage kommen. Jede Kante  ist so mit 
einer der , ,Farben" 1, 2 . . . . .  6s ~- 3 gefi~rbt. Jeclem Eckpunkt  P0 yon 
~m ordnen wir sodann das ,,orientierte" Farbentripel (dl, d~, d3) zu, 

5) }tEF~'TE~ [2] zeigte, dab fiir m ~ 7 (mod 12) kein zyklisches orientiertes 
Schema (Sin) existiert. 
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wenn d~, d2, d3 die Farben der drei mit Po inzidierenden Kanten sind und 
zwar in der zyklisehen Reihenfolge, die der zu Anfang festgelegten 

Abb. I 

kohi~renten Orientierung der Li~nder entgegengesetzt ist [Abb. 1 im Falle 
($19)]. Wir sehreiben dann F (Po) ---- (dl, d~, ds). Diese Tripel soUen orien- 
tiert sein, d.h. es wird 

(dl, d,,  d3) ---- (d2, d3, d~) ---- (da, d~, d2) ~ (dl, d.~, d,) usw. 

festgesetzt. 

Wenn al, a2, as die Nummern der drei mit Po inzidierenden Li~nder in 
passender Reihenfolge sind, so gilt 

d l =  i ( a , - - a 3 ) ,  d 2 =  •  d s =  =k(a l - - a2 ) .  

Daraus folgt, daft entweder dl -k d, -k da ~ m i s t ,  oder eines dieser d, ist 
Summe der anderen beiden. 

Weil ~ zykliseh ist, treffen aueh die drei Lander al q- j ,  a2 § j ,  a3 ~- j 
in einem Eekpunkt  P~ zusammen (j = 1, 2 . . . . .  m). Wit sagen dann, 
Pound  P~ gehSren zur gleichen Klasse. Die m Eekpunkte P1, P2, �9 �9 P~ 
= Po sind paarweise versehieden, weft die betefligten Li~ndertripel jeweils 

m ( m -  1) Eckpunkte in versehieden sind. So ist eine Einteflung der ao = 3 
m--1  

= 4s q- 2 Klassen zu je m Eekpunkten gegeben. Zwei Eekpunk- 

ten der gleichen Klasse ist natiirlieh dasselbe Farbentripel zugeordnet: 
F (P~.) = (dl, d,,  d3) fiir j = 1, 2 . . . .  , m. 

Wir wghlen jetzt aus jeder Klasse einen Eekpunkt  aus und betraehten 
alle Farbentripel dieser 48 q-2  Eekpunkte. Wir erhalten so ein ganz 
bestimmtes System (T) yon 4s + 2 Tripeln. In  unserem Beispiel ($19) 
besteht (T) aus den seehs Tripeln 

1 5 6,  2 7 9,  2 4 6, 1 8 9 ,  
3 4 7 ,  5 3 8 .  
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Wir wollen ein Tripel dz, d2, d~ ein erlaubtes Tripel nennen, wenn entweder 
dl @ d~ -~ d3 ~ m ist, oder ein de ist Summe der beiden anderen. 

Satz 1. Wenn ein zyklisches orientierte8 Schema (Sin) m i t m  = 128 @ 7 
existiert, so ist die/olgende Au/gabe A 168bar. 

Aufgabe A. E8 ist ein System yon erlaubten Tripeln derart zu bilden, 
daft jede der Zahlen 1, 2, . . . ,  6s ~- 3 genau zweimal vorkommt ~). 

Zum Beweis von Satz 1 haben wir nur zu zeigen, dab unser Tripel- 
system (T) eine L6sung yon Aufgabe A ist. 

Ein festes Land h yon ~m hat genau drei Eckpunkte, die zu einer vor- 
gegebenen Klasse, etwa zur Klasse P0, �9 �9 P~-I geh6ren; ni~mlich die 
drei Punkte P~ mit j ~= h - -  ai (rood m) fiir i = 1, 2, 3. Es sei d eine der 
Zahlen 1, 2 , . . . ,  6s -~ 3. Weft h zu beiden L~ndern h i d benachbart ist, 
gibt es zwei Kanten kl,/c2 von h, die mit der Farbe d gefi~rbt sind. 

Wenn es vier Eckpunkte gibt, die mit kz oder k~ inzidieren, so gibt es 
mindestens zwei Tripel yon (T), die die Zahl d enthalten. 

Wenn hingegen kz, k2 einen gemeinsamen Eckpunkt haben, so enthi~lt 
dessen Farbentripel die Zahl d zweimal. 

Auf  alle Fglle kommt d i m  Tripelsystem (T) mindestens zweimal vor. 
Daher besteht (T) aus mindestens (68 ~ 3)~- = 48 ~ 2 Tripeln. Aus 
Anzahlgriinden tr i t t  also d genau zweimal in (T) auf. Hiermit ist Satz 1 
bewiesen. 

Man kann sieh noch iiberlegen, welche zusi~tzliche Bedingung eine LS- 
sung yon Aufgabe A erftillen mul3, damit auch ein zugehSriges Schema 
(S~) existiert. Auf diese Frage wollen wir hier nicht mehr eingehen. Das 
Hauptproblem, die Konstruktion irgendeiner LSsung, wi~re damit sowieso 
noch nicht gelSst. 

Es liegt der Gedanke nahe, zuni~chst nur fiir die Aufgabe A eine LSsung 
zu suehen ohne Riieksieht auf  ein zugehSriges Schema (S~). HEF~TER [2] 
gab die folgende LSsung, die im Spezialfall m ---- 31 so lautet:  

1 2 3, 11 10 1 
3 4 7, 13 8 5 
5 6 11, 15 6 9 
7 8 15, 14 4 13 
9 10 12, 12 2 14. 

Es ist leicht, diese LSsung von Aufgabe A auf  den allgemeinen FalI 
m ----- 128 ~- 7 zu tibertragen. Wenn man die Tripel Ms orientierte Tripel 

e) Werm man verlangt, dal~ jede Nummer nur einmM vorkommen soll, so ist 
diese Aufgabe ftir alle m ~ 1 oder 3 (mod 6) gelSst worden yon PET.TESO~N, ROSE, 
Eine LOsung der beiden Hefftersehen Differenzenprobleme, Compositio Mathema~ica, 
Groningen, Vol. 6, p. 251--257 (1939). Fiir alle anderen mist die Aufgabe unlSsbar. 
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betraehtet und in einem einzigen der obigen Tripel die Orientierung 
umkehrt, so ist im Fall m = 31 tats~chlieh aueh ein zugeh6riges orien- 
tiertes Schema (Sin) bestimmt, im aUgemeinen Fall m = 12s q- 7 aber 
nur dann, wenn q = 4s q- 3 eine Primzahl ist und die Zahl 2 eine primi- 
tive Kongruenzwurzel rood q ist. Wenn q = 4s q- 3 eine Primzahl ist und 

q--1 

2 2 ist die kleinste Potenz yon 2, die ~ 1 (mod q) ist, so gelingt es aueh, 
mit Hilfe des Heffterschen Tripelsystems ein Schema ($12 + + 7) zu kon- 
struieren, wenn man zuvor in zwei Tripeln die Orientierung ~ndert. Da 
nieht bekannt ist, ob unendlieh viele Primzahlen q mit der obigen Eigen- 
sehaft existieren, ist es bis heute ungewiB, ob HEFFT~R unendlieh viele 
Exemplare (S~,+7) konstruiert hat.  Die auf  SeRe 105 angegebenen Ge- 
sehleehtszahlen entspreehen den niedrigsten yon HEFFTER auf die genannte 
Art gelSsten F~lle. 

Der Verfasser, der diesen Heffterehen Ansatz zun~chst nieht n~her 
kannte, versuehte es mit der folgenden LSsung zu Aufgabe A (m = 31): 

1 8 9, 2 12 14, 2 7 9, 1 13 14, 
3 7 10, 4 11 15, 4 6 10, 3 12 15, 
5 6 1 1 ,  5 8 1 3 .  

Dieses Tripelsystem ist aueh leieht auf den allgemeinen Fall m = 128 q- 7 
iibertragbar. Weiter unten ist dies explizite hingesehrieben. Es bestimmt 
gliieklieherweise stets eirt zugeh5riges Schema ($128+~), wenn man fiir 
ungerades s das letzte Tripel in seiner 0rientiemng umkehrt.  Der Beweis 
wird jetzt unabh~ngig vom bisherigen streng formal durehgefiihrt. 

Satz 2. F ~ r  s = 1, 2 . . . .  ex is t ier t  e in  zyk l i sches  orientiertes S c h e m a  

(S12,+,). 

Beweis. Wir setzen zun~ehst s als gerade Zah] voraus und betraehten 
folgendes System (T) yon Tripeln. (Damit man den sp~teren Text ver- 
folgen kann, miissen wir hier so viel hinsehreiben.) 

1 3s--}-2 3 8 + 3 ,  2 5s-~2 5s+4, 2 3s-~l 3sq-3, 1 58-t-3 5s-1-4, 
3 38-}-1 3sW4, 4 5sW1 5sq-5, 4 3s 3sq-4, 3 5sff-2 5sq-5, 
5 3s 3s-~5, 6 5s 5s~6, 6 3s--1 3s-~5 ,  5 5s~-I  5s-P6, 
7 3s--1 3sq-6, 8 5s--1 5s~-7, 8 3s - -2  3sq-6, 7 5s 5s-}-7, 
9 3s--2 3s+7, 10 5s--2 5sq-8, 10 3s--3 3s~7, 9 5s--1 5s~8, 

2s--7 2s-t-6 4s--l, 2s - -6  4sq-6 6s , 28--6 2s-b5 4s--l, 2s--7 4sq-7 6s , 
2s--5 2sq-5 4s , 2s--4 4sq-5 6s+l ,  2s---4 2s-b4 4s , 28---5 4sq-6 6s~-l, 
2s--3 2sq-4 4sq-1, 2a--2 4s-t-4 68-}-2, 2s--2 2s-~3 48-{-1, 28--3 4sq-5 6sq-2, 
2s--1 2sW3 48-t-2, 2s 4s+3 68-{-3, 2s 2s-~2 4s-~2, 2s--1 4s-F4 6s-F3, 
2sq-1 2 s ~ 2  4s-}-3, 2sq-1 3sq-2 5sq-3. 
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Wir tiberzeugen uns leicht, daft in diesen 4s ~ 2 Tripeln jede der 
Zahlen 1, 2 , . . . ,  6s ~-3  genau zweimal vorkommt und dab in jedem 
Tripel die letzte Zahl gleich der Summe der be• ersten • Diese Tripel 
werden nun als orientierte Tripel aufgefa•t. Jedes enth~lt drei orientierte 
Paare. So gehSren etwa zum Tripel (2, 5s ~- 2, 5s ~- 4) die orientierten 
Paare (2, 5s ~ 2), (Ss ~- 2, 5s -~ 4), (Ss ~- 4, 2). Wir stellen diesem 
System (T) die folgende zyklische Reihenfolge (Z) der Zahlen • 1, • 2, 
. . . .  • (68 -~ 3) gegentiber. Die nun folgenden Zeflen sind hintereinander 
als ein einziger Zy]clus zu lesen. Die waagrechten Striehe dienen nur der 
(~bersieht; sie teilen die entstehenden Spalten in einzelne arithmetische 
Re• 

- - 2  3s%1 3s-~4 4 - - (5s-~  1) - - ( 5 s + 6 )  

--6 3s--1 3s~-6 8 --(5s--l) --(5s-~8) 

--(2s--6) 2s-t-5 4s 2s--4 --(4s+5) --(6s+2) 
--(2s--2) 2s~-3 48-b2 2s --(4s-~3) --(2s+l)  3s+2 3s+3 

2 - - (5s+2)  - - (5s+5)  - -4  3s 3s+5 
6 - - S s  - - ( 5 s + 7 )  - - 8  3s - -2  3 s ~ 7  

(z) 

2s--2 ~(4s+4) --(6s+3) --2s 2s+2 4s-{-3 
6s-~3 
6s§ 

2s--1 --(2s%3) --(4s~-1) --(2s--3) 4s-]-5 
2s--5 --(2s~-5) --(4s--l) --(2s--7) 4s%7 

5 s + 5  3 - - ( 3 s + l ) - - ( 3 s + 3 )  - - !  5 s + 3  2 s + l  - - ( 2 s + 2 )  

- - (4s~2)  --(2s--~) 4s-~4 6s§ 2s--3 --(2s-~4) 
- -48  - - (2 s - -5 )  4s~-6 6s 2s - -7  - - (2s~-6)  

--(38~4) --3 5s-~2 5s~-4 1 --(3s-~2) --(5s~-3) --(5s-~4) 

Mit (Z*) wollen wit denjenigen Zyklus bezeichnen, der aus (Z) hervor- 
geht, wenn man yon allen Nummern den Absolutbetrag nimmt. Die 
folgenden Aussagen lassen sieh leicht verifizieren. 

1) Ein orientiertes Paar aus einem Tripel von (T) kommt in keinem 
anderen Tripel von (T) vor. 
8 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXV 
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2) I n  (Z) steht jede der Zahlen =h 1, ~- 2 . . . . .  • (6s + 3) genau einmal, 
also in (Z*) jede der Zahlen 1, 2 . . . .  , 6 s  ~ 3 genau zweimal. 

3) Wenn (dl, d,) ein orientiertes Paar aus einem Tripel yon (T) ist, so 
steht in (Z*) dieses Paar dl ,  d2 in der gleichen Reihen/olge nebeneinander. 

4) Stehen umgekehrt die Zahlen dl ,  d2 in (Z*) nebeneinander, so gibt es in 
(T) ein Tr ipd ,  das das orientierte Paar (dl, d~) enthalt. 

5) Drei in (Z*) auleinander /olgende Zahlen bilden niemals ein Tripel 
y o n  (T). 

6) Wenn d l ,  d~ positiv sind und in (Z) steht . . . ,  d l , - - d 2 , . . ,  oder 
� 9  - - d l ,  d~. . . . . .  so gibt es in (T) das Tripel (d~, d2, dl Jr d~). 

7) Wenn d~ , d, positiv sind und in (Z) steht . . . , dl , d, ,  . . . oder . . . .  - -d~ , 
- - d ,  . . . . .  so ist das Tripel (d~, d~, d~ ~- d~) nicht in (T) enthalten. 

Die folgende achte Aussage,  auf  die es besonders  ankommt ,  muB nun 
ausfiihrlich bewiesen werden.  

8) Wenn im Zyklus  (Z) auf die Zahl a die Zahl k ]olgt, so/olgt in  (Z) au[ 
k die Zahl a - -  k. 

Zum Beweis sei vorausgesetzt ,  da$ in ( Z ) . . . ,  a, k , . . .  steht.  Wir unter-  
scheiden sechs F~lle. 

~) Es  sei a > k > 0. Nach 4) und  7) folgt, dab  in (T) das Tripel  
(k, a -  k, a) vo rkommt .  Wegen  3) s teht  in (Z*) . . . ,  k, a -  k , . . .  und  
wegen 5) sogar . . . ,  a, k , . . . ,  k, a - - k , . . .  Wegen 2) s teht  somit  in (Z) 
�9 . . a, k . . . .  , - - k ,  ~- (a - -  k), . . . Weft das Tripel (k, a - -  k, a) in (T) ist, 
folgt  aus 7), dab  in (Z) s teht  . . . .  a, k . . . .  , - - k ,  a - -  k , . . . ,  w . z .b .w .  

fl) Es  sei k > a > 0. Naeh  4) und  7) ist in (T) das Tripel (k - -  a, a, k). 
Wegen  3) s t e h t . . . ,  k, k - -  a, . . . in (Z*) und  wegen 5) s o g a r . . . ,  a, k . . . . .  
k , k - - a , . . .  Naeh  2) s teht  in (Z) . . ., a, k, . . ., - - k ,  - ~ ( k - - a ) , . . .  
Hier  da f t  wegen 6) n u t  das Minuszeichen stehen bleiben, also s teht  ta t -  
s~chlich . . . ,  - - k ,  a - -  k, . . . in (Z). 

?) Es  sei a < 0 < k. Wegen 6) k o m m t  in (T) das Tripel ([al, k, [a[ + k) 
vor. Nach  3) s teht  in (Z*) . . . ,  k, [a[ + k , . . . ,  nach 5) sogar . . . ,  [a[, 
k , . . . ,  k, ]a I + k , . . . N a c h 2 ) s t e h t i n ( Z )  . . . .  a, k , . . . , - - k ,  •  ~- k), 
�9 . . Hier  bleibt  nur  das Minuszeichen stehen, sonst  folgte aus 6), dab  in (T) 
das  Tripel (k, lal ~- k, lat + 2k) w~re im Widerspruch  zu 1). In  (Z) s teht  
also . . . , - - k ,  a - - k ,  . . . 

8) Es  sei k < 0 < a.  Wegen 6) gibt  es in (T) das Tripel (a, Ik[, a + Ikl). 
l~Iach 3) und  5) s teht  in (Z*) . . . , a ,  I k I , . . . ,  Ikl, a -~ l k l , . . ,  l~ach 2) 
s teht  in (Z) . . . ,  a , k , . . . ,  [k l, + ( a - t -  I k l ) , . . .  Hier  bleibt  nur das Plus- 
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zeichen stehen,  sonst  w~re nach  6) in (T) das Tripe1 (I/C l, a + l/c I, a ~- 2[/C[); 
das widerspri~che der  Aussage 1). I n  (Z) s teh t  somit  . . . .  --/C, a - - /C,  

~) Es sei a < k < 0. Wegen 7) gibt  es in (T)das  Tripel  (] a], [kl, [a[~-[k]) 
n icht ,  aber wegen 4) das Tripel  ([k], [ a [ -  I/C[, [a]). Nach  3) und  5) s teh t  
in (Z*). . . ,  ]a[, [/c[ . . . . .  ]k], ] a ] -  [ k [ , . . .  Wegen 1 ) s t eh t  in (Z) . . . .  a, k, 
. . . ,  i/el, ~ : ( ] a ] - - I k ] )  . . . .  Da das Tripel  (Ik], [ a [ - - ] k  I, lal) in (T) ist, 
s t eh t  wegen 7) in (Z) sogar nur  . . . ,  a,/C . . . .  , ]k], - -  (]a] - -  Ikl) . . . .  , 
w.z ,b .w .  

$) Es sei k < a < 0. Wegen 7) und  4) gibt  es in (T) das Tripel  (Ikl, 
I k ] - - I a l ,  la]). Nach  3 ) u n d  5 ) s t e h t i n  ( Z * ) . . . ,  ]a], Ik] . . . .  , Ik], I/C I - - [ a ] ,  
. . . W e g e n  1 ) s t e h t i n ( Z ) . . . ,  a,  k . . . .  , ]kl ,  ~ ( Ik[  - - l a l ) ,  " . . H i e r  k ~  

das Minuszeichen nicht  in Frage,  da sonst  nach  6) das Tripel  (I/C I, ]/C I - -  [al, 
21k I - - ] a l ) i n  (T) w~re, das ja verschieden yon  (Ik], Ik l - - l a ] ,  l a l ) i s t ;  das 
w~re ein Widerspruch  zu 1). Also s teht  in (Z) t a t s i~ch l i ch . . . ,  - - k ,  a --/C, 

N u n  kSnnen  wir ein orientiertes Schema ($1~8+~) leicht angeben.  Die 
12s + 7 betei l igten N u m m e r n  seien die Restk lassen mod  12s ~ 7. Wir  
w~hlen als (12s -~ 7)-re Zeile den  obigen Zyklus  (Z); er en th~l t  ta ts~chl ich  
jede Restklasse  ~ 0 (mod 12s Jr 7) je einmal.  Die i-te Zeile ist h ie rdurch  
auch  gegeben,  n~mlich durch  Addi t ion  aller Res tk lassen mi t  i .  Es ist nur  
noch  zu beweisen, dab die Regel R* erfiillt ist. Zuni~chst li~Bt sich 
zeigen : 

9) W e n n  i n  d e r  i - t e n  Z e i l e  i . . . .  a k . . .  s t eh t ,  so  s t e h t  i n  d e r  ~c-ten Z e i l e  

k . . . .  i a . . .  

B e w e i s .  Aus i . . . .  a k . . . ,  folgt zun~chst  
12s ~ -7  . . . .  a - - i  k - - i  . . . ,  wegen 8) auch  
12s ~ -7  . . . .  i - / C  a - / C  . . . .  daher  auch 

k . . . .  i a . . . .  w .z .b .w .  

J e t z t  li~l~t sich sofort  auch  die Regel  R* beweisen:  Wenn  in unse rem 
Schema 

i . . . .  a k b  . . .  

s teht ,  so folgt nach  dreimaliger  A n w e n d u n g  yon  9) der  Reihe nach :  

k . . . .  i a . . .  

b . . . .  i k . . .  

k . . . .  b i . . .  

Da in der  k-ten Zeile die N u m m e r  i nur  e inmal  auf t r i t t ,  s teh t  in ihr  

/C . . . .  b i a  . . .  

8* 
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Hiermit ist gezeigt, dal3 fiir jedes gerade s ein zyklisches orientiertes 
Schema ($1~8+7) existiert. 

Wenn man beispielsweise ein orientiertes Schema ($31) konstruieren 
will, so hat  man nach diesem Verfahren die 31-re Zeile wie fo]gt zu wghlen. 

31. 2 9 7 1 0 4 2 0 2 6 8 9 2 1 9 1 6 2 7 6 1 1  1 5 3 2 4 2 2 3 0 1 3 5 2 5 2 1 2 8 1 2 1 4 1 2 3 1 8 1 7  

Wenn s e i n e  ungerade Zahl ist, l~Bt sich der obige Beweis fiir die 
Existenz eines zyldischen orientierten Schemas ($12~+7) wSrtlieh iiber- 
tragen, wenn man im letzten Tripel yon (T) die Orientierung umkehrt ,  
also das Tripel (3s ~- 2, 2s -F 1, 5s Jr 3) einsetzt und entspreehend den 
Zyklus (Z) in folgender Weise w~hlt. 

--2 3 s ~ l  38-}-4 4 - - ( 5 s +  1) - - (5s+6)  

- -6  3s--1 3s-F6 8 --(58--1) --(5s-~8) 

--(2s--4) 2 s ~ 4  4s-kl 2s--2 --(4s+4) --(6s-b3) 
- -2s  2s+2 48+3 6s%3 2s--1 --(2s-}-3) 

--(4s+l)  --(2s--3) 4s+5 6 8 % 1  2s--5 --(2s+5) 
--(4s--l) --(2s--7) 4s~7 6s--1 2s--9 --(2s-~7) 

(z) 
--(3s%4) - -3  5s+2 5s-}-4 1 --(3s-~2) 

2s%l --(2a+2) --(4s~2) - - (2s~l)  4s-t-4 6s+2 
2s--3 --(2s+4) --4s --(2s--5) 4s-t-6 6s 

7 - - ( 3 s ~ l )  --(3sq-5) - -5  5s%1 5s+5  

3 --(38%1) --(3s-~3) --1 5s%3 3s-~2 

3s-k3 2 --(5s%2) --(58-}-5) --4 3s 
3s-t-5 6 --5s --(5s%7) --8 3s--2 

48 

4s-~ 2 

2s--4 - - (4s+5)  --(6s-+-2) --(2s--2) 2a-t-3 
2s --(4s-}-3) - - ( 2 s + l )  - - (5s+3)  --(5s-}-4) 

Diese obigen Zeilen sind also hintereinander als ein einziger Zyklus zu 
lesen. Die waagrechten Striche dienen wieder nur  zur Verdeutlichung der 
in den Spalten erscheinenden arithmetischen Reihen. Man kann auch 
hier die Eigenschaften 1) bis 7) verifizieren. Die Aussagen 8) und 9) sowie 
die Regel 1~* ergeben sich dann genau wie vorhin. Nun ist Satz 2 bewiesen. 

Wir wollen fiir den Fall s ---- 5 das Tripelsystem (T) und den zugehSrigen 
Zyklus (Z) als Beispiel fiir die Konstruktion yon (Se~) angeben: 



(T) 

(z) 
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1 17 18 2 27 29 2 16 18 1 28 29 

3 16 19 4 26 30 4 15 19 3 27 30 
5 15 20 6 25 31 6 14 20 5 26 31 
7 14 21 8 24 32 8 13 21 7 25 32 
9 13 22 10 23 33 10 12 22 9 24 33 

11 12 23 17 11 28 

- - 2  16 19 4 - - 2 6  - - 3 1  

- - 6  14 21 8 - - 2 4  - - 3 3  

- - 1 0  12 23 32 9 - - 1 3  

- - 7  25 31 5 - - 1 5  

- - 3  27 29 1 - - 1 7  

- - 2 1  

- - 1 9  

11 - - 1 2  - - 2 2  - - 9  24 32 

7 - - 1 4  - - 2 0  - - 5  26 30 

3 - - 1 6  - - 1 8  - - 1  28 17 

18 2 - - 2 7  - - 3 0  - - 4  15 

20 6 - - 2 5  - - 3 2  - - 8  13 

22 10 - - 2 3  - - 1 1  - - 2 8  - - 2 9  

w 2. Der Fall m_~ 10 (mod 12) 

Wir be t rach ten  zun~chst  das folgende aus den N u m m e r n  1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, x, y, z gebildete Schema 

1. 7 

(S'~ 3)) 

x 2 6 y 3 4 z 5  
2. 1 x 3 7 y 4 5 z 6  
3. 2 x 4 1 y 5 6 z 7  
4. 3 x 5 2  y 6 7 z  1 
5. 4 x 6 3 y 7  l z 2  
6. 5 x 7 4 y 1 2 z 3  
7. 6 x 1 5 y 2 3 z 4  

x. 7 6 5 4 3 2 1  
y. 7 5 3 1 6 4 2  
z. 3 6 2 5 1 4 7  

Man kann  sich tiberzeugen, dab Regel R* ausnahmslos erfiillt  ist. Somit  
stellt  dieses Schema ein orientierbares Po lyeder  ~ 3 )  dar,  in dem die drei 

Siebenecke x, y, z nicht  zueinander  benachbar t  sin& Sonst  aber  sind die 
zehn L/inder paarweise benachbar t .  

Es  wird unsere Aufgabe sein, ftir  jede Zahl  m - -  10 (mod 12) ein der- 

artiges orientierbares Po lyeder  ~(-3) bzw. das zugehSrige Schema (S(~ -8~) 
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zu konstruieren.  ~(-3~ wird also aus den m -  3 , , ( m -  1)-Ecken",  die mit  

1, 2, 3 , . . . ,  m - -  3 bezeichnet  werden, und  den drei (m - -  4)-Eeken x, y, z 

bestehen. Nur die drei L~nder  x, y, z sollen untereinander  nicht  benach-  

b a r t  sein. 

So ein orientiertes Schema IS(-a~ ~ l~Bt sieh leicht naeh folgendem 1 2 s + 1 0 ]  

Rezept  aus dem in w 1 konst ru ier ten  zyklisehen orientier ten Schema 

($12s+~) gewinnen. Wir  be t raehten  das aus den Zahlen 1, 2 , . . . ,  6s ~- 3 

gebfldete Tripelsystem (T) yon  Seite 112. Es enth~lt  fiir gerades s das 

orientierte Tripel (2s -4- 1, 3s + 2, 5s + 3) oder fiir ungerades s das 

orientierte Tripel (3s + 2, 2s Jr 1, 5s ~- 3). Wit  setzen d a t u m  

a - - - - 2 s +  1, b = 3 s ~ - 2 ,  c = 5 s J r  3, falls s gerade und  

a = 3 s ~ - 2 ,  b - - - - 2 s +  1, c ---- 58 Jr 3, falls s ungerade ist. 

Zun~chst  kann  m an  feststellen, dab jede der drei Zahlen a, b, c m i t  

12s + 7 teilerfremd ist. I m  zugehSrigen Zyklns (Z) yon  Seite 113 bzw. 116 

s~ehen die sechs Zahlen • a, • b, • c in der folgenden Reihenfolge 

. . .  - - a  b . . .  c a . . .  - - b  - - c  . . . .  

gleichgiiltig, ob s gerade oder ungerade ist. Der  Zyklus  (Z) setzt  sieh also 

aus den drei Teilfolgen - - c  . . .  - - a  ; b . . .  c und  a . . .  - - b  zusammen.  

Un te r  Verwendung der neuen N u m m e r n  x, y, z setzen wir diese drei Teil- 

folgen in folgender Weise zu einem neuen Zyklus (Zl) 

. . . - - a  x a . . .  - - b  y b . . .  c z - - c . . .  

zusammen.  N u n  sehreiben wir das gesuchte Schema in der folgenden F o r m  

(es wird wieder rood 12s + 7 gereehnet,  also 0 - -  12s -4- 7, (12s + 6)b 

- -  b usw.) 

0 . . . .  ----a x a . . .  --b y b . . .  c z - -c  . . .  
1 . . . .  1--a x 1A-a . . .  1--b y 1A-b . . .  l + c  z 1---r . . .  
2 . . . .  2--a x 2 + a  . . .  2--b y 2+b . . .  2-4-c z 2--c . . .  
�9 . . . .  , . . . . . . .  , , ,  

(Si~+ 10) . . . . . . . . . . . . . . . .  

12s+6 . . . .  - - a - - 1  x a--1 . . .  - -b - -1  y b--1 . . .  c--1 z---c-~l  . . .  

x. 0 - - a  . . . .  5a 4a 3a 2a a 
y. 0 - - b  . . . .  5b 4b 3b 2b h 
z. c 2e 3c . . . .  - -2e- - -c  0 

Als 0-te Zeile ist also der obige Zyldus (Z1) gew~hlt. Die i-re Zefle ent-  

s teht  dureh Addi t ion aller Restklassen mit  i, wobei nu t  die N u m m e r n  

x, y, z unge~ndert  bleiben. Die x-re, y-te und  z-re Zeile ergeben sich dann  
zwangsl~ufig du tch  Anwendung  der Regel R*. Es l~Bt sieh miihelos naeh- 
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weisen, dab die Regel R* im ganzen Schema giiltig ist. So s teht  z .B.  

in d e r / - t e n  und  (i Jr a)- ten Zeile 

i . . . . . .  x i ~ a  h . . .  

i ~ a  . . . .  h '  i x . . . .  

Weil im friiheren Schema ($128+~) die Regel R* gilt, ist h : h ' ,  also ist 

aueh hier die Regel R* erfiillt. I n  d e r / - t e n  Zeile s teht  

i . . . .  i - - a  x i - ~ a . . .  

Weil a teilerfremd zu 12s ~- 7 ist, ist die Kongruenz  ]a - -  i (mod 12s ~ 7) 

eindeutig 15sbar; in der x-ten Zeile s teht  somit  

x . . . .  ( j §  ( j - - 1 ) a  . . . ,  d .h.  

x . . . .  i - ~ a  i i - - a  . . . .  w .z .b .w .  

Ebenso  besti~tigt sieh in allen anderen Fi~llen die Regel R*. Als Beispie] 

geben wir das naeh diesem Rezept  gebildete orientierte Schema (S(2~ 3~) an :  

19. 17 4 7 9 1 14 x 5 6 2 12 16 y 3 15 13 18 8 z 11 10 

1. 18 5 8 10 2 15 x 6 7 3 13 17 y 4 16 15 19 9 z 12 11 

2. 19 6 9 11 3 16 x 7 8 4 14 18 y 5 17 15 1 10 z 13 12 

3. 1 7 10 12 4 17 x 8 9 5 15 19 y 6 18 16 2 11 z 14 13 

4. 2 8 11 13 5 18 x 9 10 6 16 1 y 7 19 17 3 12 z 15 14 

5. 3 9 12 14 6 19 x 10 11 7 17 2 y 8 1 18 4 13 z 16 15 

6. 4 10 13 15 7 1 x 11 12 8 18 3 y 9 2 19 5 14 z 17 16 

7. 5 11 14 16 8 2 x 12 13 9 19 4 y 10 3 1 6 1 5 z  18 17 

8. 6 12 15 17 9 3 x 13 14 10 1 5 y 11 4 2 7 16 z 19 18 

9. 7 13 16 18 l0 4 x 14 15 11 2 6 y 12 5 3 8 17 z 1 19 

10. 8 14 17 19 11 5 x 15 16 12 3 7 y 13 6 4 9 18 z 2 1 

11. 9 15 18 1 12 6 x 16 17 13 4 8 y 14 7 5 10 19 z 3 2 
12. 10 16 19 2 13 7 x 17 18 14 5 9 y 15 8 6 11 1 z 4 3 
13. 11 17 1 3 14 8 x 18 19 15 6 10 y 16 9 7 12 2 z 5 4 
14. 12 18 2 4 15 9 x 19 1 16 7 11 y 17 10 8 13 3 z 6 5 

15. 13 19 3 5 16 10 x 1 2 17 8 12 y 18 11 9 14 4 z 7 6 

16. 14 1 4 6 17 11 x 2 3 18 9 13 y 19 12 10 15 5 z 8 7 

17. 15 2 5 7 18 12 x 3 4 19 10 14 y 1 13 11 16 6 z 9 8 
18. 16 3 6 8 19 13 x 4 5 1 I1 15 y 2 14 12 17 7 z 10 9 

x. 19 14 9 4 18 13 8 3 17 12 7 2 16 11 6 1 15 10 5 

y. 19 16 13 10 7 4 I 17 14 11 8 5 2 18 15 12 9 6 3 

z. 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 19 

Mit diesem allgemeinen Verfahren haben  wir fiir jedes m - -  10 (mod 12) 

ein best immtes  orientierbares Polyeder  ~(-3~ gefunden. Dies ist freilieh 
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noch nicht das urspriinglich gesuchte Polyeder ~ ,  bei dem alle m Li~nder 
paarweise benachbart sein sollen. Ein solches kSnnen wir jetzt  leicht kon- 
struieren. Wir betrachten einen Torus, der durch Identifizieren gegen- 
iiberliegender Kanten aus einem Rechteck entsteht und der naeh Abb. 2 
oben in 5 Elementarfl~chenstiieke 1, c, x, y, z zerlegt sei. Sodann 
schneiden wir das Land c heraus. 

1 x - . ~  1 

Y 

Abb .  2 

Ebenso schneiden wir aus ~-3)  
das Land 1. So haben wir zwei 
Fli~chen mit je einem Loch. Die 
beiden Lochr~nder identifizieren 
wir derart, da6 die sechs Eek- 
punkte yon c mit den entspre- 
chenden Eckpunkten yon x, y, z 
von ~-3) zur Deckung kommen. 
Aufder neu entstehenden geschlos- 
senen Fli~che haben wir eine Zer- 

legung vor uns mit m(m--1) 2 ~-3 

Kanten, weil das neue Land 1 zu 
den drei L~ndern x, y, z je zwei- 
real und sonst jedes Land zu je- 
dem anderen genau liings einer 
Kante benachbart ist. Dies ist 
also ein gesuehtes orientierbares 
Polyeder ~ .  

w 3. Orientierte Schemata der Form (812 - + a) 

Wir zeigen nun, dab fiir jedes m ----~ 3 (rood 12) ein orientiertes Schema 
(Sin) existiert. Diesmal wird es kein zyklisehes Schema sein, d.h. die 
Automorphismengruppe wird nicht die Permutat ion 2 ---- (1, 2 , . . . ,  m) ent- 
halten. Jedoch bei Anwendung der Permutat ion 2 3 wird das zu kon- 
struierende Schema in sieh iibergehen. Bevor wir das allgemeine Schema 
beschreiben, betrachten wir das Beispiel ($15): 

1. 4 11 8 13 3 9 2 12 t5  10 14 5 7 6 
4. 7 14 l l  1 6 12 5 15 3 13 2 8 l 0  9 
7. 10 2 14 4 9 15 8 3 6 1 5 11 13 12 

10. 13 5 2 7 12 3 11 6 9 4 8 14 1 15 
13. 1 8 5 10 15 6 14 9 12 7 l l  2 4 3 

2. 14 7 10 5 3 12 1 9 6 8 4 13 11 15 
5. 2 10 13 8 6 15 4 12 9 11 7 1 14 3 
8. 5 13 1 11 9 3 7 15 12 14 10 4 2 6 

11. 8 1 4 14 12 6 10 3 15 2 13 7 5 9 
14. 11 4 7 2 15 9 13 6 3 5 1 10 8 12 
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3. 14 6 7 8 9 1 13 4 15 11 10 12 2 5 
6. 2 9 10 11 12 4 1 7 3 14 13 15 5 8 
9. 5 12 13 14 15 7 4 10 6 2 1 3 8 11 

12. 8 15 1 2 3 10 7 13 9 5 4 6 11 14 
15. 11 3 4 5 6 13 10 1 12 8 7 9 14 2 

Man kann  sich tiberzeugen, da~ die Regel R* ausnahmslos erfiillt ist. 

Wenn man  mit  den N u m m e r n  mod 15 rechnet,  so gilt:  Aus jeder Zeile des 

Schemas erh~lt man  durch Addi t ion aller N u m m e r n  mit  drei wieder eine 

Zeile des Schemas. Wenn  m an  dies yon  vornherein festsetzt,  so ist das 

ganze Schema bereits durch  die erste, zweite und  dri t te  Zeile best immt.  

So verfahren wit nun  im aUgemeinen Fall  m ~ 12s Jr 3. Mit den Num-  

mern rechnen wir wieder wie mit  den Res tk lammern  rood 12 s ~- 3. 

Die erste Zeile des zu konstruierenden Schemas ($128+a) soll lauten:  

1. 4 6s+5 6s~-2 12sd-1 3s 3s~-6 

10 6s~-8 6s-- I  128--5 3s--3 3sd-9 

16 6s~-ll  6s--4 12s-- l l  3s--6 3sd-12 

6s--2 9sd-2 3s+5 6s+7 3 6s+3  2 

6sd-6 12sd-3 6s--5 3s--1 9sd-8 6s-{-10 

6s~-9 12s 6s - - l l  3s--4 9s%11 6s%16 

9s--3 9s+12 13 8 12s--i 128--8 

9s 9s+9  7 5 12s+2 12s--2 

9s+3 98+6 6s+4 9s+5  3s+2 6 s + l  3s+3 

Die obigen Zeilen sind hintereinander  als ein einziger Zyklus zu lesen, 

also nach der N u m m e r  38 + 3 folgt die N u m m e r  4. Dasselbe gilt ftir die 
folgende zweite und  dri t te  Zeile. Die zweite wird wie folgt festgesetzt.  

2. 12sd-2 6s+ 1 6s+4  5 9s+9  9s~-3 

1 2 s - - 4  6 s - - 2  6s+7 11 9s+12 9s 

6s+14 3s+7  9s--2 6s--7 12s+3 6s+9  

68+8 3s+4  9s-~l 6s--1 3 6s~-6 
6sq-3 6 6sq-l t  9 s + 7  3s--2 68--4 

6s 9 6sd-17 9s~-lO 3s--5 6s--lO 

3s-~12 3a--3 12s--7 12s--2 7 14 

38-}-9 3s 12s--1 12s%1 4 8 

3sd-6 3e+3 6sq-2 3s-}-! 9s-~4 6sq-5 9sq-6 
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B e i  d e r  d r i t t e n  Ze i l e  m i i s s en  w i r  zwei  F ~ l l e  u n t e r s e h e i d e n .  W e n n  s e i n e  

u n g e r a d e  Z a h l  is t ,  so sol l  sie l a u t e n  

3. 9 8 4 5  6 3 s + 4  3s - -2  12s--3 9s - -1  

98411 18 3 s + l O  3s - -8  12s--15 9s - -7  

128---4 6s - -12  6 s - - 5  7 6 s + 1 5  6 s + 8  

12s+2  6s 6 s + l  6 s + 2  6 s + 3  1 

6 8 4 7  6s~-12 5 6 s - -4  6 s - - 9  12s--2  

6 s + 1 3  6 s + 2 4  11 6s - -10  6s--21 12s--8  

9 s - -2  12s--6  3 s - - 4  3 8 4 5  9 9 s + 7  9 s + 4  

3 s + l  1 2 s + 3  9 s + 2  9 8 4 8  12 3 s + 7  

3s - -5  12s--9 9 s - -4  9 s + 1 4  24 3 s + 1 3  

10 6s+21  68411 12s--1 6 s - - 6  68--2  

4 6 s + 9  6 s + 5  6 s + 4  6 s + 6  2 

6s - -1  6 s - -3  12s-}- 1 6 8 4 1 0  6 s + 1 8  8 

68--7  6s - -15  128--5 6 s + 1 6  6 s + 3 0  14 

3s-}-8 15 9 s ~ 1 0  9 s + l  12s 3s - -1  

F a l l s  8 e ine  g e r a d e  Z a h l  is t ,  so l a u t e t  d ie  d r i t t e  Ze i l e :  

3. 9 s + 5  6 3 s + 4  3s - -2  12s--3 9s - -1  

98411 18 3 s + 1 0  3 s - - 8  12s--15 9 s - - 7  

3 s + 2  

12s--1 6 s - - 6  6 s - -2  4 6 s + 9  6 s + 5  

6 s + 4  6 s + 6  2 6 s - - I  6 s - -3  12s-}- 1 

6 s + 1 0  6 s + 1 8  8 6 s - -7  6s- -15  12s- -5  

9 s - -2  12s--6 3 s - - 4  3 s + 5  9 9 s + 7  9 s + 4  

3 s + l  1 2 s + 3  9 s + 2  9 s + 8  12 3 s + 7  

38--5 12s- -9  9s---4 9 s + 1 4  24 3 s + 1 3  
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7 6s%15 68~-8 12s+2 68 6s~-I 

6s-~2 6s~-3 1 68~-7 6s~12 5 
6s--4 6s--9 12s--2 6s~-13 68-F24 11 

3s-~8 15 9s~-10 9s~-I 128 3s--1 3s-~2 

Wir  kSnnen uns zungchst  tiberzeugen, dab in d e r / - t e n  Zeile (i = 1, 2, 3) 
ta tsgchl ich  jede N u m m e r  --J=i genau einmal vo rkommt .  Aus den drei 
obigen explizi te hingeschriebenen Zeilen erhglt  man  durch  Addi t ion der 

Vielfachen von  3 alle wei teren Zeilen des Schemas.  Wir  haben  nur  noch zu 
zeigen, dab dann  die Regel R* allgemein gilt. Zu diesem Zwecke fassen 
wir die 1-te, 4-te, 7-re . . . . .  (12s ~- 1)-te Zeile zu der Zeflengruppe A zu- 
sammen.  Die 2-re, 5-re . . . . .  (12s § 2)-re Zefle bflden die Gruppe  B und  

die 4 s ~- 1 rest l ichen Zeilen seien die Gruppe  C. Wenn  fiir  zwei bes t immte  
Zeilen des Schemas die Regel  R* gilt, so wollen wir sagen, die beiden 
Zeilen sind zueinander  koh~rent. 

Zu A B) Wir  woUen zungchst  zeigen, dal3 jede Zeile yon  A zu jeder Zeile 
yon  B kohi~rent ist. Es  gentigt hierzu nachzuweisen,  dab eine Zeile yon  A 

- -  e twa die erste - -  zu jeder Zeile von  B kohgren t  ist. Also vergleichen wir 
die erste  Zefle mi t  allen Zeilen yon  B .  In  der ers ten s teh t  

1 . . . .  6s~-3 2 6s-~6 . . . .  in der  zweiten ta tsgchl ich 

2 . . . .  68~-6 1 68~-3 . . .  ; auBerdem s teht  

1 . . . .  4~-6i  6s -~5~-3 i  6s-}-2--3i  1 2 8 ~ 1 - - 6 i  . . .  

( i - - - - 0 , 1 , 2 , . . . , 8 - - 1 )  und 

1 . . . .  6 8 - - 5 - - 6 j  3 s - - l - - a j  9 s -~8~-a j  6 s + 1 0 + 6 j  . . .  

(j = o ,  1 , . . . , 8 - - 2 ) .  

In  der  zweiten Zeile s teht  

2 . . . .  128~-2- -6 i  6 s - ~ 1 - - 3 i  6 s ~ 4 ~ - 3 i  5~-6 i  . . .  

(i = 0 ,  1 . . . . .  s - - l ) ,  

also in der  (6s ~- 5 ~- 3 i ) - ten bzw. (6s -~ 2 - -  3 i ) - ten Zeile: 

6s~-5~-3 i  . . . .  6 s ~ - 2 - - 3 i  1 4~-6i  . . . . . .  

6 s ~ - 2 - - 3 i  . . . . . . .  128~-1- -6 i  1 68~-5~-3i  . . .  

Addier t  man  3 s - - 3 -  3j  bzw. 9s Jr 6 Jr 3j  zu allen N u m m e r n  der 
zweiten Zeile 

2 . . . .  6 s ~ - l l ~ - 6 j  9s-~7-}-3j 3 s - - 2 - - 3 j  6 s - - 4 - - 6 j  . . .  

(j  = 0, 1 , . . . , 8 - - 2 ) ,  
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so ergibt  sich 

3 8 - - 1 - - 3 j  . . . .  9 8 + 8 + 3 j  1 6 8 - - 5 - - 6 j  . . . . . .  

98 ~- 8-}- 3j  . . . . . . .  68-~ 1 0 +  6j  1 3 8 - - 1 - - 3 j  . . .  

Man findet Regel  R* best~t igt .  Es  fehlen nur  noeh zwei Sonderf~lle:  

1 . . . .  6 8 ~ - 4  9 s ~ - 5  3 8 ~ - 2  68~-1  . . .  

2 . . . .  6 8 - ~ 2  38~-1  98-[-4 6 8 ~ 5  . . .  

9 8 ~ 5  . . . .  3 8 ~ - 2  I 6 8 ~ - 4  . . .  

3 8 - ~ 2  . . . .  68~-1  1 9 8 ~ - 5  . . .  

Zu AC) N u n  zeigen wir, dad  die ers te  Zeile und  somi t  jede Zefle yon  A 

zu jeder  Zeile yon  C kohi~rent ist. 

a) I n  der  ers ten Zefle s teh t  

1 . . . .  128-}- 1 - - 6 i  3 8 - - 3 i  3 8 ~ - 6 ~ 3 i  . . .  f t i r i  ~ -0 ,  1 , . . . , 8 - - 1  

Gem~tB Regel  R* mtiBte im Schema  

3 8 - - 3 i  . . . .  3 8 - ~ 6 ~ 3 i  1 128~- 1 - - 6 i  . . . .  d .h .  

3 . . . .  9 - F 6 i  9 8 ~ - 7 ~ - 3 i  9 8 ~ 4 - - 3 i  . . .  

s tehen.  Dies k a n n  m a n  aber  zun~ehst  fi ir  i ---- 0, 2 , . . . ,  s - - 1 ,  d a n n  fiir  

i ~ 1, 3 . . . .  , s - - 2  naeh  Seite 122 bzw. 123 ta ts~chl ieh  best~t igen.  

b) Fi i r  j ----- 0, 1 , . . . ,  s - - 2  s teh t  

i . . . .  3 8 - - 3 j  3 8 ~ - 6 ~ - 3 j  1 0 ~ - 6 j  . . .  

Es  w~re also zu zeigen, dab  

3 8 ~ - 6 + 3 j  . . . .  1 0 + 6 j  1 3 8 - - 3 j  . . . .  d.h.  
3 . . . .  9 8 § 2 4 7  9 8 §  1 2 8 - - 6 j  . . .  

im Schema  s teht .  Dies bes t~ t ig t  sich fi ir  j = O, 2 . . . . .  8 - - 3  u n d  a n  

andere r  Stelle auch  f f i r j  ----- 8 - - 2 , . . . ,  3, 1. 

e) Auf lerdem s t eh t  in der  ers ten Zeile 

1 . . . .  6 8 ~ - 6 ~ - 3 j  1 2 8 - 4 - 3 - - 3 j  6 8 - - 5 - - 6 j  . . .  

f t i r j  = 0, 1 , . . . ,  8 - - 2 .  

Man  besti~tigt leich~, daft im Schema  

128§ . . . .  6 8 - - 5 - - 6 j  I 6 s - b  6-~ 3j  . . . .  d .h .  

3 . . . .  6 8 - - 2 - - 3 j  4 + 3 j  6 8 + 9 §  . . .  

s t eh t ;  n~mlich e inmal  fi ir  j = 0, 2 . . . . .  8 - - 3  und  an  andere r  Stelle auch  

fiir  ungerades  j .  
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d) Fiir  i ~ 1, 2, . . . ,  s - - 1  s teht  

1 . . . .  6 s ~ 4 ~ - 6 i  6 s ~ 6 ~ - 3 i  1 2 s ~ - 3 - - 3 i  . . .  

Hierzu findet man  

6 s - ~ 6 - ~ 3 i  . . . .  1 2 s ~ 3 - - 3 i  1 6 s ~ - 4 ~ - 6 i  . . . ,  

denn in der Ta t  s teht  ftir gerades und  ungerades i in der dr i t ten  Zeile 

3 . . . .  6 s - - 6 i  6 s ~ -  1 - - 3 i  1 - ~ 3 i  . . .  

e) Die folgenden vier Einzelf~lle sind noch zu beriicksiehtigen: 

1 . . . .  3 6 s ~ - 3  2 6 s ~ - 6  12s -~3  . . .  9 s - ~ 3  9 s - ~ 6  6 s ~ - 4  . . .  

. . . 6 s ~ l  3 s ~ - 3  4 . . .  

Man findet hierzu 

3 . . . .  6s 6 s ~ l  6 s ~ - 2  . . .  9 s ~ - 7  9 s - ~ 4  38~-1  12s -~3  . . .  

. . . 6 s ~ - 5  6 s ~ - 4  6 s - ~ 6  . . .  

und  somit  aueh 

6 s ~ - 6  . . . .  12s~-3  1 2 . . . ;  6 s - ~ 3  . . . .  2 1 3 . . .  

3 s ~ - 3  . . . .  9 s - ~ 7  9 s ~ - 4  3 s - ~ l  . . . ;  9 s ~ - 4  . . . .  6 s - ~ 4  1 9 s - ~ 3  . . .  

N u n  haben  wit  alle Zeilen yon  C mit  der ersten Zeile verglichen; jedesmal 

ist Regel R* erfiillt. 

Zu B C) J e t z t  vergleiehen wir die zweite Zeile mit  allen Zeilen yon  C. 

2 . . . .  5 - ~ 6 i  9 s~ -9 -~ -3 i  9 s - ~ 3 - - 3 i  . . . . . .  

fiir i ---- 0, 1 . . . . .  s - - 1  und  

2 . . . . . . .  9 s ~ - 9 - ~ a j  9 s ~ - a - - 3 j  1 2 s - - 4 - - 6 j  . . .  

l rj = 0 ,  1 . . . . .  8 - - 2 .  

Man ha t  also zu zeigen, dal~ 

9 s ~ - 9 ~ - 3 i . .  9 s - ~ 3 - - 3 i  2 5 ~ - 6 i  . . .  
3 . . . .  1 2 s - - 6 i  3 s - - 1 - - 3 i  3 s ~ - 2 ~ - 3 i  . . .  und  

9s ~- 3 - - 3 j  . . . .  1 2 s - - 4 - - 6 j  2 9s -~  9 +  3j . . .  

3 . . . .  3 s - - 4 - - 3 j  3 s ~ - 5 - ~ a j  9 ~ - 6 j  . . .  

im Schema steht. Dies besti~tigt sich tatsi~ehlich fiir gerades i bzw. j und  

an  anderer  Stelle aueh fiir ungerades i bzw. j .  

AuBerdem steht  in der zweiten Zefle 

2 . . . . . . .  6 s - ~ 3 - - 3 j  6 ~ - 3 j  6 s ~ - l l - ~ 6 j  . . .  

ftir j ---- 0, 1 . . . . .  s - - 2  und  

2 . . . .  6 s - ~ 2 - - 6 i  6 s - ~ 3 ~ - 3 i  6 - ~ 3 i  . . . . . .  
fiir i = 1, 2 , . . . ,  s - - 1 .  
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Somit  miil~te 

6 q - 3 j  . . . .  6 s +  l l - ~ 6 j  2 6s d - 3 - - 3 j  . . .  
3 . . . .  6 s q - S q - 3 j  1 2 s q - 2 - - 3 j  6 s - - 6 j  . . .  u n d  

6 s ~ 3 - - 3 i  . . . .  6 - ~ 3 /  2 6 s - ~ 2 - - 6 i  . . .  
3 . . . .  6 s ~ 9 q - 6 i  6s~-  5 q- 3i  2 - - 3 i  . . .  

im Schema stehen. Aueh dies kann  man  unmi t t e lba r  bestiitigen. 

Die vier  hierbei noch nieht  erfal~ten Einzelf~lle sind: 

2 . . . .  3 6 s q - 6  1 6 s ~ 3  6 . . .  3 s - ~ 6  3 s ~ - 3  6 s - ~ 2  . . .  6 s ~ - 5  9 s - k 6  

1 2 sq -2  . . .  

Weil  in der d r i t t en  Zefle 

3 . . . .  6 s q - 1  6 s - ~ 2  6 s - ~ 3  . . .  6 8 ~ 9  6 s ~ 5  6 s ~ - 4 . . .  3 s d - 1  3s-] -2  

9 s ~ 5  6 . . .  
s teht ,  folgt 

6 s q - 6  . . . .  1 2 3 . . . ;  9 s - ~ 6  . . . .  1 2 sq -2  2 6 s ~ 5  . . .  
6 s ~ - 3  . . . .  6 2 1 . . . ;  3 s - ~ 3  . . . .  6 s ~ 2  2 3 s d - 6  . . .  

Somit  ist gezeigt, dab alle Zeilen von  B zu allen Zeflen y o n  C koh~rent  sind. 
Zu A) N u n  li~l~t sieh miihelos zeigen, dab aueh die Zeilen y o n  A unter -  

e inander  die Regel R* effiillen. Wenn j eine beliebige N u m m e r - -  1 (rood 3) 
ist, so haben wir  nu r  zu beweisen, dab die 1-te z u r j - t e n  Zeile kohi~rent ist. 
I n  der ers ten Zeile s teh t  

1 . . . .  g j h . . .  

Die erste Zeile ist so eingeriehtet ,  dab g und  h stets  beide ~ 1 (mod 3) sind. 
Dahe r  ist sehon bewiesen, dab die erste  Zeile zur g-ten und  aueh zur h-ten 
kohi~rent ist;  es s teht  also im Schema 

g . . . .  j 1 . . . .  
h . . . . .  l j  . . .  

Aul~erdem ist sehon gezeigt,daB die j - te  Zeile zur g-ten mad h-ten koh~rent  ist: 

j . . . . .  l g . . .  

j . . . .  h l  . . . .  

Weil  aber  die N u m m e r  1 in der  j - t en  Zeile nu r  einmal v o r k o m m t ,  s teht  in 

ihr  j . . . .  h 1 g . . .  

Zu B bzw. C) Genauso zeigt man,  dab aUe Zeflen B un te re inander  u n d  
aueh  alle Zeiten C un te re inander  koh~rent  sind. Man ha t  sieh hierzu nur  zu  
iiberzeugen, dal~ in der zweiten bzw. d r i t t en  Zeile niemals zwei N u m m e r n  
nebeneinander  stehen, die beide ~---2 bzw. 0 (mod 3) sind. 
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