
Involutorische Geometrien 

WILHELM BLASCHKE zum 75. Geburtstag 

Von ERICH ELLERS und HELMUT KARZEL in Hamburg 

In  der Geometrie treten haufig Mengen auf, die mit zwei Strukturen 
versehen sind, mit einer geometrisehen und einer Gruppenstruktur. Dabei 
sind die beiden Strukturen durch Vertr~gliehkeitsbedingungen mitein- 
ander verkniipft. Beispiele bilden alle affinen und euklidischen Geo- 
metrien. Die Gruppenstruktur ist hier durch die Gruppe der Ortsvektoren 
gegeben. 

Wie kann man diesen Sachverhalt axiomatisch kennzeichnen? Wir 
fiihren hier zwei MSgliehkeiten an (w 1). Die eine wird durch die bereits in 
[6] angegebene Definition des (verallgemeinerten) Gruppenraums D(G) 

besehrieben (der hier gebrauehte Begriff des Gruppenraums ist eine Ver- 
allgemeinerung einer Definition yon R. BAER [2] 1), die in ihren Urspriin- 
gen auf die kinematische Abbildung von BLASCHKE [4] und GRi3NWALD 
[5] zurfiekgeht. Vergleiche hierzu die Einleitung yon [6]). Die zweite M6g- 
lichkeit wird durch die Definition der Inzidenzgruppe dargelegt. Diese 
Definition ist der der topologischen Gruppe naehgebildet. 

Die hier benutzten geometrisehen Strukturen sind stets pro]ektive 
R~ume mit einer Dimension gr613er als 1. Ffir diesen Fall gilt, dab 
jede projektive Inzidenzgruppe auch a]s Gruppenraum deutbar ist 
(Satz 1). 

In  [6] sind die elliptischen Gruppenraume D (G) behandelt worden, die 
gekennzeiehnet waren durch die folgenden Eigenschaften der Teilmenge 
D e G (vgl. [6] S. ~ 74): 

A.  F a r  #des  x e D gilt x ~ -- 1. 

B.  D ist invariant, d.h. mi t  x e D gilt auch a x a  -~ e D /•r alle a eG .  

C. D enthdlt mindestens zwei Elemente a, b m i t  (ab) 2 ~ 1. 

Es ergab sich in [6], dab ein eIliptischer Gruppenraum D (G) stets die 
Dimension 3 hat  und dab die Gruppe G isomorph mit der Bewegungs- 

l) BAER zeigt in [2]: D(G) ist genau dann ein Gruppenraum mit D = {a e G; 
a 2 = 1, a 4= 1}, wenn G die Bewegungsgruppe einer ebenen elliptischen Geometrie 
der Charakteristik =~ 2 ist. 
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gruppe einer ebenen elliptischen Geometrie ist. Der zugehSrige Koordina- 
tenkSrper hat die Charakteristik 2 oder ~ 2, je nachdem, ob 1 e D oder 
1 r D gilt. 

Hier sell die Frage untersucht werden: Welche Gruppenr~ume D(G) 
bzw. welche Gruppen G werden durch die Eigenschaften A, B und die 
Negation 

C'. Ft~r alle a,b ~ D gilt (ab) 2 = 1. 

yon C gekennzeichnet ? (Die Eigenschaften A und B sind fibrigens eine 
Folge yon C'.) Aus der Forderung C' ergibt sich leicht (weil die Teilmenge 
D nach Satz 2 aus [6] ein Erzeugendensystem yon Gist), dab die Gruppe G 
des Gruppenraumes D (G) kommutat iv ist und sogar den Exponenten 2 
(d. h. ffir alle x e G gilt x 2 = 1) hat. Da auch die zyklischen Geometrien 
unter  den Begriff Gruppenraum fallen (G ist hierbei eine zyklisehe Gruppe) 
(vgl. [6] w 2), wollen wir (nach diesem Vorbfld) die Gruppenr~ume D (G), 
bei denen alle Elemente x e G mit x =4= 1 involutorisch sind, involutorische 
Geometrien nennen. 

Unsere Aufgabe besteht also darin, alle involutorischen Geometrien 
vollst~ndig zu beschreiben und zu erfassen. Als LSsung erhalten wir, dab 
sich jede involutorische Geometrie D(G) dureh eine Cliffordalgebra der 
Charakteristik 2 darstellen l~Bt (Hauptsatz am Ende dieser Note). Jede 
Zahl der Gestalt 2" - -  1 mit n > 1 kommt als Dimension einer involuto- 
rischen Geometrie vor. 

FaBt man die hier gewonnenen Resultate mit denen yon [6] zusammen, 
so erhMt man nunmehr einen vollst~ndigen ~berbliek fiber alle Gruppen- 
r~ume, die dureh die Eigenschaften A und B gekennzeichnet sind. Alle 
Gruppenr~ume D (G) mit den Eigenschaften A, B zerfallen ngmlich in 
drei disjunkte K]assen: 

1. Elliptisehe Gruppenrgume der Charakteristik ~ 2 (gekennzeichnet 
dureh C und 1 r D). Hier gilt: dim(D(G)) -- 3, G ~ 0+(K,F), wobei K 
ein kommutat iver  KSrper der Charakteristik ~ 2 ist und F eine terngre 
nullteilige quadratische Form. 

2. Elliptische Gruppenrgume der Charakteristik 2 (gekennzeichnet durch 
C und 1 eD) .  Hier gilt: dim(D(G)) = 3, G ~ 03(K,Q ), wobei K ein 
kommutativer KSrper der Charakteristik 2 ist und Q eine tern~re null- 
teilige und nichtquasilineare quadratische Form fiber K. 

3. Involutorische Geometrien (gekennzeiehnet durch C'). Hier gilt: Die 
Dimension yon D (G) ist eine natfirliehe Zahl der Gestalt 2 ~ - -  1 mit 
n > 1, G ~ C*/K*, wobei C eine Cliffordalgebra ist, die gleichzeitig 
ein kommutativer  KSrper der Charakteristik 2 ist und einen Grad 
2" mit n > 1 fiber dem GrundkSrper K hat. 
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w 1. Gruppenr~ume und Inzidenzgruppen 

Wie in [6] ordnen wir einer Gruppe G mit Hilfe einer Teilmenge D yon G 
eine geometrische Struktur D (G) wie folgt zu: 

R 1. Jedes Element a ~ G stellt sowohl einen Punlct als auch eine Hyper- 
ebene dar (w~thrend wir den a zugeordneten Punkt  aueh mit a be- 
zeiehnen, symbolisiere (a} die zugeordnete Hyperebene). 

R 2. Zwei verschiedenen Elementen aus G entsprechen verschiedene Punlcte 
und verschiedene Hyperebenen. 

R 3. Inzident hei]3t ein Punkt a und eine Hyperebene (b} genau dann, wenn 
a b ~ D gilt. 

Ist D(G) ein projektiver Raum mit dim (D(G)) > 1, so nennen wir 
D (G) einen Gruppenraum. 

Naeh dem Vorbild des Begriffs der topologischen Gruppe definieren 
wir hier: 

Eine Menge G heiBt Inzidenzgruppe, wenn folgendes gilt: 

G 1. Gis t  eine Gruppe. 

G 2. G ist mit einer geometrischen Struktur versehen, deren Punkte die Ele- 
mente von G sind. 

G 3. Die beiden Strulcturen sind vertraglich, d.h. die Translationen 

Ix  xa  i x a z  

sind ]~tr ]edes a ~ G Automorphismen der geometrischen Strulctur. 

Ist die geometrisehe Struktur insbesondere ein endliehdimensionaler 
projektiver Raum, dessen Dimension grSl3er als 1 ist (die Translationen 
sind dann Projektiviti~ten), so heil3t G pro]ektive [nzidenzgruppe. 

Satz 1. In  ]eder pro]ektiven Inzidenzgruppe G gibt es eine Teilmenge D 
yon G, so daft D (G) ein Gruppenraum ist, dessen geometrische Strulctur mit 
der yon G ~bereinstimmt. Hierbei gen~tgt D der Eigenscha/t: 

(1) Zu ]edem a e G gibt es ein a' ~ G mit aDa' = D. 

Ist umgekehrt D (G) ein Gruppenraum und geni~gt D der Bedingung (1), so 
ist G hinsichtlich der dutch D(G) gegebenen geometrischen Struktur eine 
pro]ektive Inzidenzgruppe. 

Beweis. Es sei G eine projektive Inzidenzgruppe. Wir betraehten eine 
be]iebige aber lest ausgewi~hlte Hyperebene. Mit D bezeichnen wir die 
Gesamtheit der Gruppenelemente, die mit dieser Hyperebene inzidieren. 
Auf Grund der Vertr~glichkeitseigenschaft G 3 fiillt jede der Punkt- 
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gesamtheiten a D  und D a  mit a e G eine Hyperebene aus. Als erstes 
zeigen wir: 

Hat  die projektive Inzidenzgruppe die Dimension n, so gibt es zu n 
Punkten a 1 . . . .  , a .  stets eine Hyperebene der Gestalt Db (und eine der 
Gestalt b' D), die mit ihnen inzidiert. 

Die Hyperebenen ar iD,  a ~ D  . . . .  , a ~ D  haben einen nicht leeren 
Durchsehnitt. Es sei etwa c eaT~D n . . .  f ~ a ~ D ,  d.h. es gibt d~ e D  
mit c = a~ldi,  (i = 1 . . . .  , n ) .  Hieraus folgt ai = dic -~ e D b ,  wenn 
c -~ = b gesetzt wird. 

Zweitens wird bewiesen: 

A u s D a = D b  folgt a - - b  

oder gleichwertig hiermit: 

A u s D a  = D folgt a = 1. 

Um das einzusehen, w~hlen wir n linear unabh~ngige Hyperebenen 
D, c2D . . . . .  c,~D. Diese haben genau einen Punkt  d gemein. ])as gleiehe 
gilt dann auf Grund yon Eigenschaft G 3 fiir die Hyperebenen D a,  c~D a,  

� 9  c,~Da, die nur den Punkt  da gemein haben. Aus D a  = D folgt aber, 
dab c~Da = c~D fiir i = 2 , . . . ,  n i s t .  Also muB d = da  sein, d.h. a = 1. 

Aus diesen Resultaten erkennt man, dal~ sieh jede Hyperebene des 
projektiven Raumes in der Gestalt D a  m i t a  E G darstellen l~Bt und dab 
die Zuordnung a<-->D a -~ die Gruppenelemente eineindeutig auf  die Hyper- 
ebenen des Raumes abbildet. Man sieht also, daB jedes Gruppenelement 
a gleichzeitig einen Punkt  und eine Hyperebene (bezeichnet durch (a)) 
repr~sentiert. Ist  nun a ein Punkt  und (b) eine Hyperebene, so inzidieren 
a und (b) genau dann, wenn a b e  D ist. Also ist D(G) ein Gruppenraum. 
Die Eigensehaft (1) folgt aus der Tatsache, dab sich die Hyperebene c - l D  

aueh in der Form De'  darstellen l~Bt. 
Um den zweiten Tell yon Satz 1 zu beweisen, haben wir nur die Ver- 

tr~glichkeitseigenschaft G 3 nachzuweisen: 
Nach [6] S. 170 ist die Punktabbildung x --> x a  ein Automorphismus 

yon D (G). DaB auch x -> a x ein Automorphismus yon D (G) ist, folgern 
wir aus (1): eine Hyperebene (x) wird auf ( x a ' )  abgebfldet. Ist  n~mlich 
x y  e D, so folgt a x y a '  e D, d.h. aus der Inzidenz yon x und (y) folgt die 
Inzidenz yon a x und ( y a ' ) .  

w 2. Involutorische Geometrien 

Wir nennen einen Gruppenraum D (G) involutorische Geometrie, wenn G 
den Exponenten 2 hat,  d.h. wenn a 2 = 1 fiir jedes a ~G gilt. 

Von nun an sollen nur noch involutorische Geometrien betraehtet 
werden. 
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Wie in [6] w 1 gezeigt worden ist, erh~lt man einen isomorphen Gruppen- 
raum, wenn man D dureh D' = aD ersetzt. Daher bedeutet  es keine Ein- 
schr~nkung der Allgemeinheit, wenn wir hier zus~zlieh fordern, dab das 
Einselement 1 yon G in D liegt (1 e D). 

Unter  dieser Voraussetzung stellt die Abbildung a <--> <a-l> ein Null- 
system dar (weft D -1 C D und 1 e D), wie ebenfalls in [6] gezeigt worden 
is~. Dies bedeutet  aber: 

(2) Die Dimension D (G) ist endlich und ungerade. 

Fiir Dimensionen > 3 ist dies bekannt2). DaB die Dimensionen 2 nicht 
auftreten kann, folgt ebenfalls bereits aus den Voraussetzungen D -~ C D 
und 1 e D (hier benStigt m~n nicht die Voraussetzung, dal3 G den Ex- 
ponenten 2 hat): W~re n~mlieh dim(D(G)) = 2, so wiirden im Wider- 
sprueh zu den ebenen Inzidenzaxiomen fiir a e D,  a ~= 18) die zwei ver- 
schiedenen Punkte  1 und a (wegen D -~ C D) sowohl mit der Geraden <1> 
als aueh mit der Geraden <a-~> inzidieren. 

Aus der Existenz eines Nullsystems und (2) folgt somit2): 

(3) D (G) besitzt als Koordinatenbereich einen kommutativen KSrlger. 

Um die Struktur des Raumes D(G) n~her zu untersuehen, fiihren wir 
einige Abkiirzungen ein. 

Definition. Ist M eine Teilmenge yon G, so bezeichnet 2~ den kleinsten 
projektiven Unterraum yon D(G), der s~mtliehe Punkte  x e M enth/~lt 
und [M] die yon den Elementen aus M erzeugte Untergruppe yon G. 

Ist c e G, so bezeichnet e* die Translation*) 

t ~ ---> ca = c*(a) (4) e*: a> -+ <ca> = c*<a> fiir jedes a e G. 

Offenbar gilt : 

Die Gesamtheit aller Projektivits c* mit c e G bildet eine zu G iso- 
morphe Gruppe G*. 

(5) Bei der Kollineation c* ist das Bild des yon M C G au/gespannten 

Raumes M der Raum cM, der yon der Menge c M au/gespannt wird, 

d.h. c*(M) = c M  = cM.  

Es sei U eine Untergruppe yon G. Nach (5) gilt : 

(6) Aus a e U und x e U/olgt a x e  U. 

3) Vgl.  z . B .  [3], S. 108. 
3) D enth~lt  mindes tens  zwei  Elemen%e; andernfalls  w~re d im D(G) = 1. Vgl.  

[6], Satz  1. 
4) Da  G k o m m u n a t i v  ist, s t i m m e n  Links-  und Rechtstraaxslationen fiberein. 

7 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXV 
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- -  N 

Aus (6) folgt unmittelbar:  Ffir jedes x ~ U gilt Ux C U, d.h. : 

(7) Aus x ~ U ]olgt U = [U, x]. 

Sind jetzt x und y zwei Punkte  des Raumes U, so gilt nach (7): 

U = [ U , x ]  = [ U , x , y ]  und x y e U ,  weil x y  e [U, x, y]. 

Damit  haben wir bewiesen: 

Satz 2. Ist U eine Untergruppe yon G, so ist auch die Menge U eine 
Untergruppe von G. 

Eine unmittelbare Folge yon Satz 2 ist 

Satz 3. Mit N ist aueh die Menge ~ eine Nebengruppe in G. 

Ein Teilraum T yon D(G) heiBt ausgezeichnet, wenn es eine Neben- 
gruppe N in G gibt mit 2V = T.  

Satz 4. Der Durchschnitt zweier ausgezeichneter Teilrdume ist aus- 
gezeichnet oder leer. 

Beweis. Der Punkt  x liege in den Nebengruppen a U und b V. Dann 
gilt x* (a U) = U und x* (b V) = V. Denn aus x e a U und x e b V folgt 
a U = x U und b V = x V. Nun ist aber der Durchschnitt  der beiden 
Untergruppen U und V, die gleichzeitig Teilri~ume sind, sowohl Unter- 
gruppe als auch linearer Teilraum. Hieraus erkennt man a U n b V 
= x ( U  n V).  

Satz 5. Zu jeder Untergruppe U von G gibt e8 eine Untergruppe V von G 
mit V = U und Ord(V) -- d i m U +  1. 

Beweis. Wit konstruieren rekursiv folgende Untergruppen: 

Vo = [I] 

V1 = [l, al], falls a leU und a1~Vo 

V. = [Vn-l, an], falls aNeU und aN~V~_I 

und behaupten: Alle Punkte x mit x e V~ sind linear unabh~ngig. Den 
Beweis fiihren wir duroh vollst~ndige Induktion. Fiir i = 0 ist die Aus- 
sage trivial. Da die Gruppe G den Exponenten 2 hat, gilt V~ = V~_I 
u aN V~_I fiir die oben konstruierten Vn. Nehmen wit nun an, dab die 

Punkte x e Vn_I linear unabh~ngig sind, so trifft das auch fiir die Punkte 

y ~ aN V,_~ zu. Nach Satz 4 und der Konstruktion der V~ gilt Vn-a 

c~ a,~V,~_~ = ~. Also mfissen nach dem Dimensionssatz die Punkte 

x e Vn_l u an Vn-i linear unabhangig sein. 
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Da die Gruppe G den Exponenten 2 hat, ist die Ordnung jeder end- 
lichen Untergruppe eine Zweierpotenz. Daher ergibt sich sofort aus 
Satz 5 : 

Satz 6. Als Dimension jedes ausgezeichneten Raumes (insbesondere des 
gesamten Raumes) kommen nur Zahlen der Form 2 ~ - -  1 in Frage. 

w 3. Darstellung der involutorisehen Geometrien durch Cliffordalgebren 

Unter  einer Algebra 9X = {a, b . . . .  } verstehen wir hier eine Menge mit 
folgenden Eigenschaften : 

1. 9X ist ein endlichdimensionaler Vektorraum iZber einem K6rper K 
= {~,~,...}. 

2. In  92 ist eine assoziative Multiplikation erkldirt, die dem linksseitigen 
Distributivgesetz 

(8) a(lb + c) = ctl, + ctc 

genftgt und /r die [erner gilt 

(9) o,(at , )  = (~ ,a )b .  

Diese Definition st immt weitgehend mit der iiblichen (vgl. z.B. [7] 
S. 53) iiberein. Wir verzichten hier nur auf das rechtsseitige Distributiv- 
gesetz und ersetzen die Rcgel (~a)b = a(cd3) = c~(ab) dureh die sehw~- 
ehere Forderung (9). 

Nun soll jeder involutorisehen Geometrie D(G) eine Algebra 92 zu- 
geordnet werden. Nach (3) wissen wir bereits, dab der projektive Raum 
D(G) einen kommutat iven KoordinatenkSrper K besitzt. Also l~Bt sich 
D(G) durch einen Vek~orraum 92 fiber K darstellen. Hierbei ist jedem 
a e G der Teilraum K tl yon 9~ zugeordnet : 

(10) a<--->Ka. 

Ffir die nun folgende :Definition der Multiplikation benStigen wir noch 
die Zuordnung 

(1 1) e 8ei ein ]ester der 1 e G entsprechender Vektor. 

Die Projektivit/~t a* [vgl. (4)] 1/~l~t sich in 92 durch eine semilineare 
Abbildung darstellen. Jedem a e 92, a ~ 0, ordnen wir eineindeutig die 
semilineare Abbildung a* zu, die dureh folgende Vorsehriften gekenn- 
zeichnet ist : 

(12) _[st a <---> K a, so sei a* eine Darstellung yon a*. 

(13) a* : e --> a. 
7* 
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Die Forderung (13) ist erfiillbar, weil a* (1) = a und  1 +->Kr gilt. 

Da ;ta* : e -> ;ta gilt, ist 

(14) (;ta)* = ,~a*. 

Die Multiplikation in 9~ erld/~ren wir durch : 

(15) a .  b = a* .  b*(e) 

und  

(16) o .  a = o.  

Hieraus erkennt  man  sofort:  

(17) (ab)* = a * .  5*.  

Satz 7. 9/ ist eine Algebra, die auch bezt~glich der Multiplikation eine 
Gruppe bildet. 

Beweis. Assoziativgesetz: Auf  Grund yon (15) und  (17) gilt  

a ( b c )  = a * ( b c ) * ( e )  --  a * ( b * c * ) ( e )  = (a*b*)c*(e) = ( a b ) * c * ( r  --  ( a S ) c .  

Einselement:  ea = r162 = e*(a) = a.  Dies gilt, da e* die Identiti~t 
in D(G) induziert  und  weil naeh (13) e* (r = r ist. 

Inverses:  Da wegen a s = 1 die semilineare Abbildung a* a* die Ident i-  
t~ t  in D (G) induziert ,  gilt:  

(18) aa = a*a*(e) = yae mit  y a e K  .5)  

und: 

( 1 9 )  t1-1 = y~la,  

denn es ist 

(y~la)a = (y~la)*a*(e) = y-dla*a*(e) = y~ly,(e) = e [vgl. (14)]. 

Linksseitiges Distr ibutivgesetz : 

(2o) a(b + c) = ab + ac,  

denn es ist 

a(b + c) = a*(b + c)*(e) = a*(h + c) = a*(b) + a*(c) 

= a * b * ( e )  + a*c*(e) = ab + ac 

[vgl. hierzu (15) und  (13)]. 

])as Gesetz (9) folgt unmi t te lbar  aus (14) und  (15). 
I n  9~ sind also alle SehiefkSrperaxiome bis auf  das reehtsseitige Distri- 

butivgesetz erftillt, d .h .  ? I i s t  ein FastkSrper.  

~) Unter K* vers~ehen wir wie iiblich die Menge der von 0 verschiedenen Eie 
mente von K. 
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Da 92 ein Einselement enthalt, ist die Teilmenge {2e : 2 e K} ein zu K 
isomorpher KSrper; wit  identifizieren daher 2 e m i t  4. Aus dieser Identifi- 
zierung, Salbz 7 und (18) ergibt sieh der folgende Satz: 

Satz 8. Die einer involutorischen Geometrie zugeordnete Algebra 92 hat die 
Eigenscha]ten : 

a) 92 enth~lt ein Einselement r = 1. 

b) Far  alle a e 92 gilt aa = 7a ~ K* .  

c) Der Rang yon 92 tiber K iat grSller als 2. 

Jetz t  gehen wir yon einer Algebra aus, die die Eigenschaften a), b), e) 
hat. Diese enth~lt wegen b) den GrundkSrper K und hat folgende weitere 
Eigenschaften: 

(21) 92* bildet bezfeglich der Multiplikation eine Gruppe. 

Zu zeigen ist nur, dab es zu jedem a e 92* ein Inverses a -1 gibt. Aus der 
Forderung a a = 7a e K* ergibt sieh aber ~ l a  = a -1. 

(22) Der Kommutator [a, IJ] = ab a -1 b -~ liegt in K* liar a, 5 e 92*. 

Fiir die Reehnung, bei der mehrmals von b) Gebraueh gemaeht wird, ist 
es einfacher, a- lb-~ab e K* naehzuweisen. 

a-xb-~a5 = (ba)-~ab = 7~ :baab  = 7 ~ b T ,  b = 7 ~ 7 ~ ( 7 , b )  (~qb) eK* .  

Satz 9. Sind die Elemente l, a, b e 92 unabhangig abet K ,  so gilt dies aue~h 
/t~r die Elemente l,  a, b, b a. 

Beweis. Aus 5a = - - ~ a  § ~5 § 7 wiirde namlieh 

(23) b a §  = f i b q - 7  = c 4 0  

folgen. Dn der yon 1, b aufgesparmte Vektorraum s die Dimension 2 hat 
und a e ~, kann der yon a und b a aufgespannte Vektorraum ~ mit ~ nur 
den Vektorraum Kc  gemein haben. Multipliziert man (23) yon finks mit 
b, so ergibt sieh: 

e b a § 2 4 7  
oder 

§ [b, = [b, § [b, r ]rb  = be.  

(Hierbei denken wir uns zur Vereinfaehung der Reehnung die Definition 
des Kommutators  [a, 5] aueh auf  den Fall ausgedehnt, dal3 a = 0 oder 
5 = 0 ist und setzen dann [a, b] = 1.) 

Da naeh (22) alle Kommutatoren in K liegen, gilt: 

[5, + [5, eJeb e 
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a l s o b c � 9 1 6 3  = K c ,  d.h.  bc = 4 c m i ~ 4 � 9  = 4 � 9  Folglich 
w/iren 1, a, b linear abh~ngig. 

Satz 10. Eine Algebra 91 mit den Eigenseha/ten a), b), c) ist kommutativ. 

Beweis. Aus c) fo]gt : In  91 gibt es zu jedem a �9 9~ m i t a  ~ K ein b �9 91, 
so dab 1, a , b  fiber K unabh/~ngig sind. Nach Sa$z 9 sind darm 
auch die Elemente  1, a, b, b a unabh/~ngig. Wir bereehnen das P roduk t  
(1 -k a) (1 -~ b) auf  versehiedene Weisen. 

(1-4-a)  (1 ~ - b ) =  l + a + [ l + a , b ] ( b + b a )  

= 1 + a + [1 + a, bJb + [1 + a , ~ ] b a ,  

(~ + a) (1 + b) = [1 + a, 1 + b] (1 + b) (1 + a) 
= [1 + a, 1 + b ]  {1 + b  + [1 § b , a ]  a 

§ [1 + b, a] [a, b] ~a}. 

Koeffizientenvergleich ergibt : 

Ffir 1: 1 = [ l n  L a , l ~ - b ] ,  
,, a:  1 = [1 + a, 1 + b ] [1  + b , a ]  = It + b , a ] ,  
,, ~ : [ 1 + a , ~ ] = [ ~ §  

,, b a : [ 1 + a , b ]  = [ I +  a, l + b ] [ l + b ,  aJ[a,b].  

Also gilt [a, b] = 1, d.h.  aI~ = ba ftir zwei beliebige Elemente  a, b,  die 
mit  1 zusammen linear unabh/~ngig sind. Da  mit  1, a,  b auch 1, a,  ;tb 
(mit 4 e K*) linear unabh/ingig sind, gilt (4 a) b = 4 (a b) = 4 (b a) = (4 b) a ---- 
a(4b) = (a4)b, d.h.  a4 = 4a  ffir jedes 4 e K und  jedes a e 9 / m i t  a ~ K .  

Hieraus  folgt sofort, dab  K k o m m u t a t i v  ist: 

(~4)a  = ~ (4a )  = (4a)~  = 4 (a~)  = 4 (~a)  = (4~ )a ,  

d.h.  

# 4  = 4 #  ffir 4 , / ~ � 9  

SchlieBlieh seien a, b zwei Elemente  aus 91, die zusammen mit  1 abh/~ngig 
sind, aber  nich~ in K liegen, c �9 91 sei so gew/~hlt, dab 1, a, c unabh/~ngig 
sind. Dann  sind aueh 1, 5, c unabh/ingig. Nach Satz 9 sind 1, b, b c unab-  
h/~ngig und  daher auch 1, a, be .  Also gilt abe = a(bc) = (bc)a = b(ca)  
= 5 a c ,  d.h.  ab = ha .  Dami t  ist gezeigt, dab 91 k o m m u t a t i v  ist. 

Aus der  Kommutat ivi t /~t  yon  91 folgt das reehte Distr ibut ivgesetz ,  d.h.  
91 ist sogar ein KSrper.  

(24) Der GrundkSrper K yon 91 hat die Charakteristik 2, 

denn ist a E 91, a ~ K, so liegen (a + 1) 2 = a 2 + 2a  ~- 1 und  a" wegen b) 
in K, woraus  2 = 0 folgt, da a r K .  



Involutorische Geometrien 103 

Nachdem wir jeder involutorischen Geometrie eine Algebra zugeordnet 
haben, wollen wir umgekehrt zeigen, dab jeder Algebra ? /mi t  den Eigen- 
schaften a), b), c) eine involutorische Geometrie entsprieht. 

(25) 9~ * / K * ist eine Inzidenzgruppe vom Exponenten 2. 

Da 9~ ein Vektorraum ist, entspricht 9~ in bekannter Weise ein projek- 
tiver Raum H. Wir kSnnen daher die Elemente der Faktorgruppe 9.1*/K* 
mit den Punkten des projektiven Raumes / / identif izieren.  Damit  ist 
2*/K*  gleiehzeitig Gruppe und projektiver Raum. Sie ist sogar eine 
Inzidenzgruppe, denn die Vertraglichkeit ergibt sich wie folgt : 

Die Algebra ist ein kommutativer  KSrper, daher ist ~ ->  a~ = ~a 
eine lineare Abbildung des Vektorraumes 9~ in sich und induziert folglich 
in 91"/K* eine Projektivitat.  

In  der Inzidenzgruppe 2*/K*  gibt es naeh Satz 1 eine Teilmenge D, 
so dal~ D (2*/K*) ein Gruppenraum ist. Dieser ist wegen (25) eine involu- 
torische Geometrie. Hiermit ist gezeigt : 

Satz 11. Ist ~ eine Algebra mit den Eigenschaften a), b), e), so gibt es in 
9~*/K* eine Teilmenge D, so daft D (~*/K*) eine involutorische Geometric 
ist. 

Aus Satz 5, Satz 6 und Satz 11 ergibt sich: 

Satz 12. Der Rang einer Algebra mit den Eigenschaften a), b), c) ist eine 
Zahl der Form 2 n. Es gibt n Elemente al, �9 �9 an E ~ ,  so daft aUe 2 '~ Ele- 
mente der Form a~ 1 a~* . . . a~? mit ei = 1 oder = 0 eine Basis yon ~I bilden. 

Beweis. U sei eine Untergruppe yon 2* /K*  mit U = 9~*/K* und 
Ord(U) = dim D(2* /K*)  -~ 1 = 2". Naeh dem Basissatz ffir abelsche 
Gruppen gibt es in U eine Basis yon n Elementen alK* . . . . .  anK*. 
Da alle Punkte  der Gestalt (alK*) . . . . .  (a~K*) ~ den Raum D(9.I*/K*) 
aufspannen, sind die Koordinatenvektoren al . . . . .  a ,  yon al K* . . . . .  a ,  K* 
die gesuchten n Elemente aus 2 .  

Als Zusammenfassung unserer Ergebnisse erhalten wir: 

IIauptsatz. Jede involutorische Geometrie D(G) l~flt sieh dutch eine 
Cli~ordalgebra 8) ~ darstellen, so daft G ~ ~*/K* ist. Hierbei ist ~ ein 
kommutativer KSrper der Charakteristik 2 vom Grade 2 n (mit  n ~ 1) ~ber 
K .  Eine Cli~ordalgebra mit diesen Eigensehaften ist bereits dutch die 
Forderungen a), b), c) gekennzeichnet. Umgekehrt gibt es zu ]eder OIi~ord- 
algebra mit diesen Eigenscha/ten eine involutorische Geometrie. 

~) Zur Definition eines Cliffordalgebra fiir K6rper der Charakteristik 2 vgl. 
z.B. [1]. 
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