
Zum I-Iilbertschen Irreduzibilitiitssatz 
Von H ~ s - W I ~  KNOBLOCH in Wfirzburg 

Einleitung 

Den Hflbertschen Irreduzibilit~tssatz, ausgesprochen fiir ein ganz- 
zahliges Polynom f ( x l  . . . . .  xk, t) in den k Variabeln xt und  dem einen 
Parameter  $, hat  DS~o~ vor l~ngerer Zeit dahingehend versch~rftl), 
dab er ffir die Anzahl _~(iV) derjenigen ganzen Zahlen 3 mit  13] ~ N, 
die f ( x l ,  . . . ,  xk, t) in ein reduzibles Polynom f ( x l ,  . . . ,  x~, 3) fiberffihren, 
eine Absch~tzung 

/~(N) _<_ CN ~-~ 

mit  kons tan tem ~ > 0, C erbringen konnte.  
I m  vierten Kapitel  der ersten der zitierten Arbeiten ftihrt dann DSRO~ 

eine Dichtedefinition ftir Mengen ganzzahliger s-Tupel auch ffir s ~ 1 
ein, welche so beschaffen ist, dab sich sein Resultat  in einem gewissen 
Sinne auch auf  hShere Parameterzahlen fibertragen l~Bt und  dabei immer  
die ursprtingliche Hflbertsehe Aussage fiber die unendlich vielen iYI6glich- 
keiten einer Spezialisierung, die die Irreduzibilit~t des Polynoms nieht 
zerstSren, enth~lt. 

Wir wollen im folgenden einen anderen naheliegenden Dichtebegriff 
ffir Mengen ganzzahliger s-Tupel einffihren (w 2), welcher sich im l~alle 
s = 1 mit  dem DSrgeschen deckt, und zeigen, dal3 auch in diesem Sinne 
die )Senge der ganzzahligen Spezialisierungen (~1 . . . .  , ~s) ,,dfinn" ist, 
welche ein irreduzibles ganzzahliges Polynom f ( x l  . . . . .  x~, tl . . . . .  ts) in ein 
reduzibles f ( x l ,  . . . ,  xk, 31, . . . ,  3s) fiberffihren. Wir beweisen n~mlich den 
folgenden 

Satz: Es sei f (xl . . . .  , xk, tl . . . .  , ts) ein ganzzahliges irreduzibles Polynom in 
den Yariabeln xl  . . . .  , xk, tl,  . . . ,  t~ und es bezeichne R (N) die Anzahl aller 
s-Tupel  T - ~  (~1, . . . ,  3~) ganzer Zahlen mit  13il ~_ N ( i -~  1 . . . . .  s), derart, 
daft f (x l ,  . . . ,  x1~, T1 , . . . ,  ~ )  reduzibel wird, so gilt 

~(N) ~_ CN ~-~ 

mit  geeigneten Konstanten o~ > O, C. 

Beachtet  man, dab die Anzahl A ( N )  aller T mit  [3il ~ N gleieh 
R (2v) 

(2N -k 1) s ist, so erh~tlt man  also ffir den Bruehteil  A (/V) den man  

offenbar als ein MaB ffir die H/~ufigkeit derjenigen Spezialisierungen an- 

1) K. DbRGE, Zum Hilbertschen Irreduzibilit/itssatz, Math. Annalen 95 (1926), 
84--97. - -  t)ber die Seltenheit der reduziblen Polynome und der l~ormalgleichungen, 
Math. Annalen 95 (1926) 247--256. Im  folgenden zitiert mit  ]:) I, D II .  
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sehen kann, die Reduzibilit~t zur Folge haben - -  die Absch~tzung 

R(N)  _ O(N_~) ' 
A ( ~  

d. h. er geht gegen 0 mit N --> c~, und zwar mindestens so stark wie eine 
gewisse negative Potenz yon N. 

Spezialf~lle unseres Satzes sind bereits in der Literatur mit anderen 
Methoden und tells besseren, teils sch]echteren Resultaten behandelt 
worden. Erw~hnt seien vor allem die Untersuchungen yon v. v. WAERDEN 2) 
fiber die Seltenheit der Gleichungen mit Affekt und yon SP~CHT s) fiber 
die Se]tenheit der reduziblen Polynome. Auf die ersteren wollen wir 
noch kurz eingehen, da unser Satz es erlaubt, die vorliegenden Ergeb- 
nisse zu versch~rfen. 

In  der Gesamtheit aller ganzzahligen Polynome der Form an X n ~  

" t - a n - - l x n - l ~  "'" Jr ao festen Grades n mit l ail ~ N besitzen genau 
diejenigen einen Affekt, fiir die die Galoissche Resolvente G (z, ul . . . .  , un, 
a0, al, . . . ,  an) - -  welche ja in den at als Unbestimmten irreduzibel ist - -  
reduzibel wird. Der Bruchteil derjenigen unter den betrachteten Poly- 
nomen mit Affekt ist also gleich dem yon uns betrachteten Quotienten 

R(N)  gebildet f'tir die Galoissche Resolvente G und daher yon der 
A (2V)' 
GrSBenordnung O(N-~). v. I). WAEgDg~ hatte ihn mit zahlentheoreti- 

k 
sehen Methoden lediglich in der Form O(N-ln--T~-~) abschiitzen kiinnen. 

Ffir den Beweis unseres Satzes kommt es bei uns wie bei DSRGE 
darauf an, eine Ungleichung 

fiir gewisse Spezialisierungen z (') eines einzigen Parameters zu gewinnen. 
Im fibrigen werden neue Wege eingeschlagen, die die Benutzung der 
Reihenentwieklungen naeh negativen gebroehenen Potenzen des Para- 
meters entbehrllch machen, ein Hiffsmitte], welches ja fiir s ~ 1 nieht 
mehr zur Veffiigung steht. 

Zur Bezeichnungsweise sei noch bemerkt, dab bei Absch~tzungen - -  
soweit keine Verwechslungen zu beffirehten mind ~ konstante GrSBen 
stets dureh denselben Buchstaben C gekennzeichnet werden. 

w 1. Di inne  M e n g e n  

Gegenstand unserer Betrachtungen sind Mengen ~ s-reihiger Tupel 
T ---- (Ti, . . . ,  ~,) ganzer Zahlen ~ .  Es werde ~ (T)  ---- Max [~[ gesetzt und 

2) B.L.v.D. WAERDE~, Die Seltenheit der Gleichungen mit Affekt, Math. 
Annalen 109 (1934) 13--16. --  Die Seltenheit der reduziblen Gleichungen und der 
Gleichungen mit Affekt, Monatsh. Math. Phys. 43 (1936), 133--147. 

8) W. SPECHT, Zur Zahlentheorie der Polynome, S.-B. math.-naturw. Abt. 
Bayer. Akad. Wiss., Miinchen 1951, 139--146. 
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mi t  /~(N), genauer  R~(~V) die Anzahl  aller T ~ j ~  mi t  ~ ( T )  ~ ~ ver- 
s tanden.  Wir  wollen nun  eine Menge ~ , ,dt inn" nennen,  wenn eine Ab- 
sch~tzung 

/~(~)  ~--0(/V ~-~) mit  c~ fest und  > 0 

bes~ehta). I m  folgenden werden gewisse Eigenschaften dtinner l~Iengen 
benutz t  die wir daher  je tz t  zusammenstel len.  

(1.1) Die Vereinigung endlich vieler danner Mengen ist di~nn. 

Unte r  der Projekt ion  ~ ( ~  yon  ~J~ verstehen wir diejenige Untermenge 
aller ganzzahligen r-Tupel (r ~ s), die aus den r ersten Komponen ten  
der Elemente  yon  ~J~ besteht .  D a n n  gilt:  

(1.2) Ist  ~ ( ~  d~nn, so auch ~)~. 

Denn ist R (N) die Anzahl funkt ion  von ~J~, R ~ (N) diejenige yon  ~ ( ~ ,  
so folg~ aus R(~)(N) = O ( N  ~-~) und  R ( N )  = O ( R ~ ( N )  �9 N ~-~) auch fiir 
/~ (/V) eine Abschiitzung der gewfinschten Art.  

(1.3) Ist  r (tl , . . . ,  ts) ein nicht-verschwindendes rationalzahliges Polynom 
in t 1 , . . . ,  ts, so ist die Menge aller (7:1 . . . .  , %) mit  r (31, . . . ,  ~)  = 0 dann. 

Sei namlich 

r . . . ,  ts) ---- A0(tl, . . . .  ts-1)t'~ ~- *.. -F Am(t~ . . . . .  ts_l) 

wo die A~ Polynome in t~ . . . .  , t~_~ sind und  nicht  s~mtlich verschwinden. 
Nehmen  wir nun  an, dab unsere Behaup tung  bereits fiir Variablenzahlen 

s - -  1 bewiesen sei, so bfldet also die Gesamthei t  aller (s - -  1)-Tupel, 
die s~mtliche Koeffizienten zum Verschwinden bringen, eine dfinne (s - -  1)- 
dimensionale YIenge ~*~-1~ und  d a h e r -  wegen ( 1 . 2 ) -  die Gesamthei t  
der s-Tupel T m i t  T (s-l) e ~*,-1~ ebenfalls eine diinne Menge ~rj~*. Es 
sei ~J~ die Gesamthei t  der T m i t  r  = 0, T ~ * .  D a n n  gibt  es zu 
jedem ~1 . . . .  , ~-1 e ~ - 1 )  hSchstens m ganze Zahlen v~ derart ,  dab 
(~1, . . . ,~ ,_1,~,)  e~j~. Also gilt R ~ ( N )  ~ m ( 2 N - ~  1) s-l, d .h .  ~J~ ist eben- 
falls diinn und  dies ergibt - -  wegen (1.1) - -  die Behauptung.  

(1.4) Es sei r  . . . .  , ts) ein nicht-lconstantes Polynom in t~, . . . ,  ts mit  
rationalen Koeffizienten, ferner 2 eine beliebige reelle Zahl. Die Menge aller 
(31, . . . ,  ~ )  mit  

ist dann df~nn. 

') Zum Begriff der dfinnen Menge vgl. auch E. INABA: ~ber den Hilbertschen 
Irreduzibilit~tssatz, Jap. Journal of Math. XIX, 1 (1944), 1--25. -- Vom dortigen 
Standpunkt aus h~tte man von einem sch~rferen, aber umst~dlicher zu formu- 
lierenden Dtinnbegriff ausgehen sollen, auf den wir imw 4 stol3en werden. 
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(T1 . . . . .  v~) ist hi, milch fiir ganze zi immer v o n d e r  Form A ,  wo N der 

Hauptnenner  der Koeffizienten yon r und A eine ganze Zahl ist. Durch 
die Bedingung [~'(T)I ~ 2 wird daher der Wertevorrat  yon r fiir ganze 
T auf  eine endliehe Anzahl beschri~nkt und daraus folgt in Verbindung 
mit (1.1), (1.3) die Behauptung. 

w 2. Vorbereitende Betraehtungen 
Wir wollen zun~chst den Kreis der zu untersuehenden Polynome auf  

solehe besehri~nken, welche beztiglieh einer Variabeln normiert 5) sind. 
Dies wird gerechtfertigt auf  Grund der folgenden beiden Feststellungen. 

a) Die Menge T a l l e r  Spezialisierungen, ffir welche ein irreduzibles 
f (xl . . . .  , xk, tl , . . . ,  t~) in zwei Faktoren zerfKllt, welehe keine Vari- 
able gemeinsam haben, ist diinn. 

b) Zu jeder Variabeln x~ gibt es ein beztiglich x~ normiertes irreduzibles 
ganzzahliges Polynom f")  mit der Eigenschaft, dab f")  ftir spezie]le 
T dann und nur dann reduzibel wird, wenn f in zwei Faktoren 
zerlegbar ist, die die Variable x~ gemeinsam haben. AuszusehlieBen 
ist hierbei eine dfinne Menge yon Tupeln T. 

Was (a) anbetrifft, so verweisen wir auf  D I, w 3. Es ist ein Zerfallen 
in Faktoren ohne gemeinsame Variable dann und nur dann mSglich, 
wenn ein nieht-verschwindendes Polynom in tl, . . . ,  t~ dureh T annulliert 
wird. 

Zu (b) bemerken wir, da$ eine Zerlegung yon f in der verlangten Weise 
gleichbedeutend ist mit der Reduzibiht~t von f als Polynom in x~ fiber 
dem yon den restliehen Variabeln erzeugten FunktionenkSrper. 

Sei (o. E. i---- 1) 

f = x'~a, + x~-la~_i -~ . . .  + ao, 

ats P[x2,. . . ,xk,ta,. . . ,ts],  a , ~ = 0 .  

Setzen wit x* = a~xl, so wird a~-l f  ein Polynom f* in x*, x z , . . . ,  xk, 
t~ , . . . ,  L, welches bezfiglich x* normiert ist. F fir spezieUe T zerfifllt f 
dann und nur dann, wenn f*  zerfi~llt, sofern a,  nicht versehwindet. 

Wir setzen yon nun an stets voraus, da~ f beztiglich x~ normiert ist. 
Es sei/~ eine natiirliche Zahl mit 1 ~__ # ~ n. Wir gehen aus von einem 
formalen Ansatz : 

(2.1) f ( x , t )  = (x~ + BlX[  -1 -~-... -~- B~)(x'~-" + Dlx"-~-~ ~ - . . .  + D,_~). 

Hierin seien die B,,  D~ Polynome in x 2, . . . ,  xk mit unbestimmten Koeffi- 
v k zienten A : B, D = ~ ,  . . . ,  ~ A,, .... kx~*"" xk �9 Die v~ sind durch die in f 

1~2 Yk 

~) Ein Polynom soll beziiglich einer Variabeln x~ normiert hei~en, wenn es als 
Polynom in x~ fiber dem yon den restlichen Variabeln erzeugten Funktionen- 
kSrper normiert ist (im fiblichen Sinne). 
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vorkommenden Grade der x~ beschr~nkt. Durch Ausmultiplizieren findet 
man  ffir die A ein System algebraischer Gleiehungen mit  Koeffizienten 
aus P [tl, . . . ,  ts] ( P = rationaler Zahlk6rper, I = Ring der ganzen Zahlen). 
Wir haben zu zeigen, dab die Menge aller T, ffir die dieses System LS- 
sungen in P (und damit  in I) besitzt, dtinn ist. 

Zun~chst aber soll das Gleiehungssystem fiber K = P(tl . . . . .  t,) als 
GrundkSrper  betrachtet  werden. Naeh Voraussetzung besitzt es keine 
L6sungen in K. Wir denken uns die A in irgendeiner Reihenfolge nume- 
riert und  eliminieren sie in bekannter  Weise. Je  nachdem ob die letzten 
Resul tanten 

(2. 2) ~ ( t l ,  . . . .  t,) 

verschwinden oder nieht, ist das System tiberhaupt 15sbar oder unlSsbar. 
I m  ersteren Falle liegen wegen der Endlichkeit  der L6sungsmannig- 
faltigkeit s~mtliche A, in einem endlichen Erweiterungsk6rper von K, 
d . h .  geniigen gewissen Gleichungen 

% (y, h ,  . . . ,  t,) = 0 

in bezug auf  K, yon denen ~rir o. E. annehmen dtirfen, dab sic doppel- 
wurzeffrei und  ihre Koeffizienten Polynome in den t sind. Dutch eine 
geeignete Ab~nderung 

A -> A 2a, 

wo h a E P [tl, . . . ,  t,] und 4= 0, geht  man  zu neuen Gr6Ben fiber, die wit  
der Einfachheit  halber wieder mit  A bezeichnen wollen, und  die die 
Eigenschaft haben, dab die zugeordneten Polynome ~a (Y, t l ,  " " ,  ts) be- 
ztiglich y normiert  sind. Es sei A ( t l ,  . . . ,  ts) ein geeignetes gemeinsames 
Vieffaches der ~a. An Stelle des Ansatzes (2.1) t r i t t  nun  ein Ansatz 
der Fo rm 

(2.3) A(tl, . . . .  t~)f(z,x,t) ~- ( z ~ B o + z ~ - l B l + . " + B t , )  

(z'-~'Do + " "  + Dn-l,) 

wo die B, D jetzt Polynome in x, t u n d  den A, sind. (2. 3) Mste t  die glei- 
chert Dienste wie (2. 1), denn ftir spezieUe Y wird (2.3) dann und nur  
dann  15sbar, wenn (2. 1) 16sbar wird - -  ausgenommen die Nullstellen 
yon A, welche aber eine dtinne Menge ~ o  bilden. 

Das Gleiehungssystem fiber K, welches aus (2. 3) entspringt,  geht tiber 
in ein solches fiber P, falls man  die Variabeln ganzzahlig spezialisiert. 
Auch letzteres kann man  dem allgemeinen Eliminationsverfahren unter- 
werfen und sukzessive Resul tanten bilden. Wir behaupten:  Abgesehen 
yon einer dfinnen Menge ~ erh~lt man  die speziellen Resul tantensysteme 
durch Spezialisierung der ffir unbes t immte  t gebildeten Resultanten.  
U m  dies einzusehen, braucht  man  bloB den Eliminationsprozel] etwas 
eingehender zu verfolgen. Bekanntl ich geht man  zun~ehst von den 
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zu eliminierenden GrSl]en A ,  vermSge einer linearen Transformation 

= a(A ) 

zu neuen GrSBen A;  fiber, h ist hierbei eine regul~re Dreiecksmatrix, 
deren Elemente u~, C K o.E. als Polynome angenommen werden kSnnen, 
und die so beschaffen sind, dal3 gewisse nicht-identisch verschwindende 
Polynome E (ui,) mit Koeffizienten aus K bei der Einsetzung ui,  -> u,~ 
nicht verschwinden. Der EliminationsprozeJ3 ffir die A' besteht dann aus 
einer Folge formaler, d .h .  yore GrundkSrper unabh~ngiger Reehen- 
sehritte, die lediglich die Rechenoperationen Addition, Subtraktion und 
Multiplikation benutzen. Daraus folgt unmittelbar unsere Behauptung, 
wenn wir unter ~J~l die Menge aJler T verstehen, ffir die uii(T) ---- 0, 
-(u,k(T))----- 0. 

Wir vermerken an dieser Stelle, dal~ im FaUe des Niehtverschwindens 
der letzten Resultanten (2. 2) unser Satz bereits bewiesen ist. Denn ffir 
T (~ ~J~o, ~J~i ist der spezialisierte Ansatz (2.1) 15sbar dann und nut  dana, 
wean 

~ j ( T )  = 0. 

T gehSrt dann abet zu einer dfinnen Menge. 
Wit wollen daher yon nun an stets voraussetzen, da]~ der Ansatz (2.1) 

in einem algebraisehen ErweiterungskSrper yon K 15sbar wird. Es sei K 
eine fiber K endliehe normale Erweiterung, welche s~mtliche LiSsungen 
enth~lt. Sei ferner fi ein primitives Element yon P,/K und 

( 2 . 4 )  r (w ,  t l ,  . . . ,  ts) = w m § wm-l l(t) + . . .  + 

eine fiber K normierte irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus 
P [tl, . . . ,  ts], welche ~ zur Wurzel hat.  Man hat  dann ftir die siimtlichen 

etwa H - -  LSsungen des Gleichungssystemes Darstellungen der Form 

~ - - 1  

(2 .5)  A ~ ~  ~ ~(')~," 2i, v E K, i =- 1, H 
0 

Wir wollen nun zeigen: 

ttilfssatz 1: Far alle T, weIche nicht in ~ und einer weiteren dt~nnen 
Menge ~2 enthalten sind, lassen sich alle Z6sungen des spezialisierten 
Gleichungssystems (2.3) darstellen in der Form 

m - - 1  
A(. i) , ~ .  (') . = 2~,, (T)r~o 

0 

wo 7o eine feste, abet beliebige Wurzel der spezialisierten Gleichung (2.4) 
F(w, T) = 0 ist. 

Beweis: Wir denken uns die Av in der umgekehrten Reihenfolge der 
Elimination numeriert,  so da~ also A1 als letztes eliminiert wird, und 

13 7020 Hbg.  Math. Abh., Btl. X I X  
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nehmen an, dab unsere Behauptung schon fiir alle AQ mit  ~ ~ /~  - -  1 
bewiesen sei. D. h. ist 

(~. 6) A~')= Z,~7~7 ~, ~ < ~ -  1 

die LSsungsm&nnigfaltigkeit desjenigen algebraischen Gleiehungssystems 
ffir die A q mit ~ ~ ~u ~ 1, welches aus dem ursprfinglichen dutch ge- 
eignet oft wiederholte Resultantenbildung entsteht, so erh~lt man die 
LSsungen A~ 0 des entsprechenden spezialisierten Gleiehungssystems 
dureh Spezialisierung der Variabeln t in den 2 und yon 7 (zu 70)- 

A~ bestimmt sieh nun als gemeinsame Nullstelle eines Systemes yon 
Polynomen 

(2.7) @j(z, A~ . . . .  , A~_a) = 0 

mit  Koeffizienten aus K[Ax . . . .  , A,_~]. Ffir ein bestimmtes LSsungs- 
system der Form (2. 6) geht (2. 7) fiber in ein System yon Polynomen 
in z mit  Koeffizienten aus K: 

(2. 8) %(z, A(~ ~), A(% ~ o ( z )  = V ~,-,(,) ~(') C ~.  � 9  �9 ~ ~ - x )  ~ z _ ~ ~  r  ~'~,,~ 

Gem~l~ Konstruktion der A~/) besitzen diese Polynome einen grSBten 
gemeins~men Tefler ~ ~ 1 (o. E. normiert), welcher in K voUst~ndig 
zeff~llt. Es bestehen also die Beziehungen (wit unterdrficken den Index i) : 

% (z) = **  (z) ~ (z), 

(2. 9) r~(z) = H (z - ~o), 

Hierbei sind B~ geeignete Elemente aus K und ~ (z) geeignete Polynome 
aus g[z]. Wit  fiber~etzen die Beziehungen (2. 9) in solche zwischen 
Elementen des Grundkiirpers K. Zu diesem Zwecke denken wir uns 
die in (2. 9) vorkommenden Elemente aus K als Polynome in 7 mit  
Koeffizienten aus K geschrieben, dann 7 durch eine Unbest immte w 
ersetzt (wir schreiben danach @ (z, w) oder genauer @ (z, w; tl, . . . ,  t,} 
start  @(z) usw.), wodurch sich die Gleiehheiten in Kongruenzen rood 
r (w; t a . . . .  , t,) verwandeln: 

% (z, w) = ~* (z, w) �9 (z, w) + r (w) tr (z, w), 

(2. 10) ~ (z, w) = H (z - ~(w)) + r (w) R~(z, w), 
r 

�9 '-' 

~,j% (z, w) % (z, w) = 1 + r (w) 1r (z, w). 

Hierbei sind @, @*, ~, ~, R, [" Polynome in z und w mit Koeffizienten 
aus K. Die ganzzah]igen Nul]stellen si~mtlicher Koeffizientennenner 
denken wir uns in ~ aufgenommen, wobei ja ~2  nach wie vor eine dfinne 
Menge bleibt. Ist  dann T ~ j ~  und tr~gt man in @a(z, w; tl . . . . .  t,) ffir die 
t den Wert  T und ffir w den Wert  70 ein, so haben die spezialisierten 
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Polynome r 70; T) zufolge (2. 10) die Eigensehaft, dab ihr grSBter 
gemeinsamer Teller ~ (z, ~70; T) wird und in K in der Form 

zerf~llt. 
Wit  nehmen nun aueh noeh T ~ ~ 1  an. Um yon den bereits gewonnenen 

A(1 O, .. . .  A(i) 1 zu einem A~ ) aufzusteigen, hat  man auf  Grund der zuvor 
festgestellten Beziehung zwischen den Resultanten ffir Unbest immte 
und for Spezialisierungen in den Polynomen (2.7) r (z; A1, . . . ,  A~_I) die 
Aj durch A~./) und die t dutch T zu ersetzen und dann A(~ ) als gemeinsame 
Wurzel der so enr Po]ynome yon z allein zu bestimmen. 
Gem~l~ Induktionsvoraussetzung ist der ProzeB des Ersetzens aber 
gleiehbedeutend damit, dab man zuni~ehst die Az durch die algebraisehen 

A(i) Funktionen ~ ersetzt und ansehlie~end t zu T und ~ zu 70 spezialisiert. 
Dabei aber ergeben sich gerade die Polynome Cj (z, 70; T) und daher ist 
jedes A~) notwendig yon der Form flQ (T0), womit der Hiffssatz aueh ffir 
# bewiesen ist. 

Aus dem ttiffssatz ziehen wit nun sofort eine Folgerung. Wir behaupten 
n~m]ieh: Ffir jedes T ~ ~ 1  ~ ~J~ genfigt eine LSsung A(~ 0 des speziali- 
sierten Gleichungssystemes den spezialisierten Gleiehungen ~ , ( y ;  T) 
----0: 

(2. 11) *a(A(~); T) ---- 0. 

I)enn naeh Voraussetzung gilt ftir jedes A(~ ) 

Ca(A(~; t~, . . . ,  t~) ----- 0, 

oder, indem man wieder ~ dureh eine Unbest immte w ersetzt, 

q~a(A")(w), tl, . . . .  t,) = I'(w; t~ . . . .  , t , ) R ( w ;  tl ,  . . . ,  ts). 

Spezinlisiert man hierin t zu T und w zu 70, so geht die letzte Beziehung 
in (2. 11) fiber. 

Es sollen nun noeh zwei weitere diinne Mengen ?Xa, TYQ yon unseren 
Betraehtungen ausgesehlossen werden. Die Polynome qJa (Y; t), aufgefal3t 
als Polynome aus K[y], haben naeh Voraussetzung Diskriminanten 
A a (ta, . . . ,  t,) =h 0 aus P[tl, . . . ,  tJ.  ~ a  soll nun aus allen T bestehen, 
deren Projektion T ('-~) mindestens ein A a identiseh in t, annuUiert. 

Um ~ 4  definieren zu kSnnen, miissen wir zun/ichst eine Bemerkung 
nachholen, die eigentlieh an den Beginn unserer Ausffihrungen gehSrte. 
Wir wollen n~,mlieh annehmen, dal~ unser Satz bereits bewiesen ist fiir 
Polynome, in denen hSehstens a -  1 Unbest immte spezialisiert werden 
(fiir s = 0 ist er trivialerweise riehtig). Daraus folgt dann, dab die Ge- 
samtheit  ~9~* aUer 8 - -  1 Tupel T1, . . . .  ~s-1, die bei der Einsetzung t~ -->~ 
(i = 1 . . . . .  s - -  1) in f Reduzibilit/~t in den restlichen Variabeln xl, . . . ,  xk, 

13" 
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t, zur Folge haben, eine ( s -  1)-dimensionale diinne Menge bildet. Also 
ist ~J~4 als die Menge aller T m i t  T ('-1~ E ~ *  ebenfalls diinn. 

Mit ~ wollen wir nun die Gesamtheit aUer T = (T~, . . . ,  v~) bezeichnen, 
die f reduzibel machen und keiner der eben definierten Mengen ~ 
(i = 0, . . . ,  4) angehiiren, und mit ~(*-~ die (s - -  1)-dimensionale Projektion 
yon ~ .  Unser Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen kSnnen, dab f~ dfinn ist. 

Wir stellen noch einmal die Eigensehaften yon 3t zusammen: 
Es ist T E !~ dann und nur  dann, wenn 

(a) der Ansatz (2. 3) mit  ganzen Zahlen a~ 15sbar wird, 
(b) r (A, T ) =  0 ist, 

(2. 12) (c) A~ (t~, W (~-~J) 4= 0 fiir alle A, 

(d) f ( x l  . . . .  , xk, T (~-~, t~) irreduzibel ist. 

Es sei jetzt T (~-1~ = (T~ . . . .  , v~_l) ein festes (s - -  1)-Tupel aus ~(~-1~. 
Die Diskriminanten A~ (t~, T (~-~j) haben dann gewisse Nullstellen, deren 
Anzahl unterhalb einer yon T (~-~ unabh~ngigen Sehranke liegt. Wir 
denken uns die Realtefle dieser Nullstellen, sofern sie positiv sind, der 
GrSlle nach geordnet: X1, X2, . . . ,  X~, setzen noch X0 = 0, X~+I = c~ 
und betrachten die Intervalle [X~, X~+I]. Ihre Anzahl ist, wie schon be- 
merkt,  < fl wo fl yon T (~-1~ unabh/~ngig ist. 

Eine ganze Zahl T, die die Eigenschaft hat, dall das s-Tupel (vx . . . . .  T~_,, ~) 
enthalten ist in ~ ,  wollen wir im folgenden kurz einen Erg~nzungswert 
ZU T (s-l)  ~-~ ('~1 . . . .  , ~,_~) n e n n e n .  

Hflfssatz 2. Die Anzahl der Erganzungswerte ~ mit 

X~ g ~ ~ X~ -4- U < X~+, 
ist 

wo die e~ ~ 0 sowie C~, O~ nicht yon U, T (s-i), X, abhtingen und 

~ ~ < 1 
ist. i 

Der Beweis des Hilfssa~zes wird in den ni~chsten beiden Paragraphen 
erbracht werden. Aus dem Hiffssatz folgt nun sehr schnell, da$ !~ diinn 
ist. Denn ist zuniichst N > 1 eine natiirliche Zahl und X~ < N < X~+x, 
so finder man flit die Anzahl der Ergi~nzungswerte zwischen 0 und N 
die Abschi~tzung 

i < i  

Verlangt man nun noch ]v,I --<~ N ftir i = 1 . . . . .  s -  1, so vereinfacht sich 
obige Schranke zu 

+ 
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Ffir die Anzahl /~(+~ (N) derjenigen T ~ ~ mit I v~[~ N, (i ~- 1 . . . . .  s), 
v, ~_ 0 folgt daraus 

Eine entspreehende Absch~tzung findet man ffir /~(-)(N) und damit  
aueh ffir R(N) =/~+~ (N) + R (-) (N), womit die Behauptung bewiesen 

$ 

ist (mit ~ = 1 - -  ~e~)- 
1 

w 3. Einige Abschiltzungen 

Es sei T1, ... , ~s ein beliebiges System komplexer gahlen. Ffir die Wurzeln 
der Gleichungen 

*a  (Y, ~1, . . . ,  T2) 

besteht dann eine Absch~tzung der Fo rm 

(3. 1) ~ Cl([~xl ~1 "'" I~,] ~, -[- C2 

mit  konstanten, d .h.  yon vl . . . .  , ~, unabhi~ngigen natfirliehen Zahlen y~ 
(die sich im fibrigen leicht aus den t-Graden der Polynome ~Pa (Y, tl . . . .  , t,) 
bestimmen lassen) und konstanten C~. Dies folgt sofort aus der Tatsache, 
daft die ~P Polynome in y, tl . . . .  , t, und bezfiglich y normiert sind. 

Nun denke man sich nur  die tl . . . . .  t~_~ spezialisiert, und zwar zu einem 
ganzzahligen ( s -  1)-Tupel T (~-1~ E ~ - ~ .  Jedes ~P geht dann fiber in 
ein Polynom von y und t, und zerf~llt in ein Produkt  yon Linearfaktoren 
y - - ~  (t,), wo die ~ (t~) im Streifen X~ < Re (t~) < X~+I regul~re Funktionen 

yon t, sind. Es sei nun ~* eine reelle Zahl und X~ + 1 ~ *  ~ X~ + X~+l 
- -  - -  2 ~(~)(v*) 

Wit wollen den Ausdruek m! seinem Betrage naeh absch~tzen. 

(~(~) bedeutet  die m-te Ableitung yon ~). Aus der Cauehysehen Integral- 
formel 

~(m)(~*) = m! f r d~ (~ --  ~*)~+~ 

fo]gt 
Cm~{~,) <_ 1 Max l~C~)l, 

wenn als Integrationsweg ~ der Kreis 1~--~*1----[~*--X~I gew~h]t 
wird. Gem~13 (3.1) ist nun 

Max IV(~)[ ~_C1]v l l  ~1 "'" Iv.-~[ y'-~ Max [~]Y' + C~ 

" ~  6 1 I T 1 ]  ;~1 " ' "  ITs_l] 7s-l i2T* - -  X i )  7s + V2 

~C,I~1[ rlo.. I~._,] r,-, ~ * - - - - ~ " - [ -  Cu. 

Ferner ist 
X i .~Ys 
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X~ ist NullsteUe eines Polynoms, welches aus einer der Diskriminanten 

Aa t~a~(tl, t~_l) + t ~-1'' t, ts_l) + a0(...). = " ' ' ~  s ~ - - 1  ~1  ~ " ' ' ~  " ' "  

mit a~ ~= 0, ar E I [t~, . . . ,  t~_x] dutch Spezialisierung t~ -+ z~ (i = 1, . . . .  s - -  1) 
hervorgeht. 

Wit kSnnen nun o.E. annehmen, dab aus ~lt c~-1~ die Gesamtheit aller 
Tx, . . . .  ~,_~ ausgesehlossen ist, ftir welche 

l a~(T1, . . . ,  z,-~)l < 1 

wird, denn diese bilden naeh (1.4) eine dfinne Menge. Dann lgBt sieh 
aueh Ffir X~ eine Abschiitzung erbringen 

(3. 2) IX, I < Civil ~; "" I~,_11 a;-x . 

Zusammengenommen hat  man 

_ c ,  l~ l  ~ . . .  1~._~1~,-~1 ~* - -  X,l'* + c~ 
< c I~1 ~ , . . .  I~,_~1 ~,-~ I~* - -  x , I  ~', 

wobei die 2~ natiirliche Zahlen sirfd und (urn die letzte Vereinfachung zu 
reeht fer t igen)  I~,1 > x. Letzteres bedeutet  keine Einsehrgnkung, da 
die Menge Mler T ~'-1~ mit  einer verschwindenden Komponente diinn ist. 
Zusammengenommen hat  man also 

(3. 3) ~~ ~ c I ~ l  ~ . .-  I~,_~1~,-~1 ~* - - x , [  ~*-'. 

Liegt dagegen ~* in [X,+X,+~, Xi+l], SO gilt eine Abschatzung 

~0(m)('t'$) ~ O l ~ l l  F I " ' "  "~$--1 Fs-IXFSt+I ( X i + l  - - q ~ * )  - m  
m !  

und zusammen mit (3. 2) also 

�9 (')(~*) ] < c1~11 ~ . . .  i~,_1i~, 1 ( x , + 1 - - ~ , ) - ~ .  (3. 4) , - -  

w 4. Beweis des Hilfssatzes 2 

Wit w~hlen eine natiirliche Zahl m > 2 derart, dab 

(4. 1) 2 m ( m - - 1 ) { ~ ' 2 ' - - ( m - - 1 ) }  < 0 
1 

wird. Die 2~ sind dabei die in der l~ormel (3.3) auftretenden Exponenten. 
Aus den beiden Seiten des Ansatzes (2. 3) werden bei der Spezialisierung 

ti --~z~ (i = 1 . . . . .  s - -  1) Polynome in xl . . . . .  xz, t, und den A~. Es sei 
das Maximum der auftretenden t,-Graxle. Da T r ein Element yon 

~c,-a) ist, l~l~t sich (naeh der Einsetzung yon T(,-I~) unser Ansatz auf  
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keine Weise dureh Elemente aus P [t~] 15sen (vgl. (2. 12)). Wir w~hlen 
welter eine natiirUehe gahl  M derart, daft 

M~_m 
(4. 2) M > 2 ( m - - 2 ) ~ - 2 u  

wird. 
Wir numerieren nun die Wurzeln ~ (t,) in der Form ~ ) ,  r ~ 1, . . . ,  ha,  

wodurch ausgedriiekt werden soll, dab es sich um eine der h a Wurzeln der 
Gleichung Ca (Y, T(~-I~, t~) ---- 0 handelt, und bilden alle mSglichen Systeme 

(4. 3) ~ r~(~0) ~(~1) (i~v)~ ~TAo, Tax, "",qgA N), 
stellen also jeweils eine der Wurzeln des ersten Polynomes mit  einer 
des zweiten usw. zusammen. Die Anzahl dieser Systeme sei I .  

Is t  nun T ein beliebiger Erg~nzungswert aus dem Intervall  (X~, X~+I>, 
und denkt man sieh x in die Funktionen ~ eingetragen, so wird m{udestens 
eines der ~ in ein N-Tupel ganzer Zahlen iibergehen, die den Ansatz 
(2. 3) ftir t~ -= v erfiillen. Greift man daher irgendwie I M  ~ i Erg~n- 
zungswerte aus dem Intervall  (X~, X~+~> heraus, so gibt es immer ein 

(1) (1) / dem diese Eigensehaft Ffir mindestens M unter  ~ ,  o .E.  lOo~o~ " - ' , ~ a ~ ,  
den betrachteten Erg~nzungswerten zukommt. Wir denken uns diese 
M ganzen Zahlen der GrSBe naeh durch einen oberen Index numeriert  
und bilden ftir jedes A die Matrix 

(4. 5) t l v(1) 1 ~(~ 
�9 , 

1 ~r 

. . .  

. . .  

! $ 

Sie hat  M Zeilen und m ~ M Spalten. Wir behaupten:  Nieht jede unter  
den Matrizen (4. 5) kann einen Rang < m haben. Sonst w~re n~mlich 
stets die letzte Spalte yon den m -  1 ersten abh~ngig, d .h .  es g~be 
zu jeclem A ein rationalzahliges Polynom Pa  (t~) vom Grade ~ m - -  2 
derart, dab 

(4. 6) ~ (~(~)) -~- PA (T(~)) ftir /~ = 1 ... M. 

Daraus wiirde abet folgen, dab entgegen der vorhin getroffenen Fest- 
stellung der Ansatz (2.3) bei festem T (~-1~ in P [ts] 15sbar wtirde, n~mlieh 
mit  A- - - -Pa  (ts). Denn tr~gt man an Stelle der A die Polynome Pa  
ein, so entsteht aus der reehten Seite ein Polynom in x~, ts, welches be- 
ztiglieh t8 hSchstens den Grad 2 ( m -  2) ~ 2u hat, wghrend die linke 
Seite in t8 naoh wie vor einen Grad ~ n hat. Es st immen aber linke und 
reehte Seite fiir M spezielle Werte tiberein, zufolge (4. 6) und der Auswahl 
der ~r und es ist - -  (4. 2) - -  M ~ 2(m - -  2) -t- 2u und  daher auch 
grSBer als n. 
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Aus anem folgt, dab es ein ~ geben muB und m u n t e r  den ~, sie seien 
mit  ~(~,), (v = 1 , . . . ,  m) bezeichnet, derart  dag 

A = 

1 -r (h) 

1 -c (h) 

1 "c (t~ra) 

(~(~)), . . .  (~(~))m-, 

�9 o 

(~(~) ) ,  . . .  (~(~->)~-, 

=~ 0 wird. Da alle auftretenden GrSgen ganze Zahlen sind, ist dann 
IAI ~ 1 und es kann ~0 durch seinen Realteil 9r ersetzt werden. ~0, ist 
eine im Intervall  (X~, Xi+l) analytische reelle Funktion und somit wird 
nach dem Mittelwertsatz yon H. A. SCHWARZ 

A _ q,(.,,,-1)(~.) 
V (m--l)!  ' 

wo V die Vandermondesche Determinante der z (h) . . . . .  z (a~) ist und ~* 
ein Wert  zwischen ~(h) und ~(a~). Es folgt weiter 

re(m-l) 
[ (m--l)! (m--l)! 

(4. 7) (T(~m)-'(h)) ~-- 9(m-1)(,,){AI---~ 9(m-x)(,,) �9 

Wit denken uns nun sgmtliche Erggnzungswerte des Intervalles 

[X, + 1, X, +x,+, ]  der Gr~iBe nach numeriert,  gwischen z( ' )und seinem 

J M - t e n  Nachfolger z(,+Jnt) gibt es dann immer zwei Erg~nzungswerte, 
ftir die die Ungleichung (4. 7) besteht. Es gilt daher erst recht 

re(m-l) 
( m - l ) !  [ (~(,+JM)__~(,)) ~ _~ ~(=-~)(~*) 

mi~ geeignetem ~* zwischen ~(,+JM) und ~('). Zusammen mit (3.3) folg~ 
daraus 

ta(m-1) 
(T(v+JM) .t.(,)) 2 ~ G (g* ~'--Xi)m-l: ~18 ~ G (T(')-  Xt)m-l-is 

- -  I~]" . . l~,-d " - 1 -  I~11~...[~,-~I ~ ' - ' "  

Setzen wir zur Abktirzung 

u ---- ~(~) --X~, 
so l~Bt sich die letzte Beziehung auch in die Form bringen 

2 (('~O'))m-l-lLs) re(m-l) (T(,_I)) (~(,)), 6), 
(~. s) ~ ( , + ~ m _  ~(,) > o i,,l,-~..:~,7~q,,_ , > 

�9 ) Die Absch~tzung (4. 8) l~I3t sich zum Ausgangspunkt eines neuen Diinn. 
begriffes machen. Eine Menge e-gliedriger I.Tupel heii3e diinn, werm sich jede 
(s--  1)-dimensionale Projection darstellen l~Bt als Vereinigung ~Rx ~) ~ ,  wobei 
~ff~ diinn ist (als (s--  1)-dimensionale l~Ienge) und ffir jedes T [~-a~ ~ ~ und die 
zugeh6rigen Ergfiaazungswerte nach Einteilung der Zahlengraden in Intervalle 
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mit 

u n d  
2 

Zufolge unserer  Verabredung  ~ # 0 ist  

~(T ("-1~) ~ C. 

Wir  schlieBen nun  wel ter  wie bei DSRGET). 
Aus (4. 8) folgt zun/ichst fiir natfirl iches 

~(,+~aM) _ _  ~(,) ~ ~ ~ (T~"-~)) (~('))~ 

u n d  daraus  ffir die Anzahl  ~(B) der  Erggnzungswer te  im In te rva l l  
[ X ~ + B ;  X ~ + 2 B ]  

JM O 
~(B) ~ ~(T<s_l>-- ) B 1-~ -Jr- J M  ~ ~(T<S_l)--------- ~ B 1-~, 

sofern B ~ 1, B ~ xi+x - -  x i  
- -  - -  2 

Fi i r  die Anzahl  r (U) der  Erg/inzungswer~e im In te rva l l  [X~, X~ + U] 

mi t  U < Xi+l- -x~ finder m a n  also schlieBlich 
= 2 

- -  o = ~ ( T  ( s - l ) )  

2 2 

und  dies ist  die B e h a u p t u n g  des t t i l fssatzes - -  jedenfans  ftir die l inke 
Interval lhi i f f te  - -  denn  es wurde  j a m  so gewi~hlt, dab 

2 s 

wird. 
Wir  be t r aeh ten  nun  noch  die Ergi~nzungswer~e im In~ervall  

[x'+~+ X', x,+~] 

(4. 8) f'dr die linke und soin An~logon (s. u.) ftir die roehte Intervallh/~lfte gilt. 
Die Anzahl dieser ~tervalle  soil unabh/ingig yon T (s-x) beschr/~nkt sein. An Stelle 

2 
der Exponenten ~Xm ( m -  1) usw. fordere man Exponenten der Form ~m) (v -- 

1, . . . ,  s), die noch yon einem Parameter m abh/ingen und den Bedingungen ge- 
nfigen 0 ~ 2(m) _-- o (m-a), (~ = 1 . . . . .  s ~ 1), 1 > 2(~ m~ ~ Gm -~ (G > 0). (4. 8) soll 
gelten ftir fast alle natiirlichen Parameterzahlen m. -- I)ieser Diinnbegriff geniigt 
den Axiomen (1)--(4), ist homogen (vgl. IN~), ,  loe. eit.) und seh/~rfer als der in 
w 2 eingefiihrte. 

v) Vgl. I) II, S. 249. 
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(sofem Xi+l ~ ~ )  und denken sie uns absteigend numeriert. Fiihrt man 

~(0 ~_ X~+j --w (') 

ein, so ergibt sieh auf die gleiehe Weise wie eben 
r e ( m - l )  

(~(,,+JM)__~(,)) 2 ~ > [ ~ - 1 ) ~ )  ~0 (Xi+I--'~*)m-1 ~fT, ( , ( , ) )m-1 

I~, I ~- -7  : : :  I-~,-~ I ~ ' - - - - - '  = v t  ~, I ~ ' '  - - -  I ~,---~ I ~ ' - ' '  
und daraus folgt zun~chst fiir die Anzahl r' (V) der Erganzungswerte 

zwischen X , + , -  V und X,+z (0 ~ V ~ X'+' 2 X,) - 
2 2 

(4. 10) r'(V) ~_ C(l*~l*" "" l~ ._ i l a ' - ' )  ~ ( ~ - x )  v ~ 

Sei jetzt x~+x--x(~ U .< X(+I- Xi, und r(U) die Anzahl der 2 
Ergitnzungswel~e zwischen X( und X, + U. ])ann ist 

, ,)  

Wir k6nnen nun o . E .  X~+~--X~ 1 annehmen, denn andernfalls 2 
g~be es in [Xi, X~+~] h6chstens zwei Erg/inzungswerte und der Hilfs- 
satz w/ire sicher richtig. Dann folgt abet durch VergrSberung der Ab- 
sch~tzung (4. 10) 

2 2 ( r a - l - h )  

Eine Absch~tzung derselben Art gilt aber zufolge (4. 9) auch fiir 

r(X'+'2X' ) "  " und daraus folgg 
2 2 (m - 1 - ,Is) 

. . .  

2 2 ( m - l - ~ s )  
~_ C(]Txl a ' ' ' "  IT._,I"-') ~(=-1) Ut m(~-l) 

und dies ist die Behauptung des zweiten Hilfssatzes ftir die rechte Inter- 
vaUh~ffte. 


