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Zusammmenfassung. - Bekanntlich liefert die ibliche Strahlungstheorie fiir
den Wirkungsquerschnitt dq eines geladenen Teilchens beim Durchgang
durch ein Kraftfeld bei Ablenkung zu einem gegebenen Winkelbereich einen
unendlich grossen Wert (« Ultrarotkatastrophe »). Schretbt man ndmlich
vor, dass der Energicverlust des Teilchens zwischen E und E - dBE lie-
gen soll, so wird fir kleine E nach dieser Theorie dq = const. dE/E,
was bei Integration an der stelle E = 0 logarithmisch divergiert. In der
vorliegenden Arbeit wird genauer untersucht, was die Quanienelektrody-
namsk  fir diesen Wirkungsquerschnitt ergibt, wenn dem geladenen
Korper eine endliche Ausdehnung zugeschrieben wird. Es zeigt sich, dass
dann 2war die Unendlichkett stets beseitigt wird und dass die in der
gewdhnlichen Theorie als strahlungslos betrachteten Ablenkungen hier
als solche mit endlichem, wenn auch sehr Lleinem Energieverlust erschei-
nen. Andrerseits hingt aber nach der genauen Theorie der nahere Ver-
lowf von dq fir sehr kleine Energicverluste B so wesentlich von der
Ausdehnung des geladenen Kérpers ab, dass eine unmittelbare Anwen-
dung des Resultates auf wirkliche Elektromen mnicht mdoglich ist. Es ist
daher zu schliessen, dass das in Rede stehende Problem wesentlich mit den
noch ungelosten fundamentalen Schwierigheiten der Quantemelektrody-
namik zusammenhdngt.

§ 1. EINLEITUNG.

Neben den bekannten Schwierigkeiten der Quantenelektro-
dynamik, welche die unendliche Selbstenergie eines geladenen Teil-
chens betreffen, gibt es bekanntlich auch ein divergentes Resultat
dieser Theorie, welches die Emission von Lichtquanten sehr kleiner
Frequenz betrifft. Die Wahrscheinlichkeit, ein geladenes Teilchen
beim Durchgang durch ein Kraftfeld in einer bestimmten Richtung
abgelenkt zu finden, wobei es zugleich einen im Intervall (K, E--dE)
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liegenden Energieveriust erleidet, ergibt sich n#mlich nach dieser
Theorie als fiir kleine E proportional zu dE/E. Integration dieser
‘Wahrscheinlichkeit iiber ein endliches Intervall (E, E”) gibt daher
bei E = O eine logarithmische Unendlichkeit. In der vorliegenden
Arbeit soll untersucht werden, ob dieses Ergebnis nur durch unzu-
ldssige mathematische Néherungen bedingt ist, oder ob es sich um
eine tiefere physikalische Schwierigkeit handelt. Um diese Frage
zu entscheiden, haben wir die Quantenelektrodynamik fiir starre,
raumliche ausgedehnte geladene KOrper angewendet. Wie bekannt,
fiihrt diese ja stets fiir eine nicht verschwindende Ausdehnung a des
Korpers, — die mit einer (bis auf einen numerischen Faktor der

e .
Grossenordnung 1) durch ©;, =2=n 2 gegebenen « Abschneidefre-

quenz » iquivalent ist — zu endlichen Resultaten. Ueber den Wert
von e?/hec, worin ¢ die Ladung des Korpers bedeutet, brauchen wir

keine Annahme einzufiihren. Um aber das Problem durch das Auf-
. e > .

treten der elektromagnetischen Masse ® e R *c;-'- nicht zu kom-

plizieren und zugleich die Definition der Masse des Korpers eindeu-

tig zu machen, fiihren wir zunichst die ausdriiekliche Vorausset-

zung ein, dass w klein sein soll gegeniiber der mechanischen Masse

m des Korpers oder
D — << 1.

Da wir iiberhaupt eine endliche Dimension des geladenen Korpers
einfiibren miissen und, wie wir sehen werden, das Endresultat von
dieser abhiingt, schien es uns (schon wegen der Lorentzkontraktion)
konsequent, von vornherein die Anfangsgeschwindigkeit v, des Kor-
pers als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit vorauszusetzen

y %<< 1

und stets mit der unrelativistischen Wellenmechanik zu rechnen.
Ferner ist es zweckmissig, auch die Voraussetzung

han,

(IIT) -

<<

e? .
einzufiihren, die fiir kleine o schirfer als (I) ist. Diese hat zur

Folge, dass fiir alle Eigenschwingungen des Strahlungshohlraumes,
die sich mit dem Korper in Wechselwirkung befinden, die Compton-
verschiebung relativ klein ist und daher die Retardierung, d. h. der
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Impuls der Strahlung (fiir beliebige Werte von e?/he¢) gegeniiber der
Aenderung des Teilchenimpulses vernachldssigt werden kann. Da-
durch ist es méglich, die Strahlung als Dipolstrahlung zu behandeln,
d. h. im Hamiltonoperator das Vektorpotential des Strahlungsfeldes
am Ort des 'Teilchens durch dasjenige an einem festen Ort zu
ersetzen.

Eine strenge Losung des hierdurch definierten reduzierten Pro-
blems im Falle der Abwesenheit #usserer Felder sowie eine ange-
niherte Losung im Fall schwacher dusserer Felder, ist bereits von
Broca und Norpsieck (1) gegeben worden, denen es auf diese Weise
gelungen ist, einen wesentlichen Fortschritt zu erzielen. Der § 2
der vorliegenden Arbeit enthilt gegeniiber den Arbeiten dieser Ver-
fasser inhaltlich nichts Neues und wurde hier nun des Zusammen-
hanges halber ausfithrlich dargestellt, um die Annahme der endli-
chen Dimension des geladenen Korpers sowie die durch die Voraus-
‘setzung (II) ermdglichten Vereinfachungen gegeniiber den etwas
allgemeineren Annahmen der genannten Verfasser (%) deutlich her-
vortreten zu lassen.

Das wesentliche Ergebnis ist, dass in der hier betrachteten, durch
die Voraussetzungen (I) bis (III) charakterisierten Niherung das
Strahlungsfeld auch bei Vorhandensein des geladenen Teilchens sich
durch « freie » Lichtquanten charakterisieren lisst, deren Anzahl
bei Abwesenheit von #Husseren Kriften zeitlich konstant bleibt.
Durchlduft nun der Korper ein Husseres Kraftfeld, so treten voll-
kommen strahlungslose Ablenkungen des Teilchens niemals auf, viel-
mehr werden stets unendlich viele freie Lichtquanten emittiert. Von
diesen haben allerdings fast alle sehr kleine Frequenzen, da die
gesamte emittierte Strahlungsenergie endlich ist.

Leider ist es uns nicht gelungen, das in § 2 definierte allzemeine
mathematische Problem fiir beliebige Kraftfelder zu losen ; insheson-
dere wiire eine genauere Untersuchung des Grenziiberganges zur klas-
sischen Mechanik und Elektrodynamik noch erwiinscht. In der vor-
Hegenden Arbeit begniigen wir uns jedoch mit einer Diskussion des
speziellen Falles schwacher Kraftfelder, bei denen man sich auf die
erste Niherung der Storungstheorie (Born-sche Niherung) be-
sehrianken kann. Im Gegensatz zu BLocH und NorpsIeck halten wir es
aber fiir wesentlich, bei der Diskussion der theoretischen Resultate

{!) F. BrocH u. A. NORDSIECE, < Phys. Rev.», §2, 54, 1937, Im folgenden
zitiert als « A ».

A. NORDRIECK, « Phys. Rev.», 52, 59, 1937. Im folgenden zitiert ald « B ».

(® Vgl «Anm.» (), 8. 8.
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den Energiesatz exakt zu beriicksichtigen. Eine eingehende Diskus-
sion der Resultate der Quantenelektrodynamik fiir den Wirkungs-
quersehnitt dg des Teilchens bet Ablenkung in einem gegebenen Win-
kelbereich d€) und einem vorgegebenen Energieverlust des Teilchens
sowie auch fiur das emittierte Spektrum wird im § 3 und § 4 der
vorliegenden Arbeit gegeben.
Hier moge nur ein spezielles Resultat fiir den Fall
e? m
he ?2_<< 1 und _2*'1)0 <<h(1)1
angegeben werden, das fir di_e_ eingangs aufgeworfene prinzipielle
Frage von Wichtigkeit ist. Ist v, und v,” Anfangs-und Endgeschwin-
digkeit des Teilchens und wird zur Abkiirzung gesetzt
2 e [ —u)
3 he c?
so ergibt sich der genannte Wirkungsquerschnitt zu
dE ( E~C
dq = const . 5 (m)

C=

wobei der konstante Faktor bei gegebenem Ablenkungwinkel der-
selbe ist wie in der bisherigen Strahlungstheorie. Dies hat zur Fol-
ge, dass dieser Ausdruck nunmehr bei £ = O integrierbar wird ; und
zwar folgt fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Teilchen mit einem
Energieverlust im endlichen Intervall (0, E) in gegebener Richtung
abgelenkt zu finden ein Betrag, der sehr nahe iibereinstimmt mit
dem Resultat der alten Theorie fiir strahlungslose Ueberginge, so-

bald E zwar klein ist gegen die Anfangsenergie Eo-’-%‘- v,t des

Teilchens, aber gross gegen die kritische Energie
1
¢ = huw, - exp(— -C—,) .

Ist aber der Energieverlust des Teilchens von derselben Groéssen-
ordnung wie die (nach Voraussetzung kleine) Grosse e, so hingt
der Wirkungsguerschnitt wesentlich von o,, d. h. von der Grosse
des geladenen Korpers ab, obwohl ja die Lichtwellenlingen sehr
gross gegen die Korperdimensionen sind. Beim jetzigen Stand der
Quantentheorie ldsst sich nicht sicher entscheiden, inwieweit dieses
Resnltat der Quantenelektrodynamik fiir ausgedehnte Korper der
Wirklichkeit entspricht, da dieses Resultat den Rahmen gewidhnli-
cher Korrespondenzbetrachtungen iiberschreitet. Jedenfalls diirfte
eine Verbesserung der gewohnlichen (korrespondenzmissigen) Strah-
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lungstheorie fiir Punktladungen bezw. wirkliche Elektronen auch
bei dem hier betrachteten Problem nicht ohne Eingehen auf die fun-
damentalen Selbstenergieschwierigkeiten der Quantenelektrodyna-
mik mdéglich sein.

§ 2. DAS REDUZIERTE STRAHLUNGSPROBLEM.

Die Hamiltonfunktion der unrelativistischen Theorie lautet

zunachst
1 /— e—\* 1 (- . . T
H=2—m(p—EA) +V(x)+8_n_/<E‘r + H*)dv.

Hierin ist E,. der divergenzfreie Teil der elektrischen Feldstarke,
V(x) das Potential des dusseren Kraftfeldes und ¢ und m Ladung
und mechanischen Masse des geladenen Korpers. Hat dieser eine end-
liche Ausdehnung, so ist hierin fiir A der Mittelwert des Potentials
iiber die als starr gedachte Ladungsverteilung des Koérpers zu
nehmen :

@ A=[AE+PDEa
mit der Normierung
{8, fD(E)d‘E =1,

Der Einfachheit halber nehmen wir sphiirische Symmetrie des Kor-
pers an, was zur Folge hat, dass D nur vom Betrag p=|§| des
Vektors § abhingt. Zerlegt man in einem endlichen Hohlraum mit

dem Volumen V und zyklischen Randbedingungen A nach Eigen-
schwingungen, so kann man setzen

(4 a) 1%62':Ehm,E:[P,cos@’,?)—f—Q,sin(-E:—T] M
y 1 (= s, T2 _.1 2 )

i4b) %/(E" + BV =52 (P + Qho,
Hierin ist

® S_2 1 ( nh )‘/2_._*

ke \e—y) =gtk ()

¢, Ist ein auf _/E: senkrecht stehender Einheitsvektor der Polari-
sation, wihrend die P, und ¢, Operatoren sind, die die Vertausch-

(*) Wir bezeichnen mit 4 stets die durch 27 dividierte Planck’ sche Konstante
urnd mit o die Kreisfrequenz.

(*) Die hier mit'as bezeichnete Grosse unterscheidet sich von derjemigen in
der Arbeit von BLoCH u. NORDSIECE, l. ¢. um den Faktor 1/mhow,.
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ungsrelationen
[P,,Q‘/]z—‘ia“'; [Ps)Ps’]:[erQ:’]=0

erfiilllen und auch mit z und?vertauschbar sind.
Der Faktor g(k) in (5) ist der durch die endliche Gestalt des
Korpers bedingte « Abschneidefaktor », der mit der frither einge-

fiithrten Funktion D(E) gemiss
— = — 1 ——
g(k:)=[D(5)ezk‘ dE; DE= —fg( Jet R b g,

zusamenhéngt. Geméss unserer Voraussetzung der sphirischen Sym-

metrie des Korpers hiingt er nur ab vom Betrag |k,|= %’ Die Nor-

mierungsbedingung (3) ergibt unmittelbar

(3 a) g(0)=1

wahrend

(7) [G(m)dm = [| g(w) *dw = w,
0 0

kurz als « Abschneidefrequenz » bezeichnet werden soll. Es ist ¢/w,
proportional der Dimension des Korpers, sodass einem punktférmi-
gen Korper ®,=oco entspricht. Spezielle fiir die Rechnungen be-
queme Funktionen ¢(w) sind

glw)=1 fir 0<<m<<m; gw)=0 fir o= wn,
und
w

| gw) 2= G(w) =€ .

Entsprechend unseren Voraussetzungen (I) und (III) konnen
wir nun erstens den Term proportional zu 42 im Hamiltonoperator
vernachlissigen und zweitens den Mittelpunkt z des Korpers im
Argument des Vektorpotentials ersetzen durch den festen Mittel-
punkt des Kraftfeldes V(z), mit dem wir zugleich den Ursprung
des Koordinatensystems zusammenfallen lassen. Das heisst, wir set-
zen in (4) (k ) =0 und erhalten fiir den so vereinfachten Hamil-
tonoperator

—_— —

) H= .2% — S hwd, PIP, + V(@) + S L (P + Q2o .

Es bedeutet dies, dass wir die Strahlung als elektrische Dipolstrah-
lung behandeln und die hoheren Pole vernachlissigen,
Nunmehr kénnen wir im kriftefreien Fall V(z) = 0 das Pro-
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blem durch eine einfache kanonische Transformation losen ndmlich

T=T—hIaQ  p=7
(10) , 8 ,
Q:——"Qs Px=Ps+(a,p).
Dann wird aus (9)
_E. _1 _’-—.2 __7_ -— o re
H_2m 2%((1,, p)*hws+ Vix h?ast) - (P + @ hw, .

Es ist leicht zu sehen, das der zweite Term dem Vorhandensein der
elektromagnetischen Masse entspricht. In der Tat gibt die Ausfiih-
rung der Summation iiber s gemiss (5) und mit Beriicksichtigung
der bekannten Tatsache, dass die Anzahl der polarisierten Eigen-.
sechwingungen zwischen w, und ®, + dw, den Wert hat

v
(11) Zs=?gaw,”dms
3 (@, p)hw ::?)'2—4— d(oG(w) p? 4 e,
s ¢ 3n 3t mict”
Mit Einfiihrung der elektromagnetlschen Masse ()
4 e*w,
(12) F=3%e

wird daher

p 1 the, = 2 (1 *
2m 223(a‘p)hw'_2m 1 m)’

Geméss unserer Voraussetzung (I) ist es konsequent, hierin den
zweiten Term zu vernachliissigen, und wir erhalten nunmehr den
Hamiltonoperator des endgiiltig reduzierten Problems zu

2 — —
(Iv) H= gl’;n- +Via'—h3a Q)+ 2‘..-1~ (P’ + QHhw, .
L] 8

Im kriftefreien Fall V(z)==0 bekommen wir die Losungen

[

—_— ——
p:c

(13) b, (%', Q) = H 7w (Q))
.
worin die k,(@) die normierten Orthogonalfunktionen sind, die den:
(!) Auf Grund von (6) und (7) findet man leicht fiir die elekirostatische-
- 2
Energie der Ladungsverteilung e¢D(f) den Wert w:i-uﬁ sodass (12) die be-.
e

kannte Beziehung p.____4

3 fiir sphiiriseh symmetrische Ladungsverteilungen.

wiedergibt.
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hermiteschen Polynomen zugeordnet sind und die Gleichung
2
dg + Q%h, = (2n + 1jh,

erfiillen. Die durch L
(14) 5 (P24 QY =mn,+1/2

definierten Quantenzahlen #, konnen als Anzahlen der <« freien
Lichtquanten » der Frequenz ., bezeichnet werden und sind von
den Lichtquantenzahlen

%(Pé’ + Q) =N.+1/2

die sonst in der Strahlungstheorie beniitzt werden, verschieden. Es
folgt aber aus dem Hamiltonoperator, dass — in der hier beniitzten
Néaherung — die freien Lichtquantenzahlen 7, es sind, die direkt
mit einem Spektrograph beobachtet werden koénunen, da nur diese
.sich, vom geladenen Korper rdumlich getrennt, frei fortpflanzen
konnen. Insbesondere entspricht bei gegebenem Teillchenimpuls._z;
der Zustand kleinster Energie, in welchem alle Quantenzahlen .
verschwinden, der Abwesenheit von Strahlung im eigentlichen Sinn.
Die Normierung der Eigenfunktionen (13) in Bezug auf den Orts-
‘raum ist so vorgenommen, dass die mittlere Dichte des Teilchens
in grossen Rédumen gleich 1 wird, was fiir die hier zu behandelnden
Stossprobleme zweckmissig ist. Wie leicht zu sehen, bilden diese
Funktionen ein vollstiindiges Orthogonalsystem hinsichtlich der Pa-
rameter p und 7. ().

Allgemein kénnen wir daher p und die »s als Argumente der
Wellenfunktion einfithren geméss dem Ansatz

3-—..-—.

(15) Y, Q) =23 /d3pp(p, n,jeh R ths(Qs)'
s

(Y) In 4 wurde versucht, den kriftefreien Fall strenger zu behandeln, ohne
‘den Teilchenort x mit einem festen Ort zu identifizieren. Das erhaltene Funktio-
nensystem 4, (17), das als Verallgemeinerung unseres Systems (13) erscheint,
ist indessen nicht orthogonal, wie aus der Spezialisierung der Gl 4, (21), (22), (23)
fiir V(¢) =1 unmittelbar hervorgeht. Es besteht allerdings annihernde Ortho-
gonalitiit fiir die Matrixelemente zwischen solchen Zustiinden, fiir welche der
totale Impuls |Zng ksl der Strahlung sehr klein ist gegen die Impulsanderung
|p ' | des Teilchens. In Fillen, wo nur Matrixelemente von V(x) zwischen
.solchen Zustinden die Endresultate wesentlich beeinflussen, diirften daher die
allgemeineren Formeln in 4 eine brauchbare Niherung darstellen, Unter unseren
weitergehenden Voraussetzungen (II) und vor allem (III) scheint uns dagegen
die hier eingeschlagene Methode konsequenter, bei der fiir die Lichtemission
nur die elektrische Dipolstrahlung in Betracht gezogen wird.
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Die Wellenfunktionen qﬂo’, n,) geniigen dann gemiss (IV) bei
Anwesenheit von Kriften (bei Weglassen der Nullpunktsenergie der
Strahlung) in einem stationdren Zustand der Energie E der Schro-
dingergleichung

—_— . p—z 3
EC‘MP? ”9> — <2m +h ? 'nsw:> -?(P: ;)
{16) +3; {dﬁ?'(p |Vip) I'sI (e, p| B |0/, pip(D’y 1)
mit
N 1 %I(-pﬁ——p)’ ? 2
an OIVIR) = oo [ T Ve
(8) (s K1, )= €7 % b (@ QU

Es ergibt sich mit der Abkiirzung

1 —
{19) w, =5 [(p'—p) a

i\ 70\ —n+2
20) (m, pl K|n', p)=e : Vn o ’k§0 (n —-(G)N' Q;c)!)(n’— n+k)l
1
{(n'—n + fc)!
@Gleichung sowohl fiir #’=n als auch fiir #'<-n und iiberdies er-
kennt man durch die Substltutlon F'=—=n'—n-+k die Symmetrie des
Ausdruckes in # und »’. Fir p =P p ist K nur von Null verschieden,
wenn 7 — 7’ und in diesem Fall gleich 1. Weiter gilt speziell
_r 1
(n,p'|K|0,p)=¢ 2(iVu) =
n:
Aus (18) folgt mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation fiir die h,(@)
bei Summation iiber alle »’ sofort

21) 2 (n, p| K|, p')(n', p’| E|n", p")=(n, p E|n",p")
n

Wenn man =0 getzt fiir 2 —n+%k<Q gilt diese

und speziell fiir p” = p, n” —=n:
(21 a) Zl(mp|K|n.p)P=1

Fiir # = 0 folgt dies auch leicht direkt aus (20 a).

Wir werden uns hier fiir ein spezielles zu (16) gehoriges Eigen-
wertproblem interessieren, das einer in der 4 2, - Richtung einfal-
lenden ebenen Welle ohne Lichtquant entspricht, die durch das
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Kraftfeld gestreut wird. Es muss daher hier speziell gelten
i owl/
(22) Y, @ = e T hylQ) + §,(', Q)
8

worin §y(«', @.) fiir alle @, und grosse?v’. (oder_;) nur aquslaufende
Kugelwellen enthalten darf (Ausstrahlungsbedingung). Entspre-
chend der Zerlegung (22) bekommen wir aus (15) und (16) mit

E = p%2m

-—

(23) (B, m) =3(p— o) I 8(n,, 0) + fip, n)

2N
p_.,g_zg — h I nw,
m s

worin f die Gleichung zu erfiillen hat
(24) f(_{ins)=(pIV[p.,)l;I(ns,leIO, Do) +

I ( lns D I Klns’y p’)ﬂ”r’a p/)
-3 [d’p’(prlp')’ :
",

%
&‘%ZZ_ — A3 n'w,

Der Ausstrahlungsbedingung wird in bekannter Weise automatisch
geniigt, wenn man in (15) und (16) oder (24) bei der Integration
itber den p - bezw. p’ - Raum in folgender Weise i die komplexe
Ebene ausweicht: Man integriere in Polarkoordinaten, fiihre die
Winkelintegrationen in normaler Weise durch, umfahre aber bei
der Integration iiber den Absolutbetrag \'Z;l =P bezw. ]—ﬁl =P’ die aut
der positiven reellen Achse liegenden Pole des Integranden in der
unteren komplexen P - bezw. P’ - Halbebene. Aus (23) berechnet man
leicht (*), dass so fiir grosse | 2 | = eine Streuwelle
. 1
FPT

4.2
r

resultiert, deren Impuls durch die Energiebedingung

| 1
(25) 3 Po P— o Dot — h T new,
gegeben ist (*) und deren Amplitude
(26) A= drhmf(| p,' | + ¢, m,)

(*) Vgl hierzu aueh P. A. M. Dirac, Quantum Mechenics, 2 Anfl,, § 53, insbes..
p- 200, Gl (37), (38). Die hier mit f bezeichnete Grosse unterscheidet sich von
3

der Diraeschen um den Faktor (2zh) 2.
(°) Fiir Werte der n,, fiir welche die rechte Seite von (25) negativ ist
fallt (') fiir grosse r rascher ab als mit 1/r.

>
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betriagt, worin ?=—:_c'/ r ein Einheitsvektor in der betrachteten Fmis-
sionsrichtung ist. Bei gegebenen Quantenzahlen n; der emittierten
freien Lichtquanten ist daher der Wirkungsquerschnitt dg der Streu-
ung des Teilchens in der Richtung e pro Winkelbereich dQ gegeben
-durch

(27) dg = dQ « 167*h2me ;%l’ [F(| D] & m,) 2.

§ 3. STREUUNG DES KORPERS UND LICHTEMISSION
IN SCHWACHEN KRAFTFELDERN.

Da einer allgemeinen Diskussion des durch die Gleichungen
(23) und (24) (und der zugehorigen Integrationsvorschrift) definier-
ten Problems grosse mathematiseche Schwierigkeiten entgegenstehen,
wollen wir uns hier auf ein so schwaches Kraftfeld beschrinken,
dass dieses als kleine Storung des kriftefreien Problems angesehen
werden kann (*).Dementsprechend werden wir hier nur die Terme
erster Ordnung in V(z) in der gestorten Wellenfunktion beibehalten
(Born’sche Naherung). Es sei aber bemerkt, dass einer Fortsetzung
des Verfahrens nichts im Wege steht und dass fiir die Berechtigung,
bei der ersten Niberung der Stérungsrechnung stehen zu bleiben,
die in der klassischen Mechanik definierte « Stosszeit » ganz gleich-
giiltig ist (2). Die erste Naherung der Stérungstheorie bei Entwick-

(1) Dies ist im Einklang mit der in 4 eingeschlagenen Methode. In B wird ver-
sucht das Problem — wenigstens unter der einschrinkenden Annahme e?/hc <<{1
— fiir allgemeine Kraftfelder anzugreifen, indem won der Wellenfunktion

(D n5) = %) I} (ns, 2|k |0, o)

als erster Niherung ausgegangen wird, worin ¢%p) die strenge Losung des
strahlungslosen Problems bedeutet. D, h. ¢%p) erfiillt die Gleichungen

—

N e @ : Ap( | V|00

9o(0) =P —Do) 3 (®) mit  fO=(p|¥|po)+ ——*—1( V20,
2 __ p? _ 2__m

o (Po*—P*%) g (P0*—P"F)
Da aber diese Wellenfunktion p(p, n,) nur elastisch reflektierte Kugelwellen
enthdlt [vgl. den Unterschied der Energienenner in ¢%(p) und in (23)] ist es
nicht zuliissig, von einer solehen Wellenfunktion ausgehend, ein gewohnliches
Stérungsverfahren anzuwenden. Deshalb ist bisher nicht erwiesen, dass die in B
angewandte Methode — abgesehen vom Fall schwacher Kraftfelder, wo sie mit

der Methode von 4 zusammenfillt — zu korrekten Resultaten fiihrt.
2 —
(?) Fiir das spezielle Kraftfeld V(r)::%ﬁ-Ke—:_r (worin K von der Di-

mensgion einer reziproken Linge ist) haben wir die zweite N#herung der Sto-
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lung nach dem Kraftpotential folgt unmittelbar auns (24) zu
£, m) = (p|V | po) - XL (B, s K| 25, 0)

da der nachste Term bereits von zweiter Ordnung ist. Einsetzen
von (19) und (20 a) ergibt mit Beachtung von (25)

(28) 1B, m) = (0 | Vo TT L w0 6™

Die Form der Abhingigkeit der rechten Seite von #. bedeutet, dass
die Emission der verschiedenen Quanten (gleicher oder verschiede-
ner Frequenz) bei gegebenem p, und p’, statistisch unabhingig ist.
Es scheint uns dies charakteristisch fiir schwache Kraftfelder zu
sein,

Die Tatsache, dass der totale Wirkungsquerschnitt bei gegebener
Ablenkungsrichtung des Teilchens in der iiblichen Strahlungstheo-
rie divergiert, hingt unmittelbar damit zusammen, dass das
unendliche Produkt in (28) null-ist, sobald nur endlich viele der =,
von Null verschieden sind; nach (5) und (11) ist némlich die Sum-

. . . [doe . o
me X w? Dbei kleinen o, wie f w‘ divergent, Bereits in A wurde
8

s

daraus geschlossen, dass bei jedem Durchgang des geladenen Kor-
pers durch das Kraftfeld unendlich viele kleine Quanten hw, emit-
tiert werden und dass es insbesondere keine vollkommen elastischen
Stosse mit exakt verschwindendem Energieverlust des Teilchens ge-
ben kinne.

Dariiber hinausgehend wollen wir hier aber zun#chst den exakten
Ausdruck fiir den Wirkunsquerschnitt dg berechnen, wenn — bei
irgend welcher Lichtemission -— der Emnergieverlust

1 ‘ 7
% (po‘"-_ Do 2) —h sE N

des Korpers bei gegebenem Ablenkungswinkel zwischen E und E4dE
liegt :

(29) E<h3nw,<E+dE.

rungstheorie ermittelt und festgestellt, dass sie (fiir beliebige Werte der Ladung
des Korpers) klein bleibt gegen die erste, sobald

K<<a
Fiir das Coulombfeld (x=0) versagt dagegen die Born’sche Niherung,

sobald | py/ | hHK, also insbesondere in der Nihe der Kante des Brems.spek-
trums (p, =0), wie das ja auech wohl bekannt ist.
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Gemiiss (27), (28) ist dieser bestimmt durch

(30) dg = dQ - 16hem? }J;L': \®)'[V | po) |2+ S B dE
mit ’
(81) SEME = Sn) I -1 e

E<hInge <E+3E s M!
Dieser Ausdruck lisst sich in folgender Weise auswerten, Mit Hin-.
fiihrung der Dirac’schen 3-Funktion ldsst sich zundchst schreiben

8 = B (n)3(E — hBngwy) - [1 L ™ 6=
s s Ml

wobei nun die Summe iiber alle ns zu erstrecken ist (). Sodann ist
~}-o0
dx) = —%tfei““’doc .

Setzen wir dies ein und vertauschen die Integration iiber « mit.
der Summation iiber die #ns, so folgt

~}-o0
S= 1 dxoETL 5 1 Wyt g IHROMs g
217.' r3 "’s:O ’ns!
oder durch Ausfiibrung der Summation iiber 7,
(32) 8= -21—n f dagiaE+ ()

mit
flo) =S we (6™ 1).

Mit Hulfe von (11) ldsst sich die Summe nach Einsetzen des Ausdruk-
kes (5) in ein Integral verwandeln und es ergibt sich

(33) fla@)=C- f d(;-‘ (e—izho — 1) . G(w)
0

worin .

’ _2e L (Do ‘7;0/)2

(34) C=ghe  wicr

gesetzt ist und G(w) wieder den Abschneidefaktor bedeutet, Man
sieht zuniichst, dass ohne den Abschneidefaktor (G (w)=—=1, Punki-
ladung) f(a)=—oc0 und 8 =0 wird, Der Wert von S(E) muss
daher wesentlich von o, und wm Allgemeinen auch von der Form
der Funktion G (o) abhingen. Es sollen spiter besondere Fille fiir

(1) In 4 wird hier hZnm; im Argument der & Punktion vernachlissigt, was
uns nicht konsequent erscheint.
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allgemeines G'(w) diskutiert werden. Zunichst wollen wir die Rech-
pung fiir die in (86) angegebene Wahl G(w) = ¢—vl®1 Jurchfiih-
ren. In diesem Fall ldsst sich f(a) in einfacher Weise in geschlosse-
ner Form auswerten zu (')

(85) flo) =— Clg (1 + ixhw,) =lg (1 + jahw,)—C fir G{w)=evio,
In diesem Fall wird (32)
—+-o0
8= —l—fe"dE(l ~+ tohw,)—C da
27

und mit
. hw ; 1 dz
1 + ixhtw, = fl cz; eaB=—ere—Elhoy;  da=—= Y
1 (hw,\6-1 1
— ¢—Elho, =2 o« — J2—Cezdz.
S=e hw,(E) 2mz ¢
Der Integrationsweg im Integral iiber dz kann so deformiert werden,
dass er, den Nullpunkt links lassend, von — 0o — 4¢ bis — oo~ 1
lduft und nach einer bekannten Formel wird

1 1
—C o2dp — __ .
21?@/2 edz_F(C)
1 [ E\C-1e¢—Eho, .
—_ | — Z___ — g—0lwy
ho, (hwl) re I Gl)=e
Auf dieselbe Funktion S(E) liasst sich eine andere psysikalisch
interessante Grosse zuriickfithren, die wir den spektralen Emisstons-
‘koeffizienten nennen konnen. Er gibt die unter stationdren Bedin-
gungen von je einem durch die (senkrecht zur X, Achse gelegene)
Flicheneinheit hindurchtretendem einfallenden Teilechen emittierte
Energie im Frequenzintervall (o, ® -+ deo) an und soll mit A(w)do
bezeichnet wenden (?). Dabei konnen wir auch noch die Richtung

{36) S

0o
(1) Es ist {? (e—% —e—az) =1ga.

(®) Ist J, é)ie Stromdichte (pro Zeiteinheit durch die Fléicheneinheit hindurch-
‘tretende Teilchenzahl) der einfallenden Teilchen, so soll
J A (w)do
die pro Zeiteinheit bei deu betrachteten Prozessen emittierte Lichtenergie sein.
Ist ¥ die Anzahl der Streuzentren pro Volumeinheit, so ist
o]
—-‘;—f = E.N|d(w)do»
0
der gesamte mittlere Energieverlust von einfallenden Teilchen der Energie E

‘pro Lingeneinheit. Es hat A(»)dw die Dimension erg cm?.
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des beim Prozess abgelenkten Teilchens (als in einem bestimmten
riumlichenWinkel der Grosse dQ liegend) spezifizieren und zu-
nichst auch den Energieverlust des Teilehens (als im Intervall E,
E 4 dE liegend); iber letzteren werden wir aber nachher inte-
grieren. Dabei betrachten wir die in dieses Frequenzintervall (o,
o -} dw) emittierte Energie gleichgiiltig welche anderen Frequenzen
bet den betrachieten Prozessen moch gleichzettiy emitiiert werden.
Ferner lassen wir die Richtung der emittierten Quanten beliebig.
Aus (27) und (28) folgt zunichst bei gegebenem p, unmittelbar

Alw)do = dQ - 16rthtm? :%'_: (oo |V [ 20) -
(]

M) Sy Lot s Smimbo, Y e
0<<w,<<w und ng: v<u<wtdo n,!
w>e+dw
Hierin miissen die n, stets die den Energiesatz zum Ausdruck brin-

gende Bedingung
E <hZnw, < E + dE

erfiillen, die man wie oben durch Einfiihrung der & Funktion zu
beriicksichtigen hat. Diese Bedingung hat direkt zur Folge, dass

(87) ho <E

sein mus, damit iiberhaupt die von der Frequenz « emittierte
Strahlungsenergie von Null verschieden sein kann. Mit derselben
Methode wie oben erhiilt man unmittelbar

(38) A(w)dw=dQ16xh2m? il;"_‘ (2o’ [V] 2o) 2+ S(E—hw)dE - O Glw) - hde
0

worin also der Wert der Funktion § beim Argumentwert E — huw

eingeht, ' wieder dureh (34) gegeben ist und stets

(39) 1D | = Vpe2 — 2mE

einzusetzen ist. Gibt man nur die Richtung des Teilchenimpulses nach
der Emission vor, so hat man mit diesem Wert von | p, | iiber die
moglichen Energieverluste des Teilchens zu integrieren und erhilt
E 4
(388) A(w)do=dQ « 16 x%2me - G(w) - hdo f li; } |0, 1V | P+
(]
h

- 8(E — hw) - CdE .

Hierin ist E, = p,2/2m die Anfangsenergie des ‘Teilchens. Wie wir
schen werden, hat in manchen Fillen S(E) ein scharfes Maximum

13
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in der Niahe von E = 0. Dann ist es erlaubt, fiir p,” speziell
Vot — 2mhow

einzusetzen und die ersten beiden Faktoren in (38a) vor das Inte-
gral zu ziehen und auch die gemiss (32), (83) in der Funktion §
vorkommende Grosse € bei der Integration konstant zu halten. In
diesem Falle ist es niitzlich, die Relation

{40) fS(E)dE =1 bei festem |p, |
0

im Auge zu behalten, die gemiss der Definition (31) von § mit der
Gl. (21a) fiir n = 0 identisch ist. Man bestétigt auch leicht, dass
der Ausdruck (36) dieser Bedingung geniigt.

Im folgenden § soll nun das in den Gleichungen (30) und (38)
zusammengefasste Resultat in physikalisch interessanten [Sonderfal-
len niher diskutiert werden.

§ 4. DISKUSSION ZWEIER (GRENZFALLE.

AYC>>1
‘Wenn wir sehr kleine Ablenkungswinkel des Teilchens ausschlies-
sen, wird (—15; ——35;’)2 von der Gréssenordnung p,% so dass die voraus-
gesetzte Ungleichung die Form annimmt

* E
(41) h% Ly >>1
wenn
(42) E,= 197&; — huw,

die Anfangsenergie des Teilchens, o, die zugehorige obere Grenze
des Bremsspektrums bedeutet. Zusammen mit der Voraussetzung (1)

2w,
M <<
folgt hieraus sogleich
(43) 0, < << W,

das heisst, die Quantenkante des Spektrums wird hier in Wahrheit
gar nie erreicht, da infolge der endlichen Grosse des geladenen Kor-
pers viel frither ein Abschneiden des Spektrums erfolgt.

Zunichst sieht man bei der speziellen Wahl G (w)=e¢—v/ aus
(36), dass bei festem C die Funktion S(E) bei E = (C—1) hw, © hw,C
ein Maximum besitzt. Fiir grosse C ist dieses Maximum sehr steil,
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denn die Anwendung der Stirling’schen Formel ergibt

1 _lEReOr p o
L (hml)I.C . - 1Ty
@) hoSE) @ e ’ ( 7,0 )“ 0

nC
Das heisst, der relative Spielraum von E, wo §/(E) merklich von
Null verschieden ist, wird von der Gréssenordnung 1/V C also bei
grossem C sehr klein. Mit Riicksicht auf (40) kann man daher in
erster Naherung setzen

(45) S(E) = 5E — ho,C).

Wir zeigen nun, dass dieses Resultat fiir grosse € von der spe-
ziellen Form des Abschneidens unabhéingig ist. Aus (32) (83) ist
leicht zu sehen, dass fiir grosse C nur die Werte von f fiir kleine
aht, massgebend sind. Entwickelt man nun in (33) im Integranden
die Exponentialfunktion nach «, so ergibt der in « lineare Term

fl@) = C+ (— ixh) /G(m)dw = — Ciohw,
'

mit der Definition (7) von o, und durch Einsetzen in (32) folgt wie-
der (45) fiir S(E). Das Hinzunehmen des in « quadratischen Terms
der Reihenentwicklung von f(«) ergibt dann wieder eine Gauss’sche
Fehlerverteilung von S(E) mit einem relativen Spielraum der Gros-
senordnung 1/VC um das Maximum E = Cho,.

Unser Resultat bedeutet, dass im betrachteten Grenzfall bei ge-
gebender Winkelablenkung des Korpers der Energieverlust gegeben
ist durch

€ —

2 —
(46) E:Chwlsgt-c—s(v._v')z.w“

wenn ?:E/m und—v*’z-z-);’ [ Anfangs- und Endgeschwindigkeit
des Teilchens bedeuten. Da dies gemfss (1) sehr klein ist gegen die
Anfangsenergie I, konnen wir in (46) den Betrag von | v’ | gleich
[ v | setzen und schreiben

(46 a) E:g—znr‘;fv?-2-(1—(30s{})m1

worin ¥ der Ablenkungswinkel des Teilchens ist ().

(1) Wir haben uns durch besondere Rechnungen davon iiberzeugt, dass die
hier vernachliissigten, zu aF proportionalen Terme des Hamiltonoperators @)
auch im hier betrachteten Grenzfall € >>1 im Resultat nur Korrekturen
héherer Ordnung in der als klein angenommenen Grésse e%w,/me? hervorrufen,
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Fiir den spektralen Emissionskoeffizienten ergibt sich durch
Einsetzen von (45) in (38 a)

A(w)dw = dQ « 16x4hsm? . :3; & =) % [ (01 V| D) PG 0)dew .
0

c?

Es wire hierbei p,” zundchst durch (39) mit dem Wert

E=ho+3 % @—v)2

bestimmt. Wegen € >> 1 ist aber hierin hw stets gegen den zweiten
Term zu vernachléssigen, es sei denn, dass ® >> ©,, wo aber A (o)
wegen des Abschneidefaktors ohnehin verschwindet bezw. sehr klein
wird ; zweitens ist wegen (1) der zweite Term in E stets klein gegen
E, sodass in (47) mit hinreichender Genauigkeit

[ Dy 12| Dyl

gesetzt werden kann. Der spektrale Emissionskoeffizient ist also hier,
solange o << o, bei gegebenem Ablenkungswinkel des Teilchens
unabhingig von o und wird fiir & v o, einfach proportional zum
Abschneidefaktor G(o).

Das Verhalten des geladenen Kérpers (Energieverlust und emit-
tiertes Spektrum) bei gegebener Winkelablenkung ist hier genau
dasselbe, das aus der klassischen Elektrodynamik folgen wiirde, wenn
die Geschwindigheitsinderung des Korpers von?f’au]‘_ﬁ_f7 « plotelich »
erfolgt, d. h. in einer Zeit, die kurz ist gegen 1/w' (*). Der totale
Wirkungsquerquerschnitt (Integration iiber dE) fiir die Ablenkung
des Korpers in einen gegebenen Winkelbereich ist dagegen nach
(30), (40) und (45) derselbe wie in der ersten Born’schen Niherung
der strahlungslosen Wellenmechanik.

Es ist bemerkenswert, dass in diesem Fall, wo die Ablenkung des
Korpers nicht nach der klassischen Mechanik behandelt werden kann,
auch die klassisch berechnete « Stosszeit » keine Rolle spielt. Andrer-
seits wire es sehr erwiinscht, im numgekehrten Fall eines quasiklas-
sisch wirkenden Kraftfeldes (in welchem natiirlich die Born’sche
Néherung versagt), im Falle C >> 1 den Grenziibergang zur klassi-
schen Elektrodynamik zu untersuchen. Hier miisste der Wert von
®; (Dimension des Korpers) aus dem Resultat herausfallen, wenn
die vektorielle Geschwindigkeitsinderung in der Zeit 1/w,, stets
klein ist gegen die jeweils vorhandene Geschwindigkeit.

(1) Vgl hiezu auch N, BoHR u. L. ROSENFELD, < Det Kgl. Danske Vidensk.
Selsk. Math, fys. Meddel. », XTI, 8, 1933.
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B) C <<1.

Dieser Fall ist besonders interessant, da er einen Vergleich mit
der gewohnlichen Strahlungstheorie zuldsst, bei der nach Potenzen

2 2
von —;;6- vc°2 entwickelt wird. Wie bereits in der Einleitung erwihnt,

fiihrt diese im Fall schwacher Kraftfelder zum Resultat, dass neben
der elastischen Streuung mit dem Wirkungsquerschnitt

(48 a) dq = dQ - 16n3h2me | (p,’ | V | po) I*
eine unelastische Streuung stattfindet, deren Wirkungsquersehnitt,

wenn der Energieverlust des Teilchens zwischen E und E 4 dE
liegt, gegeben ist durch (%)

— d2 + 16ntheme L2 | (p/ L2, ¢ B —p) dE
(48b) d‘.Z-—-d- lﬁnhm Ipo |(po]V|po)!2 31.: hc mgcg El M

Das Integral iiber dg wird bei E = ( logarithmisch unendlich
(« Ultrarotkatastrophes).

Da in dieser Theorie nur solche Prozesse beriicksichtigt werden,
bei denen nur ein einziges Lichtquant emittiert wird, folgt der spek-
trale Emissionskoeffizient zu

(48 ) A(w)dw=dQ + 167*h*m? ]%’LI' (R 1V Do) [* -
0

2 ¢ @;———,—57’)2 dw .

e m?
Wenn wir zunichst der Einfachheit halber G (w) = e—wlox vor-
aussetzen so kann das Resultat der hier entwickelten Theorie
direkt aus (30), (36), (38) abgelesen werden, wenn wir noch beachten,

dass wegen C << 1 gesestzt werden kann I’(O’):%I‘(C-}— l)a:_lé
_ dE ( E \C —Eihoy — _E_ ¢ —Ejho,
(49) SdE = C E’"(W,) ] ._d(hwl) ¢—Elho, |

Insbesondere folgt fiir den Wirkungsquerschnitt

— dO - 16mh2me (2] (7 s()dE(_I’;__)C —Efho, |
(50) dq dQ Tthm lpo'l(pOIV!pO)l E hw] € ©

Eine streng elastische Streuung gibt es, wie bereits erwiahnt, in die-
ser Theorie nicht. Das Integral von (50) zwischen den Grenzen 0

(Y) Vgl z. B. W. HEITLER, The Quantum Theory of radiation, p. 166, Gl. (17).
Wir setzen hier der Punktladung entsprechend G(w)=1.
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und £ ist nunmehr wegen des zusitzlichen Faktors EC endlich und
hat bis auf Terme der Ordnung C den Wert

1) (J dg) == dQ 16w m| (3 |V | o ()"

Die vernachlissigten Terme der Ordnung C riithren daher, dass | p,’ |
und C von der Integrationsvariable E abhingen, wihrend hier die

betreffenden Werte fiir | p,” | = p, | eingesetzt wurden. Ist
E 1
(52) — Olgh—m; <<1 oder lg hwl -—lgE <<b

c
so kann (h_lf)‘) 1 gesetzt werden und (51) stimmt mit dem durch (48)
1

gegebenen Wirkungsquerschnitt der altem Theorie fiir die elastische
Streuung iiberein. Ebenso stimmt unter der Voraussetzung (52) der
allgemeinere Ausdruck (50) — abgesehen vom Abschneidefaktor e—Elho, —
mit (48b) iiberein. Was das Verhalten des Teilchens betrifft, ist
also (52) die Gliltigkestsbedingung fiir die alte Theorte. Nur ein sehr
schmales Gebiet in der Nihe won E =0 ist durch diese fiir den
Anwendungsbereich der alten Theorie ausgeschlossen. Die Grosse
dieses Gebiets hingt dagegen wesentlich ab vom Wert o, der Ab-
schneidefrequenz.

Fiir den Emissionskoeffizienten erhilt man aus (38) durch Reihen.
entwicklung von | p’, | an der Stelle £ = ke und Vernachlissigung
von Grossen der Ordnung C? das Resultat

l O,I ’ e! (p p ’)2
. 4 P s, 2 . o —Po )" |
(63) A(w)dw = dQ + 16n*h2m? [2.] [(Dy |V | D) | e

[}
© 1

ce o1 [O-xc—l e— dz
. .

worin | p,’| =V p,® — 2mhw einzusetzen ist.

Bisher wurde iiber w,/», noch nichts voransgesetzt und die abge-
leiteten Formeln beanspruchen fiir beliebhize Werte dieses Verhilt-
nisses giiltig zu sein. Ist insbesondere o, << o, (grosser Korper),
so kann fiir 0, — o >> o, das Integral in (53) einfach 1 gesetzt
werden. Wahrend dieser Fall nichts Ueberraschendes bietet, wollen
wir von nun an ausdriicklich
(54) Wy << 0,

- E _e _ e
voraussetzen, sodass stets ¢ *?1»] und ¢ “1»l, ¢ “1nl angenom-
men werden kann. Bs ist dann bel konsequenter Vernachlissigung
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von Termen hoherer Ordnung in C

a0, | 2| |, - .(E\CdE
(08 dg=dQ-16xkemt Py |V |2 - ()

A —d0O 184 h2im2 | Dy’ "v 2, E ‘f(;’:,_;;)z(wo—wy
(63a) Alw)dw=dQ-16*wh*m 201 ||(p° {Vip,)] Wmeé m e )
Die Giiltigkeitsgrenzen der gewohnlichen Strahlungstheorie sind nach
wie vor durch (52) bestimmt, Die letztere Formel enthdlt das Resul-
tat, dass in unmittelbarer Nihe der Kante die spektrale Intensitét
rascher nach Null abfillt als in der gewdhulichen Strahlungstheo-
rie (b).
Das Ueberraschende an diesem Resultat besteht darin, dass auch
wenn o < @, <<, der Wert von o, aus dem Endresultat nicht
herausfallt, sondern die Giiltigkeitsgrenze der gewohnlichen Theo-

(*) Es mige hier noch die Verallgemeinerung der unter der Voraussetzung (54)
giiltigen Resultate fiir eine beliebige Art des Abschneidens angegeben werden. Es
kommt in diesem Fall darauf an, die durch (33) definierte Funktion f(a) fiir grosse
Werte des Argumentes «hw, zu ermitteln, Die Verallgemeinerung von (35) ist

* fly=—C % Ig (aho,) +-$ % + Y % 4o fiE gho, > 1

worin y eine Konstante von der GrOssenordnung 1 ist. Man leitet z. B. diese
Formel aus der entsprechenden Formel fiir f'(z) ab.. Fiir kleine E/hw, folgt
dann aus (32) _
C E \C
(49" SdE:% B ‘—rlc mc‘%E (£
ey.hm, ©) eYhuo1
far kleine € und —Ff'— Das heisst, es ist o, stets durch w,-¢¥ zu ersetzen.

hwo,
Zum gleichen Resultat fiihrt auch folgende Variante des Summationsver-

fahrens von § 3. Man setze
S:(iitg—) .
O Jpy

{Differentiation bei festem p,) mit

1 -
= T(n) M-—wme "

hinwm<Es T !
s

Bei kleinem C ist es erlaubt, statt der Nebenbedingung AZngw, <7 E den
—hZnw/E
Faktor ¢ ° hinzuzufiigen und iiber alle n, zu summieren. Das Resultat ist

1 oo
8 = e@(i) i gl = fl— i) = C / (d_‘”)(e—ahw — 1)G(w).
®
Aus (*) folgt wieder (49') fiir Efhw, << 1.

Fiir scharfes Abschneiden [G(w) =1 fiir v <o, und G(w) =0 fir v > wv,]
ist y die Euler’sche Konstante,
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rie wesentlich bestimmt. Bs ist daher wichtig, festzustellen, von wel-
chen Frequenzen der durch (31) definierten Summe S die Abhan-
gigkeit ihres Wertes von «, herriihrt. Bilden wir (bei festem p,)

_deE_ 2(n,) H——wse "

Zn,(.),<E 8 !
80 ist unmittelbar zu sehen, dass dies durch die Terme mit n,—=0
fiir © > E/h bedingt wird. Nehmen wir hier ein seharfes Abschnei-
den an, so sieht man leicht, dass

Wy c
I e—"’:exzwz—— C d_u)% = (—E )
0 >Elh ® hw,
En

den Hauptterm liefert (*). Ueberdies bekommen wir eine obere
Schranke fiir &', wenn wir fiir w,<<E/h iiber alle %, summieren (was
Jeweils den Wert 1 in II ergibt) statt die Ungleichung 2n;w.<E/h

einzuhalten. Daher ist ("’)
’ E C
8 < ()
Es moge noch darauf hingewiesen werden, dass die formale Ent-
wicklung von (50a) nach Potenzen von C gemiss

E\C . [E
(m)=1+(, lg<m>+...

(wobei natiirlich die Integrierbarkeit von dg bei E — 0 wieder ver-
loren geht) mit den Resultaten der héheren Niherungen der ge-
wohnlichen Storungstheorie, bei der ja nach €/hc entwickelt wird,
iibereinstimmen muss. In der Tat divergieren diese héheren Nihe-
rungen fiir Punktladungen.

Die Abhingigkeit des Resultates von «, verhindert einerseits
eine Anwendung auf wirkliche Elektronen. Zwar kionnte man da-
ran denken, entgegen der Voraussetzung (II) o, durch eine Gros-
se der Ordnung mc*/k zu ersetzen, doch wire ein solches Vorgehen
rein spekulativ. Andrerseits scheint sie zu zeigen, dass die feineren
Ziige der Quantenelektrodynamik rdumlich ausgedehnter Ladungen

im Falle 5 mv?, << ho, nicht in direkter Weise mit korrespondenz-

missigcen Ueberlecungen in Verbindung gebracht werden konnen.
Ziirich, Physikalisches Institut der E. T, H.

(!) Nach Anmerkung 8. 174 ist gerade fiir n,—0 die Vernachlissigung der
Retardierung erlaubt.
(?) Vgl. den Faktor ¢¥ in Anm. von voriger Seite.



