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Zusammmenfassung. - Beka~ntlich lief ert die i~bliche Strahlungstheorie fiir 
den Wirkungsquerschnitt dq eines geladenen Teilchens beim Durchgang 
durch ein Kra f t f  eld bei Ablenkung zu einem gegebenen Winketbereich einen 
une~c~lieh grossen Wef t  ((( Ultrarotkatastrophe ))). Schreibt nvan niimllch 
vor, dass der Energieverlust des Teilchens zwischen E u~d E-~-dE lie- 
gen ~oll, so wlrd fi~r kleine E n a c h  dieser Theorie do • eo~nst, dE/E, 
was bei Integration an der stelle E = 0 logarithmisch divergiert. In der 
vorliege~den Arbeit wird genauer untersucht, was die Quantenelektrody- 
namik fiir ~iesen Wirkungsquerschnitt ergibt, wenn dem geladenen 
K6rper eine endliche Ausdehnung z~geschrieben wird. Es zeigt sich, dass 
dann zw,ar die Unendlichkeit stets b eseitigt wird untl d~s  die in der 
gewShnlichen Theorie als strahlungslos betrachteteu Ablenkungen hier 
als solche mit endlichem, wenn auch sehr kleinem Energieverlust erschei- 
hen. And/rerseits hiingt abet naeh der genauen Theorie der niihere Ver- 
lauf yon dq fiir sehr kleine Energieverluste E so wesentlich yon der 
Ausdehnung des geladenen K5rpers ab, dass eine unmittelbare Anwen- 
dung des Res~dtates auf wirkliche Elektronen nicht mSglich ist. Es i~st 
daher zu schliessen, dass dos in Rede stehende I'roblem wesentl:ch mit den 
noch ungel6sten fnndf~mentalen Schwierigkeite~ der Quantenelektrody- 
namik z~tsammenhiingt. 

w 1. EINLEITUNG. 

Neben den bekannten Schwierigkeiten der Quantenelektro- 
dynamik, welche die u_nendliche Se]bstenergie eines geladenen Teil- 
chens betreffen, gibt es bekanntlich aueh ein divergentes Resultat 
dieser Theorie, welches die Emission yon Lichtquanten sehr kleiner 
Frequenz betrifft. Die Wahrseheinliehkeit, ein geladenes Teilchen 
beim Durehgang dutch ein Kraftfelcl in einer bestimmten Richtung 
abgelenkt zu finden, wobei es zugleieh einen im Intervall (E,  E + d E )  
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liegen4en Energieverlust  erle~det, ergibt  sieh n~imlieh naeh dieser 
Theorie als fiir  kleine E proport ional  zu d E / E .  Integrat ion dieser 
Wahrscheinliehkeit  fiber ein e ndliches Interval l  (E, E') gibt dahec 
bei E = 0 eine logarithmische Unendlichkeit.  In  der vorliegenden 
Arbei t  soll untersucht  werden, ob dieses Ergebnis  nu r  durch unzu- 
liissi.ge mathematische Niiherungen bedingt ist, oder ob es sich um 
eine tiefere physikalis~he Schwierigkeit handelt. Um diese Frage  
zu entscheiden, haben wir die Quantenelektrodynamik fiir starre, 
riiumliche ausgedehnte geladene KSrper  angewendet. Wie bekannt,  
f i ihrt  diese ja stets fiir eine nieht verschwindende Ausdehnung a des 
KSrpers, - -  die mit einer (bis auf einen numerisehen F.aktor der 

GrSssenordnung 1) durch cox - -  2n c gegebenen r Abschneidefre- a 

quenz )> ~iquivalent ist - -  zu endlichen Resultaten. Ueber den Wer t  
yon e2/hc, worin e die Ladung des KSrpers bedeutet,  brauchen wit  
keine Annahme einzllffihren. Um abet das Problem durch  das Auf- 

e s eZcol 
t re ten der elektro~nagnetischen Masse t~ r ~ co ~ nieht zu kom- 

plizieren und zugleich die Definition der Masse des KSrpers eindeu- 
rig zu ma.chen, fi ihren wir zun~ichst die ausdriiekliehe Vorausset- 
zung ein, dass ~ klein sein soll gegeniiber tier mechanisehen Masse 
m des KSrpers oder 

e*co~ < <  1 
(I) - m e "  " 

Da wir i iberhaupt eine endliehe Dimension des geladenen KSrpers 
einfiihren miissen und, wie wir sehen werden, das Endresul ta t  yon 
dieser abh~ingt, schien es uns (schon wegen der Lorentzkontraktion) 
konsequent, yon vornherein die Anfangsgesehwindigkeit  Vo des KSr- 
pers als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit vorauszusetzen 

(IIt v0 < <  1 
e 

und stets mit der unrelativistisehen Wellenmecbanik zu reehnen. 
Ferner  ist es zweekm~issig, aueh die Voraussetzung 

aft)  1 
(III)  mc ~ ~ 1 

e ~ 
einzufiihren, die fiir kleine ~-~ seh~irfer als (I) ist. Diese hat zur 

Folge, dass ffir alle Eigensehwingungen des Strahlungshohlraumes, 
die sieh mit dem KSrper in Weehselwirkung befinden, die Compton- 
verschiebung relativ klein ist und daher die Retardierung,  d. h. der 
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Impuls der Strahlung (fiir beliebige Werte von e~/hc) gegeniiber der 
Aenderung des Teilchenimpulses vernachl~sigt werden kann. Da- 
durch ist es mSglich, die Strahlung als Dipolstrahlung zu behandeln, 
d. h. im Hamiltonoperator das Vektorpotential des Strahlungsfeldes 
am Ort des 'Teilchens durch dasjenige an einem festen Ort zu 
ersetzen. 

Eine strenge LSsung des hierdureh defmierten reduzierten Pro- 
blems im Falle der Abwesenheit ~iusserer Felder sowie eine ange- 
n~herte LSsung im Fall schwacher ~iusserer Felder, ist bereits yon 
BL0ctt und NORDSIECK (1) gegeben worden, dene~ es auf diese Weise 
gelungen i~t, einen w esentliehen Fortschritt zu erzielen. Der w 2 
der vorliegenden Arbeit enth~ilt gegeniiber den Arbeiten dieser Ver- 
fasser inhaltlich nichts Neues und wurde hier nun des Zusammen- 
hanges hal,ber ausfiihrlich dargestellt, um die Annahme der endli- 
then Dimension des geladenen KSrpers sowie die durch die Voraus- 
setzung (II) ermSglichten Vereinfaehungen gegeniiber den etwas 
allgemei~eren Annahmen der ~o~nannten V e r f . ~  (2) deutlich her- 
vortreten zu lassen. 

Das wesentliche Ergebnis ist, dass in der hier betrachteten, durch 
die Voraussetzungen (I) bis (III) eharakterisierten N~iherung das 
Strahlun~sfeld auch bei Vorhandensein des geladenen Teilchens sich 
durch �9 freie >) Lichtquanten charakterisieren l~sst, deren Anzahl 
be.i Abwesenheit yon ~usseren Kr~iften zeitlich konstant bleibt. 
Durchl~iuft nun der KSrper ein ~iusseres Kraftfeld, so treten voll- 
kommen s~rahiungslo~e Ablenkungen des Teilchens niemals auf, viel- 
mebr werden stets unendtich viele freie Lichtquanten emittiert. Von 
diesen haben allerdings fast alle sehr kleine Frequenzen, da die 
gesamte em~ttierte Strahlungsenergie endlich ist. 

Leider ist es uns nieht gelungen, das in w 2 definierte allgemeine 
mathematische Problem ffir beliebige Kraftfelder zu 15sen; insbeson- 
dere w~ire eine genauere Untersuchung des Grenziiber.ganges zur klas- 
sischen Meehanik und Elektrodynamik noch erwiinscht. In der vor- 
]iegenden Arbeit begniigen wir uns jedoch mit einer Diskussion des 
speziellen Falles sehwacher KraftfeIder, bei denen man sich auf die 
e r s t e  N~iherung der StSrungstheorie (Born-sehe N~iherung) be- 
sehr~inken kann. Im Gegensatz zu BLOCH und NORDSI~CK halten wires  
aber fiir wesent]ich, bei der Diskussion der theoretischen Resultate 

(t) F. BLOCH U. A. ~TORDSIECK, r P h y s .  Rev. ~, 52, 54, 1937. Im fo lgende~  
zit lert  als , A ~. 

A.  NORDSIECK, r Phys .  Rev. ~, 52, 59, 1937. Im fo lgenden zitiert alg c B , .  
(2) Vg] .  ~ Anm.  >> (i), S. 8. 
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den Energiesatz exakt  zu beriieksichtigen. Eine eingehende Diskus- 
sion der Resultate der Quantenelektrodynamik ~iir den Wirktm. gs- 
quersehnitt dq des Teilchens bei Ablenkung in einem gegebenen Win- 
kelbereich d~  und einem vorgegebenen Energieverlust des Teilchens 
sowie aueh fiir das emittierte Spektrum wird im w 3 und w 4 de~ 
vorliegenden Arbeit gegeben. 

Hier mSge nur ein spezielles l~esultat fiir den Fall 

e "2 v ~ _ _  o 
h c ' ~ l  und ~ v 0  ~<~h~o  1 

angegeben werden, das fiir die.eeinga ,ngs auf.geworfene prinzipielle 
Frage von Wichtigkeit ist. Ist vo und vo' Anfangs-und Endgeschwin- 
digkeit des Teilchens und wird zur Abkiirzung gesetzt 

2 e '~ (vo--v, ' )  ~ 
C - -  hc c s 

so ergibt sieh tier genannte Wirkungsque~schnitt zu 

= con t �9 - g .  h-Voo, 

wobei der konstante Faktor bei gegebenem Ablenktmgwinkel der- 
selbe ist wie in der bisherigen Strahlungstheorie. Dies hat zur FoL 
ge, dass dieser Ausdruek nunmehr bei E = 0 integrierbar wird; und 
zwar folgt fiir die Gesamtwahrseheinliehkeit, das Teilehen mit einem 
Energieverlust im endliehen Intervall (0 ,  E)  in gegebener Riehtung 
abgelenkt zu flnden ein Be t r~ ,  der sehr nahe iibereinstimmt mit 
dem Resu/tat der alten Theorie fiir strahlungslose Ueberg~inge, so- 

re 
bMd E zwar klein ist gegen die Anfangsener.gie Eo = ~  vo s des 

Teilehens, aber gross gegen die kritisehe Energie 

~ = h o ~ .  exp(- -  ~ ) .  

Ist aber der Energieverlust des ~eilehens yon derselben GrSssen- 
ordmmg wie die (n~eh Voraussetzung kleine) Gr'dsse ~, so hiingt 
der Wirkungs~luersehnitt ,~,esentlieh yon ~ ,  d. h. yon der GrSsse 
des geladenen KSrpers ab, obwotll ja die Lieht~ellenliin, gen sehr 
gross gegen die KSrperdimensionen sind. Beim jetzigen Stand der 
Quantentheorie liisst sieh nieht si.cher entseheiden, inwieweit dieses 
Resultat der Quantenelektrodynamik fiir aus~edehnte KSrper der 
Wirklichkeit entsprieht, da dieses I~esultat den Rahmen gewShnli- 
eher Korrespondenzbetraehtungen iibersehreitet. Jedenfalls diirfte 
eine Verbesserung der gewShnliehen (korrespondenzmiissigen) Strah- 
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lungstheorie fiir Punk t ladungen  bezw. wirkliehe Elektronen aueh 
bei dem hier bet rachtoten Problem nicht ohne Eingehen auf die fun- 
damentalen IS'elbstenergieschwierigk, eiten der Quantenelektrodyna-  
mik  mSglieh sein. 

(2) 

mit  der Normierung 

~3) 

w 2. ])As REDUZIERTE STRAttLUNGSPROBLEM. 

Die I t ami l tonfunkt ion  der unrelativist ischen Theorie lautet  
zun~chst 

1 ~ e s 
+ 

t t i e r in  ist E~, der divergenzfreie Teil der elektrisehen Feldst~irke, 
V(x) das Potent ial  des ~usseren Kraf t fe ldes  ~ad  e und m Ladung  
und mechanisehen Masse des geladene~n K5rpers .  H a t  dieser eine end- 
]iche Ausdehnung,  so ist hierin fiir A der Mittelwert  des Potentials  
fiber die als s t a r r  gedachte Ladungsver te i lung  des KSrpers  zu 
~ehmen : 

f ,  

J 

f D(~)d'~--- 1. 

Der Einfachhei t  halber nehmen wir sph~risehe Symmetr ie  des KSr- 
pers an, was zur Folge hat, dass D nur  vom Bet rag  p ~ I~1 des 
Vektors  ~-'abh~ngt. Zerlegt  man in einem endlichen Hohl raum mir 
dem Volumen V und zyklisehen l%~ndbedingungen A nach Eigen- 
schwingungen, so kann man setzen 

e - - ' X :  E hto,-~, [P, cos (k'-','~ § Q, sin (-~', x-~] (') 
m e  s 

{4 a) 

,(4 b) 

Hier in  ist 

(5) 

% ist ein auf  

a, = ~ -  �9 h~:, 77,g~.1 (:) 

k, senkrecht stehender Einhei tsvektor  der  Palari-  
sation, wiihrend die P,  und Q, Operatoren sind, die die Vertauseh- 

(l) Wir bezeichnen mit h stets die dureh P~ dividierte Planek' sehe Konstante 
und mit ~o die Kreisfrequenz. 

(2) Die bier mit a'-~ bezeichnete GrSsse unterseheldet sich yon derjenigen in 
<ler Arbeit yon BLOCH u. iN'0RDSIECK, 1. C. um den Faktor 1/rnhm~. 
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ungsrelationen 
[ P , , Q , , ] : - - i ~ , , , ;  [P , ,P~ ,] ' - [Q, ,Q, , ] -~O 

erfiillen und auch mit x und p vertauschbar sind. 
Der Faktor  g(k,) in (5) ist tier durch die endliche Gestalt des. 
KSrpers be dingte << Abschneidefaktor >>, der mit  der friiher einge- 
fiihrten Funkt ion D(~) gem~ss 

zusamenh~ngt. Gem~iss unserer Voraussetzung der sph~irischen Sym- 
{0 s 

metrie des KSrpens h~ingt er nur  ab vom Betrag ] k, [ : c "  Die Nor- 

mierungsbedingung (3 )e rg ib t  unmittelbar 

(3 a) g(0) -~ 1 

w~ihrend 

f =_ f, = , o ,  
o 0 

kurz als <( Absehneidefrequenz >) bezeiehnet werden soll. Es ist c/~o~ 
proportional der Dimension des K5rpers, sodass einem punktf5rmi- 
gen Kiirper m, ~ oo entsprieht. Spezielle fiir die l~eehnungen be~ 
queme Funktionen g(~) sind 

g(,~))~---1 fiir 0 ~ < o h ;  g((o)----0 fiir m ~  
und 

to 

T g((o) i '-- G(r = e to,. 

Entsprechend unseren Voraussetzungen (I) und (III)  kSnnen 
wir nun erstens den 'Term proportional zu A 2 im Hamiltonoperator 
ve rnach l~s~en  und zweitens den Mittelpunkt x des KSrpers im 
Argument  des Vektorpoten~ials ersetzen durch den festen Mittel- 
punkt  des Kraftfeldes V(x), mit dem wir zugleich den Ursprung 
des Koordi.~nate._ nsystems zusammenfallen lassen. Das heisst, wir set- 
zen in (4) (k x)-----0 und erhalten fiir den so vereinfachten Hamil-  
tonoperator 

P' E 1 (p  , + Q,')hm, . 

Es bedeutet dies, dass wir die Strahlung als elektrische Dipo]strah- 
lung behande]n und die hbheren Pole vernaehl~ssigen. 

Nunmehr kSnnen wir im kHiftefreien Fail V(x)-----0 das Pro- 
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blem dqareh eine einfaehe kanonisehe ~Transformation Risen n~mlieh 

(10) Q, = Q,' * P~ = P , ' +  (a'-: p-~. 

Dann wird aus (9) 

p" 1 ~(a ,  p ) ~ h f o , + V I x ' - - h Y / ~ Q , ) +  v, 1 
H ~  2m 2 ~ s 2 (P'"  + Q,~)h~o~. 

Es ist leieht zu sehen, alas der ~weite Term dem Vorhandensein der- 
elektromagnetisehen Masse entsprieht. In  der Tat  gibt die Ausfiih- 
rung der Summation iiber s gemiiss (5) und  mit  Beri ieksieht igung 
der bekannten Tatsaehe, dass die Anzahl der polarisierten E ig en -  
sehwingungen zwisehen r und w, + dw, den Wef t  hat 

V 
(11) Z, = ~ m,~dm, 

- - - -  --~---~ ~ e 2 /  " 3=4 m'c)" e~'')l E (a, p)2h(o, == p2 . &oG((o) = p2 

o 

Mit Einf i ihrung der elektromagnetischen Masse (~) 

4 e2o~1 
I~ - -  3 ::e 3 

(12 )  

wird daher  

2m 2 8 

~em~ss unserer  Voraussetzung (I) ist es konsequent, hierin derr 
zweiten Term zu vernaeh, l~ssigen, und wit  erhalCen nunmehr  den 
Hamil tonopera tor  des endgiiltig reduzierten Problems zu 

P~ E 1 
- - h Y ~ a ~ Q , ) +  . 2 (IV) H = ~-~ + V('~ ~ (P' ;  + Q,~)h,,),. 

$ 

Im kr~iftefreien Fal l  V(x)-----0 bekommen wi t  die ,Liisungen 

(13) ~Po (x', Q,) ----- e ~ p" ~ 11 h,,(Q,) 
$ 

worin die h,(Q) die normierten Orthogonalfunktionen sind, die den, 

(t) Auf Grund yon (6) und (7) findet man leieht filr die elektrostatische. 
e2ft) t Energie der Ladungsvetteilung eD('~ den Wert w = sodass (12) die be- 

4w 
kannte Beziehung ~.~---~ e~ fiir sphiiriseh symmetrisehe Ladungsverteilungea,. 
wiedergibt. 
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hermiteschen Po lynomen  zugeordne t  s ind u n d  die Gleichung 

d~h,~ 
- -  ~ ~ Q~h,~ - -  (2n + 1)h n 

erfiiIlen. Die durch  
1 

(14) 2 tP'~ ~ 4-  Q~) ---- n, -r 1/2 

def in ie r ten  Quantenzahlen  n~ kSnnen als Anzahlen der  r f re ien  
L i ch tquan t en  >> der  F requenz  ~, bezeichnet werden  u n d  sind yon  
den L ich tquan tenzah len  

1 
fi IP~ -~ + Q~) = N~ + 1/2 

die sonst in der  S t rah lungs theor ie  benii tzt  werden,  verschieden.  Es  
fo lgt  aber aus dem Hami l tonopera to r ,  dass - -  in der hier  benii tzten 

N~iherung - -  die f re ien L ich tquan tenzah lea  n, es sind, die d i rek t  
mi t  einem S p e k t r o g r a p h  beobachtet  we~den kSnnen, da  n u r  diese 
s ich,  vom geladenen KSrpe r  r~iumlich ge t rennt ,  f re i  for~pflanzen 
kSnnen. Insbesvndere  en t spr ich t  bei gegebenem Teil.chenimpuls p 

d e r  Z us t a nd  kleinster  Energie .  in welchem alle Quantenzahlen  n, 
verschwinden,  der  Abwesenhei t  yon ~ t r a h l u n g  im eigentl ichen S inn  
Die N o r m i e r u n g  der  E i g e n f u n k t i o n e n  (13) in Bezag  au f  den Orts- 

r a u m  ist so vorgenommen,  dass die mit t lere  Dichte  des Teilchens 
in grassen R~iumen gleich 1 wird, was f i i r  die hier  zu behande lnden  
Stossprobleme zwr ist. Wie  leicht zu sehen, bi lden diese 
F u n k t i o n e n  e ia  vollst~ndiges Or thogona lsys tem hinsichtli~h der Pa-  
r amete r  p und  n~ (~). 

Al lgemein  kSnnen wi r  daher  p und  die n~ ais A r g u m e n t e  der  
Wel l en funk t i0n  einf i ihren g e m , s  dem Ansa tz  

{ 15) ~(x', Q) ~--- E ap~(p, II h,~(Q~). 
~'s J $ 

(t) In  A wurde versucht, den kr~ftefreien Fall strenger zu behandeln, ohne 
�9 den Teilchenort x mlt einem festen Ort zu identifizieren. Das erhaltene Funktio- 
nensystem A, (17), das als Verallgemeinerung unseres Systems (]3) erseheint, 
ist indessen nieht orthogonal, wie aus der Spezialisierung der G1. A, (21), (22), (23) 
fiir ~r(x)=l unmittelbar hervorgeht. Es besteht allerdings ann~ihernde Orth()- 
gonalit~it fiir die Matrixelemente zwisehen solehen Zustiinden, fiir welehe der 

totale Impuls {$ns'~s ] der Strahlung sehr klein ist gegen die Impuls~nderung 
['-p--~r I des Teilchens. In F[illen, we nut Matrixelemente yon V(x) zwisehen 

solchen Zustiinden die Endresultate wesentlich beeinflussen, diirften daher die 
allgemeineren Formeln in A eine brauchbare N~iherung darstellen. Unter unseren 
weitergehenden Voraussetzungen (II) und vor allem (III) scheint uns dagegen 
die bier eingeschlagene Methode konsequenter, bei der fiir die Lichtemission 
nut die elektrische Dipolstrahlnng in Betracht gezogen wird. 
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~16) 

mit 

Die Wellenfunktionen ~(p, n,) geniigen d~an gem~ss (IV) bei 
Anwesenheit v, on Kr~ften (bei Weglassen der Nullpunktsenergie tier 
Strahlung) in einem station~iren Zustand der Energie E der SchrS- 
dingergleichung 

P' Z m~o.):~Ip, m) E ~  n~) = (~--~ + h 

+ ~ f a'p'tpl v t p') n (,~.. p l ~l,,.'. p'~(p',,~.') % 

1 f ~- ('~-~ 
{17) (P l V t P') = ---~ ~ e V(x)d'x 

(2~h) ~ 

(m, p]Kin/, p')--f e "p'~ % q'h,,,,(Q)h,,JQtdQ. {18) 

Es ergibt sieh mit der Abkiirzung 

1 ~ 
~19) w, --- ~ [(p' - -  p) "~,]" 

{20) (n,p]K]n',p')=e--~u ( iVw)n ' - "+~  
(n--k)!  k! (n ' - -n+k) ! "  

1 
Weim man ( n ' - - n + k ) ! - - 0  setzt fiir n ' - - n §  gilt  diese 

Gleichung sowohl fiir n ' >  n als auch fiirn'<__ n und fiberdies er- 
kenn t  man durch die Substitution k ' - - n ' - - n  + k die Symmetrie des 
Ausdruckes in n und n'. Fiir  p" ~ p ist K nur  yon Null verschieden, 
wenn n -  n' und in diesem Fall  gleich 1. Weiter gilt speziell 

(n,p, iKlO, p , ) ~ e - ~ ( i \ / ~ ) ,  1 

Aus (18) f o l ~  mit  Hilfe der VollstSndigkeitsrelation fiir .die h,,(Q) 
bei Summation fiber alle n" sofort 

p") (n,p E]n" ,p ' )  (21) E(n, p lg fn ' , p ' ) (n ' , p ' IKIn" ,  = 
% 

und speziell fiir p" ~ p, n" ---- n : 

(21 a) ~ t(n, p lKt n', p')I' --~ 1 
nr 

Fii r  n ' ~  0 ~olgt dies auch leicht direkt aus (20 a). 
Wir  werden uns hier fiir ein spezielles zu (16) gehSriges Eigen- 

wertproblem interessieren, das einer in der -~- x~ - Riehtung einfal- 
lenden ebenen Welle ohne Lichtquant entspricht, die durch das 
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Kraftfeld ges~reut wird. Es muss daher hier speziell gelten 
i 

(22) ,O(x', Q) - -  e II h o Q~) § ~,(x', Q,) 
8 

worin ~l(x', Q,) ffir alle Q~ und grosse "~ (oder'S) nur auslaufende 
Kugelwellen enthalten da r f  (Ausstrahlungsbedingung). Entspre- 
chend der Zerlegung (22) bekommen wir aus (15) und (16) mit 

E --- por 

f '~, n,) (23) r n,)--- $(p-~-- ~o) II ~(n~, O) -4- 

8 P ~  P~ - -  h ~.. n,r 
2 m  

worin f die Gleichung zu erffillen hat 

(24) f(-p,, n~) = (Pl V I Po) II (n~, p I KI 0, Po) + 
$ 

II ( I n~, p I K In,', p')f(n,', p') 

~- ~ ;d 'p '(p[V]p')  " Po ~ -  p,S 
n'~ . !  h ~.. nJ(os 

2m 

Der Ausstrahlungsbedingung wird in bekannter Weise automatisch 
geniigt, wenn man in (15) und (16) oder (24) bei der Integration 
fiber den p -  bezw. p ' - R a u m  in folgender Weise in die komplexe 
Ebene  ausweicht:  Man integriere in Polarkoordinaten, fiihre die 
Winkelintegrationen in normaler Weise durch, umfahre aber bei 
der Integration fiber den Absolutbetrag ~ ----- P bezw. lp-~l --~ P' die auf 
der positiven reellen Achse liegenden Pole des Integranden in der  
unteren komplexen P - bezw. P '  - Halbebene. Aus (23) berechnet ma~ 
]eicht (~), class so fiir grosse ]'x71 ~ r  eine Streuwelle 

i 
e~PO 'r 

r 

resultiert, deren Impuls dureh die Energiebedingung 

(25) 1 1 
2m P~ 2-m p~ --  h ~. n~o~ 

gegeben ist (~) und deren Amplitude 

(26) A = 4n~hmf( ] po' I .7,  n~) 

{t) Vgl. hierzu auch P. A. M. DIRAC, Quantum Mechanics, 2 Anti., w G3, insbes.. 
p. 200, G1. (37), (38). Die bier  mit f bezeichnete GrGsse unterscheidet  sieh von~ 

3 
der Diracschen um den Faktor  (2nh) - ~ -  

(~) Fiir Werte  der ns, f i i r  welche die rechte SeRe yon (25) negat iv  ist,. 
f~il]t ~(x r) fiir g r o s s e r  rascher ab als mit  1/r. 
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betr~igt,  wor in  e ~ x / r  ein  E i n h e i t s v e k t o r  in  d e r  be t r a c h t e t e n  Emis -  
s i o n s r i c h t u n g  ist.  Be i  gegebenen  Q u a n t e n z a h l e n  n, d e r  e m i t t i e r t e n  
f r e i en  L i c h t q u a n t e n  is t  d a h e r  d e r  Wi_ffkungsquersehnit t  dq der  S t r eu -  
u n g  des  ~Teilchens in de r  R i c h t u n g  e ipro W i n k e l b e r e i c h  d ~  gegeben  
d u r c h  

{ 2 7 )  dq " - d ~ ~  If(IPo'l "e,n~)L ~. 

w 3.  STREUUNG DES K()RPERS UNI) LICHTEMISSION 
IN SCHWACHEN KRAFTFELDERN. 

D a  e ine r  a l l geme inen  Di skuss ion  des d u r c h  die  G le i chungen  
(23) u n d  (24) (un, d d e r  zugeh5r igen  I n t e g r a t i o n s v o r s c h r i f t ) d e f i n i e r -  
t e n  P r o b l e m s  grosse  m a t h e m a t i s e h e  S c h w i e r i g k e i t e n  e n t g ~ e n s t e h e n ,  
wol len  w i r  uns  h i e r  a u f  e in  so sehwaches  K r a f t f e l d  beschr~nken ,  
dass  dieses a ls  k le ine  S t S r u n g  des k rRf t e f r e i en  P r o b l e m s  angesehen  
w e r d e n  k a n n  (1 ) .Dementspreehend  w e r d e n  w i r  b ie r  n u r  die  T e r m e  
e r s t e r  O r d n u n g  in  V ( x )  in  d e r  ges tS r t en  W e l l e n f u n k t i o n  beJbehal ten  
( B o r n ' s c h e  N~iherung). E s  sei  a b e r  bemerk t ,  dass  e iner  F o r t s e t z u n g  
des V e r f a h r e n s  n i ch t s  im W e g e  s t eh t  u n d  dass  f i i r  d ie  B e r e e h t i g u n g ,  
be i  de r  e r s t en  N ~ h e r u n g  de r  S t S r u n g s r e c h n u n g  stehCn zu bleiben,  
d ie  in  d e r  k lass i sehen  M e c h a n i k  def in ie r te  �9 Stosszei t  >> ganz  gleich-  
g i i l t i g  i s t  (z). Die  e r s te  N~iherung t ie r  S t S r u n g s t h e o r i e  be i  E n t w i c k -  

(l) Dies ist im Einklang mit tier in A eingeschlagenen Methode. In B wird ver- 
sucht das Problem - -  wenigstens unter der einschr~inkenden Annahme e~/hc ~ , ~  1 
- -  fiir allgemeine Kraftfelder anzugreifen, indem yon der Wellenfunktion 

~(p, ~ )  = ~o(p) n (n~, p i l l  o, ~o) 
8 

als erster N~iherung ausgegangen wird, worin cpo(p) die strenge LSsung des 
strahlungslosen Problems bedeutet. D. h. q0O(p) erfiillt die Gleichungen 

--~ ~ /'d3p(P ] VI P')fo(P') ~~176 1 fo(p) mit l 'O:(plVlpo)-~-~ - - i f - - -  . 

2--m (P~ " /  ~ (P~ 

Da abet diese Wellenfunktion ~(p, ns) nur elastisch reflektierte Kugelwellen 
enth~ilt [vgl. den Untersehied der Energienenner in r und in (23)] ist es 
nicht zuliisslg, yon einer solchen Wellenfunktion ausgehend, ein gewShnliehes 
StSrungsverfahren anzuwenden. Deshalb ist bisher nieht erwiesen, dass die in B 
angewandte Methode - -  abgesehen vom Fall schwacher Kraftfelder, wo sie mit 
der Methode yon A zusammenf~ilit - -  zu korrekten Resultaten fiihrt. 

h2 �9 K e - a ~  (2) Filr das spezielle Kraftfeld F(r)~---~-mm -- ) - -  (worin K yon der Di- 

mension einer reziproken L~nge ist) haben wir die zweite N~herung der StS- 
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lung nach dem Kraf tpo ten t ia l  folgt unmit te lbar  aus (24) zu 

flp__n,) = (p IV Ipo). II (p, n~ 1KJpo, O) 
$ 

da  der n~chste Term bereits yon zwei~er 0 r d n u n g  ist. Einsetzen 
von (19) und (20 a) ergibt  mi t  Beaehtung yon (25) 

(28) [ f'(-Po', n,) I' --- (Po' [ V ] po) t' II 1 ,  w~" e -~ ' .  
8 ~S. 

Die Fo rm der Abh~ingigkeit der rechten Seite yon n, bedeutet,  das~ 
die Emission der v.ersehiedenen Quanten (gleieher oder verschiede- 
ner Frequenz)  bei gegebenem P o u n d  P'o statistisch unabh~ingig ist. 
Es  scheint uns dies charakteris~isch fi ir  schwaehe Kra f t f e lde r  zu 
sein. 

Die Tatsache, dass der  totale Wirkungsquersehni t t  bei gegebener 
Ablenkungsr ichtung des Teilchens in der  iiblichen S'trah]ungstheo- 
rie divergiert ,  h~ngt unmit te]bar  damit  zusammen, dass das 
unendliche P roduk t  in (28) null-ist, sobald nur  endlich viele der  n, 
yon Null versehieden sind; nach (5) und (11) ist n~mlich .die Sum- 

wie f do~ me _ ~ w~ 2 bei k!einen r J ~ divergent.  Berei ts  in A wurde  

daraus  gesehlossen, dass bei jedem Durchgang des geladenen KSr- 
pers dutch  das Kra f t f e ld  unendlich viele kleine Quanten h~o, emit- 
t ier t  ~verden und dass es insbesondere keine vollkommen elastischen 
StSsse mit  exakt verschwindendem Energiever lus t  des Teilchens ge- 
ben k5nne. 

Dari iber hinausgehend wollen wir hier abet  zun~chst den exakten 
Ausdruck  fiir den Wirkunsquerschni t t  dq berechnen, wenn - -  bei 
irgend welcher Lichtemission - -  tier Energiever lus t  

1 
2--m ( P ~  p~ --~ h ~ n,~o~ 

8 

des KSrpers  bei gegebenem Ablenkungswinkel  zwischen E und E-~-dE 
liegt : 

(29) E < h E n~r ~ E + d E .  
8 

rungstheorie ermittelt und festgestellt, (lass sie (fiir beliebige Werte der Ladung 
des KSrpers) klein bleibt gegen die erste, sobald 

K ~  ~. 
Fiir das Coulombfeld (cr 0) versagt dagegen die Born'sehe N~herung, 

sobald [pot leo hK, also insbesondere in der N~he der Kante des Brems.spek- 
trums (po '~  0), wie das ja aueh wohl bekannt ist. 
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Gem~iss (27), (28) ist dieser best immt durch 

(30) dq ~ d ~ .  16~4h'm ~ ~ ~po v [Po)I s '  S~E~dE 

mit 

(31) S(E)dE v 1 ,~ e_,~ --- ~(n,) 11 w ~  �9 �9 

n--~1 " E<h]~nsws<E-}-dE s 

Dieser Ausdruek  ] ~ s t  sich in folgender Weise auswerten. Mit E i n -  
f i ihrung der Dirac 'schen ~-Funktion l~sst sich zun~ichst schreiben 

8 �9 

wobei nun die Summe fiber a l l e n ,  zu erstrecken ist (~). Sodann i s t  
+oo 

~(x) ----- l f e'a~dz . 

- ~ o o  

Setzen wir  dies ein und vertauschen die In tegra t ion  fiber a m i t  
d~r Summat ion  fiber die n~, so s 

+oo 

i f  1 

oder durch Ausff ihrung der Summat ion  fiber n~ 

(32) S = ~ dad~'E+f(~') 

mit  

f(~) ---- ~ w~ (e - * ~ h ~ -  1). 
$ 

Mit Hi,ire yon (11) l[isst sich die S~mme nach Ein~etzen des Ausdruk-  
kes (5) in ein In tegra l  verwandeln u.nd es ergibt  sich 

o o  

d r O  

(33) f(a) ---~ C .  f .... (e - ~ a ~  - -  1).  G(r 
j r  
0 

worin 
2 e' (~-~'t~ 

(34) C - -  3-~ ~ " m'c'  

gesetzt i st a n d  G(r wieder den Abschneidefaktor  bedeutet.  Man 
sieht zun~iehst, dass ohne den Abschneidefaktor  ( G ( r  1, Punkt -  
ladung} f ( a ) ~ - - c ~  und S ~ 0  wird. Der Wer t  von S(E)  m u s s  
daher wesent[ich yon ~ und im Al lgemeinen auch von der Form 
der Funk t ion  G(r abkiingen. Es sollen sp~iter besondere F~]le ffir 

(i) In A wird hier hEnsO) s im Argument der ~ Funktion vernachl~issigt, was 
uns nieht konsequent erscheint. 
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allgemeines G(r diskutiert  werden. Zun~ehs t  wollea wir die Reeh- 
hung fiir die in (86) arLgegebene Wahl  G ( ~ ) ~ e - ~ l  ~, durchfiih- 
ren. In  diesem Fal l  l~isst sieh f(~) in einfacher Weise in geschlosse- 
her Form auswerten zu (1) 

(35) f(o 0 : - -  C lg (1 § i~h~o~) : lg (1 + i:r162 - c  f f ir  G(m) ----- e-~l~), . 

In  diesem Fall  wird (32) 

- - o o  

und mit 

1 + i a h ~  "~ �9 z ; e ~ , E - -  e . e - E I  a~, ; da - -  - ~  T 

S - -  e - E l  h~, 1__ 

Der Integrationsweg im Integral  tiber dz  kann so deformiert werden, 
dass er, den Nullpunkt links lassend, yon - - ~ -  /~ bis - - ~  !'4- ie 
liiuft und naeh einer bekannten Formel wird 

1 �9 z-ce dz=  c) 
1 

:(36) S -~  ~ \h~o~] F(C) f i ir  G(~o) ~-  e-~l~,  . 

Auf  dieselbe Funkt ion S ( E )  l~isst sich eine andere psysikalisch 
interessante GrSsse zuriickfiihren, die wir den spektralen E m i s s i o n s -  

k o e f f i z i e n t e n  nennen kSnnen. Er  gibt die unter station~iren Bedin- 
gungen ~on je einem durch die (senkrecht zur X~ Achse gelegene) 
Fl~icheneinheit hindurchtretendem einfallenden Teilchen emittierte 
Energie im Frequenzintervall  ((o, o -{- do)) an und soll mit A(o))dco 

bezeichnet we~den (2). Dabei kSnnen wir aueh noeh die l~ichtung 
oo 

Es ist /a - - f f (e - -x - -e - -ax) : lga .  (9 

(2) Is t  J0 die Stromdichte (pro Zeiteinheit durch die Fl~icheneinheit hindurch- 
tretende Teilchenzahl) der einfallenden Teilehen, so soll 

JoA(co)da~ 
die pro Zeiteinheit  bei deu betrachteten Prozessen emittierte Lichtenergie sein. 
Is t  iV die Anzahl der Streuzentren pro u so ist 

oo 

dE = E . N  fA(o))do~ 
dx j -  

o 
der gesamte mittlere Energieverlust yon einfallenden Teilchen der Energie E 
pro L~ingeneinheit. Es hat A(co)d~ die Dimension erg em 2. 
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des beim Prozess abgelenkten T,eilehens (al~ in einem bestimmten 
r~umlichenWinkel der GrSsse d ~  liegend) spezifizieren und za- 
n~ichst auch den Energieverlust des Teilehens (als im Intervall E, 
E ~ dE liegend); fiber letzteren werden wir aber nachher inte- 
grieren. Dabei betrachten wir die in dieses Frequenzintervall (r 
r J r  do)emit t ier te  Energie gleichgi~Itig welche anderen Frequenzen 
bei den betrach,t~ten Prozessen noch gleichzeitig emittiert werden. 
Ferner lassen wi t  die ttichtu~g tier emittierten Q uanten beliebig. 
Aus (27) und (28) fo~ t  zun~iehst bei gegebenem Po" unmittelbar 

I Po'l A(co)&o --- d ~  . 16~4hSm 2 ~ I (po'l V [ Po)[2. 

1 ~' - ~  ~(n,)n,h(o, ~ e - %  . �9 II(s) ~ ( n , ) ~ w ,  e , .  His) 
%>~-/-&, 

Hierin miissen die n, stets die den Energiesatz zum Ausdruek brin- 
gende Bedi~gung 

E ~ h E n~r ~ E § dE 

erffillen, die man wie oben durch Einfiihrung der ~ Funktion zu 
berfieksichtigen hat. Diese Bedingung hat direkt zur Folge, dass 

{37) h~o ~ E 

sein mus, damit fiberhaupt die yon der Frequenz ca emittierte 
Strahlungsenergie yon Null versehieden sein kann. Mit derselben 
Methode wie oben erhiilt man unmittelbar 

(38) A((o)&o : d ~ .  16 ~'h~m ~ ~ I(Po' IVI Po) I ~" ,~(E--h~)dE. C. G(r hd~ 

worin also der Wert der Funktion S beim Argumentwert E -  h~ 
eingeht, C wieder durch (34) gegeben is t  und stets 

~(39) i Po'l --- ~/ PJ - -  2mE 

einzusetzen ist. Gibt man nur die Richtung des Teilchenimpulses nach 
der Emission vor, so hat man mit diesem Wert  yon I po',l fiber die 
mSglichen Energieverluste des Teilchens zu integrieren und erhiilt 

E 

hd L-5' (38a) A(~o)dr ; ] P~o ]11 (po'l V I po, . 

�9 S(E - -  h~) .  CdE.  

Hierin ist E o ~ po2/2m die Anfangsenergie des 'Teilchens. Wie wir 
sehen werden, hat in manchen F~illen S(E)  ein scharfes Maximum 

13 
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in der N~ihe von E ~-- 0. Dann ist es erlaubt, fiir Po' speziell 

Vpo "2 --  2mho) 

einzusetzen und die ersten beiden Faktoren  in ( 3 8 a ) v o r  das In te-  
gral  zu ziehen und aueh die gem~iss (32), (33) in der Funkt ion  S 
vorkommende Griisse C bei der In}egration konstant  zu halten. In  
diesem Falle ist es niitzlich, die Relation 

(40) I S ( E ) d E  ---- 1 bei festem I Po't 
, J  
o 

im Auge zu behalten, die gem~ss der Definition (31) yon S mit  der  
Gl. (21a) fiir n - - 0  identiseh ist. Man best~itigt auch leicht, dass 
der Ausdruck (36) dieser Bedingung geniigt. 

Im folgenden w soil nun das in den Gleichungen (30) und (38) 
zusammengefasste Resultat in physikalisch interessanten ~onderf~l- 
len n~her diskutiert  werden. 

w 4. DISKUSSION ZWEIER GRENZF.~LLE. 

A) C >  > 1 .  
Wenn wir sehr kleine Ablenkungswinkel des Teilehens aussehlies- 

sen, wird (Po - -  Po') 2 yon der GrSssenordnung po 2, so class die voraus- 
gesetzte Ungleichung die Form annimmt 

e_ ~ Eo > >  1 
hc ' mc --~ 

(41)  

wenn 

(42) Eo - -  p~ - -  hi% 

die Anfangsenergie des Teilchens, o) o die zugehSrige obere Grenze 
des Bremsspektrums bedeutet .  Zusammen mit  der  Voraussetzung (I) 

(I) e~ol < <  1 
mc 8 

folgt hieraus sogleieh 

(43) ~o 1 ~ <  ~o o 

das heisst, die Quantenkante des Spektrums wird hier in Wahrhei t  
gar  nie erreicht, da  info]ge tier endlichen GrSsse des geladenen K~ir- 
pers viel fr i iher ein Absclmeiden des Spektrums erfolgt. 

Zun}iehsr sieht man bei der speziellen Wahl  G(r ~ - e - ~ / ~ ,  aus 
(36), dass bei festem C die Funkt ion  S ( E )  bei E -~-- (C--1)  h~o~ r hr 
ein Maximum besitzt. Ffir  grosse C ist dieses iV~aximum sehr steil, 
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denn die Anwendung der Stir l ing'schen Formel ergibt 

1 _ 1 (E--h~,O, [ E - -  hr 1 
(44) h % S ( E )  ~ ~ - - 2 ~  e "~ t~o,),.c . 

- -  ' \ hco,G / - - 0 "  

Das heisst, der relative Spielraum yon E, wo E~(E)merkl ieh yon 
Null verschieden ist, wird yon der GrSssenordnung l /~ 'C  also bei 
grossem C sehr klein. Mit Riicksicht auf (40) kann man daher in 
erster N~iberung setzen 

(45) S(E) ---- ~(E - -  h~% C) . 

Wir zeigen nun, dass dieses Resultat  fiir grosse C yon der spe- 
ziellen F o r m  des Abschneidens unabh~ingig ist. Au_s (32) (33) ist 
leieht zu sehen, dass fiir  grosse C nur  die Wer te  yon f fiir  kleine 
~h(o~ massgebend sind. Entwicke]t  man nun in (33) im IntegTanden 
die Exponent ia l funkt ion n~ch a, so ergibt der in a ]ineare Term 

oo 

f(~) : C .  (-i:r162 ~ --C*ah(o, 
o 

mit  der Definition (7) yon r und durch Einsetzen in (32) folgt wie- 
tier (45) fiir  S(E) .  Das Hinzunehmen des in a ,quadratischen 'Terms 
der Reihenentwicklung yon f (~) ergibt dann wieder eine Gauss'sehe 
Fehlervertei lung yon S ( E )  mit einem relat iven Spielraum der GrSs- 
senordnung 1/VC~ um das Maximum E ~ Ch(o,  

Unser Resultat  bedeutet,  dass im betraehteten Grenzfall  bei ge- 
gebender Winkelablenkung des KSrpers der Energieverlust  gegeben 
ist durch 

(461 E = Ch~o~ ---- 3-~ " c - r  (v -- v')~. r 

wenn ~ - - ~ o / , ~  und v'-~'~-po'/m Anfangs- und Endgeschwindigkeit  
des Teilchens bedeuten. Da dies gemfiss (1) sehr klein ist gegen die 
Anfangsenergie Eo k5nnen wir in (46) den Bet rag  yon l v ' ]  g]eich 
lv  [ setzen und sehreiben 

2 e2 v~ " 2 .  (1 - -  cos ~)~o~ ( 46  a) E ---- ~ c8 

worin ~ der Ablenkungswinkel des Teilehens ist (~). 

(i) Wir  haben uns durch besondere Rechnungen davon iiberzeugt, dass die 
hler  vernachl~sslgten,  zu A:~ proport lonalen Terme des Hamil tonoperators  (1) 
auch im hier  betrachte~en Grenzfall  C ~ I  im Resul tat  nur  Korrekturen  
hSherer Ordnung in der als klein angenommenen GrSsse e2o~Jmc 3 hervorrufen.  
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Fiir  den spektralen Emissionskoeffizienten ergibt sich durch 
Einsetzen von (45) in (38 a) 

2 e" ( - ~ _  v~)~ I po'l ] ( ~ o ) d o )  - -  d ~  . 1 6 ~ 4 h ~ m  ~ �9 3--~ c - i  " ~ o  ~ " [ (Po' l V I Po)12G( 0)) &o. 

Es w~ire hierbei pop z u n ~ h s t  durch (39) mit dem Wer t  

2 e~ E - -  h ~  + ~ ~ (v - -  v') 2 �9 r 

bestimmt. Wegen C > > 1 ist aber hierin h0) stets gegen den zweiten 
Term zu vernaehl~sigen,  es sei denn, dass 0) > >r wo aber A(0)) 
wegen des Abschneidefaktors ohnehin verschwindet bezw. sehr klein 
wird;  zweiVens ist wegen (1) der zweite Term in E s~ets klein gegen 
Eo sodass in (47) mit hinreichender (~enauigkeit 

I Po'l ~ I Po I 

gesetzt werden kann. Der spektrale Emissionskoeffizient ist also hier, 
sola~ge 0 ) < <  0) 1 bei gegebenem Ablenkungswinkel des Teilchens 
unabh~ingig von 0) und wird fiir r r 0)1 einfach proport ional  zum 
Abschneidefaktor G((o). 

Das Verhal ten des geladenen KSrpers (Energieverlust  und emit- 
t iertes Spektrum) bei gegebener Winkelablenkung ist hier genau 
dasselbe, das aus der klassiscken E~ektrodynamik folgen~wi~rde, wenn 
die  GeschwindigkeitsSnderung des KSrpers von v auf V" r plStzlich ~> 
erfolgt, d. h. in eimer Zeit,  die kurz  ist gegen 1/0) 1 (1). Der totale 
Wirkungsquerqaerschni t t  ( Integrat ion iiber dE) fiir die Ablenkung 
des KSrpers in einen gegebenen Winkelbereich ist dagegen nach 
(30), (40) und (45) derselbe wie in tier ersten Born 'sehen N~iherung 
tier strahlungslosen Wellenmechanik. 

Es isr bemerkenswert, dass in diesem Fall, wo die Ablenkung des 
KSrpers nicht nach der klassischen Mechanik behandelt  werden kann, 
auch die klassisch berechnete (( Stosszeit >> keine l~olle spielt. Andrer-  
seits w~ire es sehr erwiinscht, im umgekehrten Fall  eines quasiklas- 
sisch wirkenden Kraf t fe ldes  (in welchem natiirlieh die Born'sche 
N~iherung versagt), im Falle C > > 1 den Grenziibergang zur klassi- 
sehen Elekt rodynamik zu untersuchen, t i le r  miisste der Wer t  yon 
r 1 (Dimension des K5rpers) aus dem Resultat herausfallen, wenn 
die vektorielle Geschwindigkeits~inderung in der Zeit 1/0)1, stets 
klein ist gegen die jeweils vorhandene Gesehwindigkeit. 

(t) Vgl. hiezu auch N. BOHI~ u. L. ROSENFELD, r Det Kgl. Danske Vidensk. 
Selmk. Math. fys. Meddel. 2, XII, 8, 1933. 
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B) C < < I .  

Dieser Fall  ist besonders interessant, da er einen Vergleich mit 
der gewShnlichen Strahlungstheorie zuliisst, bei der nach Potenzen 

e2 v~ entwickelt wird. Wie bereits in der Einlei tung erwiihnt, yon ~ -  ~- 

fi ihrt  diese im Fall  schwacher Kra f t f e lde r  zum Resultat, dass neben 
der elastischen St reuung mit dem Wirkungsquerschni t t  

(48 a) dq = d ~  . 16nSh'-m~ l (po' l V [Po)I' 

eine unelastische Streuung stattfindet, deren Wirkungsquersehnit t ,  
wenn der Energieverlust  des Teilchens zwischen E und E - - F - d E  
liegt, gegeben ist durch (1) 

�9 16 4h~m2 [ Po'{ 2 e 2 (Po"-*'---Po) z d E  (48b) d q = & . ~  ~ . . . .  r----~l(po']Vlpo)t 2 . . . . .  
I Po I ~ hc m2c ~ E " 

Das Integral  fiber dq wird bei E--- -0  ]ogarithmisch unendlich 
(<< Ultrarotkatastrophe>>). 

Da in dieser Theorie nur  solche Prozesse beriicksichtigt werden, 
bei denen nur  ein einziges Lichtquant  emittiert  wird, folgt der spek- 
trale Emissionskoeffizient zu 

(48 c! X.(r d ~  . 16,~h~m ~ p ~  f (po' l V [ po)12 . 
IPoi 

2 e~ (~'--~)~ do). 
37: c a m s 

Wenn wir zun~ichst der Einfachhei t  halber G(r - - e - ~ l ~ ,  vor- 
aussetzen so kann das Resafltat der hi, er entwickelten Theorie 
direkt  aus (30), (36), (38) abgelesen werden, wenn wir naeh beaehteu, 

dass w,Nen C < < 1 gesestzt werden kann P ( ~  = P ( 6 ' +  1) ~ ~ 

E c d E  ( E ~ Ce_E,ao ' __ d ( - - ~  e-~l a(~, 
(49) S d E  = C -E- \~-~,] \h~o,] " 

Insbesondere folgt fiir den Wirkungsquerschnit t  

(50) d q = d ~ .  16u4h~m ~ I Po'l ~ d E  { E_E__~Ce_EIh~ ' 
[-~ol I(Po'lVlPo)l C - ~  \h~h] 

Eine streng elastische St reuung gibt es, wie bereits erw~ihnt, in die- 
ser ~heor ie  nicht. Das Integral  yon (50) zwischen den Grenzen 0 

(~) Vg]. z. B. W. I4mTLER, The Quantum Theory of radiation, p. 166, G1. (17). 
Wir setzen hier der Punktladung entspreehend G(o))~ 1. 
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und E fist nunmehr  wegen des zus~itzlichen Faktors  E c endlich und 
hat bis auf  Terme der Ordnung C den Wer t  

dq E [(po'lVlpo)[~(~---~x) v. (51) ( f  )o--  d~16~'h2m' 

Die vernachlEssigten Terme der Ordnuag C ri ihren daher, dass I Po'l 
und C yon der Integrat ion svariable E abh~ingen, w~ihrend hier die 
betreffenden Werte  fiir ]Po'] ~ I Po] eingesetzt wurden. Ist 

E (52) - - C l g ~ - ~ < < l  oder l g h c o ~ - - l g E < <  1 

so kann ~ 1 gesetzt werden u ~  (51) stimmt mit dem durch (48) 

gegebenen Wirkungsquerschnitt der alten Theorie fiir die elastische 
Streuung i~berein. Ebenso stimmt unter der Voraussetzung (52) der 
allgemeinere Ausdruck (50) - -  abgesehen yore Abschneidefaktor e-Kt ~,~, - -  
mit (48b) iiberein. Was das ]7ergalten des Teilchens betrifft, ist 
also (52) die Gi~ltigkeitsbedingung fiir die alte Theorie. Nur ein sehr 
schmales Gebiet in der N~he ~on E - - - 0  fist durch diese fi ir  den 
Anwendungsberei,ch der  alten Theorie ausgeseh]ossen. Die GrSsse 
dieses Gebiets h~ingt dagegen wesentlich ab vom Wer t  ol  der Ab- 
schneidefrequenz. 

1~ fir den E,mission,skoeffizienten erh~ilt man a,us (.38) du tch  Reihen- 
entwicklung von f P'o ] an der Stelle E ~-hco und Vernaehl~s igung 
yon GrSssen der Ordnung C ~ das Resultat 

(53) A(~)dr : d ~ .  16~'h'm' I Po'l 2 e' (~o - -~ ' )  ~ I (po ' lVlpo)[ ' -  3-~" c~ m, " 

O)O--(D 

O)1 ~ 
�9 e ~, O . x  c - l e  - ~ ' d x  

o 

worin I Po'[ ='V  po ~ - 2mh~ einzusetzen ist. 
Bisher wurde fiber r noch niehts vorausgesetzt und die abge- 

leiteten Formeln beanspruehen fiir beliebige Werte  dieses Verh~ilt- 
nisses giiltig zu sein. Ist  insbe~ondere co~ < < co o (grosser K(irper), 
so kann fiir  coo ~ co > >  col das Integral  in (53) einfaeh 1 gesetzt 
werden. W~ihrend dieser Fall  niehts Ueberraschendes bietet, wollen 
wir yon nun an ausdriieklieh 

- -  ~ tJo 

voraussetzen, sodass stets e h~,o~l und e ~,r e ~ 1  angen~m- 
men werden kann. Es ist dann bei konsequenter Vernachl~issi.gung 
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von Termen h5herer Ordnung in C 

(50 a) dq ---- dC2 ~ , ~ , ~  [ Po'[ ( E "~c dE 
�9 16 . . . . . . .  ~ {(P~176 \h-~,] W 

(53 a) A(co)dco = d a .  16,~oh,m 2 ~ l  Po'l , 2 e 2 (p'~o'--'~o)~{eoo--co~v 
IPoII(PalVlP ' ) I* '3=c ' m' \ ~, / "  

Die Oiiltigkeitsgrenzen tier gewShnlichen Strahlungstheorie sind nach 
wie vor dureh (52) bestimmt. Die letztere Formel  enthiilt das Resul- 
tat, dass in unmit telbarer  N~he tier Kante  die spektrale Intensitiit  
rascher n~ch Null abf~illt als in der gewShnlichen IStrahlungstheo- 
t ie  (1). 

Das Ueberraschende an diesem l~esultat besteht darin, dass auch 
wenn co < coo ~ co~ der Wert  von co~ aus dem Endresul ta t  nicht 
herausfiillt, sondern die Giiltigkeitsgrenze der gewShnlicben Theo- 

(l) Es mSge hier  noeh die Veral lgemeinerung der unter  der Voraussetzung (54) 
gfilt igen Resultate ffir eine beliebige Art  des Absehneidens angegeben werden. Es 
kommt in diesem Fall  darauf  an, die dutch (33) definierte Funkt ion  f(r ffir grosse 
Werte  des Argumentes  cchca I zu ermitteln.  Die Veral lgemeinerung yon (35) ist 

( ' )  F ( ~ ) : - - C t l g ( c c h c a , ) - t - i 2 - F - T t - t - . . .  f i ir  c c h c a , > > l  
f ~ 

worin Y eine Kons tan te  yon der GrSssenordnung 1 i s t .  Man lei tet  z. B. diese 
Formei aus der entspreehenden Forznel ffir f(cc) ab .  Fiir kleine E / h ~  l folgt  
dann  aus (32) 

{49,) Sd~=~E[ E ~c l  ~C~E[ E ~c 

E 
ffir  kleine C und h-~t" Das heisst, es ist ca~ gtets dureh c%.e r zu ersetzen. 

Zum gleiehen Resul tat  ff ihrt  auch folgende Var iante  des Summationsver- 
fahrens  yon w 3. Man setze 

_ _  88' 

{Differentiat ion bei feste m P0 ' ) m i t  

S ' =  v ( % )  1 I - - 1  w ne--W~. 
h 2 ns~ l~E s ns ! 

$ 

Bei kleinem C ist es erlaubt,  s ta t t  der Nebenbedingung h Y~nsca I ~ E den 
- -h  2 ~s%/E 

Faktor  v s hinzuzuffigen and fiber a l l en  s zu summleren. Das Resul tat  is t  

~' = e~ ~ ; ~t~) = f ( - -  i~) = (e - ~ h ~  - -  1)G(~).  

o 

Aus (*) folgt  wieder (49') ffir E/hca l ~  1. 

Ffir seharfes Absehneiden [G(ca) = 1 fiir co ~ cat und G(co) = 0 ffir ca ~ toil 
ist  T die Eu le r ' sche  Konstante .  
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rie wesentlich bestimmt. Es ist daher wichtig, festzustellen, yon wel- 
chen Frequenzen der dureh (31) defmierten Summe S die Abhtin- 
gigkeit ihres Wertes yon ~)1 herriihrt. Bilden v:ir (bei festem Po') 

E 

~ ' =  ~ SdE : ~..(~.) ~I I w ,  s e_tV 

so ist un~nitte~bar zu sehen, dass dies dutch die Terme mit  n, = 
f~r (~ > E / h  bedingt wird. Nehmen wir hier ein seharfes Abschnei- 
den an, so sieht man leicht, dass 

tJ j  

t~.>EIh 
E[h 

den Hauptterm ]iefert (~). Ueberdies bekommen wir eine obere 
Schranke ~iir S', wenn wir ftir to ,~E/h fiber alle n, summieren (was 
jeweils den Wert 1 in II ergibt) statt die Ungleichung ~ n~r 

s 9 

einzuhalten. Daher ist (2) 

Es mSge noch darauf hingewiesen werden, dass die formale Ent- 
wicklung yon (50a) naeh Potenzen yon C Sem~iss 

E c 

wobei natiirlieh die Integrierbarkeit yon dq bei E ~-- 0 wieder ver- 
loren geht) mit den l~esultaten der hSheren N~iherungen der ge- 
wShnlichen StSrungstheorie, bei der ja nach e~/hc entwickelt wird, 
iibereinstimmen muss. In der Tat divergieren diese hSheren N~ihe- 
rungen fiir Punktladungen. 

Die Abhtingigkeit des Resultates yon r 1 verhindert einerseits 
eine Anwendung auf wirkliehe Elektronen. Zwar kSnnte man da- 
ran denken, entgegen der Voraussetzung (II) o)~ durch eine GrSs- 
se der 0rdnung mc~/h zu ersetzen, doch w~ire ein solches Vorgehen 
rein spekulativ. Andrerseits scheint sie zu zeigen, dass die feineren 
Ziige der Quantenelektrodynarnik rtiumlich ausgedehnr Ladungen 

1 
im Falle ~ mv2o < < hto~ nicht in direkter Weise mit korrespondenz- 

miissigen Ueberlegungen in Verbindung gebraeht werden kiinnen. 
Ziirich, Physikalisches I~titut der E. T. H. 

(i) Nach A n m e r k u n g  S. 174 ist  gerade f i i r  n,_-~---0 die Vernachl~issigung de r  
Re ta rd i e rung  erlaubt .  

(~) Vgl.  den Fak to r  eY in Anm.  yon vor iger  Seite .  


