
Algebraische Konstruktion reellor KSrper. 

Von EMIL ARTIN und OTTO SCftREIER in Hamburg. 

E. STEINITZ hat durch seine ,,Algebraische Theorie der K6rper "1) 
weite Gebiete der Algebra einer abstrakten Behandlungsweise erschlossen; 
seiner bahnbrechenden Untersuchung ist zum grol]en Teil die starke 
Entwicklung zu danken, die seither die moderne Algebra genommen 
hat. Noeh immer aber gibt es viele Zweige der Algebra, die sich den 
abstrakten Methoden bisher entzogen haben~ wie etwa die reelle Algebra 
und gewisse Teile der algebraischen Zahlentheorie. Wir erwahnen z. B. 
dell Lehrsatz yon STURM fiber die Anzahl der reellen Wurzeln einer 
Gleichung, die Theorien der Einheiten in ZahlkOrpern, der Klassenk6rper 
und der Reziprozitatsgesetze. 

Um die reelle Algebra abstrakt behandeln zu k6nnen, muI] man 
sich notwendig zuni~chst die Frage vorlegen, durch welche Eigenschaften 
sich die reellen K6rper, insbesondere die K6rper aller reellen oder aller 
reellen algebraisehen Zablen vor anderen K6rpern auszeichnen. Man 
wird versuchen, diese Eigenschaften dureh einfaehe Axiome zu beschreiben. 
Ein solches Axiomensystem wird verschiedenen Forderungen genfigen 
mfissen. Zun~tchst mull es mit dem Begriff ,,reell" im gew6hnlichen 
Sinn im Einklang stehen. Ein absolut algebraiseher K6rper z. B. wird 
nur dann reell heifien dfirfen, wenn es einen mit ihm isomorphen, im 
gew6hnliehen Sinne reellen algebraischen Zahlk6rper gibt. Sodann 
muff das Axiomensystem es erm6glichen, rein algebraisch den Existenz- 
beweis fiir eine mOglichst ausgedehnte Klasse yon reellen K6rpern zu 
fiihren, die natiirlich als spezielle Fi~lle die reellen algebraischen Zahl- 
kOrper umfassen mu6. Von diesen, im abstrakten Sinn reellen K6rpern 
ist dann nachzuweisen, daf] in ihnen die S~ttze der reellen Algebra gelten. 

Eine solche Kennzeichnung der reellen K6rper ist in der Tat 
ln6glich. Es ware naheliegend, vom Begriff des geordneten K6rpers 
auszugehen. Vom Standpunkt der abstrakten Algebra, die doch mit 
vorgegebenen K6rpern arbeitet, wird aber eine Definition vorzuziehen 
sein, die allein die Operationen der Addition und Multiplikation verwend.et 
und die M6glichkeit nach sich zieht, den K0rper zu ordnen. Man wird 
yon einer solehen Definition aueh erwarten diirfen, da6 sie leichter zu 
einem algebraischen Existenzbeweis fi:r reelle K0rper fiihrt. 

Die gesuchte Grundeigenschaft der reellen K0rper ist nun folgende: 
Es soll e r l a u b t  sein,  aus dem V e r s c h w i n d e n  e ine r  Summe yon 

~) Crelle, Bd. 137 (1910), S. 167--309. 
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Q u a d r a t e n  s t e t s  auf  das V e r s c h w i n d e n  de r  e i n z e l n e n  Q u a d r a t e  
zu schliel3en. 0der, was damit gleichbedeutend ist: - - 1  da r f  n i ch t  
als Q u a d r a t s u m m e  d a r s t e l l b a r  se in .  Diese Bedingung wird 
besonders durch eine Untersuchung *) des einen yon uns nahegelegt, 
in tier der K0rper tier reellen algebraischen Zahlen durch algebraische 
Eigenschaften gekennzeichnet wird. DaB man nunmehr die reelle Algebra 
vollkommen abstrakt aufbauen kann, soll im folgenden gezeigt werden. 

In der anschlieflenden Arbeit 8) wird sich die Fruchtbarkeit dieser 
Begriffsbildungen herausstellen: Es lassen sich mit ihrer Hilfe die Fragen 
nach der Darstellbarkeit eines K0rperelements als Quadratsumme 
beantworten und HILBERTS Problem der definiten Funktionen findet so 
seine L0sung. 

I. Definition und Hauptoigonschaften der reellen Kfrper. 
Ein  K6rper heifle ,,reell", wenn in i b m - - 1  niH~t als Q~adre~t- 

summe darstellbar ist. 
Ein reeller K6rper hat stets die Charakteristik Null, denn in 

einem K0rper der Charakteristik p ist - - 1  Su'mme yon ( p - - l )  
Summanden 1 *. 

Ein  K6rper K ]~eifle ,,geordnet", wenn f i i r  seine Elemente die 
Eigenschaft, positiv ( > 0 )  zu sein, gemiifl dem Jblgenden Forder.ungen 
definiert ist : 

1. Fiir  jedes Element a aus K gilt gena~t eine der Beziehungen 

a ~ O, a > O ,  - - a > O .  

2. Ist  a > O ~nd b > O, so ist a ~- b > O ~nd a b > O. 
Ist - a > O ,  so sagen wir: a ist nega t iv .  
Definieren wir in einem geordneten Korper allgemein eine Gr0fien- 

beziehung durch die Festsetzung 

a > b , ( o d e r  b-4a) ,  wenn a - - b ~ 0 ,  

so zeigt man mtihelos, dal~ die Anordnungsaxiome erftillt sind. 
Verstehen wir ferner unter dem Betrag la l  eines Elements das 

nicht-negative unter den Elementen ct, - - e ,  so gelten ftir das Rechnen 
mit Betri~gen die Regeln 

lab  I : ] a ] . I b l ;  ] a + b ]  ~ l a [ + ] b ] .  

Ebenso erkennt man die Richtigkeit yon ]a ]2 __ a s. Also ist ein 
Quadrat stets nicht-negativ. Insbesondere ist 1--= 1 ~ 0 ,  folglich 

2) E. AI~TIN, Kennzeichnung des K6rpers der reellen algebraischen Zahlen. 
Hamb. Abh. Bd. 3 (1924), S. 319--323. 

3) E. ARTI~', I~ber die Zerlegung definiter Funktionen in t~uadrate. 
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- - 1  d 0  und daher - - 1  in K nicht als Quadratsumme darstellbar. 
D. h.: Jeder geordnete K0rper ist reell. 

Ein K6rper P heifle ,,reeU abgeschlossen"~), wenn zwar P reell, 
dagegen keine algebraische Erweiterung yon P reell ist. 

S a t z  1. Jeder reell abgeschlossene K6rper kann au f  eine und nur 
eine Weise geordnet werden. 

Sei P reell abgeschlossen. Dann wollen wir zeigen: 
Jedes yon 0 versehiedene Element a aus P ist entweder selbst 

Quadrat oder aber ist - - a  Quadrat, wobei diese Falle einander aus- 
schlieBen. Quadratsummen yon Elementen aus P sind selbst Quadrate. 

Hieraus wird Satz 1 unmittelbar folgen; denn durch die Festsetzung 
a ~ 0, wenn a Quadrat und yon 0 verschieden ist, wird dann offenbar 
eine Ordnung des K0rpers P definiert sein und sie ist die einzig m0gliche, 
da ja Quadrate in jeder Ordnung ~ 0 ausfallen mfissen. 

Ist r nieht Quadrat eines Elements aus P, So ist P ( V ~ ) e i n e  
Demnach gilt eine algebraische Erweiterung yon P, also nicht reell. 

Gleichung 

oder 
v = l  

n n n 

= 

~ = 1  r = l  v-------1 

wobei die a~, ~ zu P geh0ren. Hierin muB der letzte Term verschwinden, 

da sonst V~-entgegen der Annahme in P l~ge. Dagegen kann das 
erste Glied nicht verschwinden, da andernfalls P nicht reell ware. 
Daraus schlieBen wir zuniichst, dab y in P nicht als Quadratsumme 
darstellbar ist; denn sonst erhielten wir auch ffir - - 1  eine Darstellung 
als Quadratsumme. D.h. : Ist y nicht Quadrat, so auch nicht Quadrat- 
summe. Oder positiv gewendet: Jede Quadratsumme in P ist auch 
Quadrat in P. 

Nunmehr erhalten wir 
9~ 

Y - -  n 

r = l  

Ziihler und Nenner dieses Ausdrucks sind Quadratsummen, also 
selbst Quadrate, daher i s t - - y  = c ~, wo c in P liegt. Demnaeh gilt 
fiir jedes Element aus P mindestens eine der Gleichungen ~" = b 2, 

4) Wir  haben die kurze Bezeichnung ,,reell abgeschlossen" der pr~tziseren ,,reell- 
algebraisch abgeschlossen" vorgezogen. 
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--}, ---~ c~; ist aber }, ~= 0, so k0nnen nicht beide bestehen, da sonst 

- - 1  - -  w~re, was nieht geht. 

Auf Grund yon Satz 1 nehmen wir im folgenden reell abgesehlossene 
K0rper stets als geordnet an. 

Sa tz  2. In einem reell abgeschlossenen K6rper be~tzt jedes Polynom 
ungeraden Grades mindester~ eine Nullstelle. 

Der Satz ist ffir den Grad 1 trivial. Wir nehmen an, er sei 
bereits ffir alle ungeraden G r a d e < n  bewiesen; f ( x )  sei ein Polynom 
des ungeraden Grades n ( >  1). Ist f ( x )  reduzibel in dem reell ab- 
gesehlossenen K0rper P, so besitzt mindestens ein irreduzibler Faktor  
einen ungeraden Grad <: n, also aueh eine Nullstelle in P. Die Annahme, 
f ( x )  ware irreduzibel, soll jetzt ad absurdum gefiihrt werden. Es sei 
namlich a eine symbolisch adjungierte Nullstelle yon f ( x ) .  P(a) ware 
dann nicht-reell, also hatten wir eine Gleichung 

n 

( l )  - -  1 = ~ (,f~(c,)) ~, 
) ' = 1  

wobei die ~,, (x) Polynome h0chstens (n - -  D-ten Grades mit Koeflizienten 
aus P sind. Aus (1) erhalten wir eine Identitat 

(2) - - 1  - -  ( ~  (x) )~- f (x)g(x) .  

Die Summe der ~ hat geraden Grad, da die h~chsten Koeflizienten 
Quadrate sind und sich also beim Addieren nicht wegheben k0nnen. 
Ferner ist der Grad positiv, da sonst  schon (1) einen Widerspruch 
enthielte. Demnach hat g(x) einen ungeraden Grad ~ n - - 2 ,  alsG 
besitzt g(x) jedenfalls eine Nullstelle a in P. Setzen wir aber a in (2) 
ein, so haben wir 

=2 - 1 ( ~  (a)) ' ,  
~ ' ~ 1  

womit wir bei einem Widerspruch angelangt sind, (la die ~ ( a )  in P 

liegen. 
Sa t z  3. Ein reell abgeschlossener K6rper ist nicht algebraisch ab- 

geschlossen. Dagegen ist der durch Adjunktion von i 5) entstehende K6rper 
algebraisch abges&lossen. 

Die erste Hi~lfte ist trivial. Denn die Gleichung x~-} - 1 = 0 ist 
in jedem reellen K 0 ~ e r  unl0sbar. 

~) i bedeutet hier und im folgenden stets eine Nullstelle von x2% 1~ 
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Die zweite H~tlfte folgt unmittelbar aus 
Sa tz  3a. Besitzt in einem geordneten Kiirper K jedes positive 

Element eine Quadratwurzel zmd jedes Polynom ungeraden Grades mindestens 
eine Nullstelle, so ist der durch Adjunktion yon i entstehende K6rper 
algebraisch abgeschlossen. 

Zunachst bemerken wir, dal~ in K(~) jedes Element eine Quadrat- 
wurze] besitzt und daher jede quadratische Gleichung 10sbar ist. Sei 
ni~mlich a + b i ein Element aus K(i) (a und b in K). Dann liegt auch 
V a'~+ b s in K, ferner ist l ] / a 2 ~ - ~  I ~ tal. Also geh6ren 

W V - Cl : a +  II/a~-~b21 und c~ = - - a + l V a ~ + b S l  
2 2 

zu K u n d e s  ist (c,-~ ic~ sign b) 2 z a-~ hi. 
Um nun nachzuweisen, dab in K(i)  jedes irreduzible Polynom aus K 

eine Nullstelle besitzt, kann man nach GAuss folgendermaiien verfahrem 
Es sei bewiesen, dab jedes doppelwurzelfreie Polynom mit Koeffizienten 
aus K, dessen Grad durch 2 m-l ,  aber nicht durch 2 "~ teilbar ist, in K (i) 
eine Wurzel besitzt. (Dies trifft ffir m ~ 1 nach Voraussetzung zu.) 
f ( x )  sei ein doppelwurzelfreies Polynom n-ten Grades, w o n  ~ 2 '~ q, 
q ungerade, a~, ~.,, . . . ,  a~ seien die Wurzeln yon f ( x )  in einer Erweite- 

nmg yon K. Wit wahlen c aus K so, dal~ die n ( n - - l )  Ausdrticke 
2 

ajak i-,:(c~j~-eck) fiir 1 ~ j ~ : k  ~ n lauter verschiedene W e r e  haben~). 

Da diese Ausdriicke ersichtlich einer Gleichung vom Grade n (n - - l )  in K 
2 

geniigen( so liegt nach Annahme mindestens einer yon ihnen in K(i) ,  
etwa ~ r~., ~- ~.(a~ ~- a.,). Zufolge der Bedingung, der ~' unterworfen war, 
ist aber K (~,1 a,~, ,,~ -~ ~ )  -~ K (c~j a_~ ~ c (al ~- a~)) ; also finden wir al una 
t~2 dutch Aufl6sung einer quadratischen Gleichung in K(i). 

Mit Hilfe der GALOISschen Theorie kann der Beweis auch folgender- 
mafien gefiihrt werden: Da in K jedes Polynom ungeraden Grades 
( ) -1)  reduzibel ist, besitzt K blol~ algebraische Erweiterungen yon 
geradem Grad. Es sei nun G eine GAL0~Ssche Erweiterung vom Grade 
n :-= 2 "~ q (q ungerade) des K6rpers K und (~ die GALO~SSche Gruppe yon 
G in bezug auf K. ~ sei eine Untergruppe von (~ der 0rdnung 2 '~ 
(eine solche ist nach dem Satz yon SYLOW vorhanden) und H d e r  zu ~ 
geh(irige K(irper; dann hat H den Grad q in bezug auf K, also mu~ 
q ~ 1 sein und H stimmt mit K iiberein. D.h .  G hat den Grad 2 "* 
in bezug auf K und kann also aus K durch wiederholte Adjunktion 
you Quadratwurzeln erzeugt werden. Nach dem oben Gesagten liegt 
denmach G in K(i). W . z . b . w .  

~) Dies ist miiglich, weil f(x) doppelwurzelfrei sein sollte. 
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Sa tz  4. Es sei .o ei~ algebrais(.h abgescblossener Kb'rper der 
Charakteristik _h~dl, P ein Unterk6rper yon !2, aus dem ~2 dutch ei~e 
einfache Erweiterung l~ervorgeht. Dann ist P reell abgeschlossen. 

Es sei -q = P(~). Dann kann ~ nicht transzendent in bezug auf 
P sein, sonst ware ja x ~ -  ~ --= 0 in $-J unltlsbar, also $-J nicht algebraisch 
abgeschlossen. Demnach ist P- eine endliche Erweiterung yon P. Von 
hier an verlauft der Beweis genau so wie a. a. O. ~) 1--6. 

Die ree l l  a b g e s c h l o s s e n e n  K(i rper  s ind d e m n a c h  i d e n t i s c h  
mit  d e n j e n i g e n  K 0 r p e r n  der  C h a r a k t e r i s t i k  Null7), die durch  
e i n f a c h e  E r w e i t e r u n g  a l g e b r a i s c h  a b g e s c h l o s s e n  w e r d e n  
ktinnen.  

Sa tz  5. Es sei f ( x )  ein Polynom rail Koeffizienten aus dem reell 
abgeschlossenen K6rper P und a, b Elemente aus P, f i ir  die f ( a ) , ~  O, 
f (b)  > O. Dann g~bt es mindestens ein Element c in P zwischen a und b, 
f i ir  das f(c)  = O. 

Da P(i) algebraisch abgeschlossen ist, zerfitllt f (x )  in P in lineare 
und in irreduzible quadratische Faktoren. Ein irreduzibles quadratisches 
Polynom x ~ + p x + q  ist in P bestandig positiv, denn es kann in der 

Form geschrieben werden: ( x +  p ) 2 +  ( q _  ~ ) ;  hierin ist der erste 

Term stets ~ 0 und der zweite wegen der vorausgesetzten h'reduzibilitiit 
positiv. Daher kann ein Vorzeichenwechsel yon f ( x )  nur durch Vor- 
zeichenwechsel eines Linearfaktors, also durch eine Nullstelle im Inter- 
vall a -< x < b bewirkt werden. 

Sa tz  6. In  einem reell abgeschlossenc~n K6rper gelten die Siitze 
der reellen Algebra. Z . B . :  Gleichmiiflige Stetigkeit eines Polynoms in 
jedem Intervall a <~ x ~- b. Das Theorem von Rolle. Der Mittelwe~'t- 
satz der Differentialrechnung~ Der Satz von Sturm iiber die Anzahl der 
Nullstellen eines Polynoms in. einem Intervall. 

Jede rationale Funktion, deren _Nenner fi~r a ~ x ~ b nicht ver- 
schwindet, nimmt in diesem Intervall einen gr6flten und einen kleinsten 
Weft an, und zwar finden sich diese Extremwerte unto" den Werten fi ir 
x = a, b, ~_j, wo ~.j die Nullstellen der Ableitung unscrew" Funktion im 
betrachteten Int , 'vail  durchliiuft. 

Siimtliche Nullstellen des Polynoms x ~ + al x n-1 ~ . . .  -4- an aind 
ihrem Betrage nach kleiner als 1 -+- i al I + ! a, ] + . . .  + I a,,l. 

Die Beweise sind auf Grund yon Satz 5 wortlich so zu ftihren, 
wie sonst tiblich. Man vergleiche etwa die betreffenden Abschnitte yon 
H. WEBERS Lehrbuch der Algebra I (insbesondere die w167 35, 91, 112, 
114 der 2. Aufi:). 

7) Diese Voraussetzung ist entbehrlich, worauf wir noch zurtickkommen. 
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II. Existenz- und Eindeutigkeitss~tze, 
Wir wenden uns jetzt zum Nachweis der Existenz gewisser reell 

abgeschlossener Erweiterungen von reellen K0rpern sowie reell abge- 
schlossener UnterkOrper yon algebraisch abgeschlossenen K0rpern. 

Sa tz  7. Es sei K ein reeller K6rper, ~ ein algebraisch abge- 
schlossener K6rper itber K." Dann gibt es (mindestens) einen reell ab- 
geschlossenen K6rper P zwischen K und .q, fi~r den ~ - -  P (i). 

Zum Beweis denken wir uns die Elemente yon ~-~ wohlgeordnet: 
1 ----- ao, a~, a 2 , . . . ,  a,o.., und definieren ffir jede bei dieser Wohl- 
ordnung verwendete Ordinalzahl ~, die K0rper K ,  K* folgendermafien: 

K o ~  K o ~ K. Sind nun K~, K,* fiir /~<:~ definiert, so sei K* die 
Vereinigung der K/~ (/~ ~ ~) und 

K .  - -  K* (a~), wenn dieser KOrper reell, 

K,  : K* sonst. 

Dal3 K* stets ein KOrper ist, folgt unmittelbar aus STEINITZ a. a .O,  1) 
w 2, Satz 2 und dieselbe Sehlu~weise zeigt auch, dab alle K0rper K~ 
reell sind; ebenso ist ihre Vereinigung P ein reeller K0rper. Wir be- 
haupten, da~ P den Bedingungen des Satzes geniigt. Denn ist a ~ a~ 
ein Element aus P-, das nicht zu P geh0rt, so geh0rt a auch nicht zu 
K~, d. h. K* (a) ist nicht reell und afor t ior i  P (a) nicht reell. Daher 
ist P reell abgeschlossen. Da abet eine einfache transzendentc Er- 
weiterung eines reellen K0rpers offenbar reell ist, folgt welter, daft J2 
algebraisch in bezug auf P ist. Da nach Satz 3 auch P(i) algebraisch 
abgeschlossen ist, muff wegen der Eindeutigkeit der algebraischen, 
algebraisch-abgeschlossenen Erweiterung yon P d e r  K~rper ~-~ mit P (i) 
identisch sein. 

Einige Sonderfalle bzw. unmittelbare Folgerungen von Satz 7 
m6gen noch besonders formuliert werden. 

Sa tz  7 a. Zu jedem reellen K6rper K gibt es (mmdestens) eine reell 
abgesc]dossene, algebr aische Erweiterunq. 

Wir brauchen zum Beweis blofi fiir ~-J in Satz 7 die algebraisch 
abgeschlossene, algebraische Erweiterung von K zu wahlen. 

Sa tz  7 b. Jeder reelle K6rper k~nn au f  (mindestens) eine Weise 
geordnet werden. 

Dies folgt ohne weiteres aus Satz 1 und 7a. 
Ist ferner ~2 irgendein algebraisch abgeschlossener KOrper der 

Charakteristik Null und setzen wit in Satz 7 fiir K den Ko.'rper der 
rationalen Zahlen, so haben wir 

Sa tz  7 c. Jeder al.qebraisch abgeschlossene K6rper .Q do" Charak- 
teristik N~tll enthiilt (mind(,slens) einen reell abgeschlossenen Unterk6rper P, 

f i~r den P. = P (i). 
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Fiir geordnete KOrper lal]t Satz 7 a sich wesentlich verseh~trfen: 
Sa tz  8. Ist K ein geordneter K6rper, so gibt ~ eine und - -  yon 

~iqui~alenten Erweiterungen abgesehen - -  nur eine algebraische, reell ab- 
.qeschlossene Erweiterung P yon K, deren Ordnun.q eine Eortsetzung der 
Ordnung yon K ist. P besitzt m#er dem identischen keinen Automorphismus, 
der die Elemente a~ts K fest liiflt. 

Wir beweisen zun~tchst den 
H i l f s s a t z .  Sei K ein geordneler K6rper, K der K6rper, der aus 

K dutch Adjunktion der Quadratwurzeln aus allen positiven Elementen 
yon K hercorgeht. Dunn ist K reell. 

Es geniigt offenbar zu zeigen, dai3 keine Gleichung der Form 

n 

(3) - -  1 = ~.~ e~ ~2 
l P = I  

besteht, wo die c. positive Elemente aus K, die _~ aber Elemente aus 
K sind. Angenommen, es g/tbe eine solche Gleichung. In den ~ 
k0nnten natiirlich nur endlich viele der zu K adjungierten Quadrat- 
wurzeln wirklich auftreten, etwa 1 / ~ ,  V ~ , . . . ,  ] / ~ .  Wir denken 
uns unter allen Gleichungen (3)eine solche gewhhlt, fib" die r m6glichst 
klein ausfMlt. (Sicher ist r ~ 1, da in K keine Gleiehung der Form 
(3) existiert.) ~ 1/iiit sich in tier Gestalt ~ =- ~,, + ~ i a ~  darstellen, 

wo ~],,, ~. in K ( 1 / ~ ,  1 / ~ ,  . . . ,  ]/a~--i) liegen. Also h~tten wir 

(4) 
v ' ~ l  v'-'~---1 V ~ I  

Verschwindet in (4) der letzte Summand, so wiire (4) eine Gleichung 
der selben Gestalt wie (3), enthielte abet weniger als r Quadratwurzeln. 
Verschwindet er abet nicht, so lage V a t  in K ( V a I , . . . ,  ] / a ~ )  und 
(3) k6nnte wieder mit weniger als r Quadratwurzeln geschrieben werden. 
Unsere Annahme ftihrt daher zu einem Widerspruch. 

Nach dieser Vorbereitung k0nnen wit nun S~ltz 8 beweisen. Sei 
P eine algebraische, reell abgeschlossene Erweiterung von K. Eine 
solche gibt es nach Satz 7a, da K bereits als reell erkannt ist. P ist 
;inch algebraisch in bezug auf K ulld die 0rdnung yon P ist eine Fort- 
setzung deter yon K, da doch jedes positive Element aus K in K 
Quadrat ist, also erst recht in P. 

Es sei jetzt P* eine zweite algebraische, reell abgeschlossene 
Erweiteruug yon K, deren Ordnung die yon K nieht /indert. f ( x )  sei 
ein. nieht notwendig irreduzibles Polynom mit Koeffizienten aus K. 
Der S~UI~Msehe Satz gestattet uns. bereits in K zu entseheiden, wie- 
viele Wurzeln f (x)  in P besitzt. Wit brauehen blofi eine STURMSche 
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Kette ffir f(x) ~ x'*+a~ x ''-1 + . - .  + a,, etwa an den Stellen 
~(l+lall_}_ a~i+ +I _ . . .  ~an]) zu untersuchen (Satz 6). Daher hat  

f ( x )  in P ebensoviele Wurzeln wie in P*. Insbesondere besitzt jede 
Gleichung in K, die in P mindestens eine Wurzel besitzt, auch in P* 
mindestens eine Wurzel und umgekehrt. Seien nun al, a~, . . . ,  an die 
Wurzeln yon f (x)  in P, //I, ~ ,  . . . ,  ~* die Wurzeln yon f(x) in P*. 
Ferner  sei .~ in P so gewi~hlt, dal~ K (.~) ~ K (a~, . . . ,  a~), und F(x) -~- 0 
die irreduzible Gleichung fiir ~ in K. F (x) besitzt also in P die Wurzel .~, 
daher auch in P* mindestens eine Wurzel 7*; K(.~) und K(~*) sind 
i~quivalente Erweiterungen yon K. Da K(.~) durch die r Nullstellen 
al, . . . ,  a~ yon f (x)  erzeugt wird, mul~ auch K(~*) durch r Wurzeln 
yon f(x) erzeugt werden; nun ist K(~*) ein Unterk0rper yon P*, also 
gilt K(~*) = K (B~', . - . ,  B*). Demnach sind K ( a l , . . . ,  a~) und 
K(B*, . . . ,  ~*) ~tquivalente Erweiterungen von K. Um nun zu zeigen, 
dal] P und P* aquivalente Erweiterungen yon K sind, bemerken 
wir, daft eine isomorphe Abbildung yon P auf P* notwendig die 
0rdnung erhalten mul~, da diese ja durch die Eigenschaft, Quadrat 
zu sein oder nicht zu sein, erkli~rt ist. Wir definieren daher 
folgende Abbildung a yon P auf P*. Sei a ein Element aus P, p (x) 
das irreduzible Polynom inK,  dessen Nullstelle a ist, und a~ < a~ ~ . .  �9 ~ a,. 
die s~tmtlichen Wurzeln von p(x) in P; speziell sei a ~ ak. Sind dann 
al < a 2  < . . . < a ~  die Wurzeln yon p(x) in P*,  so sei a ( e t ) ~  a~. 
0ffenbar ist a eineindeutig und lagt die Elemente aus K fest. Es ist 
nachzuweisen, dat~ a eine isomorphe Abbildung ist. Sei zu diesem 
Zweck f(x) wieder irgendein Polynom in K, r~, Y2, " ", ~'s seine Wurzeln 
in P, ~,~, ;,~', . . . ,  ~,* die in P*. Ferner  sei g(x) das Polynom in K, 
dessen Nullstellen die Quadratwurzeln aus den Wurzeldifferenzen yon 
f ( x )  sind. d~, ~ ,  �9 �9 -, ~t seien die Nullstellen yon g (x) in P, ~ ' ,  $'2, �9 --, ~*t 
die in P*. Nach dem oben Bewiesenen sind G ----- K (y~, . . . ,  y~, J~, �9 �9 Jr) 
und G* ~ K (~'~', - . . ,  ~,*, ~ ,  . . . ,  ~t*) aquivalente Erweiterungen yon K. 
Es gibt also eine isomorphe Abbildung v yon G auf G*, die K element- 
weise fest lal~t. Durch v wird jedem u ein y*, jedem ~ ein ~* zu- 
geordnet. Die Bezeichnung sei so gewahlt, dai iv (y~) -~- ;,~, v(~h) ~ ( ~  
ist. Ist  nun ~'k<~'~ (in P), so ist ~'~--~'~ ~ ~ fiir einen gewissen 
Index h, also auch ~ '~- -} ,~"- -  ~*~, demnach ~ , ~ , ~  (in P*). 
v ordnet also die Wurzeln yon f (x)  in P und P* einander der Grtlge 
nach zu. Da dies folglich auch ftir die Nullstellen der in K irreduziblen 
Faktoren  yon f (x) gilt, haben w i r v  (~,~) ~-- a (y~) (k ----- 1, 2, . . . ,  s). 
Indem wir also daffir sorgen, dag zwei beliebig vorgegebene Elemente 
a, ~ aus P sowie a + ~ und a .  fl unter den Wurzeln yon f (x) vor- 
kommen, erkennen wir, dal~ a eine isomorphe Abbildung yon P auf P* 
ist, und zwar die einzige, die K elementweise fest li~Bt. W~hlen wir 
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P * :  P, so ergibt sich die Richtigkeit unserer Behauptung fiber die 
Antomorphismen von P. 

Wir wollen jetzt geordnete K6rper untersuchen, deren Ordnung 
dem Axiom des ARCHIMEDES bzw. einer gewissen Verallgemeinerung 
davon genfigt. 

Sei G ein geordneter K6rper, K ein Uaterk6rper von K. Ein 
Element a aus G heiBt ,,in bezug  au f  K u n e n d l i c h  groB",  wenn 
l a l ~ c  fiir jedes Element c aus If, dagegen ,,in bezug  auf  K un- 
end l i ch  kle in" ,  wenn 0 ~ l a I ~ c ffir jedes positive Element c aus K. 

Ist a in bezug auf K unendlich groB, so ist I in bezug auf K 

unendlich klein und umgekehrt. 
Wir nennen nun einen geordneten K6rper fiber K ,,in bezug  auf  

K A r c h i m e d i s c h " ,  wenn er keine in bezug auf K unendlich groBen 
(oder kleinen) Elemente enthalt. 

Ffir den Fall, dab K der K6rper der rationalen Zahlen ist, lassen 
wir den Zusatz ,,in bezug auf K"  weg. 

Ist KI in bezug auf Ks Archimedisch und Ks in bezug auf K8 
Archimedisch, so ist auch K1 in bezug auf K8 Archimedisch. 

Ein K6rper `4 zwischen G und K hei6t insbesondere ,,in bezug  
auf  K m a x i m a l - A r c h i m e d i s c h ' ,  wenn .4 in bezug auf K Archimedisch 
ist, aber keine in G enthaltene Erweiterung yon .4 in bezug auf K 
Arehimedisch ist. 

DaB es stets (mindestens) einen solehen in bezug auf K maximal- 
Archimedischen K6rper .4 in G gibt, ist durch Wohlordnung miihelos 
zu zeigen. (Vgl. den Beweis yon Satz 7.) Desgleichen, dab .4 so gewhhlt 
werden kann, dab ein gegebener, in bezug auf K Archimedischer Unter- 
kOrper yon G zu `4 geh0rt. 

Ffir reell abgeschlossene K6rper beweisen wir weitergehend 
Satz  9. Sei P reell ab.qeschlossen rend K ein Unterk6rper yon P. 

Dann sind alle in bezu.q au f  K maximal-Archimedisc]~en Unterkb'rper 
von P dquivalente Erweiterungen von K und reell abgesc~lossen. 

Sei _4 ein in bezug auf K maximal-Archimedischer Unterk6rper yon 
P. Wir beweisen zuerst: Jedes in bezug auf .4  algebraische Element (> 
aus P geh6rt zu .4. Denn jedes Element aus A(q) ist algebraisch in 
bezug auf _4 und ist daher nach Satz 6 seinem Betrag nach kleiner als 
ein gewisses Element aus _4. Daher enthiilt .4(q) kein in bezug auf .4  
unendlich groBes Element, ist also in bezug auf .4 Archimedisch, folglich 
auch in bezug auf If, d. h. 4 (q )  -~- .4. 

Nun besitzt .jedes Polynom ungeraden Grades mit Koeffizienten aus 
.4 in P eine Nullstelle. Nach dem soeben Bewiesenen geh6rt diese Null- 
stelle bereits zu .4. Ebenso geh6rt dieQuadratwurzel aus einem positiven 
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Element von .4 zu .4. Nach Satz 3a ist somit .4(/) a]gebraisch abge- 
schlossen und daher keine algebraische Erweiterung yon .4 reell, also 
.4 reell abgeschlossen. 

Jetzt  sei F die Menge der Elemente aus P, die in bezug auf K 
nicht unendlich groB sind. 0ffenbar ist F ein Ring. Sei ferner u die 
Menge, bestehend aus 0 und den in bezug auf K unendlich kleinen 
Elementen aus P. u ist ein Teil yon F, und zwar ist u ein Primideal. 
Denn die Differenz zweier in bezug auf K unendlich kleinen Elemente 
ist selbst unendlieh klein uad das Produkt zweier Elemente ist stets 
und nur dann in bezug auf K unendlich klein, wenn mindestens einer der 
Faktoren es ist. Sei 92 der Bereich der Restklassen rood u. 92 ist ein 

K6rper. Denn ist r ~ 0(u), so ist r nicht unendlich klein, also 1 nieht 
r 

unendlich groB in bezug auf K; d. h. 1 geh6rt zu F. Eine yon 0 
r 

verschiedene Restklasse mod u enthitlt entweder nur positive oder nur 
negative Elemente; wir nennen daher eine yon 0 verschiedene Rest- 
klasse positiv, wenn sie aus positiven Elementen besteht. 92 ist durch 
diese Festsetzung geordnet, ~a alle an die Eigenschaft ,,positiv" gestellten 
Forderungen erfiillt sind. In jeder Restklasse rood u liegt h6chstens 
ein Element aus KS). Die durch K repritsentierten Restklassen bilden 
daher einen mit K isomdrphen Unterk0rper 9 yon 92. 92 ist in bezug 
auf ~ Archimedisch, denn 1' enthRlt kein in bezug auf K unendlich groBes 
Element, also 92 keine in bezug auf ~ unendlich groBe Restklassen. 

Wit behaupten nunmehr: Jeder in bezug anf K maximal- 
Archimedische Unterk6rper .4 yon P besteht aus einem vollen 
Repritsentantensystem der Restklassen rood u, 1RBt sich also auf 92 in 
der Weise isomorph beziehen, dab jedem Element aus .4 die yon ihm 
reprRsentierte Restklasse rood u entspricht. (Damit wird Satz 9 voll- 
st~ndig bewiesen sein.) Eine Restklasse rood n enthRlt zun~tchst 
h0chstens ein Element aus .4 und umgekehrt gehOrt j.edes Element yon 
.4 zu F, also zu einer Restklasse rood u. Aber jede Restklasse enthttlt 
auch mindestens ein Element aus `4. Nehmen wir n~mlich an, die 
Restklasse R enthielte kein Element aus .4! Nach dem bereits Be- 
wiesenen w~ren alle Elemente aus R transzendent in bezug auf `4. 
Sei t ein Element aus R. Wir wollen zeigen: .4 (t) ist in bezug auf 
`4, also aueh in bezug auf K Archimedisch. (Damit wird ein Wider- 
spruch hergestellt sein.) Da jedes Element aus A (t.) sich auf die Form 

f ( t )  bringen 1RBt, wo f und g Polynome mit Koeffizienten aus .4 sind, 
(t) 

8) Aus a ~ b(u) folgt a--b in u, d. h. entweder 0 oder in bezug auf K unendlieh 
klein, also a = b, wenn a und b zu K geh6ren. 
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da ferner f ( t )  zu /" geh5rt und demnach nieht unendlich grof  in bezug 
atff K ist, so genfigt es nachzuweisen: g (t) ist nicht unendlich klein in 
bezug auf `4. Wir bestimmen zu diesem Zweek zwei Elemente a, b 
aus .4, so daft a ~ t < b und g (x) ]In Intervall a ~ x _~ b keine Null- 
stelle (in P) besitzt. Dies ist stets moglich. Besitzt n~mflieh g(x) 
fiberhaupt keine Nnllstelle (in P), die grt~fer als t is t ,  dann sei b irgend- 
ein Element aus .4, das t iibertrifft. Andernfalls sei b' die kleinste 
Nullstelle yon g (x), die grOfer ist als t. b' ist algebraisch in bezug 
auf .4, geh6rt also zu .4 und es ist b' ~- t (u). Also ist b'-- t nicht 
unendlich klein in bezug auf K, es gibt folglieh ein c > 0 in K, so daft 
5 ' - - t ~ c .  Setzen wir jetzt b -~- b'--c, so haben wir t ~ b ~ b '  und 
g(x)  verschwindet nicht fiir t ~ x ~ b. Analog wird a bestimmt. 
IF (x) l besitzt nun fiir a ~ - x  _~ b ein positives Minimum p. Und zwar 
ist p ~ I g (-~)!, wo .~ nach Satz 6 entweder eine Nullstelle yon g' (x) 
im betraehteten Intervall oder eines der Elemente a, b ist. Unter allen 
Umst~nden gehOrt daher .~ zu .4, also auch p. Es ist demnach I.q (t)] 
mindestens so grof wie das positive Element /~ aus .4, also ist ]g(t)l 
nieht unendlich klein in bezug auf .4. 

HI. Beispiele und Anwendungen. 
Wit wollen in diesem letzten Abschnitt einige Anwendungen auf 

die algebraisehen ZahlkOrper maehen sowie Beispiele yon reellen 
K5rpern geben, die in maneher Hinsicht neues Licht auf die gewonnenen 
Ergebnisse weffen. 

Wir schicken einen ffir die Konstruktion yon Beispie~en sehr 
bequemen Hflf~sat~ voraus: 

H i l f s s a t z .  !st K ~ r  ~ t ~ k ~ , r p e r  des R ing~  R und ist R 
geordnet, so kann K auf  eine und nur eine Weise so geordnet werden, 
daft die Ordnung van R m'halten bleibt. 

Es sei ni~mlich K in der gewtinsehten Weise geordnet. Ist nun 
b 

a ~ -  ein beliebiges Element aus K, wobei b und c Ringelemente 
c 

sind u n d c  ~= 0, so folgt aus a > 0 ,  a = 0 ,  - - a ~ 0  bzw.: bc>O, 
bc ~ O, p b c ~ O .  Also ist die 0rdnung dureh die yon R eindeutig 
bestimmt. Umgekehrt erkennt man sofort, daft durch die Festsetzung 
a t  0, wenn b c ~ O, tatsachlich eine 0rdnung der verlangten Art ge- 
geben ist. 

Insbesondere l~flt sich also der K6rper der rationalen Zahlen nm' 
auf eine Weise ordnen, da der Ring der ganzen rationalen Zahlen 
offenbar nur der natiirlichen 0rdmmg fahig ist. Aus Satz 8 gewinnen 
wir daher: 
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S a t z 8 a. Es gibt - -  von isomorphen K6rpern ab.qesehe72 - -  einen 
und n~r einen reell ab.qesehlossenen, absolut al.qebraischen KSrper, den 
K6rper der - -  im yew6hnlichen Sinn - ,,~eef[e~" 9) algebraischen Zahlen 1~ 

Ferner beweisen wir 
S a t z  10. Ein reeller, absolut algebraischer K6rper K ist stets mit 

einem ~eellen Zahlk6rper isomorph. Jeder Anordnung yon K entspricht 
~mkehrbar eindeutig eine isomorphe Abbildung yon K a ~  einen reelIen 
Zahlk6rper, bei der die Anordnung yon K in die natii.rliche Ordnun.q 
des reelIel~ Zahlk6rpers ~bergeht. Verschiedene Anordnungen yon K 
f~hren dann und nur dann auf  denselben ree[len Zahlk6rper, wenn sic 
durch einen Automorphismus yon K auseinander hervorgehen. 

Sei ni~mlich K reell und absolut algebraisch. K werde in irgend- 
einer Weise geordnet (Satz 7 b); P sei die reell abgeschlossene, absolut 
algebraische Erweiterung yon K, welche die gewi~hlte Ordnung yon K 
nicht zerst(irt (Satz 8). Dann ist P mit dem K0rper P* aller ~eeIIcn 
algebraischen Zahlen isomorph, demnach K mit einem Unterk0rper 
K* yon P*. Da die isomorphe Beziehung zwischen P und P* die 
Ordnung erhalt, entspricht der Anordnung yon K die nattirliche Ordnung 
von K*. Umgekehrt gibt jede isomorphe Abbildung yon K auf einen 
reelien Zahlktirper K* zu einer 0rdnung von K Anla~, indem man die 
nattirliche Ordnung yon K* verm(ige der gegebenen Abbildung auf K 
fibertri~gt. Die behauptete Eineindeutigkeit folgt nun aus der Bemerkung, 
dab ein reeller Zahlktirper keinen Automorphismus aufier dem identischen 
besitzt, der die nattirliche Ordnung erhalt, und da~ zwei verschiedene 
reetIe Zahlk0rper niemals unter Aufrechterhaltung der nattirlichen 
Ordnung isomorph aufeinander bezogen werden k0nnen. 

Als Spezialfall haben wir den 
S a tz 10 a. Die Anzahl der reelien unter den konjugierten eines 

endlichen al#ebraischen Zahlk6rpers K ist gleich, tier Anzahl tier ver- 
schiedenen Anordnungen, deren K f?ihig ist, also insbesondere _hhdl, wenn 
K nicht reell ist. 

Im Gegensatz zu Satz 8a gilt fiir transzendente KOrper der 
S a t z  11. Ist ~.) ein qlgebraisch abgeschlossener, aber nicht absolut 

algebraischer K6rper der Charakteristik Null, so gibt es zwei ' )  reell 
abgeschlossene, nicht isomorphe Unterk6r:per 1'1, P~ yon -Q, so daft 
P1 ( i )  ~ P2 (i) : t-J. Hat e.~ einen Transzendenzgrad ~ c (r : M~:~ch- 
tigkeit des Kontinuums)., so kSm~en P~ und 1',2 beide Archimedisc]~ ge- 
wiihlt werden. 

9) ,,Reell" im gew(ihnlichen Sinn ist hier und im folgenden durch Fraktur- 
buchstaben hervorgehoben. 

1o) Dieser Satz ist bereits a. a. 0. 2) bewiesen, allerdings nicht rein algebraisch. 
11) Sogar unendlich viele. 
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Sei zum Bewei$ R der K5rper der rationalen, ~R der K~rper aller 
reellen Zablen. Wir denken uns in 9~ eine Basis ~ der transzendenten 
Zahien gew~hlt, a lso eine Menge yon den Eigenschaften: 1. Jede Zahl 
aus D ist transzendent in bezug auf den aus R durch Adjunktion der 
Qbrigen Zahlen yon D hervorgehenden K0rper. 2. 9~ ist algebraisch 
in bezug auf R (D). (Die Existenz einer solchen Menge wird in der 
iiblichen Weise gezeigt.) 

Es sei nun P- algebraisch abgeschlossen, yon der Charakteristik 
Null, vom Transzendenzgrad t ( ~  0) und zun~tchst t ~ r Dann w~thlen 
wir aus D zwei  nieht identische Teflmengen D~, D2 der M~chtigkeit t, 
die Zahl a sei etwa in ~ nicht aber in D~ enthalten. P-1 und P-~ 
seien die Kt}rper der in bezug auf R(D~) bzw. _~ (D~) algebraischen 
(komplexen) Zahlen. P- ist mit P-I und P-~ isomorph. P~ und P~ seien 
die K~rper der in P-~ bzw. P-~ enthaltenen reeIlen Zahlen. P~ und P~ 
sind reell abgesehlossen, da offenbar PI (0 ~ s P2 (i) ~ P-a, aber 
sicher nicht isomorph. Gabe es namlich eine isomorphe Abbildung 
zwischen P1 und P2, so miiBte sie einerseits die rationalen Zahlen fest 
lassen, andrerseits die Ordnung erhalten (Satz 1). Dies aber ist un- 
m~glich, denn in P~ gibt es keine Zahl, die den gleichen Schnitt in R 
erzeugt wie die zu P~ geh0rige Zahl a. Wegen des Isomorphismus 
zwischen ~, P-~ und P-~ enth~tlt daher P- zwei UnterkOrper, die mit 
PI bzw. P~ isomorph sind und aus deren jedem ~-~ durch Adjunktion 
yon i entsteht. Damit ist unsere Behauptung f [ t r t  ~ r bewiesen. 

Fiir beliebiges t ( ~  0) verfahren wir so. Es sei ~ eine Basis der 
Transzendenten yon P-. ~ werde in irgendeiner Weise geordnet~).  
Wir ordnen jetzt die Potenzprodukte der Elemente yon ~: Sind x~,. �9 x,~ 
endlich viele Elemente yon ~, deren Numerierung g e m ~  der Ordnung 

t~l an yon ~ gew~hlt sei, so gehe das Produkt x~ . . .  x~ dem Produkt 

x~ ~. . .  xb ~ voranl wenn die erste nichtversehwindende Differenz bj--aj 
positiv ausf~llt. Sei nunmehrf(x)  ein Element des Polynombereiehs R [~]. 
Dann setzen wir fest: f (~)  ist positiv, wenn der Koeffizient des ersten in 
f (x)  wirklieh auftretenden Potenzprodukts der x positiv ist~). Damit ist 
der Ring R [~] und nach unserem Hilfssatz auch der K0rper R (~) ge- 
ordnet. P~. sei nun die reell abgeschlossene, in .o. enthaltene Erweiterung 
yon R (~), die die eben definierte Anordnung yon R (~) erh~lt. 0ffenbar 
ist jetzt P- ~ P~ (i) und der maximale Archimedische Unterk~rper yon P~ 
hat den Typus des Kt~rpers aller reelIen algebraischen Zahlen. 

12) ,,Geordnet" ist hier im Sinne der allgemeinen Mengenlehre, nicht im Sinne 
der 0rdnung eines K0rpers gemeint. 

13) ])iese Anordnung bedeutet: Jedes Element x yon • ist positiv und unendlich 
klein in bezug auf die Polynome in den auf x folgenden Elementen v on ~. 
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Nun ordnen wir R [~] und damit R (~) in anderer Weise: y sei ein 
festgewahltes Element aus t ,  die tibrigbleibende Menge sei ~'. Die 
Potenzprodukte der Elemente von it!' ordnen wir wie zuvor. Ist f (y ,  x') 
wieder ein Element des Polynombereichs R[~] und g (y) der Koeffizient 
des ersten in f(y,  x') wirklieh auftretenden Potenzprodukts der x', so 
heine bei der neuen Ordnung f(y,  x') positiv, wenn g(e) eiue positive 
~eelie Zahl ist; dabei bedeutet e die Basis der nattirlichen Logarithmen. 
Bestimmen wir jetzt einen reell abgeschlossenen Ktirper P., zwischen R (~) 
und .% der die neue Anordnung yon R (~) nicht zersttlrt, so ist wieder 
P~(i) ~ P.. Aber P~ enth~lt einen Archimedischen Unterk0rper vom 
Transzendenzgrad 1, n:~tmlich R(y). Folglieh kann P2 nicht mit /'1 
isomorph sein (Satz 9). 

In einem reell abgeschlossenen K6rper k(~nnen die Nullstellen eines 
Polynoms mit Koeffizienten aus dem K(irper stets getrennt werden. Das 
folgende einfache Beispiel zeigt, dab dies in einem geordneten, nicht 
reell abgeschlossenen K6rper nicht notwendig zutrifft: Sei R (x) der K(irper 
der rationalen Funktionen der Unbestimmten x mit rationalen Koeftizienten. 
Wir ordnen R(x) durch die Vorschrift: x soll positiv und unendlich klein 
sein, d. h. in einem Polynom gibt die niedrigste auftretende Potenz den Aus- 
schlag. In dem zug~h6rigen reell abgeschlossenen, relativ algebraisehen 
K0rper besitzt die Gleichung (y~--x) 2 -  x s ~ 0 zwei positive Nullstellen 

1 / x  (1 • Va~. Diese beiden Nullstellen k0nuen in/~(x) nicht getrennt 

werden. Dieses Beispiel lit~t erkennen, dal] der Eindeutigkeitsbeweis 
in Satz 8 ohne Trennung der Wurzeln geffihrt werden muir. 

Schlie~lieh soll noch gezeigt werden, daii ein geordneter K(~rper, 
der nicht reell abgeschlossen ist, sehr wohl nicht-isomorphe maximal- 
Archimedische Unterk0rper besitzen kann. Zu diesem Zweck sei _4 der 
K6rper aller recl~cn algebraischen Zahlen, in nattirlicher Weise geordnet; 
`4(e) entstehe aus _4 durch Adjunktion der Basis der natiirlichen Loga- 
rithmen; P sei der (reell abgeschlossene) K(~rper der redden, in bezug 
auf ~4(e) algebraischen Zahlen. Wir betrachten nun den geordneten 
K0rper G -- P(x), der aus P durch Adjunktion der unendlieh kleinen Un- 
bestimmten x hervorgeht. P und _4(e-{-x) sind dann zwei Archimedische 
Unterk6rper yon G. Von beiden lis sich zeigen, da~ sie sogar maximal- 
Archimediseh sind. Trotzdem sind sie ersichtlich nicht isomorph, denn 
P ist reell abgeschlossen, . 4 ( e ~  x) ist es nicht. 

H a m b u r g ,  Mathematisches Seminar. im Juni 19.'26. 
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