
Die natiirliche Geome{rie. 
Vier Vodrage !) 

Von J. Hjelrnslev in Kopenhagen. 

Erster Vortrag: Die n~nrliche Geomeb'ie. 
1. A r i s t o t e ! e s hat in seiner Metapbysik fQr den Unterschied zwisehen 

wirklich existierenden Kurven und den abstrakten mathematischen Kurven 
folgenden Ausdruck gegeben: 

,,Sind doch die sinnlich wahrnehmbaren Linien nicht yon derselben Art, 
wie diejenigen, yon denen der Geometer redet; nichts sinnlieh wahrnehmbares 
ist in der Weise gerade oder fund, und der sinnlich wahrnehmbare Kreis 
berfihrt das Lineal nlcht bloB an einem Punkt, sondern es verhilt sieh so, wie 
Protagoras in seiner Widerlegung der Oeometer sagt." 

Es geht hieraus hervor, dab schon P r o t a g o r a s die Tatsache hervor- 
gehoben hat, da6 die Tangente e~nes wirklichen Kreises nicht nur r Punkt, 
sondern eine ganze Strecke mit dem Kreis gemein hat. Er benutzte diese 
Tatsache, um die Geometer zu widerlegen, ebenso, wie sp~iter die Empiriker 
in verschiedener Weise (vergl. die Schriften des S e x t u s  E m p i r i e u s )  
es getan haben. 

Der hier in Rede stehende O~gensatz zwischen de, wahrnehmbaren und 
den abstrakten geometrischen Formen ist oft hervorgehoben worden. DaB 
ein wirklich gezeichneter Kreis nicht bloB einen Punkt, sondern vielmehr eine 
ganze Strecke mit seiner Tangente gemein hat, ist eine unbestreitbare Tatsache. 
Und dab zwei Kreise ein Bogenstiick yon 60 o oder mehr gemein haben k6nnen, 
ohne dab die beiden Kreise zusammenfallen, wird jeder Zeichner bestatig~n. 
DaB zwei gerade Linien in besonderen F~illen nicht nut einen SchnittpuakO 
haben, sondern l~ings einer ganzen gemeinsamen Strecke einander durchsetzen 
k6nnen, ist ebenfalls bekannt. Diesen Wahrpehmungen in der Ebene entsprechen 
ihnliche im Raume, die Kugeln und Ebenen betreffend. Sie widerstreiten in 
entscheidender Weise den gew6hnlich angenommenen Axiomen der euklidischen 
Oeometrie. Kein W'under, dab man sich schon im Altertum mit diesem merk- 
wfirdigen Unterschied der Wahrnehmung und der Spekulation besch.~ftigt hat. 

2. Stoiz, kfihn und siegend schrRt aber die abstrakte Oeometrie der 
Platonischen ewigen Formen welter ohne sich um die Angriffe der EmpiHker 
zu kiimmern. Selbstverst~indlich. lhr Erfolg war so gl~nzend, dab sie sich nicht 
urn diese Kleinigkeiten zu kfimmern brauclrte. 

Die Angrifte des Protagoras, die Angriffe der Skeptiker sind ohne wissen- 
schaftlic~e Bedeutung geblieben und haben h6chstens ein nacl~sichtiges Licheln 
der Sachkundigen erweckt. 

3. Und doch muB man sagen, dab diese Fragen es wohl verdienen k6nnten, 
nicht nut mit einem L~icheln abgelehnt zu werden. 

Die Protagoreische Tatsache, dab die Tangente dem Kreis. lings einer 
Strecke folgt und die anderen genannten fihnlichen Tatsachen, k6nnten aoeh 
wenigstens zu einem genauen Studium dieser Fragen auffordern. Wire r 

*) Oehalten im Juli 1922 in Hamburg auf Einladung des Mathemafi$che 
Seminars der Hamburgischen Universit~it. 
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denn nicht m~glich ~in~ Ocometric aufzubauen, eine natiirliche Oeometcie, in der 
man diesen Tatsachen Rechnung tr~igt:~ Einc Geometric der Wirklichkeit, 
in der die Dinge ihre natfirlichen durch die Anschauung gegebenen Ei~enschaften 
behalten und nieht erst in ganz andere Dinge verwandelt werden? Irn ersten 
Augenblick wird man vieZleicht sagen: Die genannten Abweichungen sind leicht 
zu crkl~ren. Sie kommen daher, daft wir immer sehr grobe Darstellungen vor 
Augen haben, ziemlich dicke Bleistiff- oder Kreidestreifen oder dergl. Wenn 
wir nut immer feinere Striche zeichncn, wird der Satz fiber den cinzig 

existier~nden Berfihrungspunkt richtiger und 
richtiger. Dem ist abet nicht so. Man sieht 
es, wenn man zwei Zeichnungen vergleicht 
(s. Fig. 1): tin dfinner Kreis und ein ziem- 

Filur I Itch breiter Kreisring mit ungef~ihr dem- 
selben Radius wird gezeichnet und jedesrnal eine Tangente (bez. Jfinne Oerade 
und brciter ParaUelstreifen) angelegt. Es ist kein wesentlicher Unterschied 
zwischen den Lingen der ffir Tangente und Kreis gemeinsame Elernente. 

Es hat - -  wie wit sp~iter erfahren werden --fiberhaupt keine prinzi- 
pielle Bedeutung, ob man Punkte mit oder ohne Ausdehnung, Kurvea mit 
oder ohne Breite betrachtet. Die Orenze der Oberfl~che eines Papierblattes 
hat keine Breite. Die mit Bleistift oder Kreide gezeichneten Striche haben 
eine gewisse Breite. 

4. H e l m h o l t z  ist wohl der erste, der ernsthaft den Ocdanken ether 
wirklieh begrfindeten sogenannten physischen Oeometrie ausgesprochen hat. 
Wie abet eine derartlge Begriindung ausgestaltet werden sollte, lehrt er t i ns  

eigenflich nicht. Was er hieriiber gesagt hat, scheint auBerdem nicht tfir weitere 
Bearbeitung geeignet. Betreffend die Definition der geraden Linie spricht er 
z. B. folgendes aus (Wiss. Abh. il S. 649), indern cr davon ausgeht, dafll 
Messungen das wesentliche Fundament bilden mfissen: 

,,Sobald wir n~nlich eine passende Methode gefunden h~tten, urn zu be- 
stimmen, ob die Entfernungen je zweier Punktepaare einander gleieh (d. h. 
physisch gteichwertig) sind, wfirden wit auch den besonderen Fall unterscheiden 
k6nnen, wo drei Punkte a, b, c so liegen, dab auBer b kein zweiter Punkt 
zu finden ist, der dieselben Entfernungen von a u n d e  hfitte wie b. Wit 
sagen in diesem Falle, dab die ~lrei Punkte in gerader Linie liegen." 

Die bier angegebene Bedingung ist aber gleichwertig mit derjenigen, dab 
zwei Kug~eln (Kreise) mit Mittelpunkten n und e und Halbmessern ab und be 
nur einen einzelnen Punkt gemein haben, was gerade, nach den vorher 
erwahnten Wahrnehmungen fiber Kugeln (und Kreise) unriehtig ist. 

Die yon Helmholtz aufgestellte Definition der geraden Linie widerstreitet 
also di~sen Wahrnehmungen und ist sonach im voraus dutch Protagorag 
widerlegt. Dasselbe gilt ffir die oft vorkommende Definition der geraden Linie als 
kfirzester Weg. Auch diese Definition ist in der Wirklichkeitsgeometrie - -  aus 
demselben Orunde - -  unvollst~indlg und ungenau. 

P a s c h hat sich die Aufgabe gestelit, eine Begriindung der projektiven Oeo- 
met.tie in genauer Uebereinstimmung mit der Erfahrung zu geben. U n d e r  hat in 
seinen Vorlesungen fiber ncuere Oeometrie (1882) wertvolle Beitr~ige zur 
LSsung dieser Aufgabe gegeben. Er hat aber ein Axiomensystem aufgestellt, 
in Folge dessert zwei gerade Linien ohne Ausnahme h6chstens einen Pu.nkt 
gemeinsarn haben. Auch hicr kann man deshalb sagen, dab das System als 
ern!~irisches System im voraus durch Protagoras widerlegt ist. 
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Es ist iibrigens klar, dab gerade die projektive Oeometrie nicht zur Behand- 
lung als Erfahrungsgeometrie geeignet ist. Die visuellen Eigenschaften kommen erst 
for ziemlich ~usgedehnte Oegenst~nde in Betracht. Ffir Figuren der Zeichenebene 
kommen sie iiberhaupt nicht in Betracht. Ein Oeradenstiick yon 3 cm kann dutch 
~'isuelle Eigenschaften nicht als gemde Linie kontrolliert werden. Die Erfahrungs- 
~eometrie muff mit metrischen Orundlagen (Eigenschaften der festen K6rper) 
antangen. 

F. K l e i n  hat auch mehrmals den Oegensatz zwischen theoretischer Oeo- 
mettle und Frfahrung hervorgehoben. Er hat interessante Bemerkungen an die 
Bezeichnungen Approximationsmathematik und P#zisionsmathematik angeknf.qfft 
und bespricht den Unterschied zwischen den wirklichen und den abstrakten 
Formen, ohne dab er doch auf eine systematische Behandlung der ganzen 
Frage eingeht. 

P o i n  c a r ~  hat gemeint, dab die Erfahrung in e[gentlichem Sinne 
keine Kontrolle der Geometrie geben k6nne, indem er den rein konveutionelkn 
Charakter der Axiome besonders streng betont hat. 

E i n s t e i n hat neulich den Satz ausgesprochen: tnsofern sich die Siitze 
tier Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und insofern 
sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit. Ein sch6nes 
Spiel mit Worten, das inhaltlich nur aussagt, dab was bisher Mathematik 
genannt worden ist, nicht vOn der Wirklichkeit handelt. Viele Verfasser haben 
iihnliches gesagt. Wenn es sich yon Dingen der Wirklichkeit handelt, ist jedenfalls 
~ieht mehr die Rede von Mathematik. Out. Nennen wit es dann etwas anderes. 
Der Name tut nichts zur Sache. Wit stellen uns hier die Aufgabe, .eine Wissen- 
schaft zu begriinden, deren Ziet die genaue Beschreibung der wirklichen riium- 
lichen /igenschaften der Dinge der Auflenwelt sein soil. Ob diese Wissenschaft 
Mathematik heifien soll oder nicht, ist uns ganz gleich. Wir wollen sie naUir- 
liche Oeometrie nennen. 

5. Um nun sofort begriffliche Schwierigkeiten zu vermeiden, wollen wir 
unsere Aufgabe folgendermaflen formulieren: 

Unsere Aufgabe soil e i n s t w e i I e n prinzipiell dieselbe wie in der alten 
(3eometrie seth. Wir stellen ein System von Axiomen auf. Wir verlangen abet, 
dab dieses System der Bedingung geniigt, dab die Axiome durch genaue Unter- 
suchungen (Experimente und Wahrnehmungen) kontrolliert und best~itigt werden 
k6nnen. Die Definitionen der Cirundbegriffe: Ebene, gerade Linie, rechter 
Winkel usw. miissen so eingerichtet werden, dab sie eine bestimmte Herstellungs- 
technik der Dinge festsetzen, die eine Kontrolle fiir das Bestehen der' Orund- 
eigenschaften enthiilt. Diese Korrtrolle wirklich auszufiihren, ist Sache der 
NVahrnehmung und Erfahrung. Zur Definition der Ebene benutzen wit die auf 
Leibniz zuriickgehende Eigenschaft, dab kurz ausgedriiekt die Ebene in sich 
selbst nach allen Seiten hin verschoben werden kann, und dab sie den Raum 
in zwei gleiche Teile zerlegt, was in der Praxis unmittelbar zur Herstellung yon 
ebenen Fliichen (Richtplatten, Normalebenen) verwendet wird.0 Und die gerade 
Linie wird ganz entSprechend definiert (als Kante eines Normalkeils). Es wird 
dabei als seibstverst/indlich vorausgesetzt, dab alle Ebenen in e in  a n d e r ver- 
schoben werden k6nnen und ebenso ffir die geraden Linien. Hieran wird 
noch die Herstellung von rechten Winkeln mit Hilfe ether Normalecke geknfipft, 
und es wird angcnommcn, dab alle rechte Winkel einander kongruent sind. 

1) Vgl. meine Arbeit: Die Oeometrie der Wirklichkeit. Acta mathematica 40. S. ~ .  
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6. Alle Axiome miissen empirische Wahrheiten aussagen, oder jedenfalls: 
Kein Axiom daft empirisch unwahres aussagen. 

Man darf also nicht annehrnen, dab zwel Punkte eine und nur eine Oerade 
bestimmen. Sondern etwa: Zwei gerade Linien k 6 n  n e n einen und nut einen 
Punkt gemein haben, in welchem sie einander durchschneiden, in besonderen 
F.~llen (wenn sie einen kleinen Winkel bilden) k6nnen sie abet cinander I~tigs 
ether Strecke durchdringen. 

Zwei Punkte haben eine bestimmte Verbindungsstrecke. Diese geh6rt jeder 
Oeraden an, welche dutch die beiden Punkte hindurchgeht. 

Ganz kurz und ftbersichtlich geben wir hier den wesentlichen Inhalt der 
fibrigen Voraussetzungen fiir unsere Oeometrie der Ebene in folgenden Orund- 
s~itzen: 

Durch jeden Punkt l/igt sich eine Senkrechte zu ether gegebenen Oeraden 
ziehen. 

Rechtwinklige Dreieeke mit gleieken Kaiheten sind kongruent. 
Es gibt ein groBes Viereek mit lauter rech~en Winkeln (etwa die Wandtatel), 

innerhalb dessen unsere ganze Geometrie verl/iuft. 
Bezfiglich der M6glichkeit gewisser Lageverschiebungen in der Ebene 

ffigen wir noch hinzu: 
Eine gerade Linie mit einer auf ihr Jiegenden Strecke ist umkehrbar. 
Ein Kreis mit einem auf ihm liegenden Bogen ist umkehrbar. 
Hierzu kommen selbstverst/indlich einige Axiome der Anordnung. 

Uebrigens set bemerkt, dab die hier gegebene w6rtliehe Form der Orund- 
|agen nicht wesentlich ist. Wit denken hier garnicht daran, Dialektik zu treiben. 
Ob unsere Axiome yon einander logisch unabh/ingig sind, kiirnmert uns nicht. 
Es handelt gich fiir uns nur von dem OesamIinhalt der Voraussetzungen. 

7. Es I/iBt sich nun beweisen: 
In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse fiir gew6hnlich 

gr61}er als jede Kathete. In besonderen F/illen ist die Hypotenuse eJer eine~ 
Kathete gleich. 

Dieser Satz enth/ilt die Protagoreische Tatsache fiber die Kreistangente und 
kann natiirlich auch als Axiom aufgestellt werden, da er durch Probieren mit 
dem Zirkel leicht bestiitigt wird. 

8. Auf Orund dieser Axiome, die nile kontrollierbar sind, lassen sich nun in 
einfacher Weise die S/itze der Euklidischen Oeometrie ableiten, indem .man 
doch immer die fiir ihre empirische Wahrheit notwendigen beschr~inkendea 
Bedingungen mit erh~ilt. 

Um zu erliiutern, wie die Siitze unserer Oeometrie sich gestalten werden, 
geben wir einige Beispiele. Wie steht es z. B. mit dem Satze yon der Winkel- 
summe im Dreieck? 

Durch drei Punkte A, B, C, die nicht in gerader Linie liegeil, 1st ei~t 
Dreieck A B C bestimmt. Die Seiten des Dreiecks sind die Strecken A B,  
A C, A C. Sie sind eindeutig bestimmt. Die geraden Linien A B, A C, A C, 
die diese Strecken enihalten, sind abet nieht eindeutig bestimmt. Sie h6nnen 
unter Berfieksichtigung der vqrliegenden M6glichkeiten beliebig festgelegt werden, 
und d an  a r h sind die Winkel des Dreiecks bestimmt. Diese Winkei haben 
dann die Summe yon zwei Rechten. Also kurz ausgedriiekt: Wenn die Rich- 
tungen der Seiten des Dreiecks festgelegt sind, maehen die hierdureh bestimmtert 
Winkei des Dreiecks immer zwei Rechte aus. 
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Der erste Satz vom gleichsehenkligen Dreieck: Wenn in einem Dreieck 
A B (' die beiden Seiten A B und A C gleich sind, sind aueh die Winkel 
I I und C gle/ch grofl, wird so zu verstehen sein: Wenn die Richtungen 
der Seiten A B ~nd A C festgelegt sind, kann man die Richtung yon B C 
so festlegen, daft die beiden Winkel gleich sind. 

Der zweite Satz vom gleichschenkligen Dreieck wird folgendermaflen 
ausgedriickt: 

Wenn in einem Dreieck A B C zwei Winkel /3 ~and C gleich sind, und 
die geraden Linien A C 'und B C einen eindeutigen Schnittpunkt haben, so 
sind auch die Seiten A C und B C gleich. Haben die Oeraden A C und B C  
mehrere gemeinsame Punkte, l/iBt sich immer ein Punkt (' unter diesen 
herausnehmen derart, dab A C und B C gleich werden. 

9. Die Euklidische Lehre vom Fl~icheninhalt kommf auch f/it uusere Oeo- 
metrie in Betracht, und der pythagoreische Lehrsatz in der fl/icheninhaltlichen 
Bedeutung wird sonach Oiiltigkei( haben. Die ganze geometrische Algebra der 
Oriechen wird somit auch aufgenommen werden k6nnen. 

10. Die hier geschilderte synthetische Eiementargeometrie is/ in genauem 
Anschlu8 an die Wahrnehmung entstanden I n h a I t I i c h unterscheidet sie sich 
von der Euklidischen Oeometrie (in der beschr~nkten Ebene) nut dadurch, 
dab das gew6hnlich an die Spitze gesteilte Axiom fiber die emdeutige Be- 
stimmung der geraden Linie dureh zwei Punkte in Frage gestellt worden ist. 
Die hierdurch gegebene Beschr/inkm~g der Euklidischen Voraussetzungen hat 
wie wir gesehen haben, entsprechende Beschr/inkungen der Stitze nach sich 
g.ezogen. Und gerade diese Beschr~nkungen geben unserer Oeometrie den 
Wahrnehmungen gegeniiber das wesentliche Oepr/igt der Wahrheit. 

Die iibrigen Axiome haben, wie wit sp~iter sehen werden, der Wirklichkeit 
gegenfiber eine zu scharfe Form. Es bietet aber gewisse praktische Vorteile, die 
scharfe Formulierung zu behalten. Sie gibt eine gewisse Einfachheit der 
Besehreibung und das Axiomensystem wird gerade in dieser Form von groflem 
Nutzen sein als Wegweiser auf dem Wege zur natiirlichen Oeometrie. s) 

Eine n/there Besprechung des aufgestellten Systems folgt in meinem 
zweiten Vortrag. 

11 Viel schwieriger gestalfet, sich die Aufgabe, wenn man eiae B e g r f i n -  
d u n g  d e r  P r o p o r t i o n e n l e h r e ,  eine T h e o r i e  d e r  M e s s u n g  
auizustellen vers~cht. Es zeigen sich hier viele logische Schwierig, keiten. 

In der Welt der Erfahrung steht man bet manchen Entscheidungea nicht 
nut zwei M6glichkeiten gegeniiber: Das Ja, das Nein, sondern auch eirter 
dritten M6glichkeit: Das in Frage gestellte. Die Orenzen dieser M6glichkeiten 
sind nicht scharf, oder vielmehr die Orenzen existieren nicht, lch erinnere an 
das bekannte Beispiel: 

Existierf ein gr6Btes Oewicht, das ich heben kann? oder: Existiert ein 
kleinstes Oewicht, das ich nicht heben kann? 

Was der Logiker antwortet, weiB ich nieht. Wahrscheinlich wird er die Fragr 
abielmen mit tier Bemerkung, dab ,,ich" nicht definiert bin. 

Die Wahrheit ist, dab ich 1 kg, 2 kg, 3 kg usw. gewiBe kleine Anzahlen 
von kg heben kann, und dab ich 5000 kg sicher nicht heben kann. Oewisse 

~) Nach den hier dargelefften Prinzipien habe ich ein Elementarbuch heraus- 
gegeben (Element~er Oeometri, Kobenhavn 1016, zweite Aufl. 1921), das in 
mehreren Schulen in D~inemark eiugefiihrt ist. 
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kleine Zahlen geben ein sicheres Ja, gewisse grol]e Zahlen ein sicheres Nein. 
Die Orenze ist nicht scharf oder vielmehl es gibt keine Grenze. 

12. Aehnliche Dinge kommen auch in der Wirklichkeitsgeometrie vor. 
AIs Beispiel nehmen wir eine fundamentale Frage der gew6hnlichen Oeometrie, 
nimlich die folgende: 

Z w i s c h e n  z w e i  P u n k t e  A u n d  B e i n e r  O e r a d e n  tiit~t s i c h  
i m m e r  e i n  d r i f t e r  P u n k t  e i n s c h a l t e n .  

Zu dieser Tatsache macht Pasch die folgende interessante Bemerkung: Aber 
bei wiederholter Anwendung dieses Satzes verlierf die Figur ihre urspriingliche 
Beschaffenheit. $ind A und B Punkte der urspriinglichen Figur und wird m tier 
Oeraden AB ein Punkt C zwischen ,4 und B eingeschaltet, hierauf C~ zwischeu 
A und C, C'~ zwischen A und C'1, usw., so kann man immer mehr in die N~ihe 
des Punktes A gera~en und muB dann schliefllieh auf weitere Einschaltu~lgen 
verzichfen (Vorl. S. 18). Spfiter fi.igt Pasch die folgende Erw~gung hinzu (S. 188) : 

,,dab man in jedem einzelnen Falle eine Strecke MN anzugeben vermag, 
innerhalb deren einzelne Punkte nicht mehr voneinander unterschiedea wer:len, 
und dab yon jeder kongruenten oder kleineren S~recke dasselbe gilt." 

Es ist nieht klar, was diese Erw~igung bedeutet, und es ist tatsfichlich so, 
dab man sie mit den iibrigen Axiomen und Entwlcklungen bei Pasch nicht 
vertr~iglich [indet. 

Die Bemerkungen yon Paseh sind aber an sich sehr interessanL Sie ent- 
halten die berechtfg~e allgemeine Forderung, auch for die Anwendung der 
Logik r Beschr~nkung vorzuschreiben in der Riehtung der yon philoso- 
phischer SeRe ~Dfihring, Renouvier) hervorgehobene Forderung der Endlichkeit. 
(Das Oesetz der bestimm~en AnzahI, la Ioi du hombre). 

t~as Axiom an sich wird man annehmen di~rfen, seine rein logischcn 
Konsequenzen nicht. Denn die Konsequenz ist: Zwischen zwei Punkte 
B und B lassen sich unendlich viele Punkte einschalten und das ist ffir die 
Erfahrung sinnlos. 

Man kann dann zwei Wege gehen: 
Das Axiom wird angenommen, abet mit der Beschr/inkuug, dab reine 

iogische Deduktionen auf Orund dieses Axioms nicht ohne Kontrolle ;:nge- 
nommen werden ; 

oder: 
Das Axiom wird nur mit gewissen Nebenbedinffungen angenommea, die 

nicht n~iher beschrieben werden, die abet der Erfahrung und der Wahrnehmung~ 
anheimgesfelit sind. Dieses so bedingt formulierte Axiom Ist dadurch vor 
dem Miflbraueh durch die logische Deduktion gesichert. 

13. Wir nehmen ein anderes Beispiel. Man sagt: Jede Strecke l~.iBt sich 
m zwei gleiche Teile teilen. Man nimmt diesen Satz an als Axiom, oder mart 
beweist den Satz. Man isf von seiner unbedingten Oiiltigkeit i~berzeugt. Wir 
denken uns ein System, in welchem der Satz als Axiom angenommen ist. Man 
deduziert: Die Hfilfte der Streeke ist wieder eine Streeke, also aueh nalbierbar usw. 
Also: Die Strecke ist unbegrenzt teilbar. Fragt man die Erfahrung, ob sie dieses 
Resultat anerkennen will, so mul~ sie es verne[en. Man kann vielleicht die Strecke 
(sagen wit z. B. yon 10 cm L~inge) in 2, 2 *, 23 . . . . .  2 ~ aber jedenfalls nicht 
in 21~176 oder mehr gleiche Teile zerlegen. Man hat dann auch hier zwei 
MSglichkeiten" 
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D a s  A x i o m  k a n n  a n g e n o m m e n  w e r d e n  m i t  b e s c h r i i n k t e r  
A n w e n d u n g  d e r  g e w 6 h n l i c h e n  k o g i k ,  
oder" 

D a s  A x i o m  k a n n  a n g e n o m m e n  w e r d e n  m i t  e i n e x  B e -  
s c h r / i n k u n g ,  d i e  d e r  E r f a h r u n g  u n d  W a h r n e h m u n g  a n -  
g e h 6 r t .  

Den ersr Weg wird man wahrscheinlich nicht w/ihlen. Denn die 
Menschen sind nieht Herren im Hause des Denkens. Sie arbeiten als Sklaven 
ihrer ursprfinglichen Dienerin, der kogik. 

Der zweite Weg seheint abet  beschreitbar. Wir versuchen diesem Weg zu 
folgen, und es wird sich zeigen, dab wit unser Ziel erreichen werden. 

14. Mit diesen Bemerkungen habe ich nun den n/ichsten Schritt z u r  

Begriindung der natiirlichen Geometrie vorbereitet, die Aufstellung des Axioms: 
K e i n e  S t r e c k e  i s t  u n b e g r e n z t  t e i l b a r .  
J e d e  h i n r e i c h e n d g r o f i e  S t r e c k e  l / i f i t q i c h  in  e i n e g e w i s s e  

A n z a h l  g l e i c h  g r o B e r  S t r e c k e n  z e r l e g e n .  D i e s e  A n z a h l  
k a n n  g e w i s s e  k l e i n e  Z a h l e n w e r t e  2, 3, 4 . . . .  a n n e h m e t , ,  
a b e t  n i c h t  b e l i e b i g  g r o B e  W e r t e .  Es  g i b t  k e i n e  b e s t i m m t e  
O r e n z e  z w i s c h e n  d e r  e r s t e n  u n d  d e r  z w e i ~ e n  O r u p p e  y o n  
A n z a h l e n .  

15 Wit  suchen die n/ichsten Konsequenzen dieses Axioms iestzustellen. 
Ein MaBstab von z. B. I m ist in 1000 gleiche Teile geteilt. Jede~ Tel? 
werde mit E bezeichnet. Ein anderer Mallstab von der Li inge  999 E wird 
gleichfalls in 1000 gleiche Teile geteilt. Wit bezeiehnen diese Teile mit El. 
Vergleicht man die beiden MaflstSbe, wird man finden: 

E --= El,  2 E  ~ 2 E l  . . . . .  40 E = 40 E~ . . . .  aber . . . .  500 E 4:500 E, 

D i e g e w 6 h n l i c h e n O r 6 g e n a x i o m e g e l t e n  a l s o  n i c h t  m e h r .  

Es ist bekannt, wie man mit Hilfe eines Nonius feine Messungen ausfiihrt, 
Das Prinzip ist, dab man zwei verschiedene MaBst/ibe aneinanderlegt, die mi t  

solchen Einteilungen versehen sind, dab man bei beliebigem Nebeneinanderlege-a 
der MaBst/ibe immer gemeinsame Teilstriehe der beiden MaBst/ibe findet. Soil 
eine Streeke A B  gemessen werden, legt man den ersten MaBstab mit seinem 
NulIpunkt auf den Punkt A, den anderen MaBstab mit seinem NultpanKt auf B 
und sucht den n/ichsten gemeinsamen Teilstrich ( '  in tier Verl/ingerung yon A B 
auf. Man setzt dann 

A B =  A C - -  BC---- p E  - qE~, 

indem die Einheiten der Mal~st~ibe wie oben mit E und El bezeichnet werden. 
Das Prinzip ist also die DarsIeilung der Strecke als Differenz yon zwei Streeken, 
die eine dutch eine ganze Anzahl yon Einheiten des ersten Mal~stabs, die an dere 
durch eine ganze Anzahl yon Einheiten des anderen MaBstabs. 

Wenn wir nun z. B. die vorher genannten beiden MaBst/ibe anwenden, 
wie wira es dann mit unserer Nonienablesung gehen? Es wird sieh zeigen, 
dab der Strich r zumindest an 40 verschiedenen Stellen angenommen werden 
kann.  Man wird fiir' die Strecke A B  vielleicht folgende Ablesungen haben 
(in Millimetern ausgedriickt):  

i 22, 4"/0 
122, 471 

122, 509 
122,510 
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Wit haben also ffir jede Strecke nicht eine eindeutig bestimmte Zahl, die 
allein richtig, wir ~aben ein ganzes lntervall yon Zahlen, die alle richtig sind. 
Zahl bedeutet hierbei eine Zahl mit 3 Dezimalen, andere kommen bei dieser 
Nonienablesung nicht in Betracht. Eine bestimmte dieser Zahlen k6nnen wir 
auswihlen und nennen dann diese Zahl eine Fixierungszahi der Strecke AB. 
Wir schreiben z. B.: 

A B  ~ 122,473 
(lies: A B  ist fixiert durch 122,473, oder A B  hat die Fixierungszahl 122,4"/3). 

16. Es soll nun unsere Aufgabe sein, eine Oeometrie auf Ormld solchcr 
Fixierungszahlen aufzustellen. Insbesondere wollen wir sofort die Aul~merksam - 
keit auf die tundamentale Aufgabe unserer Oeometrie lenken, einen Beweis 
Xles pythagoreischen Lehrsatzes in folgender Form: 

In  e i n e m  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k  l a s s e n  s i c h  d i e  S e i t e n  
s o  d u r c h  Z a h l e n  f l x i e r e n ,  d a b  d a s  Q u a d r a t  d e r  H y p o t e -  
n u s e n z a h l  d e r  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  d e r  b e i d e n  K a t h e t e n -  
z a h l e f l  g l e i c h  w i r d .  

17. Die Mehrdeutigkeit der Fixierungszahl liegt nati~rlich nicht an der 
Unvollkommenheit der Meflmexhode, sondern es hat ~berhaupt keinen Sinn 
einer Strecke e i n e  bestimmte~ allein richtige MaBzahl zuzuordnen. Die 
Mehrdeutigkeit liegt also in der Natur der Sache. 

Wenn zwei Strecken eine gemeinsame Fi• haben, wird man die 
Strecken kongruent nennen. Es stellt sich aber nun bier eine groBe Schwierig- 
keit ein. Aus A ~ B ,  A ~ C ,  kann man offenbar nicht schliaBen B ~  C: 
Es ~vire dann leicht zu beweisen, dab zwei Strecken yon 122 mm und 123 mm 
einander gleich sind, denn 

122,000 ~ 122,001 . . . . . .  122,999 = 123,000, 

und man wCtrde so jedes falsche Resultat herleiten k6nnen. Wie man diese 
Schwierigk~it beseitigen kann, wird in meinem dritten Vortra~ besprochen. 

Zweiier Vort~g: Die gerade Linie und der red~te Winkel. 
1. In meinem ersten Vortrage habe ich ein Axiumensystem skizziert, dcssea 

wesentliche Abweichung yon dem s darin besteht, dab d i e  
g e r a d e  L i n i e  nicht dutch zwei Punktc als eindeutig bestimmt voraus- 
gesetzt wird. Was Hbrigens dieses Axiomensystem charakterisiert, ist, da6 
d �9 r r �9 c h t e W i n k �9 ! ganz irn Vordergrund steht. Die Existenz trod Her- 
stellung des rechten Winkels ist tatsichlich ffir die Erfahrungs~cometrie etwas 
Fundamentales. Der rechte Winkel muB bier ein unmittelbar C-egebenes sein. 
Die Eigenschaften des rechten Winkels z. B. die, dab alle rechte Winkel gleich 
sind, beweist man wohl in der gew6hnlichen Oeometrie nach H i l b e r t  au! 
Omnd anderer weir komplizierterer Axiome. Fiir die Oeometrie der Wirklichkeit 
wire das smnat~rlich. Hier muB diese Eigenschatt unmittelbar gegeben scin. 

Man kann sagen, dab wir in unserem System die Bestimmung der ~eraaeu 
Linie durch zwei Punkte als un~enau erkennen. Und start dieser zichen wir 
die genauere Bestimmung der geraden Linie vor, nimlich dureh die Bedingung, 
dab sie durch einen Punkt 1~indurchgeht und zu einer (vollstindiz gegebenen) 
Oeraden senkrecht steht. 
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2. Ffir die Oeometrie der Zeichenebene sind die gerade Linie und der 
rechte Winkr dutch Lineal (Normalkeil) und Zeichendreieck (Normalecke) 
herzustellen. Das Eichen dieser lnstrumente geschieht im AnschluB an 
die aufgestellfen Orundeigensehaften, welche in den Definitionen enthaltea sind. 
Die Lagenverschiebungen der Instrumente bedeuten die Manifestierung der 
Kongruenzaxiome. Und hierzu kommt nun noch die Existenz der rechteckigen 
Wandtafel oder des Zeichenpapiers, innerhalb dessen die ganze Oeometrie 
verl/iuft. DaB dieses Rechteck (in zweifaeher Weise) umkehtbar ist, I/iBt sich 
dann lr beweisen, ebenso daft (nach L a m b e r t )  noch andere Recht- 
ecke mlt beliebig kleineren Dimensionen existieren. Parallele Liniea 
werden hier natiirlich definiert als gerade Linien, die senkrecht zu einer 
und derselben Linie gezogen sind (oder wean man ,will, als Oegenseiten eines 
Rechtecks). Die Lehre yon ~quidistanten Parallelen iiegt dana auf der Hand. 
Und man kann dann auch leicht die wichtige Einsicht gewinnen, dab wean eine 
Reihe yon /iquidistanten Parallelen mit ether anderen Reihe yon ~iquidistantelt 
Parallelen, die zu der ersten Reihe senkrecht steht, zum Schnitt gebracht wird, 
dab dann die Schnittpun'kte r numerierter Oeraden auf ether 
geraden Linien liegen. Der Satz wird mit Hilfe des Umstandes bewiesen, dab 
man das ganze System von Schnittpunkten in sich fiberfiihren kaml, erstens 
derart, dab jeder Punkt in tten folgenden iiberffihrt wird, und zweitens derart, 
dab tier erste und der letzte Punkt vertauscht ~vird. Damit sind die Grundzfige 
des Beweises fertig. 

Wit gehen nun dazu fiber, einige wichtige Iogische Prinzipienfragen zu besprechen. 
Wit haben als Tatsache hingesteilt, dais zwei gerade Linien t/ings ether 

Strecke einander durchschneiden k6nnen. Kann man nun bestimmte Endpunkte 
ffir diese Strecke angeben? Natfirlich nicht. Man steht hier bezfiglieh der 
Frage des Zusam~ienfallens yon Punkten den gew6hnlichen M6glichkeiten 
gegenfiber: Dem Ja, dem Nein, dem Fraglichen. Das eine Mal wird man 
sagen, dal~ sic sicher den beiden Oeraden angeh6ren, das andere Mal, 
dab sie nut einer der Oeraden angeh6ren. Ffir eine dritte Kategorie kommt 
das Fragliche in Betracht. Orenzen zwischen den versehiedenen Kategorien 
gibt es nicht. 

In Folge dessert muB man mit Schlfissen fiber das ZusammenfaIlen yon 
Punkten der beiden Oeraden sehr vorsichtig vorgehen. Es ist tats~ichlich so, 
dab hierher geh6rige Fragen, ob gewisse Punkte zusammenfallen, ob ein Punkt 
auf ether Oeraden liegt, ob zwei Oerade einen oder mehrere Punkte gemeinsam 
haben, nicht durch u n s e r e A xi  o m e entschieden werden, k6anen, sondern 
sind auf die W a h r n e h m u n g hingewiesen. Alles was solche Frageq beirifft, 
dart man somit nicht durch Schliisse allein entscheiden. Wir stehen also hier der 
Tafsache gegenfiber, dab wir aufler den Axiomen, und Schlfissen auf Grunt[ 
dieser, noch ein Material haben, dem gelegentlich auch eine Rolle zukommt, 
das nicht axiomatisierte Erfahrungsmaterial, das also eine bisher nicht bearbeitete 
Beigabe zum Axiomensystem bildet. Und gerade diesen Charakter mfiBte 
man ffir das A x i o m e n s y s t e m  d e r  E r f a h r u n g  erwarten, wfihrend das 
A x i o m e n s y s t e m  d e r  W i l l k f i r  die Axiome allein und sonst nichts zu 
beriicksichtigen hat. 

Es werden hier die meisten meiner Zuh6rer denken: Ja, aber dana nmB 
man doch das Axiomensystem der Willkiir bet weitem vorziehen. Die voile 
Sieherheit ist doch besser, als die immer zutage tretende Unsicherheit. Es 
seheint uns freilieh mehr zusagend zu sein. Aber bedenken wit einmal den 
wahren Zusammenhang. 
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Bet Anwendung des Axiomensystems der Willkiir hat man voile Sieherheit; 
Fftr was? Fiir die Schlftsse? Die reine formal-logische Behandlung? Ja, gewiB. 
Aber interessieren uns denn nicht auch die Resultate? Die inhaitlichen ResuRate an  
sich? Man wird dies doch vielleicht zugeben. Und welche Sicherheit haben wir 
beziiglich der R e s u ! t  a t  e?  Auch hier eine vollkommene Sicherheit? GewiB. 
Eine vollkommene Sicherheit. Weshalb? Well die Axiome als vollkommen 
sicher angenommen sind und wet! man stilischweigend annimmt, dab das 
formale SchlieBen nicht yon Richtigem zu Unrichtigem f6hren kann. Das 
bedeutet abet  tats~ichlich nichts, wenn die Axiome naeh Willkiir aufgestellt sind. 
Und wenn auch die Axiome in ether solchen Form dargesteilt  werden, dab sie 
jedes ffw sich bestimmten Oruppen von Erfahrungen entsprechen, so wird doch 
das nichts helfen. Die Resultate an stch haben der Wirklichkeit gegen~ber 
hfchstens eine gewisse Wahrscheinlichkeit und nichts mehr. 

Wir kfnnen also den vollen Olauben an die Resultate nicht festhalten. 
Was bleibt dann iibrig? Die logische Behandlung. Ja, wird man sagen, diese 
ist aach so reizvoll, dab wir an ihr genug haben. OewiS, sie ist reizvoll,  
sehr reizvoll. Abet  wit miissen bedenken, worin die I o g  i s  c h e Sieherheit 
besteht. 

Die Axiome sind nach Willkiir aufgestellt. Wie kann man wis~'ea, daft was 
wir tun fiberhaupt einen Sinn hat? Auch nur emen logischen Sinn! Wir  
begegnen hier der Frage der Widerspruchsfreiheit. Wie kann man sich iiber- 
zeugen, ob ein System widerspruchsfrei set? Wenn ich eiumal entdecken wiirde, 
dab ich dutch Schliisse yon meinen Axiomen her au[ einen Widerspruch komme, 
so wiirde des sonst so sch6ne logische Spiel ganz zusammenfailen. Kann ich 
denn im voraus wissen, dab mein nach Willkiir aufgestellte Axiomensystem 
wlderspruchsfrei ist? Oewiis nicht. Wo ist denn die volikommene Sicherheit. 
derzufolge ich mein System so hoch ger/ihmt babe? Sic existiert .leider nicht. 
Oelingt es uns abet einmal unsere Schliisse so welt fortzusetzen, dab wir 
einen geniigend umfassender Blick fiber die Tragweite der aufgestellt'e~n 
Axiome haben, dab wir ein anschauliches Beispiel aufweisen k6nnen an welches 
sich u n s e r g a n z e s S y s t e m anwenden lfigt, so haben wir eine befriedigende 
Sieherheit gewonnen, aber nut mit der letzten entscheidenden Hilfe der Erfahrung. 
W~ihrend des Aufbaues hat mart aber gar  keine Sicherheit dafiir, daiS das 
bisher Oewonnene iiberhaupt einen Sinn hat. 

Ein Axiomensystem der Erfahrung hingegen gibt unmittelbare Sicherheit 
beziiglich der Axiome selbst, aber keine unmittelbare Sicherheit, nur eine 
gewmse Wahrscheinlichkeit fiir ihre logischen Konsequenzen, weoen deren 
man in jedem Augenblick vor der M6glichkeit stehen kann, dab das 
nicht bearbeitete (nicht axiomatisierte) Nebenmaterial der Eriahrung yon wesent- 
licher Bedeutung werden kann. Man arbeitet aber weiter. Kommt man auf 
einen Widerspruch, so versucht man das Nebenmaterial zu bearbeiten, bis alles 
~vieder i:n diaiektische Ordnung gebracht ist. SchlieiSlich wird es vielleicht 
gelingen, einen gewissen Ueberblick zu gewinnen derart, dab alle wesentliche 
Momente fiir die Axiomatisierung des in Rede stehenden Erfahrungsbereichs 
hervorgetreten sind, trod dann kanrt man ein endgiltiges w6rtliches A• 
system aufstellen. Es wird sich zeigen, daft dies fi~r die E|emeataroeometr ir  
gelingen wird. 

Man ersieht, dab das Axiomensystem der Erfahrung in Wirklichkeit nicht 
weniger sieher vor tins stehen wird, als das Axiomensystem der Wiilkiir. lm 
t"Jegenteil, lm System dr-  Erfahrung hat man die Sieherheit der Erlahrung. 
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Zeigt sich ein Widersprueh, w/ihrend man versucht das System aufzubauen, so 
ist es kein inhaltlicher W.iderspruch, sondern nut ein w6rllicher, und dieser l~iBt sit.q1 
beseitigen, im System der Willkiir ist es anders. Zeigt sich hier ein Wider-  
spruch, so ist er  natfirlich auch ein w6rtlicher - -  yon Inhalt ist ja fiberllaupt 
nicht die Rede - -  aber dieser W'iderspruch I~iBt sich iiberhaupt nicht beseitigen. 

Im System der Erfahrung bedeutet die Frage der Widerspruchsfreiheit nur 
eine Frage yon der Ordnung des sprachlichen Ausdruckes. Im System der  
Wiiikiir bedeutet sie Sinn oder Unsinn 

Man wird vielleicht sagen, dab man ira System der Erfahrtmg immer den 
J'eu[el des Zweifels zu bek~impfen hat. lm System der W.illkiir existiert dieser 
Teufel garnicht. Das heigt, man behauptet, dab er nicht existiere. Man vergiflt 
aber, dab dieses nut eine Behauptung ist. Man glaubt, dab man so den 
Teufel austreiben kann. Und man entdeckt, dab er in Gestalt  der Frage 
der Wid~rspruchs[reiheit viel iirger zurfickkehrt. Wirkliche Befleiung kann 
schliefllich doch nur durch die Eri'ahrung erzieit werden. 

4. Nach dieser advokatorischen Einleitung werden meine Zuh6rer gewiB 
denken, dab es ziemlich schlecht steht um de r  Widerspruchs[reiheit meines 
Axiomensystems. Dies ist allerdings der Fall. Es ist tatsiichlicl~ mehrmal~ 
bewiesen worden, dab 2 gerade Linien h6chstens einen gemeinsamen Punkt 
llaben. Der einzige yon diesen Beweisen, tier den Anspruch hat ernst genommen 
zu werden, ist der bekannte Beweis von P r o k l o s ,  den man in seinem 

Kommentar zum 1. Buche yon Euklides findet. Es 
kommt darauf an zu beweisen, dab die Verliin- 

C gerung einer Strecke eindeutig ist. Es set A B  
die vorgelegte Strecke. Wir schlagen einen i(reis 

A C 1 mit dem Mittelpunkt B und dem Radius B A .  O~ibe es 
nun zwei Verl~ngerungen der Strecke A B  fiber B 
hinaus, denn mill]ten diese Verl~ngerungen den Kreis 

Fig. 2. in zwei Punkten C und ( ' l . treffen, und da sowohl 
A B C  wie ABCt  ein Durchmesser des Kreises ist, 

wiirde man zwei Halbkreise haben derart, dab der eine ein Tell des an dera 
ist, was den Or6flenaxiomen widersprieht. 

Der Beweis stiitzt sich au[ die allgemeinen Gr6Benaxiome, welche auf die 
Kreisfl/iche (oder Kreisperipherie) angewandt werden. Man kann sagen, dab 
dies etwas verwickelt ist, aher keineswegs vom Oesichtspunkte cter Erfahrung. 
Der genannte BeweJs ist jedoch auf diesen Orundlagen einwandfrei. 

5. Was hat abet  nun Proklos bewiesen? Wenn zwei Oeraden eine Streeke A B  
gemein haben, so haben sie auch eine gleich grotle Strecke BC in der Ver- 
liingerung yon A B  gemein. W.ill man logisch streng vorgehert , rauI] man 
hinz'ufiigen: Mit Hiife des Eudoxischen (Archimedischen) Axioms foist, daft 
die geraden Linien ganz zusammen[allen mfissen. Ffir Nieht-Archimedische 
(Nicht-  Eudoxische) Oeometrien ist also durch Proklos nichts bewtesen. 
Wohl abet  ffir die Eudoxische Oeometrie - -  und das Eudoxische Axiom 
mug die Erfahrung natfirlich annehmen (wenn die geraden Linier~ 1 mm gemein 
haben, werden sie eine b e  l i e b i g e  Anzahl mm gemein haben, d. tl. sie 
fallen zusammen). Hier hat also P r o k I o s u n s  widerlegt. Nun abet  erinnere ich 
daran, daft die Punkte ( '  und C1 bet Proklos entweder identisch oder ver- 
sehieden sind. Bet uns haben wir eine dritte MOglichkei~: es ist fraglich ob 
C and C~ verschieden sind. Nehmen wir diese M6gliehkeit an so gilt tier 
Beweis nlcht. Und selbst wenn wir das erste Mal linden, dab (! und (,t 
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zusammenfallen, stehen wir das n~chste oder dritte Mal (bei fortgesetzter An- 
wendung) oder spfiter diesem Fall gegenfiber, und dann kommt man nicht welter. 
Unsere Antwort auf die Widerlegung yon Proklos ist die, daft Proklos bet 
seinem Beweis (erweitert mit Hilfe des Eudoxischen Axioms) voraussetzen 
muB, dafl die geraden Linien eine scharf begrenzte Strecke gemein haben. 
Das haben wir tuber nicht verlangt. Wit h a b e n eben auch das fragliche 
Zusammenfallen yon Punkten. Hierdurch schlfipfen wir also doch aus dieser 
Schwierigkeit heraus. 

6. Nun! Lernen wit auch einmal etwas yon Proklos! 
Wir benutzen die Gelegenheit, da wit doch einer Iogischen Schwierigkeit 

begegnet sind, um nfiher darauf einzugehen, w i e m a n e i n e B e d i n g u n g 
a u t s t e l l e n k a n n d a f f i r ,  d a B e i n  P u n k t  P a u f e i n e r  G e r a d e n . q  
l t e g t .  Man kann diese Bedingung so aussprechen: Wenn man mit dem Punkt 
als Zentrum und mit einem groflen Radius einen Kreis schifigt, dann so[t 
die gerade Linie g den Kreis halbieren (wit denken bier an die Peripherie~t. 
Angenommen jetzt, wir haben z w e i  Gerade. Wenn ein Punkt auf beiden 
liegt und wir einen Kreis mit groBem Radius um den Pu.qkt 
schlagen, sollen, so setzen wir lest, auf diesem Kreis zwischen den 
beiden Cteraden gleieh lange Bogen abgeschnitten werden. Versucht man 
das zu benutzen, so zeigt es sich, dab diese Kontrolle nicht fiir alle Punkte 
die anscheinend euf den beiden Geraden liegen erffillt wird, sondern wir 
bekommen eine zentrale Strecke, die fiir die beiden (3eraden als gemeiusaune 
Strecke gelten soil, die aber kleiner als die scheinbar gemeinsame Strecke ist. 

Wenn wir dieses Kriterium ffir gemeinsame Punkte zweier Geraden 
annehmen, so wird ersichtlich, daft nun der Beweis ides Proklos sich nicht durch- 
fiihren liflt. Mit Hinweis auf die friiheren Bezeichnungen kann man sagen: 
Wenn A ~nd B im engeren S/nne (d. h. durch das aufgestellte Kri~erium 
kontrollierte) gemeinsame Punkte der beiden Geraden sind, k6nnen C und (71 
im weiteren Sinne zusammenfallen, dann kommt man also mit dem Beweis 
nicht dutch. 

7. Wir haben bemerkt, daft der Beweis des Proklos an die Anwendung des 
Eudoxisehen (Archimedischen) ~xioms gekniipft ist. Fi~r Nicht-Archim~d':sche 
Oeometrien wird er atso durchaus nicht in Betracht kommen. Es ist nun fiir 
unsere Untersuchungea yon groflem lnteresse, eine Nicht-Archimedische Oeometrie 
auizustellen, in welcher zwei Oerade einen ,,langen" Durchschnitt haben 
k6nnen. Dies geschieht einfach dadurch, dab man eine Koordinatengeometrie 
konstruiert, wo die Koordina~en duale Zahlen sind, von der Form a +  ~1,, 
wo a trod b reelle Zahlen bezeichnen, und ~ ein Buchstabe ist, mit welchem 
so gerechnet wird, daft ~=0 .  

Fiir diese Zahlen gilt, dab ein Produkt Null werden kann, wenn etn 
Faktor null ist, oder beide Faktoren ~-Zahlen sind. Die Division ist im allge- 
meinen m6glich und eindeutig; nur wenn der Divisor eine ~-Zahi (oder Null) 
ist, ~'ird sie ,.mm6glich oder unbestimmt (wenn der Dividend aueh eine ~-Zahl 
ist). Eine gerade Linie wird definiert durch eine Oleiehung ersten Grades 

Ax + B.r + C ~ : O  

wo A, B, C duale Zahlen sind mit der Bedingung, dab A und B nicht beide 
�9 -Zahlen sind. 

Zwei Oeraden 
A.r + By~ + ( ' ~ 0  

Alx + Bl1.t + C1 ~ 0 
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sollen senkrecht zu einander heiflen, wean A A t +  BB1-----O. Es lfiflt sich 
leicht beweisen, daft hieraus notwendig folgt, dab die beiden Oeraden einen 
bestimmten Schnittpunkt haben. 

Es l~gt sich allgemein beweisen, dab zwei Geraden einen eindeutig' 
bestimmten Schnittpunkt haben, wenn A B I -  A l B  keine ,-Zahl ist. Wenn 
) l B l  ~ A I B  eine ,.Zahl wird, hat man entweder einen unbestimmten Schmtt, 
wo die Koordinaten mit gewissen ,-Zahlen variieren k6nnen, oder keinen Sehnitt. 

Die beiden Oleichungen- 
A.r + B!/ -~ O, 
Alx + Bly = 0 ,  

werdea n~imlich, wenn A B t -  A ~ B  eine ,-Zahl ist, yon den folgenden , -Zahhn 
fiir , r u n d  y befriedigt 

.~: : B k ~ ,  (/,' reell) 

was durch Einsetzen best~ti~'t wird. 

Ein einfaches Beispiel: Die beiden Oeraden 

y ----- 0. 
! ]  ~--- ~ .e ,  

haben alle Punkte (~k, 0), h reell gemein. 

Eine Kongruenztransformation (x~, y ) - - - r  (x.  y z ) w i r d  durch die Olei- 
:hungen definiert: 

xj  = , x  + fly + k, 
Yl = fix ~ ay + l, 

wo r fl, k, l duale Zahlen sind, und cr + fl~ : 1. 
Sh'ecKen sind gleich, wenn sie ineinander durch eine solche Transformation 

iibergeffihrt werden k6nnen. 
Wie leicht verst/indlich, wird ein Kreis mit dem Mitteipunkt {0,0), durch 

den Punkt (1, 0) und mit (tern laufenden Koordinaten (re, ~) die Oleichung 

~ + f = 1 

befriedigen. Hierunter hat man alle Pun.kte (,k, 1), k reell. Die Oerade y = 1 
hat also unendliclJ viele Punkte (,k, l) mit dem Kreis gemein. 

Fiir jeden Punkt des Kreises gibt es eine bestimmte Tangente senkreeht zum 
Radius. Abet durch den Punkt gehen viele andere Tangent~n mit Berfihrungs- 
Punkten in tier N/ihe. Es werden also hier ganz genau die empirischen Verh~lt- 
nisse des Kreises und tier geraden Linie wiedergegeben. 

8. Es /st klar, dab man die hier abstrakt aufgestellte nieht-arehi- 
medisehe Oeometrie praktisch anwenden kann, wenn man bei der Behandlung 
einer bestimmten Aufgabe unserer Geometrie dazu iibergeht, die OrSBe �9 
eine hinreichend kteine OrSi~e bezeiehnen zu lassen. Wie klein �9 gehalten 
werden muff, h~ingt, von den Einzel[iillen ab. Es ist interessant ztt 
bemerken, dab man hier eine praktisehe Anwendung einer nicht-archimedischen 
Oeometrie hat. In Iogischer Hinsicht interessant diirfte sere, dab diese 
praktische Anwendung selbst einen logischen Widersprueh enthiiit. Denn in 
der praktisehen Oeometrie wird man immer das Eudoxische Axiom an sich 
anerkennen, und trotzdem lassen sieh die Resuitate einer Nicht-Eudoxischen 
Oeometrie sehr g u t  anwenden. Ein lehrreiches Beispiel! Empiri~ehe Axiomen- 
systeme kOnnen in rein logischer Hinsicht widerspruchsvoll sein, und doeh sind 
sie for die Welt der Erfahrung widerspruchsfrei. Die Frage der logischen 
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Widerspruchsfreibeit kann wie hier yon solch kleinen Zahlengr6fien abhingen. 
daft sie in der betrettenden Anwendung fiberhaupt keine Exist~az haben. Man 
sieht auch hier, wie die Frage der Widerspruchsfreiheit ffir die empirische Welt 
keine wesentliche Bedeutung hat. Die w6rtliche Widerspruchsfreiheit ist eine 
Bequemlichkeit, wenn sie erzielt werden kann, abet durchaus keine Notwendigkeit. 

9. Wir gehen dazu fiber, eine andere Eigenschaft der geraden Linie 
nfiher zu besprechen, nimlich die Teilbarkeit, und deren Anwendung fi~r die 
Ausgestaltung ether Theorie der linearen Messung. 

Keine Strecke ist unbegrenzt teilbar. Ffir die Zeichenebene z. B. kann man 

sagen, dab mm ~icht existiert, nicht einmal .-,~, mm. 

Stellen wir die folgende einfache Rechenaufgabe: 
71 Wie viel ist ~ yon 37 ram? Die Frame hat eiaen bestimmten Sina. 

Die gegebene Strecke liflt sich offenbar dutch wirklieh ausgeftihrte Teilung 
in 131 gleieh g ro lk  Teile teilen (jedes der Teile wird ja jedenfaiis gr613er als 
1 

u ram), und wit nehmen dann eine Strecke, die 71 yon diesen Teilen enth[ilt. 
Wieviel Millimeter wird diese Strecke enthaiten? Wir schiitzen sofort ab, daft 

o 
sie gr6l~er als die Hiilfte und kleiner als s der gegebenen Strecke ist. Also 
s als 18 mm und kleiner als 25 ram. Wir wollen die beiden aufeinande~. 
folg�9 ganzen Zahlen yon mm angeben, zwischen denen die in Rede stehende 
Teilstrecke liegt. 

Auf der Schule haben wir es wie folgt gelernt: 

71 . 37 7 
Isl  -sl 

Antwort: Die Strecke ist 2 0 ~  mm, sie liegt also zwisehen 20 und 21 ~nm. 
Begrfindung: .Jedes mm wird in 131 gleich grofle Teile zerlegt, die ganze 

71 
Strecke also in 37. 131 gleich groSe Teile. 17~( hiervon gibt 71.37 der genannten 
Teile, also gerade 

71 . 37 7 
131 mm =~ 20 mm + ~ mm 

Die Bedingung daftir, dab diese Begriindung uad die hieraus [olg_~nde 
Antwort ein~n Sinn hat ist, daft die Teilung yon I mm in 131 Teile 
attsffihrbar ist. Dies ist aber nicht der Fall. Die ganze Betrachtung wird 
also hinf~llig. Trotzdem hat die gestellte Aufgabe an und ffir sich einen 

71 
guten Sinn. Die Strecke: ~i  Teil yon 37 mm existiert und liegt - -  sagen 
wir nach den oben angef/ihrten Rechnungen wahrscheinlich - -  zwischen 20 
und 21 ram. Wie kann man das untersuchen? 

Vielleicht wird jemand sagen: Ach, wievlel L~irm um nichts. Start Millimeterrt 
nehmen wir Zentimeter, dann geht alles wie frfiher. Jawohl, das ist heunstisch 
wertvoll, aber ffir die Erfahrung nicht bindend. 

Unsere Frage ist dieselbe wie folgende: Wie kann man untersuchen, ob 
die Ungieichungen 

37 37 
~filtig sind? 
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und vergleichen die hierdurch 
Ungleichheit befriedigen werden: 

Betrachten wit die beiden letzteren Brfiche: 

71 20 
13---I und ~--~ 

Statt diese zu vergleichen, subtrahieren wir sie yon 1: 

71 20 
131 ' 1  --  3-~- 

entstehenden Briiche, die der umgekehrten 

60 17 
~ i  ' 3"/ 

Wir muitiplizieren mit 2 und erhalten 

120 34 
131 ' 37 

t-tierdurch wird keine Aenderung in den Ungleichheitszeichen eintreten. 

Durch Fortsetzung dieser Prozesse erh/iit man erstens die Zahlen 

120 34 

also 
II  3 

131 ' 37 

und nachher, indem mit I I  multipliziert wird 

121 33 

-131 ' 37 

In ~hnlicher Weise wei(errechnend, kommt man auf folgende Zahlen: 

121 33 
1 - - ~ 3 - - : , 1 ~  - 

I0 4 
131 ' 37 '  

9O 36 
131 ' 37 '  

90 30 

41 I 
131 ' 37 

Durch diese Ersetzungen ist die Ungleichheit viermal ge~indert worden, sie sst 
also schliefilich dieselbe wie ursprfinglich. Da nun 

41 1 ~3--~ > ~ - '  
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hat man auch 
weil 4 1 .  37 > 131, 

71 20 
13--I > 37' 

oder wa; durcn diese Untersuehung natiirlieh nicht ausgeschlol~en ist, 

71 20 
131 37 " 

10. Zwei beliebige Briiche --p und r lassen sich in ganz ~ihnlicher Weise q s 
behandeln. Es l/illt sich zeigen, dab 

q s 
wenn t,s > qr. 

Wird das soel~en am Beispiel erl/iuterte Verfahren, die urspriilglich 
gegebenen Briiche dureh andere zu ersetzen, angewandt so kommt man ~mmer 
auf Briiche der Form:  

t J 

q s 
oder 

~ q -  mp us - -  mr 
q s 

je naehdem die urspriingliche Ungleiehheit besteht oder in die umgekehrte 
iibergeht. 

Da nun die beiden Ungleichungen 

(rap - -  nq) s > (mr - -  ~') q, 
(nq - -  rap) s ~ (ns - -  mr) q, 

mit der Ungleichung 
ps > rq 

gleichbedeutend stud, folgt, dab wenn die zu beweisende Regel fiir 
irgend zwet der neuen Briiche nachgewiesen wird, so wird sie auch ffir die 
urspriinglich gegebenen Brfiche riehtig sein. 

Nun wird man sicher einmal auf einen Brueh kommen, dessert Z/ihler 1 
oder Null 1st, und in beiden F/illen leuchtet ein, dab die Regel richtig ist. 
Damit ist tier Beweis im wesenthchen ferfig. Es mull nur noeh auf den Fall 
Rficksieht genommen werden, dab die beiden zu vergleichenden Strecken 

einander gleich sein k6nnen, ohne dab die Zahlen ~- ~nd _r, dureh welehe 
q s 

sie als Bruehteile eines gegebenen t3anzen gekennzeichnet sind, arithmetiseh 
gleich sind. Die aufgesteIlte Regel mull deshalb dahin erg/inzt werden, daft 
die allgemeine Regel folgendermallen lautet: 

hus ps > qr, folgt P > L'. 
q s 

Aus ps ~ qr, folgt 1_' <~_ i_'. 
q s 
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Aus ps = qr, folg! -P --  r .  
q s 

Es set noch bemerkt, dab aus p - -  r nicht die Folgerung ps = qr q s 
gezogen werden kann. 

Wit haben hier nur echte Brliehe betraehtet. Es wird aber keine Sehwierig- 
keit maehen, die Regeln auf andere Br~tche zu erweitern. 

11. Auf Grund dieser einfachen aber sehr wichtigen Untersuchungen wird 
es gelingen, eine natiirliche Theorie der Messung zu begrfinden, 

Zur Bezeichnung der echten Bmchteile ether Streeke, z. B. v o n d e r  
L/inge I m, kommen erstens die natiirlichen Briiche, die eine wirklich ausffihrbare 
Messung bezeichrten, in Betracht. Andere Brfiche (kfinstliche Briiehe) k6nnen 
aber auch Verwendung linden, indem man nur (lie allgemeine Regel aufstellt, 
dab reinarithmetisch grSBeren und kleineren Zahlen grSBere und kleiner'e 
(oder gieich grofle) Strecken entsprechen. Es werden also sozusagen die 
kfinstlichen Briiche als ,,Schnitte" der natiirlichen Brtiche definiert. Diese 
Betrachtung ffindet ihren natiirlichen praktischen AbschluB durch die 
Noniusmessung, wie wires  in dem n~ichsten Vortrag sehen werden. 

Driller Vorirag: Dinge und Zahlen. 

1. Die Pythagoreer hatten einen mystisehen Wahlspruch: Die Dinge sind 
Zahlen. Was sie hiermit gem.eint haben, well] man nicht. Ursprfinglieh hat wohi 
der Satz nut einen Ausdruck dafiir geben sollen, dab die Dinge sich durch 
Zahlen beschreiben lassen. Und Zahlen, das hieg: ganze Zahlen und Brfiche, 
rationale Zahlen. Wenn das richtig sein sollte, ist es sehr merkwfirdig, daft 
die Pythagoreer dureh ihre sp/itere Er~tdeckung der Irrationalzahlen ihren 
eigenen Orundsafz widerlegt haben. 

Indessen kann man sagen, dab der Satz fiir die sp/itere Entwiekluug der 
griechisehen Geometrie als Cirundsatz bestehen konnte. Denn in dieser (3eo- 
metrie wurden die geometrischen Dinge (Strecken, Winkel, F1/ichen) als Tr.~ger 
der allgemeinsten Gr6Benvorstellung angenommen. Die Dinge waren Zahlen. 
Die Zahlen (rational oder irrational) waren durch die Dinge geschaffen, und 
nut dutch die Dinge definiert. 

Heutzutage stehen wit dem umgekehrten Satz gegeniiber. Ffir die heutige 
Mathematik trod Naturwissenschaft gilt der Wahlspruch: Die Zahlen sind 
Dinge. Wir stehen heute nick~ nut einer Arithmetisierung der Mathema~ik 
gegeniiber, sondern einer Arithmetisierung der ganzen Welt. Die Dinge werden 
dutch die Zahlen geschaffen. Man fordert, dab die Dinge den Gesetzen des 
Zahlenkontinuums bis zu den letzten Finessen gehorchen sollen. Dies steht 
fr~ilich zu der Erfahrung im Widerspruch. Abet clarum kiimmert man sich 
gewShnlich nicht. 

Es soll in meinem heutigen Vortrag mein Ziel sein erkennen zu lassen, 
wie man die Geometrie wieder m Ueberemstimmung mit dem pythagoreischen 
Wahlspruch in s e i n e r  u r s p r f i n g l i c h e n  B e d e u t u n g  bringen kann: 
Die Dinge sind Zahlen, nicht allgemeine reelle Zah|en, sie sind rationale 
Zahlen; l:nd noch mehr: sie sind sehr einfache rationale Zahlen. 
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2. Die alterl Orunds/itze der Or61~nlehre sollen nicht mehr gelten. Ich 
denkr namentlich an die drei ersien Or~Benaxiome des Euklid: 

I. Dinge, die demselben Die.g gleich sind, sind einander glemh. 
2. Fi~gt marl zu Gleichem Oleiches hinzu, so sind die Summerl gleich. 
3. Nimmt man von Oleichem Gleiches hinweg, so sind die Reste gleich. 
Diese Orunds/itze sollerl also hier als allgemeine giiltige Schluftzrundia~en 

aufgehoberl werden. 
Meine Zuh6rer werden neugierig fragerl, was kanrl man dann iiberhaupt 

machen? Einige~ muB doch wohl (iber urlsere Or6fierl vorausgesetzt werden. 
Allerdings. Wir m0ssen einige neue Axiome aufstellen. Diese bedeuten aber 
den alien gegeniiber inhaltlich eine wesentliche Redu'ktion der Grundla~en. 
Sie werden umstindlicher auszusprechen sein, aber inhaltlich sind sie einfacher. 
Dm doch eirsen kurzen A us  d r u c k unserer neuen Or6ftenaxio~ne zu haben, 
sagen wir, daft s i e  d i e  F o r d e r u n g  d e r  E x i s t e n z  d e r  M e s s u t n g  
b e d e u t e n .  

3. Wir ffehen nun dararl, den Inhalt unserer Voraussetzungen n~iher zu 
beschreiben: 

Eine geniigend groBe Strecke l~.flt sich als Maftstab einricirten, ,.I. tl. sie 
kann irl eine gewisse Anzahl (n) Teile geteilt werden, die erstens untereinander 
g~eich sind, und zweitens den Bedingungen geniigen, dab a|le Strecken, 
deren jede p aufeinantter folgende Teile enth/ilt, urltereinander gleich sind 
(p = 2, 3 , . . ,  - -  1). Welche Zahlenwerte for n in Betracht kommen, kann nicht 
in allgemeinen Regs ausgesprocherl werden. Es gibt gewisse kleine Zah:en- 
werie, die .angenommen werden k6nrlen. Es gibt gr6ftere Zahlenwerte, die 
nicht angenommen werden k6nnen. Andere Zahlenwerte sind fraglich. 

Auf dem MaBstabe werden die Teilpunkte dutch ganze Zahten (Abszissen) 
numeriert, derart, dab jede Strecke zwischen zwei Teilpunkten dutch die Differenz 
der entsprechenden Zahlen gemessen wird. 

Dureh Noniusmessung wird nun diese Zah~e.nzuordnung erweitert derart, 
dab jeder Punkt dutch eine Zahl (etwa mit 3 Dezimalen) fixiert ,virti, 
~and die Str~cke zwisehen zwci Punkten wird dutch die Djfferenz tier 
beiden den Ptmkten entsPrecherlden Zahlen gemessen. Gleichen Strecken 
entsprechen gleiche Zahlerl. Die Fixierung I~BI sich aber in vielfachen 
Weiscn ausfiihren. Jede gtrecke hat mehrere Fixierungszahlen, welche gewisse 
kleine Differenzen haben, die unter einer festen Orenze liegen. AIs CJrenze 

I 
kann man f'ftr die Zr jedenfalls etwa io mm angeben. 

4. W'ir k6nnen kurz unsere Voraussetzungen in einen Satz zusammenfassen: 

I r g e n d  e i n  g e g e b e n e s  S y s t e m  y o n  S t r e c k e n  e t h e r  
g e r a d e n  L i n i e  I~iflt s i c h  d e r a r t  f i x i e r e n ,  d a b  d i e  E u k l t -  
d i s e h e n  O r 6 g e n a x i o m e  f o r  d i e  F t x i e r u n g s z a h l e n  e r f i i l l t  
s i n d  ( i n n e r h a l b  d e s  v o r l i e g e r l d e r l  S t r e c k e n s y s t e m s ) .  

5. Wir haben bisher nut Fixierungszahlen mit 3 Dezimalen in Betracht 
gezogen. Wir wollerl hurl aueh andere Zahlen in Betracht nehmen, indem wir 
einfach dutch Definition die Redeweise einfiihren, daf] wenn eine Sfreeke a 
dureh zwei Zahien ~ und ~ (die beide Zahlerl mit 3 Dezimalen sind) hxiert 
ist, so sagt man auch, dab a dutch jede beliebige Zahl zwischen , und 
fixiert wird. Umgekehrt: Wenrl man sagt, daft a durch eirle gewisse Zahl j, 
fixiert wird, bedeutet dies, dab entweder ;, eine durch Messung natfirlich 
vorkommende Fixierungszahl ist, oder wenn nicht, daf~ j. zwischen zwei 
~olchen liegt. 
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6. lch erinnere nun an meiaer Besprechung der Bruchrechnung in meinem 
zweiten Vortrag. Und w i t  erhalten so)o~ den Satz: 

W e n n  e i n e  S t r e c k e  a d u t c h  d i e  Z a h l  ~ f i x i e r t  i s t ,  d a n n  

w i r d  m a n  e i n e n  e c h t e n  B r u c h t e i !  -p v o n  a d u r c h  d i e  Z a h l  q 

P ,  f i x i e r e ~  k S n n e n .  
q 

P P lm Also: Aus a ~ ~, q ~ 1, folgt q a oo -" 
q 

2 3 
�9  ~ ,  wo q 7. AuBer den natfirlichen echten Bruchteilen einer Strecke (3 '4~ '"  

gewisse einfache Werte haben kann) wollen wit auch kiinstliche echte Bruchtei|e 
einffihren (wo q beliebig grofle Zahlenwerte annehmen kann, oder wo man 

start -p sogar r irrationale Zahl ~ I nimmt, indem man (mit unserer Ver- q 
abredung in 5 in Uebercinstimmung) vorausgesetzt, dab diese idinstlichen 
Bruchzahlen zwischen zwei natfirlichen liegen, die beide fiir die vorliegendc 
Str~eke Verwendung finden k6nnen. Es ist dann klar, dab der eben aufgestellte 
Satz (6) fiber eimen echten Bruchteil ei.ner Strecke und deren Fixierungsz~d 
auch nach dieser Erweiterung des Begriffes des Bruchteils giltig sein wird. 

8. Wi t  geben dazu iiber zu erkl~iren, was wir unter einer z e n t r a l e n  
F i x i e r u n g verstehen. 

Es sei eine Strecke AB vorgelegt, tiir welche z. B. die Fixierungszahlen 

122,470 

I Intervall~inge ---- 0,O4 

) 122,510 

~rauchbar sind. Man kann dann unter diesen Zahlen einige herausnehmen, die 
I 

die Eigenschaft haben, dal~ man diesen Zahlen eine gewisse Gr6fle, z. B. too 

addieren oder yon ihnen subtrahieren kann, ohne dab sie aufh6ren Fixierungs- 
zahlen zu sein. Dieses gilt z. B. fiir die Zahl 

12"2,400. 
I 

9. Wit' ,nehmen nun einen kleinen Bruchteil unserer Strecke, sagen wtr ~o 
Solehe Zahlen werden als z e n t r a l e  F i x i e r u n g s z a h l e n  bezeichnet. 
Wit  ~rhalten hierdurch eine kleinere Strecke ABt. Diese hat jedenfalls Fixierungs- 
zahlen, die durch Division der Fixierungszahlen der Strecke AB durch 20 
entstehen also 

0,1235 
[ lntervaU ~inge = 0,002 

6,1255 ) 

Di.e lntervalll~inge fiir die so bereehneten Fixiermlgszahlen ist sehr klein. Und 
man wird sofort entdecken, dab die erzeugten Fixiertmgszahlen z e n t r a i e  
Fixierungszahlen Hir die kleine Strecke AB1 sein mfissen. Die durch direkte 
Messung erhaltenen Fixierungszahlen der Strecke AB~ mtissen sieh niimlieh 
zumindest fiber ein lntervall yon der Or6Be 0,04 erstreeken, und es ist somit klar, 
dal~ das durch P, erechnung e~zeugte Intervall (yon der L~inge 0,002) in jenem 
gr61~eren Interval1 enthalten sein mut~, und wie es natiirlich ist, als zentrale~ 
lntervall. Dem sieheren lntervall yon Fixierungszahlen fi~r die Strccke AB 
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122,470 

122 s 0 
mfissen in Fragr stehende Zahlen vorausgehen und nachfolgen, die um da~ 
Intervall $ymmetrisch verteilt sind und die dutch 20-Teilung Fixierungszahlen 
der Strecke ABI erzeugen. 

Wit stellen deshalb das folgende Axiom auf" 

W e n n  e i n e  S t r e c k e  a d u r c h  e i n e  Z a h l  a f i x i e r t  i s t ,  s o  i s t  
1 a 

Z0 a durch ~ z e n t r a l  f i x i e r t .  

Wir schreiben: At~s a .~r 'a ,  folgt t l a ..~r ~ a, indem wit das Zeichen f f "  
ffir zentrale Fixierung einftihren. Die Zahl 20 k6nnte offenbar durch andere 
Zahlen ersetzt werden. 

10. Hiermit h, aben ~vir die A x i o m e d e s hi a B s t a b s aufgestellt. Wit 
geben nun zu den A x i o m e n  d e r  M a B e b e n e  tiber. Die Mafiebene ist 
nur ein Koordinatensystem, das genau konstruiert ist nach den (3esetzen der 
sich rechtwinklig schneidenden fiquidistanten Paral[elen, wodurch zwei 
z~einander rechtwinklige Systeme yon kongruenten Maflstfiben entstehen, welche 
durch" Noniusmessung erweitert werden k6nnen. Damit lfiflt sich ieder 
Punkt unserer Ebene clutch goordinatenzahlen fixieren. Diese natfirlichen 
Koordinatenzahlen haben nach unseren Verabredungen h6chstens drei Dezim~/len. 
Wix ffihren abcr auch 
gebencn Rcgel. 

y 

f 
0 

kiinstliche Fixierungszahlen ein, nach der ange- 

/ / m ~ , ' y )  

Figur 3 

, I I 
\ I Ip 

Xl /"  
C 

Figur 4 

11: Die Darstellung der Punkte ei0e r 
Strecke O P  ( O -~ (0,0), P : (a, b)) durch 
Koordinatenzahlen ergibt sich leicht. In 
der Figur 3 ist 

.'2 
O M  : .~- OP, 

. )  o 

und es ist z: ~ .~a, y ~ -~b .  Fi~r jeden 
Pu~kt M tier Strecke O P  wird man in 
ganz fihnlicher Weise Koordinaten x = m a ,  
y ~ mb fixieren kfnnen, indem m e i n e  
Fixierungszahl fiir das Verh~ltnis O M :  O P  

ist. 
12. Zwei zueinander senkrechte Strecken 

O P  ~nd O~ (Fig'. 4) werden auseinander 
durch Drchung der MafJebene abgeleitet. 
In der Figur ist P = (3,2), ~--= C-- 2,3), und 
es ergibt sich ganz allgemein, dab aus 
P = (a ,  b) folgt (d : ( b, a) .  

Die analytische Darsteilung der geraden Linie, der parailelen l.inie, und 
dcr zueinander senkrechten kinien innerhalb der Maflebene ist hiermit begrtindet. 
worden. 

13. Aus der Existenz der Magebene folgt unmittelbar de ' r  P r o j e k -  
t i o n s s a t z :  

Eil l  M a 6 s t a b  w i r d  d u r c h  r e c h t w i n k l i g e  P r o j e k t i o n  in 
e i n e n  M a B s t a b  f i b e r g e f f i h r t .  
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Wenn 3 Punkte A, B, C, die auf einer geraden Linie i~a der angegebenen 
Reihenfolge liegen, in 3 Punkte A1, Bx, 6', auf einer anderen Geraden darch 
rechtwinklige Projektion fibergeffihrt werden, so folg-t aus dem Satz, daft 
jede Fixierungszahl ffir das Verh~iltnis A B :  A C  auch als Fixierungszahl |fir 
d u  Verhfiltnis d l  B1:A1 6'1 brauchbar sein wird. 

14. Wir machen uns daran, den Hauptsatz der Elementargeometrie, den 
p y t h a g o r e i s c h e n  L e h r s a t z  zu beweisen. 

Wir beginnen mit folgendem Satz: 

8atz 1. I n  e i n e m  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k  A B C ,  d e s s e r t  
H y p o t e n u s e  A B  d u r c h  d i e  Z a h l  c f i x i e r t  i s t ,  l a s s e n  s i c h  
d t e  b e i d e n  K a t h e t e n  d u t c h  s o l c h e  Z a h l e n  a u n d  b t i x i e r e  n ,  
d a b  i h r e  P r o j e k t i o n e n  a u f  d i e  H y p o t e n u s e  d u r c h d i e Z a h l e n  
at b I 
- u n d  -- f i x i e r t  w e r c L e n  k 6 n n e n .  

C e 

Beweis. Das Dreieck B D C wird in eine andere 
e Lage B D1 C1 umgelegt (man wendet den Winkel B 

' ~o ~m). Wenn ~un ~-~ ~ . (1), ago  auch ~ ~ (2), 

B D 1  ~o 
so folgt ~ .,(3) 

Ngur 5 Da B A  t~ e, ist nach (1) und (3) 

B C  co ac, 

B E 1  e~ a~c, 
B D  oo ~e .  

Wird ~un ac m i t a  bezeichnet, hat man 
a~ 

B C  ~ a, B D  ~ (; 

w. z. b. w. 
Die andere Kathete wird ~ihnlich behandelt. 

Satz 2. W e n n  3 P u n k t e  A, B. C a u f  e i n e r  g e r a d e n  L i n i e  in  
,~er a n g e g e b e n e n  O r d n u n g  l i e g e n ,  u n d  d i e  S t r e c k e n  A B  
u n d  B~' u n a b h i n g i g  y o n  e i n a n d e r  f i x i e r t  s i n d  d u r c h  d i e  
Z a h l e n  n u n d  p. k a n n  n i c h t  v o r a u s g e s e t z t  w e r d e n ,  d a b  AC 
s i c h  d u r e h  d i e  S u m m e  n - I - ~  | i x i e r e n  l a s s e .  Es  l~iBt s i e h  

1 ! 
a b e r  z e i g e n ,  d a f t  ~ y o n  AC d u r c h  o~ (,c-~ #) f i x i e r t  w e r d e n  
k a n n .  

Beweis: A B ,  B e ,  A C  k6nnen jedenfalls in irgend einer Weise durch 3 
Zahlen ax, ~1, 71 fixiert werden, derart, dab die letzte Zahl die Summe tier 
beiden ersben ist (4). Man hat nun: 

1 

1,-,11 < ; ,  
1 ~  o .,11 , 

20 20 < ~--~' 
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da him 

folgt sofort 

~ A C  al + #l 
20 ' 

1 ~ + #  
~20 AC ~ 20 

Satz 3. In  e i n e m  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k  A B C  l a s s e n  
s i c h  d i e  S e i t e n  i m m e r  d u t c h  s o i c h e  Z a h l e n  f i x i e r e n ,  daf t  
d a s  Q u a d r a t  d e r  l - l y p o t e n u s e n z a h l  t i e r  S u m m e  d e r  Q u a -  
d r a t e  d e r  b e i d e n  K a t h e t e n z a h l e n  g l e i c n  w i r d .  

Beweis. Wit bilden ein neues rechtwinkliges Dreieck mit zwanzigmal so 
groBen Seiten. Ffir tmsern Beweis ist es eine wesentliche Voraussetzung, dab 
diese 'Operation wirklich mmgeffihrt werden kann, d. h. dab man fiber einen ,so 
grolkn Bereich (wo ensere Axiome giltig sind) verfiigt, dab die Operation 
inaerha|b dessen Grenzen verl~uft. Die M6glicbkeit der Koustruktion foigt 
fibrisens aus dem Satz fiber die senkrecht sclmeidenden iquidistanten Parallelen. 

Das neue Dreieck sei nun mit A~ Bt Ct bezeiclmet. Seine Hypotenuse 
Ax Bx fixieren wir durch eine Zahl cl. Es lassen sicb nun (Satz I) di~ 
l(atheten dieses DreieCks durch Zahlen al und b~ fixieren derart, dab die 

Projektionen B1 Dz und A1 D1 euf die Hypotenuse durch al~ und bl--~t fixiert 
('1 r 

werden k6nnen. 

Man bat also l~r die 3 in gerader Linie liegenden Punkie BI, D~, A1 

frl ~ 
BIDI ~ --' CI 

D1A1 ~ - -  " 

Hieraus folgt nun (nach Satz 2), indem wir nach dem ursprfinglichen Dl'eieck 
z~rfickke hren: 

1 {a,2 + 1 BA c~ ~ ~ Cl "t ] 

Man hat abet auch, da Ba Aa ~ ,,~, 

i 
B A ~ r l .  

Die Hypotenuse A B  D$t sich also dutch die beiden Zahlen 

I h') 1,., 
~el + et- und 2-'6' 

fixieren, und deshalb auch durch ihre mittlere Proportionale, also durch 

'1/ al"  + 1,1 ~ 

Es ist also in o'er Tat bewiesen, daft die Seiten des gegebenen Dreieck$ 
durch die Zahlen 

al hi I I F  
a ~ ~ ,  b ~ 2-6' '" = 20 I /  o :  + ht 2 
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fixiert werden k6nnen. Es ist nun 

und hiermit ist unser Satz (der erste pythagoreische Lehrsatz) bewiesen. 

$atz 4. W e n n  d i e  K a t h e t e n  e i n e s  r e c h t w i n k l i g e n  D r e i -  
e c k s  A B C  d u r c h  d i e  Z a h l e n  a u n d  b t t n a b h i n g i g  f i x i e r t  
s ind , ,  so  l i f l t  s i c h  h i e r a u s  n i c h t  s c h l i e l S e n ,  daf t  d i e  H y p o -  

t e n u s e  d u t c h  d i e  Z a h l  ]/  a ~- + b 2 f i x i e r t  w e r d e n  k a n n .  Es  
l i f l t  s i c h  a b e r  b e w e i s e n ,  daf t  w e n n  d a s  D r e i e e k  im M a B -  
s t a b  1:20 r e d u z i e r t  w i r d ,  daf t  d a n n  d i e  H y p o t e n u s e  d e s  

I }/ 
r e d u z i e r t e n  D r e i e c k s  d u r c h _ ~ 0  a t -k b 2 f i x i e r t  w e r d e n  
k a n n. (Der zweite pythagoreische Lehrsatz). 

Beweis: Wir fixieren die Seiten des Dreiecks A B (  y in irgend einer Weise 
durch a~, bl, e l  derart, dab (Satz 3) 

cl  2 = ill t -{- bl t . 

Man hat nun 

b - -  bt 

also 

! 

10' 

1 
< lO' 

V + (',- < n  I0 
Nun ist 

also 

V , ,~*s,~ - 2 o V , , , s  + b,~ < 2oo < 100 

1 
Da ~nun ~ V al 2 + bl t eine zentrale Fixierungszahl ffir die Hypotenuse A t B 1  

des im Maflstab 1:20 reduzierten Dreiecks ist, so wird uach der letzten Un-  

gleichung auch~V~a ~ + be r Fixierunffszahl tiir die Strecke. Hiermit ist 
o'er Satz bewiesen. 

Satz S. H a t  m a n  d r e i  r e e l l e  Z a h l e n a ,  b , e ( > 0 g  w e i c h e  d e r  
8 e d i n g u n g  g e n i i g e n ,  daf t  

a "~ -4- b e = r 

so  w i r d  e i n  r e c h t w i n k l i g e s  D r e i e c k  e x i s t i e r e n ,  d e s s e n  
S e i t e n  d u r c h  d i e s e  Z a h l e n  f i x i e~ t t  w e r d e n  k 6 n n e n .  (Der 
dritte pythagoreische L~hrsatz). 

Es muB jedoch hierbei vorausgesetzt werden, dab die Zahlen ffir unsere~ 
Darstellungsbereich fiberhaupt in Betracht kommen k6nnen (sie dfirfen mcnt zu 
grofl und nicht zu klein sein). 
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Der Satz wird dadurch bewiesen, daft man zun~ichst ein rechfwink!ige~ 
Dreieck konstruiert, dessen Katheten durch die Zahlen 20a trod 20b fixiert 
werden k6nnen. Wenn man dan.  dieses Dreieck im MaBstab 1:20 reduziert, 
hat man das gesuchte Dreieck (Satz 4). 

15. Fa wird nun leicht sein in ganz ihnlicher Weise wie die Sitze 3 
~md 5 die folgenden Satze zu beweisen: 

F f i r  b e ] i e b i g e  Punkte At, A2, . . .  l a s s e n  s i c h  K o o r d i n a t e n  
(xt, yl)(x2, y2) . . . . . .  s o  t i x i e r e n ,  d a b  s a m t l i c h e  A b s t a n d e A j A t  
d u r e h  d i e  Z a h ! e n  

V ( ~ ' - ~ ' ) ~  + ( Y i - - Y ' ) ~  

f i x i e r t  w e r d e n  k 6 n n e n .  

Und ebenso: 

F f i r  b e l i e b i g e  Z a h l e n p a a r e  (xt, yl), (z~,yt), . . ,  (die alle emem 
gewissen beschrinkten Bereich angeh6ren) ! a s s e n s i c h e n t s p r  e r h e n d e 
P u n k t e  AI, At  . . . . .  d e r  g e o m e t r i s c h e n  E b e n e  b e s t i m m e n  
d e r a r t ,  d a b  s - ~ m t l i c h r  A b s t i n d e  A i A  t d u r c h  d i e  Z a h l e n  

+ 

f i x i e r t w �9 r d e n k 6 n n e n. Zahlenpaaren, die einer und derselben Gleichung 
ersten Oracles befriedigen, entsprechen dabei Punkte einer geraden Linie (10). 
Wenn zwei Oleichtmgen ersten Grades 

a z  + By + O = O ,  

Alx + BIy + Cl := O, 

tier Bedingung geniigen: 

AAt + BBI = O, 

so stehen die entspre~chenden Oeraden senkrecht zueinander (11)3) 

16. Wir haben so die Erkenntnis gewonnen, aafl die gewbhnliche 
arithmetische Koordinatengeometrie als ,,Fixierungsgeometrie" unserer wirk- 
lichen Ebene gelten kann. Und unsere Begriindung der Oeometrie ist hiermit 
im Wesentlichen zu Ende. 

Ueberlegen wir schlieBlich, was wlr tats~chlich yon den aufgestellten Axiomen 
gebraucht haben, oder vielmehr was wir alS unsere wesentliche Orundlagen 
erkennen m~sen:  

I. Die Existenz des geradlinigen Magstabes und die hierher geh6rtgelt 
Or6Benaxiome, die Fixierungszahlen betreffend. Die Existenz der Verschiebungen 
trod Umkehrungen des Magstabes in sich. 

II. Die Existenz des Rechteeks mit zwei gegebenen Seiten; die Ein- 
richtung des l{r ats Maflebene (Rechtwinkliges Koordinatensystem mit 
natiirliehen Koordinaten). Die Existenz der Verschiebungen des ganzen Koordi- 
natensystems in sich. Die Kongruenz der recMwinkligen Koordinatensysteme. 

s) Die Haupts~tze iiber die Koordinatcnfixierung der Ebenc sind schon in 
meiner: Element~er Geometri Ill, Kobenhavn 1921 ausffihrlich dargestellt worden. 
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Die Existenz einer Bewegung der Ebene in sich, durch welche zwei rechtwinklige 
Koordinatensysteme mit demselben Anfangspunkt vertauscht werden ivgl. 14. 
Satz I). 

[[I. Die Existenz des Maflbogens eines Kreises und hierher geh6rige 
Or6flenaxiome, den linearen Or6flenaxiomen analog. Die Existenz der Ver- 
schiebungen und Umkehrungen des Magbogens in sich. Die Existenz des 
Polarkoordinatensystems mit natiirlichen Koordinaten. 

Was die iibrigen Axiome, die in meinem ersten Vortrag erw~hnt wurden~ 
anbetrifft, so zeigt es sich, daft wir diese Ax, iome m ihrer ursprfinff- 
lichen scharfen Form nicht brauchen. Mann kann mit einem Wort sagen, 
dab dle Forderung der Eindeutigkeit iiberall aufgehoben werden kann; z. [3. 
der Satz, dab zwel Punkte eine Verbindungss~trecke haben, soil nur bedeuten 
dab eme Verbindungsstrecke existiert, und nicht, dab eine und nut einr 
existiert, d. h. die Eindeutigkeit daft  ais SchluBgrundlage nicht benutzt werden; 
wenn man yon einem Schnittpunkt zweier Oeraden sprich~, so wird hiermit nicht 
die Eindeutigkeit des gemeinsamen Punktes (als Schluggrundlage) angenommen; 
wenn man von ether Senkrechten durch einen Punkt zu ether gegebenen Oeraden 
spricht, so wird nicht (als Schluggrundlage) vorausgesetzt, daft diese Senk- 
rechte eindemig bestimmt ist, usw. 

Unser Axiomensystem bedeutet sonach in rein prinzipieller Hinsieht im 
Vergleich mit den gew6hnlichen Axiomensystemen in  h a l t  l i  ch  eine sehr 
wesentliehe Reduktion. Die Forderung tier Eindeutigkeit ist fiberall aufgehoben, 
d. h. man hat  der Logik das Recht genom.men,, die Eindeutigkeit ais Schlug- 
grundlage zu benutzen. Man kann ferner sagen, daft, wenn man /.iberall (auch 
bet den Or6genaxiomen, die Fixierungszahlen betreffend) die Forderung tier 
Eindeutigkeit hinzugeffigt, die natiirliche Oeometrie in die a r e  Oeometrie fiber- 
geben wird. Die natiirliche Oeometrie wird somit aligemeiner als die gew6hn- 
liche abstrakte Oeometrie. 

17. Daft wic fiir unsere geometrischen Dinge auch eine andere arith- 
metische Fixierungsgeometrie aufstellen k6nnten, ist klar. Und die Eukli- 
dische Oeometrie in der hier gegebenen Form wird natOrlich nicht Wider- 
legt, wenn man es eines Tages aus irgend einem Orunde zweckm/iflig finder, 
ether anderen Zahlenfixierung den Vorzug zu geben. Eben well e~ 
sich nut um eine Fixierung handelt, wird die alte Fixierung durchaus~jnit der 
neuen vertr/iglich sein, m6ge es nun eine gew6hnliche Nieht-Eukhdische ode re ine  
allgemeinc Riemann'sche Zahlengeometrie sein, die man fflr den augenblicklich 
vorliegenden Zweck bequem finder. Es d a d  aber nie vergessen werdeu, daiS 
alle derartige Fixierungen fiir unsere beschr/inkte Ebene, der ~irkl ichkei t  gegen- 
iiber, gleichwertig sein miissen, und daft wir durch neue Fixierungen nichts 
neues iiber die ,,wahre Natur" dieser Ebene lernen k6nnen. 

Die Dinge lassen sich mit Hilfe von Zahlen b e s c h r e i b e n .  Man mug 
sich aber hiiten zu glauben, dab sie sich mit Zahlen v e r ta u s c h e n lassen. 

18. SchIieglich beabsichtige ich, meinen Zuh6rern einen Ueberblick fiber die 
ganze Frage zu geben und zwar dadurch, dab ich fiir eine Oeometrie ein rein 
arithmetisches Beispiel konstruiere, das ein sehr einfaches Bild des in Rede 
stehenden Systems gibt. Wir definieren: 

E i n  g e o m e t r i s c h e r  P u n k t  .4 ist eine Sammlung yon arithmetischen 
Punkten (Zahienpaaren), A~ = (a~, y~), A,_, =- ~.r,,, 92~ . . . . . . . .  die tier Bedingung 
geniigen, dab jeder der Ausdr/icke 
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xi - -  !lk + (x i Y~ 

kleiner als eine feste Zah~ ~-z ist. Diese feste Zahl kann eine beliebige im 
voraus gegebene Or6fle haben, z, B. die Einheit. Die Anzahl der arithmetischen 
Punkte A1, At, . . . .  ist jedesmal eine beliebige, wenigstens 1. Es k6nnen 
auch unendlich viele Punkte in der Sammlung vorkommen. Die Zahlenwerte x l 

und !/i k6nnen innerhalb eines besehr,~nkten Oebiets beliebige ceelle Werte 

annehmen. 

Wir wollen sagen, dab tier geometrische Punkt A dutch einen arithmetischen 
Punkt IF, 7) f i x i e r t  wird, wenn 

( ~ - - ~ ' t '  + (7--y,)'  ~ o 

fiir jedea arithmetischen Punkt (.ri, Yl) in A. Man schreibt 

.4 ~ ~,~, ~). 

.4 wird also dutch jeden seiner arithmetischen Punkte fixiert werd~n k6nnen. 
Aber natiirlich auch dutch andere. 

Man kann auch yon einer z e n t r a l e n  F i x i e r u n g  sprechen, wenn 
eine gewisse Umgebung yon (~, 7) am lauter Fixierungspunktea besieht. 

Zwet geometrische Punkte sind i n z i d e n t ,  wean sie einen t~emeinsamen 
Fixierungspunl<t haben. 

3 oder mehrere geometriscbr Punkfe liegen in einer geraden Linie, wenn 
sie dutch adthmetische Punk~e, die arithmefisch linear voneinander abh/ingea 
(in einer arithmetischen Linie liegen), fixiert werden k6nnen. 

Dutch zwei geor0etrische Punkte liifit sich immer eine gerade Linie legen. 

1st A durch die Punkte(,r;, y~],B dureh (u~, ,~,~),gegeben, setzt man z.B,  

wo i tmo k alle ihre Werte durchlaufen und 0 ( !~ ~ 1. Hierdurch ist eme 
Strecke A B als ,,Ort" der Punkte C' definiert. Man kann abet unz~ihlbaro 
andere Erzeugungen einer Strecke A B angeben. 

Zwel geometrisch gerade Linien sind parallel bezw. senkrecht zueinander. 
wenn sie durch parallele bezw. senkrecht zueinander stehende Linien fixiert 
werden k6nnen. 

Der Abstand zweier geometrischel Punk'te wird durch jede Zahl fixiert, 
die den arithmetisch,en Abstand zwisehen entsprecbenden arithmetischen Fixie- 
rungspunkten angibt. 

1st A ,yo (.~'T, .ql) H ~ 'xs, yo) setzt man 

.4;~ ~ V ( ~ ' -  ~:")~" + ( . ~ ' -  ~'~ ~" 

Daft zwet Abst/inde gleich grofl sind bedeutet, dal| sie eine gemeinsame 
Fixierungszahl haben. 
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Zwei Figuren werden als kongruent be,~eiehnet, wenn sie sich naeh den 
gebenen Regeln arithmetisch fixieren lassen durch ari~hmetisch kongruente 
Punktsysteme. 

19. Es ist unmittelbar ersichtlich, dab in dieser Oeometrie alle S~itze gerade 
denselben Charakter haben, wie die yon uns in der natfirlichen Oeometrie aufge- 
stellten. Der py!thagoreische Lehrsatz gilt gerade in der Form, die wir 
angegeben haben. 

Die ganze analytisehe Geometrie ebenso. 
Die alten Orundlagen, worauf die Euklidische Oeometrie aufgebaut war, 

sind abet ungfiltig. Die Or6fenaxiome sind ungiiltig: a : b, und b : e ,  gibt nicht 
a ~ r, usw., sondern vielmehr das, was Poincar~ ,,un d~saccord intolerable" 
nenn t : a  : b, b = r, a ~ r, ~oder a ~ e~. 

Untersucht man die anderen gew6hnlich aufgestellten Axiome, die alle eine 
streng kategorische Form haben, so zeigt sich ebenso, daft sie ungiltig sind. 
Jedes Axiom, welches z. B. die eindeutige Existenz eines Punktes, einer gerade,1 
Linie usw. fordert, ist im voraus aufzugeben. Denn man kann immer 
Punkte mit anderen inzidenten Punkten vertauschen, ohne dab die iq Betracht 
kommenden Eigenschaften aufh6ren zu gelten. Man kann freilich yon einem 
Punkte aus auf einer geraden Linie nach einer gegebenen Seite eine S:trecke. 
abtragen, die einer gegebenen gleich wird, aber nicht in ein.deutiger Weise. 
Zwei Dreiecke mit stfickweise kongruente Seiten sind nicht notwendig kon- 
gruent; wenn A, B, (" auf einer geraden Linie liegen, kann man mehrere 
Dreiecke A B I C  bilden, wo A B  : ABI ,  B C :  BI(" (vergl. die Helmhol tzsche  
Definition der geraden Linie). 

Was die Axiome der Anordnung betri[ft, so kommen wit auf die triiiier 
erwiihnte Erw/igung yon Pasch zuriick. Das Axiom yon tier Einschaituag' 
eines Punktes zwischen zwei anderen gilt hier nicht unbedingt. Zwei Punkte 
A und B k6nnen verschieden sein (d. h. nicht inzident), und doch kann man 
keinen Punkt einschalten, ohne daft dieser Punkt mit wenigsteas einem der  
gegebenen inzident wird. Man lernt hier wie die Erwiigung yon Paszh (und 
natfirlich wie alms iibrige bei Pasch) modifiziert werden mu8 um dialektisch 
reine Form en anzunehmen. 

Der Satz yon der unbeschr/inkten Halbierung einer Strecke l~iSt ~ich aueh 
leicht untersuchen. Man kann eine Strecke in so v[ele gleiche Teile zerlegen, 
daft zwei aufeinander folgende Teilpunkte inzident werden, und dann ist dio 
Teilung als solche schon illusorisch. 

20. ich babe bier nur die ebene Oeometrie betrachtet. Die riimnlic_~e 
Oeometric l~il]t sich nach denselben Prinzipien behandein. ~,ndere Dimensions.. 
zahlen k6nnen in gewissem Sinne auch in Betracht kommen. 

Fiir e in  e Dimension wfirde man eine nat/irliche Behandlung des Eindime~t- 
sionalen erhalten: Eine natiirliche Arithmetik mit beschriinkten ratlonal~-t~ 
Zahlen, deren Nenner beschriinkt ist. Es werden sich bier Beriihrungspunkte 
mit den neueren Untersuchungen yon B r o 15 w e r und W e y I crgeben, in 
welchem Mafe wage ieh nicht festzustellen, well ich nicht viel yon cIiesen 
Arbeiten verstehe. 

Auch fiir die iibrige Welt der Erfahrung diirften die hter geschildet't.e,a 
Vorstellungen fiber Dinge und Zahlen nicht ohne Bedeutung sein. Vor allem 
mu8 hervorgehoben werden, dab wir bei unseren Betraehtungen gezeigt haben, 
da8 d e r  B e g r i f f  d e s  m a t h e m a t i s c h e n  K o n t i n u u m s  z u r  
w i s s e n s c h a f t l i c h c n  B e h a n d l u n g  x o n  E r f a h r u n g s g r / i l i e n  
g a n z  e n t b e h r l i c h  i s t .  
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Vierter Vorira~I: Kurven und Flachen. 

1. In meinem ersten Vortrag habe ich als Einleitung ein vori~iufiges Axiomen- 
system aufgestellt, nach dem Vorbilde der sonst bekannten Axiomensysteme, 
nur so, daft die Wahrnehmung m6glichst vollst~indiff berficksich.tigt wurde. 
lm zweiten Vortrag haben wir gewisse logische Prinzipienfragen betreffend dieses 
Axiomensystem behandelt, lm dritten Vortrag haben wir durch unsere Theorie 
der Messung die eigentlichen Orundlagen erhalten. W'ir sind uns hierbe~ darCtber 
klar geworden, dab gewisse yon den urspr~nglich aufgestellten Axiomen eine 
zu scharfe Form batten, indem - -  wie wi res  kurz ausdriicken k6nnen - -  die 
unbedingte Eindeuhgkeit, die in diesen Axiomen verlangt war, aufgegeb~n 
werden muBte. Wit werden z. B. fortw~hrend das folgende Axiom festl~alten: 
Dutch einen Punkt kann eine. Senkrechte zu einer gegebenen Oeraden gezogen 
werden; wit fordern abet nicht a u s d r f i c k l i c h ,  dab es nur eine gibt. 
Und so wird es bei allen einieitenden S~itzen gehen. 

Wir halten es fiir unn6tig, alie diese Einzelfragen hier zu besprechen, 
umsomehr als wit schliefllich ein arithmetisches Bild entworfen haben, wodurch 
die ganze Oeometrie der Wirklichkeit erlfiutert wurde und welches Aufsch~u~ 
iiber ~ede sotc~e Frage geben wird. Hinsicktlich dieses Biides dart ich 
vieUeicht doch nicht die Bemerkung unterdriicken, daiS die Oeometrfe tier Wlrk- 
llchke~t dureh dieses Bild nicht definiert wird. Die Oeometrie der Wirkhchk~it 
ist etwas an sich Oegebenes; ihre Oesetze gestalten sich aber iihnlich wie die 
Oesetze der erw~hnten bildlichen Oeometrie. 

2. Uebrigens ist es interessant, und spielt eine gewisse erkenntnis.theoretisclte 
Rolle, daft dieser bildliehen Oeometrie eine noch weitere Bedetttung zu- 
kommen kann. 

Wir betrachten z. B. die Zeichenebene. Was wir hier Punkte nennen, sind 
fiir unser empiriseh gegebenes Wahrnehmungsgebiet ausdehnungslose Punkte 
(,,feine Punkte"). Die geraden Linien sind dur~  unsere feinsten Lineale gegeben 
(,,feine Oeraden") usw. Nun definieren wit innerhalb der Zeichenebene selbst 
eine ,~grobe Oeometrie" in folgender Weise: 

Eia ,,grober Punkt" ist ein Oebiet der Zeichenebene derart, da6 irgend 
zwet Punkte, die sicher innerhalb dieses Oebiets gelegen sind, eine Entfernung 
kleiner als I cm haben. Der grobe Punkt lii6t sich dureh jeden [einen Punk~ 
innerhalb des Oebietes fixieren. 

3 grobe Punkte iiegen in einer ,,groben Geraden", wenn sie sich durch 
3 feine Pun'kte derart fixieren lassen, dab diese in einer feinen Oeraden en~- 
halten sind. 

Der Abstand zweier groben Punkte wird durch den Abstand zweier ihrer 
feinen Fixierungspunkte fixiert. 

Wenn das Zeichenpapier in Millimeterquadrate eingeteilt ist, lassen sich 
hierdurch sofort brauchbare Fixierungszahlen ablesen. 

Fiir diese ,,grobe Oeometrie" gilt unsere ganze nat/irliche Geometrie: 
z. B. tier pythagoreische Lehrsatz (in der angegebenen Form, die Fixierungszahlen 
betreffend); als Beispiel anderer S~itze nennen wir den Satz vom H6hensehnitta 
punkt eines Dreiecks (in folgender Form: Die H6hen lassen sich so bestimmen, 
dab ein gemeinsamer Punkt existiert) usw. 
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3. Man ist daran gew6hnt, die Siitze der Oeometrie als Siltze zu betrachten, 
die hie auf der Welt genau zutreffen werden, well wit die Oegenst/inde nieht 
,,genau" herstellen k6nnen. Wir haben hier die Oeometrie so eingerichtet, dab 
in jedem Erfahrungsgebiet die S/~tze genau zutreffen werden. Der Tischler ist 
ebensowohl im Stande genaue rechtwinklige K6rper herzustellen wie der 
lnstrumentenmacher. Ob sie ebenso haltbar sind, ist eine andere Frage. Man 
kann im Sande mit einem Stock ebensowohl ein genaues Rechteck zeichnen, 
wie auf der feinsten Zeichenebene mit einem scharfen Bleistift. Die genaue. 
DarsteUung der Dinge ist in jedem HersteIiungsgebiet etwas erreichbares, nicb.t 
ein yon der Wirklichkeit welt entferntes Ideal. 

Oer S t u a r t  Mill 'sche Ausruf: ,,Es gibt keinen Kreis, wo alle Radm~ 
genau gleich grog sind", paBt also nicht mehr fiir unsere Oeometrie. Man wird 
viehemht sagen: Ja, aber die Oenauigkeit haben wit tats~chlich nur erzielt 
dadurch, dab wir definitionsgem/iB die Ungenauigkeit als Oenauigkeit kanonisiert 
haben. Antwort: Wir haben ganz genau definiert, was Oenauigkeit ist. In 
der sonst bekannten Oeometrie gibt es fiberhaupt keine Definition der Oe- 
nauigkeit; es ist demnach gegenstandslos nach Oenauigkeit zu fragen. 

4. Es wird sehr bequem seth, wenn gewisse Punkte A~, Ae . . . . . .  tier 
geometrischen Ebene durch rechtwinklige Koordinaten (xl, gl), (x~, g2),: . . . . . . .  
fixiert werden, yon einer A b b i l d u n g  zu reden, wobei die Punkte der 
geometrischen Ebene in Punkte der arithmetischen Ebene fibergehen- 

AI I . . ~  (Xl, Yl), A~ ~ (x2, Y2), 

Von dieser Abbildung gilt dann, daBt sie nicht eindeutig ist. Denn die Zahlen 
k6nnen dutch andere Fixierungszahlen ersetzt werden. 

Umgekehrt kann man die arithmetische Ebene auf die geometrische ~benc 
abbilden. Zwei verschiedene Punkte der arithmetiscI~en Ebene gehen dann 
in zwei verschiedene oder zusammenfallende Punkte fiber. Eine gerade Linie 
und ein auflerhalb dieser liegender Punkt tier arithmetischen Ebene gehca 
in eine gerade Linie und einen auBerhalb (oder auf) dieser liegenden Punkt 
der geometris,chen Ebene fiber (wobei natfirlich vorausgesetzt wird, dab dio 
Abbildung fiberhaupt m6glich ist). Eine Stfitzgerade ether Figur der arith- 
metischen Ebene geht in eine Stfitzgerade der entsprechenden Figur in tier 
geometrischen Ebene fiber. Ein konvexes Polygon gem sonach in ein 
konvexes Polygon fiber. 

5. Eine Kurve in der wirklichen (3eometrie wird als der lfickenlose Weg eines 
Puuktes erzeugt. In der groben Oeometrie wird alas bedeuten, dab man eine 
Reihe yon groben Punkten hat, wobei zwei aui'einanderfolgende Pu:nkte inzideiit 
sind. Man sieht sofort, dab diese Reihe yon Punkten in vielfacher Weise clutch 
eine andere Reihe yon Punkten, die mit den vorigen inzident sind, ersetzt werdeu 
kann Dies l~iBt sich so ausdrficken: Eine Kurve in der groben Oeometrie kaml 
durch eine endliche geordnete Reihe v~)n feinen Punkten fixlert werden, wobef 
tier Abstand von zwei aufeinanderfolgenden Punkten unter der Punktschwelie iiegt. 
In ganz derselben Weise kann man in einer f e i n e n  O e o m e t r i e  (etwa in 
der Oeometrie der Zeichenebene) die Kurven behandeln. Sie k6nnen Igor durch 
eine endliche geordnete Reihe yon Punkten der arithmetischen Ebene fixiert 
werden. Man sieht, daft die arithmetische Oeometrie die Rolle spielt, dab 
sie fiir jedes vorliegende Erfahrungggebiet alg die ,,feinere" Oeometrie gelien 
kann, aus welcher man immer die Fixierungen erhalten kann. Ein Konfinuum in der 
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natiirlichen Oeometrie wird sich immer durch eine endliche Anzahi yon Punktea 
der arithmetlschen Ebene fixieren lassen. Man kann ein arithmetisches Quadra~ 
in so viete Teilquadrate zerlegen, dab jeder dieser Teile in einen Punkt tier 
geonietrisehen Ebene iibergeht, w/ihrend zwei Nachbarteile immer in inzidcnte 
Punkte fibergehen. 

6. Mit dem arithmetischen Kontinuum ais solchem hat man nichts zu tun. 
E~'entliche mengentheoretische Fragen kommen nieht vor. Es gibt keine unend- 
liche Menge yon Dingen. Infolge dessen ist es selbs~verst/indSch, dab i r g  e n d  
e i n e  M e n g e  y o n  O r 6 f l e n  e i n  M a x i m u m  h a t .  Hat man z. B. 
eine Menge yon Or6ffen, deren Fixierungszahlen zwischen 1 und 1000 liegen, 
so teilt man das Zahlenintervall yon 1 bis 1000 in so viele .r,,leich groBe 
lntervalle, daf$ jedes lntervall kleiner als die Schwelle der FixierungszahI ether 
Or6ffe der vorliegenden Art ist. Jede der vorgelegten Or6Ben mul~ dann einem 
der kleinen Intervalle angeh6ren. Und es ist somit klar, dab ein Maximum (und 
ein Minimump exisiieren muff. In unserer Oeometrie wird es sonach im vol"au, 
sicher seln, dab das isoperimetrische Problem eine L6sung hat, d. ts. m 
unserer Oeometrie ist der Beweis yon S t e in e r fiir die isoperimetrische Eigen- 
sehaft des Kreises geniigend und volist/indig, lch kann nieht unterlassen 
zu dieser Frage ein Zitat aus dem sch6nen Buche yon B l a s c h k e :  
,,Kreis und Kugel" zu bringen: Nachdem B I as  c h k e unter Beriicksichtigung 
aller modernen Forderungen an Strenge den Existenzbeweis .jle[iilu't itat, 
fiigt er Folgendes hinzu: 

,,Der Oedanke des Beweises ist im wesentlichen der alte yon St  e in e g 
herrfihrende. Nur haben wit ihn so gewendet, dab dabei die Existenzfrage 
mit erledigt wurde . . . .  

Frcih~h muffte dabei die urspr/ingliche Methode so in das Prokrus;tesbetl 
"Jer Analysis hineingezw/ingt werden, daft die fr/ihere Einfachheit stark gelitten 
nat. Was h/itte der alte S t e i n  e r ,  der kein Freund fibertriebener H6flichkeit 
war, zu einer solchen Behandlung gesa~t? Oiinstigenfalls h~tte er ffaust ziti,.'rt: 

Da wird der Oeist Euch wohl dressiert, 
In spanische Stie|eln eingeschniirt, 
DaB er bed~chtiger so fortan 
Hinschleiche die O e d a n k e n b a h n . . .  
Wer will was Lebendiges erkennen und besehreiben, 
Sucht erst den Oeist herauszutreiben, 
Dann hat er die Teile in seiner Hand, 
Fehlt leider! nur das geistige Band." 

Es gibt aber doch also ein Heilmittel gegen dieses Uebel. Es gibt tatsiichlich 
eine wahre und richtige Oeometrie, wo der Beweis von Steiner genau und 
volLgtindig ist. Diese Oeometrie ist die natfirliche Oeometrie. 

7. Ein anderer Fall, in welchem man auch das Uebel der ,,spanischea Sti~ein" 
.geffiblt hat, ist der Jordan'sche Kurvensatz. Wie wird dieser $atz in unser.'r 

Figur 6 

Oeome:r;e aussehen ? EinTach so: Wir haben 
eine geschlossene Reihe yon groben Punkten 
(konvexe Oebilde, vergl. Fig. 6), yon denen 
jcder mit dem folgenden und dem vorher- 
gehenden inzident ist, aber nicht mit den 
iibrigen. Die yon diesen groben Punkten 
gebildete geschlossene Linie (Strom) tei!t 
die Ebene in zwei getrennte Oebiete. Der 
Beweis wird dadurch gefiihrt, dab 'man 
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f fir je zwei aufeinanderfoigende grobe Punkte einen gemeinsamen 
Fixierungspunkt ausw/ihlt und zeigt, dab <las durch diese Fixie- 
rungspunkte bestimmte geschlossene Polygon die Ebene in zwei Oebiete zerlegt, 
was gerade <lurch Anwendung der Oebiete der groben Punkte in einfachster 
Weise geschehen kann. 

Oanz diesei'De tsetrachtung gilt ffir feine geschiossene Kurven, indem man 
nur die entsprechenden groben Punkte mR ihren Fixierungspunkten in tier 
arithmetischen Ebene ausw~ihlt. 

Fill' die Topologie werden die groben Kurven (and die groben Fl~chen) 
vollst/indig genfigen. Ftir die Mechanik sind sie die allein richtigem 

8. Um eme einfache Anwendung anderer Art zu geben, nemnea wit 
als Beispiel die K o n s t r u k t i o n  d e r  T a n g e n t e  e i n e r  C y k l o i d e ,  
wie sie zum ersten Mal 1638 yon Descartes in einem Brief an Pater Mo_rseane 
angegeben ist. Zum Beweis I/lilt Descartes zun~ichst ein regul~ires Polygon 
abroilen and bemerkt dabei, dab die Tangente der yon einem Punkt augen- 
blicklich beschriebenen Bahn senkrecht steht, zur Verbindungsgeraden zwischen 
dem Punkt und demjenigen Eckpunkt des Polygons, um welchen das Polygon 
momentan gedreht wird. Er ffigt nun hinzu, dab dies auch gilt, wenn da~i 
Polygon hunderttausend SeRen hat. Es gilt sonach auch ffir den Kreis. 

Dieser Beweis wird heutzutage nicht als befriedigend anerkannt, weil er 
kelne sichere Ankniipfung an klare Definitionen der Tangente und zler Bogen- 
l/inge hat. Wir wollen versuchen den Beweis des Descartes in einen f/Jr unsere 
natiirliche Oeometrie giltigen Beweis umzugestalten. 

9. Betrachten wir zun/ichst in der a r i t h m e t i s c h e n  E b e n e  ein regu- 
l/ires Polygon ,,mit 100000 Seiten", das auf einer geraden Linie ~ibrollt. Die 
Eckpunkte dieses Polygons werden durch Abbiidung auf unsere geometrisehe 

Ebene den vollst/indigen Kreis erzeugen. Und das 
~i rollende Polygon gibt den rollenden Kreis, weil die 

P. \ geraden Linien, die die Seiten des Potvgons ent- 
halten, in Kreistangenten fibergehen mfissen (als Stfitz- 

0 gerade des Polygons gehen sie in Stfitzgerade des 
ot ..... .,:.... ~.,, Kreises fiber), und weil die L~inge des Polygonen- 

.... "- . .. -.~ ,.:.""""'/~" umfangs und Teile davon der L/inge der Kreisperipherie 
" ~ ' ' ' " ~ t . - " "  und ihrer Teile als Fixierungszahten entsprechen 

A a miissen. (Wir kommen sp~iter auf diese Frage zur/ick). 
Figur 7 Wenn nun ein Punkt P in fester Verbindung mit dem 

rollenden Polygon ist, wird dieser Punkt eiae Reihe 
yon Lagen erhalten, denjenigen Lagen des Polygons entsprechend, in 
welchen das Polygon eine Seite auf der festen Oeraden hat. Diese 
Reihe von Punkten folgt so dicht aufeinander, daiS sie dutch Abbiidung auf die 
geometrisehe Ebene die ganze Cykloide erzeu~en werden. Es sei et) tier ':oraus- 
gehende, R der nachfolgende P~nkte yon P (Fig. 7). Von ~ nach i ~ kommt man 
durch Drehung um A, von _P nach R dutch Drehung urn B. Beidemal ist der 
Drehungswinkel a (der Nachbarwinkel des Polygonenwinkels). Wir untersuchen 
die ,gebrochene Linie Q, PR ,  und fragen, nach welcher Seite sie ihre Hohlheit 
kehrt. Der Winkel A P B  sei mit 7, bezeichnet. Die Summe der Winkel ~,P,A 
A P B ,  B P R  ist 180 ~  , + ~,, und sie wird also kleiner oder gr6fler als 1:80 cj 
ie nachdem ~, ~ , oder ~, ~ , ausP, illt. 

Wenn ntm fiir eine gewisse Abteilung der Rollbewegung des Polygons 
immer ~, ( , o d e r  immer 2, ~ a ausf~illt, wird das bedeuten, daiS die diese; 
Abteitung der Bewegung entsprechenden Lagen des Punktes P die Eckpunkte 
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eines konvexen Polygons bilden, und dab die geraden Linien OQ und P R  
StiRzgerade dieses Polygons werden. Die Bed'ingung ;, ~ ~ (bez. 7 ~ ~) 
I~Bt sich offenbar auch so ausdriicken, dab der Punkt P auBerhalb (bez. inner- 
halb) des Kreises ABO liegt (0 ist das Zentrum des rollenden Polygozhs), 

10. Durch Abbildung ,auf unsere geometrische Ebene' kommt man nun 
tats~ichlich zum gewiinschten Resultat: Der Kreis OAB 
wird auf dem Kreis mit Durchmesser OA abgebildet. 
(Fig. 8). Wenn nun P auflerhalb des Kreises liegt (was 
bei der gemeinen Cykloide immer der Fall ist), wird 
1" einen konvexen Bogen beschreiben, fiir welchen die 
zu PA in P senkrecht errichtete Oerade eine Stiitzgerade 
ist. Aus unseren Betrachtungen k6nnen natfirlich noch 
mehr Schlfisse ('.fiber Wendepunkte, allgemeinere Cy- 

.4. kloiden usw.) gezogen werden, auf die wir hier nicht 
Figur 8 n/iher eingehen. 

11. In der natiirlichen (3eometrie ist die einfache Kurve mit einem Polygon 
gleichwertig, dessen au[einanderfolgende Seiten unmerklich ineinander tioergehen. 
Die geraden Linien, welche die Seiten des Polygons enthalten, werden als 
Tangenten bezeichnet. Zwei nah auleinanderfolgende dieser Tangenten sollen 
ein Element gemein haben, das auch der Kurve angeh6rt. Wenn das Polygon 
konvex ist, wird auch die Kurve konvex. Die Tangente wird dann als 
Stiitzgerade erkannt. Und dies ist eigentlich die i'undamentale anscltauhche 
Eigenschaft der Tangente. Eine natiirliche Kurve I~gt sict~ aus einer endlichen 
Anzahl konvexer Bogen zusammensetzen. 

Eine arithmetische Kurve y = J'(x) kann bisweilen in eine geometrische 
Kurve abgebildet werden. Hierzu sind gewisse Bedingungen der Oszillationen 
der Funktion f(x~ erforderlich. Daft die Funktion differenzierbar ist, ist nich~ 
notwendig (wir brauchen ja tiberhaupt yon der Funktion nur eine endliclm 
Anzahl yon Werten zu kennen, um die kbbildung auf die geometrische Ebene 
zu vollziehen), sondern sehr bequem, insofern man durch Berechnung von f ' . r :  
eine brauchbare Fixierungszahl ftir die Neigung der Tangente erhalten kann. 
Dies ist abet  im voraus nicht sicher; hierzu miissen gewisse Forderungeal au 
die Oszillationen yon f ' ( x )  gestellt werden. Wir miissen uns damit t)egn/igeJ1 
einige hinreichende Bedingungen anzu,~eben. Wenn f '~:r '  eine monoton-~ 
Funktion ist, wird die natiirliche Kurve sicher konvex. Die arithmetische 
Tangente wird dann sicher in eine St~tzgerade tibergeftihrt, und wca,a ./",.~ 
nicht zu stark variiert, wird die betreffende nattirliche Kurve eiiafach selt~, 
und ihre Tangenten lassen sich gerade durch die Neigungszahl .t" a': fixieren. 
Natiirlich kann man immer in jedem vorliegenden Falle eine gcnaue Untel- 
suchung hieriiber anstellen. 

12. Die Bogenliinge eines Bogens kann man in der nattirlichen Geometrio 
zun~ichst als die Summe seiner geradlinigen Elemente betrachten. Wenn maa 
aber bedenkt, dab die Herstellung dieser Summe wegen der grol~en Anzahl dcr 
Summanden im allgemeinen eine ungenaue Fixierungszahl erzeugt, wird ma,1 
wenn m6glich andere Hilfsmittel zur Herstellung einer genauen Fixierungszahl 
in Betracht ziehen. Das Probl.em entsteht schon bei der Fixierung des Umfange~ 
eines Polygons mit wenigen Seilen. Dieser Umfang ist eine an sich existieren~le 
L~ngengrSge, die durch die ganze Figur, und nicht dutch ihre einzeinen Teite 
jede f/Jr sich, gegeben ist. Wir kommen bei dieser allgemeinen Frage auf die 
yon A r c h i m e d e s aufgestellten charakterisierenden Eigenscha[tcn der Booext- 

l~inge zuriick : 
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Fiir jeden konvexen Bogen gibt es eine Or6fle, die die L~inge des Bogens 
heiBen soil, und die den folgenden allgemeinen Bedingungen gen;igt: 

!. Die gerade Linie AB ist kiirzer als jeder andere Bogen mit denselben 
Endpunkten. 

2. Wenn zwei konvexe Bogen, die dieselben Endpunkte A und B habea 
und aut derselben Seite der Oeraden AB liegen, eine solche Lage haben, daft 
der eine den anderen ganz umschlieflt, so ist die L~inge des umsehlieflenden 
Bogens gr6fler als die des eingeschlossenen. 

Wir nehmen diese Archimedischen Or6fleneigenschaften an fiir die Fixierungs- 
zahlen der natiirlichen konvexen Bogen, doch mit dem Vorbehalten, dab wit 
start der verlangten Ungleiehheiten allein, auch Gleiehheiten zulassen. Wir f~tgen 
noch hinzn, daB, wenn die Kurve in lineare Elemente zerlegt wird, die Flxierungs- 
zahlen derselben immer so gew/ihlt werden k6nnen, dab ihre Summe die 
Fixierungszahl der Bogenl~inge erzeugt. 

[st nun ein natiirlicher Bogen durch einen arithmetischen k o n v e x e n 
Bogen y : f (x) (a ~ x ~ b) fixiert, l~flt sieh mit Hilfe von ilt- lind 
umgeschriebenen Polygonen auf Orund der auf~estellten OrSBenaxiome ifir 
die Bogenl~inge leicht beweisen, dab 

s = I + f ' ( x )  ~ dx 
a 

eine brauchbare Fixierungszaht ftir die L~inge des natiirlichen Bogens ist. 
Es ist aber dabe~ durchaus wesentlich, dab der Bogen y : fCx) konvex ist. 

13. Ftir die natiirliche Oeometrie ist es sehr wichtig, dab die arithmetische 
C~ometrie ihre Begriffe und Operationen solcherweise erklfirt, daB es m6glich wird, 
sie unmittelbar auf die natfirliche Oeometrie zu iiberftihren. Diese Bedingung 
ist nicht immer (man kSnnte sagen: im allgemeinen nieht) dutch die gew6hnliche~ 
Hilfsmittel der Analysis erfiillt. Es hat sich bei neueren Untersuchungen gezeigt, 
wie interessante Stitze sich fiber konvexe Kurven und Fl~iehen aussagen lassen, 
wie schSne und einfache Untersuchungen man mit den Begriffen ,,Stiitzgerade '~ 
und ,,Stiitzebene" anstellen kann, und viele yon den hierher geh6rigen Resultaten 
lassen slch unmittelbar (oder jedenfalls dutch leiehte Modifizierung) auf die 
natiirliche Oeometrie iiberfiihren, lch werde nun zeigen wie man mit Hilfe 
/ihnlicher Begriffe w~e ,,Stiitzkrels" und ,,Stfitzkugel" gewisse Definitionen 
yon Kurven und Fl/ichen aufstellen kann, die mir geeignet seheinen, :lie 
n/ichsten Orundlagen fiir eine natiirliche Lehre der krummen Oebilde herzustellen. 

14. Wir definieren einen g I a t t e n B o g e n als einen Jordanbogen, der in 
jedem inneren Punkt des Bogens auf jeder Seite des Bogens einen Sfiitzkreis 
hat, dessen Radius gr6ger ais eine feste Orenze r ( ~  0) ist. Dies ist natiiriich 
so zu verstehen, dab es zwei Kreise (mit Radius ~ r) gibt, die dutch den 

Figur 9 
Figur 10 
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betreffenden Punkt P des Bogens gehen und durch dell Bogen yon eiuander 
getrennt sind. Der Bogen kann andere Punkte als P mit den Kreisen gemeiz~ 
haben, durchsetzt abet  die Kreise nicht. Es ist Mar, dab die Kreise einander 
in P beriihren miissen. Der Bogen verl~iuft entweder aul]erhalb beider Kreise 
(Fig. 9) oder auBerhalb des einen uncl innerhalb des anderen (Fig. 10). 
Der letzte Fall  ist aber, wia leicht ersichtlich, aut den ersten zuriickzufiihren 
(vergl. den punktierten Kreis). 

15. Es ffillt in die Augen, dab diese sehr anschauliche Eigenschaft einer 
Kurve sofort nach sich zieht, dab die Kurve in jedem inneren Punkt eine 
Tangente mit zwel entgegengesetzten Halbtangenten besitzt. Es [olgt dies 
einfach daraus, dab die beiden geg'ebenen St/itzkreise einander beriihxen. 
Uebrigens gibt es in jedem Punkt P d e r  Kurve unendlich viele Stiitzkreise, 
erstens zwel mit dem Radius r, dann auch aIle Kreise, die innerhalb emes 
dieser Kreise liegen, und die Kurve in P beriihren. Es ist im voratts ge~eben, 
dab auch andere Stiitzkreise m P existieren (mit Radius ~ ~-); sie miissen abet  
alle die Kurve in P beriihren. Hieraus folgt, dab wenn P a u f  der Kurve 
stetig variiert, die Tangente Jn P stetig variieren rnuB. Denn ein Stiitzkreis 
(etwa auf der inneren Seite des Bogens) mit Radius r wird immer derart 
variieren, daft seine Verdichtungskreise aueh Stiitzkreise werden, und hieraus 
foigt welter, dais jede Verdichtungsgerade der Tangenten seibst eine Tangente ist. 

16. Im Folgenden werden wir die innere und /iuflere Seite des Bogens 
unterscheiden und dementsprechend reden wit  yon inneren und "iuBeren Stlitz- 
kreisen. Fassen wir nun das g'anze Bfischel yon Beriihrungskreisen im Punkt P 
ins Auge, so ist ersichtlich, dab dieses Biisehel aus zwei stetigen 
Scharen besteht: die iv.neren Stftzkreise und die /iufleren S[iitzkreise. 
Diese Scharen sind dutch zwei bestimmte Stfitzkreise abgeschlossen. Jeder 
der iibrigen Beriihrungskreise in P kann yon zweierlei Art sein: Entweder 
ist er Stfitzkreis im kteinen, d. h. er  ist Stiitzkreis for einen "Feilbogen des 
ursprfinglichen Bogens, fiir welcl~en .P ein inneri~r Punkt ist, oder er ~chneidet 
den Bogen in F oder in unendlich vielen Punkten mit dem Orenzpunkt P. 
Nehmen wit nun alle Stiitzkreise in Betracht, auch die Stiitzkreise im klemen, 
so folgt hieraus, dab die inneren Stiitzkreise einen inneren Orenzkreis und die 
~iuBeren einen ~u[~eren Orenzkreis haben. Die beiden Ore~lzkreise sind im 
allgemeinen nicht Stfftzkreise. Sie werden ais innerer und ~iuBerer Sehmiegungs- 
kreis bezeichnet. Sie k~nnen zusammenfailen, und die Kurve hat dann im 
Punkte einen einzigen Sehmiegungskreis. Sie k~nnen abet auch verschieden 
sein. Die zwischenliegenden Beriihrungskreise werden dann den Bogen in P 
durchschneiden oder in unendlich vielen Punkten sehneiden mit eJiler V, er- 
dichtungsstelle in P. Ein Beriihrungskreis, welcher den Bogen in P durchkreurt, 
soil ein K r e u z k r e i s des Bogens genannt werden. 

17. O t a t t e  K u r v e n  w e r d e n  d u r c h  T r a r L s f o r m a ~ i o n e n  
r e z l p r o k e r  R a d i e n  w i e d e r  in  g l a t t e  K u r v e n  i i b e r g e f i i h r t .  
Dies folgt unmit~elbar aus der Definition. Der Sa.tz ist leicht dahin zu erweitern, 
dab g l a t t e  K u r v e n  d u t c h  t e g u l ~ i r e  a n a  l y t i s c l ~ e  T r a n s f o r -  
m a t ~ o n e n  i n  g l a t t e  K u r v e n  i i b e r g e h e n .  Die Stfitzkreise gehen 
n.r~mlich in ,,Stfitzkurven" fiber, ffir welche wieder Stiitzkreise existieren usw. 

18. Es ist nun aber besonders interessant, dab e i n e g I a t t e K u r v e i m 
K l e i n e n  d u t c h  I n v e r s i o n  in  e i n e  g l a t t e  k o n v e x e  K u r v e  v e r -  
w a n d e I t w �9 r d e n k a n n. In einem inneren Punkt P der Kurve legen wir emen 
inneren Stfltzkreis ~, mit Radius r derart, dab der Bogen ganz auBerhalb ~, 
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f~illt. Wir nehmen um P einen kleinen Bogen der Kurve, so klein, dab die 
inneren Stfitzkreise mit Radius r fiir diese Umgebung so wenig untereinander 
verschieden sind, dall es einen gemeinsamen inneren Punkt O aller dieser 
Kreise gibt. Hieraus folgt, dab jeder Punld des kleinen Bogens einen Sti i tzkreis  
durch 0 hat. Mif O als Zentrum wird dann der kleine Bogen dutch Inversion 
in einen anderen Bogen iibergefiihrt, der in jedem Punkt eine Stiitzgerado 
hat, d. h., er ist ein konvexer Bogen. 

Der Begriff der glatten Kurve wird somit sehr wesentliehe Vorteile ffir 
geometrische Untersuchungen haben. Es ist fibrigens sofort ersichtlieh, daft 
wenn wi,- die Kurve (ira Kleinen) durch eine Oleielmng 9----f(x) darstellen, 
dann wirer f(x) einmal differenzierbar, abet nicht notwendig zweimal. Hingegen 
kann man sagen, dab die Funktion f '(x) beschr~nkte Differenzenquotienten hat, 
also 

F1 (Xl) - -  Yl (x2) I ~ M, x2 x2, 
Xl x2 I 

wo M eine feste Zahi ist. 

19. Der angegebene Kurvenbegriif ist unmittelbar in der natiirlicbe~ 
Oeometrie zu verwenden. Die vorstehenden Betrachtungen k6nnen audh hter 
im wesentlichen durchgefiihrt werden. Nut existieren natiirlich unendlich viele 
Schnittpunkte nicht mehr. Die Beriihrungskreise der Kurve sind entweder 
Stfitzkreise oder Kreuzkreise in dem Sinne, dab sie einen gewissen Bogen 
(ohne schart besfimrnte Endpunkte) mit der Kurve gemein haben, liings dessen 
sie sich an die Kurve stiitzen bezw. durch die Kurve hin.durch~ehen. Es liil]t 
sich aug diesen Orundlagen die elementare Lehre yon den Schmiegungskreisen, 
Evoluten usw. [fir die natiirlichen Kurven sehr einfach begriinden. 

20. Nur~ zu den Fl~ch.en! Wir definieren eine glatte Fl~iche ais ein emfaches 
Flfichenstiick derart, dab jeder innere Punkt des FI/:ichenstiicks eine Stfitzkugel 
(mit nach 'unten beschr~i_nkiem Radius) aui" jeder Seite der Fl~iche aufweist. 
Die Flache hat dann notwendig in jedem inneren Punkt eine Tangentialebene, 
die stetig mit dem Punkt variiert. Es ergibt sich durch ganz fihnliche Be- 
trachtungeu wie be1 den glatten Kurven, dab es in jedem Punkte der Fl[iehe 
zwet Schrr:iegungskugeln gibt, deren jede eine Reihe yon St~itzkugeln 0m 
(iroflen oder im Kleinen) abgrenzt. Beziiglich Transformationen gelten ganz 
~i~,ahche S~itze wie bei den glatten Kurven: 

Qlzt~e Flfich.en gehen durch regul~ire analytische Transformationer~ m glatte 
Fl~ichen iib, er, und j e d e  g l a t t e  F l f i c h e  I ~ B t  s i c h  im K i e i n e n  d u r ' c h  
It, v e r s i o n  in e i n e  g l a t l e  k o n v e x e  F l ~ c h e  i i b e r i ~ i i h r e n .  

Die FISche wird von einer Ebene, die nicht Tangenfialebene ist, in einer 
glatten eben,en Kurve geschnitten (weft Stiitzkugeln in Stiitzkreisen geschnitten 
werden). 

21. Eine glatte Raumkurve ist die gemeinsame Kante zweier glatten Fl~ichen, 
die einander nicht berfih.ren. Durch Inversion kann eine glatte Raumkurvr im 
Kleinen in die I<ante zweier konvexer glatter Fl/ichen iiberfiihrt werden, 

Was die Theorie der glatten Kurven und Fl~ichen besonders al~.geiundet 
et-schein.en l~il]t, ist dab diese Ciebilde der arithmefischen Geometrie dureh 
Abbildung aut den wirklichen Raum unmittelbar wieder glatte Kurven trod 
FlSchen ffeben werden. 
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Man kann aatiirlich den Kurven und Fiiichen weitere spezialisiereude Bedin- 
gungen auferlegen, aber die hier gegebenen Definitionen dfirlten die allgemein- 
sten De[initionen sein, die bei Abbi~dung auf den wirklichen Raum zu natfirlichen 
glatten Kurven und FI/ichen ffihren. 

22. Die gew6hnliche Theorie der Kurven und Fl~ichen hat einen zu stili- 
sierten Charakter. Was wir gew6hnlich von ~nseren Kurven und Fl/ichen vel'- 
langen, sind Bequemlichkeitsbedingungen, die bet Ausfi~hrung der Rcchnuagen 
als natfirlich und leicht eingeffihrt werden und haben oft keine eigeathchr 
Anknfip[ung an unsere wirklichen Oebilde. 

Einige einleitende Arbeiten in der Richtung einer anschaulichen Oeometrie 
liegen schon vor. Die sch6nen Untersuchungen yon C. J u e i  fiber Kurven in 
der Ebene und int Raume und iiber Fl~ichen drifter Ordnung g e b e .  ein Be~spiel 
fiir d~e Behandlung tier einleitenden projektiv-topologischen Eigenschatten tier 
k rumme,  Gebilde. Auch i~fir die iibrige Geometrie liegen cintgr 
Ans~itze vol. Man muB aber weiter. Einfache S~itze fiber Ovale werden oft nur 
l~ewiesen unter Voraussetzung mehrmaliger Difterenzierbarkeit, was im all- 
gemeinen nur eine Bequemliehkeit bedeutet. Die wahre Oeometrie entsteht erst 
were1 es gehngt aur derartige Voraussetzungen zu verzichter~. Der bekatw.te 
und oft behandelte Satz von M i n k o w s k i fiber elliptisch-gekrfimmte Ovale 
gilt z. B. auch in dieser Form:  Wenn ein Oval im kleinen h6chs~.ens vier 
Purtkte mit einer Hyperbel  gemein haben kann, dann gilt das aucR im (_irolSen. 

Be1 Versucher: in dieser Richtung zeigt sich immer, dab die S~itze eine 
Form annehmen, bet welcher das Kontinuum keine wesentliche Rolle mehr 
spielt. Wit  q~6nnep dann ebensowohl diskrete Punktmertgen wie stetige Punk1- 
mengen in Betracht ziehen: Kurven und Polyg.one ,,mit 100000 Seiten" sind 
sozusagex~ g~eichwertig. Wir n~iher, uns dann der nat~irlichen Geometri, e. 
Ffir die Oeometrir der Fl/ichen wird man sehliefllich, aueh [fir tie/er liegende 
Probl, eme eine Form linden, in welcher das ,,vor" und ,,nachher", ,,innerhalb" 
und ,,auflerhalb'" der i?,egri[f der geordneten eridlichen Menge die eigentlichen 
Sehluflgrundlagen bilden. Es m6ge der kfin[tigen Wissensehaft vorbehalten sein, 
diese neue natiirliehe Oeometrie zu sehaffen! 


