
Bewels eines Funktiona/satzes ftir konvexe K6rper 

Von H. H A D W I G E R  in Bern 

Von W. BLASCHKE s tammt die Idee, die vier fundamentalen MaB- 
zahlen eines konvexen K0rpers des gew0hnlichen Raumes, n~mlich die 
Konstante C----- 4~, das Integral der mittleren Krfimmung M, die Ober- 
fl&che iv und das Volumen V i m  wesentliehen durch ihre Eigensehaften 
der Bewegungsinvarianz, Additivit~t und der Beschr&nktheit zu eharak- 
terisierenl). Meines Wissens ist ein diesbezfiglieher uneingeschr&nkter 
Satz noch nicht nachgewiesen worden~). 

An die Stelle der Beschr~nktheit kann man auch die etwas st&rkere 
Voraussetzung der Stetigkeit treten lassen3). 

In der vorliegenden Note beweise ich nun, dab die vier MaBzahlen 
C, M, iv und V i m  wesentliehen die einzigen bewegungsinvarianten, 
additiven und stetigen Funktionale konvexer Ktirper sind4). Dies ist 
Inhalt  des welter unten ausfiihrlicher formulierten Funktionalsatzes. 
Vorbereitend erkl~ren wir zun~chst einige hierzu erforderlichen Begriffe. 

Wir betrachten Funktionale ~(A), die fiber der Klasse der konvexen 
K0rper A des dreidimensionalen euklidischen Raumes eindeutig und 
reellwertig definiert sind. Ein Funktional heiBt bewegungsinvariant, falls 

(I) ~(A) ---- ~(A') 

ist, wobei A und A' kongruent sin~l, geschrieben A --~ A'. 

1) W. BLASCHKE, Vorlesungen tiber Integralgeometrie II, Hamburger Mathe- 
matisehe Einzelschriften, 22. Heft, Leipzig und Berlin 1937; insbesondere S. 43. 

i) Die an sich naheliegende Beweiskonstruktion, welche eine Zerlegung eines 
Funktionals der fragllehen Eigenschaften in die den Grundfunktionalen ent- 
sprechenden Bestandteile vorsieht, fiihrt beim Besuch der Identifikation des 
letzten Anteils, der dem Volumen entspricht, auf erhebliche Schwierigkeiten. 
W. BLASCHKE tiberwindet diese dureh Hinzunahme einer weiteren sich nur auf 
diesen Teil beziehenden Voraussetzung (Affininvarianz). I)a die anderen Teile 
diese Zusatzvoraussetzung nicht erftillen, wird nicht eine gewtinschte Charakteri- 
sierung durch gemeinsame Eigenschaften erzielt. 

8) Im Hinblick auf die vielgestaltigen Anwendungen einer solchen Charakteri- 
sierung w~re es sehr wiinsehbar, einen en~sprechenden Satz mit den yon 
W. BLASCH~r~. vorgeschlagenen Voraussetzungen zu erbringen, da eine bestehende 
Beschr~nktheit wesentlich' leichter verifizierbar ist, a|s eine Stetigkeit. Dies scheint 
jedoch ziemlich sehwierig zu sein! 

4) Ein entsprechender sieh auf den /r Raum beziehender Satz 
son im Rahmen einer ausfiihrlicheren I)arstellung ver6ffentlicht werden. Es 
handelt sich um die Charakterisierung der /r ~- 1 MINXOWS~sehen Quermal3- 
integrale. 
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(Hi 

Ein Funktional heiBt additiv, falls 

q(A) + q~(B) -~ ~(A + B) + q~(AB) 

gilt, wobei ein konvexer 
K0rper A + B dureh einen 
ebenen Schnittbereieh A B 
in die beiden ebelffalls kon- 
vexen Teilk6rper A und B 
zerlegt sei (vgl. Abb. 1). 

Ein Funktional heiBt end- 
lieh stetig, falls fiir eine kon- 
vergente Folge {A,} kon- 
vexer K0rper mit A,,-> A 

(III) ~(A,,) § ~(A) 

gilt. 

Wit formulieren nun den 
Abb. 1. folgenden 

F u n k t i o n a l s a t z :  

Die Mannigfal$ig~it der abet der Klasse der konvexen K6rper A des 
gew6hnlichen Raumes de flnierten bewegungsinvarianten, addi$iven und 
sSetigen Funldionale ~(A) ist identisch mit der linearen Schar 

~(A) = a t (A)  + tiM(A) + 7F(A) + 6 V(A), 

wdche dutch die vier Grundfunktionale C(A), M(A), F(A) und V(A) 
aufgespannt wird. Die vier Koeffizienten ~, ti, 7 und~ sind jedemFunktional 
eindeutig und feat zugeordnet. 

Die Anwendung dieses Satzes zur Herleitung zahlreicher alter und 
neuer Resultate der MaBgeometrie und Integralgeometrie konvexer 
K0rper gestaltet sich sehr ergebnisreichl). 

Die Aufgabe dieser Arbeit bestehe indessen nut  darin, den Beweis 
fiir die Richtigkeit des Funktionalsatzes zu erbringen. 

Bewe i s :  

Ein Funktional, das die Eigenschaften (I), (II) und (III) aufweist, 
bezeichnen wit kurz als (I, LI, III)-Funktional. 

Die Tatsache, dab die vier Grundfunktionale C(A), M(A), F(A) und 
V {A) einzeln (I, II ,  III)-Funktionale sind, ist geliiufig und wird bier als 
bekannt vorausgesetzt. Da die drei Eigenschaften bei Linearkombination 

1) Ein Aufsatz ,,~ber einige Anwendungen eines Funktionalsatzes fiber kon- 
vexe KSrper in der r~umlichen Integralgeometrie" erscheint voraussiehtlich in 
Heft 4, Bd. 54 (1950) der Monatshefte flit Mathematik, Wien. 
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von Funktionalen erhalten bleiben, folgt aus dem soeben erw~hnten 
Sachverhalt, dal~ die im Funktionalsatz angesetzte lineare Schar aus 
(I, II ,  III)-Funktionalen besteht. Unsere Aufgabe besteht demnaeh 
darin, umgekehrt zu zeigen, dab jedes (I, II ,  III)-Funktional in der 
erw~ihnten Schar enthalten ist. 

Es sci also ~(A) irgendein (I, II ,  III)-Funktional.  Es mul~ die Existenz 
yon vier Koeffizienten ~, ti, F und ~ naehgewiesen werden, so dab ftir 
aUe A die im Funktionalsatz angeffihrte Darstellung gilt. 

Wit betrachten zun~tchst einen beliebig gewahlten Punkt  P, und wir 
bestimmen eine Konstante a so, dab 

(1) ~ ( P )  = 4 h a  = ~ C ( P )  

ist. Wegen (I) gilt oft~nbar (1) flit alle Punkte. Wit setzen nun 

(2) ~ I ( A )  = qJ(A) - -  , , O ( A )  . 

Dies ist wieder ein (I, II ,  III)-Funktional und irmbesondere gilt 

(3) ~ l ( P )  = o 

fiir jeden Punkt  P. Es bezeiehne jetzt U eine Streeke der L~nge u. Mit 
Rfieksicht auf (I) ist offenbar r = f(u). Mit (II) and (3) folgert man 
das Bestehen der CAUCHYsehen Funktiormlgleiehuag 

f(u + v) = f(u) + f(v). 
Da wegen (III) f(u) ffir u > 0 stetig sein mul3, l~iBt sieh naeh gela'ufiger 
Tatsache eine Konstante ti so finden, dab f(u) ---- ~ztiu ist. Somit hat  man 

(4) ~ ( u )  = t i M ( U )  

ftir jede Streeke U. Nun setzen wir weiter 

(5) ~,(A) ---- ~01(A) - -  t iM(A), 

wodureh ein (I, II ,  III)-Funktional gewonnen wird, fiir welche~ 

(6) ~2 (U) = 0 

fiir jede Streeke U gilt. 
Wit betraehten jetzt einen ebenen polygo- 

nalen konvexen Bereieh P. Wird P dureh k 
Schnitte, die man sich orthogonal zu der 
Tr~gerebene yon P geffihrt denke, in konvexe 
Teilpolygone P,  zerlegt (vgl. Abb. 2), so ge- 
winnt man dutch wiederholte Anwendung yon 
(II) mit jeweiliger Beriicksiehtigung yon (6) die 
Relation 
(7) ~ , ( p )  = ~ v ~ ( p , ) ,  Abb. ~. 

Y 

dutch welehe eine einfache Additiviti~'t des Funktionals (5) zum Aus- 
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druck gebraeht ist. Die Konsequenz von (I) ist nun die, dab ftir zwei 
konvexe ebene polygonale Bereiche P und Q, die im Sinne der Elementar- 
geometrie zerlegungsgleich sind, 

(8) ~(P)---- ~2(Q) 
gelten wird. Diese Einsieht ergibt sieh leieht auf Grund yon (7) mit 
Hilfe einiger einfaeher zusiitzlieher Betraehtungen. Da naeh einem ge- 
l~ufigen klassisehen Lehrsatz aber fliiehengleiehe Polygone immer zer- 
legungsgleieh sind, folgt so, dab ~ (P) = f (p)  sein mul~, wo p den Flgehen- 
inhalt yon P bezeiehnet. Eine eiazige Sehnittfiihrung li~6t aus (7) erneut 
die Funktionalgleiehung f (p  + q) = f(p) + f(q) hervorgehen. Da wegen 
(III) f(p) ftir p > 0 stetig sein muB, lgl]t sieh eine Konstante ~ so wii, hlen, 
dab f(p) = 2yp ist. Wird P a l s  uneigentlieher konvexer Ktirper des 
Raumes aufgefaBt, so ist F (P)  ---- 2p zu setzen, und somit ergibt sieh 
fiir alle ebenen konvexen polygoualen Bereiehe P 

(9) ~2(P) = yF(P) .  

Endlieh maehen wir den Ansatz 

(10) ~(A) = ~p2(A) - -  yF(A), 

wodurch wieder ein (I, II, III)-Funktional erkliirt ist, ffir das 

(11) v(P)  = 0 

ffir jeden ebenen polygonalen Bereich P gilt. 
Es bezeiehne nun S ein konvexes Polyeder. Wird dieses durch ebene 

Schnitte in konvexe Teilpolyeder S~ zerlegt, so folgt dutch wiederholte 
Anwendung yon (u) mit jeweiliger Berfieksiehtigung yon (11 ) die Relation 

(12) ~(~) = ~Y~(s,,), 
v 

wodurch wieder eine einfache Additivitgt des mit (10)eingefiihrten 
Funktionals ausgedrfiekt wird. Sind zwei konvexe Polyeder S und T 
im Sinne der Elementargeometrie zerlegungsgleich, so folgt aus (12) 
offenbar 
(13) ~o(S) -- v(T). 

An dieser Stelle behindert nun eine typische Sehwierigkeit den einfachcn 
durch die vorhergehende Entwicklung nahegelegten Weg des Weiter- 
sehliel3ens. Wegen des HrLBERT-DEH~rschen Zerlegungsdilemmas kann 
aus (13) nicht gefolgert werden, dal~ W(S) als Funktion des Volumens 
darstellbar ist. - -  Wir betrachten jedoch zuniichst nur solche Polyeder P, 
die mit einem Wfirfel zerlegungsgleieh sind. Innerhalb dieser spezieUen 
Polyederklasse gilt nun offensiehtlich y(P)  ----f(p), wenn wir voriiber- 
gehend das Volumen yon P mit p bezeichnen. Dies folgt naeh (13) mit 
Rticksicht auf die triviale Tatsaehe, dab ein Wiirfel bis auf die Lage im 
Raum dutch sein Volumen eindeutig bestimmt ist. 
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Zersclmeiden wir einen Wiirfel parallel zu einer Seitenfl~che in zwei 
Parallelotope und beachten wir den Umstand, dab diese wieder zu der 
oben festgelegten speziellen Polyederk]asse geh6ren, so folgert man neuer- 
dings die Relat ionf(p + q) = f ( p )  +f(q). Demnach gilt wieder wegen (HI) 
f(p) ---- 8,p, wo endUch ~ eine vierte Konstante bezeichnet. Also hat  man 

(14) ~(P)  = J r ( P )  

fiir alle Polyeder P, die mit einem Wiirfel zerlegungsgleieh sindl). 
Endlich w~hlen wir den Ansatz 

(15) z(A) = ~ ( A ) -  ~ V(A), 
womit wit zum letztenmal ein neues (I, II,  III)-Funktional in den Kreis 
unserer Betrachtungen schliel3en. Dieses hat  wegen (14) und (11) die 
Eigenschaft, fiir alle ebenen Polygone und ffir alle mit einem Wiirfel 
zerlegungsgleichen Polyeder zu verschwinden, was wir durch 

(16) z (P)  ----- 0 

ausdriicklich festhalten wollen. 
Es sollen nun S und T zwei beliebige konvexe Polyeder bezeichnen. 

Der Ursprungspunkt Z des Raumes sei ein innerer Punkt  yon T. Durch 
die Anschrift S • T bezeichnen wit dasjenige ebenfalls konvexePolyeder,  
das durch die M_r~KowsxIsche lineare Kombination aus S und T hervor- 
geht. Wir erkl~ren diese bekannte Operation noch kurz in einer f'tir uns 
geeigneten Weise. Bedeutet T ~ das durch eine Schiebung ~ aus T hervor- 
gehende Polyeder, so ist 

(17) S • T = ~ T  ~ (Z ~ 6 S), 

d.h. die Mx~KOWSKIsche Summe S • T ist die Vereiniguagsmenge aller 
mit T translationsgleichen Polyeder, ffir welche der dem Ursprung Z 
entsprechende Punkt  zu S geh0rt. 

Weiter bedeute �9 eine Raumrich~ung, die wir dutch einen in Z an- 
greifenden Einheitsvektor festlegea wollen. 

Es sollen nun S(r) und T(~) die ebenen polygonalen Stfitzbereiche 
bezeichnen, in welchen die Polyeder S und T dutch die beiden der 
Richtung v zugeordneten ~) parallelen Stiitzebenen bertihrt werden. Die 

a) Da nicht bekannt  ist, ob die Teilklasse der speziellen Polyeder P in der 
Klasse der beliebigen Polyeder S in einem geeigneten Sinn dicht liegt, kann  aus 
der Giiltigkeit yon (16) fiir P nicht dadurch auf  eine solche fiir S geschIossen werden, 
daft man schlechthin die Stotigkeit beansprucht. 

Hierbei ist die Beschr~nkung auf  konvexe Po]yeder sehr wesentlieh. Wird 
diese Voraussetzung nicht beachtet, so kann  die hier aufgeworfene Frage natiirlich 
trivial beantwortet werden. Andererseits ist die Voraussetzung der Konvexit~t 
fiir die Giiltigkeit eines Funktionalsatzes der von uns betrachteten Form unent- 
behrlich. 

2) Die Stiitzobenen stehen or~hogonal zum Richtungsvektor, der in denjenigen 
Halbraum wois~, dcr den KOrper nicht enthalt. 



74 H. Hadwiger 

die sen Bereiehen zukommenden Dimensionen seien i(3) und j(~). Ferner 
sei T(~) die konvexe abgeschlossene Hfille von Z und T(~); es handelt 
sich offenbar um ein 1 + j (~ )  dimensionales Pyramidenpolyeder. 

Wie man sich leicht auf Grund der ErklKrung (17) fiberlegt, gilt fiir 
die I%[INKOWSKIsche Summe folgende DarsteUung 

(18) • X T ---- S -~ ~S(z) X T(z), 

wobei sich die Summation nut fiber diejenigen Richtungen z zu er- 
strecken brauch~, ffir welche die betreffenden Summanden der Dar- 
stellungsformel 3-dimezmiorml aind; hierzu ist jedenfa]ls die Bediagung 
/(3) + j (~)  ~ 2 notwendig. Wir wollen nun zuniichst voraussetzen, dab 
sich die beiden Polyeder insofern in einer allgemeinen relativen Lage 
befinden, als ffir alle z die Bedingung i(~) + j ( z )  _~ 2 erffillt ist. Das 
Nichterffilltsein dieser Bedingung bedeutet, dab das eine Polyeder 
Kanten aufweist, die zu Seitenfl~ehen des anderen Polyeders parallel 
sind oder dab die Polyeder sogar parallele Seitenfl~chen besitzen; diese, 
eine spezielle relative Lage der Polyeder andeutenden Vorkommnisse, 
seien also zun~chst ausgeschlossen. 

Die in (18) vorgesehene Summation erstreckt sich demnach fiber endiich 
viele Richtungen 3, ffir die nunmehr stets i(z) + j ( z )  = 2 zu gelten hat. 
Diese lassen sich somit in drei Klassen ~(,, := 0, 1, 2) so einteilen, dal3 
i(z~)----�9 und j(r~)=: 2 - - ~  gilt. Setzen wir jetzt noch abkiirzend 
T, ~ - ~ S ( z ) •  so nimmt unsere Darstellungsformel die fiber- 

sichtliche Form 
(19) Sx 

an. Aus der vorstehenden Konstruktion folgt, dal3 das Polyeder To mit 
T zerlegungsgleich ist. Nach Ansatz (15) ist klar, dal3 das Additions- 
gesetz (12) sin_ngem~ auch ftir das FunktionM Z gilt. Hieraus folgert 
man die Beziehung 
(20) X(To) = x(T). 

Welter stellt man fest, dab die Polyeder T, und T, in lauter gerade oder 
schiefe Zylinderpolyeder zeffallen. Nach einer gel~iufigen Tatsache der 
Elementargeometrie sind somit T, und T.. mit einem Wtirfel zerlegungs- 
gleich. Naeh (16) hat man somit 

(21) x(TI) = )~(T~) = O. 

I)urch nochma]ige Anwendung des oben erw~hnten Additionsgesetzes 
gewinnt man nun naeh (19) die ffir uns wesentliche Sehlfisselrelation 

(22) z(s  x = z(s) + z(T). 

Dies wurde allerdings unter der Voraussetzung hergeleitet, dai3 die 
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beiden Polyeder S und T sich in der oben er0rterten allgemeinen rela- 
riven Lage befinden. Nun l~iBt sich aber ein Polyeder T, das sieh zu S 
in einer speziellen Lage befindet, stets als Grenzpolyeder einer Folge 
mit ihm kongruenter in aUgemeiner Lage darsteUen, so daft die tibliche 
Beanspruchung yon (III) die uneingesehr~nkte Oeltung yon (22) ergibt; 
hierbei wurde noch eine gel~ufige Stetigkeitseigensehaft der NIINKOWSKI- 
sehen Addition gebraucht. 

Es sei 2 ~ 0 und es bezeichne 2 T das zu T homothetisehe Polyeder, 
das dureh Streckung im Verh~ltnis 1:), yore Ursprung Z aus, aus T 
hervorgeht. Setzen wir g(2T)=-- f(2), so schlieBt man nach (22) mit 
der gel~iufigen Relation 2 T •  T ~ (4 ~-/~) T auf die bereits mehrfach 
beanspruchte Funktionalgleichung f(2) -~ f(~) ----f(). -~/i). Wegen (III) 
ist wieder f(2) ~ f(1))., so dal3 man 

(23) i~(2T) = 2z(T) 
gewimlt. 

Nun bedeute p(T, r) die StfitzgrOfle yon T ill Richtung r beztigtieh 
des Ursprungs Z, den wit als inneren Punkt  yon T vorausgesetzt haben. 
Dann ist bekanntlich 
(24) M(T) ---- fp(T ,  r)d3. 

d r bezeiehnet hier da~ Obeffl~chendifferenti&l der durch den Richtungs- 
vektor 3 festgelegten Einheitskugel um Z. 

Naehfolgend bedeute ~ eine Drehung um Z und durch T ~ und r ~ 
sollen das Polyeder und der Richtungsvektor bezeichnet werden, welehe 
naeh Ausfibung yon ~ aus T und r heITorgegangen sind. 

Fiir festes r0 ist p(T, ~) eine mittelbare')  Funktion fiber der Dreh- 
gruppe. Dies bedeutet folgendes: Zu einem beliebigen s ~ 0 gibt es ein 
System yon endlich vielen Drehungen z,(r----- 1, 2 . . . . .  n), so daft ffir 
jede beliebige weitere Drehung u stets 

I ~ p ( T ,  r;  ,+"  1 ) ~  ~ p(T, r)dr < s 

gilt. Hierbei stellt u, .+ u diejenige Drehung dax, die dutch aufeinander- 
folgende Ausfiihrung der Drehungen u, und z erzeugt wird. Die oben 
stehende Relation l~Bt sich nach einer naheliegenden Umdeutung im 
linksstehenden Ausdruck aueh auf die Form 

n ~--~p(T , r o ) - - - ~ M ( T )  < e 
1 

1) Vgl. H. I-IADWIGER, 0ber eine Mittelwertformel ffir Rich~ungsfunktionale 
im Vektorraum und einige Anwendungen; Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik 185, Berlin 1943, insbesondere S. 3: Ein Hilfssatz iiber RI~.MAN~sche 
Integrale Yon Funktionen aui" Kugelfl~ichen. 
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bringen, wobei noeh (24) verwendet wurde, und - - ~  die zu ~ inverse 
Drehung bezeichnen soll. Da v~ = 3 eine beliebige Riehtung reprgsen- 
tiert, kann auch 

~ p ( T - ~,, 3 ) - -  -4-ff~ M ( T) < e 

geschrieben werden. 
Beachtet  man  nun die ftir die Stfitzgr6Ben giiltigen Gesetze, wonach 

p(S  >( T,  z) = p(S ,  3) "4- p ( T ,  3) und p ( 2 T ,  3) = ) .p(T,  ,:) grit, so lgBt 
sich die oben gewonnene Relation in der folgenden Form darsteUen: 

I 
' 

(25) i P ( T , ,  3) ---4-~ e . 

Hierbei bezeiehnet 

1 T_~, X 1 T-"•215 I T_~, . (26) T. = ~ -  n ~- 

Ist  j etzt K eine Kugel vom Radius r, den wir so wghlen, dab 4 ztr = M(T) 
ist, so daB also 

(27) M ( T )  = M ( K )  

gilt, so lglit sich aus (25) entnehmen,  daft sieh eine konvergente Folge 
{T,} naeh (26) so konstruieren lgBt, dab T ,  + K ausf~tllt. Andererseits 
folg~ aus (22) und  (23) in Verbindung mit  (I), dab stets 

(28) g (T , )  = z (T)  

gelten muB. Demnaeh muB wegen (III) offenbar mit  T ,  + K 

(29) g (T) = g (K) 

sein. Diese Relation muB aber aueh richtig sein, wenn wir an Stelle 
yon T speziell einen Wiirfel W treten lasses, dessen Grt)Be gem/iB (27) 
dutch M ( W )  = M ( K )  best immt ist. Da naeh (16) aber z(W) = 0 ist, hat  
dies die Konsequenz, dab Z (K) = 0 sein muB. So folgt endlieh nach (29) 

(30) x (T) = 0 .  

Da aber T ein beliebiges konvexes Polyedcr darstellt, folg~ so, indem 
wir (III) ein letztes Mal anwenden, dab ftir einen beliebigen konvexen 
KOrper A 
(31) z ( A )  = o 

zu gelten hat.  
Lesen wit jetzt  die Relationen (31), (15), (10), (5), (2) in dieser Reihen- 

folge riiekwgrts, so lgBt sieh die gesuehte Darstellung 

(32) q(A) = aC(A)  + t iM(A)  + y F ( A )  + 5V(A)  

ablesen. Damit  ist der Beweis des Funktionalsatzes abgesehlossen. 


