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Uber Relationen zwischen Artinschen L-Funktionen

Von E. KLEINERT

1. Einleitung

In seiner Arbeit [1], dann aufs neue in [2], hat EMIL ARTIN 1923 die nach ihm
benannten L-Funktionen eingefiihrt, deren Grundeigenschaften folgendermafBen
beschrieben werden kdnnen: es sei L/K eine endliche Galoissche Erweiterung von
Zahlkérpern mit der Gruppe G = Gal (L/K),

h
a(G) = Ko(CG)= @ Zy;, ;€ Iir G

i=1

der Darstellungsring von G und .# der Korper der meromorphen Funktionen auf
der komplexen Zahlebene. Die Bildung der Artinschen L-Funktionen erweist sich
dann als Homomorphismus

@@, +) =,
lx— Lis, 2);

ist LD ED K ein Zwischenkorper und H die Fixgruppe von E, so kommutiert
das Dreieck

Z(LIK)

a(G)

NG
ind I M (D

/2'(L/E)

a(H)
in dem ind = ind% die Induktion von Charakteren bezeichnet; ist zusitzlich
E/K galois’schund G = G/H, so kommutiert das Dreieck

a(G)

\VLLIK)
infT

MX, )

/.;(E/x)

in dem inf = infg das Hochheben von Charakteren bezeichnet. SchlieBlich ist
L(s, 1) = {x(s) die Zetafunktion von K, und die Funktionen

A(s, x) = AQY? y(s, 1) L(s, 1)

a(C—i)
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mit geeigneten ,,Gammafunktoren‘ (s, ) und einer Konstanten A(y), erfiillen
eine Funktionalgleichung

A(s, %) = W(x) AQ — s, %) 3)

(fiir Naheres siehe [5]).

Die Frage nach Relationen zwischen L-Funktionen, also nach dem Kern von
Z(L/K), wurde schon von ARTIN gestellt und seither sporadisch aufgegriffen (siche
[6] und [7]). ARTIN zeigte, daB fiir K= Q, #(L/Q) injektiv ist; zusammen mit
(1) und (2) erhilt man daraus eine allgemeine Antwort: man wihle irgendeinen
iiber Q galoisschen Erweiterungskorper L, so daB ein K6rperturm

@

L

IIJ' H
M| g
K

|
Q

mit den angedeuteten Galoisgruppen entsteht; fiir y € a(G) ist dann
L(s, 7) = L(s, ind¥ infd y) = 1
genau dann, wenn
ind¥ inff y = 0;

der Kern von #(L/K) ist also, da inf¥ den Darstellungsring a(G) kanonisch mit
einem direkten Summanden von a(H) identifiziert, im wesentlichen der Kern einer
Induktionsabbildung. Die gestellte Frage ist hiermit, von der gruppentheoreti-
schen Seite, beantwortet. Andererseits sind die L-Funktionen durch arithmetische
Objekte definiert; Relationen zwischen jenen miissen sich also durch solche zwi-
schen diesen ausdriicken lassen. ARTIN selbst bemerkt hierzu, nach dem Beweis der
Injektivitit von £(L/Q), daB bei gréBeren Grundkorpern ,,die konjugierten
Primideale alles zerstdren‘‘ konnen. Er fiihrt das nicht niher aus; Ziel der folgenden
Seiten ist es, dieser Bemerkung nachzugehen.

2. Eine einfache Beobachtung

Beim Umgang mit den Artinschen L-Funktionen fiihren die verzweigten Prim-
ideale zu einer kleinen Komplikation, die sich aber hier umgehen 148t. Dazu dient

Lemma 1. Sei oy der Ganzheitsbereich von K und S eine endliche Menge von Prim-
idealen von K mit der Eigenschaft

PESAPNZ=p NZL=p €S,
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Sferner sei Ly(s, i) die um die Eulerfaktoren zu S reduzierte L-Funktion und % ((L/K)
die Abbildung x — Lg(s, x). Dann ist

Ke P(LIK) = Ke Z(L/K).

Beweis. Der Identitdtssatz fiir Dirichletreihen (siche {8], § 1) iibersetzt sich in
einen Identititssatz fiir rationale Eulerprodukte

[1A(E™)™  fX)e C(x],

in denen p die rationalen Primzahlen durchliuft. Nach der Voraussetzung an S
ist Lg(s, ¥) ein Quotient rationaler Eulerfaktoren. Daraus folgt, indem man
% = %1 — %2 als Differenz eigentlicher Charaktere schreibt,

Lis,p)=1=Lss,p = 1;

die Umkehrung ergibt sich daraus, da ein nichttrivialer Quotient von endlich
vielen Eulerfaktoren, nach Multiplikation mit Gammafaktoren, keine Funktional-
gleichung vom Typus (3) erfiillen kann (dieses Argument erscheint bereits in [3],
4.9).

Wir werden im folgenden stets annehmen, daff S alle im jeweiligen Kontext auf-
tretende Verzweigung absorbiert.

L/K
Fiir ein Primideal pd § sei /b ein Primteilerin L, [_;T] der Frobeniusauto-

L/K L
morphismus und (%) =clg lmsgf] seine Konjugationsklasse, aufgefaft als Ele-

ment des freien Z-Moduls ZCG, der von den Klassen Cy, ..., C, von G erzeugt
wird. Damit kénnen wir schreiben (fiir Re s > 1)

. LK\ 1
log Lg(s, %) :méwgsx((T) )W’

mit einer schon von ARTIN bewiesenen Darstellung der L-Reihen. Nach dem
Identitétssatz fiir Dirchletreihen und Lemma 1 ist also L(s, ) = 1 gleichbedeu-
tend mit

L/K\"s 1
v x[ X <‘—‘) —\=0. )
N=p"eN pmg \ P ) My
NP =N

Fiir die rationale Primzahl p seien py, ..., p, ihre Primteiler in X mit den Rest-
klassengeraden f; = f{p,/p). Die Summe in (5) wird damit zu

LK\" 1 1 o (LK
%(D;)E n%(p,) ©
f,—ni=n
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Wir setzen
LIK\2
a(L/K, p") = Y <——/ )fiﬁe ZCG
fin \ Pi
und

As(L/K) = z{a(L/K, p") | n € N, p hat keinen Teiler in S>.

Den Index S werden wir im folgenden unterdriicken, da wir uns nie auf ihn bezie-
hen.
Die Elemente von a(G) sind lineare Funktionen auf ZCG; schirfer gilt, daB

C ® a(G)xCCG — C

eine nichtentartete Paarung ist, oder, mit dem iiblichen Ausdruck: die irreduziblen
Charaktere bilden eine Basis des Raums der Klassenfunktionen auf G. Also ist
auch

a(G)xX ZCG — R @)

mit R = Z[y(C) |i,j=1,...,h] nicht entartet; wir schreiben gelegentlich
{x, @ fiir y(a). Fiir eine Teilmenge M von a(G) oder ZCG sei ML die ortho-
gonale Menge. Damit haben wir

Satz 1. Ke Z(L/K) = A(L/K)!.

Die arithmetische Bedeutung von Relationen zwischen den L-Funktionen kommt
damit in den Blick. In die Definition der Erzeugenden a(L/K), p*) von A(L/K) gehen
zwei Phinomene ein, die man, jedes fiir sich, bei weitem nicht beherrscht: die
Primzerlegung in der Erweiterung K/Q und das Verhalten der Artinabbildung

L/K
p— (—4/3—) Nach Satz 1 bedeuten Relationen zwischen L-Funktionen also eine
Einschrankung an das kombinierte Verhalten beider; wir werden dies unten
(Satz 4) scharfer fassen.
Ist K= Q, soist

>

a(L/Q, p) = (L;_Q)

da nach dem Satz von Tschebotareff jedes g€ G als Frobeniusautomorphismus

auftritt, ist
A(L[Q) = ZCG (3)

und daher #(L/Q) injektiv, denn (7) ist nichtentartet. Die gleiche SchluBweise,
negativ gewendet, liefert einen ,,Anti-Tschebotareff** fiir voll trige Primstellen:

Korollar 1. Ist Ke Z(L/K)=0, soist nicht jedes g€ G Frobeniusautomorphismus
einer Primstelle p von K, die in K/Q voll trdge ist.

DaB dies fiir Ke #(L/K) = 0 falsch sein kann, sieht man leicht an zyklischen
Erweiterungen von Q, etwa Gal (L/Q) = Cs und Gal (L/K) = C,.
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3. Invarianzen fiir die a(L/K, p")

Entsprechend den Invarianzen (1) und (2) wird man solche fiir die a(L/K, p")
unter den zu ind uand inf adjungierten Abbildungen erwarten.

Sei H < G eine Untergruppe. Dann haben wir ein Diagramm nichtentarteter
Paarungen und adjungierter Abbildungen

a(G)XZCG —~ R
ind 4 Vores | ®
a(H)x ZCH - R;

ist G=V g:H die Linksnebenklassenzerlegung, so ist hierbei

res clg(g) = 3 clu(gigg™)

mit
[ clu(gige ) falls giggi ' € H

cly(gige™") = lo ot

es gilt also
(ind y, ay = (y, res a)

fir p€ a(H), a€ ZCG. Tst H normal, G = G/H, so haben wir
a(G)X ZCG > R
inf 4 ) def || (10)
a(G)x ZCG — R
mit der durch
def clg(g) = clg(gH)
definierten Deflation; es gilt also
inf y, a) =y, def a)
fir y€ a(G), ac ZCG.
Satz 2. Sei H << G = Gal(L/K) eine Untergruppe und E der Fixkérper. Dann
gilt
() res a(L/K, p") = a(L[E, p"), alle p, n;
ist H normal, gilt
(i) def a(L/K, p") = a(E/K, p").
Beweis. Sei y € a(H). Dann gilt
{x» res a(L/K, p™)y = (ind y, a(L/K, p™))
= (g alL/E, p)>;

(11)
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1
die zweite Gleichung wegen (1) und der Tatsache, daB o {x,a(L/E, p™)y der

Koeffizient von p~" der Dirichletreihe log Lg(s, ) ist.
Da (11) fiir alle x € a(H) gilt und (7) nichtentartet ist, folgt (i). Ebenso be-
weist man (ii).

Bemerkung. Natiirlich kann man Satz 2 auch direkt, ohne Riickgriff auf (1) und
(2) beweisen und erhilt damit, indem man die Gleichungen im obenstehenden
Beweis riickwirts liest, einen neuen Beweis fiir diese Invarianzen, zu denen also
Satz 2 ,,dual* ist. Wir benutzen dazu die Eigenschaften der Frobeniusautomor-

phismen, wie man sie etwa in [4], Ch. III findet, insbesondere: sind §/%/p Prim-

stellen in L, E, K, so ist
[L/ f(8/v) [L/E]

[L/-%TK}'" e Hes fR/p)m: i)

und weiter gilt

letzteres wird klar durch Betrachtung der lokalen Erweiterungen. Mit den Bezeich-
nungen von (6) seien P,/p; Primteiler von p; in L, G = \J g;H die Nebenklassen-
zerlegung. Damit wird

res a(L/K, p") = res 3, clg [L;;K]f‘f

filn

_f‘E/n:f ?‘ clH<[l%(]gj>7n?
- ZchIH[ e

L| ,
UL % B 2
Siln S'Bu

f(SBu/m)/fi
wegen (12). Nun beachte man

S fBylv) =By | P

und folgenden Hilfssatz, dessen einfachen Beweis wir nicht ausfithren:

Lemma 2. Fiir jedes Primideal B von L gilt, mit p = BN K,
He |[PHNE=BNE}=fBNE|p).
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Weil alle Primteiler von p; in E von der Form B;; sind, werden sie alle in der letzten

n
Doppelsumme erfaBt; ferner ist, wenn f(%;;/p;) \ 7— ,
i
[} — [LE] i,
By i
und nach Lemma 2 kommt jedes solche Element f(%8;;/p;)-mal in der letzten inneren
Summe vor. Daraus folgt (i). Zum Beweis von (ii) braucht man nur zu bemerken,

daf3
1L~
und daher
def el [ 5| = le [%%]
ist.

Mit den Bezeichnungen von (4) haben wir jetzt auch
A(L/K) = def A(L/K) = res def A(L/Q) 13)

= res def ZCM,
letzteres wegen (8).

4. I'-Invarianz

Kennt man, im konkreten Fall, die linke Seite in Satz 1, so auch A(L/K)!!;
dieser Modul enthélt natiirlich A(L/K), wird aber mit diesem im allgemeinen nicht
tibereinstimmen. Ist M C a(G) oder (C ZCG irgendein Teilmodul, so kann
man, da in (7) rk R > 1 sein kann, nicht ohne weiteres auf rk M + rk ML = h
schlieBen; man hat lediglich

kM =dimCQM <dmCOMIL =h—dmCOM=h—rk M,
also

rk M+ rk ML < h, (14)

aber natiirlich kann die Ungleichung echt sein, ebenso rk M < rk ML, Die
Verhiltnisse klaren sich auf durch die Operation der Galoisgruppe

I'= Gal (Q R/Q);

da QR ein Teilkérper des |G|-ten Einheitswurzelkdrpers iiber Q ist, ist I" eine
Faktorgruppe von (Z/gz)*. I operiertin natiirlicher Weise auf R und a(G), auf
ZCG durch die Definition

(clegy =clgg’,yeT,gegq,
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wobei fmod |G| Z ein Urbild von y in (Z/,z)* ist; man iiberlegt sich unschwer,
daB diese Definition gerechtfertigt ist; mit ihr wird (7) eine [-dquivariante Paa-
rung, d.h.

A ay =g, @) =<, a), (15)
1€ a(G),ac ZCG,ye I.

Satz 3. Sei M ein I'-Untermodul von a(G) oder ZCG. Dann ist

tkM--rkML=h
sowie
rk M =rk ML,

Beweis. Sei etwa M C a(G). Wegen (15)identifiziert sich ZCG/,,) mit einem
Untermodul von Hom, (M, R); also ist
h— rk ML < rk Homy (M, R).
Wir zeigen nun
rk Homp (M, Ry =rk M (16)
fir beliebige Z I-Gitter; mit (14) folgt daraus

rk M+ rk ML = k;
ebenso folgt
rk ML 4-rk ML =n,
da mit M auch M! ein I-Modul ist, und durch Subtraktion dieser Gleichungen
erhilt man
rk M = rk ML,
Nun ist
rk Homp (M, R) = dimg Homgr (Q M, Q R)

= dimg Homg, (Q M, Q 1),

da wegen des Normalbasensatzes Q R isomorph zum reguldren Q/7-Modul QI"
ist. QI ist als kommutative halbeinfache Algebra ein direktes Produkt von Kor-
pern,

QI'=K;x ... XK,,

und jeder (endlich erzeugte) Q/-Modul A4 ist von der Form
A=K!"x ... XK, m€ Ng;
also

r

Homgr (4, Q1) = [ Homg, (K}, K)

i=1

~ ] K'=4,
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wobei ,,~‘‘ einen Isomorphismus von Q-Vektorraumen bezeichne. Mit 4 = QM
folgt (16) und damit Satz 3.

Demnach bendtigen wir nun
Lemma 3. A(L/K) ist I-invariant.

Beweis. Sei y€ I' und f€ Z mit fmod |G|—>y. Dann ist, mit den Bezeich-
nungen von (6),

L/K\n
a(L/K, p"y = f}; (%_)f ’f..

Da (f,|G|) =1 und fmod |G| wahlbar ist, konnen wir nach dem Dirichletschen
Primzahlsatz annehmen, daB f teilerfremd zu allen f; ist. Dann ist

filns filfn,
und die Summe wird zu
LK\
> (——-)’fﬁ- = a(L/K, p¥) € A(L/K).
filfn \ P

Dies beweist Lemma 3.
Korollar 2. rk A(L/K) = rk A(L/K)*L.

Aus Satz 3 folgt auch rk im Z(L/K) = rk A(L/K), doch werden wir im néich-
sten Abschnitt eine scharfere Bestimmung dieses Ranges herleiten.

Der Volistindigkeit halber wollen wir noch zeigen, daB A(L/K) = A(L/K)*!
nur im Fall K= @ auftreten kann; mittels Satz 3 iiberlegt man sich leicht, dal
ein Iinvariantes Teilgitter M von ZCG mit M = M!! extremal, d.h. in
keinem echten Obergitter gleichen Ranges enthalten ist. Man sicht aber sofort
(an den Einsklassen), daB in einer Situation (4) das Bild von def - res nie extremal
ist, falls H == M.

Beispiel. Sei L/Q galoissch mit der Gruppe S, und K der Fixkdrper der Vierer-
gruppe

Nach ArTiN ist Ke Z(L/K) = Ke ind}*; und dies ist gleich A(L/K)! nach Satz 1.
Elementare Rechnungen ergeben

ALK ={a+ b(x +y + xp) |a, be Z} CZCV, = ZV,.
Mit (13) berechnet man andererseits

A(L/K) = res ZCS, = {6a + 2b(x + y + x)) | a, b€ Z},
also

= 12.

A(LIKYH
' A(L/K)
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5. Reduktion auf Primideale vom Grad 1

Bekanntlich verursachen die Primideale 1. Grades in K den Pol der Zetafunk-
tion, stellen also, in gewissem Sinne, deren entscheidenden Teil. Daher liegt die
Vermutung nahe, daB auch die L-Reihen durch die zu jenen Primidealen gehoren-
den Koeffizienten bestimmt wird. Wir setzen demnach

A(LIK) = z<a(L/K, p));
nach Definition ist, in unserer iiblichen Notation,
L/K

5

Seien xy, x, € a(G)* zwei eigentliche Charaktere mit

a(L/K,p) = Y (

fi=1

Xilawwim = X2 lAl(L/K) .

Dies bedeutet, da3 die L-Reihen log Lg(s, x,) und log Lg(s, ,) fiir alle p die
gleichen Koeffizienten bei p~* haben. Nach (1) und (2) aber kann man jede L-

Reihe als L-Reihe zu einer Erweiterung i/ Q auffassen. Hier aber ist, wie wir schon
gesehen haben,

A(L/Q) = ZCGal (L/Q),

also ist in der Tat Lg(s, x;) = Lg(s, 1»)-
Daraus folgt, nun wieder im allgemeinen Fall,

A(L/K)E C Ke #(L/K).
Wegen A,(L/K) C A(L/K) ist aber natiirlich
AL/K): C A(L/K),
und Satz 1 liefert jetzt
A(LIK)L = A(L/K)L. {17

Wir bendétigen nun noch
Lemma 4. A,(L/K) ist I'-invariant.

Beweis: Das Argument von Lemma 3 ist hier nicht wiederholbar; wir miissen
weiter ausholen und gehen wieder von (4) aus. Sei p gegeben und P/p ein Prim-

teiler von p in L, D = D(B) die Zerlegungsgruppe. Dann sind PEN K, g€ M,
alle Primteiler von p in K, und

PN K = PN K Brr = B fiirein he H
Sger'eD
< Dg, H= Dg, H,
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mit
M
{B*NK|geD ~ H}

erhalten wir also alle Primteiler von p in K ohne Wiederholungen. Die Restklassen-
grade ergeben sich aus

fOB# | p) = | DF[ = f(P* | B¢ N K)f(B* N K | p)
= |[DENH|f(B* N K |p),

da wir nur mit unverzweigtem p zu tun haben, also

S VK1) = i

und
f®*NK|p)=1&|DENH| = |Df|
& DENH=DF
< DECH.

Damit erhalten wir

L K
a(L/K, p):fg1 (-—-/-If) Z def cly; [L;H .

P gep™Mu
DECH

Fir y€ I', fmod |G|y, finden wir also

a(L/K, p)’ = 2, deff cly ([% f>g . (18)

Wieder nach dem Dirichletschen Satz kénnen wir annehmen, daB (f, (D)) = L.

ein Frobeniusautomorphismus zu einem unverzweigten P’, und

DER) /[L/K}> <[L/K}f\__p(s$)

Mit (18) folgt daraus
a(L/K, py = a(L|K, p'), (p") = B' N L.

und damit Lemma 4.
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Mit Lemma 4, Satz 3 und (17) kénnen wir nun schlieBen, daB
rk A{(L/K) = h — rk A, (L|K)*
= h — rk Ke #(L/K)

= rk Im £(L;K),
iibrigens auch

rk Ay(LIK) = rk A(L|K),

was aus den Definitionen nicht ohne weiteres ersichtlich ist. Jedenfalls haben wir

Satz 4. Die Anzahl der unabhingigen Artinschen L-Funktionen zur Erweiterung
L/K ist rk A(L/K).

In den Erzeugenden a(L/K, p) von A,(L/K) ist kodifiziert, in welcher Weise die
L/K
Abbildung p — (%) und die Relation ,,charakteristikgleich auf der Menge der

Primideale 1. Grades von K miteinander verkniipft sind; obwohl es schwierig zu
sehen ist, welche Aussage rk 4(L/K) iiber diese Verkniipfung macht, mag Satz 4
als arithmetische Interpretation von rk im £(L/K) gelten.

Wir wollen noch auf eine merkwiirdige Konsequenz von Satz 4 hinweisen. Es sei
im Zahlkérper K eine Idealklassengruppe H im Sinn der Klassenkorpertheorie
gegeben; wir bilden die Ausdriicke

apy= 3 (®W)eZH=1ICH,
YNZ=p'NZ
in denen p, p’ die zu einem Erklirungsmodul von H teilerfremden Primideale
1. Grades von K durchlaufen und (p) das Bild von p in H bezeichne. Dann gilt:
Wenn der Klassenkdrper L zu H iiber Q galoissch und G = Gal (L/K) zentral
in M = Gal(L/Q) ist, dann ist rk {a(p), > = |H|. Denn die Induktionsabbil-
dung indY ist in diesem Fall injektiv, also

rk A,(LIK) = |G|

nach Satz 4, und der Reziprozititsisomorphismus Hcox G identifiziert a(p) mit
a(L/K, p N Z). Hier deutet sich, wie schon in (13), ein Zusammenhang mit dem
Erweiterungsproblem an.

6. Ein Beispiel

Sei g>> 2 eine Primzahl und L/Q eine galoissche Erweiterung mit der Gruppe
S, (bekanntlich haben asymptotisch 100%, aller irreduziblen f€ Q[X] vom Grad ¢
die Galoisgruppe S,); weiter sei x = (12...¢)€ S, und K der Fixkdrper von
C, = {x>. Irr C, ist dann gegeben durch {1}, o, o—1

. . iy
Lyt X —> @ = exp—q .
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Da qu(Cq) transitiv auf C,\ {1} und damit auch auf {y,,...,%,-.} operiert,
folgt leicht, daB Ke indgz von den Elementen y, — x, i=2,...,4 — 1 erzeugt
wird, also mit Satz 1

ALK = <y — 0D

g—1

Fir a= D, ax’¢ ZC, ist
far

qg—2
1@ = 3 (@ —a,-1) 0’
j=

und daher
YZ1(a) = Zi(a)
=1
v 11(a) = y1(a)
o€ Gal(Q()]Q)
<:>Zl(a)€ Q<:> aj = aq-l’j = 1: ey — 2;
also

ALK ={a+b(x + ... + x| a, b€ Z}. (19)

(Die Berechnung von A(L/K) aufgrund von (13) wire hier bereits eine ziemlich
schwierige Aufgabe.)

Mit Standardmethoden der Algebraischen Zahlentheorie (man benutze [4],
Ch. 11, 2.8) zeigt man, daB3 es zwei Typen der Zerlegung rationaler unverzweigter
Primzahlen p in K/Q gibt:

— !
i) phats = @ ) Primteiler vom Grade f, die in L zerfallen (alle von g ver-
schiedenen Elementordnungen von S, treten als f auf);
—Dr+1
ii) p hat g — 1 Primteiler p,, ..., Py, vom Grad 1 und N = Sq—-% —1

Teiler qy, ..., gy vom Grad g; die p; und q; sind trage in L/K.
Wir lesen nun einfach ab, was es bedeutet, daB alle a(L/K, p") in A(L/K)'' ent-
halten sind. Der erste Fall gibt nichts Nennenswertes. Im zweiten ist

a-l /1

und
N (LIK
aL/K,p)=(@—1D-14+4g2 <——)
=1\ Gj
da die p und g trége sind, folgt nach (19)

(L/K> oi=1 1
— )= i=1,...,9—
P; 1
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. J
gleichmaBig auf die x' i = 1, ..., g — 1 verteilen. Dies kann man natiirlich auch

ohne Riickgriff auf die L-Funktionen beweisen, indem man, wie beim Beweis von
Lemma 4, die Frobeniusklassen der Primteiler von p in K durch diejenigen der
Teiler von p in L ausdriickt. Doch sind offenbar die Moduln A(L/K) die natiirlichen
Trager fiir Information solcher Art.

Aus (i), (ii) und (19) lassen sich iibrigens 4,(L/K) und A(L/K) leicht berechnen;
man bekommt

. . . . (L/K .
bei geeigneter Numerierung, und desgleichen, dafl die{— ], j=1,...,N, sich

A(LIK) = Z(q — D!+ Z(x + ... + x*7),
AL/K)=Z B+ Z(x + ... + x17Y,
mit

(g — D!

1
B = ggT{ 7 ) l f=F q ist Elementordnung in S, }.
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