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In  der yon W. BLASOHKE entwickelten affluen Dil/eren$ialgeometrie 
spielen die Integralfl~chen 

(1) , = z(x,  y) 

der partiellen Differentialgleichung 

(2) r t -- s 2 ---- K = konst. (K 4 0) 

dadurch eine ausgezeichnete RoUe, dab ihre A]finnormalen untereinander 
1~arallel sind. BLASCHXE bezeichnet diese Fl~chen daher als uneigent- 
lithe A]finsph~ren 1. 

Fiir diese interessanten Fl~chen hat  schon G. DARSOUX eine einfache 
integrallose Darstellung angegeben, der man in den Begriffsbildungen 
der Geometrie des isotropen Raumes eine einfache kinematische Deutung 
geben kann ~. Insbesondere ist der Ausdruck (2) die sog. isotrope Relativ- 
krl~mmung der F1/iche (1). Uneigentliche Af]insph~ren (2) sind also 
Fl~hen fester Relativkrammung im isotropen Raume. 

I ~  

Wir wollen zuerst ein einfaches Theorem beweisen, das, wie sich am 
Sctdusse der Arbeit zeigen wird, ein gewisses Gegenstiick zu einem be- 
kannten Satze yon H. A. SCHWARZ iiber enklldische Minimalfl~chen 8 
darstellt. 

Im isotropen Raume sind, in seiner allgemeinsten Auffassung, aus- 
gezeichnet: ein Fernpunkt  U (z. B. der Fempunk t  der z-Achse) und 

x W. BLASC~W~, Affine Differentialgeometrie, bearbeitet yon K. REIDEMEISTER, 
Berlin 1923, insbes. w 78. 

I K. SI~aUBECK~, Differentialgeometrie des isotropen Raumes II. Die Fl~chen kon. 
stanter Relativkrlimmung K ~ r t -  s I, Math. Z. 47 (1942) 743--777. 

a W. BLASCmr~ Einfiihrung in die Differentialgeometrie, Berlin-G~ttingen.Heidel. 
berg 1950, S. 126. 
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das Biischel der dutch ihn laufenden Ferngeraden. Daher spielen auch 
die Paraboloide 

2 2: : a l l  x 2 -+- 2 a iz  x y ~t_ a~ 2 yS 

(3)  D = alia22 ~ al~ r 0 

eine ausgezeichnete Rolle, ebenso die daraus durch Parallelverschiebung 
ents tehenden Fl~chen. Wir woUen einen Fl~chenstreifen 

f Ix(0,  y (0 ,  z (0, p (0, q(0] (4) 
d z = p d x + q d y ,  

der auf einem solchen Paraboloid (3) liegt, kurz als einen isotropen 
sph~rischen Strei/en bezeichnen, weil man  jede der Fl~chen (3) und ihre 
homothetischen Fl~chen als Kugeln des isotropen Raumes auffassen 
kann. Fiir einen solchen Streifen ist nach (3) 

(5) d z :  atl x d x  + al~(xdy + yd  x) + a~2ydy. 

])ann gilt der folgende 

S a t z  1: Enth~lt die Fldche z =  z (x, y) der /esten isotropen Relativ- 
Icrammung 

(6) K = r t - -  s ~ = :L D 

einen au[ der isotropen Kugel (3) liegenden sphdrischen Strei[en, so ist 
sie bezaglich der Kugel (3) selbstpolar. 

Zum B ew e i s  bemerken wir, dab die Koordinaten zweier beziiglich 
der isotropen Kugel (3) polaren Fldchenelemente E = (x, y, z, p, q) und 
E* = (x*, y*, z*, p*, q*) durch die folgenden Formeln zusammen- 
hi~ngen: 

x*  = alX p + aXZ q 
y*  : alUla + a22q 

(7) z* = px  + qy -- z 

p *  ---- a n x + a12 Y 

q* = al~ x + a~ 2 y 

wobei die a ik = a ~i die reduzierten Adjunkten der Elemente a~k = a~ 
der Determinange la~k[ sind, also insbesondere 

l a n a i '  1=~ 1 
(8) ] at~a~ 2 [ -~ 

ist. 
Aus (7) folgt fiir die isotropen Relat ivkri immungen 

K , = r t - - 8  ~ u n d  K * : r * t * - - s  *s 
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zweier beziiglich (3) po la re r  Fli~chen q~ und  ~5. die Formel  

r* t* -- s .2 --  O (p* q*) _ O (p* q*) . 1 
O(x*y*) O(x y) O(x*y*) 

a(x y) 

l alla12 . 1. I D2 
a1~a22 a l i a  1~ r 8 ~-r~---8u 

l a TM a22 I 8 t 

oder 
D ~ 

(9) K* ---- --K" 

Daher geht die Klasse der Fldchen mit /ester Relativkri~mmung K = -~ D 
(bzw. K = - D) wegen K* = + D (bzw. K* = -  D) durch das Polar- 
system der isotropen Kugel (3) in sich aber. 

Enth~ l t  nun  die Fl~che ~5 der  fes ten Re la t ivk r i immung  (6) e inen 
auf der  isotropen Kugel  (3) l iegenden sph~rischen Strei/en (4), so liegt 
dieser yon  selbst auch auf der  polaren Fl~che ~*  mi t  derselben Relat iv-  
kr i immung (6). 

Weft aber  sph~rische Streifen (4) nie charakter is t i sche Streifen der  
Gleichung (6) sind und  daher  durch  den sph~rischen SSreifen (4) die 
Fliiche (6) eindeutig bes t immt  ist, ist tatsiichlich ~ -  ~* ,  w. z. b. w. 

I I .  

Wir  setzen je tz t  in (3) a n ~ a2, = 0, a12 ~ 0 ,  fassen also im folgenden 
die Parabolo ide  

(1O) z=a12xy  + A x  + B y  + C 

als Kugeln des isotropen Raumes auf. 
Gegensti ick der  LiEschen Geraden-Kugel-Trans/ormation im isotropen 

R a u m  ist dann  die bekann t e  Eulersche Berahrungstrans/ormation 4, die 
m a n  in der folgenden involutor ischen Gesta l t  schreiben kann :  

x = p ,  

y~ - -y ,  

(11) z = p x - - z ,  

q--~ - - q .  

4 K. STRUBECKER, t~ber die EULERsche Transformation, Comptes Rendus Inst. Sci- 
Roumanie 3 (1939) 1--6. 
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Erweitert man die EuL~Rsche Trandormation aui Fl~chenelemente 
zweiter Ordnung, E ---- (x, y, z, p, q, r, s, t), so gilt noch 

(12) r = - I  ~__ __s ~ _ _ a 2 - - r t  

Also ist 

(13) r t  - -  s t = - -  - 

r" 
Daraus folgt 

Satz 2: D/e Fl~ichen ~ der festen Relativbrammung 

(14) r t - -  s I - -  K 

werden dutch die isotrope Geraden-Kugel-Trans/ormation (11/12) in die 
Integral/l~chen der Gleichung 

(15) Kr + t = 0 

verwandelt (und un~e~hrt). Die Geometrien der FlO~chen (14) und (15) 
stehen dabei in engstem Zuaammenhang. 

Insbeaondere entsprechen den FlO~hen der /eaten Relativl~rammungen 

r t - - s 2 = {  -I-l-I 
(16) 
(16a) 

die Fl~chen 

(17) 
(17a) 

r-F t=O,  

r - - t  - - ~ O ,  

d. s. Schiebflachen mit zwei Scharen kon~ugiert-komplexer bzw. reeUer 
ebener Schiebkurven. 

Den (zylindrischen, ebenen) Charakteristiken der Fl~chen (17) und 
(17a) entsprechen in der Geraden-Kugel-Transformation (11) auf den 
Fl~chen (16) und (16a) ebenfalls die Charakteristiken, n~mlich die 
Asym?totenlinien (und umgekehrt). 

Tats~chlich ist durch die EuLEP~che Transformation (11/12) ganz all- 
gemein der Gleichung der Asymptotenlinien 

(18) rdx z-~ 2sdx  dy ~ tdy ~=O 

die Gleichung 

(19) rdx e - t d y  2=0 

zugeordnet. 
(18) liefert die Charakteristiken der Fl~chen (16) und (16a) und (19) 

jene der Fl~chen (17) und (17a). Man kann, bezogen auf die Mannig- 
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faltigkeit der isotropen Kugeln (10) die Linlen (19) als die Krl~mmungs- 
linien der Flitchen (17) bzw. (17a) auffassen. 

Damit  ist dann auch im isotropen Raume der LIEsche Satz als giiltig 
nachgewiesen: 

S a t z  3: Dutch die (isotrope) Geraden-Kugel-Trans/ormatlon werden 
(isotrope) Krammungslinien und Asymptotenlinien vertauscht. 

Weil die beiden Seharen der ebenen zylindrisehen Krammungslinien 
der Fl~chen (17) und (17a) in Tarallden isotropen Ebenen 

(20) x • iy---- const. , 

(20a )  x • y ---- const. 

liegen, sind die Aaymptotenlinien der Flitchen (16) und (16a) in linearen 
Komplexen enthalten, deren 1KONGEsche Gleichungen die Gestalt 

(21) dz = • i (xdy- -  ydx) ~- o:dz ~ ~dy  , 

(21a) dz= ~ (xdy- -  ydx) ~-~dx-Ffldy 

haben. 
Einem att[ den Fl~ichen (16) oder (16a) vorhandenen isotropen sph4- 

ri~chen ~trei/en entsprieht dabei vermSge der Geraden-Kugel-Trans- 
formation atff den Fl~ehen (17) oder (17a) ein geradliniger ~treifen. 

Der in Satz 1 niedergelegten Eelbstpolarit~ der Fltichen r t - - a 2 - -  - -t- 1, 
welche einen sph~rischen Strei/en enthalten, entspricht dann durch die 
Geraden-Kugel-Transformation die Tatsache, daft die Flitchen r • t ~-- 0, 
wenn sie eine Gerade (allgemeiner Lage) enthalten, stets bezO~glich dieser 
Geraden symmetrisch sind. Diese Symmetrie ist dabei im Sinne der 
Metrik des isotropen Raumes zu verstehen. 

Da man ferner die Fl~chen r -V t ----0 in dieser Metrik als isotrope 
Minimalflgxhen auffassen kann, ist schlieBlich auch der Zusammenhang 
unseres Satzes 1 mit dem erwt~hnten, flit den isotropen Raum aus- 
gesprochenen, ScHwARzschen Theorem hergestellt s, das besagt: 

S a t z  4: EntMilt eine isotrope Minimalfltiche r -4-t = 0  eine (reelle) 
nicht isotrope Gerade, so ist ,ie (ira Sinne der isotropen Kinematib) 
bezaglich dieser Geraden s y m m e t r i s c h. 

Der Zusammenhang zwischen Satz 1 und Satz 4 wird dabei dutch 
die isotrope Geraden-Kugel-Transformation (EULERsche Transformation) 
hergestellt. 

5 K. STRUBECKER, ~ber Potentialfl~chen, Archly der MAthematik 5 (1954) 32--38. 

Eingegangen am 1. 8. 1955 


