Uber die Flichen rt — s? = K = konst.
und jhren Zusammenhang mit den Flichen Kr +¢ =0

WiLeELM BLascEKE zum 70. Geburtstag gewidmet

Von Kart Strusrcker in Karlsruhe

In der von W. BrascEke entwickelten affinen Differentialgeometrie
spielen die Integralflichen

1) z=2(,y)
der partiellen Differentialgleichung
(2) rt — 8% = K = konst,. (K+0)

dadurch eine ausgezeichnete Rolle, daB ihre Affinnormalen untereinander
parallel sind. Brasceke bezeichnet diese Flichen daher als uneigent-
liche Affinsphiren?.

Fiir diese interessanten Flichen hat schon G. DarBoux eine einfache
integrallose Darstellung angegeben, der man in den Begriffsbhildungen
der Geometrie des isotropen Raumes eine einfache kinematische Deutung
geben kann?®. Insbesondere ist der Ausdruck (2) die sog. 4sotrope Relativ-
krimmung der Fliache (1). Uneigentliche Affinsphiren (2) sind also
Flichen fester Relativkriimmung im tsotropen Raume.

I

Wir wollen zuerst ein einfaches Theorem beweisen, das, wie sich am
Schlusse der Arbeit zeigen wird, ein gewisses Gegenstiick zu einem be-
kannten Satze von H. A. Scawarz iiber euklidische Minimalfliichen?
darstellt.

Im isotropen Raume sind, in seiner allgemeinsten Auffassung, aus-
gezeichnet: ein Fernpunkt U (z. B. der Fernpunkt der z-Achse) und

1 W. BrasceKE, Affine Differentialgeometrie, bearbeitet von K. REIDEMEISTER,
Berlin 1923, insbes. § 78.

? K. STRUBECKER, Differentialgeometrie des isotropen Raumes II. Die Flachen kon-
stanter Relativkrimmung K = rt — 8%, Math. Z. 47 (1942) 743—777.

3 W. BrascekE, Einfilhrung in die Differentialgeometrie, Berlin-Gottingen-Heidel-
berg 1950, S. 126.
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das Biischel der durch ihn laufenden Ferngeraden. Daher spielen auch
die Paraboloide
3) {22:“115"2'f‘2“12""?/4‘“221’/z

D=anazz——al’2 ='= O

eine ausgezeichnete Rolle, ebenso die daraus durch Parallelverschiebung
entstehenden Flichen. Wir wollen einen Flichenstreifen

{ [=(®), y(@), z(@t), p(t), ¢@®)]

@ dz=pdz+qdy,

der auf einem solchen Paraboloid (3) legt, kurz als einen isotropen
sphdrischen Streifen bezeichnen, weil man jede der Flichen (3) und ihre
homothetischen Flichen als Kugeln des isotropen Raumes auffassen
kann. Fiir einen solchen Streifen ist nach (3)

%) dz=apzdztap(rdy+yda)+a,ydy.

Dann gilt der folgende

Satz 1: Enthilt die Fliche z =2z (x,y) der festen isotropen Relativ-
krismmung
(6) K=rt—st=41D

einen auf der isotropen Kugel (3) liegenden sphdrischen Streifen, so ist

sie beziglich der Kugel (3) selbstpolar.
Zum Beweis bemerken wir, dafl die Koordinaten zweier beziiglich

der isotropen Kugel (3) polaren Flichenelemente E = (x, y, 2, p, q) und
E* = (a*, y*, 2*, p*, q¢*) durch die folgenden Formeln zusammen-

héingen:
x*=a11p+al2q
y*=al2p+a22q
M *=paxtqy—z
p*=anz+apy

g* =037+ a5y

wobei die a'* = a*! die reduzierten Adjunkten der Elemente a,, = ay;
der Determinante |a,;| sind, also insbesondere

1

D

all al?
(8) ald g2
ist.

Aus (7) folgt fiir die isotropen Relativkrimmungen

K=rt—s und K*=r*i{*—gs*3
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zweier beziiglich (3) polarer Flichen @ und @* die Formel

phph_ ghe 0@*Y) _3(p*eY) 1
oz*y*) d(zy) d(z*y¥)

2z y)
%], 1 o D2
| @102 | |attar2| |rs|  rt—s
al2q22 ) st
oder
D2
(9) =%

Daher geht die Klasse der Flichen mit fester Relativkrimmung K = + D
(bzw. K = — D) wegen K* =+ D (bzw. K* = — D) durch das Polar-
system der tsotropen Kugel (3) in sich diber.

Enthilt nun die Fliche @ der festen Relativkriimmung (6) einen
auf der isotropen Kugel (3) liegenden sphirischen Streifen (4), so liegt
dieser von selbst auch auf der polaren Fliche @* mit derselben Relativ-
kriimmung (6).

Weil aber sphirische Streifen (4) nie charakteristische Streifen der
Gleichung (6) sind und daher durch den sphérischen Streifen (4) die
Fliche (6) eindeutig bestimmt ist, ist tatsichlich @ = &*, w. z. b. w.

1I.

Wir setzen jetzt in (3) ay; = ayy =0, a,, = 0, fassen also im folgenden
die Paraboloide

(10) z=apzry+Az+By+C

als Kugeln des isotropen Rauwmes auf.

Gegenstiick der Lieschen Geraden-Kugel-Transformation im isotropen
Raum ist dann die bekannte Eulersche Berithrungstransformationt, die
man in der folgenden involutorischen Gestalt schreiben kann:
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4 K. StruBeckEr, Uber die EuLersche Transformation, Comptes Rendus Inst. Sci-
Roumanie 3 (1939) 1—6.
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Erweitert man die EuviLersche Transformation auf Flichenelemente
zweiter Ordnung, £ = (x, y,2,p, ¢, 7, 8, t), so gilt noch

- - 2 _
(12) =l a=—2. A
r r r
Also ist
(13) rt—-s’:—i.
r
Daraus folgt
Satz 2: Die Flichen @ der festen Relativkrammung
(14) rt—st=K

werden durch die isotrope Geraden-Kugel-Transformation (11/12) in die
Integralflichen der Gleichung
(15) Kr4+t=0

verwandelt (und umgekehrt). Die Geometrien der Flichen (14) und (15)
stehen dabei in engstem Zusammenhang.

Insbesondere entsprechen den Flichen der festen Relativkriimmungen

(16) {+1
rt—82=

(16a) -1

die Flichen

(17) r+t=0,

(17a) r—t=0,

d. 8. Schiebflichen mit zwei Scharen konjugiert-komplexer bzw. reeller
ebener Schiebkurven.

Den (zylindrischen, ebenen) Charakieristiken der Flichen (17) und
(17a) entsprechen in der Geraden-Kugel-Transformation (11) auf den
Flichen (16) und (16a) ebenfalls die Charakteristiken, ndmlich die
Asymptotenlinien (und umgekehrt).

Tatsichlich ist durch die EvLersche Transformation (11/12) ganz all-
gemein der Gleichung der Asymptotenlinien

(18) rdazt4+2sdxdy+tdy: =0
die Gleichung

(19) rdz?—tdyt=0
zugeordnet.

(18) liefert die Charakteristiken der Flichen (16) und (16a) und (19)
jene der Fliachen (17) und (17a). Man kann, bezogen auf die Mannig-



Uber die Flachen r# — 8% — K = konst. und ihren Zusammenhang usw. 103

faltigkeit der isotropen Kugeln (10) die Linien (19) als die Krimmungs-
lintien der Flichen (17) bzw. (17a) auffassen.

Damit ist dann auch im isotropen Raume der LIEsche Satz als giiltig
nachgewiesen :

Satz 3: Durch die (isotrope) Geraden-Kugel-Transformation werden
(tsotrope) Krivmmungslinien und Asymptotenlinien vertauscht.

Weil die beiden Scharen der ebenen zylindrischen Krimmungslinien
der Flichen (17) und (17a) in parallelen isotropen Ebenen

(20) z +ty=const.,
(20a) z -+ y = const.

liegen, sind die Asymptotenlinien der Flichen (16) und (16a) in linearen
Komplexen enthalten, deren MoneEsche Gleichungen die Gestalt

(21) dz=+i(xdy—ydz)+adz 4 fdy,
(21a) dz= 4 (2dy—ydz)+adz+pdy
haben.

Einem auf den Flichen (16) oder (16a) vorbandenen tsofropen sphd-
rischen Streifen entspricht dabei vermdge der Geraden-Kugel-Trans-
formation auf den Flichen (17) oder (17a) ein geradliniger Streifen.

Der in Satz 1 niedergelegten Selbstpolaritit der Flichen rt—s? =11,
welche einen sphdrischen Streifen enthalten, entspricht dann durch die
Geraden-Kugel-Transformation die Tatsache, da die Flichenr +¢ = 0,
wenn sie eine Qerade (allgemeiner Lage) enthalten, stets beziiglich dieser
Geraden symmetrisch sind. Diese Symmetrie ist dabei im Sinne der
Metrik des isotropen Raumes zu verstehen.

Da man ferner die Flichen r 4-¢ = 0 in dieser Metrik als ¢sotrope
Minimalflichen auffassen kann, ist schlieBlich auch der Zusammenhang
unseres Satzes 1 mit dem erwihnten, fiir den isotropen Raum aus-
gesprochenen, ScEwanzschen Theorem hergestellt®, das besagt:

Satz 4: Enthilt eine isotrope Minimalfliche r 4-t = 0 eine (reelle)
nicht isotrope Gerade, so ist sie (im Sinne der tisotropen Kinematik)
beziiglich dieser Geraden symmetrisch.

Der Zusammenhang zwischen Satz 1 und Satz 4 wird dabei durch
die isotrope Geraden-Kugel-Transformation (Evrersche Transformation)
hergestellt.

5 K. StruBEckER, Uber Potentialflichen, Archiv der Mathematik & (1954) 32 —38.

Eingegangen am 1. 8. 1955



