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Metrisierungstheorie und Jacobiformen 

Von H. KLINGEN 

Herrn B. SCHOENEBERG zum 80. Geburtstag am 8. 12. 86 gewidmet 

H. PETERSSON hat die Metrisierungstheorie zunfichst fiir die elliptische Modulgrup- 
pe und sp/iter f/Jr beliebige Grenzkreisgruppen erster Art entwickelt, um ordnende 
Gesichtspunkte ffir die Erzeugung von automorphen Formen durch Poincar6sche 
Reihen zu gewinnen. Sein Vorgehen wird am besten beschrieben durch folgendes 
Zitat aus [7]: 

Man betrachte die Entwicklung einer ganzen Spitzenform {F,-r, v} nach der Ortsva- 
riablen eines parabolischen Fixpunktes yon F oder eines Punktes in ~ oder eines 
hyperbolischen Fixpunktepaares yon F. Man suche die Entwicklung der gleichen Form 
nach den Ortsvariablen der s~imtlichen zu dem ausgewdhlten Punkt (oder Punktepaar) 
~iquivalenten Punkte (oder Punktepaare) aufi Dann besteht eine Poincarbsche Reihe 
aus der Summe i~ber die Glieder mit einer festen Nummer n in diesen sdmtlichen 
Entwicklungen, nachdem der Koeffizient des n-ten Gliedes der urspri~nglichen Ent- 
wicklung durch Eins ersetzt worden ist . . . .  Das Skalarprodukt einer ganzen Spitzen- 
form f(z) mit einer solchen Poincarbschen Reihe ist bis auf einen elementaren konstan- 
ten Faktor gleich dem Koeffizienten mit der genannten Nummer n in der Entwicklung 
yon f(z) nach der Ortsvariablen eines Punktes der genannten Klasse. 

Dieses Verfahren wird in der Literatur Prinzip der Quersummation genannt. Es 
handelt sich um ein rein empirisches und formales Vorgehen, das bei anderen als den 
drei von PETERSSON behandelten Typen von Poincar6schen Reihen sehr wohl 
versagen kann, wie einfachr Beispiele belegen. - Bei der Obertragung der Metrisie- 
rungstheorie aufdie Siegelschen Modulformen lieferte das Prinzip der Quersumma- 
tion naturgemfiB die ersten Ans/itze. So gelangte H. MAASS [6] ZU Poincar6schen 
Reihen vom Exponentialtyp, und .sp/iter konnte ich in [3] andere Arten von 
Poincar6schen Reihen erhalten. Abgesehen davon, dab die Untersuchungen in 
mehreren Variablen erheblich aufwendiger werden, ist aber zum Beispiel bis heute 
nicht bekannt, wie eine Verallgemeinerung des hyperbolischen Typs aussehen 
k6nntr 



166 H. Klingen 

In den nachfolgenden Ausffihrungen m6chte ich das Prinzip der Quersummation 
ersetzen durch einen andersartigen Aufbau der Metrisierungstheorie. Er hat gegen- 
fiber den bisherigen Darstellungen zwei Vorteile: erstens l~iBt er ffir beliebige Ent- 
wicklungstypen durchsichtig erkennen, wie Poincar6sche Reihen mit ausgezeichne- 
ten metrischen Eigenschaften gewonnen werden k6nnen; zweitens ist das Verfahren 
inhaltlicher Natur und nicht nur formal, so dab auch Konvergenzaussagen und 
explizite Formeln mit erheblich reduziertem technischen Aufwand erhalten werden 
k6nnen. Im Mittelpunkt steht eine einzige Intregralformel, die auf A. SELBERG 
zurfickgeht.- Angesichts der geschilderten Sachlage sollte die Nfitzlichkeit der 
Methode an Hand neuartiger Entwicklungstypen belegt werden. Dies wird durch- 
geffihrt ffir die Fourier-Jacobi-Entwicklungen Siegelscher Modulformen. Es wet- 
den insbesondere Poincar6sche Reihen zu Jacobiformen im Sinne yon 
EICHLER/ZAGIER [1-] aufgewiesen, die metrisch ausgezeichnete Eigenschaften besit- 
zen und ffir welche die Hauptsfitze der Metrisierungstheorie gelten. 

1. Es sei 

Sp (n, ~)  x H, ~ H,, (m, z) w-~ m < z > = (az + b) (cz + d)-  1 

die fibliche Operation der symplektischen Gruppe n-ten Grades auf dem Siegel- 
schen Halbraum H,, bestehend aus allen komplexen symmetrischen n-reihigen 
Matrizen z = x + iy mit positiv definitem Imagin~irteil y. Die Elemente 

werden dabei in n-reihige Bestandteile a, b, c, d aufgespalten. Mit F, = Sp(n,~E) 
werde die Siegelsche Modulgruppe bezeichnet. Eine Siegelsche Modulform vom 
Gewicht k und Grad n ist eine holomorphe Funkt ionfauf  H, (ffir n = 1 seifauch 
holomorph in der Spitze ~), die 

f ( m  < z > ) = det (cz + d)kf(z) (1) 

ffir alle m ~ F, erffillt. Siegelsche Modulformen besitzen Fourierentwicklungen vom 
Typ 

f ( z )  = ~ ate 2ni~ 
t>O 

wobei fiber alle halbganzen symmetrischen t summiert wird und a die Matrizenspur 
bezeiehnet. Ist at = 0 ffir t :t- 0, so liegt eine Spitzenform vor. Die Spitzenformen 
yon festem Gewicht und Grad bilden einen (endlichdimensionalen) Vektorraum 
fiber IE. Das Peterssonsche Skalarprodukt wird ffir Modulformen f u n d  g vom 
Gewicht k, yon denen mindestens eine Spitzenform ist, dutch 

{ f  g} = ~ f ( z )  g (z) det (y)k dvz 
Fn 
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eingeffihrt, wobei F. ein Fundamentalbereich von F. in H. ist und 
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dvz = dx dy/det (y)" + 1 

das symplektische Volumelement bezeichnet. 

Die zentrale Integralformel ist eine Reproduktionsformel fiir holomorphe Funktio- 
nen auf H.; sie geht letztlich auf A. SELBERG zuriick und ist verschiedentlich in der 
Literatur, allerdings meist fiir beschr~inkte Realisierungen von H., genannt (vgl. 
etwa [8]). 

S a t z  1: Sei k > 2n ganz rational, f eine auf H. holomorphe Funktion und det (y)k/2 f(z) 
dort beschrdnkt. Dann gilt mit einer nur yon n und k abhiingigen numerischen Konstan- 
ten ank 

f(w) = a.k ~ f ( z ) d e t ( 5 -  w)-kdet(y)k dVz (2) 
H n 

ffir alle w �9 H,. 

Der Beweis lfil3t sich leicht fiihren, indem man H.  mittels einer Cayleytransforma- 
tion auf den veraUgemeinerten Einheitskreis E. abbildet. Dieser besteht aus allen n- 
reihigen symmetrischen Matrizen ( mit 1 - ( ~ - >  0. Es handelt sich um ein be- 
schrfinktes symmetrisches Gebiet im Sinne yon E. CARTAN. Die Cayleytransforma- 
tion werde noch so normiert, dab der Punkt w �9  auf den Nullpunkt abgebildet 
wird. Das in Frage stehende Integral wird dann berechnet, indem man die Potenz- 
reihenentwicklung vonfnach  Potenzen von ( = ~ + i q ansetzt, nach homogenen 
Bestandteilen gleichen Grades zusammenfaBt und die Konvergenz von 

d e t ( 1  - (()~d~d~l ( l  > - 1) 
E n 

nach L. K. HUA [2] benutzt. 

Aus dieser Integralformel leitet man sehr einfach die Integralgleichung fiir beliebige 
Spitzenformen her. Beachtet man, dab ffir Spitzenformen f vom Gewicht k die 
Gr613e det (y)k/2f(z) beschr~inkt ist, so erh~ilt man fiir k > 2n 

f(w) = a.k ~ f(z)det(~--  w)-k det(y)k dvz 
H n 

= a.k/2 ~ Sf(m < z >  )det(m < z >  - # ) - k d e t ( I m g m < z >  )kdvz 
m ~ F  n F n 

= a,~/2 ~, Sf(z)det(m < z >  - ff)-kdet(cz + d)-kdet(y)kdv,, 
m~.F n F n 

f(w) = a,k/2 { f  pk ( . , _  #)}. (3) 
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Hierbei ist 

Pk(z,w) = ~ d e t ( m < z >  + w)-kdet(cz + d) -k 
m ~ F  n 

die in [3] eingeffihrte Poincar6sche Reihe vom Typ 1. Diese Integralgleichung (3) 
stellt schon eine erste Metrisierungsformel dar. Die Poincar6schen Reihen haben 
bemerkenswerte Eigenschaften, die man [3] entnehmen kann: 

(i) Ffir m �9 Sp (n, R), z, w �9 H. gilt 

det (m < z > + w) det (cz + d) = det (ff~ < w > + z) det (?w + ~r) 

- 1 [  1 011 *)" ~ " beschreibt einen Antiautomorphismus von mit ~ = m 0 - " 

Sp(n,I~); 

(ii) die Reihe der Betr/ige erffillt 

I P~(z,w) [ < [pk(i l , i l )]  

gleichm/il3ig in dem Produkt zweier Vertikalstreifen V(6) x V(6) positiver 
Mindesth6he 6. Vertikalstreifen sind Bereiche 

V(6) = { z e H .  I a(x 2) < 6-1,y > 6 1 } (3 > 0); 

(iii) det (y)k/Z ~ ist beschr~inkt ffir alle z �9 H. und w aus einem Kompak- 
tum in H.. 

Die Aussage (i) prfift man sofort nach, (ii) ist eine Folge von (i) und einer trivialen 
Determinatenabschfitzung, (iii) ist der sogenannte Satz von Godement; er kann aus 
der Formel (2) nach einer Idee von C. J. EARLE hergeleitet werden. Man vergleiche 
dazu die Ausffihrungen in [5] fiir einen verwandten Typ von Poincar6schen Reihen. 
Mit Hilfe dieser drei Eigenschaften erkennt man leicht, dal3 die Reihen pk (Z, W) 
sowohl als Funktionen von z wie auch als Funktionen von w Spitzenformen vom 
Gewicht k darstellen. Geht man verm6ge der Cayleytransformation 

= q(z + v~)(z + w) -1 q- l ,  (Img w) [q'] = 1 

in den Einheitskreis fiber, so erweisen sichjene Reihen als die gew6hnlichen Poinca- 
r6schen Reihen, die mit Hilfe von Potenzen der Funktionaldeterminaten gebildet 
werden. Man erkennt jetzt auch, dab die bei der Herleitung von (3) aus (2) vorge- 
nommene Vertauschung von Summation und Integration erlaubt ist, da gleichm/i- 
8ige Konvergenz vorliegt. Letztlich sind somit auch alle notwendigen Konvergenz- 
untersuchungen der Formel (2) zu entnehmen. 

*) Allgemein sei fiir Matrizen a [b] = b'ab erkl/irt, wobei b' die zu b transponierte Matrix 
bezeichnet. 
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Unter einem Entwicklungstyp von Moduiformen verstehe man eine abz/ihlbare 
Familie {hv (z) } yon holomorphen Funktionen auf H., so dab sich jede Modulformf 
als 

f(z) = ~ at h~ (z) 
t 

darstellen 1/igt. Dabei sollen die Koeffizienten av durch eine I ntegraltransformation 
vom Typ 

at = S f(z) st (z) dz (4) 
K 

mit stetigen Funktionen s tund einem Kompaktum K in H. als I ntegrationsbereich 
gewonnen werden k6nnen. Beispiele werden durch die Fourierentwicklungen bzw. 
Taylorentwicklungen beziiglich ~ im Einheitskreis E, gegeben. Als Integraltransfor- 
mation (4) fungiert dabei die elementare Formel ffir die Fourierkoeftizienten perio- 
discher Funktionen bzw. das Cauchysche Integral. - Die Abbildung 

f ~ f * ,  f *  (z) = f ( -  ~) 

ffihrt offensichtlich automorphe Formen beziiglich einer Untergruppe G von 
Sp(n, R) in automorphe Formen bezfiglich d fiber. Ffir die Modulgruppe gilt ~. 
= F., so dab , einen Isomorphismus zwischen Siegelschen Modulformen be- 
schreibt. Mit {ht} ist daher auch {hl} ein Entwicklungstyp von Modulformen. 
Nun gilt 

Satz 2: Sei k > 2n und A. eine Untergruppe yon F.; f~r einen Entwicklungstyp {hi} 
gelte 

det (m < z > + w)- k det (cz + d)- k # = ~ gt (Z) hv (w), (5) 
m E A  n t 

wobei sich die Koeffizienten gv wieder nach (4) bestimmen lassen sollen. Dann stellen 
die mit diesen Funktionen gebildeten Poincarbschen Reihen Modulformen yore Ge- 
wicht k dar und erfullen 

(a) G~(z; gt) = ~" r. gt(m < z >  )det(cz + d) -k konvergiert absolut gleichmdflig 
mean\ 

auf Vertikalstreifen positiver M indesth6he, 

(b) det (y)k/2 ~ ist beschrdnkt auf H., 

(r (z, w) = (z; gt) hv* (w). 
t 

Beweis: Zun~ichst sei bemerkt, dab die im Satz genannte Teilreihe von P~ (z, w) 
wegen der Symmetrierelation (i) eine automorphe Form in w bezfiglich z~. ist. Daher 
ist eine Entwicklung jener Teilreihe naeh {h~*} zwar zu erwarten; ihre Existenz 
wird jedoch ausdrficklich gefordert. An Hand des Cauchykriteriums erkennt man, 
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dab sich die Eigenschaft (a) verm6ge der Integraltransformation (4) aus (ii) und der 
daraus resultierenden absolut gleichm/iBigen Konvergenz von p k (z, w) (z aus 
Vertikalstreifen positiver Mindesth6he, w aus einem Kompaktum in H,) ergibt. Die 
Aussage (b) fibertr~igt sich direkt aus (iii) mittels jener I ntegraltransformation, und 
auch (c) kann so eingesehen werden. 

Nimmt man fiir A. die Untergruppe A. der Translationen und als Entwicklungstyp 
Fourierreihen, so wird man auf die in [6] eingefiihrten Poincar6schen Reihen 

~a. e2~ia(t . . . .  )det(cz + d)-k 
m \ F n  

geffihrt. Legt man A. = { _+ 1 } und Taylorentwicklungen zugrunde, so erh~ilt man 
die Poincar6schen Reihen vorn Typ 2 aus [3]. S~imtliche urspriinglich nur miihsam 
durchzufiihrenden Konvergenzuntersuchungen von Poincar~schen Reihen sind 
somit eine einfache Folge der Eigenschaften (i) - (iii). 

Die in diesem Satz gewonnenen Poincar6schen Reihen stellen auch Spitzenformen 
dar, weil pk (z, w) Spitzenform beziiglich z ist. Man bestimme n~imlich die 
Gk.(z;g,) aus (c) mittels der Integraltransformation (4) zu 

= - w) s ,  ( -  dw  
- K  

und berechne den t-ten Fourierkoeffizienten nach der Formel 

- I [ Pk,(z,w)sv(- ~,)e - 2~i"('Z)dwdx. 
x m o d  1 - K  

Der Satz von Fubini zeigt, dab dieses Integral fiirt > 0 verschwindet. DaB die 
Poincar6schen Reihen Gk.(z;g~) den Raum aller Spitzenformen vom Gewicht k 
aufspannen, ist eine Folge von (3). Ist ngmlichfeine beliebige Spitzenform, so gilt ffir 
den v-ten Koeflizienten der Entwicklung 

f(w) = ~ a~ h~ (w) 
v 

nach (3) und (4): 

a, = S f(w) s~ (w) dw 
K 

= a.k/2 ~ ( I f ( z )  pk (z, -- ~) det (y)k dvz)s~ (w) dw 
K F n 

= a.k/2 I f ( z ) (S  "pk (z, -- ~,) S~ (W) dw) det (y)k dvz 
F n K 

= a.k/2 {f, G~ (*; gO}. 
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Die Anwendung des Satzes von Fubini ist erlaubt, weil det (y)kf(z) auf F, und 
pk (Z, -- ~) fiir z e F,, w ~ K beschr/inkt sind. Es gilt somit fiir jede Spitzenform f 

f(w) = a,k/2 ~ {f, Gk.(*;g~)} hv(w). 
V 

Steht f also senkrecht auf allen Poincar6schen Reihen G. k (,; g~), so verschwindetf 
identisch. - Damit ist auch 

a~ (f) = a.t/2 {f, Gk. (*; gO} 

fiir beliebige Spitzenformenfgezeigt. Man beachte aber, dab die Funktionen g, und 
h~ im allgemeinen verschieden sind. Der bei den Poincar~schen Reihen vom Expo- 
nentialtyp vorliegende Spezialfall g~ = h~ stellt also eine Ausnahmesituation dar. 
Nur in diesem Fall gelten die sogenannten Grundformeln der Metrisierungstheorie, 
wonach das Skalarprodukt zwischen einer beliebigen Spitzenformfund der zum v- 
ten Glied eines Entwicklungstyps geh6rigen Poincar~schen Reihe Gk, (*; hv) bis 
auf einen unwesentlichen Faktor gerade der v-te Entwicklungskoeffizient vonfist.  
Es besteht ein derartiger Zusammenhang vielmehr zwischen den Koeffizienten eines 
ersten Entwicklungstyps {h~} und den Poincar6schen Reihen zu einem zweiten im 
allgemeinen davon verschiedenen Entwicklungstyp {g~}. {h~} und {g~} sollen kom- 
plement/ir zueinander heil3en. Diese Kopplung wird durch die Beziehung (5) be- 
schrieben. - Zusammenfassend kann formuliert werden 

Satz 3: Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Satz 2 gilt: 

(a) Die Poincarbschen Reihen G k (z; gd spannen den vollen Raum der Spitzenfor- 
men auf ( Vollstdndigkeitssatz), 

(b) es gelten die Metrisierungsformeln 

a~ (f) = a.k/2 {f, G~ (*; g~)}, 

wobei die a v die Koeffizienten yon f i n  seiner Entwicklung nach {hv} sind 
und die Poincarbschen Reihen zu dem zu {h~} komplementdren Entwicklungs- 
typ {g~} gebildet werden. 

2. Als Anwendung der obigen Theorie soil nun eine Metrisierungstheorie ffir 
Poincar6sche Reihen zu Jacobiformen entwickelt werden. Das Prinzip der Quer- 
summation wiirde nicht erkennen lassen, ob man iiberhaupt und wenn ja, wie man 
zu Poincar6schen Reihen gelangen kann, welche den Raum der Spitzenformen 
aufspannen. Dagegen zeigt der im ersten Abschnitt vorgenommene Aufbau einen 
Weg, geeignete Jacobiformen ausfindig zu machen, mit deren Hilfe eine Metrisie- 
rungstheorie ffir Siegelsche Modulformen mit Einschlul3 des Vollstfindigkeitssatzes 
und der Grundformeln der Metrisierungstheorie erhalten werden kann. Jacobifor- 
men wurden fiir n = 1 yon EICHLER/ZAGIER [-1] und fiir beliebiges n von T. YAMAZA- 
KI [9] eingefiihrt. 
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Definition: Es seien n, k natiirliche Zahlen, t > 0 und ganz. Eine Jacobiform vom 
Gewicht k, Grad n und Index t ist eine holomorphe Funktion 

4 : H .  x C " ~ C  

mit folgendem Transformationsgesetz gegeniiber F. • 711": 

4 ( m < z l > , ( c z l  + d ) ' - i  z2) = det (ezi + d)ke 2"i'Z2'~czl + n)'l cz2 4(z1,z2) (6) 

)~r alle m ~ F., 

4 ( Z 1 , Z  2 At- Z 1 ,~ -1- # )  = e -  2 n it (z 1 [2] + 2 2' z2 ) t~ (Z1 ,Z2  ) (7) 

ffir alle 2, p e 71" (geschrieben als n-reihige Spalten). 

Jeder Jacobiform 4 vom Gewicht k, Grad  n, Index t ordne man nun eine holomor-  
phe Funkt ion 4 * : H ,  + 1 ~ C zu verm6ge 

4 . ( z l  z2) = 4(z1,z2)e2. i , z"  
~Z 2' Z 4 

Eine einfache Rechnung zeigt, dab die Gesetze (6) bzw. (7) f/Jr 4 dem Transforma- 
tionsverhalten (1) yon Modulformen vom Gewicht k ffir 4 "  beziiglich 

(a0 0) (100 
m* l =  0 1 0 0 bzw. m =  2' 1 l[ x 

c O  d O  1 - 2  
0 0  0 1 0 0 1 

entsprechen. Diese Modulsubsti tutionen erzeugen die Untergruppe C, + 1 aller Ele- 
mente aus F.+ 1, deren letzte Zeile der (n + 1)-te Einheitsvektor ist. Somit entspre- 
chen den Jacobiformen 4 vom Index t, Gewicht k und Grad  n gewisse au tomorphe  
Formen 4 "  vom Gewicht k bezfiglich der Gruppe  C. + 1 in eineindeutiger Weise. - 
Beispiele von Jacobiformen werden durch die Fourier-Jacobi-Entwicklungen Sie- 
gelscher Modulformen geliefert. Allgemeiner gilt 

Satz 4: Sei f eine auf Hn+ 1 erklgirte automorphe Form bezfiglich Cn+ i vom Gewicht k 
und beschNinkt in Bereichen y > 61 (6 >0). Spaltet man z in 

Z1 Z2 I z = vom Typ (n, 1) 
Z 2' Z 4 

auf, so sind die Koeffizienten 4t(z l, z2) der Fourierentwicklung yon f beziiglich z4, 

f(z) = ~ 4,(Zl,Z2)e 2~i'z',  
t>_O 

Jacobiformen vom Grad n, Index t und Gewicht k. 
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Beweis: Da C. + 1 die Translationen als Untergruppe enthfilt, existiert eine Fourier- 
entwicklung 

f(z) = ~ ere 2 =i~ (tz), 
t>_O 

wobei fiber alle halbganzen (n + 1)-reihigen t summiert wird. Die Beschrfinktheits- 
forderung ffirfbedingt ct = 0 ffir nicht positiv semidefinites t. Spaltet man z und t in 
der oben angegebenen Weise auf, so folgt 

mit 

f ( z ) =  ~ cb,(zl, zz)e 2~i'z" 
t~O 

�9 ,(zl,zz) = ~ c(tl, tz)e 2~i"('' z, + t2z2') (8) 

und der Summationsbedingung 

t~ > 0, halbganz; t 2 ganz, t2'/2 > 0. 

Man nutze zunfichst das Transformationsverhalten vonfgegenf iber  m* 1 aus. Es 
wird 

( m < z ~ >  (czt +d)'-~z2 ) 
( m *  1) < z > = , (9) 

* z4 - z2' (czl + d)-  t CZ 2 

also 

f ( m < z > ) =  ~ q ~ t ( m < z l > , ( c z l  + d ) ' - l z2 )e  z"it~'-z2'(~z~ +a)-~z~) 
t>_O 

= det(cz l + d )  k ~ cb,(zl, zz) eZ~/tz4. 
t_>O 

Koeffizientenvergleich in dieser Fourierentwicklung bezfiglich z 4 liefert das Gesetz 
(6). Bei den fibrigen Erzeugenden von C,+ 1 kann man sich auf#  = ~c = 0 beschr~in- 
ken, da die Periodizitfit von ~t bezfiglich z 2 unmittelbar klar ist. Es wird jetzt 

also 

zl z2 z12+z2 ~ (10) (; z)(1o 

t~O 

~--- ~ ~ t (ZDZ2)  C 2ni tz4 .  
t>O 
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Durch Koeffizientenvergleich bekommt man nun das Gesetz (7). 
Bemerkung: Im Hinblick auf diesen Zusammenhang nimmt man die Existenz einer 
Fourierentwicklung vom Typ (8) in die Definition der Jacobiformen als dritte 
Bedingung auf. Man spricht von Spitzenformen, wenn man die Summation in (8) 
sogar aufpositiv definite Matrizen beschr/inken kann. Solche Jacobi-Spitzenformen 
treten in den Fourier-Jacobi-Entwicklungen Siegelscher Spitzenformen vom Grad 
n + l  auf. 

Um Satz 2 zur Anwendung zu bringen, untersuche man die folgende Teilreihe von 
P~ + 1 (z, w), 

^ k  P,+x(z,w)= ~ d e t ( m < z >  + w ) - k d e t ( c z + d )  -k. 
meCn + 1 

Aus den Formeln (9) und (10) entnimmt man die wichtige Beobachtung, dab die 
Abh~ingigkeit des allgemeinen Reihengliedes yon z4, w4 durch 

m < z >  + w = (  * * ) 
�9 . . .  + z4 + w4 + ... 

bestimmt wird, wobei die freien P1/itze unabh/ingig von z4, w4 sind. Hierdurch wird 
letztlich sichergestellt, dab man Poincar6sche Reihen zu Jacobiformen bekommt. 
Man erh/ilt n/imlich die folgende Gestalt der Fourierentwicklung 

pk+l(Z,W) = ~ ,  (za, z2;wl, w2)eZ~i,(z, +w,)  
t 

(11) 

Berficksichtigt man noch, dab det (y)k/2 ] pk + 1 (Z, W) ] bei festem w gleichm/il3ig in 
zeH,+ 1 nach (iii) beschr/inkt ist, so genfigt es, die Summation in (11) fiber positive t 
zu erstrecken. Nach Satz 4 sind nun die dabei auftretenden Koeffizienten 
~t (zl, z2; wl, w2) als Funktionen von zl, z2 Jacobiformen vom Index t, Gewicht k 
und Grad n. 

Die Poincar6schen Reihen zu den so gefundenen Jacobiformen ~t (*; wl, W2) besit- 
zen nun die ffir die Metrisierungstheorie relevanten Eigenschaften. Man hat auBer- 
dem die frfiheren Untersuchungen etwas zu modifizieren. Es bleiben n/imlich die im 
ersten Abschnitt vorgenommenen Betrachtungen auch richtig, wenn die Funktio- 
nen hv nur von einem Teil der Elemente von z abh/ingen und als Koeftizienten av 
Funktionen in den �9 fibrigen Elementen von z zugelassen werden. Man kann also den 
Entwicklungstyp 

h,(z) = e 2 ~ i, z4 (t = 0, 1, 2 . . . .  ) 

verwenden und bekommt nach den S~itzen 2 und 3 

Satz  5: Fi~r k > 2n + 2 gilt: 
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(a) Die Poincarbschen Reihen 

k '^ (*;wl, H.+i(z, @, w2)) 

1~ "W W ~"2"itm<Z>'det(cz W d) -k = ~ t ( m < z > D m < z > 2 ,  l, 2J~ 
meCn + Fn + 1 

konvergieren absolut gleichmiiflig beziiglich z auf Vertikalstreifen positiver Min- 
desth6he und stellen Spitzenformen (n + 1)-ten Grades vom Gewicht k dar, 

(b) die Funktionen 

det (y)k/2lHk+l (Z; ~, (*; Wi, W2))~ 

sind beziiglich z beschNinkt auf H. + 1, 

(c) es gilt 

pk+I(Z,W ) = • Hk.+i(Z: ~,(*;wi, w2))e 2~i'w', 
t>0 

(d) die Poincarbsehen Reihen H.+lk (z; ~t (*; wl, w2)) spannen den Raum aller Spit- 
zenformen auf ( Vollst?indigkeitssatz), 

(e) es gelten die Grundformeln der Metrisierungstheorie J~r die Fourier-Jacobi- 
Koeffizienten beliebiger Spitzenformen f 

H.+ i @,(f)(wi, Wz)=a+ l ,k /2{ f  k (*;~,(*;--ffi,--W2))}. 

Die naheliegende Frage, ob die Poincar6schen Reihen zu beliebigen Jacobiformen 
konvergieren und Modulformen darstellen, kann nicht immer bejaht werden. Man 
kann aber zeigen 

Satz 6: Sei 4~, eine Jacobiform vom Gewicht k > 2(n + 1), Grad n und Index tund sei 

det (yt) k/2 ~t (zi, Z2) e2 ~ i, z4 

beschrginkt in H, + 1. Dann konvergiert die mit dieser Jacobiform gebildete Poincarb- 
sche Reihe und stellt eine Spitzenform (n + 1)-ten Grades dar. 

Beweis: Als Majorante der Poincar6schen Reihe kann offensichtlich 

k Q,+i (z) = ~ det (Img m<z>i) -k /2 lde t (cz  + d)] -k 
meCn + 1 \ Fn + 1 

gleichm/il3ig in H,+ 1 verwandt werden. Nun gilt (vgl. [4]) 

Q.k+i(z) • Q.k+a(il) 

gleichm/il3ig in Vertikalstreifen positiver Mindesth6he. Die Majorante Qk+ 1 (i 1) 
l~il3t sich auch schreiben als 
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meCn~+l\rn+l r / 2 ( i  1) k/2 

mit 

m z> 
t/2 

Mit bew/ihrten Hilfsmitteln der symplektischen Geometrie zeigt man, dag Konver- 
genz vorliegt, falls 

F*,  ~ y2 k/2 dvz < ~ .  
det y �9 a 

Hierbei ist F* irgendein Fundamentalbereich von C, + 1, etwa 

F* = {zeH.+ 1 Izl ~F., x,y  3 reduziert mod 1 }, 

und y wird analog zu q in 

(o 
aufgespalten. Fiir das Volumelement gilt 

dvz = det (y) -" -2dxdy ,  dy = det (yx)dyl dy2dy3, 

also ist obiges Integral gleich 

det (Yl)-"- l y2k /2  - n  - 2 d x  dy I dy 2 dy 3 
F*,  det y ~ a 

<<- ~ dvz, ~ y2k/2 - " -  2 dy 2 
F* Y2 ~ b 

mit geeignetem b. Man hat Konvergenz fiir k > 2 (n + 1). - U m  nachzuweisen, dab 
es sich um Spitzenformen handelt, wende man den bekannten Siegelschen cp_ 
Operator an. Der betreffende Grenzprozel3 kann gliedweise vollzogen werden, weil 
gleichm~il3ige Konvergenz in Vertikalstreifen positiver Mindesth6he vorliegt. Alle 
Reihenglieder von Qk+ 1 (z) mit Ausnahme des ersten (m = 1) streben gegen Null bei 
dem Grenzprozel3 Z4---~io9. Ffir m= 1 ist das betreffende Glied von Qk+l(z ) un- 
abhfingig von z4; dennoch strebt das erste Glied der Poincar6schen Reihe gegen 
Null, weil der Faktor e 2~iz' auftritt. Also handelt es sich um Spitzenformen. 

Man kann zeigen, dab die gemfil3 Satz 2 erhaltenen Jacobiformen ~t(zl,z2) die in 
Satz 6 geforderte Beschr/inktheitsbedingung erfiillen. - Zum Schlul3 soil zumindest 
fiir den Fall n = 1 nachgewiesen werden, dab dariiber hinaus sfimtliche Jacobifor- 
men, die bei den Fourier-Jacobi-Entwicklungen Siegelscher Spitzenformen auftre- 
ten, auch dieses Wachstumsverhalten besitzen. Zu allen diesen Jacobiformen kann 
man also Poincar6sche Reihen bilden. 
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Satz 7: Sei f eine Siegelsche Spitzenform zweiten Grades vom Gewicht k und 

f ( z )=  ~ r  2~i 'z '  
t>0 

ihre Fourier-Jacobi-Entwicklung. Dann ist 

ylk/2~t(zl, z2) e 2 "it  ~, 

gleichmiiflig in z e H 2 beschrginkt. 

Beweis: Durch Zusammenfassung der Fourierentwicklung von f bekommt man 

Y l k / 2 ~ t ( g l ,  Z z ) e 2 n i t Z ' = Y l  k/2 2 c ( t l ,  t2) e z ~ i ( t l z l +  2t2z2+tz ' ) ,  (12) 
t 1 , t2 

w~ die Summati~ iiber alle tx, t2 zu erstrecken ist, ffir die ( t '  ? )  rE' halbganz und 

positiv ist. Wegen der Invarianz yon 

yl  k/2 [ 4, (zl, z2) e 2 ~ i, z4 I 

gegeniiber C2 genfigt es, eine Absch~itzung dieser Funktion fiir 

ly2l < 1/2 y~, Yl >6 (6>0) 

zu finden. Nun erffillen die Koeffizienten c (t~, t2) 

e(ti, t2) = O(det( tl ;2)) k/2 
t2 

weilfSpitzenform ist. Nach einfacher Rechnung bekommt man als Majorante von 
(12) in dem genannten Bereich die Reihe 

yl k/2 ~ t ] e  -t 'yl .  (13) 
t,>O 

mit positivem l. Hierbei sind endlich viele Anfangsglieder wegzulassen. Diese Majo- 
rante ist aber in Yl -> 6 besehr~inkt. AuBerdem stellen einzelne Reihenglieder von 
(12) ohnehin beschr~nkte Funktionen dar, so dab die Behauptung gefolgert w~rden 
kann. 

AbschlieBend sei noch bemerkt, dab sich die Untersuchungen des 2. Abschnitts his 
Satz 6 einschlieBlich auch fiir eine beliebige Aufspaltung 

Z2 t 7,4. 

mit m-reihigem z 4 durchfiihren lassen. Der Begriff der Jacobiform ist dabei in 
naheliegender Weise zu verallgemeinern. 
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