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Konstruktionsmethoden und das kombinatorische
Homdéomorphieproblem fiir Triangulationen
kompakter semilinearer Mannigfaltigkeiten

von U. PACHNER

1. Einleitung: Das Studium der Geometrie der Simplizialkomplexe hat eine lange
und reiche Tradition. Obwohl dieses Gebiet durchaus genligend Leben aus der
Kraft und Schonheit seiner Strukturaussagen bezieht, ist seine Entwicklung und
Bedeutung in weit starkerem Mafe gepragt von den weitverzweigten Anwendungen
und nicht zuletzt auch von dem Bediirfnis, algebraische und topologische Sachver-
halte geometrisch interpretieren zu kénnen.

In der kombinatorischen Topologie zihlt die Methode der stellaren Unterteilun-
gen zum unentbehrlichen Handwerkszeug, Eine Grundlage hierfiir liefert der funda-
mentale Satz iiber die Aquivalenz des Homdomorphieproblems fiir kompakte
Polyeder (im semilinearen Sinn) mit der stellaren Aquivalenz beliebiger Triangulie-
rungen dieser Polyeder (siehe z. B. in [1, 13]). Dieser Satz ist 1970 von EwALD und
SHEPHARD fiir konvexe Polytope verschirft worden [12]. Das Interesse an solchen
Untersuchungen ist durch neuere Anwendungen firr Ficher torischer Varidtéiten
weiter bereichert worden [7, 9, 11, 22].

Bei simplizialen Kugeln und Sphéren hat sich fiir viele Problemstellungen der
Schélbarkeitsbegriff als besonders schlagkriftig erwiesen. Der Nachweis der
Schélbarkeit polytopaler Sphéren durch BRUGGESSER und MANI [5] und der Beweis
der Upper Bound Conjecture durch MCMULLEN [21] zédhlen sicherlich zu den
Hohepunkten dieser Entwicklung. Als eine weitere Anwendung erwdhnen wir die
Parametrisierung von COHEN-MACAULAY RINGEN zu schilbaren Komplexen durch
KInD und KLEINSCHMIDT [ 16]. Ferner besteht auch ein rein topologisches Interesse
an solchen Untersuchungen. Bis heute ist ndmlich die Frage ungel6st, ob es iiber-
haupt einen Algorithmus gibt, mit dessen Hilfe entschieden werden kann, ob eine
gegebene kombinatorische Mannigfaltigkeit eine Kugel oder Sphire ist (siche z. B.
in [6]). Die Schilbarkeit liefert hier ein hinreichendes, algorithmisch angehbares
Kriterium. Bei den Gegenbeispielen zur Hirschvermutung fiir 3-Sphéren von MaNI
und WALKUP findet man eine praktische Anwendung fiir diese Beweismethode [20].

Leider hat sich herausgestellt, daB der Schilbarkeitsbegriff nicht so allgemein wie
die stellare Aquivalenz ist. So weiB man seit einiger Zeit von der Existenz nicht
schéilbarer, simplizialer semilinearer Kugeln ab Dimension 3 [17] und von der
Existenz nicht semilinearer und damit nicht schélbarer triangulierter Sphiren ab
Dimension 5 (EDwARDS [8]). Mittlerweile ist sogar nachgewiesen worden, dafl auch
die semilinearen Spharen nicht alle schilbar sind (MANDEL, 1982 [19]).

Diese Einschrinkungen sind mit eine Motivation fur die Suche nach weiteren



70 U. Pachner

Konstruktionsmethoden, die einerseits allgemeiner als Schilungen sind, mit denen
sich aber andererseits Probleme angehen lassen, die stellaren Aquivalenzen bisher
nicht zugénglich sind. Im Hintergrund steht dabei natiirlich auch die Tatsache, daB3
einige der genannten Ergebnisse durchaus verallgemeinert werden konnten - aller-
dings nur mit tiefliegenden Hilfsmitteln der algebraischen Geometrie und der
homologischen Algebra. So gilt die CoHEN-MAcCAULAY Eigenschaft und die Upper
Bound Conjecture allgemein fiir simpliziale Spharen (REISNER [26], STANLEY [28]).

Im Mittelpunkt unserer Untersuchungen stehen bistellare Operationen. Hierbei
handelt es sich um ganz spezielle Kombinationen von je einer stellaren und einer
inversen stellaren Unterteilung. In einer Arbeit von 1978, in der EwALD sein
gemeinsames Ergebnis mit SHEPHARD durch Anwendung eines BRUGGESSER/MANI
Schélprozesses verschirft [10], werden diese elementaren Operationen wegen ihres
engen Zusammenhanges mit Schilungen zum erstenmal als eigenstindige Opera-
tionen studiert. In [23, 24] sind die Ergebnisse von EwALD fiir Polytope weiter
ausgebaut und teilweise auf allgemeinere Mannigfaltigkeiten ausgedehnt worden.
Eine praktische Anwendung dieser Ergebnisse findet man in der Konstruktion aller
1142 simplizialer 4-Polytope mit 9 Ecken bei ALTSHULER, BOKOWSKI und STEINBERG
[2]. Eine neuere interessante Anwendung bistellarer Operationen findet man bei
DaniLov [7] im Beweis eines Zerlegungssatzes fiir Morphismen torischer Varieté-
ten.

Wir zeigen hier als Hauptergebnis, daB fiir geschlossene semilineare Mannigfal-
tigkeiten die bistellare Aquivalenz gleichbedeutend mit der stellaren Aquivalenz
(also mit der p.1. Homéomorphie) ist. Insbesondere 148t sich also jede semilineare
simpliziale Sphére durch bistellare Operationen aus dem Randkomplex eines Sim-
plexes gewinnen. Hiermit kénnen wir dann weiter zeigen, daB jede semilineare
simpliziale Sphire Randkomplex einer schilbaren simplizialen Kugel ist, eine Ei-
genschaft, von der man bisher annahm, daB sie stirker als die bistellare Aquivalenz
ist [13]. Als weitere Folgerung zeigen wir, daB man jede semilineare simpliziale
Kugel durch elementare Schilungen, inverse elementare Schilungen und bistellare
Operationen aus einem Simplex erzeugen kann.

Zum AbschluB geben wir noch einen Zusammenhang zwischen bistellaren Aqui-
valenzen und h-Vektoren geschlossener simplizialer Mannigfaltigkeiten. Dem h-
Vektor einer simplizialen Mannigfaltigkeit entspricht eindeutig der f-Vektor, der als
Komponenten die Anzahlen f; der i-dimensionalen Zellen hat. Mit Hilfe bistellarer
Aquivalenzen legen wir dann einen trivialen Beweis der DEHN-SOMMERVILLE Glei-
chungen vor und geben einige zur g-Vermutung von MCMULLEN [4, 21, 29]
dquivalente Aussagen an. Diese Beziehungen demonstrieren die Nihe bistellarer
Aquivalenzen zu Schilungen und die Vorziige gegeniiber stellaren Aquivalenzen.

2. Schdlungen und stellare Vertauschungen

Zu Beginn listen wir die notwendigen Definitionen und Begriffe auf. Sei € ein
endlicher Simplizialkomplex im euklidischen Raum. Die Elemente aus € heillen
Zellen von €, Ecken von € sind die 0-Zellen, Kanten die 1-Zellen und Facetten die
(bzgl. Inklusion) maximalen Zellen von %. Die Dimension n = dim% von € ist die
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maximale Dimension der Zellen von %, € heillt dann simplizialer n-Komplex.
Haben alle Facetten von € gleiche Dimension, so heilit € homogen.

Fiir A € € bezeichnet st (4;%6): = {Be%: A C B} den (offenen) Stern von Ain €, st
(4;%) ist der kleinste Subkomplex von %, der st(A4;%) enthilt, ast(4;%):
= {Be%:Bn A =0} ist der Antistern von A in ¢ und link(4;%): = st(4;%) N
ast (A; ) heibt Verkettungskomplex von A in 4. Die Tidgermenge von % ist definiert
durch |%|: = U ¥. Mit ¥ ~ ¥’ bezeichnen wir die Isomorphie zweier Komplexe,
des ofteren verwenden wir aber auch das Gleichheitszeichen, wo Isomorphismen
zugelassen sind.

Fiir ein konvexes Polytop P bezeichnet P den natiirlichen Seitenverband von P
und #(P): = P\{P} den Randkomplex von P.

Im folgenden bezeichnet T stets ein d-Simplex. Sphiren Kugeln, Mannigfaltig-
keiten und Hom6omophismen sind stets als p. l. Sphdren usw. zu verstehen. Simpli-
ziale Sphdren, Kugeln bzw. Mannigfaltigkeiten sind endliche Triangulierungen von
Sphdren, Kugeln bzw. Mannigfaltigkeiten.

Ist # eine simpliziale Mannigfaltigkeit mit |.#| = M, so bezeichnet bd M den
Rand von M und int M = M\bd M das Innere von M. Der Randkomplex Bd M ist
wie iblich definiert, also |Bd .#| = bd M, und Int #: = #\Bd #. Mit €€’ be-
zeichnen wir die Verbindung zweier Simplizialkomplexe (join in [12, 15]).

Definition 1: Sei # eine simpliziale n-Mannigfaltigkeit, A € Int .# und link (4; .#)
= % (B)- & fir ein Simplex Be #, dim A,dim B = 0.
Dann heift

KumM:=(M\A BB)-L)0B %) L

eine stellare Vertauschung.

Bemerkungen und Zusiitze:

1. Bei der obigen Operation wird natiirlich stillschweigend vorausgesetzt, da B mit
#(A)- & verbindbar ist und | #\ A -B(B)- £L|NnB-bdA-|¥|=bdA-bdB-|¥|
gilt. .# 148t sich geometrisch stets so realisieren, daB dies der Fall ist.

2. Es gilt stets k™', g = K(p, 4

3.ImFall & = {¢},alsodim A + dim B = n, heiBt y,: = 4. p: = K4, p €ine bistel-
lare k-Operation, falls dim A = k ist.

4.1Ist B = b ein Punkt, so heiBt 0 4: = 0,4 ;: = K4, ) €ine stellare Unterteilung. st
dabei 4 cine Facette, so heilt o, eine Facettenteilung. in diesem Fall gilt ¢, = y,,
d. h. jede Facettenteilung ist eine bistellare n-Operation. Ist 4 = a eine Ecke, so ist
Kap = 0 = 1, eine inverse Unterteilung und speziell fiir dimB =n ist dann
o5 & 1, eine inverse Facettenteilung bzw. bistellare 0-Operation.

5. Die Gleichung 4’ = x4 p, # beinhaltet im folgenden nicht nur die durch die
Definitionsgleichung gegebene mengentheoretische Beziehung zwischen .# und
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', sondern stets auch das Vorliegen der speziellen Voraussetzung in der Defini-
tion, was also stets zuséitzlich iiberpriift werden muB. Nur im Falle stellarer Unter-
teilungen sind diese Voraussetzungen trivial, d.h. stellare Unterteilungen sind
unbeschriankt durchfiihrbar.

6. Zwei geschlossene simpliziale n-Mannigfaltigkeiten 4, .4 heiBen stellar dquiva-
lent bzw. bistellar dquivalent, wenn sie durch eine Kette von stellaren und inversen
stellaren Unterteilungen bzw. durch bistellare Operationen ineinander iiberfiihrt
werden konnen. Zusétzlich sind jeweils Isomorphismen zugelassen. Schreibweise:
M M bzw. M M.

7. Fiir eine bistellare Operation y, p, gilt stets x4, 5 = 0p !5, (daher die Bezeich-
nung bistellar). Somit folgt aus der bistellaren Aquivalenz zweier Komplexe stets die
stellare Aquivalenz g = 05 '5,. Da nach Bemerkung 4 auch noch jede stellare
und jede inverse stellare Unterteilung eine stellare Vertauschung ist, sind die stellare
Aquivalenz und die Aquivalenz beziiglich stellarer Vertauschungen gleichbedeu-
tend. (Siehe Beispiele 1 bis 3 Seite 73)

Wir wollen zeigen, daB die bistellare Aquivalenz geschlossener simplizialer Man-
nigfaltigkeiten gleichbedeutend mit der stellaren Aquivalenz und damit auch gleich-
bedeutend mit der Hom6omorphie der Trigermengen der Mannigfaltigkeiten ist
(siehe [13]). Dazu bendtigen wir den Schilbarkeitsbegriff.

Definition 2: Seinen .#, ' simpliziale n-Mannigfaltigkeiten und # = .#' U F, wo
F eine Facette von .# und |.#’| n F eine (n— 1)-Kugel oder Sphire ist. Dann heiBt
der Ubergang von .# nach .4’ eine elementare Schélung von .#. Eine elementare
Randoperation ist eine elementare Schilung oder eine inverse elementare Schilung.
Lassen sich durch elementare Schilungen der Reihe nach sdmtliche Facetten
F,,...,F, von ./ entfernen, bis als letztes nur noch eine Facette F,, iibrigbleibt, so
heiBt .# schdlbar und (F,, ..., F,) eine Schdlung von 4.

Bemerkungen. 1. Ist (F,, ..., F,) eine Schilung von #,so gilt firi=1,...,r:

Fin( \J F;)=|st(B;%B(F)) = B;-bd 4,
Ogjgi-1
wo A,, B; Seiten von F; sind und A4, - B; = F; gilt. Eine schilbare Mannigfaltigkeit ist
eine Kugel oder Sphére. Es gilt dann 0 < dim B; £ n—1firi = 1,..,r, falls # eine
Kugelistund 0 £ dimB; <n—1firi=1,...,r — 1,B, =0, A4, = F,, falls I eine
Sphire ist.

2. Es gibt nicht schélbare simpliziale Kugeln und Sphéren [17, 19].

Beim Vergleich der Definitionen 1 und 2 sieht man sofort, daB eine elementare
Randoperation einer simplizialen Mannigfaltigkeit im Randkomplex der Mannig-
faltigkeit eine bistellare Operation induziert. Mit den Bezeichnungen von Bemer-
kung 1 zu Definition 2 erhélt man also:
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(L. 1) Réinder schiilbarer Kugeln sind bistellar dquivalent zum Rand eines Simplexes.
Ist (F,,...,F,) eine Schilung einer simplizialen d-Kugel A", so gilt:
Xa,---Xa BdA = B(T?).
Wie bereits erwdhnt, kennt man nicht schilbare simpliziale Kugeln. Auf die folgen-

de schwichere Fragestellung weil man hingegen bisher noch nicht die Antwort.
Wir werden spéter eine etwas schwéchere Aussage beweisen.

Problem 1. LBt sich jede simpliziale Kugel durch elementare Randoperationen in
ein Simplex iiberfithren?

Fiir einen weiteren Zusammenhang zwischen Schilungen und bistellaren Aquiva-
lenzen betrachten wir bistellare Operationen mit ausgezeichnetem Punkt p, wie sie
von EwALD [10] eingefiihrt worden sind.

Definition 3. Sei .# eine simpliziale n-Mannigfaltigkeit, p eine Ecke von .# und F
eine Facette aus ast (p; .#), so daB gilt:

F N5t (p; M) = 5t(A; B(F)) fir eine Seite O+ Ac B (F).
Dann kann man auf .# die bistellare Operation y, anwenden, und wir setzen
Xa = Lpr
Bemerkungen. 1. In einer geschlossenen Mannigfaltigkeit 4 ist x, genau dann
mdglich, wenn die Entfernung der Facette F aus ast (p; #) eine elementare Schilung
ist.
2. Bei simplizialen Polytopen taucht diese Operation auf, wenn man eine Ecke p des
Polytops geeignet "nach auBen zieht”, bis man eine Facette aus ast (p; 2 (P)) "sieht”.

Beispiele.

P

I

T

Aus Bemerkung 1 zu Definition 3 schliet man leicht:

(L. 2) Sphdren mit einem schéilbaren Antistern sind bistellar dquivalent zum Rand eines
Simplexes. Fiir eine simpliziale (d — 1)-Sphdre & ist (F,,...,F,) genau dann eine
Schdélung von ast (p; &), wenn gilt:

Apjpys+ - Xpip, = RBp-F,)=B(T.
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Es sei bemerkt, daB es simpliziale Sphiren mit einem nicht schilbaren Antistern gibt
[17]. Ungelést ist noch die Frage, ob es simpliziale Sphiren gibt, bei denen die
Antisterne simtlicher Ecken nicht schélbar sind.

Als letztes sei noch ein direkter Zusammenhang zu Schilungen von Sphiren
angegeben.

(L.3) Schdilbare Sphdren sind bistellar dquivalent zum Rand eines Simplexes. Es ist
(Fy, ... F,) genau dann eine Schilung der simplizialen (d — 1)-Sphdre &, wenn
XpiFy - - XpiF,_ Xy = B(T?) gilt.

Nach diesen Vorbetrachtungen wollen wir nun wie angekiindigt die Aquivalenz
von Homdomorphie und bistellarer Aquivalenz beweisen. Dazu bendtigen wir noch
einige Hilfssitze.

Lemma 1. Sei .# eine simpliziale n-Mannigfaltigkeit, A € Int M und p € link (A; 4).
Ferner gelte:

(1) ast(p; link(A; .#)) ist schdlbar,

(2) Int(ast(p;link(A; M))) N link (p; M) = {0 }.

Dann ist A ": = (M \ st(A; M) p-ast(P; B(A)- link(A; M) 4.

Beweis. Sei (S, . . .,S,) eine Schilung von ast (p; link (4; .#)). Dann ist
(A-Sy,...,A-8,) eine Schilung von ast(p;5t(A4; .#)) und es gilt

Apja.sq- 'Xp/A.S,gf(A;J”)
= p-ast(p; Bd(51(4; 4)))
= p-ast(p; #(A4)-link (4; .4)).
Diese bistellaren Operationen sind genau dann auch in ganz .# durchfiihrbar,wenn
die jeweils neu hinzukommenden Zellen nicht schon vorher zu .# gehoren. Dies

genau aber gewdhrleistet (2), und somit gilt auch

Xpra.sgXpja.s, M =M
Beispiel.

p
/AN —
W 31
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Bemerkung. Nach Definition 3 gilt
Xpia-sq- - -Xpja.s, = XaXA-By - -Xa.B,
mit
dmAd+1<dimA4A-B;<n—1fliri=2,...,r.

Lemma 2. Sei # eine simpliziale n-Mannigfaltigkeit, A € Int 4 und link (4, .#)
= B (B)- & fiir ein Simplex B ¢.4. Ist dann & schdlbar, so sind M und x 4 p M
bistellar dquivalent.

Beweis. Sei zunichst dim B > 0 vorausgesetzt. Es sei dann B = p- B’, wo p eine

beliebige Ecke von B ist. Dann gilt pelink (4; .#) und weiter:

(1) ast(p;link(4; .#)) = B'- & ist schilbar, da & schilbar ist,

(2) Int(ast(p;link (4; .#))) = B"- & enthdlt wegen p- B’ = B¢ .4 kein Element
aus link (p; #).

Nach Lemma 1 ist dann .# bistellar dquivalent zu

(#\A-BB)-L)up B -B(A) L =KupH.

Istdim B = O und dim A4 > 0, so erhélt man wie oben, daBl /4 ': = x4 p, .# bistellar
dquivalent zu.# = kg 4,.# ' ist. Im Fall dim 4 = dim B = 0 sind .#, .# ' natiirlich
isomorph.

Bemerkung. Ist & polytopal, so ist . nach einem Satz von BRUGESSER/MANI stets
schélbar [5]. Im Fall dim £ < 2 ist % nach dem Satz von STEINITZ (siehe z. B. in
[147) stets polytopal und damit auch schilbar.

Wir brauchen noch einen Vertauschungssatz iiber stellare Vertauschungen.

Lemma 3. Es sei # eine simpliziale Mannigfaltigkeit,
Kap M =(M\A -B(B)L)uB(A) B &,
kep L =(E\C-BD)-£VYuRB(C)-D- & und D ¢ M.

Dann gilt:
K@.c,0)Kia.py M = Ka,mKa.cop M)
link(B- C; k4.5 M) = B(A)- B(D) L’
link(A-C; #)=#(B)- #(D)- &L’ (3)
link (A; k(4.c,p) M) = B (B) K(c,py & 4

Aus Platzgriinden geben wir nur den groben Beweisgang an. Man zeigt zunéchst (2)
und dann hiermit, daB kg ¢ p) auf k4 g .# anwendbar ist. Mit Hilfe von (3) zeigt
man dann, daB x,.c p)-# wohldefiniert ist und bestimmt diese Mannigfaltigkeit.
Sodann kann man (4) und B¢ k4.c p)-# nachweisen, weshalb dann «, p, auf
K(a.c,p)-# anwendbar ist. Zum SchluB zeigt man dann die Identitdt (1).

Mit dem folgenden Darstellungssatz aus [25] erhalten wir das letzte Hilfsmittel fiir
unser Haupttheorem.
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Lemma 4. Jede simpliziale Sphire & besitzt eine eindeutige Darstellung
y=y1'...'y,,

wo die &; keine nichttrivialen Darstellungen als Verbindungen von Sphdren zulassen.

Zusatz. Unter den obigen Sphéiren der Zerlegung mégen auch Randkomplexe von
Simplexen auftreten. Thre Verbindung ist dann isomorph zum Randkomplex eines
Polytops - eines sogenannten Simplexoids P (Siehe [ 18]). Bezeichnet & die Verbin-
dung der restlichen Sphéren, so erhdlt man die Darstellung

$ =B(P)S".

Diese Darstellung ist unter der MaBgabe, dal P maximal sein soll, d. h. daB sich aus
&' kein Randkomplex eines Simplexes weiter abspalten 14Bt, dann ebenfalls eindeu-
tig. Natiirlich ist dabei zugelassen, daBl #(P) oder &’ verschwinden.

Wir kommen nun zum Beweis unseres Haupttheorems.

Theorem 1. Zwei geschlossene simpliziale M annigfaltigkeiten sind genau dann homéo-
morph, wenn sie bistellar dquivalent sind.

Beweis. Nach Bemerkung 7 zu Definition 1 geniigt es zu zeigen, daB stets
KapH S M gilt.

Fiir n: = dim.# < 4 folgt die Behauptung sofort aus Lemma 2 mit Bemerkung.
Ansonsten sei link (4; #) = #(B)- & und sodann ¥ = #(P)- & die eindeutige
Darstellung von .% nach dem Zusatz zu Lemma 4. Wir fiihren dann den Beweis
weiter durch Induktion nach m: = dim .

Im Fall m < 2ist & und damit auch # (P)- & schilbar. Die Behauptung folgt dann
wieder sofort aus Lemma 2.

Sei also m > 3. Wegen m < n gilt nach Induktionsvoraussetzung

FrE B(T™H Y, d.h. es existiert eine Kette
YY1 S = B(T™H ),

Der Beweis geht dann weiter mit Induktion nach r.

Fiir r = 0,1 ist % polytopal und man kann wieder direkt Lemma 2 anwenden.
Ansonsten gelte y; & = K¢ p, & Dannist k ¢ p, auch auf # (P) - & anwendbar und
zwar gilt: k¢ p) (B(P)- L) =B(P) 11 &.

Wir unterscheiden dann:
Fall1.D ¢ 4.
Nach Lemma 3 gilt dann:

(1 Ka,8 Ka.c.0) M = K@p.c.o)Ka,p A
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Ferner erhidlt man, wobei in Lemma 3 #’ = & (P) zu setzen ist:
(2) link(B-C,« 45 #)=B(A) B(D) #(P). Nach Lemma 2 ist dann

(3) link(A-C; .#)= %#(B)  #(D)- #(P), nach Lemma 2 folgt ebenso
K(A'C,D) -/” fb\éSt ./”.
(4) link(A, K 4.cp)y#) = B(B) Kcp)L =HB(B)-B(P) y, <.
Hieraus erhilt man dann noch
Ka,8) Ka.c.p)H X Kea.c,o)H

und zwar durch Induktion nach m, wenn sich aus y; & ein Simplexrand abspalten
14Bt, oder sonst durch Induktion nach r, da y, % nunmehr durch r-1 bistellare
Operationen in Z(T™* !) iiberfiihrt werden kann.

Damit ist der Fall 1 abgeschlossen. Es sei noch erwéihnt, dal man, wenn D = p ein
Punkt, also x, eine Facettenteilung ist, stets p¢ .4 wihlen kann, so daB hierfiir der
Fall 1 Anwendung findet.
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Fall2. De 4.
Es sei dann p eine beliebige Ecke von D, D = p- D' mit D’ # §. Wir betrachten dann
in & die stellare Unterteilung

Kppy?d = (L \p-link(p;¥))u p"link (p; &),
wo p’ ¢.4 eine neue Ecke ist.
Nach Lemma 3 gilt dann:
K-p.p) KBy M = K py K ppy M 1)
und ferner:
link (B p; k(4,5 M) = B(A)- B(P):link (p; ¥). 2)
Wegen dim link (p; ) = m — 1 folgt dann nach Induktionsnahme
K(B.p.p) Ka.py A X K a) M.
link (A - p; M) = #(B)- & (P) - link (p; &). 3)
Hieraus folgt dann ebenso nach Induktionsnahme
Kiappry M 2 M.
link (4; 4.,y M) = B(B)- B(P) Ky S 4
Dabei ist x, & ~ &, so daB sich x, & durch die g, ..., x, entsprechenden
bistellaren Operationen y,’, ..., x," in #(T™*1) iberfithren 146t. Hierbei gilt
1 = K (e.p-D')

Wegen D' ¢ B(A-p): #(B) # (D) link (p;&) = link (p"; (4., #) gilt nunmehr
aber p" D' ¢K4.p., #, 50 daB man nach Fall 1 auch noch

Kidpp H# 2 KB Kia.p ) erhilt.

Damit ist der Beweis ganz abgeschlossen.

Korollar 1. Je zwei simpliziale Sphdren gleicher Dimension sind bistellar dquivalent.
Jede simpliziale (d — 1)-Sphdre ist bistellar dquivalent zu % (T*).

Mit Hilfe dieses Satzes 14Bt sich nun auch (L.1) umkehren und folgendermaBen
verschérfen.

Theorem 2. Die simplizialen (d-1)-Sphdren sind genau die Réiinder von schilbaren d-
Kugeln.
Zum Beweis benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5. Sei " eine simpliziale d-Kugel und A € Int X'. Mit A" ist dann auch 6 A~
schdlbar.
Beweis. Sei (Fy,...,F,) eine Schilung von X#'. Fiir eine Facette F;, = A-S aus
st{A,; A") gilt dann nach Definition 2
i-1
Fin{) Fj=A4-S-bd(4"-S"),wo A'-A" = Aund §'-S" =S ist.

i=1



80 U. Pachner

Esseidann(A4,,...,4,)im Fall A" = A eine beliebige Anordnung der Facetten von
A, im Fall A’ € #(4) eine Anordnung, bei der zu Beginn die Facetten von A stehen,

die A’ enthalten, sagenwir A' = [} 4 7 Wirersetzen dannin (Fy, . . ., F,) die Facette
j=1

F;durchdieFolgea-A,-S,...,a- A;-S,wenno, A = 04, A mitacint Aist. Tut

man dies fiir jede Facette aus st (4; &), so erhalt man eine Schalung (F',, .. ., F';) von

04X . Es gilt ndmlich: Ist F', = F;¢st(A; X), so ist

k-1 -1
Finl) F;=Fin|) F;eine (d — 1)-Kugel, da nach Voraussetzung (F,, ..., F,)
j=1 j=1

eine Schilung ist.
Fiir eine der neuen Facetten F'y, = a- A, S,wo A- S = F;est(A; X')ist,erhdlt man:

k—1
. 7
D:=F,n|J F;
i=1
i—-1 m—1

=a-A, Sn(UFuUaA S)

j= Jj=

=(a-Am-SmA"S’-bd(A”-S”))u"Dla-(AmmAj)'S
- m—1
=a A, S-bdS" ula-A,nA-bdA")-Su U a(A,nA)-S
j=1
Offensichtlich ist
D:=a-A,S- de”umU1 (AnnAy)-S
ji=1

eine Vereinigung von Facetten von a- A, - S. Ferner gilt:

Fall 1. A = A.

Dann entféllt der mittlere Ausdruck sowieso und somit ist D = D’ eine Vereinigung
von Facetten von a- 4, S = F,.

Fall 2. A'e B(A).

Firm < s,also A'C 4, giltdanna- A, N A" -bd A" = A, Somitist D = D'U A4,," S
ebenfalls Vereinigung von Facetten von F;.

Fir m > s gilt wegen 4'-bd A" = | ] Aj:
=1

(@ AynA'-bdA")-SCa-(Ayn|) 4)-SC U “(A,nA)-SCD,
j=1
und damit ist dann ebenfalls D = D’ Vereinigung von Facetten von F;.
Da die Vereinigung von Facetten eines d-Simplexes stets eine (d —1)-Kugel oder
Sphire ist, ist damit die Schilbarkeitsbedingung nachgewiesen.

Beweis zu Theorem 2. Sei & eine simpliziale (d — 1)-Sphére. Nach Korollar 1 gilt &
=% ..x: B(TY). Fiir r = 0,1 ist klar, daB ¥ Rand einer schdlbaren Kugel ist.
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Ansonsten sei #” eine schdlbare simpliziale d-Kugel mit Bd(x")
= Yy-1. .- X1 B(T). AuBerdem gelte y, = k4 5.

Fall 1. B¢ x”'. Dann ist offensichtlich ¢ : = 4~ U A- B eine inverse elementare
Schilung von #”. Also ist 2 schilbar und auerdem ist Bd(X") = <.

Fall2. B¢ #"'. Wegen B¢ Bd "' (Definition 1!) gilt dann Be Int #”. Nach Lemma 5
ist dann g5 #” schilbar und auBlerdem gilt

Bd(og H)=BdA" = y,_;...% B(T% und Béoy#". Der Rest folgt dann aus
Fall 1.

Bei berandeten simplizialen Mannigfaltigkeiten kann man natiirlich im Innern
ebenfalls bistellare Operationen durchfiihren, wobei der Rand aber invariant bleibt.
Beim Homoomorphieproblem mufl man daher zusétzlich Operationen betrachten,
die den Rand verdndern. Hier bieten sich die elementaren Schilungen und deren
Inversen an. Wir konnen allerdings nur fiir Kugeln zeigen, dal man damit aus-
kommt.

Theorem 3. Jede simpliziale d-Kugel A" ldft sich durch bistellare Operationen und
elementare Randoperationen in das d-Simplex T iiberfiihren.

Beweis. Nach Theorem 1 gilt
Fi=Hup Bd(H) S B(TY,

wo p ein mit " verbindbarer Punkt ist.
Nach Theorem 5 [23] existiert dann eine Kette

Yoo X1 L =0,...0,B(T**Y,

wo die o; Facettenteilungen und die y; bistellare k-Operationen mit k > 0 sind.
Hieraus folgt pey;...x1 & =: & firi=1,..,r. Sei y;: = X(a;.8)- Fur den Anti-
stern von p gilt dann:

Fiir pe B; ist ast(p; ;) eine elementare Schilung von ast(p,;_,), fiir pe 4; ist
ast(p; &) eine inverse elementare Schilung von ast(p;, %;-,) und ast(p; %)
= y;ast(p; ¥;_,) sonst.

Insgesamt also wird ¢ mit Hilfe der betrachteten elementaren Operationen in
ast(p; o,. ..o, B(T**Y)) iiberfiihrt.

Nun ist o,...0, Z(T**") isomorph zum Rand eines sogenannten Stapelpolytops,
und Antisterne von Ecken eines Polytops sind schélbar. Hieraus folgt dann sofort
die Behauptung,

Wir vermuten, daBl man in Theorem 3 auf keine der drei Operationen verzichten
kann (vgl. Problem 11). Eine Ubertragung unseres Beweises auf berandete Mannig-
faltigkeiten ist offensichtlich nicht ohne weiteres méglich, dennoch nehmen wir an:

Vermutung 1. Zwei berandete simpliziale Mannigfaltigkeiten sind genau dann ho-
moomorph, wenn sie durch bistellare Operationen und elementare Randoperatio-
nen ineinander iiberfithrt werden kénnen.



82 U. Pachner

Der Vollstindigkeit wegen geben wir noch einige weitere offene Probleme und
hierzu bekannte Teilergebnisse an. Dazu definieren wir:

Definition 4. Eine Familie geschlossener simplizialer Mannigfaltigkeiten heifit y-
zusammenhéngend, wenn sich je zwei Elemente der Familie innerhalb der Familie
durch bistellare Operationen ineinander tberfiihren lassen.

Hier sind einige der bekannten Ergebnisse:
(L..4) Die Familien %} der Randkomplexe simplizialer d-Polytope sind fiir alle d
y-zusammenhdingend (EwWALD/SHEPHARD [10,12]).

(L.5) Die Teilfamilien %, 4 der Randkomplexe simplizialer d-Polytope mit v Ecken
sind fir alle v,d y-zusammenhdngend [24].

Gemdl Theorem 1 und Korollar 1 gilt:

(L.6) Jede Homdoomorphieklasse geschlossener simplizialer n-Mannigfaltigkeiten ist
x-zusammenhdngend, z.B. die Familien &} der simplizialen n-Sphdren oder die Fami-
lien der orientierbaren, geschlossenen simplizialen Fldchen vom gleichen Geschlecht.

Fiir die Teilklassen mit gleicher Eckenzahl ist das Analogon zu (L.5) noch offen:

Problem 2. Sind die Familien &7, ,, der simplizialen n-Sphiren mit v Ecken -
zusammenhédngend?

Fir Mannigfaltigkeiten ist die entsprechende Frage selbst fiir die Dimension 2 noch
ungelost. Fiir 2-Sphéren erhilt man eine positive Antwort aus (L.5) und der Tatsa-
che, daBl 2-Sphiren stets polytopal sind. Ansonsten ist nur bekannt:

(L.7) &4,.3) ist fiir alle v <9 y-zusammenhdngend (ALTSHULER, BOKOWSKI, STEIN-
BERG [2]).

(L.8) Die Teilfamilie #|,,, aller Sphdren aus &7, ,, die sich bistellar ohne Facetten-
teilungen in B( T"* ') iiberfiihren lassen, ist y-zusammenhdngend [23]. Hierzu gehoren
z.B. die polytopalen Sphdren, die Sphdren mit einem schdlbaren Antistern einer Ecke
und die Rénder schilbarer Kugeln ohne innere Ecken.

Offensichtlich ist &*, ) genau dann y-zusammenhingend, wenn
Fom =S . gilt. Hierzu und auch fiir andere Fragen ist von Interesse:

Problem 3. Ist jede simpliziale Sphire Randkomplex einer schélbaren simplizialen
Kugel ohne innere Ecken?

Man kann die Elemente der betrachteten Familien auch als Ecken eines Graphen
betrachten, die durch eine Kante verbunden sind, wenn die beiden Elemente durch
eine einzige bistellare Operation auseinander hervorgehen. Von Interesse ist dann
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die Frage nach dem Durchmesser der Graphen. Hierunter fillt auch die folgende
Verscharfung von Theorem 2:

Problem 4. Man bestimme obere Schranken fiir die kleinste Zahl u (v, d) fiir die gilt:
Jede (polytopale) (d —1)-Sphére mit v Ecken ist Randkomplex einer schilbaren
simplizialen d-Kugel mit hochstens u(v, d) Facetten.

Zum AbschluB3 wollen wir noch einige Seitenzahlprobleme anschneiden. Anders als
bei stellaren Operationen kann man bei bistellaren Aquivalenzen die Anderungen
der Anzahlen f; der i-dimensionalen Seiten einer simplizialen Mannigfaltigkeit
explizit berechnen. Es hat sich dabei als vorteilhaft erwiesen, an Stelle des f~Vektors
(fos - - »f3—1) mit dem h-Vektor (h,, . . ., h;) eines simplizialen (d — 1)-Komplexes zu
arbeiten. Dieser ist durch

i-1 . d—j—1

h= 2 (=177t ( - )f,- (f-ri=1)
i=-1 d—i

definiert und dem f~Vektor eindeutig zugeordnet. Was die algebraische Bedeutung

der h; bei Cohen-Macaulay Komplexen betrifft, verweisen wir auf [28].

Bei einer bistellaren k-Operation y, = x4 5 vermindert sich f; durch die Heraus-

nahme von A4 - % (B) aus dem Komplex um <d ) firi=k,...,d — 1 und wéchst

k+1
durch die Hinzunahme von #(4)- B um (d+ > firi=d—k—1,...,d — 1. Mit
—1i
Hilfe der obigen Gleichung erhilt man dann leicht:

(L.9) Seien M,#' geschlossene simpliziale (d — 1)-Mannigfaltigkeiten und H'
= % .. Xy M, wobei die Anzahl der bistellaren k-Operationen gleich «, sei. Dann gilt:
d—1 i-1

W) =B = T 5= T o= T (04man— 5

k=d-i

Hiermit wird der Beweis der folgenden klassischen Resultate trivial.

(L.10) Fiir eine geschlossene simpliziale (d — 1)-Mannigfaltigkeit A sind (h,_;
— h;) (M) und die Euler-Charakteristik y (#) topologische Invarianten. Insbesondere
gilt fiir eine simpliziale (d — 1)-Sphdre & (hy- ;— h)(F)=0fiir i=0,...d (Dehn-
Sommerville Gleichungen) und y(¥) =1 + (= 171

Beweis. Nach Theorem 1 lassen sich Triangulierungen homéomorpher, geschlosse-
ner Mannigfaltigkeiten durch bistellare Operationen ineinander tiberfithren. Nach
(L.9) dndert sich dabei h;_; — h; um

d-1 d—i—1 d—1 i-1 d—1 -1
(Z G— 3 ak>—(z ozk——Zock)=Zock—Zak=O.
k k=0 k=d—i k=0 k=0 k=0

=i
d-1

Wegen h, = 1und x(#) = Y (— D fi(#) =1+ (— 1)* ' h, folgt hieraus auch
k=0
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die Invarianz der Euler-Charakteristik. Die speziellen Aussagen fiir Sphiren erhélt
man dann sofort aus dem Randkomplex des d-Simplexes.

Zum AbschluB3 geben wir noch einen Zusammenhang mit einem offenen Problem.
Zur Formulierung bendtigen wir die folgende Definition.

Definition 5. Fiir natiirliche Zahlen h, i sei

h= (?) + (?i_ 11> +...+ (n,) die eindeutige Darstellung von h mit der der
- J

MaBgabe n; > ... >n; > j > 1 und es sei dann

. +1 i+1 .
h<‘>:=<n,'+ >+ +<n.,+ ),0<'>:=0.
i+1 j+1

Eine endliche oder nicht endliche Folge nicht negativer ganzer Zahlen (h,, h,,...)
heiBt dann eine 0-Sequenz, wenn gilt:

hy=1h > 0und0 < hy,, <h~" fiiri>1.

Die folgende sogenannte g-Vermutung von Mc MULLEN konnte bisher nur fiir
polytopale Sphiren bewiesen werden [29].

Vermutung 2. Fiir simpliziale (d — 1)-Sphéren gilt:
(hoshy — hyy .. hea
! K

Nach Korollar 1 ist diese Vermutung dquivalent mit:

— hra-_,) ist eine 0-Sequenz.
(z]

Vermutung 3. In jeder Kette y,...x; #(T?) gilt fiir die Anzahl «, der bistellaren k-
Operationen:

(1,051 — %oy« - 5 0g—rdo — Ord_ ) 1St eine 0-Sequenz.
z1 I3
Ein weiteres Korollar erhilt man mit Theorem 2.
Vermutung 4. Fir schilbare simpliziale d-Kugeln gilt:
(LA, —hy, .. .,h[;] — ha—[%]—ﬂ ist eine 0-Sequenz.

Begriindung. Fithrt man bei einer simplizialen d-Kugel ¢ eine inverse elementare
Schilung aus, so wachst h, (') fiir genau ein k um 1 und bleibt sonst unverdndert.
Gleichzeitig wird fiir dasselbe k in #(¢") eine bistellare (d — k)-Operation induziert.

Fir eine schilbare d-Kugel " 14Bt sich also die Sphire & = %#(X") durch o,
= hy_, () bistellare k-Operationen aus dem Simplex konstruieren.
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