
Differentialtormen auf algebraischen Varietitten mit 
Singularit~ten II 

Von ERNST Ku~z 

Herrn ERICH K ~ L E R  zum 70. Geburtstag gewidmet 

In  [6] hat  der Verfasser gezeigt, dab es auf  einer d-dimensionalen 
reduzierten, irreduziblen projektiven algebraischen Variett~t X fiber 
eine ausgezeichnete Garbe ~x yon Differentialformen d-ten Grades gibt, 
die - -  analog wie im singularitt~tenfreien Fall - -  als dualisierende Garbe 
im Serreschen Dualit~tssatz verwendet werden kann. In  der vorliegenden 
Arbeit soll dies nun  auch f'fir Variett~ten fiber beliebigem Grundkt~rper k 
gezeigt werden. Der Gedankengang ist Mer ganz t~hnlieh wie in [6], doch 
ist die Durchffihrung technisch komplizierter, weft z.B. der Kt~rper der 
rationalen Funkt ionen yon X fiber k auch inseparabel sein kann. Wie 
sehon ftir singularitt~tenfreies X bekannt,  ist es notwendig, um die 
dualisierende Garbe zu erhalten, start  der Differentialformen fiber k 
solche fiber einem geeigneten Teilkt}rper k o c k zu verwenden (,,Differen- 
tialkonstantenkt~rper", vgl. [4]). In  der Definition yon ~x in [6] wurde 
Gebrauch gemacht von der kanonisehen Spurabbfldung in separablen 
Algebren fiber K6rpern. Diese Spur ist hier zu ersetzen durch die in [5] 
eingeffihrte Spurabbildung in Differentialalgebren, die auch ffir in- 
separable Kt~rpererweiterungen definiert ist. Es ist notwendig, diese Spur 
zu verallgemeinern auf  den Fall yon DifferentialaIgebren endlichdimen- 
sionaler Algebren fiber Kt~rpern. Dies wird in w 1 durchgeffihrt. 

In  w 2 verallgemeinern wir den klassischen Dedekindschen Komplemen- 
t~rmodul. Dieser wird aus Differentialformen bestehen und auch ffir 
inseparable Erweiterungen definiert sein. In  w 3 wird schliel31ich die [6], 
Satz 4.1 entsprechende Invarianzeigenschaft des Komplement~rmoduls  
bewiesen und dann die Garbe ~x der regult~ren Differentialformen ht~ch- 
sten Grades auf  X definiert. Von hier ab kann man  wie in [6] fortfahren: 

~x ist isomorph zur kanonisehen Garbe ~x und  kann also ~x im 
Serreschen Dualitt~tssatz ersetzen. 

Diese Arbeit entht~lt noch einmal einen Beweis des Hauptergebnisses 
yon [6], wobei bier nur  rein algebraische Hilfsmittel verwendet werden. 
Dem mehr teehnischen Charakter dieser Arbeit entspreehend ist die Dar- 
stellung an manchen Stellen ausffihrlicher als in [6], wo der Nachdruck 
darauf  lag, das Wesentliche des Gedankengangs rasch zu skizzieren. 
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w 1. Eine kanonische Spurabbildung in Differentialalgebren 

Wir setzen ein ffir allemal voraus, dal3 Ringe eine Eins besitzen und 
dab bei Ringhomomorphismen die Eins in die Eins abgebildet wird. 
Moduin und Algebren sollen stets unitgr sein, d.h. die Eins operiert als 
Identitgt. 

a) Diiterentialalgebren 

Sei R 0 ein kommutativer  Ring, R eine kommutative R0-Algebra. Unter  
einer Di~erentialalgebra yon R t~ber R o verstehen wir im folgenden eine 
(nicht notwendig kommutative) graduierte R-Algebra A = ~ An mit 

h e m  

A ~  R, wobei R i m  Zentrum von A enthalten ist, und wobei fiberdies 
die folgenden Bedingungen erffillt sind: Es existiert eine Ro-lineare 
Abbildung d : A - ,  A yore Grad 1 mit den Eigenschaften: 

a) A wird als R-Algebra yon den Elementen dr (r e R) erzeugt. 
b) Ffir alle r, r' e R gilt d(rr') = rdr' + r'dr. 

c) Ffir r, rl, . . . ,  r m e R gilt stets d (rdr 1 . . .  drm) = drdr 1 . . .  dr,.. 
d) Ffir alle r e R ist drdr = O. 

d heiflt die Di~erentiation in A. 

Das wiehtigste Beispiel einer Differentialalgebra wird ffir uns die 
universelle Di~erentialalgebra (Differentialformen-Algebra) yon R fiber 
R 0 sein: Sie entsteht, wenn man aus dem universellen Differentialmodul 
DRo(R) die ~u~ere Algebra A bfldet und die universelle Derivation 
d: R- ,DRo(R  ) in bekannter Weise auf  ganz A fortsetzt. Daneben haben 
wir manehmal (z.B. ffir komplette lokale Ringe) die Differentialalgebra 
zu betrachten, die man erh~lt, wenn man start von der universellen 
Derivation ausgeht yon der universell endliehen Derivation (sofern diese 
existiert). 

Ist S e i n e  weitere kommutative R0-Algebra und B eine Differential- 
algebra yon S fiber R0, so heil~t ein Ro-Algebrenhomomorphismus 
q~ : A - * B  Homomorphismus yon Di~erentialalgebren, wenn ~o mit der 
Graduierung und der Differentiation vertr~glieh ist. ~0 ist dann dureh 

I A ~ schon eindeutig bestimmt. Ist  ein Ro-Algebrenhomomorphismus 
O: R - - , S  vorgegeben, so heist  ~o:A-* B ein q-Homomorphismus, wenn 
q~ [A~ Q ist. Wenn S = R und Q = id s ist, spricht man aueh von einem 
R-Homomorphismus. 

Ist eine Differentialalgebra A yon R fiber R 0 und ein R0-Algebren- 
Homomorphismus q : R - - , S  gegeben, so existiert die universeIle o-Aus- 
dehnung (Ae, %)  yon A: Es ist dies eine Differentialalgebra Aq yon S 
fiber R o zusammen mit einem ~-Homomorphismus % : A - , A ~ ,  so dal] 
gilt: 
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Ist  ~ : A - ,  B ein beliebiger 0-Homomorphismus yon A in eine Differen- 
tialalgebra B yon S fiber R0, so existiert ein S-Homomorphismus 
h : A~-* B m i t  ~ = h.~% (dieser ist notwendigerweise eindeutig). 

Man sprieht auch yon der universellen S-Ausdehnung und sehreibt 
A s ffir AQ, wenn klar ist, weleher Homomorphismus Q : R - ,  S gemeint ist. 
Die grundlegenden Eigensehaften der universellen Ausdehnung einer 
Differentialalgebra sind in [5], w 1 zusammengestellt. Wir ben6tigen noeh 
eine Regel ffir die universelle Ausdehnung auf  ein direktes Produkt:  

Satz 1.1. R sei eine kommutative Ro-Algebra und S = S 1 • . . .  • St 
ein direktes Produkt  yon kommutat iven R-Algebren S t (i = 1 . . . . .  t). A 
sei eine Differentialalgebra von R fiber R o und q~t: A--* Ass die universeUe 
ScAusdehnung yon A. Wir setzen B : = A s l  •  • As:, wobei B als 
graduierte S-Algebra mit B n = A~I • . . .  • A~t ffir a l len  e b~ aufzufassen 
ist. Ferner sei d: = (d 1 . . . .  , dr), wobei di die Differentiation in Ass ist. 
~: A - , B  sei definiert dureh q~(w)= (~Ol(W),..., ~ot(w)) ffir alle w e A. 
Dann gilt: 
a) B (mit der Differentiation d) ist eine Differentialalgebra yon S fiber R 0. 
b) ~o : A -* B ist die universelle S-Ausdehnung yon A. 

B e w ei s: Man verifiziert unmittelbar, dab B die definierenden Eigen- 
sehaften einer Differentialalgebra von S fiber R o erffillt und dab ~o ein 
Q-Homomorphismus yon Differentialalgebren ist, wenn Q:R--*S der 
kanonische Homomorphismus ist. 

Zum Naehweis der universellen Eigensehaft betraehten wir einen be- 
liebigen Q-Homomorphismus ~b : A - ,  C yon A in eine Differentialalgebra 
C yon S fiber R o. Die Differentiation in C werde mit $ bezeiehnet. 
1 - -e  1 + . . .  + et sei die Idempotentzerlegung der Eins, die dureh die 
Produktzerlegung S = S 1 •  • St gegeben wird. Ffir i 4 ] ist dann 
e~ej=O, folglieh eidej+efles=O und (naeh Multiplikation mit es) 

t 

esdej= O. Ferner ist ~ dej= d(1)=  0 und daher (wieder naeh Multipli- 
j = l  

kation mR el) etdes=O ffir i=  1 , . . . ,  t. Es ergibt sieh des= 1. des= 
t 

= ~. eide i = O. Ffir jedes w e C folgt nun ~(we~) = $w. es(i = 1, . . . ,  t). 
t = l  

Wir setzen Ci:=Cet  (i= 1 , . . . ,  t). Cs ist dann auf  natfirliehe Weise 
eine graduierte Ss-Algebra und $ induziert eine Abbfldung ~s :Cs*Ci  
(St(we~)=$w" et) ffir i=  1, . . . ,  t. Man stellt leieht lest, dab Cs eine 
Differentialalgebra yon Ss fiber R 0 ist mit der Differentiation $~ und dab 
die Zusammensetzung yon ~ : A  ~ C mit der kanonisehen Projektion 
C-*Cl ein QcHomomorphismus ~b~ yon Differentialalgebren ist, wenn 
Qi: R-~ Ss der Strukturhomomorphismus ist. Auf Grund der universellen 
Eigensehaft yon Ass existiert ein S~-Homomorphismus hl:Ass--*Cs mit 



Differentialformen auf algebraischen Variet~ten mit Singularit/~ten II 45 

r  hs o (p,. h : =  (h I . . . . .  h,) ist dann ein S-Homomorphismus yon B 
in C mit ~b = h o tp. 

b) Endlichdimensionale reduzierte Algebren fiber K/Jrpern 

K sei ein K6rper, eK die Kategorie der kommutat iven endliehdimen- 
sionalen reduzierten K-A]gebren. Jedes L e 8K besitzt eine kanonisehe 
Zerlegung 

L = L  1 x . . .  x L, 

wobei L~ ~- Liras, wenn {ml . . . .  , lTtt} die Menge der maximalen Ideale yon 
L i s t .  

Ist  aueh L' e 8K und L ~ L', dann liegen fiber jedem maximalen Ideal rni 
yon L endlieh viele maximale Ideale 

rail, �9 �9 mits (t~ > 1) 

yon L' (mij n L =  ms) und {mij}i=1 ..... ts ist die Menge aller maximalen 
S f l , . . . , t  

Ideale yon L'. L' besitzt die kanonisehe Zerlegung 

L ' = L ' l X  . . .  x L ~  

mit L'i= L'sl x . . .  x Lsti,' wobei Ls j,N= L'/m~j. Die kanonische Injektion 
L - , L '  l ~ t  sich folgenderma•en beschreiben: Wir fassen L s als Teil- 
k0rper yon L~y auf ( j=  1 . . . .  , ts) verm6ge des kanonisehen Homomor- 
phismus L/ms--*L'/m~j.  Ein Element (41 . . . . .  ~t) E L  mit ,~ , ieL s wird 
dann bei L - , L '  abgebfldet auf  (~  . . . . .  ~)  e L, wobei ~'s e L; gegeben ist 
durch ,~; -- (~  . . . . .  2s) e L~I x . . .  • L~t s. L~ ist eine endliehdimensionale 

yrha l  

L~-Algebra bzgl. des Strukturhomomorphismus L , - . L ~ ,  der durch 
~t~ ~*(2s . . . . .  /~z) gegeben wird. Die Zerlegung L = L 1 x . . .  x Lt best immt 

tl-s 
t 

eine Idempotentzerlegung der Eins: 1 = ~ e~; analog definiert die Zer- 
i l l  

legung yon L'  eine I d e m p o t e n t z e r l e g u n g l = ~ l ~ e s j } .  Dabei ist 
i = l-- \j~-- 

t i  

e, = ~ esl die Idempotentzerlegung des Einselements es yon L, in 
j = l  

L'z = L~I • . . .  • L;t ~. 
L' ist als L-Modul projektiv: Ffir jedes maximale Ideal m, yon L ist 

Lm s ~- L i ein K6rper, folglich ist L' als L-Modul lokal frei und daher pro- 
jektiv. 

Somit ist die kanonisehe Spur aL, /L:L ' - -*L  und die kanonische Norm 
nL,/~.: L ' - , L  definiert: Ffir 4' e L '  ist aL,/L('~') bzw. nL,/L('~') die Spur 
bzw. Norm des Endomorphismus yon L' der dureh die Multiplikation 
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mit 2' gegeben wird. Dabei sind allgemein Spur und Norm eines Endomor- 
phismus ~ : P - ,  P eines endlich erzeugten projektiven Moduls P fiber 
einem kommutativen noetherschen Ring R wie folgt definiert: 

~) Spu r :  Schreibe P ~ P'  = F m i t  einem freien R-Modul F endliehen 
Ranges und definiere den Endomorphismus ~ : F - - , F  durch ~ [ v = ~ ,  
~ [ e , =  0. Setze Spur (~) : - -Spur  (~). Diese h~ngt nicht ab von der 
speziellen Wahl von F,  denn ftir jedes maximale Ideal m yon R ist 
Spur (r = Spur (era) und Spur (era) ist das kanonische Bfld yon Spur (r 
in Rm. (Man beachte, dab Pm ein freier Rm-Modul ist). 

~) N o r m :  Definiere T : F ~ F  dutch T[p=(p ,  T[p,=idp,  und setze 
Norm ( r  Norm (T). ~hnlich wie in ~) ergibt sich die Unabhi~ngigkeit 
yon der speziellen Wahl yon F. 

Ist mit den obigen Bezeichnungen ms ein maximales Ideal von L, 
also Lm i ~ L~, so ist L' • L  Lm i ~- L 't" Das Element  (2~ . . . . .  4;) e L~ x . . .  x L' t 
geht bei der Lokalisation an der Stelle ms in 4't e L'~ tiber. Hieraus er- 
geben sieh nun sofort die folgenden Formeln: 

/L(2'  2;) ( L'~/L (4') L;/L (2')) 1 . 2 .  a L ,  1 . . . .  , = a 1 , . . . , a  t , 
1 t 

' ;)) 
n L, , LdLt  1 .2 ' .  / L  (2~ . . . . .  2~) = ~I/L 1 (21) . . . .  n , (4 . 

Ist  ferner L ein K0rper, L'  --L~ x . . .  x L~ mit Kd3rpern Li (i = 1 . . . . .  t), 
so gilt ftir 4' = (41 . . . .  ,2't) e L' .  

t 

1.3. aL' /L  (2') -'~ j=IZ {TL' j /L (2') 

t 

1.3'. nL, /L  (2') = j=IH nL,j/L (2'1)" 

Sind L ~ L' c L" beliebige Algebren aus eK, SO gelten die Schaehtelungs- 
formeln 

1.4. ~L"/L = ~L' /L  ~ aL"/L' 

1.4'. nL,,/L = nL, /L  o nL , /L  , , 

wie man unmittelbar mit Hilfe der obigen Formeln 1.2--1.3' und den 
entspreeh'enden klassisehen Formeln ftir Spur und Norm endlieher 
KSrpererweiterungen naehreehnet. 

Sei jetzt A ein Differentialalgebra von K tiber einem Teilk~rper 
K 0 ~ K und L = L' seien wie oben. Dann gilt in dem in Satz 1.1 priizi- 
sierten Sinne 

1.5. A L -= A L l  x . . .  x ALt  
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1.6. 
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A L ,  = A L ,  1 x . . .  x AL~ ,  

AL~ = AL~ 1 x . . .  x Ai~t i .  

Ferner ist AL' * = (ALi)L' i auf  Grund der Transitivit~t der universellen Aus- 
dehnung ([5], 1.4.3) und analog AL~j' = (Ar i )L i j (~ -  1, . .  ti, i = 1, t). 

e) Die Spur in Differentialalgebren 

Wie bisher sei K ein Korper und A eine Differentialalgebra yon K tiber 
einen Teilk0rper K0 = K. 

Satz 1.7. Jeder Erweiterung L = L' aus s~ kann eine Abbildung 

A 
qL,IL : AL, -* AL 

zugeordnet werden, so da$ folgende Bedingungen efftillt sind: 

1. a~,/, ~ ist eine Ar-lineare Abbildung, wenn A r, als A,:Modul  bzgl. der 
kanonischen Abbildung A r ~ A t '  aufgefaSt wird. 

2. a~,/r ist mi t  der Differentiation vertauschbar. 

3. Es gilt 

ftir alle Erweiterungen L c L' = L" aus SK. 

4. Fiir alle ~' e L '  ist a~,/L(~')=t~L,/L(,~') ,  wobei a L , / L : L ' ~ L  die  Spur- 
abbildung aus Abschnit t  b) ist. 

5. Ist  ~' e L '  eine Einheit, dann gilt 

nL,/L (~.') 

mit  der in Abscbxdtt b) angegebenen Norm nL,/L: L '  ~ L .  

6. Sind L - - L  l x . . . x L , , L ' = L ; x . . . x L ;  mit  L' t = L ~ l x . . . x L ~ i  
(i = 1 . . . . .  t) die Produktzerlegungen fiir L = L' gem~B Absehnit t  b), 
dann gilt ftir w = ( w  1 . . . .  , w t ) ~ A L , = A L ~ X . . . X A L ;  mit  w l=  
= (wn ,  . . . ,  wtti), w~j ~ AL~ j d ie  Formel 

wobei 

A, 
= " ,  f f L t l L t  (Wt)), 

tl 

E (i= , . . . , t ) .  
j = l  
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Die Fami l le  yon Abbfldungen {cr~,IL : A~ , -~  AL},  wenn L = L' alle Er- 
weiterungen yon e~ durehl~uft, ist dureh die obigen Forderungen 1.--6. 
eindeutig bestimmt. 

Bewe i s :  In  [5], w 2 warden s Erweiterungen L = L' ,  wobei L und L '  

endliche Erweiterungsk0rper yon K sind, Spurabbfldungen a~,lr " : AL , -*  AT. 

konstruiert, welche den obigen Bedingungen 1.--4. gentigen. An Stelle 
von 5. wurde die folgende sehw~ehere Bedingung bewiesen: 

5'. Ist  Char. K = : p > O und L '  = L [y] m i t  y~ = : ~ e L ,  y q~ L ,  dann gilt 

aAL,IL (yV-,  dy) = 57, 

wenn d die Differentiation in At,, 5 die in AL bezeiehnet. 
Ferner wurde gezeigt, dab die Familie {a~,IL : Ar . , -eAL}  , wenn L = L' 

alle K0rpererweiterungen aus ex durehl~uft, dureh die Forderungen 
1.--4. und 5'. eindeutig festgelegt ist ([5], 2.3.6). Wit zeigen zun~ehst, 
da~ die dortige Spurabbildung aueh der Bedingung 5. gentigt, wenn 
L = L '  KOrper sind: 

Auf Grund der Schaehtelungsformeln 3. und 1.4' gentigt es, 5. im Fall 
�9 .u beweisen, dab L ' =  L ( 4 ' )  ist und 4' tiber L entweder separabel ist 
oder rein inseparabel veto Grad p (Char. K = : p > 0). 

a) 4' sei separabel tiber L und / ( X ) = X n + a , _ z X n - l +  . . .  + a  o das 
Minimalpolynom yon 4' tiber L (a i e L, i = 0, . . . ,  n -  1). Dann gilt in 

21L, : 

und 
t '  (4') 

d4 '  = - - -  (4 ' " - 'da._~ + . . .  + 4'da~ + ~ o )  

~,,/,, (d4t I ~_ aAL (4tp-ld4') d_..~dnL.e/L(~;) 
\ 4' I ~ ~ , = ~ - nL,IL (4')" 

nach der Formel 2.2.3 in [5]. Ferner ist 

d~o dao (4,~- i + a~_ i ^ + . . .  + al) 

r (4,). ~, 1'(4'). ao 

und somit wiederum nach [5], 2.2.3 

~L,/L (~4'1 __~o__dnL'/L (4'). 
\ ~' ] ao ~L'/L (4') 

8) Sei L '  = L ( 2 ' )  rein inseparabel vom Grad p tiber L, 4 '~= : 7. Dann 
ist nach [5], 2.3.6, e) 

( 
\ 4' / (4'). 4' 
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Wir definieren jetz~ flir beliebige Erweiterungen L c L' aus 8~ die Spur- 
abbildungen aL,IL'4 durch die Formein in der Bedingung 6. des Satzes, 

A ,  wobei die dort auftretenden Spuren aLij/u die in [5], w 2 konstruierten 
Spuren sind. Es ist leicht nachzureehnen, dab dann aueh die Bedingungen 
1.--5. erftillt sind. Auf  Grund der Eindeutigkeitsaussage ftir die Spuren 
aL,/L.4 ffir KOrpererweiterungen L c L" ergibt sich dann die Eindeutigkeit 
aueh f'tir beliebige Erweiterungen L = L' aus eK, wenn man zu den For- 
derungen 1.--5. noeh 6. hinzunimmt. Der Satz ist damit bewiesen. 

Wir nennen a~,/L:AL, ~ A  L die beztiglieh A gebfldete Spur (yon L' 
naeh L). 

B e i s p i e l  1.8. Sei K ein K6rper der Charakteristik p > 0 .  Ftir ein 
L e 8K betraehten wir eine K-Algebra L' der Form 

L' = L [y] = L [ r ] / ( r  ,~ - 4). 

Dabei soll 4 eine Einheit yon L sein; folglich ist aueh das Bild y yon Y 
in L' eine Einheit. 

Der Kern des kanonischen Homomorphismus ~o : AL ~ AL, ist das yon 
d4 in A L erzeugte zweiseitige Ideal und AL, l~ ~t sich schreiben in der Form 

AL, = L' | B @ L' | B" dy, 

wenn B das Bfld yon ~o ist. Es werde vorausgesetzt, dab d4 =~ 0 ist. 
Sehreibt man w e AL, gem~I] dieser Darstellung in der Form 

w = w  o+wldy  (w o,w l e L '  | B) 
und 

_ _  r ,  p e - - 1  
Wl --~" J~O "jr" ~ l Y  + " ' "  "]" ppe--1 Y 

mit fl, e B (i = 0, . . . ,  p e -  1), dann gilt 

~,,,L (w) = a f _  ~ 44, 

wenn a f _  i e AL ein beliebiges Element mit (o(a~_l)= flp~-i ist. 

B e w e is: Da die Beschr~nkung von a'~,/L auf  die Elemente 0-ten Grades 
die gewOhnliehe Spur der L-Algebra L' ist, ist diese Beschriinkung die 
Nullabbildung. Da a~,/L linear in bezug auf  AL ist, folgt zuni~ehst 
o'~,/~ (w0) = 0. 

Im Fall e = 1 gilt ftir i = 0, . . . ,  p - 2 naeh 1.7, 2. und 5. 

und 

(dy~+l I -. 1 
= + 1 = 0 

a'~,/L (yP-l dy) = a~,/L (4 ~ )  = 4 d'~ = d4. 
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Hieraus folgt die Behauptung ffir e = 1. Im allgemeinen Fall ergibt sie 
sich aus der Schachtelungsformel 1.7, 3. ftir die Spur, angewandt auf  die 
Algebrenkette 

L = L[yp e-l] r L[yp e-~] c . . .  = L[y] = L'. 

Das Beispiel zeigt, dab a~,/L i.a. auch ffir inseparable Erweiterungen 
nicht trivial ist. Allgemeiner betraehten wir jetzt  eine ~uBere Differential- 
algebra A yon K fiber K 0 (d. h. A ist die &uBere Algebra yon A1). Ferner 
sei dimKA 1 = : d < oo. L c L' aus e K seien wie in Abschnitt  b) als direkte 
Produkte  dargestellt. Es werde vorausgesetzt, dab auch 

(*) dimL, A~, = dimLq A~i j = d 

ist ffir i =  1 . . . . .  t, j =  1 , . . . ,  t t. Beispiele ffir diese Situation werden 
sp&ter auftreten. A~ und A~, sind dann freie L- bzw. L'-Moduln vom 
Rang d, A~, und A~ sind frei yore Rang 1. 

Satz 1.9. Unter  den obigen Voraussetzungen (*) ist 

surjek~iv. 

B e w e i s :  Wegen 1.7, 6. genfigt es zu zeigen, dab a~,u/~.:A~,tl-~A~i 

surjektiv ist, d.h. wir dfirfen annehmen, dab L = L' Kt~rper sind. Ist  
L' /L  separabel, dann ist A~, = L' | A~ und die Behauptung folgt, weil 
a~,lL eine AL-lineare Abbfldung ist und aL, /L:L ' -*L  surjektiv ist. Fiir 
rein inseparable Erweiterungen L' /L  yore Grad p hat man eine Situation 
wie in Beispiel 1.8 (vgl. aueh [5], 2.2.9). Im allgemeinen Fall ergibt sich 
die Behauptung aus tier Sehachtelungsformel, wenn man berficksichtigt, 

�9 1 �9 1 dimL,A[. = d folgt ffir jeden Zwi- dab aus dim~A L = dimL, A L, = d auch 
schenkOrper L* yon L und L'. 

d) Spurformel fiir einfache Erweiterungen 

Das Ziel dieses Absehnitts ist es, die Spurformel 2.2.3 aus [5] gleieh- 
zeitig mit der Formel aus Beispiel 1.8 zu verallgemeinern. Wir betrachten 
dazu K-Algebren L v o n  der Form L = K[X]/(F) ,  wobei F e K [ X ]  ein 
reduziertes Polynom mit h(~ehstem Koeffizienten 1 ist, d.h. in der Zer- 
legung yon F in irreduzible Faktoren tr i t t  kein Faktor  mehrfaeh auf. 
F = F 1 . . . . .  Ft  sei diese Zerlegung, wobei auch die F i den hschsten 
Koeffizienten 1 besitzen sollen. Es ist 

L =  L~ x . . . x Lt  mit L~= K[X]/(Fi)  ( i= l,  . . ., t). 

Ist  xo die Restklasse yon X in L, so ist xo= (~1, - . - ,  ~t), wobei ~ die 
n - 1  Restklasse yon X in L~ ist. Ferner ist {1, x 0 . . . .  , x o } eine Basis yon L 

fiber K, wenn n : = Grad (F) ist. 
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A sei eine Differentialalgebra mit  den f'tir Satz 1.9 gemach ten  Voraus- 
setzungen. {dx 1 . . . . .  dxd} sei eine K-Basis  yon  A 1. All  berechnet  sich 
nach der Formel  

I 

A1Li = Ll | A1 ~ LidX / <~Fi (~l) + Fi (~t)dX> , 

wobei  ~Fi(~t) dadurch  erhal ten wird, dal3 man  die Koeffizienten des 
Po lynoms  F l bzgl. der Derivat ion in A ablei tet  und  dann  X = ~ setzt. 

d 
~Ft(~i) e L i  |  1 kann  in der Form ~F~(~l)-- ~ ~o  dxk mit  ~ ) e l i  

k = l  
geschrieben werden. Wir  setzen noch ~(~o) : = F't(~l) (i = 1, . . . .  t). In  A[~ 

d 
h,.t man  d a n n d i e  Rela t ion  ~ ~t)dx~ = 0. Genau dann  ist d i m L i A [ l = d ,  

k=0  
wenn ~ )  ~= 0 ist ftir mindestens ein/r e {0 . . . .  , d}. 

Analog zur obigen Formel  gilt auch 

A [  = L | A ~ ~ L d X  ] <SF (xo) + F '  (zo) dX>. 

t 

Wir setzen ~ : - -  1-I Fj(~l) ( i =  1, . . . .  t). Beach te t  man,  dab  L =  
j = l  j*l 

= L 1 x x Lt und  A ~ =  A[,  x x A 1 ist, so kann  man  leicht die . . . . . .  L$ 

folgenden Formeln  best~tigen:  
d 

k=l 

F'  = . . . . .  

Setzt  man  lk : = (911t~), . . . ,  tp,2C~)) (k = 0 . . . .  , d), so b e k o m m t  man in 
A [  die Formel  

d 

lk dx k = O. 
k=0  

Genau dann ist 14 Einhei t  in L, wenn l(~) ~= 0 fiir i = 1 . . . . .  t. I s t  dies der 
Fall, so ist {dx o . . . . .  a~x~ . . . .  , dx~} eine Basis des L-Moduls A[.  

Satz 1.10. Wir setzen voraus,  dal~ es ein k e {0, . . . ,  d} gibt,  so dab 
'~k Einhei t  ist. w e A~ werde in der Form 

w = l d x  o ^ . . .  ^ dx~ ^ . . .  ^ dx d mit 2 = A[* (Xo + x, Xo + . . .  + ~n--1 X~ - 1 )  

geschrieben (~  e K). Dann  ist 

af /K(W)  = ( - -  1 ) ~ . _ ~ d x ~  ^ . . .  ^ d x  d. 

B e w e i s :  Es  ist zu zeigen, dal] 

4/ (xf   odzo^... = {0 
ffir 

- ( - 1 ) k d x ~ A . . . A d z ~  fiir ] = n - 1 .  

4* 
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Dabei ist nach 1.7, 6. 

und  ftir ]c = 1 . . . . .  d 

~ ( ~ g d ~ o  ^ . . .  ^ &~ ^ . . .  ^ d ~ ) =  

= i ~ , , , , (  ~! d ~ , ^ d ~ ^  . . .  ^ r  . . .  ^ ~ ) .  
i= 1 \~(l) ~0 i 

Wir betrachten nun  ffir den rationalen Funkt ionenk0rper  R : =  K ( X )  in  

A R die Differentiafformen 

X j 
w j  := ~-  d X  A dx l  A . . .  A dx,~ (j = 0 . . . . .  n - 1). 

In  A~ hat  man  Relationen 

d 
e~', = ~'~ d x  + E +g') dx~ (i = 1 . . . . .  , ), 

k =l  

wobei die A ( ~ ) e K [ X ]  beim kanonisehen Epimorphismus K [ X ] . - * L ,  

gerade auf  die 2(~) abgebildet werden. Dies gilt aueh ftir A(o0 : = F~. Man 
kann daher schreiben 

und 

w j -  

(--  1)kX j ~ 

wj -- A(0 YIFi Ft 

X J  dFt A d x  I A . . .  A d x  d i m  Fall  /r = 0 
F~" l-I_~t F, 

A d X A d X l A  . . .  Ad"xkA . . .  A d x  d fiir k E { 1  . . . . .  d}. 

Dabei ist F ,  kein Tefler yon F;"  1-I Ft bzw. A(k ~ I-[ F~. 
l # i  l # f  

Vt sei der zu F~ e K IX] gehOrige diskrete Bewertungsring yon R / K .  

L~ ist gerade der RestklassenkOrper yon Vt. Da w i in  den Vi nur  Pole 
1. Ordnung hat, ist das Poinear6-Residuum Resvi (wi) definiert (vgl. [5], 
Def. 3.1.9) und es gilt 

Resv, (w j) - 

u n d  

dx 1 A  . . .  ^ dx  d im  Fall k - 0  

~J 

~k goi 
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Es ergibt sich 

~ / K  (~i "14aXo ^ . . .  A d '~  ^ 
t 

�9 ' '  ^ dXd) = Z ~ i / g  (Resv,  wj)" 
1=1 

Nach dem Satz yon der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen 
kann man sehreiben 

XI  ~ P~ 

F 1=1 F~ 

wobei n~ : = Grad F~, und es ist 

{0 
1=1%1-1= 1, 

hi-1 

v ~ O  

wean ~ ' < n -  1 
wean j - - n - 1 .  

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung kann man Resvt (w j) nun aueh fol- 
gendermaBen ausdrficken: 

Resv~ (w j) = Pl (~) dx 1 ^ . . .  ^ dx~ im Fall k = 0, 

P~(~t) d~  A dx 1 ^ . . .  ^ dx k ^ . . .  ^ dx~ fiir k ~ { 1 , . . . , d } .  Resv,(wJ ) =  2(o 

Im Fall k = 0 ergibt sieh bereits nach [5], 2.2.3 

~/K(Resv~wj) = e~,,-1 dx~^  . . .  hdxd = 
~=1 ~=1 , dXlA . . .  Adx d fiir j = n - - l "  

Im Fall k e {1, . . . ,  d} folgt die Behauptung ebenfalls, sobald gezeigt ist, 
dab 

{v, ) 
\ ~ d~t A d*l A . . .  A dxk ^ ""  A dXd = (--  1) k C,.,-1 dxl ^ . . .  A dx,~ 

ist ffir i =  1 . . . .  , t, d.h. wenn der Satz im Fall bewiesen ist, dab L ein 
KOrper ist. 

Sei also L ein KOrper. Wenn L / K  separabel ist, dann ist F '  (Xo) # 0 und 

dxo ^ . . .  A d~x~ A . . .  ^ axd -- ( - -  1)k ~ dx l  A . . .  A axd. 

Die Behauptung folgt daher aus dem sehon bewiesenen Tefl des Satzes. 
Ist  L / K  inseparabel und Char. K =  :p ,  dann gibt es eine kleinste 

Zahl e, so daB Yo : = Xof  fiber K sepaxabel ist. L'  : = K [Yo] ist die separable 
Hfille yon K in L und F ist yon der Form F ( X ) =  G(Xr~), wobei 
G ( Y )  e K [ Y ]  ein irreduzibles separables Polynom ist. Man hat  n = pe.  m 
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mit  pe = [L : L'], m = [/5' : K]. Ferner ist 5F(xo) = g(7(yo) und daher 
~ ~ L '  (k = 1 . . . . .  d). Nach der Formel in 1.8 ergibt sich 

i , falls j ~ p e - l m o d ( p e )  

= dyo A dX 1 h . . .  h d~x~'h . . .  ^ dx  4, falls j _-/ape + pe _ 1. 

Dabei ist 0 < g _ _ _ m -  1. 
Es folgt schlieBlich mit  Hflfe der in AL, gfiltigen Relation 

d 

a' (yo)aVo + = o, 
k = l  

dal3 fiir ~ --/ap e + p ,  _ 1 

. 
/(-1)___Nd x 0 ffir I ~ < m - 1  

=a~' /x~dl ,(yo) ( - 1 ) k a x x ^ . . . ^ d x a  ffir g = m - 1  

ist. g = m -  1 gilt abet nut,  wenn j = n -  1 ist. Der Satz ist damit  bewiesen. 

e) Eine Vertausehungsregel fiir die Spur 

L c L' seien zwei KOrper aus 8K und I~ /K  sei eine beliebige K0rper- 
erweiterung. Wir setzen L : = L |  L' : - L' |  L und L' shad dann 
endlichdimensionale/[-Algebren und es gelten die Formeln 

1.11. as163 L '  = O ' L ' / L '  n~,'l~,[ t , '  = n L ' I L "  

Wit wollen zeigen, dal] unfer  geeigneten Voraussetzungen eine ent- 
spreehende Formel f'tir die Spur in Differentialalgebren gilt. 

Dazu betraehten wit eine Differentialalgebra A yon K fiber einem 
TeilkOrper K 0 = K und eine Differentialalgebra .ff yon ~7 fiber einem Teil- 
kOrper/~0 mit  Ko = -~0. Es sei ferner ein Homomorphismus A-} 2~ yon 
Differentialalgebren gegeben, der f'fir die Elemente 0-ten Grades die 
Inldusion K--}/~ ist und der einen Isomorphismus yon /~-Algebren 

| A--}.~ induziert (Beispiele dieser Art  werden spater vorkommen).  
Lemma 1.12. Sei , :  L ~ L  die kanonisehe Injektion. Es gibt genau 

einen , -Homomorphismus ~' : A ,  --},~s der das Diagramm 
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AL ~ ~As 
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A >A 

kommutativ macht. ~ ist injektiv und induziert einen Isomorphismus 
g | z. 

Beweis :  Wir schreiben L als Restklasseuring eines Polynomrings: 
L = K [Xx , . . . ,  X,] /I  und setzen R : = K [X1, . . . ,  X,], ~ : = R [X 1 . . . .  , X,]. 
])ann ist L = l~/IJ~. Fiir die Polynomringe ergibt sieh ein kommutatives 
Diagramm 

A R ~A~ 

t ,! 
mit entsprechenden Eigenschaften wie im Lemma unmittelbar. Ferner 
ist A L der Restklassenring von As nach dem yon I u n d  dI in A R erzeugten 
zweiseitigen Ideal ([5], 1.5.1), analoges grit ffir ,~s Durch die obige Ab- 
bildung ~ wird daher ein kg : AL-~-~s mit den gewiinschten Eigenschaften 
induziert. 

Satz 1.13. Wir setzen jetzt voraus, daft L' reduziert ist (Dann ist aueh L 
reduziert und somit a~,/r " ~ ~ definiert). Das Diagramm 

AL,- >A~, 

in dem ~ und ~' die Abbildungen aus 1.12 sind, ist kommutativ. 

B ewe is: Auf Grund der Schachtelungsformel fiir die Spur genfigt es, 
separable Erweiterungen L']L oder rein inseparable Erweiterungen vom 
Grad p (p : = Char K > 0) zu betraehten. 

a) Sei L'/L separabel. Dana ist AL, = L' | AL und entsprechend 
.~s =•' | As Da die Spuren linear bzgl. A L mad . ~  sind, folgt die Be- 
hauptung aus der ersten Formel in 1.11. 
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b) Sei L'=L[y] mit yveL ,  yCL(p:=Char .  K>O). Dann ist auch 
L' =L[y]. AL, wird als AL-Modul yon den Elementen y~dy ( i=O, . . . ,  
p -  1) erzeugt; das Gleiehe gilt ffir ~s als ~s Es ist 

- (r ~ ^ a'~,/L(yidy) -- ~,/L(yidy) (i--. 0 . . . .  ,P-- 1). 

Die Behauptung ergibt sieh jetzt wieder aus der LinearR~t der Spur. 

w 2. Verallgemeinerung des D e d e k i n d s c h e n  K o m p l e m e n t i i r m o d u l s  

a) Def in i t i on  u n d  einfaehe Eigensehaften 

P sei ein reguli~rer lokaler Ring mR dem Quotientenkorper K und 
Q/P sei eine Ringerweiterung, wobei Q als P-Modul endlich erzeugt ist. 
Ferner soll Q reduziert sein; sein roller Quotientenring L i s t  dann eben- 
falls reduziert und eine endlichdimensionale K-Algebra. 

Es soll eine Differentialalgebra D yon P fiber einem Unterring Po = P 
gegeben sein mit folgenden Eigenschaften: 

a) D 1 ist ein freier P-Modul endliehen Rangs d. 

8) D ist die ~uBere Algebra des P-Moduls D 1. Es ist dann D~_P. 

Sei ferner A :ffi D K die universelle K-Ausdelmung yon D. Wir fassen 
D als Teilring yon A auf. Ist  L = L 1 x . . .  x Lt die kanonische Zerlegung 
yon L in ein direktes Produkt  yon K0rpern L l (i = 1, . . . ,  t), so setzen 
wir noeh voraus: 

y) Es ist dimLiA~i ---- d (i = 1 . . . . .  t). 

D e f i n i t i o n  2.1. ~(Q/P)= (w e a r l  aL/KA (Qw) c D  ~} heigt der bzgl. D 
gebildete KompIementarmodul yon Q fiber P. 

Wir verziehten darauf, die Abhi~ngigkeit yon D in der Notation zum 
Ausdruck zu bringen, da sich jewefls aus dem Zusammenhang ergeben 
wird, welches D wir meinen. ~ (Q/P) ist offensiehtlich ein Q-Untermodul 
yon A~. 

Ist  D ~ = Pw o mat einem Basiselement w 0 und ist L fiber K separabel, 
so ist 

(Q/p) =~o (Q/p)wo, 

wobei ~O(Q/p) der fibliche bzgl. der Spur aL/K:LoK gebildete Dede- 
kindsehe Komplement~rmodul yon Q fiber P ist. Ist  noeh spezieller 
D 1 = 0, also D = D~ = P, dann ist ~ (Q/P) = ~o (Q/p). 

Satz 2.2. Man hat  einen kanonischen Isomorphismus yon L-Moduln 

: A~ -* Horn K (L, A~), 
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durch den w e A d auf die Abbildung ~w :L- . ,Aa  mit  ~w(,~)=a~/K(2W ) 
ffir alle 2 e L abgebildet wird. Dutch ~ wird ~(Q/P)~  Ad L mit dem 
Q-Untermodul Horn F (Q, Dd) yon Horn K (L, Aa) identfllziert. 

B e w e i s :  Wird ~ wie angegeben definiert, dann ist klar, dab ~ f'tir 
alle w ~ Ad L eine K-lineare Abbildung ist und ~ selbst L-linear. 

E s i s t  A d - A  d x x A d  t L-- L1 "'" ~ L  l x . . . x L t n a e h  1.1 u n d d e r V o r a u s -  
setzung y). Analog ist 

Horn K (L, A~) ~ Horn K (L1, A ~) x . . .  x Horn K (L,  Ad) 

als L-Modul, wenn die reeh~e Seite in der fibliehen Weise als L-Modul 
aufgefaBt wird. Ist  w = (w I . . . .  , wt) e A d mit w~ e Adl,, sO identifiziert 
sieh r mit (~wl . . . .  , ~wt), wobei ~ / e  HomK(L~, Ag) entspreehend wie 
~ definiert ist. Es genfigt daber zu zeigen, dab die Abbildungen 

~, : A~ ~ t tom K (L,, A d) 

W 1 t-~ ~wi  

Isomorphismen yon Li-Vektorr~umen sind (i = 1 . . . .  , t). Da beide Seiten 
die Dimension 1 besitzen, hat man nut  zu zeigen, dal~ ~i nicht die Null- 
abbildung ist. Dies folgt aber aus 1.9, weft a~i/K:AdLi--.A ~ surjektiv ist. 

Da Hom~ (Q, Dd) torsionsfreier P-Modul ist, ist die dutch Tensorierung 
mit K gegebene Abbfldung 

Hom~ (Q, D d)-, HOmK (L, A a) 

injektiv. Ffir ein w e Ad L ist ~ genau dann in Homp(Q, D ~) enthalten, 
wenn ~[Q nur Werte in D~ annimmt, d.h. wenn w ~ ~(Q/P). Die letzte 
Aussage des Satzes ist damit auch klar. 

Korollar 2.3. ~ (Q/P) ist als Q-Modul endlieh erzeugt. 

Wir betraehten nun einen beliebigen reduzierten noetherschen lokalen 
Ring R mi~ dem vollen Quotientenring L. L = L  1 x . . .  x Lt sei die 
kanonisehe Zerlegung yon L in ein direktes Produkt  yon KOrper. Wir 
sagen, dab R eine Noethersche Normalisierung besitzt, wenn es einen 
regul/~ren lokalen Ring P mit dim P = dim R und einen injektiven lokalen 
Homomorphismus r : P - ,  R gibt, so dab R = Qm ist, wobei Q ein Zwisehen- 
ring ~p(P)~ Q ~  R ist, der als P-Modul endlieh erzeugt ist und m ein 
maximales Ideal yon Q. 

Wir identifizieren P mit seinem Bild bei r K sei der Quotienten- 
korper yon P.  Ferner soll eine Differentialalgebra D yon P fiber einem 
Unterring P0 c P gegeben sein, so dab die eingangs angegebenen Be- 
dingungen ~), ~) und T) erftillt sind. Dann ist ~ (Q/P) definiert. 

Definition 2.4. ~ ( R / P ) : - - R .  ~(Q/P) hefl]t der bzgl. D gebildete 
Komplemen~iirmodul yon R tiber P.  
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Es ist noch zu zeigen, dab ~ (R/P) nicht yon der Wahl yon Q abh~ng~. 
Sei Q' ein weiterer Ring mit den entsprechenden Eigenschaften wie Q. 
Da das Ringkompositum Q �9 Q' ebenfalls diese Eigenschaften hat, diirfen 
wir Q~Q' annehmen. Dann ist ~(Q'/P)c~(Q/P). Da Q' endlich er- 
zeugter Q-Modul ist, gibt es ein s e Q, s r m m i t  sQ' c Q. Ffir w e ~ (Q/P) 
ist dann a~/K (Q' �9 sw) c a~/K (Qw) c D~, also sw e ~ (Q'/ P). 

Es folgt s~(Q/P)c~(Q'/P)cE(Q/P) und somit R . ~ ( Q / P ) =  
R .  ~(Q'/P). 

B e m e r k u n g  2.5. Es ist ~(R/P) ~- R |162 ~(Q/P)'~ R | Home(Q, D ~) 
und E (R/P) ist isomorph zum kanonischen Modul KR yon R (vgl. etwa 
[3]). Wenn R Gorensteinring ist, so ist E (R/P)~- R. 

Spi~ter wird gezeigt werden, dab ~(R/P) unter gewissen Voraus- 
setzungen auch nieht yon der Wahl der noethersehen Normalisierung P 
abh~ngt, also R in invarianter Weise zugeordnet ist. 

Um das Verhalten des Komplementi~rmoduls ~(R]P) bei Lokalisation 
zu untersuchen, betrachten wit der Einfachheit halber nur den Fall, 
dab R Integriti~tsbereich ist, da wir spi~ter nur diesen Fall ben0tigen. 

Sei $ ein Primideal yon R, p : = $ r P. Dann ist auch P~ ein reguli~rer 
lokaler Ring und eine noethersche Normalisierung yon R~. Ferner hat 
die universelle P~-Ausdehnung D 0 yon D die entsprechenden Eigen- 
schaften wie D. Fiir den Quotientenring Q~ yon Q bzgl. der Nennermenge 
P\O ergibt sich aus der Definition des Komplement~rmoduls, dab 
E(QJPv)= Q~ "~(Q/P) ist. Somit ist E(R~/P~)= R~ .~(QJP~)= 
= R~(Q]P)= R$ �9 ~(R/P). Wir haben gezeigt: 

Lemma 2.6. Ist  R Integritiitsbereich, ~ Primideal yon R, p : = $ n P '  
so gilt fiir den bzgl. der universellen P~-Ausdehnung yon D gebildeten 
Komplement~rmodul 

r (R~/P~) = R~.  r (R/P). 

b) u des Komplement~rmoduls bei Komplettierung 

Mit den zu Anfang yon Absehnitt a) gemaehten Voraussetzungen sei 
jetzt i5 die Komplettierung yon P und ~ :=  P | O (Komplettierung 
yon Q bzgl. seiner Radikaltopologie). Wit setzen ferner voraus: 

~) Q sei Integrit~tsbereieh, Q sei reduziert. (Das letztere ist z.B. er- 
ftillt, wenn wit yon einem exzellenten Ring P ausgehen). 

Der volle Quotientenring L yon ~ ist dann eine endliehdimensionale 
reduzierte Algebra fiber dem Quotientenk~rper/~ yon P. Wit fordern 
sehlieBlieh 

r Es sei eine Differentialalgebra /) yon P iiber einem Unterring 
Po mit Po ~ Po gegeben und ein Homomorphismus yon Differential- 
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algebren D-~/), der fiir die Elemente vom Grad 0 der kanonische Homo- 
morphismus P - ,  P ist und der einen Isomorphismus 

P | D-~D 
induziert. 

/~ = ~ |  | A sei die universelle/~-Ausdehnung yon ~). Die 
Voraussetzungen yon 1.11 aind dann erfiillt, der dortige Homomorphis- 
mus ~g : AL-~ ~s induziert einen Isomorphismus 

R | A~. -~ ~s 

S peziell ist A~ ein freier L-Modul yore Rang 1. Beziiglieh b und der Spur 
a~/~ : Ar-~ A ist somit der Komplement/~rmodul ~(~/P) definiert. 

Lemma ~.7. Man hat ein kommutatives Diagramm 

T 

i i: 
Hom K (L, A s) >Hom k (L, Ag), 

wobei ~ und ~ wie in 2.2 definiert sind und ~ der kanonische Homomor- 
phismus in das Tensorprodukt ~ | Homx(L, Aa) ~- 
Hom~ (g  |  L,/~ | Aa)~ Homk (L, ~s) ist. 

Beweis :  �9 identifiziert HomK(L , AS) mit der Menge derjenigen Ab- 
bfldungen aus Hom~ (L, ~s), die L in A s = A s abbilden. Wir identifizieren 
A~ mit seinem Bfld bei ~. Fiir w e A~ ist nach Definition ~w die Ab- 
bfldung mit ~w(2)=a~/~(2w) fur alle 2 e L .  Nach 1.12 ist a~lL=a~/r,  
so dab fiir 2 e L grit: ~ (2) = a~/x (2w) = ~ (2), d.h. ~ ist das Bild yon ~ 
bei ~. 

Nach Satz 2.2 1~ ~t sich das Diagramm in 2.7 wie folgt erg~nzen: 

,: ( ~ I ~  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . ~  (Q//~ 

Y 

Hom K (L, A a) 

Homp (Q, D a) 

1 L 
Hom~ (L, .~) 

% 
>Hom~ (Q, D g) 

wobei Home(Q, Da)~Homp(Q,/)a) die kanonische Abbildung in das 
Tensorprodukt P | Homp(Q, Da)_~ @Q Homr(Q, Da)~_ Hom~(~, b a) 
ist. Wit haben damit bewiesen: 
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Satz 2.8. Durch ~ :  A ~  wird ~(Q/P) in ~(Q/P) abgebfldet und es 
wird ein O-Modul-Isomorphismus 

induziert. 
Sei { m l ,  . . . ,  r o t }  die Menge der maximalen Ideale yon Q. Bekanntlich 

gilt dann in kanonischer Weise 

Dabei is~ die Komplet t ierung Qm~ yon Qm~ als P-Modul endlich erzeugt 
(i = 1, . . . ,  t). Is t  Ll der volle Quotientenring yon Qmi, so erhMt man  auch 
eine Zerlegung 

L = L  i x  . . .  xL,. 

(L~ ist jedoch i.a. kein K~rper.) 
Nach 1.1 ist .,~L=.~LX... X ~Lt" Notwendigerweise ist daher "~l 

ein freier LrModul  vom Rang 1 (i -- 1 . . . . .  t), weft . ~  die entsprechende 
Eigenschaft hat. Somi~ ist ~ (Qm/P) definiert (i = 1 . . . . .  t). 

Lemma 2.9. Durch die Zerlegung L = L 1 x . . .  x Lt wird eine Zerlegung 

r (Q/P)  ffi r x . . .  x 

induziert. 

B e w e i s :  Sei w = (wl, . . . ,  w,) e z ~  gegeben mit  w~ e ~ l  (i = 1, . . . ,  t). 
Is t  w~ e ~ (~m~/P) flit i = 1 . . . . .  t, so ist 

L~ 
| = 1  

also w e E(~/P). Sei umgekehrt  w e ~(Q/P). Dann ist a~l~.(Omw ) = 
= a~/~(Q~ w,) = / ) ~  und s o m i t  w I e ~ ( Q m / P )  (i  = 1 . . . . .  t). 

d d d . ~  d Korollar 2.10. Sei ~P~: AL.-.*.,'~L~ die Zusammensetzung yon ~' :/1~ z~s 
mit  der Projektion ~ - , ~ .  Durch ~,  wird ~(Qm,/P) in ~(Q~,]P) ab- 
gebfldet und es wird ein Isomorphismus 

induziert. 

Sei R e i n  beliebiger noetherscher Iokaler IntegritAtsbereich, der eine 
Noethersche Normalisierung P-~ R besitzt und f'tir den i~ reduziert ist. 
Dann ist P -* /~  eine Noethersche Normalisierung yon ~.  Wir setzen 
voraus, dab Differentialalgebren D und D ftir P und P gegeben sind, 
welche die Voraussetzungen in ~)~r erfiiUen. Wir haben dann gezeigt: 

Satz 2.11. Man h~t einen kanonischen Isomorphlsmus 

~(J~/P)-~ ~ | ~(R/P). 
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e) Schachtelungsformel 

Unter  den zu Beginn yon Abschnit t  a) gemaehten Annahmen sei jetzt  
ein weiterer Ring Q' mit  P c Q' c Q gegeben. K'  sei der voile Quotienten- 
ring yon Q'. Es ist dann auch AKd, ein freier K'-Modul yore Rang 1 und 

(Q'/P) ist definiert. 

Satz 2.12. E(QIP) = {w ~ Ag I (Qw) c E(Q'IP)}.  

A Da. Folglich B ewe i s :  Ffix w e ~ (Q/P) ist ff~lK (Qw) = ffKtlK (~7L/Kt (Qw)) c 

ist aueh q~,lg(Q'tTaLlg,(Qw))=q~,lK(r d.h.  a b g , ( Q w ) ~  

c ~ (Q'/P). Ist  umgekehrt  a~: ,  (Qw) c ~ (Q'/P), so ist a~,/K (Q' a~/K, (Qw)) = 

= a~K (Qw) c D a, also w e ~ (Q/P). 
Die Formel 2.12 ist ein Analogon zum Sehaehtelungssatz ffir den 

klassischen Dedekindsehen Komplementi~rmodul (die Dedekindsehe 
Differente), in den sie dureh Spezialisierung fibergeht. 

Korollar 2.13. Unter  den Voraussetzungen yon 2.12 sei Q ein Integri- 
ts K ' =  L und Q' sei lokal ein Gorensteinring (d.h. ffir jedes 
maximale Ideal m yon Q' ist Q~ Gorensteinring). Dann grit 

(Q/P) = l~/~, " ~ (Q'/P), 

wobei/Q/Q, der Ffihrer yon Q nach Q' ist. 

B eweis :  Naeh Lokalisation kann man  sieh auf  den Fall beschrs 
dab Q' ein lokaler Ring ist. Da Q' dann Gorensteinring ist, ist ~ (Q'/P) ~- Q' 
(vgl. Bemerkung 2.5). Es gibt daher ein w o e ~(Q' /P)  mit  E(Q'/P)  = Q' w o. 
Nach 2.12 ist dann ~(QI P)  = {)~w o e Ad l,~ e L,  2Qwoc Q'wo} = le/a,w o = 
=/~/~," E(Q'/P). 

d) Bereehnung des Komplemenfiirmoduls in SpezialfiUlen 

Wir machen die gleichen Annahmen wie zu Beginn yon Absehnit t  a). 
Zus~tzlieh soll Q yon der Form 

Q = P [ x ] / ( F )  

sein, wobei F e P IX] ein Polynom mit  h(~ehstem Koeffizienten 1 ist, 
das in K [X] keinen mehrfaehen Primfaktor  besitzt. Es sei Grad (F)=  : n 
und x o sei die Restklasse von X in Q. {1, xo, . . . ,  x~ 1} ist dann eine Basis 
yon Q fiber P.  

Ferner sei {dx 1 . . . .  , dXd} eine Basis yon D 1. Dureh Differentiation der 
Relation F (Xo) = 0 erhMt man  in A~ eine Relation 

d 

F'  (xo)dxo + ~ Akdxk = O (]~k e L). 
k=l 
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Wir setzen noeh 2 o : = F '  (xo) und maehen die Annahme, dag f'tir min- 
destens ein k e {0 . . . . .  d} der Koeffizient 2k eine Einheit in L i s t .  Dann 
ist {dx0, . . . ,  dx~ . . . .  , dXd} eine Basis von A[. 

Satz 2.14. Unter  den obigen Annahmen ist 
^ !  

(Q/P) = 4[  1Q" dx o ^ . . .  ^ dx  k A . . .  ^ dx d 

ffir jedes k e {0, . . . ,  d}, fiir das 2~ Einheit in L ist. (Dies ist eine Verall- 
gemeinerung der klassisehen Formel @0(Q/p)=F'  (Xo) -1- Q, wenn L / K  

eine separabel algebraische K(~rpererweiterung ist). 

B e w e i s :  Ftir alle ~" e N kt~nnen wir schreiben 

�9 f , ( j )  ,~.n - 1 
= ~g~ + ~ o  + . . .  + ~ . - ~ - o  

mit geeigneten Q(~) e P. Nach 1.10 ist 

~ L / ~ ( ~ ; ' ~ d ~ o  ^ . .  ^ d~xk ^ . . .  ^ d x , )  = ( - 1 ) ~ e ~ l d ~ l  ^ . . .  ^ d~ , .  

Hieraus folgt zun/ichst, dag die Formen 

w j : =  ;~[1 ~od~o ^ . . .  ^ d ~  ^ . . .  ^ ~x~ 

fiir ] e N zu ~ (Q/P) geh6ren. 
Sei umgekehrt w e ~ ( Q / P ) ,  w=,~-k 1.  2 . d x  o ^  . . .  ^ c l x  k ^  . . .  ^ d x  d, 

wobei 2 von der Form 2 = ~0 + XlXo + �9 ..  + x~-lx~ -1 (x~ e K) ist. Wieder 
naeh 1.10 ist 

a'~IK(W ) = ( - - 1 ) k X n _ l d X l  ^ . . .  ^ dx~ 

und aus w e ~ ( Q / P )  ergibt sich X , - l e P .  Dann ist abet  auch 
w -  x , _ l  w,_~ e ~(OIP) .  Aus 

ergibt sieh ~ - 2 e P  und w - x ~ _ ~ w . _ ~ - x ~ _ ~ w . _ ~ e ~ ( O / P ) .  So fort- 
fahrend erhalt man, dab • e P ffir i = 0 . . . .  , n - 1. 

Wir betrachten jetzt folgende Situation: P und R seien zwei regulare 
lokale Ringe gleicher Dimension, P-*  R sei ein injektiver lokaler Homo- 
morphismus, dureh den P mit einem Unterring yon R identifiziert wird. 
Es existiere ein Ring Q, P ~ Q ~ R, der als P-Modul endlich erzeugt ist, 
und ein maximales Ideal m yon Q, so dab R = Q~. K sei der Quotienten- 
k(~rper von P,  L der von R. Es existiere eine Differentialalgebra D yon P 
fiber einem Unterring Po mit den zu Beginn yon Abschnitt a) angegebenen 
Eigensehaften ~)--~,). Dann ist ~ (R /P)  definiert. 

Satz 2.15. Die universelle R-Ausdehnung DR yon D habe die Eigen- 
schaft: D~ ist ein freier R-Modul vom Rang d (d : = Rang D1). Dann ist 
der kanonische Homomorphismus D~--. A L injektiv und es gilt 
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(R/P) = A'D  = 

B e w e i s :  D R ist als universelle Ausdehnung der iiuBeren Differential- 
algebra selbst eine ~ul3ere Differentialalgebra ([5], 1.6.8), also DR = AD~. 

Es ist daher klar, dab DR.-*A z injektiv ist; ferner is t /~R~ R. Sei w o r 
mit DdR=Rw o gew~hlt. Da ~ ( R / P ) ~ R  nach Bemerkung 2.5, gilt 

(.R/P) = ,~ �9 R w  o m i t  einem 2 e L. Wir werden zeigen, dab 2 eine Einheit 
in R ist. Dazu genfigt es zu zeigen, dag 2 Einheit in R e ist ffir jedes 
Primideal $ der H6he 1 yon /L Da g ( R ] P )  nach 2.6 mit Lokalisation 
vertr~glich ist, hat man die Behauptung des Satzes nur f'tir diskrete Be- 
wertungsringe P und R zu beweisen. Wir setzen daher voraus, dab P 
und R diskrete Bewertungsringe shad. 

a) Sei L ] K  separabel mad {dx 1 . . . .  , dxd} eine Basis yon D 1 (mit 
Xl . . . . .  xd ~ P).  {dxl, . . . ,  dx,l} ist dann auch eine Basis yon A[ und es 
gibt ein A ~ L mit 

dx 1A . . .  A dXd= A �9 w o. 

Da DX~/R �9 D 1 = D~/Rdx  1 + . . .  + Rdxd = De (R) der universelle Differen- 
tialmodul yon R fiber P ist, ist A �9 R die 0-to Ki~hlerseho Differento yon 
R fiber P,  welche in unserer Situation mit der Dedekindschen Differente 
yon R fiber P fibereinstimmt ([1], Satz 2). Diese ist definiert als ~0 (R/p) -1 ,  

wobei ~ ~  der klassische Dedekindsehe Komplement~rmodul ist. 
In  unserer Situation ist ~ ~  ein gebroehenes Hauptideal  und somit 
~~ = A-lB. Es folgt 

~ ( R / P )  = ~ ~  �9 dx  1A . . .  A dx4= R �9 A -1 �9 A �9 w0= R w  o. 

b) Sei nun Char. K = : p > 0 and sei L / K  inseparabel. Wir wi~hlen eine 
Kt~rperkette 

K =  K o c K a  c K 2 c  . . .  c K s = L ,  

wobei K1/K o separabel und K~/K~_ 1 ffir i = 2, . . . ,  8 rein inseparabel vom 
Grad p ist. Dieser Ket te  entspricht eine Ket te  von diskreten Bewertungs- 
ringen 

P = R  0 C R  I = R ~ = . . ,  c R  s = R ,  

wobei R~ den Quotientenkorper Ks besitzt. Ffir i = 2 . . . .  , s ist dabei 
Ri = R~_l[yi] mit einem Yi e Ri, y~ e R~_ 1. Wir zeigen, dab auch D~  
ein freier R~-Modul vom Rang d ist ffir i = 1, . . . ,  s. 

Sei K ' : = K s _ x ,  R ' : =  Rs_ ~, y : = y s  und q : = y ~ e R ' .  Ferner sei 
D ' : =  D~s-~. Dann ist D~ yon der Form 

DX~ '~ R |  'x ~ R d Y / R .  (1 | 

Da D~ ein freier R-Modul ist, ist R �9 ( l |  ein direkter Summand yon 
R | D 'a und folglich R ' d q  ein direkter Summand yon D '~. Wi~re d~ 
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ein Torsionselement yon D '1, dann w/~re dimK, D'Kl,=d-1.  Da aber 
D~, = Ax, =-Axs-1 ist und dimxA~ = d, kann dies nicht sein. 

Da dr/kein Torsionselement yon D '1 ist und D'~/R'dg frei vom Rang 
d -  1 ist, muB D '~ frei vom Rang d sein. ~berdies sieht man, dab es eine 
Basis {d~, dx 2 . . . .  , dxd} yon D '1 gibt, so dab {dy, d x 2 , . . . ,  dxa} Basis 
yon D~ ist. 

Dutch Induktion folgt, dab aueh D~  frei yore l~ang d ist ffir i = 1 . . . .  , s. 
Auf Grund yon a) und dem Sehaehtelungssatz 2.12 genfigt es somit, die 
Behauptung im Fall zu beweisen, dab L fiber K rein inseparabel vom 
Grad p ist. 

Dann gibt es ein y �9 R mit y~ �9 P,  R = P [y]. Is t  t / :=  y~, so gibt es 
aueh eine Basis {d~, dx2 . . . . .  dXd} yon D ~, so dab {dy, dx 2 . . . .  , dXd} 
Basis yon D~ ist. Es ist dy = 0 in A[. Satz 2.14 ist mit Q = R, x 0 = y, x~ = 
und 21 = 1 anwendbar. 

Es ergibt sich 

( R / P ) = R . d y  ^ d x ~ ^  . . .  ^ d x  d=D~, q.e.d. 

B e m e r k u n g :  Ist  unter den Voraussetzungen des Satzes D die uni- 
verselle Differentialalgebra yon P fiber einem Unterring Po ~ P, dann 
ist D R die universelle Differentialalgebra y o n / ~  fiber Po. ~ (R/P) h/~ngt 
in diesem Fall nicht mehr yon P, sondern nut  noch yon Po ab. 

w 3. Differentialformen auf algebraischen VarietKten 

k sei ein beliebiger K~rper, (X, 0x) eine algebraische Variet~t fiber k, 
die reduziert und irreduzibel ist. Ferner sei dim X = : d. X besitzt eine 
offene ~berdeekung durch endlich viele affine k-Variet/~ten U = Spee (C) 
mit nullteilerfreien affinen k-Algebren C der Krulldimension d. L : = k (X) 
sei der K6rper der rationalen Funktionen auf X. 

Wir w/~hlen einen gemeinsamen ,,Differentialkonstantenk5rper" im 
Sinne yon [4], w 2 ffir die lokalen Ringe 0x der Punkte  x �9 X. Einen 
solchen nennen wit auch Differentialkonstantenk~rper yon X. Ist  
Char. k - -0 ,  so soil k o = k sein, ffir Char. k = : p >  0 ist k o ein gewisser 
Zwisehenk~rper von kv und k mit [k : ko] < oo. Ist  k vollkommen, so ist 
k 0 = k, ist allgemeiner [k : kv] < oo, so kann man k o = k~ w~hlen. Im nll- 
gemeinsten Fall seheint es keine M6ghchkeit zu geben, einen Differential- 
konstantenk6rper k o kanonisch auszuzeiehnen. 

Dko(0,) sei die universelle Differentialalgebra yon 0x fiber k 0. Die 
Elemente yore Grad 1 bilden den universellen Differentialmodul D~0(0,) 
yon 0. fiber ko. Genau dann ist 0x ein regul~rer lokaler Ring, wenn 
D~~ ein freier 0,-Modul ist ([4], Satz 2). Dieser besitzt dann den Rang 
5+d,  wenn 5 : =  dimkD~,(k) ist. Speziell ist dim, D~, (L)=5+d.  Sei 
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d' : = ~ + d und D~(X):  -- D~k I(L). Die Elemente w e Dk0(X) heiBen 
rationale Differential/ormen (h0chster Stufe) auf  X fiber k 0. 

Wir withlen jetzt ffir x e X eine often~ affine Umgebung U = Spec (C) 
mit einer affmen k-Algebra C. B ~ C sei eine Noethersehe Normalisierung 
yon C, d.h. eine Polynomalgebra B =/c Ix1, . . . ,  xd] c C, so dab C als 
B-Modul endlieh erzeugt ist. Es ist dann 0 z = C~ mit einem Primideal 
yon C. Mit p :=  ~ n B ist ferner B~ ~ reguli~rer lokaler Ring und eine 
noethersche Normalisierung yon 0z im Sinne von w 2, a). Der universelle 
Differentialmodul D~o(B) ist ein freier B-Modul vom Rang d', dasselbe 
gilt natfirlieh analog ffir Bv. Mit D:=Dk,(Bv)  sind daher die Voraus. 
setzungen aus w a) erffillt und ~(OJB~)~Dk~ ) ist definiert. Wit 
werden zeigen, dal3 ~ (OJB~) nur yon x und k o abh~ngt: 

Satz 3.1. Sind U=Spec(C),  U'=Spee(C')  zwei often~ affine Um- 
gebungen yon x, sind JB c C, B ' c  C' noethersche Normalisierungen der 
affinen k-Algebren C und C' und ist p : = m. n B, p' : = m~ c~ B', wobei 
mz das maximal~ Ideal yon 0, ist, so gilt ffir die bzgl. der universellen 
Differentiation fiber k o gebildeten Komplement~rmoduln 

(O~/B~) = ~ (O~/B~ ). 
B e w e i s :  Da der Komplement~rmodul mit Lokalisation vertr~glieh ist 

(2.6), dfirfen wir annehmen, dal3 x ~ maximaler Punkt  yon x ist, d.h. 
daft dim 0x = dist.  Dann sind 9~ : = m~ n G, 9~' : =mx n G', m : = m. n B 
und m ' : =  m, n B' maximale Ideal~ der jeweiligen affinen k-Algebren, 
deren Restklassenk(~rper endlich algebraiseh fiber k sind. 

Der Unabhiingigkeitsbeweis wird durch L~bergang zur Komplettierung 

geffihrt. Seien R : -- 0x, Po --/~r~ und P~ : = B~, die Komplettierungen der 
zu betraehtenden lokalen Ringe. Bekanntlich ist R reduziert, aqui- 
dimensional und endlich erzeugt sowohl als Po-Modul als auch als 
P~-Modul. Po und P~ sind regular~ lokale Ring~ ~ sei der Quotienten- 
k(~rper yon Po, R '  der yon Po und L sei der volle Quotientenring yon R. 
L ist dann ebenfalls reduziert und eine endlichdimensionale Algebra fiber 
/~ wie auch fiber ~ ' .  

Die universell endlichen Differentialmoduln Dlo(Po), D~o(Po) und 
D~o (R) fiber/c o existieren. Die zugeh0rigen Derivationen shad die stetigen 
Fortsetzungen tier universellen Derivationen yon Bin, B~ bzw. 0~ fiber 
k o und man hat  die Formeln 

D~o(Po ) p 1 " 1  ' t 1 ' o |176 (Bin), Dk~ (P0) = = Po |  
und 

D~o(R) -- R | 
Entsprechende Formeln gelten aueh ffir die zugeh0rigen Differential- 

algebren Dko(Po), Dk,(Po) und Dk~ Wir setzen b : = D k , ( P ) ,  
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b ' : = D k ~  und bezeiehnen die universeUe /~-Ausdehnung bzw. 
_~'-Ausdehnung mit .~ bzw. ~ ' .  Es ist dann .~s =/[~,  denn diese Algebra 
ist die universelle L-Ausdehnung yon Dk~ ). 

Da die Voraussetzungen aus w 2, Absehnitt b) erftillt sind, wird nach 
2.8 durch den kanonischen Homomorphismus T :  Dk~ ) - ~ . ~  der Kom- 
plement~rmodul ~ (Ox/Bm) in ~(R/Po) abgebildet und ein Isomorphismus 

R | ~ (O,/Bm) --* ~ (R/Po) 

induziert. Entspreehendes gilt ffir r (OJB~,). Da R fiber 0, treuflaeh ist, 
geniigt es somit zu zeigen, dab ~ (R/Po)= ~ (R/P'o) ist. 

Sei t 1 . . . .  , ta ein regul~res Parametersystem yon Po und P :  = 
k ~  1 . . . . .  td~ die yon {t 1, . . . ,  td} analytisch erzeugte k-Unteralgebra yon Po. 
Po ist als P-Modul endlich erzeugt, da der Restldassenk(irper yon Po 
endlieh fiber k ist. Ferner ist DI~ die universelle P0-Ausdehnung des 
universell endtiehen Differentialmoduls D~o(P). Somit ist aueh ~(R/P)  
defmiert. Nach 2.15 gilt ~(Po/P)=D~:(Po) und naeh 2.12 ist daher 

(Rw) c ~ (Po/P)} ~ (R/Po). (R/P) = {w �9 ~I~' I~t~, = 

Entsprechend ist ~(R/P'o)=~(R/P') ,  wenn P' :=k[t~ . . . . .  t~11 ist mit 
t 

einem regul~ren Parametersystem {t 1 . . . .  , t~} yon Po" Es genfigt daher, 
den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 3.2. R sei eine reduzierte komplette noethersche lokale Z-Algebra, 
die ~quidimensional yon Dimension d ist und deren Restklassenk0rper 
endlich fiber k ist. L sei der volle Quotientenring yon R, k o = k ein Unter- 
kt~rper mit [k: ko] < oo, flit den D~,(L) ein freier L-Modul vorn Rang 
5 + d ist, wobei 5 = dim~D~~ und D~o(L) die universelle L-Ausdehnung 
des universell endliehen Differentialmoduls D~,(R) ist. {tl, . . . ,  t4} und 
{t~, . . . ,  tj} seien zwei Parametersysteme yon R und P : =  k[[t 1 . . . . .  tdl], 
P ' : =  k[~t'd,..., t~] die yon diesen fiber k analytisch erzeugten Unter- 
algebren yon R. Dann gilt ffir die bzgl. der universell endliehen Derivation 
fiber k o gebildeten Komplement~rmoduln: 

~(R/P)  = ~(R/P') .  

Der Beweis beruht auf  einem Austausehlemma ffir Parametersysteme: 

Lemma 3.3. Sei R wie in Satz 3.2 gegeben und {tl, . . . ,  t~} ein Para- 
metersystem von R. Ferner sei ein injektiver lokaler k-Homomorphismus 
P ' -~ R gegeben, wobei P '  eine komplette noethersche lokale Z-Algebra 
mit dem maximalen Ideal n' ist und dim R/u'R = O. Dann gibt es ein 
E l e m e n t  z 1 �9 n ' ,  s o  dab gilt: 

a) {z 1, t 2 . . . .  , td} ist Parametersystem yon R. 

b) Ist K der Quotientenksrper yon k[t 1 . . . .  , td]], so ist K[Zl] eine se- 
parable K-Algebra. 
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B e w e i s :  Sei ir : = R/(t~ . . . .  , td) und sei / ) '  das Bfld yon P '  in/~. Da 
dim/~ = 1 ist und / r  endlicher/) '-Modul, ist aueh dim/~' = 1. it' sei das 
maximale Ideal yon/ ) ' ,  Pl . . . .  , Pt seien die minimalen Primideale yon/~. 

t 

Es ist it'(~ UP/, denn andernfalls w~re 1t=pl  ffir geeignetes j ([2], 
j = l  

Chap. II ,  w 1, Prop. 1) und somit dim R/n'/~ = 1, entgegen der Voraus- 
setzung, daI3 dim R/11' R = 0. 

t 

Wir k~nnen daher ein Element Zl e ~' w~hlen, welches nicht in U P1 
i = 1  

enthalten ist. Is t  z~ e 11' ein Repr~sentant ffir zl, dann ist {z'lo , t 2 . . . .  , t4} 

ein Parametersystem yon R ffir alle Q ~ 1. Falls Char./C = : p >  0 ist, 
so wird ffir genfigend grol3es e die Algebra K[z~p ~] separabel fiber K 
Ffir z I : = z~p ~ sind dann die Forderungen a) und b) des Lemmas erffillt. 

B e w e i s  y o n  S a t z  3.2. Wir w~hlen im maximalen Ideal 11' yon P '  ein 
Zl, das den Bedingungen a) und b) des Austausehlemmas genfigt, und 
setzen R 1 : = P [zl]. Ferner sei P1 : =/c~Zl, t~, . . . .  t~. Es ist dann R 1 fiber 
P und fiber P1 als Modul endlich erzeugt. Ferner ist R 1 yon der Form 

R 1 -~/C[[Z1, t 1 . . . . .  $d~/(-~), 

wobei F ein Polynom in Z 1 mit Koeffizienten aus P = kit s . . . .  , td] und 
h~chstem Koeffizienten 1 ist Da z I fiber dem Quotientenk0rper K yon P 

separabel ist, ist ~__F Einheit im vollen Quotientenring L 1 yon R 1. 

Da R 1 auch fiber P1 endlieh ist, wird das Ideal (F) aueh erzeugt yon 
einer Potenzreihe G, die in t I ein Polynom mit htichstem Koeffizienten 1 

i s t  Es ist G =  E .  F mit einer Einheit E e/C[Z1, t l , . . . ,  td] und ~ G _  

= E ( z l ,  t l , .  " td) .  ~F also auch ~G eine Einheit in L 1. Nach 2.14 " '  

ergibt sieh jetzt ffir die bzgl. der universell endliehen Derivation fiber lco 
gebildeten Komplement~rmoduln 

(~ (R1/P) = ~ z i  ] 

\~zl/ 

R 1 . d r  I A . . .  A d$ d A d x  1 A  . . .  A d x  6 

R 1"dr 1 ^  . . .  ^ d r  d A d x  1 ^  . . .  A d x  6 = ~ ( R 1 / P 1 ) ,  

wenn (dx  1 . . . .  , dx~} eine k-Basis yon D~o(/C) ist. Aus 2.12 folgt ~ ( R ] P ) =  

= ~ (R/P1).  
Wir haben jetzt in dem Parametersystem (tl, . . .  , td} ein Element 

dureh eines aus dem maximalen Ideal n' yon P '  ersetzt. Durch Wieder- 
holung des Verfahrens konnen wir ein Parametersystem (z 1 . . . .  , z~} yon 

5* 
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R mit z 1 . . . . .  z d e 1t' konstruieren, so dab ~(R/P)= ~(R/Pj) ist mit 
P4:=k[zl, ...,zd~. Da P4cP',  ergibt sich nach 2.15 schlie$1ieh 
~(R/Pd) = ~(R/P'), q.e.d. 

Wir bezeiehnen den dem Punkt  x �9 X naeh Satz 3.1 in invarianter 
Weise zugeordneten 0,-Modul ~(O,/B~)c Dko(X) mit ~(*o). 

Definition 3.4. Eine rationale Differentialform w �9 D,0 (X) heiflt reguli~r 
(oder holomorph) an der Stelle x, wenn w �9 ~(ko). 

Sei U = Spee(C) eine offene affine Teflmenge yon X und B c C eine 
Noethersehe Normalisierung, K sei der Quotientenkorper yon B und 
A :=  Dk~ (K). Wir setzen 

(C/B) := {w �9 D~.(X) I ~ / x  (Cw) c D~'o (B)}. 

Dies ist �9 endlieh erzeugter C-Modul. 
Ffir alle x �9 U ist 

(O./B~) = 0..~ (C/B), 

wenn p : =  m, c~ B ist. Es ist daher klar, dab die ~(k~ eine kohi~rente 
0x-Modulgarbe a u f X  definieren, die wir mit g2~o) bezeiehnen und die Garb�9 
der regularen Di~erential/ormen htichster Stufe yon X tiber /c o nennen. 

Satz 3.5. Ist  X eine projektive Varieti~t, dann ist ~(~~ isomorph zur 
kanonischen Garbe ~x yon X. 

B e w e i s :  Wir dfirfen annehmen, dab k unendlich viele Elemen�9 ent- 
halt. Den allgemeinen Fall ffihrt man hierauf zurfick, indem man zu k 
eine Unbestimmte t adjungiert und zu X | (t) fibergeht. 

Wenn /C unendlieh viele Elemente besitzt, so existiert �9 endlicher 
surjektiver /c-Morphismus ~ : X - *  Y, wobei Y-~ P~ ist, also eine pro- 
jektive Noethersehe Normalisierung. Man ffihrt jetzt den Beweis wie in 
[6], 2.2 mit ttflfe des obigen Satzes 2.2 zu Ende. 

Es sollen nun noeh einige Anwendungen der Schachtelungsformel 2.12 
gegeben werden. Wir betraehten einen endliehen surjektiven/c-Morphis- 
mus ~0 : X--.X', wobei (X, 0x) und (X', 0x,) zwei irreduzible, reduzierte 
algebraisehe /c-Varietgten sind. L:=k(X) und L' :=/C(X') seien die 
Kt~rper der rationalen Funktionen fiber/C, L' c L, und/co sei �9 gemein- 
samer Differentialkonstantenk6rper ffir X und X'. Es ist dann die Spur 
aL/L, : D~o (X)-* Dk~ (X') definiert. Andererseits hat  man eine kanonisehe 
Abbildung c : Dko(X')--*Dko(X ). ~ 0 )  und ~,0) seien die Garben der re- 
guliiren Differentialformen auf  X bzw. X'. 

Ist  x � 9  x' :--~0(x) und  q~-t(x')= {xl, . . . ,  x~}, so setzen wir noeh 

o-~,=~ 0~,. 
i ~ l  
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Satz 3.6. a) w e Dko(X ) ist genau dann regular in x, wenn eseine  Ein- 
h e r  8 e 0~ gibt, so dab ew regular in x 1 . . . .  , x, ist. 

b) Genau dann ist w regular in xx, . . . ,  xs, wenn aL/L, (]W) regular in x' 
ist ffir a l le /  ~ 0~,. 

Bewe i s :  Es gibt affine k-Algebren C ' c L '  und C c L  mit C ' c G ,  
wobei C endlieh erzeugter C'-Modul ist, so dab gilt: 0., = C~, mit einem 
Primideal p' yon C', 0xi-- Cv~ (i--1 . . . . .  s) mit Primidealen pt von C, 
Pt n C= p'. Ferner ist 0., = Cw, der Quotientenring yon C naeh der 
Nennermenge C'\p'. 

Sei B c  C' eine noethersehe Normalisierung, q := p' n A. w e Dk~ ) 
ist genau dann regular in x, wenn w e O,.~(C/B), d.h. wenn eseine Ein- 
h e r  e e 0, gibt, so dab sw e ~ (C/B). Dann ist aber sw reguli~r in x 1 . . . .  , xs. 

w e Dk~ ) ist genau dann regular in Xl, . . . ,  x~, wenn w �9 N O/,~(C/B). 
t = l  

Dieser Modul st immt lib�9 mit ~ , ~  (C/B)= Cv,~(C/B)= Cv,~ (CJBq), 
wobei Cq der Quotientenring yon C nach der Nennermenge B\q ist. 

C~ sei entsprechend definiert. 2.12 besagt, dal~ 

(CJBq) = {w �9 Dk, (X) I aL/Lt (CqW) ~ ~ (C'JBq)} 

ist. Daher ist C~, E(Cq /Bq) = 

{w �9 Bk~ I aL/L,(CqW)= ~(CjBq)} ={w �9 D~~ I aUL,(O,,,W) = %,, }. 

Es folgt hieraus die Behauptung b). 

Korollar 3.7. Ist  w sDko(X ) regular auf  ganz X, darm ist aLIL,(W) 
regular auf  ganz X'. 

Korollar 3.8. X' sei normal und L/L' separabel. Dann ist 
c: Dk,(X')--*Dk,(X) injektiv. Wenn w' �9 Dk,(X' ) regular auf  X'  ist, dann 
ist c (w') regular auf  X. 

t 0 t Bewe i s :  a___~ :L--*L' sei die fibliche Spur. Es ist aLtL,(___/W )=  aLIL,(/)W 
ffir all�9 / �9 0,,. Da 0~, ganzabgesehlossen in L' ist und 0x, ganz fiber 0,,, 
ist aOLIL, (/) �9 0~,. Es folgt, dal~ w' in allen fiber x' �9 X' liegenden Punkten  
regular ist, also auf  ganz X, da x' beliebig gew~hlt war. 

Satz 3.9. Sei L/L' separabel und x' ein normaler Gorensteinpunkt auf  
X' (d. h. 0., ist �9 in L' ganzabgesehlossener Gorensteinring). Darm gilt 

= . o).  

Ist  auch x Gorensteinpunkt auf  X, dann ist 

b . 

wobei b (OJO~,) die Dedekindsehe Differente yon O, fiber 0,, ist. 
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B e w e i s :  Wenn x' Gorensteinpunkt auf  X'  ist, dann ist ~k,o)= 0,,w ~ 
mit einem w o e Dko (X '  ), w o 4 = 0 (vgl. Bemerkung 2.5). Es folgt 

(,) ~c~~ = o~.  {~Wo I ~ ~ L, ~~ ( ,~)"  Wo e 0~,~o} = 

= o~.  ~o (ox--:/o~,) Wo = ~o (o~/o~,) ~,~ 

Ist  aueh x Gorensteinpunkt, dann ist ~o (0J0,,) ein gebroehenes 0,-Haupt- 
ideal und ~~ �9 b (0J0 , , )=  0~. Die zweite Formel in 3.9 ergibt sieh 
daher aus der ersten. 

Korollar 3.10. Is t  ~ birational (d. h. L = L') und ist x' ein beliebiger 
Gorensteinpunkt, so ist 

~~ = ,/o.~/o~, ,,.,,,(ko) 

wobei ]ox/ox , : =  0 , .  ~,/ox ' is~ mit dem Fiihrer ]~ , /o ,  yon 0,, nach 0,,. 

B e w e i s :  (*) besagt hier, daJ3 ~(ko)=0, .  {2Wol 2 e L ,  2 ~ , c 0 , , }  ist, 
also ~(ho~ = 0, /~x%,Wo = /o~ /o ,  " ~ ~  a a X i  �9 
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