Differentialformen aut algebraischen Varietiten mit
Singularititen IT

Von Ernst KUNz

Herrn EricE KAHLER zum 70. Geburtstag gewidmet

In [6] hat der Verfasser gezeigt, daf es auf einer d-dimensionalen
reduzierten, irreduziblen projektiven algebraischen Varietit X iiber C
eine ausgezeichnete Garbe Qy von Differentialformen d-ten Grades gibt,
die — analog wie im singularitdtenfreien Fall — als dualisierende Garbe
im Serreschen Dualitdtssatz verwendet werden kann. In der vorliegenden
Arbeit soll dies nun auch fiir Varietdten iiber beliebigem Grundkoérper k
gezeigt werden. Der Gedankengang ist hier ganz dhnlich wie in [6], doch
ist die Durchfithrung technisch komplizierter, weil z.B. der Korper der
rationalen Funktionen von X iiber k auch inseparabel sein kann. Wie
schon fiir singularititenfreies X bekannt, ist es notwendig, um die
dualisierende Garbe zu erhalten, statt der Differentialformen iiber k
solche iiber einem geeigneten Teilkdrper k, < k zu verwenden (,,Differen-
tialkonstantenkorper, vgl. [4]). In der Definition von Qy in [6] wurde
Gebrauch gemacht von der kanonischen Spurabbildung in separablen
Algebren iiber Korpern. Diese Spur ist hier zu ersetzen durch die in [5]
eingefiilhrte Spurabbildung in Differentialalgebren, die auch fiir in-
separable Korpererweiterungen definiert ist. Es ist notwendig, diese Spur
zu verallgemeinern auf den Fall von Differentialalgebren endlichdimen-
sionaler Algebren iiber Korpern. Dies wird in § 1 durchgefiihrt.

In § 2 verallgemeinern wir den klassischen Dedekindschen Komplemen-
tarmodul. Dieser wird aus Differentialformen bestehen und auch fiir
inseparable Erweiterungen definiert sein. In § 3 wird schlieflich die [6],
Satz 4.1 entsprechende Invarianzeigenschaft des Komplementédrmoduls
bewiesen und dann die Garbe Q4 der reguléren Differentialformen hoch-
sten Grades auf X definiert. Von hier ab kann man wie in [6] fortfahren:

Qy ist isomorph zur kanonischen Garbe £y und kann also &y im
Serreschen Dualititssatz ersetzen.

Diese Arbeit enthilt noch einmal einen Beweis des Hauptergebnisses
von [6], wobei hier nur rein algebraische Hilfsmittel verwendet werden.
Dem mehr technischen Charakter dieser Arbeit entsprechend ist die Dar-
stellung an manchen Stellen ausfiihrlicher als in [6], wo der Nachdruck
darauf lag, das Wesentliche des Gedankengangs rasch zu skizzieren.
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§ 1. Eine kanonische Spurabbildung in Differentialalgebren

Wir setzen ein fiir allemal voraus, da Ringe eine Eins besitzen und
dafl bei Ringhomomorphismen die Eins in die Eins abgebildet wird.
Moduln und Algebren sollen stets unitér sein, d.h. die Eins operiert als
Identitat.

a) Differentialalgebren

Sei R, ein kommutativer Ring, R eine kommutative R,-Algebra. Unter
einer Differentialalgebra von R uber R, verstehen wir im folgenden eine
(nicht notwendig kommutative) graduierte R-Algebra A= @ A" mit

ne N
A°= R, wobei B im Zentrum von A enthalten ist, und wobei iiberdies
die folgenden Bedingungen erfiillt sind: Es existiert eine R,-lineare
Abbildung d: A— 4 vom Grad 1 mit den Eigenschaften:

a) A wird als R-Algebra von den Elementen dr (r € R) erzeugt.
b) Fiir alle r, " € R gilt d (rr') = rdr’' + r'dr.
c) Firr,ry, ..., 1, € Rgilt stets d(rdr, ... dr,)=drdr, ... dr,.
d) Fiir alle r € R ist drdr = 0.

d heiBBt die Differentiation in A.

Das wichtigste Beispiel einer Differentialalgebra wird fiir uns die
universelle Differentialalgebra (Differentialformen-Algebra) von R iiber
R, sein: Sie entsteht, wenn man aus dem universellen Differentialmodul
Dyi (R) die duBere Algebra A bildet und die universelle Derivation
d: o]B—»DRo(R) in bekannter Weise auf ganz A4 fortsetzt. Daneben haben
wir manchmal (z.B. fiir komplette lokale Ringe) die Differentialalgebra
zu betrachten, die man erhilt, wenn man statt von der universellen
Derivation ausgeht von der universell endlichen Derivation (sofern diese
existiert).

Ist S eine weitere kommutative R;-Algebra und B eine Differential-
algebra von § iiber R, so heillt ein R,-Algebrenhomomorphismus
¢ : A— B Homomorphismus von Differentialalgebren, wenn ¢ mit der
Graduierung und der Differentiation vertriglich ist. ¢ ist dann durch
@] A°® schon eindeutig bestimmt. Ist ein Ry-Algebrenhomomorphismus
¢: B— § vorgegeben, so heipt ¢ : A— B ein g-Homomorphismus, wenn
@|A%=p ist. Wenn S= R und g =id, ist, spricht man auch von einem
R-Homomorphismus.

Ist eine Differentialalgebra 4 von R iiber B, und ein R,-Algebren-
Homomorphismus ¢: R— 8 gegeben, so existiert die universelle o-Aus-
dehnung (4, ¢,) von A: Es ist dies eine Differentialalgebra 4, von §
iiber R, zusammen mit einem g-Homomorphismus ¢,: A~ 4, so daf
gilt:
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Ist y : A— B ein beliebiger g-Homomorphismus von 4 in eine Differen-
tialalgebra B von § iiber R, so existiert ein S-Homomorphismus
h: A4, B mit y =5 ¢, (dieser ist notwendigerweise eindeutig).

Man spricht auch von der universellen S-Ausdehnung und schreibt
Ay fiir 4,, wenn klar ist, welcher Homomorphismus ¢ : B— § gemeint ist.
Die grundlegenden Eigenschaften der universellen Ausdehnung einer
Differentialalgebra sind in [5], § 1 zusammengestellt. Wir bendtigen noch
eine Regel fiir die universelle Ausdehnung auf ein direktes Produkt:

Satz 1.1. R sei eine kommutative R,-Algebra und §=8;x ... xS,
ein direktes Produkt von kommutativen R-Algebren S, (1=1,...,t). 4
sei eine Differentialalgebra von R iiber B, und ¢,: 4 - 4, die universelle
S;-Ausdehnung von 4. Wir setzen B:=A4dg x ... x As,, wobei B als
graduierte S-Algebra mit B*=Ag x ... x A" fiir alle n € N aufzufassen
ist. Ferner sei d:=(d,, ..., d,), WObel d; dle Differentiation in Ay, ist.
@: A— B sei definiert durch ¢(w)= (¢,(w), ..., ¢,(w)) fiir alle we A.
Dann gilt:

a) B (mit der Differentiation d) ist eine Differentialalgebra von § iiber R,.
b) ¢ : A— B ist die universelle S-Ausdehnung von 4.

Beweis: Man verifiziert unmittelbar, daB B die definierenden Eigen-
schaften einer Differentialalgebra von 8 iiber R, erfiillt und daB ¢ ein
¢-Homomorphismus von Differentialalgebren ist, wenn ¢: R—8 der
kanonische Homomorphismus ist.

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft betrachten wir einen be-
liebigen ¢-Homomorphismus y : 4 —C von A4 in eine Differentialalgebra
C von 8 iiber R, Die Differentiation in C werde mit 6 bezeichnet.
l1=¢,+...+e, sei die Idempotentzerlegung der Eins, die durch die
Produktzerlegung S=8,x ... x 8, gegeben wird. Fiir ¢4j ist dann
e;e;=0, folglich e;de j+ e;de;=0 und (nach Multiplikation mit e;)

e;de; = 0. Ferner ist Z de;=d(1)=0 und daher (wieder nach Multipli-
kation mit e;) e,de,J—O fiir =1, ...,t. Es ergibt sich de;=1-de;=

= i e;jde;=0. Fir jedes w e C folgt nun §(we,)=ow-¢,(t=1, ...,1).

ViVli' getzen C;:=Ce;(1=1, ...,t). C; ist dann auf natiirliche Weise
eine graduierte S;-Algebra und ¢ induziert eine Abbildung §,: C;—C;
(0;(we))= 6w - ¢;) fiir =1, ...,¢ Man stellt leicht fest, daBl C; eine
Differentialalgebra von 8; iiber R, ist mit der Differentiation §, und daB
die Zusammensetzung von y: A—C mit der kanonischen Projektion
C—-C, ein g-Homomorphismus y; von Differentialalgebren ist, wenn
0;: BR— 8, der Strukturhomomorphismus ist. Auf Grund der universellen
Eigenschaft von A4, existiert ein §;-Homomorphismus &;: 45~ C; mit
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Yi=hjop; h:=(hy, ..., h,) ist dann ein S-Homomorphismus von B
inCmity=hoo

b) Endlichdimensionale reduzierte Algebren iiber Korpern

K sei ein Korper, ¢, die Kategorie der kommutativen endlichdimen-
sionalen reduzierten K-Algebren. Jedes L € ¢; besitzt eine kanonische
Zerlegung

L=L,x...xL,

wobei L;~ Ljm;, wenn {m;, ..., m,} die Menge der maximalen Ideale von
L ist.

Ist auch L' € g, und L = L', dann liegen iiber jedem maximalen Ideal m,
von L endlich viele maximale Ideale

My - My (21)

von L' (my; n L=m;) und {my;}; jzhoou ist die Menge aller maximalen
Ideale von L'. L’ besitzt die kanomsche Zerlegung

L'=Lx...xL

mit Li=L; x...x L, wobei L ~L'/m;. Die kanonische Injektion

L-L la Bt smh folgendermafien beschreiben: Wir fassen L, als Teil-

korper von L;, auf (j=1,...,¢,) vermodge des kanonischen Homomor-

phismus L/m;~L'/m;,. Ein Element (4;, ..., 4,) €L mit i,eL; wird

dann bei L— L’ abgebildet auf (4, ..., 4/) € L, wobei Ae L; gegeben ist

durch 4} =(4,, ..., 4;)e Lj x ... x L. L;ist eine endlichdimensionale
W

L;-Algebra bzgl des Strukturhomomorphismus L;— L;, der durch
Ay (dy oo, 4;) gegeben wird. Die Zerlegung L=L, x ... x L, bestimmt
W
eine Idempotentzerlegung der Eins: 1= zt: e;; analog definiert die Zer-
i=1

legung von L' eine Idempotentzerlegung 1 — Zt: (tzi e, j), Dabei ist

i=1 \j=1
ti

e,= Y e, die Idempotentzerlegung des Einselements e¢; von L, in
Jj=1
Ly=L; x...xL.

L' ist als L-Modul projektiv: Fiir jedes maximale Ideal m; von L ist
L, L; ein Korper, folglich ist L’ als L-Modul lokal frei und daher pro-
jektiv.

Somit ist die kanonische Spur oy, : L' » L und die kanonische Norm
ny, L' = L definiert: Fir A" e L' ist oy, (1) bzw. ny,,.(4') die Spur
bzw. Norm des Endomorphismus von L' der durch die Multiplikation
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mit A’ gegeben wird. Dabei sind allgemein Spur und Norm eines Endomor-
phismus ¢ : P— P eines endlich erzeugten projektiven Moduls P iiber
einem kommutativen noetherschen Ring R wie folgt definiert:

«) Spur: Schreibe P @ P’ =F mit einem freien R-Modul F endlichen
Ranges und definiere den Endomorphismus &:F—F durch @[, =g,
®|p,=0. Setze Spur (¢):=Spur (#). Diese hiangt nicht ab von der
speziellen Wahl von F, denn fiir jedes maximale Ideal m von R ist
Spur (@) = Spur (¢n) und Spur (&) ist das kanonische Bild von Spur (®)
in By. (Man beachte, dafi Py, ein freier R;-Modul ist).

B) Norm: Definiere ¥ :F—>F durch ¥|,=¢, ¥|p, =idp und setze
Norm (¢) : = Norm (¥). Ahnlich wie in «) ergibt sich die Unabhangigkeit
von der speziellen Wahl von F.

Ist mit den obigen Bezeichnungen m; ein maximales Ideal von L,
also Lmi; L, soist L ®LLmig L;.Das Element (4;,...,4)eL;x ... x L,
geht bei der Lokalisation an der Stelle m; in 4] € L} iiber. Hieraus er-
geben sich nun sofort die folgenden Formeln:

1.2. aL’/Lul’ e A= (aLi/Ll(il), ...,aL;/Lt(A,)),

1.2, nL,/L(/'LI, ce A= (nL{/Ll (A1), ...,nL:/Lt(/l,)).

Ist ferner L ein Korper, L' = L x ... x L; mit Korpern L, i =1, ..., 1),
so gilt fiir ' = (4, ..., 4)e L.

13. aL'/L(Al) = j;l GL’J./L(A;)
1.3°. nL'/L (A) = jl—=11 ’nL,j/L(A.}).

Sind L c I <« L” beliebige Algebren aus g, so gelten die Schachtelungs-
formeln

1.4. O’L”/L=0L’f’LoaL”/LI

14", nL”/L=nL’/L°nL”/L"
wie man unmittelbar mit Hilfe der obigen Formeln 1.2—1.3" und den
entsprechenden klassischen Formeln fiir Spur und Norm endlicher
Korpererweiterungen nachrechnet.

Sei jetzt A ein Differentialalgebra von K iiber einem Teilkorper
Ky K und Lc L’ seien wie oben. Dann gilt in dem in Satz 1.1 prézi-
sierten Sinne

1.5. A =4_ x...x4A
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und

1.6. AL’=ALQX"'XAL;’

A ,=4_, x...xA4_, .
L Ly Ly

Ferner ist ;)= (4,,),; auf Grund der Transitivitdt der universellen Aus-
dehnung ([5], 1.4.3) und analog AL;‘ =) G=1, ..., t,i=1, ...,8).
J (R

¢) Die Spur in Differentialalgebren

Wie bisher sei K ein Korper und 4 eine Differentialalgebra von K iber
einen Teilkorper K, < K.

Satz 1.7. Jeder Erweiterung L — L’ aus g kann eine Abbildung

at;/L tAp, -4,

zugeordnet werden, so daB3 folgende Bedingungen erfiillt sind :

1. g4, ist eine 4;-lineare Abbildung, wenn A4,, als 4;-Modul bzgl. der
kanonischen Abbildung 4; — A,/ aufgefallt wird.

2. o4 ;. ist mit der Differentiation vertauschbar.
3. Es gilt
Ufu/L =0LyLe° Uf://L
fiir alle Erweiterungen L < L' = L” aus .

4. Fir alle ' e I’ ist 64, (X)=0y,,.(4), wobei o, : L' - L die Spur-
abbildung aus Abschnitt b) ist.

5. Ist ' € L' eine Einheit, dann gilt
otiL (tli’) WAL
ng,p(X)
mit der in Abschnitt b) angegebenen Norm n,,,, : L' - L.

6. Sind L=L;x...xL,L=Lx...xL mit L=L,x... x L,
(¢=1, ..., t) die Produktzerlegungen fiir L =« L' gemal Abschnitt b),

dann gilt fir w=(w, ..., w,)e€ AL,=AL:>< .o x Ay mit w=
=Wy, - . ., Wy,), wy; € 4, die Formel
4 4 4
opyL(w) = (‘71‘1'/Ll (1), - -5 0LYLs (wx)).-
wobei

ti
a'f'/L.‘ (wy) = '21 Uf',j/L,(wu) = ,..., 0.
i=
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Die Familie von Abbildungen {¢%,, : 4;,— 4.}, wenn L< L' alle Er-
weiterungen von g durchlduft, ist durch die obigen Forderungen 1.—86.
eindeutig bestimmt.

Beweis: In [5], § 2 wurden fiir Erweiterungen L < L', wobei L und L’
endliche Erweiterungskorper von K sind, Spurabbildungeno ;, : 4;,—+ 4,
konstruiert, welche den obigen Bedingungen 1.—4. geniigen. An Stelle
von 5. wurde die folgende schwichere Bedingung bewiesen:

5'. Ist Char. K=:p>0 und L'=L[y] mit y?=:ne L, y ¢ L, dann gilt

Uﬁ’/L (?/p_l dy) = on,

wenn d die Differentiation in 4;,, § die in 4, bezeichnet.

Ferner wurde gezeigt, daf die Familie {¢4,, : 4;,—4,}, wenn Lc I/
alle Korpererweiterungen aus &g durchlauft, durch die Forderungen
1—4. und 5'. eindeutig festgelegt ist ([5], 2.3.6). Wir zeigen zunéchst,
dap die dortige Spurabbildung auch der Bedingung 5. geniigt, wenn
L I Korper sind:

Auf Grund der Schachtelungsformeln 3. und 1.4’ geniigt es, 5. im Fall
ru beweisen, daB L' = L(1') ist und A’ iber L entweder separabel ist
oder rein inseparabel vom Grad p (Char. K =: p>0).

«) A’ sei separabel iiber L und {(X)=X%+a, X? 14 ... +a, das
Minimalpolynom von A’ iiber L (a;€L,1=0,...,n—1). Dann gilt in
A,

1

Al = ~—— (A" 'da,_y + ... + A da, + da,
f’(l’)( 1 1 o)

ax da,
O’LI/L ( JT ) Utl/L ("' f' (ﬂ.') Rk l')

nach der Formel 2.2.3 in [5]. Ferner ist

und

- d“o — d“o R (Am—l + an—-l'lm—z + ... +a1)
F@ay-2 @) a

und somit wiederum nach [5], 2.2.3
di'\ day dnpog (A
JA’/L ( s ) == LA )
A 2  npy (4 )

B) Sei L' = L(X’) rein inseparabel vom Grad p iiber L, ’?=: 5. Dann
ist nach [5], 2.3.6, e)

di’ APTYNY  dy dnge (A )
O'A’/L( )—0'2’/L( )__’1__ L/L(
n n RpL ('1)
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Wir definieren jetzt fiir beliebige Erweiterungen L < I’ aus g die Spur-
abbildungen ¢4, durch die Formeln in der Bedingung 6. des Satzes,
wobei die dort auftretenden Spuren “f,-’j/u die in [5], § 2 konstruierten
Spuren sind. Es jst leicht nachzurechnen, daB3 dann auch die Bedingungen
1.—5. erfiillt sind. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage fiir die Spuren
o4, fiir Korpererweiterungen L < L ergibt sich dann die Eindeutigkeit
auch fiir beliebige Erweiterungen L < L’ aus &, wenn man zu den For-
derungen 1.—5. noch 6. hinzunimmt. Der Satz ist damit bewiesen.

Wir nennen ¢4 : 4;,— 4, die beziiglich 4 gebildete Spur (von L’
nach L).

Beispiel 1.8. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Fiir ein
L ¢ g betrachten wir eine K-Algebra L’ der Form

= L[y] = L[Y)/(Y" - A).
Dabei soll A eine Einheit von L sein; folglich ist auch das Bild ¥y von ¥
in L' eine Einbheit.

Der Kern des kanonischen Homomorphismus ¢ : A, — 4;, ist das von
dAin A; erzeugte zweiseitige Ideal und A, 14 8t sich schreiben in der Form
A, =L' @ B® L ®,B-dy,
wenn B das Bild von ¢ ist. Es werde vorausgesetzt, da8 dA + 0 ist.
Schreibt man w € 4;, gemaB dieser Darstellung in der Form

w=wy+w,dy (wy, w,eLl’ Q. B)
und
wy =P+ Py + ...+ ﬂpe—-l ?/pe_l
mit f,e B(:=0, ..., p*— 1), dann gilt
o‘t!/L (w) =a,_,dd,
wenn ¢, , € 4, ein beliebiges Element mit 0@, )=B,_, ish

Beweis: Da die Beschrinkung von ¢, auf die Elemente 0-ten Grades
die gewohnliche Spur der L-Algebra L’ ist, ist diese Beschrinkung die
Nullabbildung. Da ¢4, linear in bezug auf A4, ist, folgt zunichst

Lr/L( )_ 0
Im Falle=1gilt fiiri=0, ..., p—~2nach 1.7, 2. und 5.
i dy'™" il 1 4 1+1
Uf'/L(?/ dy) = UA’/L = dO'L’/L(?/ }=0
1+ 1 1+ 1
und

d di
oty (y" " dy) = oy (/1 yy) =45 =dk
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Hieraus folgt die Behauptung fiir e= 1. Im allgemeinen Fall ergibt sie
sich aus der Schachtelungsformel 1.7, 3. fiir die Spur, angewandt auf die
Algebrenkette

Lc Ly Ly ?*c...cLiy]=L.

Das Beispiel zeigt, dafl ¢4, i.a. auch fiir inseparable Erweiterungen
nicht trivial ist. Allgemeiner betrachten wir jetzt eine duBlere Differential-
algebra A von K iber K, (d.h. 4 ist die duBlere Algebra von A!). Ferner
sei dimgA'=:d <. Lc L' aus ¢ seien wie in Abschnitt b) als direkte

Produkte dargestellt. Es werde vorausgesetzt, dal auch
(*) dim; 4}, = djm,_ij A}"ii =d

ist fiir 1=1,...,¢,9=1,...,¢. Beispiele fiir diese Situation werden
spiter auftreten. A1 und A1, sind dann freie L- bzw. L'-Moduln vom
Rang d, 4¢, und 49 sind frei vom Rang 1.

Satz 1.9. Unter den obigen Voraussetzungen (*) ist

0'£//L : Ait - Ai
surjektiv.

Beweis: Wegen 1.7, 6. geniigt es zu zeigen, dall ¢ 1 44 —»Aii

f'i.lz. L
surjektiv ist, d.h. wir diirfen annehmen, daf Lc L’ KCJ’)r};er sigd. Ist
L'|L separabel, dann ist 4¢ =L’ ®, A und die Behauptung folgt, weil
o4, eine A;-lineare Abbildung ist und ¢, : L' = L surjektiv ist. Fiir
rein inseparable Erweiterungen L'/L vom Grad p hat man eine Situation
wie in Beispiel 1.8 (vgl. auch [5], 2.2.9). Im allgemeinen Fall ergibt sich
die Behauptung aus der Schachtelungsformel, wenn man beriicksichtigt,
dafl aus dim; 4} = dim,, 4}, =d auch dim,.4}.=d folgt fiir jeden Zwi-
schenkoérper L* von L und L'.

d) Spurformel fiir einfache Erweiterungen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Spurformel 2.2.3 aus [5] gleich-
zeitig mit der Formel aus Beispiel 1.8 zu verallgemeinern. Wir betrachten
dazu K-Algebren L von der Form L= K[X]/(F), wobei F € K[X] ein
reduziertes Polynom mit hochstem Koeffizienten 1 ist, d.h. in der Zer-
legung von F in irreduzible Faktoren tritt kein Faktor mehrfach auf.
F=F -... F, sei diese Zerlegung, wobei auch die F; den hochsten
Koeffizienten 1 besitzen sollen. Es ist

L=Lx...xL mit L;=K[X)JF) (=1, ...,1).

Ist 2, die Restklasse von X in L, so ist zy= (¢, ..., &,), wobei &, die
Restklasse von X in L, ist. Ferner ist {1, 2,, ...,z '} eine Basis von L
iiber K, wenn n : = Grad (F) ist.
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A sei eine Differentialalgebra mit den fiir Satz 1.9 gemachten Voraus-
setzungen. {dz,, ..., dz,} sei eine K-Basis von A'. A} berechnet sich
nach der Formel

A}, =L, @A @ L,dX | (3F, (&) + F,(£)dX),

wobei 0F;(¢;,) dadurch erhalten wird, da man die Koeffizienten des
Polynoms F,; bzgl. der Derivation in A ableitet und dann X =¢, setzt.

d
6F;(¢;) € L, ®x A! kann in der Form 6F,({)= Y i dz, mit A e L
k=1
geschrieben werden. Wir setzen noch AQ:=Fi(&) (=1, ...,¢). In A},
hat man dann die Relation Z P dx, = 0. Genau dann ist dim, 4] =d,

wenn AP = 0 ist fir mmdestens ein ke {0, ..., d}.
Analog zur obigen Formel gilt auch

Al = L@z A @ LdX | (OF (x) + F' (z,)dX).
t
Wir setzen ¢;:= jI;[l F;¢) (¢=1,...,t). Beachtet man, dal L=

JEi
=L;x...xL, und 4} =4] x ... x Ai‘ ist, so kann man leicht die
folgenden Formeln bestéitigen:

d
OF (z5) = (¢20F1 (&), - - -, ¢:5F,(€,))=k2 (@A, - -0 @A) dayy

F' (o) = (02 F} (&), - - -, @, Fi(E))-

Setzt man A, := (9,49, ..., ,4Q) (k=0, ...,d), so bekommt man in
4} die Formel

d
z }-kdxk = 0.

Genau dann ist A, Einheit in L, wenn A9 4 0 fir =1, ..., . Ist dies der
Fall, so ist {dx,, ..., dz,, ..., dz,} eine Basus des L-Moduls 41,

Satz 1.10. Wir setzen voraus, daBl es ein ke {0, ..., d} gibt, so daB
A, Einheit ist. w € 4% werde in der Form

w=Ad2gA.. . Adz A A dzgmib A =27 (g + 2,20+ oo+ Kooy 287D
geschrieben (x; € K). Dann ist
af,x W) = (= D,_yd2y A ... Adz,

Beweis: Es ist zu zeigen, dal}

-1 o~ . 0 flil‘ j<n—l
at/f(/lk xgd%/\'”/\dx"'\”'/\dx‘)—{(—l)kdxl/\.../\dxd fir j=n—1.

4¢
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Dabei ist nach 1.7, 6.

. t J
a‘,f,x(,lglx{,dxl Aoondr)=Y af,.,K (-——ci——dazl Al A dxd)
i=1 Fi (&) o;

und fiir k=1,...,d

G'flx(j.;lz{dxo Ao A d}k Ao A dmd) =
g
Uf,-/x (/12" @i

Wir betrachten nun fiir den rationalen Funktionenkoérper R := K(X) in
Ay die Differentialformen

t
.AdxkA...Adx,,).

i=1

j
wj:=XF-dXAdx1A coonde; (=0,...,n—1).

In 4, hat man Relationen
d
dF,=FdX + ¥ APdz, (i=1,...t),
k=1
wobei die AY) € K[X] beim kanonischen Epimorphismus K[X]- L,

gerade auf die 1Y) abgebildet werden. Dies gilt auch fiir AQ : = F;. Man
kann daher schreiben

J
wJ-——X—dF’/\dac1 A..oAdzx; imFall =0
117, F,
und
—1y¥Xx/ -~
wj=((—i)1)—)£— @AdXAdxlA...Adx,‘A...Adxd fir ke{l,...,d}.
AP [1F, F,

1%

Dabei ist F, kein Teiler von F; * H Fy bzw. A9 * H F,.

V, sei der zu F, e K[X] geht)nge diskrete Bewertungsrmg von R/K.
L, ist gerade der Restklassenkorper von V.. Da w; in den ¥V, nur Pole
1. Ordnung hat, ist das Poincaré-Residuum Resy, (w;) definiert (vgl. [5],
Def. 3.1.9) und es gilt

fj

R ) = e
i

de, A ... Adzx, imFall k=0
und

j ~
Resyj(w;) = Aé A& nday A oo Ady A ... Adz,, falls ke{l, ..., d}.
k Pi
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Es ergibt sich

M-

ohx (At mydzg A L Adz A LN dey) =
i

”filx (Resy,w;).

1

Nach dem Satz von der Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen
kann man schreiben

Xj t Pi ni—1
— = =, P= ey X' (¢, € K),
F &F ! ;, :

wobei 7, : = Grad F, und es ist

Zt:" _{O, wenn j<n-—1
& W17 1, wenn j=n -1

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung kann man Resy, (w;) nun auch fol-
gendermafBen ausdriicken:

Py (&)

Resy, (w;) = dz, A ... Adxy; im Fall k=0,

P (&)

g

Resy, (w)) = dE, Aday A ... Adzy A ... Adz, fir kefl, ..., d}.

Im Fall k=0 ergibt sich bereits nach [5], 2.2.3

t

: 0 fir j<n—1
iglo'fi/x(Reswa) = (i=1°im—1) dz A .. AdEy —{dxlA ... adz, fir j=n—1"
Im Fall k€ {1, ..., d} folgt die Behauptung ebenfalls, sobald gezeigt ist,
daB

otk (13—552 dEndzy A .. AdTpA ... Adx,,) = (—l)kc,n‘_ldxll\ .o Adzy
k

ist fir¢=1, ...,% d.h. wenn der Satz im Fall bewiesen ist, dal L ein

Korper ist.
Sei also L ein Kérper. Wenn L/K separabel ist, dann ist F”’ (x,) + 0 und
_ 1\
Ldzg A ... AdE A ... Adx,,=( Il) xgdxl/\ coo Adzy
Ay F’ ()

Die Behauptung folgt daher aus dem schon bewiesenen Teil des Satzes.

Ist L/K inseparabel und Char. K=:p, dann gibt es eine kleinste
Zahl e, s0 daBy, : =z ?° tber K separabelist. L' : = K [y,] ist die separable
Hiille von K in L und F ist von der Form F(X)=G(X?*), wobei
G(Y) € K[Y] ein irreduzibles separables Polynom ist. Man hat n=p¢-m
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mit p¢=[L:L'], m=[L': K]. Ferner ist o6F(z,)=0G(y,) und daher
AeL (k=1,...,d). Nach der Formel in 1.8 ergibt sich

at/L’(?dxo/\ e /\d?vk/\ e /\dxd)=
k

0 , falls j# p°—1mod(p°)
) %dyoAdx,A...Ad}Z‘A...Adw,, falls j=pp®+p° -1

k

Dabei ist 0<u<m—1.
Es folgt schlieBlich mit Hilfe der in 4, giiltigen Relation

d
G’ (yo)dy, + kzl Aydz, =0,

daB firr j=pup*+p* -1

af/x(?dxo/\ c AT A L Ada:d)=

k

=621/K(%‘0‘dy0/\dx1/\ cen Ad?t,‘/\ - /\dzd)=

k

_ 4 [(=D*ys )__{0 fir p<m-—1
_a;_:,x( G”(yo) dzl/\ /\dxa = (—l)kdxl/\ Ada:,, fiir ,u=m-—l

ist. p=m — 1 gilt aber nur, wenn j = n — 1 ist. Der Satz ist damit bewiesen.

e) Eine Vertauschungsregel fiir die Spur

Lc I seien zwei Korper aus ¢ und K/K sei eine beliebige Korper-
erweiterung. Wirsetzen L : =L ®¢ K, [’ : = L' @y K. L und L’ sind dann
endlichdimensionale K-Algebren und es gelten die Formeln

1.1L oinyily =0y Migplp = npyp.

Wir wollen zeigen, daB unter geeigneten Voraussetzungen eine ent-
sprechende Formel fiir die Spur in Differentialalgebren gilt.

Dazu betrachten wir eine Differentialalgebra 4 von K iiber einem
Teilkorper K, < K und eine Differentialalgebra 4 von K iiber einem Teil-
korper K, mit K = K, Es sei ferner ein Homomorphismus 4+ 4 von
Differentialalgebren gegeben, der fiir die Elemente 0-ten Grades die
Inklusion K— K ist und der einen Isomorphismus von K-Algebren
K ®; A A induziert (Beispiele dieser Art werden spiter vorkommen).

Lemma 1.12. Sei 7: L—+L die kanonische Injektion. Es gibt genau
einen t-Homomorphismus ¥ : 4, —+ 4;, der das Diagramm
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4,
A

kommutativ macht. ¥ ist injektiv und induziert einen Isomorphismus
K ® K A L -> A.‘ 2.

Beweis: Wir schreiben L als Restklassenring eines Polynomrings:
L=K[X,,...,X,)/[undsetzen R:=K[X,,...,X,),R:= K[X,,...,X,).
Dann ist L=R/IR. Fiir die Polynomringe ergibt sich ein kommutatives
Diagramm

¥

N
Ry
¥

Ry oy

4, v i

L

4 A4

mit entsprechenden Eigenschaften wie im Lemma unmittelbar. Ferner
ist 4; der Restklassenring von 4 nach dem von I und dI in Ay erzeugten
zweiseitigen Ideal ([5], 1.5.1), analoges gilt fiir 4;. Durch die obige Ab-
bildung ) wird daher ein ¥ : 4, - A; mit den gewiinschten Eigenschaften
induziert.

Satz 1.13. Wir setzen jetzt voraus, daB L’ reduziert ist (Dann ist auch L

reduziert und somit 0;3, 1;, definiert). Das Diagramm

! A
ALI AZ’
4 A
Ol OL:/I,
AL lIl < E

in dem ¥ und ¥’ die Abbildungen aus 1.12 sind, ist kommutativ.

Beweis: Auf Grund der Schachtelungsformel fiir die Spur gentigt es,
separable Erweiterungen L'/L oder rein inseparable Erweiterungen vom
Grad p (p: = Char K > 0) zu betrachten.

a) Sei L'|L separabel. Dann ist 4,, =L ®, A, und entsprechend
4;,=L' ®; 4;. Da die Spuren linear bzgl. 4, und 4; sind, folgt die Be-
hauptung aus der ersten Formel in 1.11.
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b) Sei L' =L[y] mit y?e L, y ¢ L (p:=Char. K> 0). Dann ist auch
L' =L[y]. A,, wird als A;-Modul von den Elementen yidy (=0, ..
p— 1) erzeugt; das Gleiche gilt fir 4;, als 4;-Modul. Es ist

)

ot (y'dy) = otz (4'dy) (=0,...,p-1).
Die Behauptung ergibt sich jetzt wieder aus der Linearitdt der Spur.

§ 2. Verallgemeinerung des Dedekindschen Komplementirmoduls

a) Definition und einfache Eigenschaften

P sei ein regulirer lokaler Ring mit dem Quotientenkérper X und
Q/P sei eine Ringerweiterung, wobei @ als P-Modul endlich erzeugt ist.
Ferner soll @ reduziert sein; sein voller Quotientenring L ist dann eben-
falls reduziert und eine endlichdimensionale K-Algebra.

Es soll eine Differentialalgebra D von P iiber einem Unterring P,< P
gegeben sein mit folgenden Eigenschaften:

a) D! ist ein freier P-Modul endlichen Rangs d.
R) D ist die duBere Algebra des P-Moduls D', Es ist dann Déx P.

Sei ferner A :== Dy die universelle K-Ausdehnung von D. Wir fassen
D als Teilring von 4 auf. Ist L=L, x ... x L, die kanonische Zerlegung
von L in ein direktes Produkt von Koérpern L; (=1, ..., ), so setzen
wir noch voraus:

y) Esist dim; At =d (i=1,...,9).

Definition 2.1. €(Q/P)= {we 44 |04 (Qw)= D2} heit der bzgl. D
gebildete Komplementirmodul von @ iiber P.

Wir verzichten darauf, die Abhiangigkeit von D in der Notation zum
Ausdruck zu bringen, da sich jeweils aus dem Zusammenhang ergeben
wird, welches D wir meinen. € (Q/P) ist offensichtlich ein @-Untermodul
von A4,

Ist D¢ = Pw, mit einem Basiselement w, und ist L iiber K separabel,
80 ist

€(Q/P)=C°(Q/P)w,,

wobei €°(Q/P) der iibliche bzgl. der Spur oy : L— K gebildete Dede-
kindsche Komplementérmodul von @ iiber P ist. Ist noch spezieller
D=0, also D= Dé =P, dann ist €(@/P)=E°(Q/P).

Satz 2.2, Man hat einen kanonischen Isomorphismus von L-Moduln

@ : A? - Homy (L, 4%,
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durch den we 4A¢ auf die Abbildung &, : L 4% mit &, (1) = o8, (Aw)
fir alle e L abgebildet wird. Durch ¢ wird €(Q/P)=A4¢ mit dem
@-Untermodul Hom, (Q, D?) von Homy (L, A%) identifiziert.

Beweis: Wird & wie angegeben definiert, dann ist klar, daB &, fiir
alle w € A¢ eine K-lineare Abbildung ist und @ selbst L-linear.

Es ist A =47 x ... x Aitg L;x ...x L, nach 1.1 und der Voraus-
setzung y). Analog ist

Homy (L, A%)~ Homg (L,, A%) x ...x Homg (L,, A%)

als L-Modul, wenn die rechte Seite in der iiblichen Weise als L-Modul
aufgefalit wird. Ist w=(wy, ..., w,) € 4 mit w; e 4% , so identifiziert
sich &, mit (?,,, ..., d,,), wobei &, € Homg(L;, 4%) entsprechend wie
&, definiert ist. Es geniigt daher zu zeigen, dall die Abbildungen

@, : A, » Homy (L, A%
w> P,

Isomorphismen von L;-Vektorrdumen sind (¢ =1, ..., ¢). Da beide Seiten
die Dimension 1 besitzen, hat man nur zu zeigen, dall &; nicht die Null-
abbildung ist. Dies folgt aber aus 1.9, weil a4, : 4¢ — A? surjektiv ist.

Da Hom, (@, D?) torsionsfreier P-Modul ist, ist die durch Tensorierung
mit K gegebene Abbildung

Hom,(Q, D?)— Homg (L, A%)

injektiv. Fiir ein w e 44 ist &, genau dann in Hom,(Q, D?) enthalten,
wenn &,|, nur Werte in D¢ annimmt, d.h. wenn w € € (Q/P). Die letzte
Aussage des Satzes ist damit auch klar.

Korollar 2.3. €(Q/P) ist als @-Modul endlich erzeugt.

Wir betrachten nun einen beliebigen reduzierten noetherschen lokalen
Ring R mit dem vollen Quotientenring L. L=L,; x ... x L, sei die
kanonische Zerlegung von L in ein direktes Produkt von Kérper. Wir
sagen, dal R eine Noethersche Normalisierung besitzt, wenn es einen
reguliren lokalen Ring P mit dim P = dim R und einen injektiven lokalen
Homomorphismus ¢ : P— R gibt, so daBl R = Q,, ist, wobei @ ein Zwischen-
ring ¢(P)c@c R ist, der als P-Modul endlich erzeugt ist und m ein
maximales Ideal von Q.

Wir identifizieren P mit seinem Bild bei ¢. K sei der Quotienten-
korper von P. Ferner soll eine Differentialalgebra D von P iiber einem
Unterring Py P gegeben sein, so daf die eingangs angegebenen Be-
dingungen «), 8) und vy) erfiillt sind. Dann ist € (Q/P) definiert.

Definition 2.4. €(R/P):=R-€(Q/P) heiit der bzgl. D gebildete
Komplementirmodul von R iber P,
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Es ist noch zu zeigen, dafl € (R/P) nicht von der Wahl von @ abhingt.
Sei @' ein weiterer Ring mit den entsprechenden Eigenschaften wie Q.
Da das Ringkompositum @ - @' ebenfalls diese Eigenschaften hat, diirfen
wir Q<@ annehmen. Dann ist €(Q/P)<C(Q/P). Da @ endlich er-
zeugter @-Modul ist, gibt es ein s € Q, s ¢ m mit 3@’ < Q. Fiir w ¢ €(Q/P)
ist dann o4, (@' - sw) < o4 (Qw) = D2, also sw e E(Q'/P).

Es folgt s€(Q/P)<cC(@/P)cC(Q/P) und somit R -E(Q/P)=
R -C(Q'|P).

Bemerkung 2.5. Es ist €(R/P)= R ®,€(Q/P)~ R ®, Hom;(Q, D%)
und & (R/P) ist isomorph zum kanonischen Modul K, von R (vgl. etwa
[3]). Wenn R Gorensteinring ist, so ist € (R/P)= R.

Spater wird gezeigt werden, daBl €(R/P) unter gewissen Voraus-
setzungen auch nicht von der Wahl der noetherschen Normalisierung P
abhéngt, also R in invarianter Weise zugeordnet ist.

Um das Verhalten des Komplementarmoduls € (R/P) bei Lokalisation
zu untersuchen, betrachten wir der Einfachheit halber nur den Fall,
daB R Integrititsbereich ist, da wir spater nur diesen Fall benotigen.

Sei B ein Primideal von R, p : =B n P. Dann ist auch P, ein regulirer
lokaler Ring und eine noethersche Normalisierung von Rg. Ferner hat
die universelle P,-Ausdehnung D, von D die entsprechenden Eigen-
schaften wie D. Fiir den Quotientenring @, von @ bzgl. der Nennermenge
P\p ergibt sich aus der Definition des Komplementirmoduls, daB
C(Q)/P,)=0, C(@P) ist. Somit ist C(Ry/P,)=Ry-E(Q,/P,) =
= Ry €(Q/P)= Ry - €(R/P). Wir haben gezeigt:

Lemma 2.6. Ist R Integritatsbereich, ¥ Primideal von R, p:=PR n P’
so gilt fiir den bzgl. der universellen P,-Ausdehnung von D gebildeten
Komplementédrmodul

€(Ry/P,) = Ry, - C€(R/P).
b) Verhalten des Komplementirmoduls bei Komplettierung

Mit den zu Anfang von Abschnitt a) gemachten Voraussetzungen sei
jetzt P die Komplettierung von P und @ :=P ®, @ (Komplettierung
von @ bzgl. seiner Radikaltopologie). Wir setzen ferner voraus:

3) Q sei Integritatsbereich, Q sei reduziert. (Das letztere ist z.B. er-
fiillt, wenn wir von einem exzellenten Ring P ausgehen).

Der volle Quotientenring L von ¢ ist dann eine endlichdimensionale
reduzierte Algebra iiber dem Quotientenkorper K von P. Wir fordern
schlieBllich

¢) Es sei eine Differentialalgebra D von P iiber einem Unterring
P, mit P, P, gegeben und ein Homomorphismus von Differential-
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algebren D D, der fiir die Elemente vom Grad 0 der kanonische Homo-
morphismus P - P ist und der einen Isomorphismus

P®,D>D
induziert.

A=K ®; D R ®x A sei die universelle K-Ausdehnung von D. Die
Voraussetzungen von 1.11 sind dann erfiillt, der dortige Homomorphis-
mus ¥: 4, -4 ; induziert einen Isomorphismus

K ® K A. L; A‘ *.

Speziell ist ff" ein freier £-Modul vom Rang 1. Beziiglich D und der Spur
0fiz" 4,-4 1st somit der Komplementérmodul € (Q/P) definiert.

Lemma 2.7. Man hat ein kommutatives Diagramm

y -
44 >4

R

-~

¢

Hom, (L, A%) Hom, (L, 49),
o
wobei @ und @ wie in 2.2 definiert sind und « der kanonische Homomor-
phismus in das Tensorprodukt K ®y Homg (L, 4%)x
Hom (K ®¢ L, R @ A%~ Hom, (L, 49) ist.

Beweis: a identifiziert Homy (L, A¢) mit der Menge derjenigen Ab-
bildungen aus Hom (L, 49), die L in A%< 42 abbilden. Wir identifizieren
A4¢ mit seinem Blld bei ¥. Fir w e 44 ist nach Definition &, die Ab-
blldung mit ®, (1) = aA,K(Aw) fiir alle ). € L. Nach 1.12 ist of ;| =of,,
sodaB fiir A e Lgilt: (1) = od (Jw)=d,(4),d.h. ®,, ist das Bild von &,
bei «

Nach Satz 2.2 1a gt sich das Diagramm in 2.7 wie folgt ergénzen:

Homg (L, 4%)— Homg (L, 49)
9" N

Hom, (@, D%) Hom (@, D%)
wobei Hom,(Q, D4)— Hom, (@, D4) die kanonische Abbildung in das

Tensorprodukt P ®, Hom,(Q, D4)=Q ®, Hom,(Q, D¢~ Hom; (@, D?)
ist. Wir haben damit bewiesen:
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Satz 2.8, Durch ¥ : A¢ - 44 wird €(Q/P) in €(Q/P) abgebildet und es
wird ein @-Modul-Isomorphismus

C@/P)=Q ®, € (Q/P)
induziert.
Sei {m,, ..., m,} die Menge der maximalen Ideale von Q. Bekanntlich
gilt dann in kanonischer Weise

Qg@ml X .. X th.
Dabei ist die Komplettierung Qm,- von @, als P-Modul endlich erzeugt

(6=1, ...,1). Ist L, der volle Quotientenring von @, so erhilt man auch
eine Zerlegung
L=L,x...xL,
(L; ist jedoch i.a. kein Kbrper )
Nach 1.1 ist A, =4 L x4 Ly Notwendlgerwelse ist daher A‘
ein freier L;-Modul vom Rang 1(E=1,...,t), weil A" die entsprechende
Eigenschaft hat. Somit ist (&(Qmi/P) deﬁmert (t=1,...,¢%).

Lemma 2.9. Durch die Zerlegung L =L, x ... x L, wird eine Zerlegung
C(Q/P)=C(@,/P)x ... x €@ /P)
induziert.

Beweis: Sei w=(w,, .. w,) eA" gegeben mit w; eA Li=1,...,1).
Ist w; €€ (,,/P) firi=1,...,¢ 80 1st

4 a5
otz (@Qu) = Z Oy (Qmw) = D,

also we @(Q/P) Sei umgekehrt we€(¢/P). Dann ist o-.,K (Qm w) =
=o? ,K(Qm w;) < D? und somit w; € €@y /P) (=1, ...,).

Korollar 2.10. Sei Y, 44 —»Ad die Zusammensetzung von ¥ : 4% - A4
mit der Projektion 44 —»A" Durch ¥, wird €(Q,,,/P) in @Z(Qm,/P) ab-
gebildet und es wird ein Isomorphlsmus

O, Oom, €(@/P)EQu/P)
induziert.

Sei R ein beliebiger noetherscher lokaler Integritatsbereich, der eine
Noethersche Normalisierung P— R besitzt und fiir den B reduziert ist.
Dann ist P— R eine Noethersche Normalisierung von R. Wir setzen
voraus, daB Differentialalgebren D und D fiir P und P gegeben sind,
welche die Voraussetzungen in «)—e¢) erfiillen. Wir haben dann gezeigt:

Satz 2.11. Man hat einen kanonischen Isomorphismus

C(R/P)~ R @z C(R/P).
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¢) Schachtelungsformel

Unter den zu Beginn von Abschnitt a) gemachten Annahmen sei jetzt
ein weiterer Ring @' mit P < @' < @ gegeben. K’ sei der volle Quotienten-
ring von @'. Es ist dann auch 44, ein freier K'-Modul vom Rang 1 und
€ (Q’/P) ist definiert.

Satz 2.12. €(Q/P) = {w e A¢ | 04, (Qw) = €(Q'/ P)}.

Beweis: Fiir w e €(Q/P) ist o, (Qw) =064,/ (01/x, (Qw)) = D4. Folglich
ist auch GA’/K(Q ok, (@ )) K,IK( 11k, (Qw) )CDd’ d.h. of, (Qu)=
< €(Q'/P). Ist umgekehrt 4, (Qw) = €(Q'/P), so ist 64, (@ 68, (Qw)) =
= o (Qw) = D4, also w € E(Q/P).

Die Formel 2.12 ist ein Analogon zum Schachtelungssatz fiir den
klassischen Dedekindschen Komplementéirmodul (die Dedekindsche
Differente), in den sie durch Spezialisierung iibergeht.

Korollar 2.13. Unter den Voraussetzungen von 2.12 sei @ ein Integri-
tatsbereich, K'=L und @' sei lokal ein Gorensteinring (d.h. fiir jedes
maximale Ideal m von @' ist @;, Gorensteinring). Dann gilt

@(Q/P)=fQ/QI ' @(Q’/P),
wobei f, o, der Fiithrer von @ nach ¢’ ist.

Beweis: Nach Lokalisation kann man sich auf den Fall beschrinken,
daB @ ein lokaler Ring ist. Da @’ dann Gorensteinring ist, ist € (Q'/P)= @’
(vgl. Bemerkung 2.5). Es gibt daher ein w, € €(Q'/P) mit €(Q'/P) = Q' w,.
Nach 2.12 ist dann €(Q/P) = {Aw, € 4% | A € L, AQuy < @ wy} = fo,0,wp =
=fQ/Q, ‘ @(Q'/P)-

d) Berechnung des Komplementirmoduls in Spezialfillen

Wir machen die gleichen Annahmen wie zu Beginn von Abschnitt a).
Zusétzlich soll @ von der Form

@= P[X}/(F)

sein, wobei F € P[X] ein Polynom mit hdchstem Koeffizienten 1 ist,
das in K[X] keinen mehrfachen Primfaktor besitzt. Es sei Grad (F)=:n

und x, sei die Restklasse von X in Q. {1, z,, ..., z71} ist dann eine Basis
von @ iiber P.
Ferner sei {dz,, ..., dz,} eine Basis von D'. Durch Differentiation der

Relation F (zy) = 0 erhilt man in 4] eine Relation

d
F'(z)dzy + Y Ndz, =0 (1€ L)
k=1
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Wir setzen noch 4,:=F’(z,) und machen die Annahme, da8 fiir min-
destens ein k € {0, ..., d} der Koeffizient 4, eine Einheit in L ist. Dann
ist {dx,, ..., dz, ..., dz,} eine Basis von A}.

Satz 2.14. Unter den obigen Annahmen ist

CQIP)=2Q dagn ... A dzA ... Ada,

fiir jedes k € {0, ..., d}, fir das 4, Einheit in L ist. (Dies ist eine Verall-
gemeinerung der klassischen Formel €°(Q/P)=F’(x,)' - Q, wenn L/K
eine separabel algebraische Korpererweiterung ist).

Beweis: Fiir alle j € N konnen wir schreiben
=0V +oPm+ ... + 02,757
mit geeigneten o) € P. Nach 1.10 ist
af,x(l,"lx’o'dxo Ao Adm AL Ada) = (=D oD day A L. A da,
Hieraus folgt zunéchst, dall die Formen

wii= A awldzg A . Adm A L A day

fiir j € N zu €(Q/P) gehoren.

Sei umgekehrt we€(Q/P), w=A1 A-dryn ... A dz A ... Ada,,
wobei 4 von der Form A=+ %25+ ... +2%,-,27* (x; € K) ist. Wieder
nach 1.10 ist

O't/x (w) = (=D¥s,_1d2; A ... Aday

und aus weC(Q/P) ergibt sich x,., € P. Dann ist aber auch
W— Ky Wy € E(Q/P). Aus

05k (To(W = syey Wyoy)) = (= 1) 2y _gday A ... Ada,

ergibt sich s, ,e P und w—i,_ Wy, —Hy-oW,—o € €(Q/P). So fort-
fahrend erhalt man, daBl »; e P fiir =0, ..., n—1.

Wir betrachten jetzt folgende Situation: P und R seien zwei regulire
lokale Ringe gleicher Dimensijon, P— R sei ein injektiver lokaler Homo-
morphismus, durch den P mit einem Unterring von R identifiziert wird.
Es existiere ein Ring @, P< @ < R, der als P-Modul endlich erzeugt ist,
und ein maximales Ideal m von @, so dal R = Q. K sei der Quotienten-
korper von P, L der von R. Es existiere eine Differentialalgebra D von P
iiber einem Unterring P, mit den zu Beginn von Abschnitt a) angegebenen
Eigenschaften «)—y). Dann ist € (R/P) definiert.

Satz 2.15. Die universelle R-Ausdehnung D, von D habe die Eigen-
schaft: Dj ist ein freier B-Modul vom Rang d (d : = Rang D'). Dann ist
der kanonische Homomorphismus Dy — 4, injektiv und es gilt
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G (R/P) = A°D} = D%.

Beweis: Dy ist als universelle Ausdehnung der duleren Differential-
algebra selbst eine duBere Differentialalgebra ([5], 1.6.8), also Dy = ADj.
Es ist daher klar, daB8 Dy — 4, injektiv ist; ferner ist D4 = E. Sei w, € D¢
mit D4 = Rw, gewihlt. Da €(R/P)~ B nach Bemerkung 2.5, gilt
& (R/P)= A - Rw, mit einem A € L. Wir werden zeigen, daB 1 eine Einheit
in R ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dal A Einheit in Ry ist fiir jedes
Primideal B der Hohe 1 von R. Da €(R/P) nach 2.6 mit Lokalisation
vertraglich ist, hat man die Behauptung des Satzes nur fiir diskrete Be-
wertungsringe P und R zu beweisen. Wir setzen daher voraus, da P
und R diskrete Bewertungsringe sind.

a) Sei L/K separabel und {dz,, ..., dz,} eine Basis von D! (mit
Ty, ..., %3¢ P). {dz,, ..., dz;} ist dann auch eine Basis von 4} und es
gibt ein 4 € L mit

dz, A ... Adzy= A - wy.

Da Di/R - D'=Di/Rdx, + ... + Rdz,= Dp(R) der universelle Differen-
tialmodul von R iiber P ist, ist 4 - R die 0-te Kihlersche Differente von
R iiber P, welche in unserer Situation mit der Dedekindschen Differente
von Riiber P iibereinstimmt ([1], Satz 2). Diese ist definiert als €° (R/P)-1,
wobei G°(R/P) der klassische Dedekindsche Komplementirmodul ist.
In unserer Situation ist €°(R/P) ein gebrochenes Hauptideal und somit
C°(R/P)= A~'R. Es folgt
C(R/P)=C°(R/P) -dz; A ... Adzy=R - 471 - 4 - wy= Rw,.
b) Sei nun Char. K=: p> 0 und sei L/K inseparabel. Wir wihlen eine

Korperkette

K=K,cK,cK,<c...cK,=1L,
wobei K,/K, separabel und K ,/K;_, fir i=2, ..., s rein inseparabel vom
Grad p ist. Dieser Kette entspricht eine Kette von diskreten Bewertungs-
ringen

P=RycR cR,c...cR =R,
wobei R; den Quotientenkdrper K; besitzt. Fiir ¢1=2, ..., s ist dabei
R,= R, [y;] mit einem y;e R, y? e B;_;. Wir zeigen, daB auch D},
ein freier B;-Modul vom Rang d ist firis=1, ..., s.

Sei K':=K,;,, F:=R,_,, y:=y, und n:=yPe K. Ferner sei

D' : = Dg,.,. Dann ist D} von der Form

Dy Ry D" @ RIY/R - (1 Qdy).

Da D} ein freier R-Modul ist, ist B - (1®dn) ein direkter Summand von
R ®g, D'! und folglich R’'dn ein direkter Summand von D't. Wire dp
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ein Torsionselement von D', dann wére dimg, D)!=d—1. Da aber
Dy = Ag, = Ak, ist und dimg A' =d, kann dies nicht sein.

Da dn kein Torsionselement von D! ist und D'YR'dn frei vom Rang
d—1 ist, muB D'! frei vom Rang d sein. Uberdies sieht man, daB es eine
Basis {dn, dz,, ..., dz,} von D'! gibt, so daB {dy, dx,, ..., dz,} Basis
von DY ist.

Durch Induktion folgt, daf auch D}(i freivom Rang dist firi=1,...,s.
Auf Grund von a) und dem Schachtelungssatz 2.12 geniigt es somit, die
Behauptung im Fall zu beweisen, da L iiber K rein inseparabel vom
Grad p ist.

Dann gibt es ein y € B mit y? € P, R= P[y]. Ist n:= y?, so gibt es
auch eine Basis {dn, dx,, ...,dz,} von D!, so daB {dy,dz,, ..., dz;}
Basis von D! ist. Esist dn=0in A}. Satz 2.14 ist mit @ = R, zy=y, x; =1
und 4, =1 anwendbar.

Es ergibt sich

C(R/P)=R-dy Andzy A ... Aday=Dj, qed

Bemerkung: Ist unter den Voraussetzungen des Satzes D die uni-
verselle Differentialalgebra von P iiber einem Unterring P,c P, dann
ist Dy die universelle Differentialalgebra von R iiber P, €(R/P) hingt
in diesem Fall nicht mehr von P, sondern nur noch von P, ab.

§ 3. Differentialformen auf algebraischen Varietiten

k sei ein beliebiger Korper, (X, 04) eine algebraische Varietat iiber k,
die reduziert und irreduzibel ist. Ferner sei dim X =:d. X besitzt eine
offene Uberdeckung durch endlich viele affine k-Varietdten U = Spec(C)
mit nullteilerfreien affinen k-Algebren C der Krulldimension d. L : = k(X)
sei der Korper der rationalen Funktionen auf X.

Wir wihlen einen gemeinsamen ,,Differentialkonstantenkorper im
Sinne von [4], § 2 fiir die lokalen Ringe 0, der Punkte x € X. Einen
solchen nennen wir auch Differentialkonstantenkorper von X. Ist
Char. k=0, so soll k,=Fk sein, fir Char. k=:p>0 ist k, ein gewisser
Zwischenkoérper von k? und k mit [k: k] < co. Ist k¥ vollkommen, so ist
ko =k, ist allgemeiner [k : kP] < o0, so kann man k,=k? wihlen. Im all-
gemeinsten Fall scheint es keine Moglichkeit zu geben, einen Differential-
konstantenkorper k, kanonisch auszuzeichnen.

D, (0,) sei die universelle Differentialalgebra von 0, iiber k, Die
Elemente vom Grad 1 bilden den universellen Differentialmodul D;o (0,)
von 0, iiber k,. Genau dann ist 0, ein reguldrer lokaler Ring, wenn
D}‘o(Ox) ein freier 0,-Modul ist ([4], Satz 2). Dieser besitzt dann den Rang
6+d, wenn é:= dim, D} (k) ist. Speziell ist dim, D} (L)=5+d. Sei
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d':=5+d und DJ(X):=D¢(L). Die Elemente we D, (X) heiBen
rationale Differentialformen (hochster Stufe) auf X iiber k,.

Wir wihlen jetzt fiir # € X eine offene affine Umgebung U = Spec(Q)
mit einer affinen k-Algebra C. B < C sei eine Noethersche Normalisierung
von C, d.h. eine Polynomalgebra B=k[z,, ..., 2,]cC, so daB C als
B-Modul endlich erzeugt ist. Es ist dann 0, = Uy mit einem Primideal P
von C. Mit p : =P n B ist ferner B, ein regulérer lokaler Ring und eine
noethersche Normalisierung von 0, im Sinne von § 2, a). Der universelle
Differentialmodul D,}O(B) ist ein freier B-Modul vom Rang d’, dasselbe
gilt natiirlich analog fiir B,. Mit D: =Dko(Bp) sind daher die Voraus-
setzungen aus § 2, a) erfillt und €(0,/By)< D, (X) ist definiert. Wir
werden zeigen, dal €(0,/B,) nur von x und k, abhingt:

Satz 3.1, Sind U =Spec(C), U’ =Spec(C’) zwei offene affine Um-
gebungen von z, sind Bc O, B’ = ¢’ noethersche Normalisierungen der
affinen k-Algebren C und ¢’ und ist p:=m, n B, ' :=m, n B, wobei
m, das maximale Ideal von 0, ist, so gilt fiir die bzgl. der universellen
Differentiation iiber %, gebildeten Komplementérmoduln

€ (0,/By) =€ (0,/By).

Beweis: Da der Komplementirmodul mit Lokalisation vertriglich ist
(2.8), diirfen wir annehmen, dal z ein maximaler Punkt von z ist, d.h.
dafl dim 0, =d ist. Dannsind M:=m, " O, MW :=m; n ', m:=m, n B
und m':=m, n B’ maximale Ideale der jeweiligen affinen k-Algebren,
deren Restklassenkorper endlich algebraisch iiber & sind.

Der Unabhingigkeitsbeweis wird durch Ubergang zur Komplettierung
gefiihrt. Seien R:= 0, P,= B, und py. =B;;, die Komplettierungen der
zu betrachtenden lokalen Ringe. Bekanntlich ist R reduziert, dqui-
dimensional und endlich erzeugt sowohl als Pj;-Modul als auch als
P:-Modul. P, und P; sind regulire lokale Ringe. K sei der Quotienten-
korper von Py, K’ der von P: und L sei der volle Quotientenring von R.
L ist dann ebenfalls reduziert und eine endlichdimensionale Algebra iiber
K wie auch iiber K.

Die universell endlichen Differentialmoduln D;O(Po), D, (P;) und
D, (R) iber k, existieren. Die zugehorigen Derivationen sind die stetigen
Fortsetzungen der universellen Derivationen von By, Bf bzw. 0, tiber
ko und man hat die Formeln

Dy, (Po) = Po @y, DV, (By,), Dy, (Po) = P ®3,, Dy, (Br)
und
D;,(R) = R®,_D;,(0,)
Entsprechende Formeln gelten auch fiir die zugehorigen Differential-
algebren Dka(Po), Dko(P(')) und Dko(R). Wir setzen D:= Dko(P),

5
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D :=D, J(P) und bezeichnen die universelle K-Ausdehnung bzw.
K’-Ausdehnung mit 4 bzw. A’. Es ist dann A; = 4;, denn diese Algebra
ist die universelle L-Ausdehnung von D, (R).

Da die Voraussetzungen aus § 2, Abschnitt b) erfiillt sind, wird nach
2.8 durch den kanonischen Homomorphismus ¥ : D, (X) —»ff‘i' der Kom-
plementérmodul € (0,/By) in €{R/P,) abgebildet und ein Isomorphismus

R ® o, €(0,/Bw)— @:(R/Po)

induziert. Entsprechendes gilt fir @(OX/BW) Da R iiber 0, treuflach ist,
geniigt es somit zu zeigen, dall €(R/P,)= € (B/P;) ist.

Sei ¢, ...,t; ein regulires Parametersystem von P, und P:=
kft,,. ...t die von {¢,, .. .,¢t;} analytisch erzeugte k-Unteralgebra von P,
P, ist als P-Modul endlich erzeugt, da der Restklassenkorper von P,
endlich iiber k ist. Ferner ist D} (P,) die universelle Py,-Ausdehnung des
universell .endlichen Dlﬁ'erentl&lmoduls D: (P) Somit ist auch §(R/P)
definiert. Nach 2.15 gilt € (Py/P) = D“o (P, ) "und nach 2.12 ist daher

G (B/P) = {we 4F | 672 (Bw) < € (Po/P)} = C(R/P).
Entsprechend ist €(R/P,)=C(R/P’'), wenn P’ :=kft;, ..., ¢] ist mit
einem reguliren Parametersystem {t;, ..., ¢} von P,. Es geniigt daher,
den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.2. R sei eine reduzierte komplette noethersche lokale k-Algebra,
die dquidimensional von Dimension d ist und deren Restklassenkorper ¥
endlich iiber k ist. L sei der volle Quotientenring von R, k, < k ein Unter-
korper mit [k: k,] < oo, fiir den D} (L) ein freier L—Modul vom Rang
6 +d ist, wobei 6 =dim, D} (}c) und D1 @) die universelle L-Ausdehnung

des universell endhchen Dliferentla.lmoduls D (R) ist. {t;, ..., ¢} und
{tv ceey a} selen zwei Parametersysteme von R und P: _k[[tl, oot
P’ :=k[t;, ..., ;] die von diesen iiber k analytisch erzeugten Unter-

algebren von R. Dann gilt fiir die bzgl. der universell endlichen Derivation
iiber %, gebildeten Komplementarmoduln:

C(R/P)= G(R/P).
Der Beweis beruht auf einem Austauschlemma fiir Parametersysteme:

Lemma 3.3. Sei R wie in Satz 3.2 gegeben und {,, ..., #,} ein Para-
metersystem von R. Ferner sei ein injektiver lokaler £-Homomorphismus
P’ R gegeben, wobei P’ eine komplette noethersche lokale k-Algebra
mit dem maximalen Ideal n' ist und dim R/n'R=0. Dann gibt es ein
Element z, e n’, so daB gilt:

a) {2y, by, - .., t;} ist Parametersystem von R.

b) Ist K der Quotientenkdrper von k[¢, ..., 4], so ist K[z,] eine se-
parable K-Algebra.
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Beweis: Sei R:= R/(t,, ...,t;) und sei P’ das Bild von P’ in R. Da
dim R =1 ist und R endlicher P’-Modul, ist auch dim P’ = 1. #’ sei das
maximale Ideal von 7', p,, ..., §, seien die minimalen Primideale von R.

Es ist n' ¢ Ltjp »» denn andernfalls wire ncy; fiir geeignetes § ([2],

j=1 .
Chap. II, §1, Prop. 1) und somit dim R/n' R= 1, entgegen der Voraus-
setzung, dal dim Bn' R=0.

t
Wir kénnen daber ein Element 2, e’ wahlen, welches nicht in U},

enthalten ist. Ist 2; € n’ ein Représentant fiir 2, dann ist {z¢, 1, . .J., 1t,,}
ein Parametersystem von R fir alle ¢> 1. Falls Char.k=:p> 0 ist,
so wird fiir geniigend groBes ¢ die Algebra K [2{?°] separabel iiber K
Fir z,: = ziPe gind dann die Forderungen a) und b) des Lemmas erfiillt.

Beweis von Satz 3.2. Wir wihlen im maximalen Ideal n’ von P’ ein
2;, das den Bedingungen a) und b) des Austauschlemmas geniigt, und
setzen R, := PJ[z,]. Ferner sei P, :=k[z,,t,, ..., t,]. Esist dann R, iiber
P und iiber P, als Modul endlich erzeugt. Ferner ist R, von der Form

R1 = klIZv by oves td]]/(F)’

wobei F ein Polynom in Z, mit Koeffizienten aus P=£k[¢, ..., t;] und
hochstem Koeffizienten 1 ist Da 2z, iiber dem Quotientenkorper K von P

separabel ist, ist gﬁ—’ Einheit im vollen Quotientenring L, von R,.

%
Da R, auch iiber P, endlich ist, wird das Ideal (¥') auch erzeugt von
einer Potenzreihe @, die in ¢, ein Polynom mit hochstem Koeffizienten 1

ist. Es ist G=E - F mit einer Einheit B e k[Z,,t,, ..., 1,] und gﬁ’ =
4
=E(z, by, o5 ty) S—F ,also auch gg eine Einheit in L;. Nach 2.14
2z 2
ergibt sich jetzt fiir die bzgl. der universell endlichen Derivation iiber k,

gebildeten Komplementérmoduln

-1
@(RI/P)=(§—zF_) RBi-dt, A ... Adtyadz, A ... Adzg
1
aG\!
= 5 Ry-dtyn ... A"digandey A ... Adaxy=C (R Py),

wenn {dz,, ..., dz,} eine k-Basis von Dio(k) ist. Aus 2.12 folgt € (B/P)=
= E(R/P,).

Wir haben jetzt in dem Parametersystem {t,,...,%,} ein Element
durch eines aus dem maximalen Ideal n’ von P’ ersetzt. Durch Wieder-
holung des Verfahrens konnen wir ein Parametersystem {z,, ..., z;} von

b*
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R mit z,, ...,2,en’ konstruieren, so dal C(R/P)=E(R/P,) ist mit
P,:=klz, ...,2]. Da P,c P’, ergibt sich nach 2.15 schlieBlich
C(R/P;)=C(R/FP'), qed.

Wir bezeichnen den dem Punkt z € X nach Satz 3.1 in invarianter
Weise zugeordneten 0,-Modul €(0,/B,) < D,‘0 (X) mit Q&»,

Definition 3.4. Eine rationale Differentialform w € D, (X) heilt reguldr
(oder holomorph) an der Stelle z, wenn w € Q. '

Sei U = Spec(C) eine offene affine Teilmenge von X und Bc< C eine
Noethersche Normalisierung, K sei der Quotientenkérper von B und
4:= D, (K). Wir setzen

€(C/B) := {we D, (X) | ofx(Cw) < Di. (B)}.

Dies ist ein endlich erzeugter C-Modul.
Fiir alle x e U ist

€(0,/B,)=0,C(C]B),

wenn p:=m, N B ist. Es ist daher klar, daB die Q*o eine kohirente
0x-Modulgarbe auf X definieren, die wir mit Q) bezeichnen und die Garbe
der reguliren Differentialformen hochster Stufe von X iiber k, nennen.

Satz 3.5. Ist X eine projektive Varietit, dann ist Q% isomorph zur
kanonischen Garbe & von X.

Beweis: Wir diirfen annehmen, daB8 k& unendlich viele Elemente ent-
halt. Den allgemeinen Fall fihrt man hierauf zuriick, indem man zu &
eine Unbestimmte ¢ adjungiert und zu X ®, k(¢) iibergeht.

Wenn k unendlich viele Elemente besitzt, so existiert ein endlicher
surjektiver k-Morphismus n: X — Y, wobei Y= P{ ist, also eine pro-
jektive Noethersche Normalisierung. Man fithrt jetzt den Beweis wie in
[6], 2.2 mit Hilfe des obigen Satzes 2.2 zu Ende.

Es sollen nun noch einige Anwendungen der Schachtelungsformel 2.12
gegeben werden. Wir betrachten einen endlichen surjektiven k-Morphis-
mus ¢: X — X', wobei (X, 05) und (X', 04,) zwei irreduzible, reduzierte
algebraische k-Varietiten sind. L:=k(X) und L' :=k(X') seien die
Korper der rationalen Funktionen iiber k, L' = L, und k, sei ein gemein-
samer Differentialkonstantenkorper fiir X und X'. Es ist dann die Spur
T Dk (X )—»Dk (X') definiert. Andererseits hat man eine kanonische
Abblldung c: D,r (X )= D, (X ). Q¢ und Q¢ seien die Garben der re-
guldren Differentialformen auf X bzw X'

Ist ze X, 2’ :=¢(x) und ¢~ '(z')= {z,, ..., %}, so setzen wir noch
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Satz 3.6. a) we Dko(X ) ist genau dann regulér in z, wenn es eine Ein-
heit ¢ € 0, gibt, so dal ew regulérin z,, ..., z, ist.

b) Genau dann ist w regulir in z,, ..., ,, wenn oy, (fw) regular in 2’
ist fiir alle f € 0,,.

Beweis: Es gibt affine k-Algebren 'L’ und Cc L mit (' <C,
wobei C endlich erzeugter ¢"-Modul ist, so dafB} gilt: 0,, = C}, mit einem
Primideal p’ von (', 0, = Ob (¢=1, ..., 8) mit Primidealen p; von C,
P, nC=Y". Ferner ist 0 = 0 der Quotlentenrmg von C nach der
Nennermenge C'\p’.

Sei B (' eine noethersche Normalisierung, q:=9"n 4. we D, (X)
ist genau dann regular in z, wenn w e 0,-€(C/B), d.h. wenn es eine Ein-
heit ¢ € 0, gibt, so daB ew € € (C/B). Dann ist aber ew regulérinz,, ..., z,.

pr

we Dk,,(X ) ist genau dann regulérinz,, ..., x, wennw € ﬁ 0,,€(C/B).

Dieser Modul stimmt iiberein mit 0,,&(C/B)=C,,€(C/B)=0,,E(C,/B,),
wobei C, der Quotientenring von C nach der Nennermenge B\q ist.
O, sei entsprechend definiert. 2.12 besagt, da3

€(Cy/B,)={w e D, (X) | o, (Cw) =€(C}/B,)}
ist. Daher ist C,, €(C, /|B,) =
{we Dko(X) [ o (Cow) = €(C;/B,)} ={w e Dko(X) [ oL, (0,w) e Qo },
Es folgt hieraus die Behauptung b).

Korollar 3.7, Ist weDko(X) regulir auf ganz X, dann ist o, (w)
regular auf ganz X'.

Korollar 3.8. X’ sei normal und L/L’ separabel. Dann ist
¢: D (X')> D, (X) injektiv. Wenn w’ € D, (X'} regular auf X’ ist, dann
ist c(;v’) regulé,;' auf X, ’

Beweis: g, : L— L’ sei die iibliche Spur. Es ist oy (fw') = o), (HHw'
fiir alle f € 0,,. Da 0,, ganzabgeschlossen in L’ ist und 0,, ganz iiber 0,,,
ist 09;,,(f) € 0,,. Es folgt, daB8 w’ in allen iiber ' € X’ liegenden Punkten
reguléir ist, also auf ganz X, da z’ beliebig gewédhlt war.

Satz 3.9. Sei L/L’ separabel und z’ ein normaler Gorensteinpunkt auf
X' (d.h. 0, ist ein in L’ ganzabgeschlossener Gorensteinring). Dann gilt

Q% = €°(0,/0,) - QU
Ist auch z Gorensteinpunkt auf X, dann ist
0, - Q5 = 5(0,/0,.) - Q%
wobei b (0,/0,,) die Dedekindsche Differente von 0, iiber 0,, ist.
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Beweis: Wenn &' Gorensteinpunkt auf X’ ist, dann ist Q%) = 0,,w,
mit einem wy € Dy (X'), wo+ 0 (vgl. Bemerkung 2.5). Es folgt

(%) Q) =0, {Awy| A€ L, ‘72/1/ (A0,1) + 0, € O, wo} =
= 0, €° (0,1/0) wo = €° (0,/0,) 2.
Ist auch z Gorensteinpunkt, dann ist €°(0,/0,,) ein gebrochenes 0,-Haupt-

ideal und €°(0,/0,,) - 5(0,/0,,) = 0,. Die zweite Formel in 3.9 ergibt sich
daher aus der ersten.

Korollar 3.10. Ist ¢ birational (d.h. L=L') und ist 2’ ein beliebiger
Gorensteinpunkt, so ist

k. k
Q(x 0 = fox/ox, ‘ Q:(c'o)’

wobei fo o, :=0; " fr- o, ist mit dem Fishrer f_  , von 0,, nach 0,,.

Beweis: (*) besagt hier, daf Q¢ =0, - {Aw,| A€ L, 10,,<0,,} ist,
also Q% =0,f to,. %o = fo Jo, Qo).
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