
~ber die Verallgemeinerungen des Mitteiwertsatzes der Differentialreehnung 

Von CLAUS MULLER und PETER HERMANN 

Nachdem der Mittelwertsatz der Differentialrechnung sehr lange in unver- 
iinderter Form und in fast kanonischer Beweisanordnung in der Lehrbuch- 
Literatur zu finden war, sind in den letzten Jahrzehnten durch eine andere 
Beweismethode interessante Erweiterungen, und zwar in Form einer Ungleichung, 
bekanntgeworden. Beispielsweise gilt ffir eine in [a,b] stetige und in (a, b) 
differenzierbare Funktion f mit Werten in einem normierten linearen Raum 
endlicher oder unendlicher Dimension 

(1) II f ( b )  - f (a)II  ~ (b - a) l I f '  (Xo)ll 

ffir (mindestens) ein x0~ (a,b) ([2], Theorem 5.20), wobei der fibliche 
Mittelwertsatz, der ja bekanntlich ffir vektorwertige Funktionen nicht gilt, hierin 
enthalten ist, wenn man noch hinzuffigt, dal3 im Fall reellwertiger Funktionen hier 
sogar das Gleichheitszeichen unter Fortlassen der Normstriche steht. 

In der vorliegenden Note m6chten wir den klassischen Mittelwertsatz sowie 
seine obige Verallgemeinerung zu einer Aussage fiber Differentialformen 
erweitern. Dazu betrachten wir (n - 1)-Differentialformen im A n (n/> 1) 

n 

co := E ( -1 ) t -  l v i d x l  A . . .  A dxl_ 1 A dxl+ l A . . .  A dx~ 

i = 1  

mit Koeffizientenfunktionen vl, die Werte in einem normierten linearen Raum 
endlicher oder unendlicher Dimension besitzen. Die Cartansche Ableitung dco von 
co ist dann 

dco = .  ,= --Ex,x, } dx ,  /X . . . A dx . ,  

wobei wir 

(2) ~ '  : =  ~xt 
t = 1  

setzen. Welter bezeichnen wir mit W offene, n-dimensionale achsenparallele 
Wfirfel des/R ", fiir deren Inhalt wir [ W] schreiben. Unser Resultat lautet dann 

Satz. Es sei o3 eine im Ivfirfel IV c Hq n differenzierbare und in ;~" stetige 
(n - 1)-Differentialform. Dann gibt es ein solches x o E IV, daft 

If~w c~ K I[c~ I WI 
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gilt. Ist co reellwertig, so steht hier sogar das Gleichheitszeichen unter Fortlassen 
der Norm. 

Es ist unmittelbar zu sehen, dab die eindimensionalen Fassungen (1) des 
Mittelwertsatzes hier als Aussagen tiber 0-Differentialformen erscheinen. Ftir 
reellwertige Differentialformen stellt unser Satz eine Verallgemeinerung der 
Lagrangeschen Version des klassischen Mittelwertsatzes dar, aus ihm lassen 
sich--wie im Eindimensionalen---der Rolleschen und der Cauchyschen Version 
entsprechende Aussagen leicht herleiten. 

Beweis. Wir werden zun/ichst zeigen, daft es einen Wtirfel W~ c Wgibt, dessen 
Kantenl/inge ] der Kantenl/inge yon W betr/igt und ftir den 

(3) f~w, o9 ~>-~ ~wo9 

gilt, wobei im Fall reellwertiger Koeffizientenfunktionen yon co das Gleich- 
heitszeichen unter Fortlassen der Norm steht. 

Zum Nachweis dieser Behauptung zerlegen wir W, dessen Kantenl/inge mi te  
bezeichnet sein m6ge, in seine 3 n Teilwtirfel W I (i = 1 ..... _3 n) der Kantenl/inge ~c, 
wobei der Teilwtirfel im Zentrum yon W etwa W 1 sei ( W I c  W). Entsprechend 
der geometrischen Vorstellung, da_13 wir jeden Teilwtirfel W t innerhalb W nach 
W 1 verschieben kfnnen, existiert eine stetige Schar von Translationen Tl(t): 
/R ~ --, R ~, 0 ~< t ~< 1, mit den Eigenschaften 

Tl(O ) W l = W l, Tt(1 ) W l = W 1 und Tt(t ) I~ t c I~ ftir aUe 0 ~< t <~ 1, 

wobei sich tiberdies 

Tl(t ) ff, t c W ftir alle 0 < t <x 1 

erreichen l/il3t. Mit einer solchen Schar von Translationen bilden wir die stetigen 
Funktionen 

t "  
gt(t) := [ O3, 

J a  (Tl(t) W ~) 

Dann gilt, wenn wir noch 

O~<t.x< 1. 

M : = f  o9 u n d w  Mt:=f~w, o9 

setzen, 

weiter ist 

(4) 

gt(O) = Mj und gl(1) = M~; 

3 a 

M =  ~ M~, 
I =1  
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woraus sich 

(5) 

ergibt. Wiu'e nun 

IIMII 
IIg,(t)l[ < 

3" 

3 n 

IIMII ~< ~ IIM, II 
l = l  

ffir alle 0 < t ~< 1 und alle i, 

dann h~.tten wir 

IIMII IIMII 
IIM, II = I Ig , (0 ) l l -<~  aber I[MIII = IIg,(1)ll < - -  

3" 3" 

Damit erg~ibe sich aus (5) der Widerspruch IIMI[ < [IM[I. Also muB 

IIMl[ 
(6) [[g,,(q)l[ I> 

3" 

ffir mindestens ein 0 < q~< 1 und mindestens ein i ~  {1 ..... 3"} sein. Ffir den 
Wfirfel W~ := T~,(q) W I~ gilt nun ~ c W, seine Kantenl~inge betriigt ein Drittel 
der Kantenl~inge yon W, und wegen (6) ist auch die Ungleichung (3) erf'tillt, so 
dab das zun~ichst gesteckte Beweisziel, jedenfalls im Fall vektorwertiger 
Differentialformen, erreicht ist. 

Sei nun ~o reellwertig. Um den Zusatz, dab dann in (3) sogar das 
Gleichheitszeichen unter Fortlassen der Norm steht, zu beweisen, unterscheiden 
wir jetzt, ob M~ -- M/3" oder M~ 4: M/3" gilt. Im ersten Fall ist mit W~ :-- W ~ der 
behauptete Zusatz bewiesen. Im zweiten Fall gehen wir etwa von M~ < M/3" aus, 
wegen (4) mul3 es dann mindestens einen Index i~ 4= 1 mit Mr, > M/3" geben. 
Daher ist 

so dab nach dem Zwischenwertsatz mindestens ein 0 < q < 1 mit 

M 
gt,(t,) -- -~  = 0 

existiert. Also ist aueh im zweiten Fall mit W~ "= Tl,(ta)W t~ der behauptete 
Zusatz bewiesen. 

Wenden wir nun das bisher auf W mit dem Ergebnis (3) angewandte Verfahren 
auf W~ an und fahren wir so sukzessive fort, dann ergibt sieh eine Folge von eeht 
ineinandergesehaehtelten Wfirfeln Wk mit gegen Null konvergierender Kanten- 
l~inge, die also gegen einen Punkt x0 6 IV, c W konvergiert, mit 
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Demnach gilt, nach Beachtung von I WI : 3k"l I41,1, 

low, to I wI 
J'owto ~< I ~------T 

f/Jr alle k ~ N, f/jr reellwertiges co steht bier wieder das Gleichheitszeichen unter 
Fortlassen der Norm. Daher ist unser Satz bewiesen, wenn wir zeigen k6nnen, dab 
die Folge der Quotienten rechts unter der Norm gegen co'(Xo) konvergiert. Diese 
letzte Aussage, die fibrigens eine Verallgemeinerung einer bekannten Eigenschaft 
differenzierbarer Funktionen (man vgl. z.B. [21, Theorem 5.19) auf ( n -  1)- 
Differentialformen darstellt, formulieren wit als 

Lemma. Die ( n -  1)-Differentialform 09 sei in einer Umgebung U(xo) yon 
x o ~ ~" stetig und in x o differenzierbar. Dann gilt 

fow, to 
lim - -  = to'(x0) 
,~oo IW, I 

fiirjede Folge (Wk) yon Wiirfeln mit x o ~ ff"k c U(xo) uncl lim I Wkl = 0. 
k-~ oo 

Beweis. Wir betrachten etwa das erste Monom von to. Nach den Vor- 
aussetzungen ist der Koeffizient v~ in x 0 differenzierbar, und dies bedeutet, dab f/jr 
alle x ~ U(x o) 

n 
+ ~ 0Vl 

Vl(X ) = VI(Xo) ~ ~ X  l ( X o ) ( X  - -  XO) l + IX - -  XoI Y(X) 

mit 

(7) tim r(x) = 0 
X-~ Xo 

gilt; weil/jberdies Vl in U(xo) stetig ist, bildet hier das Restglied r(x) eine in ganz 
U(xo) stetige Funktion. Daher gilt f/jr eine Folge (Wk) mit den in unserem Lemma 
genannten Eigenschaften 

fow v l d x 2 A ' " A d x , = v l ( x o ) f a w d X 2 A ' " A d x ,  

~ Ovl fo + ~ (Xo) (x - xo)t '~2 A . . .  A ~ .  
i=1 IV, 

+ f I x -  Xol r(x) dx2 A ... A dx,, 
.Io w~ 

wobei naeh Auswertung der ersten beiden Integrale auf der reehten Seite 
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fa vldx2 A . . .  Adx,,= Ovl fa ~ (xo) I~1 + w, Ix-  x0l r(x) dx2 A.. . /X dx, 

verbleibt. Nun folgt mit der Kantenliinge l k von Wk aus x 0 ~ I~ k die Absch/itzung 
Ix - x0[ ~< ~ lk ffir alle x ~ I~ k, so dab wir ffir das letzte Integral I k 

[llkl[ <<. 2v/n lk supff, [[r(x)[[ l~ -1 

erhalten. Hierbei ist auf Grund yon (7) 

= 2 ~  r~ I~1  sup_ IIr(x)ll 
x ~  W k 

lim sup_ IIr(x)ll = 0, 
k-,oo xe w~ 

denn (Wk) konvergiert ja gegen x 0. Die Berechnung der Randintegrale fiber die 
restlichen Monome von 09 verl/iuft entsprechend, und es ergibt sich schlieBlich 

mit einer Nullfolge (ak). Damit ist das Lemma bewiesen (man vgl. (2)). 
Wir haben unser Resultat, die f3bertragung des Mittelwertsatzes (1) auf 

Differentialformen, der Einfachheit halber zwar nur ffir Wfirfel formuliert, 
m6chten jedoch bemerken, dab unser Satz auch ffir allgemeinere Punktmengen 
gfiltig bleibt. Aber schon aus dieser einfacheren Version ffir Wfirfel lassen sich eine 
Reihe wichtiger S/itze der mehrdimensionalen Analysis unter abgeschw/ichten 
Voraussetzungen herleiten. Beispielsweise folgt der ffir stetig differenzierbare 
1-Differentialformen wohlbekannte Satz fiber die Unabhiingigkeit des Kurven- 
integrals vom Weg aus unserem Mittelwertsatz schon ffir nur differenzierbare 
1-Differentialformen. Ist niimlich 09 eine in einer offenen Menge G ___/R" 
differenzierbare 1-Differentialform mit do9 = 0 und sind C1, C2 zwei Kurven aus G 
mit gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, die mit der Homotopie @: I~--, G, 
if" := [0, 1] • [0, 1] homotop sind, dann wird 

(8) fc O~- fc2OJ= fow~" og, 

wobei @* 09 in if" differenzierbar 1) ist und d(@* 09) = @*dto = 0 gilt. Daher ergibt 
sich die Behauptung, das Verschwinden yon Gleichung (8), unmittelbar durch 
Anwendung unseres Mittelwertsatzes (Satz) auf die 1-Differentialform ~* 09. 

Auf weitere M6glichkeiten zur Abschwiichung der Voraussetzungen dieses 
Satzes fiber die Unabhiingigkeit des Kurvenintegrals vom Weg wollen wir hier 
nicht eingehen. 

1) Wir haben hier stillschweigend vorausgesetzt, dab �9 zweimal differenzierbar ist. Diese 
Einschr/inkung kann jedoch mit einer welter ausholenden Beweismethode umgangen werden; unter 
Zuhilfenahme von [1], 3.7.1 l/iBt sich die Wegunabhiingigkeit des Kurvenintegrals sogar ffir 
(C~ C~ zeigen. 
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