Uber Lie’sche Ringe mit Primzahlcharakteristik.

Von HANS ZASSENHAUS in Hamburg.
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Ausgegangen bin ich bei meinen Untersuchungen von den folgenden
beiden Wahrnehmungen :
1. Der Satz von ENnGeL gilt allgemein?).
2. Bei Charakteristik p >0 gilt das folgende Analogon der Hausdorff-
schen Formel:

1) (@+y)?= 2P+ y?+ Lz, y),

wobei L (z, y) ein aus z und y durch Anwendung der Kreismultiplikation:
wov ==uv—ou und Addition aus x und y hervorgegangener homo-

) Ein Lie’scher Ring von endlichem Rang iiber einen Korper 18t genau dann
nilpotent, wenn schon wiederholtes Klammern mit jedem festen Klement stets zu Null
fiihrt. — Ein Beweis ist von ZorN veriffentlicht worden, wie ich nachtriglich aus dem
Zentralblatt ersehen habe.
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gener Ausdruck p-ten Grades ist!). Z.B. (@+y)*= 2*+y*+xoy bei
char. 2.

Bei dem von mir zum Beweise der Formel eingeschlagenen Wege
habe ich mit Hilfe der von MaGNUs stammenden Theorie der Dimensions-
gruppen zuerst die Hazzsche Formel:

(2 (xy? = x? y? C(zy)? D (x, y)

bewiesen, in der z und y Erzeugende einer freien Gruppe § sind, C (z, y)
in der Kommutatorgruppe von § liegt und D (z, ) im p-ten Glied der
absteigenden Zentralreihe enthalten ist. Nimmt man nur die Anfangs-
glieder in den MacNusschen Entwicklungen der Gruppenelemente in
Potenzreihen; so stellt sich Formel (1) als Analogon zu Formel (2) heraus,
wenn statt Multiplikation in Gruppen Addition im Lie’schen Ring und
statt Kommutatorbildung in Gruppen Klammermultiplikation in Lie’schen
Ringen gesetzt wird®).

3. Habe ich bemerkt, daB sich jeder endlichen p-Gruppe & ein
nilpotenter Lie’scher Ring Le mit der Charakteristik p eindeutig zuordnen
1aBt, so daBl sich aus der Struktur von Lg die Struktur von & weit-
gehend bestimmen 148t.

Wie man umgekehrt von einem nilpotenten Lie’schen Ring mit
Primzahlcharakteristik p zu einer p-Gruppe gelangt, habe ich noch nicht
beantworten konnen.

Ich mochte eine Vorarbeit leisten zur Aufstellung aller einfachen
Lie’schen Ringe vom endlichen Range iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper mit Primzahlcharakteristik.

Die entsprechende Aufgabe im Fall der Charakteristik O hat
CARTAN gelost. Nach der Methode von CARTAN sucht man zu gegebenem
Lieschen Ring L mit endlichem Range » iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Grundkérper % eine Basis 4, by, -, I, ordnet jedem Element z

aus L vermdge der Multiplikationsregel z o/; == Za I die Matrix

z = (%) zu®), sucht sich ein Element / aus, dessen zugeordnete Matrix A
moglichst viele verschiedene Eigenwerte hat und bettet % in einen
moglichst groBen nilpotenten Teilring H von L ein. Darauf wird L in

) Die HavusporrFsche Formel ist ein Additionstheorem fiir die e-Funktion bei
pichtkommutativen Variabeln. Bei Charakteristik p >0 ist die e-Funktion durch z* zu
ersetzen.

7)) Die Anregung zu meinen Untersuchungen verdanke ich Bemerkungen von
Herrn ARTIN und dem Studium der MagNusschen Arbeiten. Einen direkten Beweis der
Formel (1) hat mir ArTiN mitgeteilt. — Wie mir E. Wrrr kiirzlich mitteilte, hat er
die Feststellungen 1. und 2. schon vor langerer Zeit gemacht.

3) Die Abbildung x—>x ist die regulire Darstellung von L in Matrizen.
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eine direkte Summe von Eigenmoduln nach H zerlegt:

L = L0+La+Lﬂ+ ey

so daB Ly, Le, Lg, --- aus allen Elementen von L besteht, die zu den
(lauter verschiedenen) Eigenwert(verteilunglen 0, «, 8, - -- gehtren. Da
H nilpotent ist, so liegt H in L, und aus dem Satz von ENGEL folgt,
daB sogar H — L, ist. Setzen wir weiter voraus, daB L ein einfacher
Lie’scher Ring ist, so zeigt CARTAN bei Charakteristik 0, daf H abelsch
ist, d. h. daB Ao 2= 0 fiir alle A, " aus H ist, ferner zeigt CARTAN,
daf die Eigenmoduln Le (e F 0) alle eingliedrig sind. Auf diesen beiden
Tatsachen fuBlend, fiihrt CARTAN die Bestimmung aller endlichen einfachen
Lie’schen Ringe bei Charakteristik O aus.

In allen mir bekannten einfachen Lie’schen Ringen mit Primzahl-
charakteristik p ist H abelsch. Dagegen ist die Dimension der Eigen-
moduln Lg, Lg, - -- gleich 2 in den einfachen Lie’schen Ringen, die aus
den Matrizenringen®) iiber einem Grundkérper mit Charakteristik 2 durch
Ableitung und Bildung des Faktorringes nach dem Zentrum entstehen.

Als Hilfsmittel fiir den Nachweis, da H abelsch ist, benutzt CARTAN
die Tatsache, daB die Diskriminante eines einfachen Lie’schen Ringes
von endlichem Range iiber einem Korper der Charakteristik Null von
Null verschieden ist. Das ist nicht mehr wahr bei Primzahlcharakteristik.
Ein Gegenbeispiel bilden die durch Ableitung und Bildung des Faktor-
ringes nach dem Zentrum aus den Matrizenringen pi-ten Grades ent-
stehenden einfachen Lie’schen Ringe, ferner eine Reihe von WITT ange-
gebener Typen?®).

Bei Primzahlcharakteristik habe ich keinen Beweis dafiir gefunden,
da H abelsch sein mu§.

Ich nehme daher vorlaufig an, daB es einfache Lie’sche Ringe mit
Primzahlcharakteristik gibt, in denen der nach CARTAN konstruierte
maximal nilpotente Teilring H nicht abelsch ist und die Eigenmoduln
nicht mehr eingliedrig sind.

Die Eigenmoduln L., Lg, - - - vermitteln vermoge der Zuordnung
h— (h f’; ) Darstellungen von H in linearen Transformationen. Es ent-

steht die Aufgabe, alle irreduziblen Darstellungen eines mnilpotenten

) Grad der Matrizenringe ~>2.

2) M sei ein Teilmodul aus endlich vielen Elementen eines Korpers k mit Prim-
zahlcharakteristik p. Jedem Element ¢ aus M ordnen wir ein Basiselement e, eines
Lie’schen Ringes L iiber k zu und setzen fest: e,o eg = (c—p)e, +8 Man bestitigt
leicht die Giiltigkeit der Jakobiidentitit. Wenn p™>2, so ist L einfach. Die Diskriminante
von L ist 0, wie man entweder direkt nachrechnen kann oder aus einem allgemeinen
Satz entnimmt.

1%
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r-gliedrigen Li¢'schen Ringes H iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k aufeufinden.
Bei Charakteristik Null gilt der Satz von LiE:
1. Der Grad jeder irreduziblen Darstelluong von H ist 1.
2. Jede Darstellungsmatrix hat nur einen Eigenwert, so daf dem
Element - aus H eindeutig ein Eigenwert aus % zugeordnet ist.
3. Die Eigenwerte bilden eine Linearform. Wenn also die Eigenwerte
zu den Elementen einer Basis von H iiber & bekannt sind, dann
ist damit die ganze Kigenwertverteilung bekannt. Bei Primzahl-
charakteristik p habe ich erhalten:

1. Der Grad jeder irreduziblen Darstellung ist eine p-Potenz (ev. p°).

2. Bei einer irreduziblen Darstellung h—>h von H in Matrizen
hat die Matrix % nur einen Eigenwert e;.

3. Wird eine geeignete Basis von H tiber & gewihlt'), dann ist
die ganze Eigenwertverteilung schon eindeutig durch die Eigen-
werte der r-Basiselemente und die Struktur von H bestimmt.

Allerdings ist der Eigenwert «;, von % keine Linearform der Eigen-
werte der Basiselemente, sondern im allgemeinen wird «; eine Linear-
kombination aus gewissen p*-ten Wurzeln von Polynomen p”-ten Grades
in den Komponenten 4, 2, ---, 4,. Zum Beweise dieser Tatsache wird
die Formel (1) verwendet.

4. Die irreduziblen Darstellungen von H lassen sich explizite
angeben, vorausgesetzt, daB die irrednziblen Darstellungen fiir geeignete
echte Teilringe von H schon bekannt sind?).

Eigenwertverteilung und irreduzible Darstellung bestimmen sich
gegenseitig eineindeutig.

Dies ist das Hauptergebnis der bisher von mir gefithrten Unter-
suchung.

Hieran mochte ich die Bemerkung anschliefen, daB ich die Lie'schen
Ringe mit Primzahlcharakteristik nicht nur um ihrer selbst willen unter-
suche, sondern auch aus dem Grunde, weil die Vermutung besteht, daf§
zwischen Lie’schen Ringen aus endlich vielen Elementen und den endlichen
Gruppen eine sinnvolle Beziehung besteht auf zwelerlei Art:

1. Den Aussagen in Gruppen iiber Kommutatorbildung und Multi-
plikation entsprechen &hnliche Aussagen itber Kreismultiplikation
und Addition in Lie’schen Ringen.

"} Namlich eine Basis f, kg, « -, hr, s0 daB hio by in {h.~+1, Rita, oo, hf} enthalten
ist (insbesondere: A, o iy = 0).

2) Bei der Aufstellung der irreduziblen Darstellungen iberlegt man sich, wie
man eine irreduzible Darsteilung eines Teilringes vom Range » — 1 einbetten kann in
eine irreduzible Darstellung des ganzen Ringes. Indem man gleichzeitig die assoziativen
Einbettungsringe betrachtet, kommt man zwangslaufig zu den Ergebnissen.
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2. Man kann versuchen, jeder endlichen Gruppe nach Moglichkeit ein-
eindeutig einen Lie’schen Ring aus endlich vielen Elementen zuzu-
ordnen, so daf sich Fragen iiber die endliche Gruppe in Fragen
iiber den zugeordneten Lie'schen Ring verwandeln lassen, &hnlich
wie es in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen geschieht.
Nach dem ersten Gesichtspunkt habe ich die allgemeine Theorie
der Lie’schen Ringe weitgehend der Gruppentheorie angeglichen und
dabei auch nene Ergebnisse erhalten. Z. B. gilt die ScHREIERsche
Erweiterungstheorie auch fiir Lie’'sche Ringe einschlieflich des Satzes
von ARTIN ither die Konstruktion der Zerfallungsgruppe. Ferner lassen
sich die Havrschen Séatze und Begriffe aus der Theorie der p-Gruppen
auf die Theorie der nilpotenten Lie’schen Ringe iibertragen'). — Dem
Satz von ENGEL iiber die Kennzeichnung der nilpotenten Lie’schen Ringe
entspricht der folgende Satz der Gruppentheorie: Wenn in einer endlichen
Gruppe Kommutatorbildung mit jedem festen Element geniigend oft
fortgesetzt stets zu 1 fithrt, so fithrt iberhaupt jede Kommutatorbildung
geniigend oft wiederholt immer zu 1%. Endliche Gruppen, in denen
jede geniigend oft wiederholte Kommutatorbildung zu 1 fithrt, habe ich
nilpotent genannt. Sie sind direktes Produkt ihrer Sylowgruppen. Also
ist die Theorie endlicher nilpotenter Gruppen gleichwertig mit der Theorie
der p-Gruppen.

Nach dem zweiten von ARTIN herrithrenden Gesichtspunkt habe ich
z. B. jeder p-Gruppe einen nilpotenten Lie’schen Ring mit Primzahl-
charakteristik zugeordnet. Fiir beliebige endliche Gruppen ist noch
kein Verfahren der Zuordnung gefunden worden. Es ist noch nicht
einmal bekannt, welche Charakteristik der Lie’sche Ring haben soll.
Jedenfalls muf sie in der Gruppenordnung aufgehen. Es wire dann
zu wiinschen, daf sich die Aufstellung der endlichen einfachen Gruppen
auf die Aufstellung der einfachen Lie’schen Ringe aus endlich vielen
Elementen zuriickfithren 1i8t®*). Interessanter wire die Losung der

') Dort liefern sie allerdings keine tiefsinnigen Aussagen.

?) Beweis leicht durch Induktion nach der Gruppemordnung und Anwendung
der Satze itber Verlagerung in eine Untergruppe.

3) Schwierig ist der Weg von der endlichen einfachen Gruppe zu dem einfachen
Lie'schen Ring. Der Weg in umgekehrter Richtung ist leicht, denn schon in der Theorie
der kontinuierlichen Gruppen braucht man nicht die HausporrFsche Formel anzuwenden,
sondern kann direkt durch Bildung der Automorphismengruppe und Aufsuchen der
nicht auflosbaren Kompositionsfaktoren vom einfachen Lie'schen Ring zur einfachen
kontinuierlichen Gruppe gelangen. Dieses Verfahren lifit sich auf Lie’sche Ringe aus
endlich vielen Elementen iibertragen. Von Interesse wire es, die Automorphismengruppen
der von Wirt gefundenen Typen zu untersuchen, vielleicht ergeben sich neue einfache
endliche Gruppen.

Der Weg vom einfachen Lie’schen Ring iiber algebraisch abgeschlossenen Grund-
korper zu Lie'schem Ring iiber einem Galoisfeld ist leicht.
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Aufgabe der Bestimmung aller endlichen einfachen Gruppen nach dem
ersten Gesichtspunkt. Es wiirde sich dabei um ein sinnvolles Aquivalent
der CarTANschen Methode in Gruppen handeln.

Fassen wir z.B. die Ikosaedergruppe auf als Gruppe aller 2-reihigen
Kollineationen mit Determinante 1 iiber dem Kdrper aus fiinf Elementen,
so haben wir an die Stelle des maximal nilpotenten Lie’schen Teil-
ringes H zu setzen: $ = ((2 3) (4 5)) und an die Stelle der Eigenmoduln
L, Lg die beiden Gruppen

Lo = ((1 245 3));
2= (1254 3),

die von den ‘beiden Elementen aus  in sich transformiert werden.
Wollten wir der Ikosaedergruppe einen einfachen Lie’schen Ring zuordnen,
so miiBten wir das Analogon zu dem der linearen Gruppe im Kontinuier-
lichen zugeordneten Lie’schen Ringe suchen. Das wire die Ableitung des
Matrizenringes zweiten Grades iiber den Kérper aus fiinf Elementen mit
den folgenden drei Basiselementen e;; — eps, €15, €21, WObei die Rechen-
regeln
(61— €32) © (611 —€2) = €13 ° €13 = €53 © €3y = 0,

(11— e) 0 €13 =2eys, (11— €33) 0 €91 = —2€p1, €130 €y =16
gelten, so daB

H = {811_'622}, La= {612}" Lﬂs {821}'

Entsprechende Uberlegungen lassen sich aufstellen, wenn die
Ikosaedergruppe als Gruppe der 2-reihigen Matrizen mit Determinante 1
und Koeffizienten aus dem Galoisfeld aus vier Elementen aufgefat wird").

Die Behandlungsweise nach dem ersten Gesichtspunkt ist insofern
interessanter, als sie auch eine neue Methode zur Behandlung kontinuier-
licher Gruppen liefert. Die Aufgabestellung lautet dann etwa so: Gegeben
gei eine endliche einfache kontinuierliche Gruppe, an Stelle Klammer-
multiplikation der infinitesimalen Transformationen wende man Kommutator-
bildung der cndlichen Transformationen an und fithre die CARTANsche
Theorie direkt in der Gruppe durch, ohne erst zum Ring der infinitesi-
malen Transformationen iiberzugehen. Da ‘bekanntlich auBer endlich
vielen Ausnahmetypen nur geometrische Gruppen erhalten werden, so
entsteht die folgende Frage:

) Will man die Uberlegung fiir irgéndeine endliche Gruppe machen, so wird man
auf folgenden noch unbewiesenen Satz gefithrt: Eine endliche einfache Gruppe, in der
jede Sylowgruppe ikr eigener Normalisator ist, hat Primzahipotenzordnung. Auf diesen
Satz bin ich auch bei der Untersuchung der endlichen Fastkorper gestoBen. Der Beweis
wiire sehr wichtig.
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Wie ist es moglich, aus der Struktur einer abstrakten Gruppe zu
erkennen, ob sie sich als Gruppe der Automorphismen (bzw. als ein
Normalteiler dieser Gruppe) einer projektiven Geometrie (bzw. einer
Geometrie mit MaBbestimmung) auffassen lift?

Uber diese schon von HiLBERT, HIELMSLEV, REIDEMEISTER und anderen
Geometern behandelte Frage habe ich vom gruppentheoretischen Stand-
punkt ausgehend einige neue Ergebnisse gewonnen, die ich in abseh-
barer Zeit zu verdffentlichen hoffe.

I. Allgemeine Theorie der Lie’schen Ringe.

§ 1. Lie’sche Ringe und Unterringe.

1. Lie’sche Ringe.
Definition: Ein Lie'scher Ring ist ein Modul, in dem eindeutig
eine Kreismultiplikation definiert ist, die den Rechenregeln
(1) ao(b+c) = aocbtace, (b+c)eca=boatcoa,
2) - aca =0,
3) ac(boc)+bolcoa)tco(acd) = 0 (Jakobiidentitit)

gehorcht. Aus (1) und (2) folgt das Antikommutativgesetz:
(2a) aocbt+boa = (a+bola+b)—aca—bob = 0.

Beispiel: Wir verabreden die Kreismultiplikation der Elemente
eines Schiefringes & durch die Vorschrift .

aob = ab—ba

zu definieren. Fir diese Kreismultiplikation sind die Regeln (1) bis (3)
erfiillt. Jedem Schiefring & ist auf diese Weise ein Lie’scher Ring
zugeordnet. Wir sprechen kurz von dem ,Lie’schen Ring &“.

Viele Aussagen und Begriffsbildungen in Lie'schen Ringen gewinnen

wir als Analogien zu Aussagen und Begriffsbildungen der Gruppentheorie,
wenn wir entspréchen lassen:

Addition «—— Maultiplikation,

Kreismultiplikation «—— Kommutatorbildung.
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Setzen wir in Gruppen (a, b)) = aba'b™, (g, b, ¢) = (a, (b, ¢)),
a® = zax'==(z, a) @, 30 entsprechen den Regeln (1)—(3) die Regeln

(1'a) (a, be) = (a, b)(a, P,
(1'b) (be, @) = (c, )’ (b, a),
2" (2, a) = e,

(3") (a, b, ¢) (b,¢,a) (c,a,6) = (b,¢)* (¢, b) (c, a)® (¢, b)* (a, b) (a, ¢)* (B, ¢) (b, @)
(Identitat von WiTT).

Die Addition im Lie’schen Ring ist kommutativ, dagegen die
Multiplikatien in einer Gruppe im allgemeinen nicht. Daher muf die
Ubertragung vorsichtig geschehen.

Es sei k ein kommutativer Ring mit Einheitselement. Ein Modul IR
heife k-Modul, wenn filr jeden Skalar 4 aus % und jedes Element u
aus M eindeutig das Produkt A« als Element aus M erklart ist. so daf

4) Aw+v) = tutiv, (Gtplu=dutpu, GAp)u=~1(u),
(5) 1w = ub).

Beispiel: Die n-dimensionalen k-Vektormoduln. Als n-gliedrige
k-Moduln mogen alle k-Moduln bezeichnet werden, die operatorisomorph
zum n-dimensionalen Vektormodul sind.

Ein Lie’scher Ring heifit Li¢'scher k-Ring, wenn er ein k-Modul
ist, in demt die Rechenregel 4 (u ov) = (Au) o v = w o (Av) gilt. Ein
Lie’scher k-Ring heifle n-gliedrig, wenn er als k-Modul betrachtet,
n-gliedrig ist.

Ein distributiver k-Ring L, der durch Addition, Subtraktion und
Multiplikation mit Elementen aus It aus der Teilmenge K erzeugt wird, ist
dann und nur dann ein Lie'scher Ring, wenn:

I zoz =0,
I zoy+yox = 0,
I zo(yoo)tyoclzox)tzo(@oy =0

Siir alle z,y, z aus K.

Der Beweis ist klar.

Auf Grund dieses Satzes konstruieren wir Lie’sche k-Ringe in
tolgender Weise. Zunichst st ein distributiver Ring L mit der k-Basis
B = (---u ---v---) eindevtig bestimmt durch jedes System von ,Zusammen-
setzungskonstanten®, fiir das bei festem wu, v nur endlich viele yZ

1) Es werden nur eigentliche k-Moduln betrachtet.
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von Null verschieden sind. Nimlich L ist gleich der Menge aller formalen
Summen Y 4, u (A, € k), in denen nur endlich viele Koeffizienten 4, von
Null verschieden sind, mit den Rechenregeln:

(2 2w + (S pure) = 2 G+ pa) u,
(D hrw) = 24
i (X pw) = ;(;zluﬂvﬁv)-x:

und es folgt nun:
Der eben konstruierte distributive Ring L mit der Basis B = (---u---
cev - we ) tiber kodst dann und nur dann ein Lie'scher Ring, wenn

Siir die Zusammensetzungskonstanten y= die Bedingungen :
I re, = 0.
11 Ta T 15 = 0.

I ;wzy P+ 12, 18, 15, 10) = 0.
erfiillt sind.

Bemerkung : Die Bedingungen I, II, III sind nicht alle voneinander
unabhéingig. Wenn II fiir das Paar (u, v) gilt, so auch filr das Paar
v, w). Wenn ferner in einem Tripel (v, v, w) zwei Komponenten ein-
ander gleich sind, so folgt III aus I und II. Wenn schlieflich III fiir
ein Tripel (4, v, w) gilt, so gilt III auf Grund von I und II auch fir
alle Tripel, die aus dem gegebenen durch Permutation der Komponenten
entstehen.

k-Schiefringe sind stets Lie'sche k-Ringe. Wir verabreden, daB
jede Multiplikation der Addition vorangeht, daf die gewdhnliche Multi-
plikation der Kreismultiplikation vorangeht und daB jedes Funktions-
zeichen der Multiplikation und der Addition vorangeht, z. B.

aobdc = (aob)+ec,
a-boc = (a-b)oc,
caoh = (ca)ob,
ca+b = (ca)+b.
Eine nicht leere Teilmenge U von L heiBt Lie'scher k-Teilring,

wenn mit a und b auch a4, ia und @ o b in U enthalten sind. U ist
mit den in L erklirten Verkniipfungen ein Lie’scher k-Ring.

2. Komplexrechnung.

Jede Teilmenge von L heiBe Komplex. Die Vereinigungsmenge von
zwei Komplexen U und V werde mit U7 UV bezeichnet, der Durchschnitt
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mit UnV. Als Summe U~V bzw. Kreisprodukt U oV von U und V'
werde die Menge aller u+¢ bzw. uo v mit 4 €U, v €1 bezeichnet.
Der von dem Komplex U erzeugte k-Modul werde mit {{’} bezeichnet.
AuBer anderen leicht abzuleitenden Rechenregeln gilt

(5a) {Ue ¥V} = {VolU} = {{U}o{V}].

Aus der Jakobiidentitdt folgt fiir beliebige Komplexe U, V, W
(6) Uo(VoW)SVo(Wol)+Wo(UoT).

K und U seien zwei Komplexe. Wir setzen

K'U=U, KU=KoU KU=EK®EKU) G=12-7.
Es gelten die Regeln

(Ta) (K (U)} = (KiU),

(Tb) K!(K*U) C (K**U).

, Beweis: (7a) folgt durch mehrfache Anwendung von (5a). Ferner
ist (7b) fiir 7 =0, 1 klar, sei ¢ >>1 und schon bewiesen, daf

{{i—1 (Ek U) c {{(Hk—l U}.
Dann folgt:
Ki(K*U) = K(K* ' (K* U) € K {(Kith1 U) C (K (K1 U}
= (K (K1 U)} = (KU}

Wir setzen
KitK = K® i=1,2,-.).
Dann gilt B
KW o KW C (KUth)}
also ist
®) (K} = (KW} (K2} + (K®) 4

ein Lie’scher k-Teilring. Er. heiBt der von K erzeugte Teilring. Jeder
Lie'sche %k-Teilring, der K enthalt, enthalt auch {{)’(}.

Weitere Verfahren zur Bildung von Lie’schen k-Teilringen:

. Ein k-Teilring eines k-Teilringes ist ein k-Teilring.

. Der Durchschnitt zweier k-Teilringe ist ein k-Teilring.

3. Der Normalisator N(K) des Komplexes K ist die Menge aller x
aus L, fir die x c KC {K}. Es ist klar, daB N (K) ein k-Modul
ist. Es gilt fiir alle z aus N (K):

DD -

zo {K} C {K}, also NK = N{K}.



Uber Lie’sche Ringe mit Primzahlcharakteristik. 11

Ferner fiir alle x und y aus N(KX):
(@oy) o {K}

(K

Czo(yo{KD)tyo(xe{K}) S xo{K}+yo{K]}

c {K})+{K} c {K}.
Also ist N(K) ein Lie’scher k-Ring.

4. Der Zentralisator Z (K) des Komplexes K ist die Menge aller « fiir
die z o K=0. Z(K) ist ein Lie’scher k-Teilring.

5. Wenn der k-Teilring V" im Normalisator des %-Teilringes U enthalten
ist, dann ist auch U-V ein k-Teilring.

3. Homomorphiebegriff.

Die eindeutige Abbildung a— A eines Lie’schen k-Ringes L auf
Flemente A des Lie'schen k-Ringes L heift Homomorphie von L in L,
wenn a+b—>A4+ B, Aa—>A4A4, acb—> Ao B. Alle Bildelemente 4
bilden einen Lie’schen k-Ring L*, den Bildring. L* ist homomorph zu L.
Falls die Abbildung von L in L umkehrbar eindeutig ist, so heift sie
Isomorphie. L und L* sind dann isomorph (aufeinander abgebildet).

Eine Homomorphie von L in einen %-Schiefring &€ heifit Darstellung
von L in dem k-Schiefring &. Dabei wird insbesondere gefordert: Wenn
a—>A4, b—> B, s0o acb—>AB— BA. Der Bildring heiit auch Dar-
stellungsring.

Die Darstellung heifit frew, wenn es sich um eine Isomorphie
handelt.

Ein k-Modul M heibt Darstellungsmodul von L, wenn eine Multi-
plikation der Elemente u aus M von links her mit Elementen a aus L
eindeutig erklirt ist, so daB aw in IN liegt, ferner:

a(w+v) = autar, (a4+bu = au-+t+bu,
Aa)u = a(Au) = 2 (aw),
(@aodu = a(bu) —b(au).

Jedem Element a aus L ist also eine lineare Transformation 4 von I
eindeutig zugeordnet, wobei 4 definiert ist durch: Aw = au. Die
Abbildung a — A4 ist eine Darstellung von L in linearen Transformationen
von . — Wenn umgekehrt die Abbildung a —> 4 eine Darstellung von L
in linearen Transformationen des k-Moduls IR ist, so wird N durch die
Festsetzung au = Au zu einem Darstellungsmodul.

Ein im Darstellungsmodul 2N enthaltener k-Modul m heift invarianter
Teilmodul, wenn Lm < m, d. h. wenn m ebenfalls Darstellungsmodul
ist. Der Faktormodul 9/ m ist ebenfalls ein L-Modul, wobei definiert
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wird a (u+m) = au+m. Wie blich werden jetzt die Begriffe dqui-
valente, reduzible, irreduzible, halbreduzible, wvollreduzible, zerfiillbave,
unzerfiillbare Darstellungsmoduln bzw. Darstellungen erklirt.

Falls k& ein Korper und der Darstellungsmodul » Basiselemente
iiber % hat, so sagen wir, dafl die zugehorige Darstellung den Grad »n
hat. Eine Darstellung n-ten Grades ist halbreduzibel.

L ist Darstellungsmodul von sich selbst, Dabei wird dem Element a
aus L die durch

(i — aou

fiir alle « aus L erkldrte lineare Transformation @ von L zugeordnet.
Die Abbildung ¢ - a ist eine Darstellung von L in linearen Trans-
formationen von L, die requliire Darstellung.

Die invarianten Teilmoduln bei der reguliren Darstellung heillen
Ideale. Ein Ideal von L ist also ein in L enthaltener i-Modul, der
mit % auch alle a o u enthidlt. Ein Ideal ist ein Lie'scher A-Teilring.
Aus der Giiltigkeit des Antikommutativgesetzes folgt, dafl jedes Ideal
zweiseitig ist. Der Restklassenmodul L/4 nach dem Ideal A wird ver-
moge der Festsetzung (a+ 4) o (9 +A) = a o b+ 4 zn einem Lie'schen
k-Ring, dem Faktorring von L nach A.

Erster Isomorphiesatz: Bei einer Homomorphie von L bilden die
awf Null abgebildeten FElemente ein Ideal und der Faktorring nacl
diesem Ideal ist isomorph zum Bildring.

Zweiter Isomorphiesatz: Wenn A Ideal von L, U Lie'scher k-Teil-
ring von L, sosind U/ U ~ dund U+ 4/ A zueinander isomorphe Lie’sche
Ringe.

Ein halbreduzibler L-Modul 2% ist definiert als L-Modul mit einer
L-Kompositionsreihe M = Wy DM, - - - DM, = 0, so dah zwischen dem
L-Modul ; und dem L-Modul M, kein von IM; und M;+; verschiedener
L-Modul enthalten ist. Die Faktormoduln 3R;/9t;, sind irreduzible
L-Moduln. Sie heifien die zu der L-Kompositionsreihe gehérigen L-Kom-
ponenten von M. Die irreduziblen Komponenten einer halbreduziblen
Darstellung sind nach dem Satz von JorRDAN-HOLDER-SCHREIER eindeutig
bis auf Aquivalenz und Reihenfolge bestimmt. Ferner sind nach dem
Satz von REMAK-SCHMIDT-FITTING die unzerfidllbaren Komponenten einer
halbreduziblen Darstellung bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Wir wollen kurz die bekannten Verfahren zur Bildung von invarianten
Teilmoduln eines Darstellungsmoduls IR aufzéihlen:

1. Sei K eine nicht leere Teilmenge von IR. Durch fortgesetzte
Mutltiplikation der Elemente aus X mit Elementen aus & und aus L
und. durch Addition entsteht ein L-Modul {K};, der von K unter L
erzeugte Modul. Jeder L-Teilmodul, der K enthalt, enthilt auch K.
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Durchschnitt und Modulsumme zweier L-Teilmoduln sind wieder
L-Teilmoduln.

Wenn der Teilmodul m, den L-Modul m enthilt und m,;/m ein
L-Teilmodul von P/m ist, dann ist ny, selbst ein L-Modul.

Wenn m, € my € my --- eine aufsteigend geordnete Kette von
L-Moduln ist, dann ist die Vereinigungsmenge aller SRt selbst ein
IM-Modul.

Wenn A Ideal von L, so bilden alle Elemente u aus IR, fir die
Aw =0, zusammen einen L-Modul 3 (IR, 4) von M. Um das
einzusehen, muf} gezeigt werden, dafl axw == 0 fiir alle x aus L,
a aus A, v aus 3. Es ist aber azu = (aox)u—+txz(au) =
Nun definieren wir rekursiv die aufsteigende L-Zentralrethe von M:
R

wobel 3/3;—; das L-Zentrum von MM/ 3., ist.

Wenn A ein Ideal von L ist, so ist der aus AN erzeugte k-Teil-
modnl {AIN} ein L-Modul. Es muB dazu gezeigt werden, dafl xau
in {49} enthalten ist fir alle z aus I, @ aus 4, « aus M. Nun
ist zau = (x o a)u+ alzu), und da xoa in 4, zu in IM liegt,
so liegt zawu in {AM]}.

. Absteigende L-Zentralreihe von M :

Buo=MWM, Bo= L3}, - B:(W, L) = {L Bi}.

Fassen wir L als Darstellungsmodul von sich selbst auf, so erhalten
folgende Verfahren zur Bildung von Idealen:

. Eine beliebige nicht leere Teilmenge K von L erzeugt ein Ideal {K};.
. Durchschnitt und Summe zweier Ideale ist wieder ein Ideal.

Wenn der Teilmodul 4, von I das Ideal A enthialt und A4,/4 Ideal
von L/4 ist, dann ist A; Ideal von L.

Ist 4; << 4, < 4y £ ... eine aufsteigend geordnete Kette von
Idealen, so ist die Vereinigungsmenge aller A; selbst ein Ideal.
Alle Nullmaeher » ans L, definiert durch 2 o L = 0, bilden ein
Ideal 3 (L), das Zentrum von L. Die aufsteigende Zentralreihe

0= ==t Sus

von L wird rekursiv definiert: 3o = 0, # == §, -+, §/4i-1 ist das
Zentrum von L/ji—1.

. Mit zwei ldealen 4 und B ist auch der aus A o B erzeugte Teil-

modul ein Tdeal. Ks moge, da kein Miflverstindnis moglich ist,
ebenfalls mit 4 o B bezeichnet werden.
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7. Die absteigende Zentralreihe

L:81,::)82"‘

wird rekursiv definiert: 8, = L, 8= Lo 3,, ---, 8 = Lo 3i1.
8. Die Reihe der hoheren Ableitungen

L=DLOD'L2DNLD...

wird rekursiv definiert: D° L = L, D'L = Lo L, D'L = D)V '[)
(2=1,2,...). D'L heifit die ¢-te Ableitung von L.

Eine Kette L =4, D04, D4;---24,=0 aus Idealen von L
heiBt Hauptreihe von L von der Linge r, wenn zwischen .4; und 4;
kein von A; und A;y; verschiedenes Ideal enthalten ist. Die Faktor-
ringe 4;/A;11 heiBen die zu der Hauptreihe gehérigen Hawuptfultoren
t=0,12,--,r—1).

Eine Kette L = B;D B, D B, --- D By = 0 aus A-Teilringen von L
heifit Kompositionsreihe von L, wemn B;.: Ideal von B; ist und wenn
zwischen B;und B;y; kein von B; und B;i, verschiedenes Ideal von B
liegt. Die Faktorringe By/Biy1 heilen die zu der Kompositionsreihe
gehorigen Kompositionsfaktoren von L. Nach JorDAN-HOLDER-SCHREIER
sind die Hauptfaktoren bzw. die Kompositionsfaktoren eines Lie'schen
Ringes, der eine Hauptreihe bzw. eine Kompositionsreihe besitzt, ein-
deutig bis auf die Reihenfolge im Sinne der Isomorphie bestimmt.

4. Abelsche und auflésbare Lie’sche Ringe, Radikal, Kern.

Ein Lie’scher i-Ring A heifit abelsch, wenn 40 4 = 0. Gleichwertig
damit ist jede der beiden Aussagen 3(4) == 4, Di(d4d)==0. Fir einen
beliebigen Lie’schen k-Ring L ist der Faktorring L/D L abelsch und
jedes Ideal mit abelschem Faktorring enthalt D L. Daher nennen wir
den Faktorring L/D L den maximal abelschen Fuktorring.

Bei einer homomorphen Abbildung z > von L auf L wird. DL
auf DL abgebildet. Durch vollstindige Induktion folgt: D[ = I L.
Setzen wir fiir L den Faktorring von L nach dem Ideal A ein, so folgt:

9 (DPL+ 4)/ 4 = DL/ A).

Ferner folgt fiir jeden Lie’schen k-Teilring U von L durch vollstindige
Induktion:
(10) DU C DL

Der Lie’sche k-Ring L heiBt auflosbar, wenn es einen Index 7 gibt, so
da8 D'L = 0. Er heifit j-stufig metabelsch, wenn [/ I, = 0, aber
D/~ .4 0. Abelsch ungleich Null ist also gleichbedeutend mit 1-stufig
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metabelsch. Der Nullring heife O-stufig metabelsch. Jeder Faktorring
und jeder Teilring eines j-stufig metabelschen Lie’schen k-Ringes ist
hochstens j-stufig metabelsch.

Sei L ein beliebiger Lie’scher k-Ring.

Satz 1: Wenn das Ideal 4 und der Faktorring L/A auflosbar sind,
so ist auch L auflosbar.

Beweis: Sei DXL C 4, D'4 =0,
dann folgt

Dstr [ o= Dr(DFL)C DA, Dt L = 0.

Satz 2: Wenn das Ideal A und der Tedring U auflosbar sind, so
ist auch A+ U auflishar.

Beweis: Da (4+U)V/ A > U/Un 4, soist(d+ U)/A auflssbar,
also ist nach Satz 1 auch 4+ U auflssbar.

Definition: Das Ideal B von L heiit Radekal von L, wenn R
ein auflosbares Ideal ist und wenn jedes Ideal von L, das R als echten
Unterring enthilt, nicht mehr auflésbar ist.

Satz 3: Fulls das Radikal R eines Lie'schen k-Ringes L vorhanden
st, so ist es gleich der Vereinigungsmenge aller auflosbaren Ideale von L,
also ist B emdeutiy bestimmdt.

Beweis: R ist auflosbares Ideal von L. Wenn .4 beliebiges
auflosbares Ideal von L, so ist B+ A ein Ideal, das nach Satz 2 auf-
losbar ist. Da R in R -+ .4 enthalten ist, so folgt B = R + 4,
ACR.

Definition: Kin Lie'scher Ai-Ring heifit Aalbeinfach, wenn sein
Radikal vorhanden und gleich Null ist.

Wenn A ein A-stufic metabelsches Ideal von L ist, so ist D¥14
ein abelsches Ideal 4 0 von L, daher folgt:

Ein Lie'scher k-Ring ist dann und nur dann halbeinjfach, wenn
gedes abelsche Ideal verschwcindet.

Falls das Radikal eines Lie’schen k-Ringes existiert, so ist der
Faktorring nach dem Radikal halbeinfach.

Definition: Ein Lie’scher %-Ring heifit vollkommen, wenn er mit
seiner Ableitung iibereinstimmt. Jeder Faktorring eines vollkommenen
Ideals ist vollkommen.

Satz4: Wenn A ein vollkommenes Ideal von L und U ein voll-

kommener Teilring von L, so ist auch A-+ U ein vollkommener Teilring
von L.

Beweis: Es ist
Dd=4, DU=U, A4+U2DDA+U)2DA+DU=A+T,
also
D(A+U) = A4+ TU.



16 H. Zassenhaus.

Definition: Das Ideal V heifit grifites vollkommenes Ideal von L,
wenn V ein vollkommenes Ideal von L ist und jedes Ideal von L, das
V als echten Unterring enthalt, nicht mehr vollkommen ist.

Satz 5: In jedem Lie'schen k-Ring L gibt es ein und nur ein grifites
vollkommenes Ideal V. V ist die Vereinigungsmenge aller vollkommenen
Ideale.

Beweis: Vsei die Vereinigungsmenge aller vollkommenen Ideale.
Da das Nullideal vollkommen ist, so ist V nicht leer. Sind 4 und B
zwei vollkommene Ideale, so ist nach Satz 4 auch das Ideal A4 B voll-
kommen. Demnach ist V ein k-Teilring von L. Da Lo 4 C 4 fir jedes
vollkommene Ideal A4, so ist auch Lo VEV, also ist V ein Ideal
von L.

Da die Ableitung von V die Ableitung jedes vollkommenen Ideales
von L enthilt, so ist DV = V. Nun ist klar, da V" groftes vollkommenes
Ideal ist und daB jedes groBte vollkommene Ideal von L mit V iiberein-
stimmt.

Fin vollkommener k-Teilring ist in jeder Ableitung des ganzen
Lie'schen Ringes enthalten.

Aus D4 = A folgt namlich ¥4 =4 und da DAC D' L, so
AC IDML.

Wenn in dem Lie'schen k-Ring . der Minimalkettensatz fiir Ideale
gilt, so ist jede geniigend hohe Ableitung von L gleich dem grofiten
vollkommenen Ideal. Es gibt namlich in der Kette

L2DLODDL.--2DL 2 ---
ein Glied, das gleich dem folgenden Gliede ist, so dafl etwa

DiL = DL,
also
DiL = D], — Dt = ...

Demnach ist D' L ein vollkommenes Ideal. Da die i-te Ableitung
von L jedes vollkommene Ideal enthalt, so ist D' L grofites vollkom-
menes Ideal.

Voraussetzung: Das grofite vollkommene Ideal V des Lie'schen
k-Ringes L besitze ein Radikal B V. Das ist z. B. der Fall, wenn % ein
Korper und L endlichgliedrig iiber k.

Definition: Der Restklassenring des grofiten vollkommenen Ideals
nach seinem Radikal heifit der Kern des Lie’schen Ringes.

Der Kern ist halbeinfach und vollkommen. Er ist dann und nur
dann Null, wenn der volle Lie’sche Ring auflésbar ist.
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5. Nilpotente Lie’sche Ringe.

Definition: Fin Lie’scher k-Ring L heifit nilpotent mit der Klasse ¢,
wenn

SCH(};) - O’
3e(L) 0.

Wenn L = 0, so heift L nilpotent mit der Klasse 0. Wir iiber-
tragen nun gewisse Aussagen von HaLL ber nilpotente Gruppen'). Ein
Lie’scher k-Ring L ist dann und nur dann nilpotent, wenn eine Zentralreihe
existiert, das ist eine Kette von k-Teilringen:

(10a) L= 42424 2 =0,
so daB
Lo A4S 4dina G=12---,7).
Néamlich durch Induktion folgt:
(10aa) 3i (L) C 4;, Bra(L) = 0 und

wenn umgekehrt L nilpotent mit der Klasse ¢, so ist:
(IOb) L:81:,82"'D,8¢+1:O

eine Zentralreihe mit der Linge ¢. Die Linge jeder Zentralreihe ist
mindestens c.
Fiir die Zentralreihe (102) folgt durch Induktion:

Arpii © 3:(L) G=12---,r+1),
also
3 (L) = L.

Wenden wir diese Uberlegung auf die Zentralreihe (10b) an, so folgt

50(]1) _ L.
Wenn 3, (L) = L, so ist
L =324 28%=0

eine Zentralreihe mit der Lange 0, also ist ¢ > ¢. Demnach kann die
Klasse eines Lie’schen Ringes auch aus der Relation:

(]Oc) 0:50C51C59---C50=L
abgelesen werden. Aus (10aa) folgt:
(IOd) 81(L.) g 6C+1—i(L) (2: 17 2; Tty C+1)-

) A contribution to the theory of groups of prime power orders. Proc. Lond.
M. S. IT 36.

2
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Ferner ist:
(10€) Bi(L) €= je-i(L) =12 -0

Denn aus 3; < # folgt durch Induktion:

Biti & #-J
also wiirde aus 3; C 3.—: der Widerspruch 3, = 0 folgen.
Wenn 4, 2 4, --- eine Kette von & Unterringen des beliebigen

Lie’schen k-Ringes L ist, so daB: Lo 4; & Aiq (1 = 1,2, --+), s0 werden
wir zeigen, dafi
(101) Bio A S Aivr.

Das ist richtig nach Annahme iber die 4, wenn ¢ = 1.
Es sei schon bewiesen fir i =1,2,.--,7—1, und es sei j > 1.
Dann ist

Bjo A= (Lo3j)o A

Aro(Lo Bjy)

Lo(3j-1° Ak)+ Bj—r0 (dxe L)
Lo Aptjm1+ Bj—1° dietr
Asetj+ At

Aryj.

In 40 1N

Setzen wir Ax = B, so folgt:

(10g) Bio B S Biik-
Setzen wir
A = #y Az == 1, o0y Ak = B0, Akt = §—= 0,
so folgt:
(10h) Bioaw © ju—i.

Mit Hilfe von (10g) wird durch Induktion bewiesen:
(101) DL C 3¥(L).

Demnach ist ein Lie’scher Ring, der nilpotent mit der Klasse ¢ ist,
k-stufig metabelsch, wobei % durch die Ungleichung

(109 21 < ¢
beschrinkt ist.

Wenn L beliebig, so bildet eine homomorphe Abbildung ¢ das
Ideal B; auf 3; (¢ L) ab, wie man durch Induktion beweist. Ist insbesondere
o die Abbildung von L auf die Restklassen nach einem Ideale A, so
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folgt:
Bi(L/4A) = (B:(L)+ 4)/ 4.

Ferner gilt fir jeden %-Unterring U von L:
3:(U) € Bi(L).

Wenn ein Lie'scher k-Ring nilpotent mit der Klasse ¢ ist, so ist
Jeder Faktorring und jeder Unterring nilpotent mit einer Klasse, die nicht
grifer als c ist.

Die Ubertragung eines Satzes von HarL lautet:

Satz 6: Liegt das Ideal A micht in 3, wohl aber in §it1, so besteht
die Idealkette ohne Wiederholungen

ADANpDANfH1D---D0.

Beweis: Es ist
LOAgAh(L°3i+1)g Ah&j.

Da 4 nicht in 3 liegt, so liegt L o 4 nicht in 3—_i, erst recht liegt
A N nicht in 3. Denselben Schluf wende man auf 4 ~ 3 statt
auf A an usf.

Folgerung: Jedes von Null verschiedene Ideal eines nilpotenten Lie'-
schen k-Ringes enthiilt einen von Null verschiedenen Nullmacher des ganzen
Ringes.

Satz 7: In einem nilpotenten Lie'schen k-Ring L mit der Klasse ¢ ist
es moglich, von jedem k-Unterring U aus durch hichstens c-malige
Normalisatorbildung zu L aufzusteigen.

Beweis: Setze Uy= U, U, sei der Normalisator N(U) von U,
Uy= N, ---, Uy=NU;-y), ---. Es gilt 3 € U,. Sei schon
bewiesen, daf 3 S U;, dann folgt:

jit1oUiC 1o LG S Ui, 341 & Ui,

also schlieflich: 3 & U, U.= L.

Folgerung: Der Normalisator jedes echten k-Teilringes eines nil-
potenten Lie'schen k-Ringes ist wmfassender als der Teilring. Jeder
maximale Teilring eines nilpotenten Lie'schen k-Ringes ist ein Ideal

Es sei L ein Lie’scher k-Ring, und 4, B seien zwei Ideale von L
Durch Induktion zeigen wir:

m-~—1

Bn(d+B) S Buld)+ BB+ 2 Bu(d) n Bny(B)
e

Das ist richtig fiir den Index 1. Es sei schon bewiesen fir den Index m
dann folgt:
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Bmi1(Ad+B) = (A+ Bjo 3n(A+ B)
= Ao 3n(A+B)+ Bo 3n(d+ B)
m—1
C Bupr(D)+4n3u(B JC.Z: Bu+1(4) A 3m—u (B)
C Bmt1(d)+ Bt (B) +#21 B (4) A Buir—w(B).
Dabei ist zu beachten, daf mit 4 auch 3;(4) Ideal von L ist und daf
fir zwei Ideale C, D gilt: Co D C Cn D.

Wenn das Ideal A nilpotent mit der Klasse ¢, das Ideal B nilpotent
mat der Klasse d ist, so ist das Ideal A+ B nilpotent mit einer Klasse
nicht griller als ¢+d—+ 1.

Wie im Beweis von Satz b folgt, daB die Vereinigungsmenge N
aller nilpotenten ldeale von L selbst ein Ideal ist.

Wenn in L der Maximalkettensatz fur Ideale gilt, so ist N Summe
von endlich vielen nilpotenten Idealen, also selbst nilpotent.

Definition: Falls die Vereinigungsmenge N aller nilpotenten Ideale
von L ein nilpotentes Ideal ist, so heile N das maximalnilpotente Ideal
von L. N ist gekennzeichnet durch die beiden Eigenschaften:

L. N ist nilpotentes Ideal von L,
9. Jedes N als echten Teilring umfassende Ideal von L ist nicht mehr
nilpotent.

Sei L ein r-gliedriger nilpotenter Lie’scher Ring iiber dem Korper £,
dessen Klasse ¢ ist. Wir setzen:

51 - {hrl, hrl,,:.,l’ cee, hT};
82 = {hrz, kr’+1, teey hrl ceny hr},
60—1: {hrcvl’ ceey, hrl, vy, hr},

L = e = {-hl, }Lg, sy }L‘rc“l’ <y h'r} .

Dann sind die %-Teilmoduln

Ay = {hi, higs, -, e (¢

l

1’ 2, cee 7')
Ideale von L.
Die Kette
L= A4,D4:D4;---D4,D00

ist eine Hauptreihe von L. Demnach sind die Hauptfaktoren von I
1-gliedrige Ideale.
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Wir beachten, daB: Lo 4;C Ai1(e=1,2, -+, 7; 41 = 0).
Definition: Eine Basis a;, as, - - - a, eines r-gliedrigen Lie’schen
Ringes L iiber dem Korper k& heifit reguliire Basis, wenn

a; o ap < {di+1, c oty “r}y

inshesondere a, o ar=— O.

Wenn L eine regulidre Basis besitzt, so ist L nilpotent und die Ideale
4; == {ai, @iyy, - - -, a,} bilden zusammen mit O eine Hauptreihe. Um-
gekehrt besitzt ein nilpotenter s-gliedriger Lie’scher Ring iiber dem
Korper k stets eine regulire Basis, wie oben gezeigt.

In Satz 7 wird eine kennzeichnende Eigenschaft nilpotenter Lie’scher
Ringe ausgedriickt. Es gilt ndmlich:

Satz 8: Wenn in dem r-gliedrigen Lie’schen Ring L iiber dem
Korperk der Normalisator jedes echten k-Teilringes stets wirklich wmfassender
ist und dieselbe Eigenschaft auch fir alle k-Teilringe von L erfiillt ist,
dann st L milpotent.

Beweis: Wir fithren den Beweis des Satzes durch vollstandige
Induktion nach ». Wenn r = 1, so ist der Satz klar. Sei » >1 und
der Satz bewiesen fiir Lie’sche &-Ringe, deren Rang iiber % kleiner
als r ist. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung jeder echte k-Teilring
von L nilpotent. I enthilt sicher einen maximalen k-Teilving, etwa A.
Da ACN(A), so L = N(A4). Daher ist 4 ein Ideal von L und da A
maximaler Teilring, so ist 4 (r—1)-gliedrig, also

L = (b, A).

Wir betten b ein in einen maximalen k-Teilring B von L. Wie
eben folgt, daff B ein nilpotentes Ideal von L ist. Da L die Summe der
nilpotenten Ideale 4 und B ist, so ist L selbst nilpotent, w.z.b. w.

6. Einfache Lie’sche Ringe.

Ein Lie'scher k-Ring L heifit einfach, wenn er von Null verschieden
ist und kein von O und L verschiedenes Ideal enthilt. Die Kompositions-
faktoren eines Lie’schen Ringes mit Kompositionsreihe sind einfach.

Es sei L ein einfacher Lie'scher k-Ring. Alle Elemente 1 aus £,
fir die 2L == 0, bilden ein Ideal k von k. Da 1. L= L+ 0, so ist
otk Setzen wir kb = k/ky und A-+ky) z = Az fiir alle z aus L, so
ist L ein einfacher Lie’scher k-Ring, und es ist (k) =— 0. Also ist AL F 0
fir alle von Null verschiedenen 4 aus k. Da AL ein Ideal von L, so
ist AL= L, wenn 4 4 0. Alle Elemente = aus L, fir die iz =0,
bilden ein Ideal Ly von L. Wenn 240, so ist Ly + L, also Ly==0.
AusAp=0, A4 0 folgt: A L=0, AL=0L, pL =0, p=0. Also
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ist der Quotientenring k¥ von k ein Korper. Fir jedes 2 4 0ist AL = L,
Ly =0, also die Gleichung Az == o fiir jedes a aus L eindeutig losbar.
Die Losung heifie A—1qa. Wir setzen (Ap~Y)a = 4(p"'a) und iber-
zeugen uns leicht davon, daB L ein einfacher Lie’scher k-Ring geworden
ist. Als Resultat haben wir:

Jeder einfache Lie'sche k-Ring L kann als einfacher Lie'scher Ring
iiber einem durch k und L eindeutig bestimmien Korper It aufgefaft werden.

7. Zerfdllbare Lie'sche Ringe.

Die Zerfillbarkeit der reguliren Darstellung des Lie’schen k-Ringes L
ist gleichwertig mit der Existenz einer direkten Zerlegung L = L;4- L
von L in zwei von Null verschiedene Ideale L,, L,, deren Durchschnitt
Null ist. Da L, o Ly © L, n L, so folgt Ly o Ly = 0. Die Elemente
aus L lassen sich demnach eindeutig in der Form z = H,x 4 Hyx
schreiben, wobei H,;, H; die Zerlegungsoperatoren zu der vorgelegten
direkten Zerlegung von L sind, so daB H;L = L;. Die Zerlegungs-
operatoren H,, H, sind eindeutige Abbildungen von L in sich, die durch
die Eigenschaften:

(11) H;(x+y) = Hiz+H;y,
(12) H;(Ax) = AH;x,

(13) H, H; +0,

(14) H, Hy = Hy H, = 0,
(15) H+Hy =1

gekennzeichnet sind. Wir merken an, daB
16) Hixoy = —yo Hix == Hyxo H;y (i=1,2)

ist. Wenn umgekehrt zwei Lie'sche k-Ringe L,, L; gegeben sind, so
konstruieren wir die Ringsumme von L, und L als den Lie’schen k-Ring L,
bestehend aus allen geordneten Paaren (x,, z) (2; € L;) mit den Rechen-
regeln

(17) (1, 23) + (@1, y2) = (1 + y1y X3+ ys),
(18) iy, 22) = (Azy, Aay),
(19) (1, x3) © (Y1, y2) = (@ o9, T2 © Ys)-

Durch die Zuordnung z, - (21, 0) bzw. xz— (0, z5) wird L; isomorph auf
ein Ideal ; von L abgebildet, so da8 die direkte Zerlegung L = L, + L,
besteht. [Entsprechendes gilt fiir die Zerlegung in mehr als zwei
Summanden.
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Ein Lie'scher %-Ring heifit zerlegbar, wenn er zu der Ringsumme
zweier von Null verschiedener Lie’scher k-Ringe isomorph ist oder wenn
er Null ist. Der Satz von REMAK-SCHMIDT-FITTING ergibt, daf bei jeder
direkten Zerlegung eines Lie’schen %-Ringes in unzerlegbare Summanden
die Summanden der Zerlegung bis auf die Reihenfolge im Sinne der
Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Ableitung., Radikal, Kern, maximalnilpotentes Ideal und das Zentrum
einer Ringsumme ist gleich der Ringsnmme der Ableitungen, Radikale,
Kerne, maximalpotenten Ideale bzw. Zentren der Summanden.

8. Die Diskriminante eines Lie’schen Ringes.

Sei L ein n-gliedriger Lie'scher Ring iiber dem Kérper k. CARTAN
hat jeder Basis xy, as, - - -. 2n von L iiber k eine Zahl aus %, die zuge-
horige ,Diskriminante” zugeordnet. Die Haupteigenschaften dieses
Begriffes mogen kurz referiert werden.

Wir setzen

D (ay, 25, - - . an) = Det. (Sp (Zlflfk))~

dabei ist Sp ¢ gleich der Spur der linearen Transformation ¢ und z ist
die dem Element x ans L bei der reguliren Darstellung zugeordnete
lineare Transformation. Ist etwa

n
»
Tioxp = Z Vik Ty,
=1
s$0 rechnen wir aus:

D (1, x5y - -0 20) =

n
2 7 Ve
v,u v

Bei Wahl einer neuen Basis multipliziert sich die Diskriminante
mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante. Das Nichtverschwinden
der Diskriminante ist eine invariante Eigenschaft. Sie ist gleichwertig
mit jeder der beiden folgenden Aussagen:

l. Aus Sp(z y) = 0 fir alle y aus L folgt 2 =0,
2, fir beliebige Zahlen ey, as, - - -, a, ist das Gleichungssystem

Sp(_xfi):ai (":172""7’”)
stets l0sbar.

Wenn die Diskriminante eines Lie’schen 4-Ringes nicht ver-
schwindet, so ist auch die Diskriminante jedes von Null verschiedenen
Ideals bzw. Faktorringes von Null verschieden, ferner ist dann der volle
Lie’sche Ring halbeinfach und gleich der Ringsumme von endlich vielen
nichtabelschen einfachen Lie’schen k-Ringen mit von Null verschiedener
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Diskriminante. Wenn die Charakteristik von % gleich Nuil ist, so ist
das Nichtverschwinden der Diskriminante die hinreichende und notwendige
Bedingung fiir Halbeinfachheit.

§ 2. Aufspaltung Lie’scher Ringe nach Cartan.

1. Der Satz von Engel.

Definition: Die Darstellung des Lie’schen k-Ringes L vermittels
des Darstellungsmoduls IR heiit Nildarstellung, wenn es fir jedes
Element o aus L und jeden Vektor u aus IR einen Exponenten u gibt,

so dab
atu = 0.

Beispiel: Wenn I ein beliebiger %-Modul, so wird durch die
Festsetzung awu = 0 fir alle a aus L, « aus I eine Darstellung von L,
die Nulldarstellung, erkliart. Jede Nulldarstellung ist eine Nildarstellung.
Wenn Yt eine Nildarstellung von L vermittelt, so vermittelt auch jeder
L-invariante Teilmodul m und jeder Faktormodul 3%/m eine Nildarstellung
von L.

Hilfssatz 1: Bei jeder drrveduziblen Nildarstellung des Lie'schen
k-Ringes L erfiihrt das Zentrum 3 von L eine Nulldarstellung.

Beweis: Der L-Modul 3t vermittelt eine irreduzible Nildarstellung
Fiir jedes Element z aus z bilden alle Vektoren » aus I, fiir die zu == 0,
einen k-Modul IM,. . ist sogar L-Modul, denn aus zu =0, a oz =20
folgt

zlaw) = (za—a2)utazu
= (zo a)u-+a(zu)
= 0,
aun € M,.

Ferner ist M.+ 0. Denn es gibt ein von Null verschiedenes
Element v in M und nach Voraussetzung einen KExponenten w, so daf

e = 0,
41y 40,
wobei 2°v = v gesetzt ist.
Setzen wir nun « == 2%t v, so folgt u40, zu = 0, also 0 + u€M,.
Da M ein irreduzibler L-Modul, so stimmt % mit N, @iberein fiir alle z
aus 3, d. h. 33 =0, w.z. b. w.
Hilfssatz 2: Jede irreduzible Nildarstellung eines nilpotenten Lie’schen
Ringes ist eine Nulldarstellung.
Beweis: L sei nilpotent mit der Klasse ¢ und der L-Modul I
vermittele eine irreduzible Nildarstellung. 0 = 4,3, ---C3, = L sei
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die aufsteigende Zentralreihe von L. Es ist 3 I = 0. Sei schon
bewiesen, daB 3 M = 0 (¢ <Cc). Dann induziert die vorgelegte irreduzible
Nildarstellung von L eine irreduzible Nildarstellung von L/. Bei ihr
erfahrt nach Hilfssatz 1 das Zentrum von L/j eine Nulldarstellung, also
ist 3.41 MM = 0. Nach ¢ Schritten folgt 3, = 0, LM = 0, w.z. b. w.

Satz 9 (Satz von ENGEL): Ein r-gliedriger Lie’scher Ring L tiber dem
Kirper & ist dann und nur dann nilpotent, wenn seine regulive Darstellung
eine Nildarstellung st.

Beweis: 1. Wenn L nilpotent ist, so gibt es eine natiirliche Zahl ¢,
so daB 3.y (L) = 0, also ist

(@)u = ao(ao---(aou)--:) =0

¢-mal
fiir alle ¢ und w aus L.

2. Es sei die regulare Darstellung von L eine Nildarstellung. Zu
beweisen ist, daf L nilpotent ist. Wenn # = 1, so ist L sogar abelsch.
Es sei » > 1 und der Satz schon bewiesen fiir htchstens (» — 1)-gliedrige
Lie’sche k-Ringe. Fir jeden echten k-Teilring U von L ist dessen
reguldre Darstellung Nildarstellung, also ist nach Induktionsvoraussetzung
jeder echte k-Teilring U nilpotent.

Die regulire Darstellung von L induziert eine Nildarstellung von U
mit L als dem zugehorigen Darstellungsmodul. Darin ist Uals U-invarianter
Teilmodul enthalten und in dem Faktormodul L/U wird ebenfalls ecine
Nildarstellung von U induziert. Da L/U ein endlich-gliedriger %-Modul,
so enthilt L/U einen irreduziblen U-Modul, etwa U;/U. Danmn ist U,
ein in L enthaltener k-Modul mit der Eigenschaft Uo U, C U;. Da U
nilpotent, so folgt nach Hilfssatz 2, daf

UU,/0) =0,
d.h U l; € U.

Hieraus schliefen wir, dal der Normalisator jedes echten k-Teil-
ringes von L wirklich umfassender als der Teilring selbst ist. Ferner
ist jeder echte Teilring nilpotent. Nach Satz 8 (§ 1) folgt hieraus. die
Behauptung.

Kriterium: Der Lie'sche Ring L mit endlicher Basis iiber dem
Korper L ist dann und nwr dann nilpotent, wenn bed der reguliiren
Darstellung jede lineare Transformation des Darstellungsringes genau
einen Eigenmvert') besitzt.

Denn wegen xx = xz oz =0 fiir alle Elemente 2z des Lie’schen
Ringes kommt nur 0 als Eigenwert vor.

) Natiirlich in einer gewissen Vielfachheit.
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2. Produktdarstellungen.
Es sei k ein Ring mit Einheitselement.
Definition: Der Produktmodul P der k-Moduln ¢ und I’ ist der

Modul mit den Erzeugenden wv (x € I, v € M’) und den definierenden
Relationen :

(20) Uy vy Uy Ve = g v+ 1y 1y,

21 w(vy+v) = uvytuvs,

(22) (wtu)v = wvtu v,

(23) u(dv) = (Auw)v A€,

Die skalare Multiplikation der Elemente von % erklaren wir durch die
Festsetzung :
(24) A (Z:l =+ w Ui) == '21{(—4_—111{) vi.
g= i=

Sie ist eindeutig definiert, weil jede definierende Relation von P bei
Multiplikation von links her mit 4 eine Relation von P ergibt. Es ist
klar, daB die iiblichen Rechenregeln der skalaren Multiplikation erfiillt
sind. B ist ein k-Modul.

Wenn I und M’ k-Vektormoduln mit der Basis xy, as, - - -, za bzw.
Y1, Y2, - *» Ym sind, so ist der Produktmodul ein k-Vektormodul mit der
Basis vy ¢ = 1,2, -, n; k= 1,2, .- -, m).

Wenn o bzw. ¢ lineare Transformationen von M bzw. W’ sind, so
wird durch die Festsetzung o (xv) = (ou) v bzw. 7 (1 v) = u (rv) eindeutig

eine lineare Transformation ¢ bzw. z von P definiert. (Man hat zu

r

setzen: ¢ ( > tuy vi) = D 4 (0w v; und nachzuweisen, daB ¢ jede
i=1 i =1

definierende Relation auf eirTe Relation von P abbildet und daf ¢ den

Forderungen an lineare Transformationen geniigt; entsprechend fiir z ).

Nun sei L ein Lie’scher k-Ring, und es seien It und N’ L-Moduln.
Dann wird durch die Festsetzung

(25) @ (uv) = (auw) v+ u(av)

jedem Element a aus L-eindeutig eine lineare Transformation a des
Produktmoduls zugeordnet. Wir diirfen daher setzen:

(26) awy) = (aw)v+u(av)

und konnen dann leicht nachrechnen, daf der Produktmodul zweier
L-Moduln wieder ein L-Modul ist. Z.B.:
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a(v) —blawv) = a(du-v+u-bv)—b(au-v+u-av)
= qbu-v+dbu-avt+au-dbv+u-abv
—bau-v—au-bv—>bu-av—u-bav
= (ab—ba)u-v+u-(ab—>ba)v
=(aobu-v+u-(aod)v
= (aob)(uv).
Wir nennen die zum Produktmodul gehérige Darstellung von L die
Produktdarstellung der zu MM bzw. W' gehorigen Darstellungen von L.

Es seien ¢’ bzw. ¢’ lineare Transformationen von M bzw. P’ und o die
lineare Transformation, die durch die Festsetzung

(264a) euv) =o' u-v-tu-d’v

erklart wird. Durch Induktion nach n beweisen wir die Formeln

n

n . ,
(26b) o (u’U) = 2 ( Z) 0‘”2[ -Ulm—zy_

i=0

Setzen wir hier ¢'u = (a—a)u, ¢ v = (a—B)v (a€ L),
so erhalten wir:

L AN ) )
@2 (a—(a+8)*(uv) = Z; ( ;| (a—afu-(a—B)"iv.
1=
Fassen wir L als L-Modul auf, so entsteht die regulire Darstellung

a—>a= ( o T) von L in linearen Transformationen. Da

al@oy) =ao(@oy)=zo(@oy)+@om)oy=zoay+tazoy,

so ist L operator-homomorphes Bild des Produktmoduls aus L und L.
Also folgt die Formel:

n

n . )
(28) (@a—(e+B)*(zoy)) =i=20 ( Z-)(g*a)’xc’(g-——ﬂ)”"y, (a,,y€ L).
Ferner folgt fiir jeden L-Modul M, daB

a(xu) = (aox)utzau = (ax)u-+x(au), (¢, z€ L; u€ M);

also ist M operator-homomorphes Bild des Produktmoduls von L mit M,
und es folgt die Formel:

(29) (a — (e + B))V'xu = éz) (?) (ﬂ —a)iz-(a—By—u.
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3. Eigenwertverteilungen auf nilpotenten Lie’schen Ringen.

Es sei & ein algebraisch abgeschlossener Korper, H ein nilpotenter
Lie’scher k-Ring von der Klasse ¢ und I ein H-Modul von endlicher
Dimension iiber k.

Wir werden It aufspalten in eine direkte Summe aus ,Eigen-
moduln® von H.

Wir sagen: Das Element u aus M gehiort zum Figenwert o von 1,
wenn es einen Exponenten » gibt, so daf

(h—a)u = 0.

Fiir ein festes Element 4 bilden alle zum Eigenwert « von 7
gehdrigen Elemente aus I einen k-Teilmodul M (2, «). Es gilt die
direkte Zerlegung:

(30) M= 2 MG, ),

wobei zu beachten ist, da nur endlich viele Summanden von Null ver-
schieden sind.

Hilfssatz 3: Wenn MM und W' H-Moduln sind, dann ist gemiiff (26)
der Produktmodul P ebenfalls H-Modul, und es gilt:

(31) 2 MGy @) W (B, B) = By ).
“trf=r
Beweis: Sei (h—a)u=20, (A —BFv=0mc W, veM).
In Formel (27) setze man n = v+ g und findet, daB rechts jeder Summand
Null ist, denn entweder ist i >», (h— a))u =0 oder n— 17> gy,
(h— Bty ==0. Also folgt:

(h— (e +B)* (uv) = 0,
(32) Mk, a)- M (b, B) S P(h, @+ B).

Da die beiden direkten Zerlegungen

%:gmwwm%m
$:;$@n

bestehen, so folgt (31).

Wenn wir H als H-Modul auffassen, so gehort fir jedes Element 2
ganz H zum Eigenwert O, denn H ist nilpotent. Ferner ist IR operator-
homomorph zu dem Produktmodul von H mit M. Aus Gleichung (32)
folgt, dafl I (h, «) unter H invariant ist.

Wir sagen: % hat in M die Eigenwerte oy, a3, ---, «;, wenn
Mha)+0(@=1,2-.-,7), aber M (k, a) = 0, falls &« + ¢, ;. --, &;.
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Wir sagen: Das y-tupel 7y, h, - - -, hy hat in den H-Moduln m bzw. m

getrennte Eigenwerte, wenn m, m' § 0 und aus m (b, o) n m (A, @) -
cAm (b, o) F 0 folgt m' (fy, &) nm' (hyy @) -+ A (y, @3) = 0

und aus m’ (ky, &) A m’ (hg, 03} - A’ (hiy, @) F O folgt m(hy, @ )~ mihs, o5)- -
- nm (b, @) = 0.

Wir sagen: Die H-Moduln m und m’ liegen getrennt, wenn es
gewisse endlich viele Elemente aus H gibt, die in m und m’ getrennte
Eigenwerte haben.

Dann ist die direkte Zerlegung (30), in der die Nullsummanden
wegzulassen sind, eine Zerlegung des H-Moduls It in getrennt liegende
H-Moduln. Da It ein endlicher &-Modul, so gibt es eine direkte
Zerlegung :

(33) 9]2:93?1+9J32+“)ﬁe

in moglichst viele getrennt liegende H-Moduln. Aus dem vorhin Gezeigten
folgt, daBl jedes Element aus H in jedem Teilmodul N; nur einen Eigen-
wert o hat. Wir nennen die Funktion & Eigenwertverteilung auf H.
Nach Kounstruktion sind die Eigenwertverteilungen «®, «?, ... @ alle
untereinander verschieden. Wir sagen: ein H-Modul, in dem jedes
Element /i aus H nur einen Eigenwert «p hat, heiit zu o« gehoriger
FEigenmodul. Eigenmoduln zu verschiedenen Eigenwertverteilungen liegen
getrennt.

Aus dem eben Gezeigten folgt:

Jeder irrveduzible H-Modul st ein Eigenmodul.

Da die irreduziblen Komponenten des H-Moduls IR eindeutig
bestimmt sind, so sind auch die Eigenwertverteilungen «®, a®, ... o®
eindeutig bestimmt. IR; besteht aus allen KElementen » aus I, fiir die
es zu jedem / aus H einen Exponenten » gibt, so daB (L — e®)u == 0.
Also ist die Zerlegung (33) von M in getrennt liegende Eigenmoduln
von H eindeutig bestimmt.

Satz 10. Wenn die Charakteristik des algebraisch abgeschlossenen
Grundkiorpers gleich Null st, so hat jede irreduzible Darstellung des
r-gliedrigen nilpotenten Lie'schen k-Ringes H den Grad 1.

Die wrreduziblen Darstellungen von H werden jede genau einmal auf
Solgendem Wege erhalten. Man ergiinze eine Basis der Ableitung H' von H,
etwa hyy1, Brro, - -+, hyy zu einer Basis Iy, hy, -+ -, hy von H idiber k und
ordne nun dem Element h = & b+ & hy - -« + & kb aus H die lineare
Transformation :

(3311) }7: (.Zl “1+Eg ag""{_zxaz)'l

1. Girades zu, wobei die x Konstanten ey, e, - - -, ax die Darstellung ein-
emndeutiq bestimmen und beliebig vorgeschrieben werden diirfen.
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Beweis: Es ist klar, daB durch die Vorschrift (33a) eine irreduzible
Darstellung 1. Grades von H erklirt wird.

Es sei umgekehrt i — % eine irreduzible Darstellung von H in
linearen Transformationen eines f-gliedrigen k-Moduls 9. Dann hat 7
nur einen Eigenwert e, also ist die Spur der linearen Transformation
gleich f- ap. Wir setzen:

Sph = Sph = fay.
Dann ist
Sp(h+1') = Sph+Spk,
Sp (Al) = A 8p h;
Spholly = Sp(hok)
= Sp (hh' — K h)
= Sp(hk)Y—8Sp (W k) = 0.

Also bilden alle Elemente aus H, deren Spur verschwindet, ein
Ideal H;, und es ist entweder H = H, oder H/H, 1-gliedrig. Da die
Charakteristik von & Null ist, so verschwindet die Eigenwertverteilung «
auf H,. Demnach induziert die gegebene Darstellung von H eine Nil-
darstellung von H;. Nach Hilfssatz 2 bilden alle Elemente » aus I,
die von H, annulliert werden, einen %k-Teilmodul M, + 0 von WM. W, ist
unter H invariant, denn aus » € H, '€ H,, u € M, folgt:

K o h€ Hy,
W (hu) = (W h—hh)u—hh' u
= GH ohu—h(u) = 0,
hu €My

Da M ein irreduzibler H-Modul, so ist Mo =M, H; M = 0. Da
H/ H, abelsch, so liegt H in H,, ferner ist der Darstellungsring H abelsch.
Da er irreduzibel ist, so hat er den Grad }. Demnach ist dem Element /
aus H die lineare Transformation e;-1 1. Grades zugeordnet.

Setzen wir ap, = a;, so folgt wegen H, = 0, daf

az+1: ax+2. e == 0‘1-: O,
ferner aus den Darstellungsbedingungen:

a51h1+§gh2"'+5,hr: 'El al—{_'zz R +:£7 Gy

womit alles bewiesen ist.
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4. Aufspaitung Lie'scher Ringe in Eigenmoduin nilpotenter Teiiringe.

Sei L ein Lie’scher Ring mit endlich vielen Basiselementen iiber
dem algebraisch abgeschlossenen Grundkérper £ und H ein nilpotenter
k-Teilring von L.

Die reguldre Darstellung von L induziert eine Darstellung von H
und gemaf Abschnitt 3 existiert eine eindeutig bestimmte direkte Auf-
spaltung
(34) L = Lyt Let+Ls+---

von L in Eigenmoduln von H. Dabei bezeichnen wir mit 0 kurz die
Eigenwertverteilung von H, bei der jedem Element aus H der Eigen-
wert O zugeordnet wird. O, «, 8,.-- durchlauft alle Eigenwertverteilungen
von H.

L, besteht aus allen Elementen u aus L, fir die es zu jedem
Element % aus H einen Exponenten » gibt, so daf (h—y5)” « = 0. Wenn
MM ein L-Modul ist, so mége mit M(H, 7) der in der Aufspaltung (33)
zur Eigenwertverteilung y von H gehdrige Eigenmodul bezeichnet werden,
so daB die direkte Zerlegung

(35) W= D M(H, z)
besteht. 4

Aus (32) folgt nun
(36) L, M (H, ) € M(H, 7 +9).

Setzen wir hier I = L, so folgt:

(37) L,o LsC L;,M.
Insbesondere
(38) Lo o Lo g Lo .

Also ist L, ein Lie'scher k-Teilring von L. Da H nilpotent ist, so folgt
HCL,.

Fiir alle y + 0 gilt Ho L,= Ly, denn es gibt dann in H ein
Element 4, so daB % .eine nichtsingulare lineare Transformation von L,
induziert. Fir die Elemente » des Normalisators N (H) von Hin L
gilt HouC H, also gehoren diese u zur Eigenwertverteilung 0, d. h.

(39) NH) € L.

Wenn H echter Teilmodul von Ly, so ist H auch echter Teilmodul von
N(H), denn der Darstellungsmodul Lo/ H von H enthilt dann einen
irreduziblen H-Modul H,/H und da Lo/H eine Nildarstellung von H
vermittelt, so folgt nach Hilfssatz 2, da Ho H,C H, also HC H,C N(H).



32 H. Zassenhaus.

CarTaN hat gezeigt, dafl H so gewihlt werden kann, da H = L,
anders gesagt, dafi der nilpotente k-Teilring H mit seinem Normalisator
zusammenfallf.

Es sei L ein n-gliedriger Lie'scher Ring iber dem algebraisch
abgeschlossenen Korper k. Jedem Element aus L wird bei der reguliren
Darstellung eine lineare Transformation mit hochstens n verschiedenen
Eigenwerten zugeordnet. Wir suchen ein Element 2, in L, dem bei der
regularen Darstellung von I eine lineare Transformation /; mit moglichst
vielen verschiedenen Eigenwerten zugeordnet wird.

Es sei
1) L=K+Ly+ Ly -+ L

die Aufspaltung von L in die Eigenmoduln von {4}, wobei K der zum
Eigenwert 0 gehorige Eigenmodul sei.

Mit den fiiblichen Schluffweisen wird jetzt gezeigt, daff K nil-
potent sein muB. Wir wihlen eine Basis Ay, Ag, - - -, i, des k-Moduls K.
Fiir die Elemente x¢ aus L. wird durch die Abbildung zs— A; © z« eine
gewisse lineare Transformation 4{” definiert. Dem allgemeinen Klement
ho= & hy=+& hy - - - 1~ & h, ist entsprechend die lineare Transformation
e = & B2 4 & Ez“’ oo+ 5B zugeordnet. Ihre charakteristische
Gleichung fx (¢, x) ist gleich der Determinante der Matrix ¢ £ — @, also
ein Polynom n.-ten Grades mit Koeffizienten aus dem Polynombereich
EEl=Fk[&, &, -, &] und mit 1 als Koeffizient der hochsten #-Potenz.
Bekanntlich gibt es einen bis auf eine Konstante # 0 eindeutig bestimmten
groBten gemeinschaftlichen Teiler du, g (¢, §) von fx und fz im Polynom-
bereich k (&, t]. Da der Koeffizient der héchsten ¢-Potenz in fi gleich 1
ist, so ist der Koeffizient der hochsten ¢-Potenz von d s eine Konstante
+ 0, also bleibt der Grad von d. g in ¢ erhalten, wenn fiir & ein »-tupel
von Elementen aus % eingesetzt wird. Setzen wir fiir & den Wert
(1,0, -- -, 0) ein, so geht /o (& #) in das charakteristisehe Polynom von
7\ iiber, also in das Polynom (f— a;)"*, Da nun die s Eigenwerte
von fy, die zu den s Teilmoduln L, gehoren, untereinander verschieden
sind, so sind die durch Einsetzung aus den f, entstandenen s Polynome
in ¢ untereinander teilerfremd. Wenn « 4 8, so geht de s in einen
gemeinsamen Teiler der Polynome (x — )" und (x — 8,)"¢ iiber, also
1st der Grad von de gin ¢ Null. Folglich ist de, s[§, 7] eine Konstante
+0. Da die Polynome f. (%, #) als Polynome aus k|[f, £] betrachtet,
untereinander teilerfremd sind, so sind sie auch als Polynome aus % (§) |7]
bekanntlich teilerfremd. Rechnen wir den griSten gemeinschaftlichen
Teiler von f, und f3, falls « + 8, in & (£) [¢] mit Hilfe des Euklidischen
Divisionsalgorithmus aus, so erhalten wir 1, und es treten wihrend der
Division nur endlich viele Nennerpolynome aus % [&] auf. Das Produkt
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aller dieser Nenner fiir alle Paare o, 8 sei das Polynom N (§) aus k[&].
Wenn wir fiir & Werte einsetzen, fiir die N (&) nicht verschwindet, so
ergibt sich als g.g. T. der durch Einsetzung aus den f, entstandenen
Polynome aus k[¢] fiir je zwei verschiedene Eigenwertverteilungen e, 8
nach dem Euklidischen Divisionsalgorithmus der Wert 1.

Das zu dem Eigenwert 0 gehdrige Polynom f; (§, #) vom Grade =,
muBl noch besonders betrachtet werden. Falls die Charakteristik p von %
eine natiirliche Primzahl ist, so sei p‘ die hochste Potenz von p, die in
den Exponenten aller wirklich in f; vorkommenden ¢-Potenzen aufgeht.

o P b
Setzen wir noch zur Abkirzung 7 = (VEI, Ve, ... V§,),falls p>0
und />0 bzw. n = & sonst, so wird £ (&, ¢) die p-te Potenz eines

Polynomes g (%, t) aus k{z, ¢] vom Grade m =il in ¢ und mit nicht

verschwindender partieller Ableitung nach ¢. Der groBte gemeinschaft-

liche Teiler von ¢ (7, ¢) und —:t—g(q, t) sei d (g, t), so daB

(22) 9 &) = g (n, ) d (g1,
(2b) S 0 = g2 (1 DA,

ist und g, ¢, teilerfremde Polynome + 0 aus k[7, ] sind. Wie oben
schliefen wir, dafl der Grad von d (5, f) in ¢ erhalten bleibt, wenn fiir 4
ein r-tupel von Elementen aus % eingesetzt wird, ferner kann wie oben
ein Hilfspolynom M () bestimmt werden, so daB fiir alle Stellen, in
denen M (5) nicht verschwindet, die durch Einsetzung aus g¢,, g. ent-
standenen Polynome teilerfremd sind.

Da J als algebraisch abgeschlossener Korper unendlich viele
Elemente enthalt, so gibt es eine von Null verschiedene Stelle 4,2, -+, 4,,
in der die Polynome N, M und g¢. (5, t) nicht verschwinden. Finr das
von Null verschiedene Element 2 = 4, -+ 245 ks --- 4+ 4, b, sind die
zugehorigen charakteristischen Polynome teilerfremd, also haben sie auch
zu je zweien keine gemeinsame Nullstelle. Demnach hat %' bei der
reguliren Darstellung von L mindestens soviele verschiedene Eigenwerte
wie h;. Da die Anzahl s der verschiedenen Eigenwerte von 4 die
Hochstzahl ist, so hat auch 4’ genau s verschiedene Eigenwerte. Folglich
ist das charakteristische Polynom von /'’ die ny~te Potenz eines Linear-
faktors. Da 2" 4 0 und 2’ o &' =0, so hat A’ in K sicher den Eigen-
wert 0. Daher ist das charakteristische Polynom £, (4, #) von %' in K
einfach gleich ¢*, folglich g (4, t) = t™. Aus den Gleichungen (1), (2)
folgt durch Einsetzen:

= ) (1’) f) d (17 t)y mimt = gz (}'7 t) d ('17 t)’

kg
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wobei g3 (4, £) £ 0 und g, (4, £) und g, (4, ¢) teilerfremd sind. Also hat
d(2,t) den Grad m —1, folglich hat auch d (7, f) den Grad m—1.
Da der g. g.T. von g (7, £) mit der partiellen Ableitung nach ¢ in ¢ den
Grad m — 1 hat, so hat g die Form ({t — ¢ (9))™, und es ist

So(& &) = (E—y )

Jedes Element aus K'hat also bei der reguliren Darstellung von K nur
einen Eigenwert. Nach dem Kriterium im Abschnitt 1 folgt, daf K ein
nilpotenter Lie’scher k-Ring ist.

Auf dieselbe Weise wie eben schlieBen wir, daB auch firr alle «:

fa (E, t) - (t — Yq (ﬂa»na

ist, wobei 7. durch hinreichend oft wiederholtes Ausziehen der p-ten
Wurzel aus & entsteht. Hieraus ist ersichtlich, daB die Moduln L; die
verschiedenen zu dem nilpotenten Teilring K von L gehorigen Eigen-
moduln sind.

Die Zerlegung (1) von L nach dem nilpotenten Teilring K heifle
Cartansche Zerlequng von L. Wichtig ist die Tatsache, daff der zur
Eigenwertverteilung 0 gehorige Eigenmodul von K grade mit K iiber-
einstimmt.

Als Nebenresultat erhalten wir:

Satz 11.: Ein Lie'scher k-Ring L aus Matrizen f-ten Grades, in dem
Jede Matrix x nur einen Eigenwert or hat, ist milpotent.

Beweis: Sei M ein zugehoériger Darstellungsmodul. Dann folgt

aus Hilfssatz 3:
LR (H, 8 C MH, e+ 8)

und nach Voraussetzung M = MM (H, #) mit festem B, also Lo M =0,
wenn « F 0, also Le=0, wenn a0, L = L,= H.

§ 3. Einfachheitsbeweise.

Wir bezeichnen mit 3, (k) den Schiefring aller n-reihigen Matrizen
mit Koeffizienten aus dem Korper k mit der Charakteristik x. M, (k)
besitzt als Basis die n Matrizeneinheiten ey (5, k =1, 2, - - -, n) mit den

Rechenregeln
(3a) €ik - Ers == 6kr Cis +
Der Lie’sche Ring M, besitzt die n® Basiselemente ex (5, k = 1,2, - - -, n)

mit den Rechenregeln
(3b) eik © ers == Oy €jg — O €y,
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Alle Matrizen aus M,, deren Spur Null ist, bilden ein Ideal SM,!)
mit den Basiselementen
di= ei—e, 6=2,3,---, n), eik(i# ki, k=1,2,...,m)
und den Rechenregeln

4) dy =0, dip = di— dx (@ 3F R),

(a) drods =0 Gtk rts),
(b) dix © ers = (0iy— Ois— Opy + Oks) €rs @+ krs)
(c) eik © ers = Orpeis— Oisem (0 F k; r ¥ 55 (r9) § (k9)).
(d) eix O exi = dix (i + K).

Aus den Formeln (3b) folgt, da8

(e) D(M,) = SM,.

Aus (b), (d) folgt, daB

6y D(SM,) = SM,,

ausgenommen im Fall y =2, n=2. Im Falle y =2, n =2 ist
D(SM) =k-e (e :Z‘eﬁ) und D (ke) = 0,
1

und dann ist also M dreistufig metabelsch.
Das Zentrum M, ist k- e. Der Faktorring von M, nach k. e werde
mit PM,? bezeichnet. PM, hat als Basiselemente:

e == ex+ 3 (Mn) (Gk) ¥ (nn))

mit den Rechenregeln:
n—1

(8 enn = _Z €ii, eik © ers = Opx €is~— Ois ey
1

Mit PS M, bezeichnen wir den Faktorring von SM, nach %k-e n SM,.
Wenn n % 0 (mod x), so ist PSM, = SM,; wenn n = 0 (mod ),

so hat PSM, als Basis die Elemente ds, dy, - - -, dn_1, e (¢ £ k) mit den

Rechenregeln :
n—1

(h) = — 2 diy dy =0, dy = d;— dy G4k,
1==2

ferner (a)—(d) quergestrichen.

Satz 12: Die 2. (n—1) Elemente e;i11(1= ¢ < ), e;,i—1 (1 <4 < n)
bilden ein Erzeugendensystem von SM,.

Beweis: Von vornherein sei n>>1. L sei der aus den oben-
stehenden 2. (n — 1) Elementen erzeugte Lie’sche k-Ring. L ist in SM,

) § = speziell.
3 P = projektiv.
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enthalten. Wir wissen, daB ¢;, ¢ € L, falls 1 < <j<nunds—j=1.
Es sei schon gezeigt, daB ey, e € L, falls 1 <i<<j < nund j—i=yw.
Nun sei 1 <1<<k<n k—Il=v-+1. Dann ist

el = €1,1+1° €1,k €kl == €k, 1+1° €l41,1,
also
€k, et € L.

Nach (n — 1)-maliger Anwendung dieses Schlusses folgt, daB alle e (¢ F k)
in L enthalten sind. Dann ist auch d;== dii = en o ey; in L enthalten,
also auch SM,. Folglich ist SM,= L, w.z. b. w.

Satz 13: Die Lie’sche Algebra PS M, ist einfach und nichtabelsch, wenn
n > 1, ausgenommen im Falle n =2, y = 2 (dann ist PS My, abelsch).

Beweis: Es sei A ein nicht in 3 (M,) enthaltenes Ideal von S M,.
Wir werden zeigen, daB 4 = SM,. Daraus folgt dann die Behauptung.
Es gibt in 4 ein Element a == e ey, das nicht in 3 (M) enthalten ist.

1. a ist mit allen di== e;; — e vertauschbar. Aus aody=0
(4 k) folgt ax=0, wenn x+2. Wenn x = 2, so ist n > 2, also gibt es zu
jedem Indexpaar 7% noch einen von ¢ und % verschiedenen Index /,
und es folgt aus dgo @ =0 wiederum, daf ;= 0. Demnach ist

n
a = D aies. Da a nicht in z(M,) enthalten ist, so gibt es ein Index-
=1
paar 7 F k, fir das e;+ ok, und es folgt a o ex == (esi— @) e € A,

n
ex € A. Da ferner a in S M, enthalten ist, so ist X e;;=0, also n >2.
i=1

2. a ist nicht mit allen dj vertauschbar. Dann gibt es ein Index-
paar ¢ 4 k, fiir das ez $ 0.
2a) n =2, Danmn ist y +2. Wir bilden b = d;; © @ und finden

Adb == Biseis+ By e +0.
Sei etwa 85, + 0. Dann ist
A boey = Bis dis, dis € 4, ers = 3 -diz 0 e € 4,
ey == — % - day 030 € 4, 4 = SM,.

2b) »n >2. Es gibt einen Index ! 4 ¢,k. Wir bilden ¢ = dy o (dio a)
und finden, daB
0% ¢ = yentruen€d.
Sei etwa yix + 0. Dann ist
0Fd =coen= ymea € A.

In jedem Fall liegt ein e ( + %) in 4 und wir dirfen weiterhin
annehmen, da n>>2. Es sei [ ein von ¢ und % verschiedener Index.



Uber Lie’sche Ringe mit Primzahlcharakieristik. 37

Es folgt:
1= exoe€A, e = ey o en € A, et = ex; 0 e € A,

el = ek o e € 4, exi = ep © e € A.
Wenn ferner der Index m von ¢, k, [ verschieden ist, so ist
em = e coem€A.
Demnach ist e, in 4 enthalten fiir alle »  w, schlieBlich

dV‘u = €yu © Cuy €4,
also A= 8M,, w.z.b.w.

Es sei k ein vollkommener Koérper mit der Charakteristik y und m
sei der aus dem Einheitselement von % durch fortgesetzte Addition und
Subtraktion erzeugte Modul.

Wir suchen alle einfachen, nichtabelschen Lie’schen Ringe L mit
einer Basis

€0y Cayy eu,r cty Ce

iiber k, so daB ey = 0, oy, a3, ---, @ r verschiedene Elemente aus m
sind und
(1 €0 © €a, = O €q, G=12---7).

Der von dem Basiselemente e, erzeugte k-Modul H ist ein nilpotenter Teilring
von L. Bezeichnen wir mit («) diejenige Eigenwertverteilung auf H, bei der dem
Element e, der Eigenwert « zugeordnet wird, und mit L, den zu («) gehorigen Eigen-
modul, daun Jolgt: {eai} = La‘, (i=1,2,..., 7), also

L

=M~

@ L =

o;°

Da (2) eine direkte Zerlegung, so folgt La‘: {ea‘}

Wir setzen:
3) e, = 0,
wenn e ¥ @), @, «-+, . Dann gilt allgemein:
@ L,= {ea} .
Da Lyo L‘B c La-}—p: 80
(5) eaocﬂe {e“‘*‘ﬁ}

Da L einfach und nicht abelsch ist, so ist L vollkommen, d. h.

(6) DI)y= L.

Andererseits ist
,

r r
D (L) :2 {es© ea]_} c §2 Laj + i; {e_a.© €}

i,j=1 J
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Da nun {e—-m“a‘} £ L,, so folgt ans (2) und (6):
r
%)) 2}1 (e_a,% e} = Lo

Demnach gibt es in mt ein Element e, so dab
®8) e_.0e. +0, etwae_,o0e, = pe, und p+0.
Da egoe, = 0, s0 ist € £ —¢,
9) 2e+0, also y +2 und &+ 0.
Wenn L = {eo, €er e_e}, 80 setzen wir
dy= et e d, = e, dl=2 ,u_1 et €_.
und erhalten die Basisdarstellung

L = {dy, d},d_,}
mit den Rechenregeln:

daodﬂz(ﬂ_a)da-{-ﬂ (a,ﬂ=0,il).
Setzen wir in M, (k): dy = e); d] = e}y, dy = ey, so finden wir, daB
dody = (8—e) d:!+/5 (mod 2z (M)),

also ist L isomorph zu PM; (k) und da y +2, so ist L einfach, wie schon frither
gezeigt.

Die Fille r == 3 bzw. y — 2, 3 sind damit vollig zu Ende untersucht, es sei
fortan r >3 und y + 2, 3.

Nun wollen wir einige Formeln ableiten. Es seien e, y Elemente aus m und
es sei 7y ein Element aus L., ferner sei «+0, ¢_,0¢,=4Ae, Man setze rekursiv:

€uOTg =T}, €gOX =Ty, +o+, COT;=10; g, "+

Dann folgt:
woeLy, xleLy+a, ceesx;e L

}/+iﬂl’ A}
ferner e, 0 (e_,0xp)¢ Ly und da entweder x;= 0 oder {a‘o} = L,,, so ist sogar

10) g0 (e_g 02y = v x,.

Abnlich schliefen wir, daB der Ansatz:

(11a) €_gQ%; == Vi%i_y
also
an €0 (e_g0x) = v;w; t=12-..4)
erlaubt ist. Jetzt folgt:
(12) 0 = x50 (e,0e_,)te,0(e_n0xy +e_go(roe,),
0= w;_qo(eg0e_g)+e,0le_p0x _)t+e_g0 (“'i—‘:-l Oeg)

=2 g0 —hegt gy g te_ 0y

=r,_ty+G—De)+r,_—r).
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Entweder ist x;_, = 0, oder es ist

13) vi= v A+ G—1)a).

Wenn aber x; ;= 0, so bleibt der Ansatz (11a) giiltig, auch wenn wir »; durch
v;i_1+ 4+ (@—1)e) ersetzen. Nach Ausfiihrung dieser Ersetzung fir i =2, 3, ...
gilt (18) fir ¢ =1,2,3,.... Die Auflésung der Rekursionsformel (13) ergibt

(14) y,.=y0+1(iy+(§)a).
Nun behaupten wir, dafl es eine natiirliche Zahl !l gibt, so daf
x_, ¥0, Ty =2y = =0.

(Durch diese Eigenschaften ist { dann eindeutig bestimmt.) Wire nimlich im Gegen-
teil x; $ 0 (1 =0, 1,2,...), so wiire
Ly+,-a:t0 @=012..7.

Da aber « + 0 und nur endlich viele Lg von Null verschieden sind, so mibte y >0 sein.
Da y und ¢ dem in %k enthaltenen Primkérper angehdren und « +0 ist, so ist
o 1(y — «) mod y einem reduzierten Rest j kongruent (0 < j <), so da Ly =Ly,
also eaoLy +je =0, und es wire doch eeox; =0, Die Zahl ! existiert auf jeden
Fall und wenn y >0, so ist I < y.

Die Eigenwertsequenz y, y +¢«, ..., y+ (@ — 1) ¢ heit die zu «, y gehirige
Serie. Die Zahl I heibt die Linge der Serie. Die Gestalt der Serie hiangt nicht ab
von der Auswahl des von Null verschiedenen Elementes x, aus Ly. Die Lange 1 ist
dadurch gekennzeichnet, daf:

LaoLyH“:tO, wenn 0 <i1<{1—2, und La°Ly+(l—1)a: 0.

Da oy, +0, ;=0, so folgt aus (11a), daB » = 0, also ist:
! _
(15) vk (lr+ (2 ) a) —=o.

Da e o L,= 0, so kann « nur als Endglied in einer zugehérigen Serie vor-
kommen. Diese Bemerkung ist fiir das Folgende zu beachten.
Hilfssatz 4: Wenn

) e_,0x,= 0, b) e_go0e, +0, ¢) #pox_; =0,
80 ist
x;0x;=0 O=i=j<dh.

Beweis: Sei 0 =i = Ny = 1—(j—1). Wir fithren den Beweis durch
endliche Induktion nach n; Esist: 1< n; <1 Wem ny; = 1,80isti=0,7=1—1
und nach Vor. c¢) der Hilfssatz bewiesen. Wenn ny; =1, so ist i = j und die Behauptung
kiar. Nun sei 1 <nU<l und schon bewiesen, daB Ty oXy = 0, sobald n, j'<n,~j.
Wir unterscheiden zwei Fille:

1. ¢>0. Dann ist

z;ox; = (eg© x;_y) 0 Xy = — (r; 40 .L'j) oe, - (acj oel)ox;_,;

und entweder ist

j=1—1, xjoe, =0 oder jll—1. TjOe, =T —ia;.
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und nach Induktionsvoraussetzung

L 0X; 4 = &y g 0x;,,= 0.
Ebenso ist nach' Ind. vor. X; 0% = 0. Also ist Tox; = 0.
2. i=0. Damn ist j<{!—1. Nach Vor a) ist »,=0, nach Vor. b) ist 4 +0,

also ist

l;’+(é)0¢::0.

Wire ! =0 (mod y), so wiirde folgen y >0, und da dann I <y, so wire [ =y.
Da « und y in m liegen, so wiirde die zu e, y gehorige Serie ganz m ausfiillen.
Da « nur als Endglied in der Serie vorkommen darf, so miiite ¢ = y-+(y —1)«
sein. Dann wiirde die Beweismethode unter 1. ergeben:

woxy 4 =0
und da
) = {eeh {1} = {e—a}
so wiirde der Widerspruch e_, 0 ¢, = 0 folgen. Wir diirfen also annehmen, daf
1 0 (mod y). Da das Polynom f (&) = (Ey—}- ( g) rx) nun die beiden verschiedenen

Nullstellen 0 und 1 hat und da es quadratisch ist, so ist

FGHD = GOy {[IF a0,
Zyo ;= AN f (A DT O g0y
2,0 (e_g0 ”jﬁ-l) = x;,,0(e_,0 x) +e_, 0 (x,0 wj_H).
Nach Induktionsvoraussetzung ist xgoux; ;= 0." Nach Vor. a) ist e_,0xy = 0.

Also ist
xy0(e_g0 a'j+1) = 0,

mithin xgoux; —0, w.z. b w.

Der Fall y = 0 werde vorweg behandelt. Fiir ein festes o setzen wir:

y(’ == e“u' y__l — giieoyo, “eey '1/_1.: e—e°7/#(i~1) eve,
S

Day_ ,e¢L und wegen ¢+ 0 die Zahlen Uy Q=& e ag—ie alle unter-

einander verschieden sind, so gibt es eine Zahl j, so dab yﬂ-:t 0, Yjr = 0.

t,—ie

Fir die zu e, y —j gehorige Serie ist »y=0, 4 + 0 zu setzen. Formel (15) ergibt:
a,—je = —(1—1)/2.¢.

Nennen wir nun eine nichtganze Zahl, deren Doppeltes ganz ist, halbganze Zahl, so
folgt: Dic Quotienten % ¢! sind entweder ganz oder halbganz.

Unter den Quotienten «, et sei «, ¢! die kleinste ganze Zahl. Dann ist
L%_e == 0, "'—e°‘3av: 0. \Fﬁr die zu e, «, gehorige Serie ist in Formel (15)
ry==0, 2 ¥ 0 zu setzen. Wir finden:

«,+1—1)/2.¢ = 0.
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Demnach lautet die zu &, gehorige Serie e, @+ ¢,..., —¢,0,€,..-,— @ ,~¢s,—e,. Da
& nur als Endglied in der Serie vorkommen darf, so folgt e ==—e,. Also ist —1 die kieinste
-1

ganze Zahl unter den Quotienten ¢, ¢ Ersetzen wir in der Betrachtung ¢ durch

—e¢, so folgt ebenso, daf +1 die ériiﬁte ganze Zahl unter den Quotienten « ¢!

0 ist.

Als ganzzahlige Vielfache von ¢ kommen also nur
(16) 0, +e —e

unter den &g VOr. Da r>>3 sein soll, so miissen auch halbganze Vielfache von & unter
den af vorkommen. Es sei zxze_l die kleinste halbganze Zahl unter den Quotienten
%o e . Wie vorhin lautet die zu &, «, gehorige Serie

(17) “x: 'xz+ev rry '_5/27 +e/27 Tty _“azy

und es ist e, © Co tie +0, sobald e¢,+ i zur Serie gehort und vom Endglied verschieden
ist. Wenn wir in der vorstehenden Betrachtung ¢ durch —e ersetzen, so folgt wegen
€_g Oy, = 0, e,oe— e, = 0, dab durch (17) schon alle halbganzen Vielfache von &
unter den % erschopft sind. Demnach werden in (16) zusammen mit (17) schon alle « 0
aufgezihlt. Wire nun € g, ©Ca, = 0, so wiirde nach Hilfssatz 4 folgen, daf jedes
Kreisprodukt von halbganzen Vielfachen von e verschwindet, dann wire aber

L= {eaxv Cayter * e—ax}
ein von Null und L verschiedenes Ideal von L, was mit der Einfachheit von L im
Widerspruch steht. Demnach ist

e, ©e .
a, © €oq, T 0

Wir dirfen daber in der vorstehenden Betrachtung ¢ durch e, ersetzen und finden, daf

entweder e = 0, o, oder daB ¢ halbganzes Vielfaches von «,, ist. Da aber e+0 und «,

selbst halbganzes Vielfaches von ¢ ist, so fithren beide Alternativen auf einen Widerspruch.
Der Fall » > 3 ist bei Charakteristik 0 unmoglich. Es sei daher von nun an y>3.
Wir ordnen die «, in folgender Weise an:

—e&, 0,6, 00 =158, --c, €, = i€,

wobei .
1 ey <log< o0 <4, <y —1L

A) Wir prifen zunichst die Annahme, daB die Linge jeder Serie kleiner als y
ist. Entweder ist ¢, >2, dann ist

¢ Oy = 0,
oder es ist i, =2, dann ist
e_g oe“‘e L, €. © (e_s o ea‘) = (.
In jedem Fall ist:
(18) eco (e_.0 ea‘) = 0.
Nun sei
(19) e 0 (e_eoeaj) =0 4=<j=r9.

Die zu ¢, o; gehorige Serie sei

(20) @ aite, e, @it (U—1)e.
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Wenn ¢ selbst in der Serie (20) vorkommt, so muB ¢ das Endglied sein, also
(199) e =g+ @—De.

In der Formel (15) darf 4 + 0 und wegen (19) », = O eingesetzt werden. Es folgt:
l'a-+(l')€ —0:
J 2 ’

(19a) eingesetzt ergibt: 2.1 (8 — 1) =0 (mod y) und da y >3, so ist I’ == 0 (mod %),
also ' ==y. Da das unserer Annahme A) widerspricht, so kommt & nicht in der
Serie (20) vor. Dae,0e_. +0, £, 0+ 0, 80 kommen auch — & und 0 nicht in der Serie
vor. Daher ist

U<y, «;+ U'—1)ye = @y
und
(214a) ij+l’—1 =i,.

In Formel (15) darf 2 + 0, I =0 (mod y), ferner wegen (19) »,=0 eingesetzt werden.
Es folgt:

@1h) @+ (U —De) =20+ T —De =
Demnach ist:

(21c) ij+(ij+(l'—1)) =2,

@1d) i</,

(2le) Yap_1>x/2

und aus (21¢) mod 2:

211) U= 0 (mod 2).

Nun sei

(22) Gy a4+£1"‘1 “4+(l_1)5

die zu e, o, gehorige Serie. Das Endglied ist gleich ¢ g €8 ist also

e.0 0

& ea,+, =
und nach (21e):
(228) il+3 >Z/"Z.
Wiire hier 143 % 4,, 80 wire sicher
ee©(e_g0¢q, ) = 0.
Denn entweder ist
fpg gt 1, also e o Corps = 0,

oder es ist il+4 == {343+ 1, dann ist

e & ° eat+4 € {eat+s}

und da e, o { = 0, so folgt

e“z+s}

€. © (e_g °ea1+4) = 0.

Dann wiirde die zu ¢, o, +4 gehorige Serie der Bedingung (18) geniigen, und es wire
gemab (21d) ¢, 1< x/2. Da andererseits i; +4° U4 g S0 wihirde nach (22a) ein Wider-
spruch folgen. Also ist i,=1i,+4+ (I —1), d. h. die % werden erschopft durch die

Serie (22) und durch die Serie
(23) & 07 +e.
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Algo ist I = —3 und nach (21b):

(24a) o= —(r—4)/2.¢, o= (r—4)/2.e.
Ferner nach (21f)
(24Yb) r=1 (mod 2).

Aus e 0 e, = 0 folgt also
«a=1¢ oder « = (r—4)/2.¢.

Wir schlieBen, daB allgemein aus e_jyoes + 0 und epO ey = 0 folgt:
¢ =d oder ¢ = (r—4)/2.4d.

Dace+e, eoe, =0, so wirde aus € g, Oy + 0 folgen, dab

€= (r—4)/2.a, 1= (r—4)/4 (mod p), r =: 2, 6 (mod y),

im Widerspruch zu (24b). Also ist € g 0t = 0.

1. Es sei
(25) e__oe, = 0.

—& (‘l‘
Wird in Hilfssatz 4 statt « nun e und statt y nun «, eingesetzt, so folgt
(25a) ea‘oeajz 0, wenn 3<¢i = j < r.

Aus (25) und (25a) folgt, daB die Elemente

(26) ea‘y eas’ M} ea

r
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2,6

die k-Basis eines von O und L verschiedenen Ideals von L sind, was mit der voraus-
gesetzten Einfachheit von L im Widerspruch steht. Wir miissen also annehmen, daB

2. €_gO¢y ¥ 0.
Da e

_soem‘eL%_EY 80 ist ¢y =2¢,

20 e_0e ¥0.
Weiter folgt aus (24a), daB r = y. Setzen wir nun
Ty == €2¢)
Xy == €gOFy, ~++y Ty ==€.00; 1, +++, €0 (e_ 0@y = ¥,
e_cox;=vwvx; ; (0<i-ly—3),

so folgt », =0 und gemif (14):

vi=‘u(i-2e+(;)s), 2w, = uei(i+3),
und es ist ersichtlich », + 0, wenn 0<{i<(y —3. Jetat folgt
(28) e o€, +0, wemn 2-Ji<y—1.
Aus (27), (28) folgt, dab die zu e_, ey—2)e gehorige Serie lautet:

by—ner Cy-mer Tt azr ey G Cg

[
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B) Wir haben also doch nur die Annahme zu priifen, daB es irgendeine Serie von
der Lange y gibt. Sie laute:
29) e, a—{—ﬂ,---,a—*—(;{———l)ﬂ.

Da diese % Elemente verschieden sein sollen, so muf g + 0 sein, und es werden in (29)
alie Elemente aus m aufgezahlt. Wir setzen:

e = —8e_jp(—1Zi<x—1)
und finden, dab
L= {ely, € e;(_l}, eyoe; = ie; (i beliebig)

und
e 0e+0, wenn 0 = i<{y—1.

Wir kinnen und wollen voraussetzen, daf
¢_,0¢+0, wemn 0 < i<y—1.

Wenn 0 <i<y—1, so ist der Ansatz e_,0e,= (i-+1)4,e; , erlaubt, und es ist

A; % 0, auberdem wissen wir, daB i;=1. Wir setzen

44

— 1t s 1—1
ey =ce€_y, e = €, &' = A e,

1o 3—143—1 _1—1 4=-1 -1
ey = A Ay ey, = A A, .., A

"
ey O g v A el -

Dann ist:

L = {ey, &, -, e;(’_2}, €y 0ef = (i—%) ey ;, wemn x==0 oder —1 (mod z)
Es sei also von vornherein:

(30) e_;0e=({+1e_,.

Falls ¢,0e_, = 0, so_setzen wir

Z_ (1) we (—1zi<y—D),

wobei iiber die Konstante x noch geeignet verfiigt werden soll. Wir erhalten:

i—-1

7 Y 13 1 e f—
¢ o6l =e_jo¢ =y;_2(y+2) ("i2) -1y,

Da (»+2) (:i ;) fiir » = — 2 oder ¢ verschwindet und

eral 4l = 60 5
so folgt weiter
i . .
o =i 2 (v-}-l) T e = (i+1) €.

v=-—1

Ferner ist:

i
o = (egtpe_poe = 3 [Pl uive + 2 o [JTE) e
vy +2
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Da (v+2) ‘l+1) verschwindet, wenn » = —2 oder =i, so folgt weiter:

i . .
ejoej :v=21(y ;i})—i—( +92) (:i% w7 e,

Man bestitigt leicht, daf
i+1 i1 _ o fi+1
A et (T =01
also ist
efoe; = iej.
Ferner ist sofort zu sehen, daf e; 3 0 (i bel), also hat e, bei der reguléren Darstellung
die Eigenwerte —1,0,..., y —2, und e; ist ein zu ¢ gehoriges Eigenelement. Folglich

sind die X Elemente e_,, ¢, -+, linear unabhingig, bilden also eine k-Basis

e
X—2
.. . P , ..
von L. Wie wir schon wissen, muf e, cege {ea+ﬂ} sein, insbesondere

’ ! / J—

e1oel ,¢€ {371} = {e__l}.
Wir stellen e; oe_, als Linearkombination der ¢; dar und sammeln die Komponenten
von e_;, dann erhalten wir:

eoe o= eicex_2 = eoe, o+ 2‘ueoo‘u)(~1 e +ute_jo(y—1 ,ux_2e0

:—3,uX_le_L(eloeX 0 == € 0e_, = 0

Nun verfiigen wir iiber #, indem wir setzen z =1 (oder 2, ..., y — 1) und erhalten
] 1 —_ I
e oe o= —3e ;.

Nachdem wir ev. die Basis e_,, ¢, ---, €y 2 durch die Basis e’ ;, e, -, e)'(_2
von L ersetzt haben, diirfen wir annehmen, daf e; oe_, % 0. Da y >3, so ist der Ansatz:
e,0e o= 3fe_, erlaubt, und es ist £+ 0. Da k vollkommen, so ist die Gleichung

e

71— 4Xin k losbar. Wir fithren die Substitution

ef == yie, (—1 = i<y—1
aus und erhalten:

l/ o 1 o2 1 o 1y
eyoe) = (i+1) ¢, ey oe; == ie), e oell, = —3e’,.

Mithin diirfen wir iiber L voraussetzen, daf
(31) e_j0e; = (i+De,_; iem),
(32) e oe_, = —38e_,.

Hilfssatz 5: Aus den Gleichungen (1), (31), (32) folgt

(33) e0e = (j—49) ey, wenn —1 =1 2 jy—1und i+j<y—1,
also auch
e 0e; = (I-J)€j+i.

Beweis: (83) ist klar, wenn i==j, sei also weiterhin i<(j. Wir wenden
endlicke Induktion nach n; j=2—(—1) an. Esist 1 <, ;<<x. Wenn n;=1, so
ist t =—1, j=y—2 und dann ist (33) gemaB (31) richtig. Sei weiter 1 <"u =x—1
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und (38) schon gezeigt fiir alle Paare ¢/, j', fiir die Ry <nij. Wenn i = —1 bzw. 0
so ist (33) gemdB (31) bzw. (1) richtig. Sei also ¢ >0.
1. j<<x—2. Dann ist
J+2F0 (mod y),
e = (j+2)"1e—loej+1eioej: (j+2)”'lcio(e_loej+l),
e;0(e_;0° ej+1) = e_;ofeo0 ej+1) + €410 (e_,0e€).
Nach Ind. vor. ist
€08y = (G+1 —i)ei+j+1, €110 1= (i—j—?)ei_H,
ferner ist
e_q0€ == (i—!— De -
Nach einiger Rechnung folgt:
g0 106.) = (+2) (G—Dey;, e, 0= (j—i)e ;.
2. ) = X —2. Dannisti>2,
e;= (i—2 teoe,_,, o g = (i— 2 (e,0e;_po &
(eyoe;_j)oe;= (e, 0 ej) ce;_;—{e;_;0€)oe.
Nach Ind. vor. ist
e qa06="{(—it1De, ; = (—1—1e;_g4.
Ferner ist nach (32)

€0 = —3e_,

und nach (31)
e_10€_=1i¢_,,
also nach einiger Rechnung:
(06, Joe—=(i—2(—2—iey, o= (—2—1e_y= (j—i e,
w. z. b. w.
Nun setzen wir:
di= (—1itle (—1Ziy—1
und finden, daB dyod; = id;, ferner auf Grund von Hilfssatz und von (32), dab
d_jod;= (i+1)d,_, und gemab (31), dab dyod_, = —3d_,. Aus dem eben

bewiesenen Hilfssatz, angewendet auf die d;, folgt:

diodj: (j—1dy;, wemn —1 =< i2j<<y—lund i4j<y—1.
Auf die e; umgerechnet erhalten wir:
(34) e;0¢;= (j—1i) e ; wem —1 <i<g<y—1tundi+j>r+1.
also auch

€joe; = (z——j)ej+1.

Durch den Ansatz:
€;0€ = (3 — 1 Sijei+j, ;=1

sind die Zahlen §; eindeutig definiert. Wir haben die Zahlen &; noch zu bestimmen,
wemn 2 <{<y%—2,2<jSr—2und i+j=y—1oder y oder y+1. — In allen

anderen Fillen sind sie gleich 1. — Man setze:

V= (y—b/2. j = G+DI2,
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dann folgt zunéchst:
V=0, j—v=1, 20 —H =1 (mod y),

ferner
0= ¢ole oej.) +ep0 ("j' °e)+ €y o (e;0e;)
=0k eteyo a—jm €41 +epo Gi'—1) ejr
= e (=8 +2A =% 1)
also ist

Eop=E1 &
) iJH1e
Ahnlich folgt
§:_y j = &y aus der Relation: 0 =e_;0(e;0€p)+---.
Jetzt zeigen wir unter der Voraussetzung:

2i<j<y—2, iti=1x G ;=f=kjn=5

dab (8) §_; ;4 =& und falls sogar 3<Ti<j<ly—3,80 (D) §;_5 j 11 =& 4 jj0= &
Das moge sich der Leser herleiten aus den Jacobiidentititen:

Ozelo(ei_loej)-}—---, Ozelo(ei_loej_l)-i----,
0= e—1°(ei-1°ej+1)+

Durch endliche Induktion schlieBen wir aus den eben gefundenen Reésultaten, daf

§= & = & wemn 2=i<j<{x—2,i+j = y—1 oder y oder y+1. Aus der

Jacobiidentitit 0 = e; 0 (6,0 ¢_o)4- - - - folgt nunmehr, daB £ =1. Also gilt allgemein:

(35) €06 = G—9 €t (i, § e m).

Nun wollen wir Lie'sche Ringe von dem gesuchten Typus kon-
struieren. Es sei M ein in % enthaltener Modul. Jedem Element « aus
M ordnen wir ein Symbol e, zu. Gemidfi § 1 konstruieren wir einen
distributiven Ring L = Lk, M) mit den Elementen e, (¢ € M) als Basis
und der Rechenregel:

ea © eg = (B — ) eatg.

Ohne weiteres bestitigen wir, daf die Bedingungen I, 11 (§ 1; 1) erfiillt sind.
Ferner ist:

ee © (23 © ey)Feg © (ey © ) + ey © (e © €p)
= tarpry((@—B—NB—1N+B—7r— o)y —a)
+—ae—p@—4H) =0,
wie sofort nachgerechnet wird. Demnach ist auch III erfillt, also ist
L (k, M) ein Lie'scher k-Ring.

Wenn das in M enthaltene Element « von Null verschieden ist, so
ist (¢! ey) © ex = eq, also ist dann eq in D (L) enthalten. Falls x (k) 4 2
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und M+ 0, so gibt es ein « + 0 und fir dieses o« ist
((2 a)—“l e-—-a) ey =— €,

also ist dann ¢, in D (L) enthalten und L = D (L). Falls aber y(k) = 2,
M+ 0, so bilden alle eq, fiir die 0 + « € M, die Basis eines k-Moduls,
der ersichtlich alle Kreisprodukte von je zwei Basiselementen von L
enthalt, Zusammen mit dem oben gezeigten folgt, daffi D (L) die
Elemente e, mit O + « € M als Basis iiber & besitzt.

Wenn M = 0, so ist L eingliedrig, also abelsch.

Bemerkung: Wenn x 4 0, so sind L (k, M) und L (k, 2 M) isomorph.
Sei namlich

Lk, M) = 2 ke, ea-e3 = (8 — @) eatp,

aeM

Lk AM) = 2 kdia, die 0 dag = (B— @) diwy p (@, B € M),

oeM
dann bilden wir ab:

Zluea—»21~ladm.

oeM aeM

Wenn nun y >0, so entsteht jeder Modul M, der aus y Elementen
besteht, durch Multiplikation mit einem Korperelement 4 0 aus dem
Modul m = (0, 1,---, z — 1) hervor. Also sind die y-gliedrigen Lie’schen
Ringe L (k, M) alle untereinander isomorph. Wir bezeichnen den
z-gliedrigen Ring L (k, m) daher mit L (%, x).

Satz 14: Wenn M + 0, so ist D (L) ein einfacher Lie'scher k-Ring.

Beweis: Sei M+ 0. Dannist D(L)+ 0. Wir haben zu zeigen,
daB jedes von Null verschiedene Ideal von 4 ven D (L) mit D (L) tber-
einstimmt. Es gibt von Null verschiedene Elemente @ in 4 und a hat
eindeutig die Form

azzli(’a‘.
1
(r>0; %40, ;€MGE=1,2---,9); e+ e wenn i § k).

Wir wihlen ¢ so, daf die Anzahl » der von Null verschiedenen Kom-
ponenten von a moglichst klein wird. Ware » > 1, so wire eq € D(L),
0% a =es0a€A und a' hitte nur » —1 von Null verschiedene Kom-
ponenten. Also ist r = 1, a = Aeq, 4 + 0. Dann liegt auch e in 4.
Wenn x # 2, so liegt e—¢ in D (L), also ist entweder schon « == 0 oder
a0 und ¢ = (2 @) e—¢ © ¢4 in A enthalten, mithin auch

eg = B e, 0ep € A fir alle 840

und daher A = L. Wenn y = 2, so folgt e $ 0. Wenn ¥348%40, «,
so folgt weiter, daf es o in D (L) liegt, also liegt eg= 1 ¢ex© e«
in 4, mithin ist 4 = D (L), w.z. b. w.
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Satz 15: Die einfachen und nicht abelschen Lie'schen Ringe mit
einer Basis ey, e, - - -, €a, tiber dem Korper k mit der Charakteristik y, so
daf 0 = e,, s, - - -, &, ¥ mod x inkongruente ganze Zahlen sind und die
Rechenregel e o ex,= @; ec, gilt, haben einen der beiden Typen:

1. L 8M, (k) (x +2),

2. L Lk x)(x>3) (LK 3) 2 SM)).

§ 4. Die Endomorphismen eines Lie’schen Ringes.

Es sei & ein Ring mit Einheitselement, L sei ein Lie’scher k-Ring
und 4 ein Ideal von L. Welche Eigenschaften haben die durch die
Festsetzung za = x o g mit festem x aus L, beliebigem a aus 4, erklirten
eindeutigen Abbildungen von A in sich? Offenbar ist

z(a+b) = za+xb, z(da) =Adza,
schlieflich
z(aobd) = xzo(aob) == —ao(box)—bo(zxoa

= a o (xb)+ (za) o b.

Definition: Endomorphismus des Lie’schen k-Ringes L heifit jede
eindeutige Abbildung ¢ von L in sich, bei der

1) o(a+b) = sa+ob,
(2) o(da) = Aoa (A €k,
(3) o(aod) = ao(cb)+(sa)ob,

z. B. wird durch die Festsetzung xa = z o a (a € L) jedem Element x
aus L eindeutig ein Endomorphismus z zugeordnet. Die Gleichung (3)
ist dabei gleichbedeutend mit der Jacobi-Identitit. x heiBt der zu z
gehorige innere Endomorphismus. B

Alle Endomorphismen von L bilden einen Lie’schen k-Ring E (L),
wobei die naheliegenden Rechenregeln

(0+2)a = ca+tra,
(Ao)a = L(oa),
(vor)a = o(ra) — 7 (da)

verwendet werden. Zu zeigen ist hier nur, daB mit ¢ zugleich Ao und
daf mit ¢ und = zugleich auch ¢-v und o o v Endomorphismen sind.

Die inneren Endomorphismen bilden ebenfalls einen Lie’schen
Ring I(L), denn die Abbildung z->z ist ja die regulire Darstellung
von L in linearen Transformationen des k-Moduls L und dabei wird L

4
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gerade auf 7 (L) abgebildet. Also folgt I (L) = L/3(L). I(L) ist ein
Ideal von E (L), denn es ist:

(o’o,g:)a = orxa—2zx0a = g(xoa)—zooa
= o6xoa (nach (3)),
(3a) cox = ox.

Der Faktorring E(L)/I (L) heift der dufere Endomorphismenring von L.
Nach Formel (26a,b) des § 1, 2 gilt fiir jeden Endomorphismus o
von L:
& (n
@ waoy = 3 () oz o,

1=

Wenn die Charakteristik von L eine Primzahl p ist, so folgt:

(5) Gp”(xo’y) = xo“p"y+ap"xoy (V:(), 1,2,-.4).
Daraus folgt:
(6) Die p*-te Potenz jedes Endomorphismus eines Lie’schen k-Ringes mit
der Primzahlcharakteristik p ist wieder ein Endomorphismus.
Wenn K ein Lie’scher Teilring, N(X) der Normalisator von K ist,
Z(K) der Zentralisator von K ist, dann wird durch die Abbildung

zod = (x Za) (a bel. aus L) jedem « aus N (L) eindeutig ein Endo-

morphismus £ von L zugeordnet. Die Zuordnung x—Z ist eine Dar-
stellung von N (L) in Endomorphismen von K, bei der genau Z (K) auf
Null abgebildet wird, so daB der Faktorring N(L)/Z (L) isomorph ist
zu einem Lie’schen %-Ring aus Endomorphismen von L. Der Faktor-
ring L+ Z(L)/ Z(L) ist isomorph zuI(L). Der Faktorring ML)/ L+ Z(L)
ist isomorph zu einem gewissen k-Teilring des duBeren Endomorphismen-
ringes von L.

Wenn = eine Menge von Endomorphismen von L ist und K ein
Komplex aus L, so sagen wir: K ist unter I invariant, wenn ca € K
fiir alle ¢ aus 2, a aus K.

Mit K ist auch der aus K erzeugte k-Modul {K} und der aus X
erzeugte Lie'sche k-Ring {Iof} unter 3 invariant, wie leicht zu sehen.

Ferner ist der Zentralisator Z (K) unter 2 invariant, denn aus x o ¢ = 0
fir alle ¢ aus K folgt (¢x)oa=c(xoa)—zxo00a = 0—0 = 0.
Wenn K ein unter = invarianter k-Modul ist, dann ist K auch invariant
unter dem aus 3 erzeugten k-Modul {3} und unter dem aus = erzeugten
Lie’schen k-Ring {E}. Ferner ist der Normalisator von K unter =

invariant, denn aus x o ¢ € K fiir alle a aus K folgt:

(6x)oa = o(xroa)—zo (ca)E K+ K < K.
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Wenn K, und K, zwei unter 2 invariante k-Teilmoduln aus L sind,

so sind auch
K+ K, { Ky °K2}; K, n K,
unter = invariant.

Wenn 4 ein unter I invariantes Ideal von L ist, so wird durch
die Festsetzung o (a+ 4) = 6a-+ A jedem Endomorphismus ¢ aus Z-
eindeutig ein Endomorphismus ¢ von L/ 4 zugeordnet. Er heift der von ¢
in L4 induzierte Endomorphismus. Wir sagen: Alle Endomorphismen o
bilden die Ubertragung = iber L/A von der Endomorphismenmenge =
ither L. _

Wenn K unter = invariant ist, dann ist K + A/ 4 unter = invariant.
Wenn umgekehrt B/ A unter =X invariant ist, dann ist B unter 32
invariant.

Wenn ¢ eine homomorphe Abbildung von L auf einen Bildring L
ist, so liegt es nahe, die Endomorphismenmenge 2 iber L zu iiber-
tragen auf eine Endomorphismenmenge 3 iiber L durch die Festsetzung

(7) g(ea) = ¢(da).

Gleichung (7) definiert dann und nur dann einen Endomorphismus von L,
wenn das Ideal 4, bestehend aus allen Elementen von L, die durch ¢
auf 0 abgebildet werden, invariant unter 3 ist. Dann bildet die Menge 3
aller Endomorphismen ¢ (¢ € 3) von L die ['bertragung von = nach L.

Wenn K ein unter 2 invarianter Lie'scher %-Ring, so wird durch
die Festsetzung oa = oa fir alle ¢ aus K jedem aus 3 stammenden
Endomorphismus von L ein Endomorphismus von K eindeutig zugeordnet.
Er heiit der von o in K induzierte Endomorphismus. Die Ableitung und
das Zentrum von K sind unter 2 invariant, wie leicht zu sehen.

Definition: 2 sei eine Menge von Endomorphismen des Lie’schen
k-Ringes L. L heifit 2-einfach, wenn es kein von 0 und L verschiedenes
und unter 2 invariantes Ideal von L gibt. — L ist sicher dapn Z-einfach,
wenn L schlechthin einfach ist. Die unter 7 (L) invarianten k-Teilmoduln
von L sind gerade die Ideale von L.

Definition: Ein unter allen Endomorphismen von L invarianter
k-Teilmodul heilt charakteristisches Ideal von L.

Z.B. sind 0 und L charakteristische Ideale. L heifit charakterisch
einfach, wenn O und L die einzigen charakteristischen Ideale von L sind.

Ableitung und Zentrum eines charakteristisehen Ideals sind charak-
teristische Ideale, also ist jeder charakteristische einfache Lie’sche Ring
stets vollkommen oder abelsch.

Fiir ein beliebiges Ideal 4 und beliebigen Endomorphismus gilt:

(8) a(D(4) C 4.

4*
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Denn es ist
6{acd) = (sa)obtacioh) €4+ 4C 4
fiir beliebige Elemente a und b aus 4. Also sind vollkommene Ideale

stets charakteristische Ideale.
Eine Kette von charakteristischen Idealen:

L=A4DA D4y D4 =
heit charakteristische Kette mit der Limge v. Z. B. sind
L2 25 240 = 3(L) 2 %@ =0,

L:81(L)2 BS(L) 28:(14) 20,
L=D"(L)2 D'(L) = D(L) 2 Dy (L) --- 2D (L) 20

charakteristische Ketten. Eine charakteristische Kette heift charak-
teristische Reihe, wenn sie keine Wiederholungen hat, also 4: ¥ Aip
((=0,1,2,---,»—1), und wenn sie nicht mehr verfeinert werden
kann, d.h. wenn es kein charakteristisches Ideal von L gibt, das zwischen
A; und A;yg legt, aber von A; und A;; verschieden ist. Die Faktor-
ringe A;/ Aiy: sind charakteristisch-einfache Lie’sche Ringe. Wenn
umgekehrt die Faktorringe 4:/ 4i+1 einer charakteristischen Kette einfach
sind, so ist die Kette eine charakteristische Reihe. Fiir charakteristische
Ketten bzw. Reihen gelten die bekannten Satze von SCHREIER bzw.
JorpAN-HOLDER.

Definition: Ein Lie’scher k-Ring heiBt abgeschlossen, wenn sein
Zentrum verschwindet und wenn jeder Endomorphismus ein innerer
Endomorphismus ist.

Satz 15: Der Endomorphismenring eines vollkommenen Li€schen
k-Ringes ohne Zentrum ist abgeschlossen.

Beweis: L sei ein vollkommener Lie’scher k-Ring ohne Zentrum.
E(L) sei der Endomorphismenring von L. Da L kein Zentrum hat, so
ist L isomorph zu I (L), also ist (L) vollkommen. Das vollkommene
Ideal I (L) ist invariant unter jedem Endomorphismus 2 von E{L). Also
induziert 2 einen Endomorphismus ¢ von I(L). =z — x sei die regulire
Darstellung von L durch 7(L). Sie ist nach Voraussetzung tren, also
wird durch oz = ox ein Endomorphismus ¢ von L definiert. o sei der
dem Element o von E (L) zugeordnete innere Endomorphismus von E (L).

Es ist
2z = dz = oz =0,
also (¥—o)x =0 fir alle = aus I (L). Fir den Endomorphismus
Y =3—q von E(L) gilt fir alle v aus E(L)
0=23(@a)=3@ox) = (¥r)oxtre ()
= (X't)oxr+0 = (X'7)z.
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Da nun die regulire Darstellung von L eine treue Darstellung ist, so ist
3't =0 fiir alle v aus E(L), also 3 = 0, 3 = ¢. Demnach ist jeder
Endomorphismus von E (L) ein innerer Endomorphismus. Das Zentrum
von E (L) ist O, denn fir jedes Zentrumselement { von E (L) gilt:

=foxz = [z (x€ L), also {x =10, weil die regulire Darstellung
von L treu ist, also { = 0, womit alles bewiesen ist.

Satz 16: Jede Lic'sche Algebra mit vom Null verschiedener Dis-
kriminante ist abgeschlossen.

Beweis: L sei eine Lie’sche Algebra iiber dem Korper & mit von
Null verschiedener Diskriminante. Wie frither gezeigt, ist das Zentrum
von L gleich Null. Jeden Endomorphismus o von I fassen wir als lineare
Transformation von L auf. Nach § 1, 8 ist das Gleichungssystem:

Sp (zy) = Sp (oyw) k=1,2,--, n)

in dem ¥, ys, - - -, yn eine Basis von L iiber £ ist, eindeutig 16sbar durch
eine lineare Transformation z aus L. Es folgt: Sp (xy) = Sp (oy) fiir
alle y aus L. Fir ein beliebiges z aus L und den Endomorphismus
T = 06—z ist

Sp(rz) = 0, rToz = wg,
Sp(rz-y) = Sp(rea)y) = Splrzy—z7y)
= Sp(rey —y2)+8p(ey z—2z(ry)
= Sp(r(zoy)+Sp(ry) oc2) = 0+40.

Nach §1, 8 folgt 22=10, r =0, 6 =z, w.z. b. w.

Satz 17: Ein Endomorphismus eines Lie'schen k-Ringes L ist durch
seine Wirkung awf die Elemente eines erzeugenden Systems K von L ein-
deutig bestimmt.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB zwei Endomorphismen ¢ und ¢
von L, fir die ox =z fir alle 2 aus K gilt, einander gleich sind.

Setzen wir ¢ = ¢ — 7, s0 ist ¢ K = 0 und zu zeigen ist, daB ¢ = 0.
L ist der aus allen Komplexen K" erzeugte k-Modul. Zu zeigen ist,
daB ¢ KM= 0 fiir aller. Esist oK = ¢K"., Es sei schon bewiesen,
daf ¢ K"~U=0, und es sei » >1. Dann folgt

oK = o(K o Klr—1)) C KogpKlr14 Ko Kr11= 9,

Definition: Ein Endomorphismus heift zentraler Endomorphismus,
wenn er jedes Element auf ein Zentrumselement abbildet.

Satz 18: Allezentralen Endomorphismen des Lie schen k- Ringes L bilden
zusammen den Zentralisator von I(L) in E(L), also ein Ideal von E(L).
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Beweis: 1. Wenn o ein zentraler Endomorphismus von L ist,
z ein festes Element aus L, a beliebig aus L, so ergibt die Gleichung

(@ox)a = (dx)a = (6x)ca & §(L) o L = 0.

(9)
cox = 0, o€ Z(I(L)).

2. Wenn umgekehrt fiir den Endomorphismus ¢ gilt: ¢ 0 I(L) == 0,
so ist fiir jedes x aus L: sox =02 =0, d.h.ox€3(L), w.z b. w.
Wir bezeichnen den Lie’schen k-Ring der zentralen Endomorphismen
mit ZI{L).

Hilfssatz 6: Es sei &k ein Korper, L sei ein Lie'scher k-Ring, die
Dimension der k-Moduln L/ D (L) bzw. 3 (L) sei gleich m bzw. n, dann ist
die Dimension von ZI(L) gleich m -n.

Wenn namlich o ein zentraler Endomorphismus von L ist, so ist

(9a) ¢(D(L) = 6(LoL) S LooL+oLoL = 0,

also induziert ¢ einen Homomorphismus ¢ zwischen L/D (L) und 3;
wenn umgekehrt ¢ ein k-Homomorphismus zwischen L/D (L) und 3, so
setze man ¢g = ¢(a-+ D(L)) und erhalt einen zentralen Endomorphismus ¢
von L, der gerade den Homomorphismus ¢ zwischen L/D(L) und 3
induziert. Der k-Modul ZI(I) ist isomorph zu dem ZA-Modul aller
k-Homomorphismen von L/D (L) in (L), also isamorph zu dem k-Modul
aller rechteckigen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten, woraus die
Behauptung folgt.

Wenn der Lie’sche k-Ring L die Ringsumme der Lie’schen k-Ringe

Ly, Ls, - -+, L ist, so besitzt jedes Element x aus L die eindeutige Zer-
legung
(9a) = Hiz+ Hyx+ -+ + Hyx(Hyx € Ly).

Entsprechend zerlegen wir jeden Endomorphismus o in
(10) 6 = 6-+0 -+ +op,

wobei o;x = H;ox gesetzt ist. Es ist klar, dal o; eine lineare Trans-
formation des k-Moduls L ist. ¢; ist aber sogar ein Endomorphismus
von L. Denn es ist
oi(xoy) = Hio(xoy) = Hi(xooy+ Hildzoy)
= g o (Hioy)+(Hioz)oy = zo iyt oixoy.
Die Ringsumme L = L+ Ly + --- + L, heiit charakteristisch invariante
Zerlegung, wenn jeder Summand charakteristisches Ideal von L ist.
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Satz 19: Se: k ein Korper und L ein Li¢'scher k-Ring. Die Ring-
summe L = L+ L, ---- L, ist dann und nur dann charakteristisch
invariant, wenn aus (L) ¥ 0 folgt: D(Ly) = L k¥ ¢; 4,k = 1,2, -+, 7).

Beweis: 1. Es sei (L)% 0 und D(L+0und ¢ $ k. Da kein
Korper, so besitzt der (eigentliche) k-Modul L;/ D (L;) eine k-Basis. Also
gibt es ein Ideal A von L; und ein Element v aus L;, das aufBlerhalb
von A liegt, so daB L; die direkte Modulsumme von 4 und kv. Ferner
gibt es im Zentrum von L ein von O verschiedenes Element v'. Jedes
Element x aus L hat eindeutig die Form (9a) und die Kongruenz
H; x = §v(A) ist eindeutig losbar. Durch die Festsetzung oz = &v' wird
ein Endomorphismus von L definiert, wie leicht zu sehen; da dieser Endo-
morphismus Z; nicht in sich abbildet, so ist die gegebene Zerlegung
von L nicht charakteristisch invariant.

2. Es sei o ein Endomorphismus von L, der den Summand Z; nicht
in sich abbildet. Fir ¢ gilt die Zerlegung (10). Da o L; nicht in Z;
enthalten ist, so gibt es einen Index %, fiir den ebenfalls ¢ L; nicht in L;
enthalten ist. Also ist k44, ox L;+ 0. Fiir alle a aus L;, b aus L folgt:

ox(ach) = 0 (0) = 0 = (axa)o b+ ao (oxd) = (oxa)o b+ 0,

demnach liegt o L; im Zentrum von Lx. Da ox L; + 0, so ist 3 (L) F 0.
Nun ist fiir alle a, a aus L:

(1n oc(aca) = aooa+oraocad,

also ox D(L;) = 0. Da ox(L;) $ 0, soist D(L)F L;. Damit ist alles
bewiesen.

Die inneren Endomorphismen eines k-Schiefringes & geniigen der
Funktionalgleichung :

12) t(zy) = x-sytrx.y,

denn fiir jedes Element ¢ ans € ist ja:

toxy = tey—axyt = (tz—z)y+x(ty—yd
= (toz)-y+az-(toy).

Alle linearen Transformationen von &, die der Funktionalgleichung (12)
geniigen, bilden einen in E (S) enthaltenen Lie’schen k-Ring E, (S).

Beweis: Aus (12) folgt t(x o y) = z o vy + 72 0 y, also liegt E,(S)
in E(S). Wenn ferner ¢ und ¢’ zwei lineare Transformationen aus E (8)
sind, so ist Az und v+ auch in K, (S) enthalten. Ferner ist:
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(Tot)ay = o (v (xy)) —7 (v (zy))

=z -tytix-y)—7 (@ -rytrx-y)
t@-tTy)te@z-y)—7 (@ ry)—7 (zz-y)
=z-irtytriz.y—z-vrty—drx-y

ez Ayt ry—dr.ry—ra. Ty
= gz (@it'y—7dry)+ @iz —rra)y
— 2oyt o)z y,

also ist auch =z o7’ in E; (S) enthalten.
Aus Formel (26a, b) des § 1, 8 folgt fiir alle ¢ aus E, (&):

n

wey) = 2] )oz-oty,  @yee.

i=0

Falls & Primzahlcharakteristik p hat, so folgt:
()‘Pv(xy) =x.o‘pvy+o'pvx.y (V:0,1,2,"-).

(13) Wenn die Charakteristik des k-Schiefringes © eine Primzahl p ist, dann
Sithrt das Potenzieren mit p nicht aus E, (€) hinaus.
Insbesondere ist:
xpvoy:xo(xo...(xoy)...) (y=0’1,27...)‘
e
p¥-mal

Fir Darstellungen @ — o eines Lie’schen %-Ringes der Charak-
teristik p in assoziativen Ringen schliefen wir:

(14) a?’ob = ao(ac---(aob)--7).
N —— et et
p¥-mal

Hilfssatz 7: Wenn 2 eine Menge von Endomorphismen aus E, (&)
ist und fiir ecnen Komplex & aus © gilt: D8 < (K}, dann ist der aus &
erzeugte k-Schiefring {8} unier I invariant.

Beweis: {f} ist der aus allen Komplexen K erzeugte k-Modul.
Wir miissen zeigen, daB > & C (R} fiir beliebige ». Wir wissen, daB
28 C {®). Es sei r >1 und schon bewiesen, daB > & C {®)}. Da
2 C E, (&), so folgt:

2 =2@-HC R IR
C - (8)+(0) -2 (8),

also gilt > & C {®} fir beliebige r, w. z. b. w.
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Zur Bestimmung der auBeren Endomorphismen eines endlichen
Lie’schen Ringes L iiber algebraisch abgeschlossenem Grundkérper wenden
wir das folgende Verfahren an.

Es sei L = H + Lo+ Lg+ - - - die in § 2, 4 definierte Zerlegung in
Eigenmoduln des (passend gewihlten) nilpotenten Teilringes H. Wir
definieren bei gegebenem Endomorphismus ¢ eine neue Lie’sche Algebra
L=L+k- s, indem wir setzen

@A)+ @+ 2s) = (@+2)+@A+1)s,
V(x+is) = Ax+Xis,
(x+4is)o (@' +1s) = xoa'+AVox—Aeox.

Wir iiberzeugen uns leicht davon, daB L eine Lie'sche Algebra ist, die
L als Ideal enthilt und in der die Kreismultiplikation von rechts her
mit s gerade den Endomorphismus ¢ induziert. Nun zerfillt L unter H
in die Eigenmoduln L = Lo+ Lo+ Lg+---, so daB fir alle Eigen-
wertverteilungen y +0: Ho L, = L,. Da H im Ideal L enthalten
ist, so ist auch Ho f,, in L enthalten, also auch z,, in L. Demnach:
Le= L, Ep = Lg, - --. Daher muB es in L, ein nicht in L enthaltenes
Element s geben. Indem wir s’ noch durch ein geeignetes skalares Viel-
faches ersetzen, erreichen wir, daB s = s(L). Da L, o Ly © Ly, so
finden wir:

Jeder Emdomorphismus einer Lie'schen Algebra kann so um einen
inneren Endomorphismus (additiv) abgedndert werden, daf der abgedinderte
Endomorphismus jeden Eigenmodul der Zerlequng des § 2, 4 in sich
iiber fiihrt.

Alle Endomorphismen o von L mit der Eigenschaft ¢ H C H bilden
den Normalisator N (H) von H in E(L). Es gilt:

O'angL(p, N(g)ﬂI(L):.g.
Aus dem eben Gezeigten folgt, daB
E(L) = N(H) + 1(L),
also nach dem Isomorphiesatz:
E(D)/I(L) = N(H)/H.
Die Zerlegung von E (L) in Eigenmoduln von H lautet:

E(L) = NH) +Le+ Lp+---.

Hilfssatz 8: Wenn L als Ideal enthalten ist in dem Lie'schen
k-Ring Ly, wenn ferner der Zentralisator von L in Ly gleich Null ist und
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wenn der Normalisator N(H) von H in L, dieselbe Dimension wie N (H)
hat, dann st L, isomorph zu E(L).

Beweis: Durch die Zuordnung z >z = (x Z a) (a beliebig aus L)

wird L, isomorph auf einen A-Teilring L, von E (L) abgebildet. Dabei
wird L auf I(L) abgebildet. Der Normalisator N (H) von H in L wird
dabei isomorph auf einen k-Teilring des Normalisators N (H) von H in
in E(L) abgebildet. Da N (H) die gleiche Dimension wie N (H) hat,
so ist N (H) = N(H), also -

E() = NH)+IL) S L. L=EWL, L~EU),

w.z. b. w.

Bemerkung: Wenn das Zentrum von L gleich Null ist und wenn
hox=ypx fir alle & aus H, x aus Ly und alle y, dann ist ¢ H =0
fin alle ¢ aus N(H), denn es ist

chox = o(hoa)—hooxr = ypox—p o0 = 0,
oHC 3(L) = 0.

Wir setzen L —= PSM,. Wie frilher setzen wir

H = {d2, d!ly tt dn} , Wenn n EIE O (X (’C))’
H = {d27 dg, - -+, d"—‘}y w n=0 (X (k))

Ferner sei » >1 und wenn x (k) = 2, so sei n >2. Dann sind alle
Voraussetzungen erfiillt. Um die duBieren Endomorphismen von PSM,
zu erhalten, miissen wir die Endomorphismen ¢ von PSM, betrachten,
fiir die o H S H. Aus der letzten Bemerkung folgt o H = 0.
1. x (%) # 2. Dann sind die von H verschiedenen Eigenmoduln: {ei},
(Z *— k), also ist gex € {e,-k} .
2. x (k) = 2. Dann sind die von H verschiedenen Eigenmoduln {ey, e},
(2 :ii k), und es ist oey € {ei, eki}.
Da wir » >>2 vorausgesetzt haben, so gibt es zu jedem Paare
zweier verschiedener Indizes ¢, & noch einen dritten von ¢ und % ver-
schiedenen Index j, so daf:

oex = o (e 0 ejx)
= ¢y o dext deijo e S ey o e, enj} + ey, et 0 e S {eaf,
also ist in jedem Falle oex = Ai ew.
Da 03 ex o e € H, s0 ist
0 = o (e © exs) = e o Oepi-F e © e = (A + Aui) eikc © exs,
At + Ari = 0.
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Durch die Zuordnung o—> e == {45, Agg, - -+, An—1s} wird der
k-Modul N(H) homomorph auf einen k-Modul IR abgebildet, dessen
Dimension hdchstens n — 1 ist. Wenn g, = 0, so folgt:

Geiit1= Oeip1; = 0 =12 --,n—1)

und da nach Satz 12 die Elemente ¢;;; und e;+;; den ganzen Lie’schen
k-Ring I erzeugen, so folgt nach Satz 17, daf o = 0. Also ist N(H)
zu I isomorph und N(H) hochstens (n-—1)-dimensional. Denken
wir uns PSM, in PM, eingebettet, so liegt {eiy, ess, + -+, €n—1n—1} im
Normalisator von H in PM,. Aus Hilfssatz 8 folgt, daB

E(PSM,) =~ PM,.

Da nach Satz 13 PS M,, einfach und nichtabelsch ist, so ist nach Satz 15
P M, abgeschlossen.

S M, enthilt z(SM,) als charakteristisches Ideal, und es ist
PSM, > SM,/3(SM,). Nach dem eben gefundenen Ergebnis gibt es
zu jedem Endomorphismus ¢ von S, stets ein Element s aus M,, so daf}

ca = soq (3(SM) fir alle a aus SM,.

Setzen wir 6, = ¢ — s, so folgt: o, M, = 0(3(SM,)). Aus§ 3 (4¢) und
§ 4(9a) folgt ¢ (SM,) = 0, also 6 = s. Demnach:

E(SM,) ~ PM,.

S M, ist als Ableitung von M, ein charakteristisches Ideal von M,,.
Nach dem eben Gezeigten gibt es zu jedem Endomorphismus = von M
ein Element ¢ aus M, so daf ra = {0 a fir alle a« aus SM,. Setzen
wir v, = v — ¢, so folgt 7, SM,= 0. Fiir alle x aus M,, a aus S,
folgt: -

to(xoa) =0
= gz oratr,xoa
= 0+4ryx0a,
%o M, o SM, = 0,

To Mn g 6 (Mll)y Ty E ZI(-Mn)y
(15) E(M,) = I(My)+ ZI(M).
Da das Zentrum von J (M) gleich Null ist, so folgt: I(My,) ~ ZI(M,)=0.

Also ist die Modulsumme (15) direkt. Nach Hilfssatz 6 folgt, daf
ZI(M,) die Dimension 1 hat.
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Wir bestimmen jetzt fiir beliebige Grade » und Charakteristiken x
den Lie’schen k-Ring F, (M,), bestehend aus allen linearen Trans-
formationen = von M, die der Funktionalgleichung z(xy) = z-1y+12-y
geniigen. J edenfalls ist I(M,) in E,(M,) enthalten. Kann ¢ ein
zentraler Endomorphismus sein? Wenn ¢ in Ey (M) n Z1(M,) liegt,
so ist
Tey = v(e]) = e, ve, Fre e, =2e,Te,, € 7e;, = 2€,7e,,

ente; = 0, Tey = 2eutey = 0,
ferner ist « (D M,) = 0, also
tM, = vt (DM, +ke,) = 0, T = 0.

Demnach ist E, (M,) echter Teilmodul von E (M), der I(M,) enthilt.
Da die Dimension von % (M), einen Fall ausgenommen, um 1 grofer
als die von I(M,) ist, so folgt Ey (Mn) = I(M,).

Das bleibt richtig, wenn x =2, n ==2. Man setze nimlich
H = {ey, ess}, Lis = {eys, 5}. Fiir jeden Endomorphismus = aus E(M)
gibt es ein Element ¢ aus M, so da (r —¢)o HS H. Setzen wir
v =1 —1¢, so folgt wie eben, daf t'e; == t'esy = 0, also *H=0.
Ferner gilt

7 {612, 921} - {012, 921}, v'es = ael2+188217
! '
0 =7, = e,Te,+7'e,-6,== Bey+ Bey,, B = 0;
T'es = x €9,y

ebenso t'ey = yey. Nun ist

0= tey =17 (e - €21) == €3 - T'eg T T'e1s - 03y = (e+7) e, & =7,
also
T = ae,, T = t+ ee,.

Mithin ist E, (M,) = I{M,) in allen Féllen.

Als Resultat haben wir

Satz 20: % sei ein Kiorper mit der Charakteristik y. My sei der
Matrizenring n-ten Grades iiber k. Wenn n>1, 31+ 2 oder n>2,
x ¥ 2, so ist der Endomorphismenring von PSM, bzw. S M, isomorph 2zu
PM,. Der Lie'sche k-Ring P M, ist abgeschlossen. Der Endomorphismen-
ring von My ist Ringsumme des Ringes der inneren Endomorphismen und
des eindimensionalen Ringes der zentralen Endomorphismen. Fiir beliebige
Grade und beliebige Charakteristik ist jede lineare Transformation des
k-Moduls M,, die der Funktionalgleichung v (xy) = x -ty + 1 - y geniigt,
ein imnerer Endomorphismus.
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Il. Darstellungstheorie nilpotenter Lie’scher Ringe.
§ 1. (L, o)- Moduln.

Es sei k ein Korper, L ein Lie'scher k-Ring und ¢ ein Endo-
morphismus von L. Ein L-Modul M heifie (L, 0)-Modul, wenn es eine
lineare Transformation s von IR gibt, so daf

(6x)u = (rs—sxz)u

fiir alle x aus L, » aus M. Der (L, 0)-Modul M heiBe irreduzibel,
wenn Y keinen von O und IR verschiedenen, unter L und s invarianten
k-Modul enthélt.

Gesucht sind alle irreduziblen (L, ¢)-Moduln.

1. Zunichst setzen wir nur voraus, daf IR ein (L, o)-Modul ist
Wir benétigen im folgenden den

Hilfssatz 1: Wenn N, ein in M enthaltener L-Modul ist, dann ist
auch W+ s, etn L-Modud.

Beweis: Fiir alle x aus L, u aus I, ist

zsu = (s —s)u-+sxu = (6x)u-t+s{zu),
also zsTH S M+ sM,, ferner nach Annahme xIM; € M,, daher

x (M4 s M) < N+ s My,
w. z. b. w.

2. Jetzt setzen wir noch voraus, daf It als L-Modul betrachtet halb-
reduzibel ist. Dann enthilt I\ einen irreduziblen L-Modul m. Wir
setzen
m, = 0, m; = m, mg == m--sn, ---, Mypy = N+ SN, ---.

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz folgt durch Induktion nach 7, daf
jedes m; ein L-Modul ist. Die m; bilden eine aufsteigende Kette von
in M enthaltenen L-Moduln. Da M als L-Modul betrachtet halbreduzibel
ist, so gibt es einen eindeutig bestimmten Index m. so daf

0= mCmCuy - C My = Nt

My, ist ein Null verschiedener (L, ¢)-Modul.
3. Nun sei IR iberdies ein irreduzibler (L.o)-Modul. Dann ist
m,, = P. Aus der Definition von m; folgt:

n=mdsm+ ..+ Tm @=1,2,--..m).
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Durch die Festsetzung

T = ru

fiir alle » aus N wird eine Darstellung  — z von L in linearen Trans-
formationen von I definiert. Der zugehodrige Darstellungsring werde
mit L bezeichnet.

Nach § 2, 2, (29)Y) ist:

iy —_—
- Y s
(N as = Z, (’,)s"al"’a,
v=0
insbesondere

asty = stav(m)

fiir alle v aus m, ¢ aus L (: =0,1,2, ..., m —1).
Demnach vermittelt die Zuordnung

(2) v—>sto+m;

einen L-Homomorphismus von m auf mgyi/m;. Wenn nun << m, so ist
m;+1/m; 3 0, und da m ein irreduzibler L-Modul ist, so ist die Zuord-
nung (2) ein L-Isomorphismus. Wenn die Gleichung

vot-sviF+stet - s Ly = 0 (vi €M)
besteht, so folgt sukzessiv:
Um—-1 — (), tm—2 — 0, ceey, Yo — 0.

Als Ergebnis haben wir
Satz 1: Der L-Modul M besitzt m Kompositionsfaktoren. Sie sind
2w m L-isomorph. Jedes Element aus W 130t sich eindeutig in der Form

(3) w = vot st -+ 8" omn (vi € m)
darstellen.

4. Unter u,w',.-- mogen Elemente aus I, unter v, vy, vs, - -
mogen Elemente aus m verstanden werden. Nach (1) ist

i
4) asiv = VZ;) (y ) s (@ Va)r (=012 -, m—1)
Ferner gilt:
‘ sty =6ty w=0,1,2,--., m—92)
m—1
)] s(smlp) = gy = ; ssiv,

1) Man setze « = # = 0 und vertausche in jedem Produkt aus zwei Faktoren
die Reihenfolge der Faktoren.
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wobei die s; gewisse lineare Transformationen des k-Moduls m sein
miissen. Sie geniigen Gleichungen, die sich aus den Darstellungs-
bedingungen (5a) (¢a) s™ v = (as — sa) s™ v ergeben. Wir erhalten:

m—1 m __l
(a)smly = 2 ( y )s" (e™ v a)v,
[+
m—1 i 2"
asmv—sas™ly = 2 (V) s (6" a)s;v
i=0 v=0

m—1
20 Y sv-}-l (o-m—l—v a) v.
Y=

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (3) folgt:
m—1

(6) (7:) (™ Vaw)v = (asr— sva) v+z’2+1 ( :) (6% a) s;v

=¥

rv=012---,m—1; a€ L)

Umgekehrt folgen aus den Gleichungen (6) die Gleichungen (5a). Durch
die Festsetzung
¥ v = v

tir alle v aus m wird eine Darstellung x - «* von L in linearen Traus-
formationen von m definiert. Der zugehorige Darstellungsring werde
mit L* bezeichnet.

Aus (4) folgt, daBl die lineare Transformation a von It eindeutig
durch die linearen Transformationen a*, (¢a)*,-.-,6™1a)* von m und durch
die Struktur von i bestimmt ist. Wir schreiben daher symbolisch:

(7) a = (a*7 (G'a)*, ] (Gm_la)*)

und nennen (¢‘a)* die i-te Komponente von a. In welcher Beziehung
stehen nun die Komponenten dreier Elemente @, b,¢ aus L, wenn aob = c¢?
Nach § 4, (4) ist.

il

gi(aob) = 2(,,) 6”qo d"h.

0

Setzen wir jetzt
o= (e'a)*, b= ('b)*, = (gi0)*

so folgt:

(8)505 = (a07al’ Tty am—l) © (bO,bla“'ybm—-l) = (T: (607 Cy Cm—l),

€ = 21 (:)av°bi—v-

v=0
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Die Gleichungen (6) lauten umgerechnet auf Komponentendarstellung
von a:
m—1 7

9) (T)am"’z “0°3"+_2 (,,)aiwvsi

i=v+1
»=0,1,---,m—1; a€L).

§ 2. Potenzringe von Lie’schen -Ringen.

Wir wollen zu jedem k-Schiefring & und fiir jede natiirliche Zahl m
den Potenzring &™ konstruieren nach der Vorschrift: ©™ ist die Menge
aller geordneten m-tupel von Elementen aus © mit den Rechenregeln:

(10) (a0, @y, -+« am—1) + (Do, by, + - -, 1)
= (@0t bo, -+ by, - -+, A1+ 1),
(1) Aag, @, - -, am—1) = (Aao, da, - -+, Aam—),
(12)  (ao, @, - -+, @m—1) - (boy by, -+ -, bn—1) = (G, &1y -+, Cm—1),
wobei

)
QZZ(V)aV‘bi—y (220,1,2,,’”),—1)
v=0

Es ist klar, daB & ein distributiver k-Ring ist. Jetzt wollen wir noch
zeigen, daB die unter (12) erklirte Multiplikation assoziativ ist. Wir
haben zu zeigen, daf (AB)C = A(B() fir alle Elemente 4, B, C
aus @™, Da die Distributivgesetze gelten, so geniigt es, den Nachweis
in den Fillen, wo

t.
4=10(@©---0,a0, - 0),

k.
B=(©---050, ---0),

L
C=©---0,¢0 ---0)

ist, zu filhren, wenn also in 4 alle Komponenten aufier der i-ten gleich
Null sind, entsprechend fiir B und C.
Wenn i+k41 = m, so folgt

(AB)C = A(BC) = 0.
Wenn ¢+k-+1 = j<m, so folgt:

e =0 o, (’f") (iik)(“b)“' 0. 0),

A(BC) = (0 ... 0, (sz) (k:l)a(bc), 0. 0).
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Nun ist
(i+k) (i+k+l) _ G+Ek+D! _ (i-Hc-i—l) (k+l)
: I\ itk AN k41 k]’
(ab)c = a(bc), folglich
(AB)C = A(BC(C).

Demnach ist der n-te Potenzring eines k-Schiefringes selbst ein k-Schief-
ring. ©© ist isomorph zu &.

Alle Elemente aus ©“ von der Form: (0 ... 0, c:, --+) bilden
einen k-Modul 6;&™. KEs ist
(13) 6y &M = Gm,
Aus (12) folgt sofort:
14) 0; &m. g, Sm C 01 &™),

wobei 9; @™ = 0 gesetzt ist fir alle j > m. Also ist 8; & ein zwei-
seitiges Ideal von &

Der Restklassenring &™) /g, @™ ist isomorph zu &, 6, &™ ist
ein nilpotentes zweiseitiges Ideal von &™ Wenn U ein in &™ ent-
haltener k-Modul ist, so ist

8: A — A~ oS

ebenfalls ein k-Modul. Es gilt 6, A == A, Wenn 0 < ¢-Zm, so wird

1.
4; A gebildet aus allen Elementen von ¥, welche die Form (0---0,a,---)
haben. Alle hier vorkommenden /-ten Komponenten a bilden zusammen
einen in & enthaltenen i-Modul &;%. Wir setzen #; A = 0, wenn j > m.
Sind nun A und B zwei k-Moduln aus &™), so gilt:

(]5) 9, U-0.B C i (A %),
(16) (2 —t k) KW RB S Fin (ADYB).

Wenn U ein k-Schiefring aus €™, so folgt:
(17a) 0:; A- 6, A T 6, A,
(17Db) (’fk) S5 U C S ¥,
also ist ;¥ ein zweiseitiges Ideal von 2.

Zu jedem &-Modul m konstruieren wir einen &™-Modul M = ™
nach folgender Vorschrift: s sei ein Symbol, I sei die Menge aller
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formalen Summen wv,-+sv,=+ -+ + s™ 1 vpm—y (v € m) mit den Rechen-
regeln:
(18a) (ot svi- -+ T vm)+ Wt +8™ vm)
= ((wot+v0) +s i+ v1) - - - + ™ (wm-1+ Vm—1)),
(18b) A(wy+svy -+ -+ 8 omy) = Avptsdv,+-- -+ {Avm-1),

(19) A@et+svi+ -+ 1ypg) = (wotsvi+ -+ Lopy),

wobel 4 = (ay, @4, - - -, @m—1) aus S™ stammt und

m—1 v
. ~
Uy = Z ( ‘ ) Ay—i Uy

v=1
gesetzt ist.

Es ist klar, daB I ein k-Modul ist und daB die unter (19) erklirte
Multiplikation .beiderseits distributiv ist. Ferner gilt die Rechenregel
(Ad)u = A(4w) fir alle 2 aus k, A aus &, u aus . Nun wollen wir
noch die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes (4 B) « = A (Buw) fir alle 4, B
aus ©, u aus I nachweisen. Wegen der Giiltigkeit der Distributiv-
gesetze diirfen wir uns auf die Félle, bei denen

‘.
A= --0,a0- -0,
k.
B=(@©:---0,b0---0),
w = sy weEm; 05 j<m)

ist, beschrinken. Wenn j < i}k, so ist (AB)u = A(Bu) = 0. Wem
aber j—¢—k=120, so ist

UB)u = ¢ (“;k) ]l.)(ab)u,

ABu) = s’(‘l]c abw),

Qe

()

und da . ' ' .
) = )

so folgt: (A4B)u = A(Bw). Demuach ist M ein S™-Modul. Wir
bemerken noch, daf in &m™ das Kreisprodukt von 4 mit B nach der
Vorschrift

Ao == AB—‘BA = (do, dl,"',dm_l),
(20) i i) L
b= 2 (V (@0 bivs) (1=10,1,2,--,m —1)

v=10

gebildet wird.
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Jetzt filhren wir dieselben Konstruktionen fiir Lie’sche k-Ringe A
aus. Den Potenzring 4™ definieren wir als Menge aller geordneten
m-tupel von Elementen aus 7 mit den Rechenregeln (10), (11) und der
Regel ‘

(21) Ae B = ((ll, Azy = * vy am-l) ° (bO; bl; ct Yy bm—l) = (do; dl) Tty dm—l),
wobei
L
(213.) diZZ(V)awobi-—V (?::0,1,2,"-,"”,‘—1)
0
gesetzt ist. Ahulich wie vorhin folgt, daB 4™ ein Lie’scher k-Ring
ist. AW ist isomorph zu . Alle Elemente aus 4™ von der Form

1.
(0..-0,a,0---0)bilden einen k-Modul 6; 4™, Wir setzen §; 4™ = 0
fiar alle j Zm. Es gilt

(22) o AM = A g AM o g AM C g4y AM,

Also ist 6; 4™ ein Ideal von /™, Der Restklassenring 4™ /@, A™ jst
isomorph zu 4; 6, 4" ist ein nilpotentes Ideal von 4™, Das Radikal
von 4™ besteht aus allen m-tupeln, deren 0-te Komponente im Radikal
von A liegt. Wenn das Radikal von £ gleich Null ist, dann stimmt das
Radikal von 4™ mit §; 4 iiberein. — Wenn 4 ein in 4™ enthaltener
k-Modul ist, dann ist 6, 4 = A n 6; 4™ ebenfalls ein k-Modul. Es gilt
oA =4. Wenn 0 < ¢<< m, so wird 6; 4 gebildet aus allen Elementen

2.
von 4, welche die Form (0 --- 0, a, - - -) haben. Alle hier vorkommenden
i-ten Komponenten a bilden zusammen einen in_# enthaltenen k-Modul #; 4.
Wir setzen 4,4 =0, wenn j = m. Sind nun 4 und B zwei k-Moduln
aus 4™, so folgt:

(23) 0,40 6 B C itk (4B,
(24) (' J.rk) 9 Ao 9B C i (4B).

)

Falls A ein Lie’scher k-Ring aus 4%, so folgt

;Ao bpd S 0,41 A,
(“Z,L") 4o Hd C Sipd.
Also ist 6; A4 ein Ideal von 4.

Spater ist der folgende Hilfssatz wichtig.

Hilfssatz 2: Fliir die k-Moduln A, B gelte: BS A S A™. Dann
und nwr damn ist B= A, wenn % B=%4 t=0,1,---,m—1).

Beweis: 1. Wenn B = 4, dann ist +; B = ¥; 4 fir alle 4.

3%
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2. Sei % B=*Hd4d =0,1, ..., m—1). Dann ist ersichtlich
Om—1 B = 051 A. Es sei schon fir den Index ¢ bewiesen, daB
6is1 B= 0;114, wobei 0 < ¢<<m—1. Jedes Element aus 6;4 hat

1.
die Form X=(0 --- 0,a,---) mit a aus $; 4. Da % B = %4, so

gibt es in B ein Element ¥ von der Form Y= (0 --- 0, 1a, -+). Da
Bin A enthalten ist, so folgt X —Y € 4, sogar X —Y C 6;1A. Da
B A = 02'_|_1B, SO folgt X—YeB, X€EB, X¢ 8; B, also 6;4 c 6, B.
DaBCES 4,sogilt 6; BC 6; 4, alsoist 6; B = 6; A. Nach m— 1 Schritten
gelangen wir zu der Gleichung A = 6,4 = 6, B = B, w. z. b. w.

Folgerung: Ein in 4™ enthaltener k-Modul A stimmt dann und
nur dann mit #“ {iberein, wenn Hh4d = Az =0,1, .-, m —1).

Zu jedem £-Modul m konstruieren wir uns einen Modul I = m™
nach der gleichen Vorschrift und mit den gleichen Rechenregeln wie
vorhin. Der Nachweis der Giiltigkeit der Darstellungsbedingungen wird
ahnlich wie vorhin erbracht.

§ 3. Konstruktion von (Z, ¢)- Moduln.

Wir kehren zuriick zu den Untersuchungen von § 1. Der Dar-
stellungsring L ist dann nach (7) enthalten in L*™,

1. Wir fragen ums, wie wir die Komponentendarstellung von oa
ableiten konnen aus der Darstellung

a = (dg, 4y, . A1)
mit
a; = (cta)* (Z=0,1,---,m—1).
Es ist:
; : 7 vy l—y
(6a)siv = ¥ (’,)S’ (@ a) v,
=0
also
o = (g, da. -, M1, Am),
wobei gesetzt ist «,, = (6™ w)*.
Nach (9) ist:
m,_—_‘l
(23) (a™a)* = a* o)+ 2, (o ay* s,
i1
m—1
(24) (m = Ay © 8T 2 iy 8is
—t

Setzen wir allgemein:
(25) (7, = (O‘j({)* (] - 0- ]v 25 o ')-
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so folgt:
(26) ola = (ai) Aitiy * 0y ai+m—1)-

Aus (26) leiten wir ab, daB

2n $LDHL - D %pnaL.
Ferner ist ersichtlich
(28) 9y L = L*.

2. Es sei umgekehrt gegeben ein Lie’scher k-Ring L, ein Endo-
morphismus ¢ von L, ein L-Modul m und eine natiirliche Zahl m. Dann kon-
struieren wir den L-Modul Nt =m" ?durch die Vorschrift: s ist ein Symbol,
I ist die Menge aller formalen Summen v+ svy+ -+ + ™ vy (; €M)
mit den Rechenregeln (18a), (18Db), ferner:

(29) a@otsut -+ Tom) = votsvit - 5 v,

wobei
m—1

vi=2 (:) (@ la)vy (i =0,1,2, -, m—1).

v=1t

Wir rechnen leicht nach, da IR wirklich ein L-Modul ist. Es
ist klar, daB wir den zu I gehorigen Darstellungsring L von L als
Unterring von L*" betrachten diirfen, wobei L* der zu m gehorige
Darstellungsring ist und gleichzeitig I als Modul m™ gemiB der in § 2
ausgefithrten Konstruktion betrachtet wird.

3. Wir kehren zuriick zu der im Anfang des Paragraphen fort-
gefilhrten Untersuchung. Vorweg moge der Fall behandelt werden, daf
L*=10. Da m ein irreduzibler L-Modul ‘ist, so muf m eindimensional
sein. Dann ist m = kv, ;= 4;- 1 (4;€ k), wobei 1 die identische Trans-
formation von m ist. Das zu s gehorige charakteristische Polynom wird :

(30) §(® = sm—g A,

Da L* =0, so ist nach (7) L = 0. Jeder unter s invariante, in IM
enthaltene k-Modul ist daher (L, ¢)-Modul. Da I ein irreduzibler (L, o)-
Modul ist, so gibt es keinen von O und I verschiedenen, in M ent-
haltenen, unter s invarianten k-Modul. Also ist y (&) irreduzibel.
Wenn umgekehrt x (&) ein irreduzibles Polynom ist, das in der
Gestalt (30) geschrieben worden ist, dann konstruieren wir einen (L, ¢)-
Modul, indem wir ausgehen von einem L-Modul m = kv, mit der Rechen-
regel: av=0(a€ L; v €m), dann nach der Vorschrift unter 2. den
zugehorigen Modul IR = m™ ™ konstruieren und die lineare Trans-
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formation s durch die Rechenregeln:

s(stvg) = sty (6=0,1,2,...,m —1),
m—1

g (smlyy) = 2 A 88 vy
0

definieren. Mithin ist der Fall L* = 0 vollkommen iibersehbar. Wenn
der Korper k algebraisch abgeschlossen ist, so hat x (¥) den Grad 1 und
N hat die Dimension 1.

Jetzt moge der Fall L* 4 0, m >1, $n»_1 L = L* behandelt werden.
Nach (27), (28) ist dann

L*: "'(}Oi_: 1‘}152.. e &m—lL
und nach Hilfssatz 2 ist L == L*™, Es gibt also in L Elemente von

1.
der Form (0 --- 0, 4,0 --- 0), wobei a beliebig aus L*. Setzen wir die
Komponenten dieser Elemente in die Gleichungen (9) ein, so folgt

m .
31) (JLM:O W—=1,2 - m—1),
(32) S;'OIJ*: (V:], 2,..., m—l)’
(34) L* o5y © L*,
(35) L*s, © L* v=1,2---,m—1).

Aus (31) folgt, daB alle die Binomialkoeffizienten ( T ), ( 1; ), ey (m i 1)

durch die Charakteristik von L* teilbar sind.
Hilfssatz 3: I —1 sei eine natiivliche Zahl. Der grifite gemeinsame

Teiler aller Binomialkoeffizienten (; ), (;) . (l _l 1) ist esne Primzahl q

oder 1, je nachdem 1 Primzahlpotenz ist oder nichi.
Beweis: 1. Die Primzall ¢ gehe in allen Binomialkoeffizienten

(Z), (l), e (li l) auf. Da ¢ Teiler von | = (i), soist I = ¢*- [y

1 2
mit 2 >0, (¢, %) = 1. Da ! — x und ¢* — z durch gleich hohe Potenzen
von ¢ teilbar sind, wemn x =0, 1,2, - - -, ¢* —1, so ist

V):a—quyua-@—m

ql (_]"-(ql—l)“-?-l

nicht durch ¢ teilbar, also ist I == ¢*.
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ok A (—
2. Wennl=q‘,0<z’<l,soist(l.)zq—.- ¢-1 g—6=
2 z 1 t—1

durch ¢ teilbar, w. z. b. w.

Aus Hilfssatz 3 folgt, daB die Charakteristik von L* eine Primzahl p
und daB m = p# (u >0) ist.

Hilfssatz 4: [ sei eine Menge von linearen Transformationen des
k-Moduls m, so daf

1. von O verschiedene Transformationen in | vorkommen,

2. kein von 0 und m verschiedener unter | invarianter k-Modul in m ent-
halten ist. Es soll bewiesen werden, daf aus lv = 0(v €1) folgt v =0,
Jerner: Wenn fiir eine lineare Transformation x aus  eine der beiden
Gleichungen xl = 0 oder 1x = O besteht, so ist x = 0. Alle mit |
elementweise vertauschbaren linearen Transformationen bilden einen
k-Schiefkorper Z (1) mit 1 als Einheitselement.

Beweis: Alle » aus m, fir die f» = 0, bilden einen unter I
invarianten x~-Modul m’. Da nach Voraussetzung [m 3 0, se ist m’ £ m,
also folgt nach Voraussetzung, daf m'=0.

Wemn [x =0, so ist [(zv) = 0 fiir alle v aus m, also nach dem
eben Bewiesenen zv = 0, x=0. Der aus | durch Multiplikation,
Addition und skalare Multiplikation erzeugte %k-Schiefring | geniigt den-
selben Voraussetzungen wie [. Es sei v ein Element + 0 aus m. Dann
folgt aus dem zuerst Bewiesenen, da {v 4 0, ferner ist  (jo) = {*v C {v,
daher ist jv ein unter i invarianter k-Modul + 0, mithin jv = m. Wenn
nun z[ =0, so folgt x{ =0, 2m =z (fv) = (zf)v =0, z = 0.

Es ist klar, daB Z (I) = Z(j), ferner ist leicht zu sehen, da8 Z (I)
ein k-Schiefring ist. Fiir Elemente z aus Z(f) und von Null verschiedene
Elemente v aus m folgt aus xv = 0, daf§

zm = z({v) = @Nv = (x)v = j(@xv) = 0, xz = 0.

Wenn ferner x ein von Null verschiedenes Element aus Z (j) ist, so folgt
zm#$0, {(zm)=2x({m) S zm, also ist am ein unter { invarianter
k-Modul 4 0, daher xm = m. Aus den beiden letzten Feststellungen
folgt, daB es zu jedem von Null verschiedenen Element > aus Z(f) eine
inverse lineare Transformation y von m gibt, so daf zy =yx =1,
also fiir alle s aus {:

ys = ys(zy) = ysx)y = y(as)y = yo)sy = sy, y€Z().

Daher ist Z (I) ein Schiefkorper.

Korollar. Wenn % algebraisch abgeschlossen und [ eine irreduzible
Menge linearer Transformationen des endlichen %-Moduls m ist, dann
bestehen die mit [ elementweise vertauschbaren linearen Transformationen
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von m genau aus den skalaren Vielfachen der identischen Transformation
von m.

Beweis: Wenn [ = 0, dann mufl m 1-gliedrig sein und dann ist
jede lineare Transformation mit [ elementweise vertauschbar und skalares
Vielfaches der identischen Transformation. Wenn [ F 0, so bilden die
mit I elementweise vertauschbaren linearen Transformationen, wie oben
gezeigt, einen k-Schiefkdrper Z ([), der ein hyperkomplexes System iber k
ist, weil m ein endlicher k-Modul. Da % algebraisch abgeschlossen, so
ist Z zu k isomorph, also besteht Z aus dem skalaren Vielfachen der
identischen Transformation.

Aus diesem Hilfssatze folgt, daB alle mit L* elementweise ver-
tauschbaren linearen Transformationen von m einen k-Schiefkdrper Z(L*)
bilden. Alle Elemente x aus Z{(L*), fir die L* x & L*, bilden einen
k-Schiefring Z, (L*). Die Gleichungen (32) und (35) besagen, daB
81, 88, * * +, Sm— in Z (L*) enthalten sind.

Alle linearen Transformationen z, fiir die L* o x £ L*, bilden einen
Lie’schen k-Ring N L*. Gleichung (34) besagt, daf s, in NL* enthalten ist.

Aus Hilfssatz 3 in Verbindung mit (33) folgt, daB L* s;—= 0, wenn
i+ 0,1,p,--, p#\. Aus Hilfssatz 4 folgt: s;+ 0, wenn 40,1, p, ---, p#~L.

Die gefundenen Formeln werden zur Konstruktion von (L, 0)-
Moduln benutzt. Sei also & ein Korper mit Primzahlcharakteristik p,
L ein Lie’scher k-Ring, ¢ ein Endomorphismus von L. Es sei m ein
irreduzibler L-Modul, so daB durch die Festsetzung x*v = xv eine
homomorphe Abbildung x—>«* von L auf den von Null verschiedenen
und irreduziblen Lie’schen k-Ring L* erklart wird. Ferner werde die
Giiltigkeit einer Relation

‘u—l
(36) (6P a)* = a*o s+ Z‘ (gp‘a)* 856
i=1

fiir alle a aus L vorausgesetzt, wobei

S € NL*, 8,4 €2y L* G=1,2,---, w—1).

Wir setzen noch m = p#. Als (L, 0)-Modul verwenden wir den in
Abschnitt 2 dieses Paragraphen konstruierten L-Modul 3t = m®™-9, indem
wir definieren

s(stv) = sty (t=0,1,---, m—2),

ual o
s(s™ 1) = gyv -+ 2 sP Spip.
1=1
Wir wollen zeigen, da hiermit ein (L, ¢)-Modul konstruiert worden ist,
d.h. wir miissen zeigen, daB (as—sa)u = (ce)u fir alle a aus L,
u ans M gilt.
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Im Falle 0 <i<m—1 ist
(as— sa)siv = astlv—s(astv)
_3 (T e @rae- b (J)er @y
v=0\ ¥ y=0\¥

= zo(i)s”(o'“rl—”a)v = (ca)stv.

Yy =
Ferner ist

(as—sa)s™ v

u—1 g
= asv+ D as? 8,8 0—2( ; )s(s" (o™ q) v).
=0

t=1

i
Da (f;)v =0, wenn ¢ > 1, und 1 <j < pf —1, so folgt:
as? SV = (cﬂ"a) spev—l-s?’ as,v,

also

p—1
(as—sa)s™ty = (a o 8-+ 2 (tﬂ"a) sps) v
=1
B=l1 :
-+ 3 av-l—Z P as,v
=1

ml
— : st (em™ig) v
{:21 (Z-—-l) ( )
u—l1
—soav——z s”‘spsav.
i=1

o)) = ) = 0w

2

Da nun

wenn 0 < ¢ < p#, so folgt zusammen mit (36), das

m—1

(as—sa)s™ 1y = (ama)v+_§ (m71)si(om—ia)v

p—1
4+ 2 s’ (@s,— s, ayv.
i=1

Da wir ferner vorausgesetzt hatten, daf s in Zy (L*) enthalten ist, also
(asp;— 88 a)v =0, so folgt

m—1

(as—sa)smtv = 2 (mz_'.l)si(am—"a)v

=0

=(va)s™ty, W.z.b. W
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Der so gefundene (L, o)-Modul ist nicht notwendig irreduzibel, aber
jedenfalls enthalt er einen irreduziblen (L, 6)-Modul, dessen L-Kompositions-
faktoren L-isomorph zu m sind.

Eine Relation von der Form (36) besteht sicher dann, wenn L ein
endlicher k-Modul ist. Ist etwa r der Rang von L iiber k, so sind die
r+ 1 untereinander vertauschbaren linearen Transformationen o, o7,
o¥, ..., o¥ linear abhiingig. Es besteht daher eine Relation von der

Form:
A—1

ot = X dio? (4; €1), wobei 0<LA<r.
0
Mithin ist )
—1
(0% ay* = 2 Ai(e” a)*  (a bel. aus L).
0

Als Ergebnis erhalten wir den

Satz2: Wenn L ein endlicher Lie'scher k-Ring wmit Primzahl-
charakteristik ist, so existiert fiir jeden Endomorplismus ¢ von L ein
irreduzibler (L, a)-Modul, der als L-Modul betrachtet, einen vorgegebenen
trreduziblen L-Modul enthdlt.

§ 4. o-einfache Lie’sche Ringe.

Wir wenden die Untersuchungen des vorigen Paragraphen auf die
regulire Darstellung eines Lie’schen Ringes tiber dem Grundkdrper k an.

Satz 3: Die abelschen o-einfachen endlichen Lie'schen k-Ringe L
werden durch die folgende Konstruktion erhalten : Man suche ein irreduzibles
Polynom von der Form

m—1
2 (5) = ;m—§ A E

deﬁnie}e in dem m-gliedrigen k-Modul L = {wy, uy, - -, Um—~1} die Kreis-
multiplikation durch die Festsetzung u; © ur = 0 und definiere den Endo-

morphismus ¢ durch die Regel:
m—1

GU; — ui+1(i= 0, 1, 2, sy, m—2), GUp—1 = 2 li?ii-

Satz 4: Wenn ein o-einfacher, nichtabelscher Lie'scher k-Ring mit
der Charakteristik 0 eine Hauptrethe besitzt, so ist er schlechthin einfach.

Satz 5: Wenn die Charakteristik von k eine Primzahl p ist, so werden
alle o-einfachen, nichtabelschen Lie’schen k-Ringe L durch folgende Kon-
struktion erhalten: A sei ein einfacher, nichtabelscher Li¢'scher k-Ring,
o, seien ein Endomorphismus von A, 65(i =1, 2, --., p — 1) seien lineare
Transformationen des k-Moduls A, die der Funktionalgleichung

ou(aob) =ao(oyl) (g, bE.A)



Uber Lie’sche Ringe mit Primzahlcharakteristik. 75

geniigen, dann setzen wir L = A" und definieren den Endomorphismus ¢
von L durch die Festsetzung

. 0'(a0, al}"')a‘”'»—l) - (al,- a27"'yam)y
wober
u—1
m=pf‘, am — 60a0+ Edp«ap¢.
=1

Der Beweis von Satz 3 folgt aus Abschnitt 3 des vorigen Para-
graphen.

Beweis von Satz 4 und Satz 5: L sei ein nichtabelscher Lie’scher
k-Ring mit Hauptreihe, o sei ein Endomorphismus von L. Wir haben
den Fall zu untersuchen, daff L o-einfach, aber nicht schlechthin einfach
st. Da L eine Hauptreihe besitzt, so enthilt L ein kleinstes Ideal A.
Vermoge der Zuordnungen:

z¥v = zovw (v € A),

Zu = xou (w€ L)

werden zwei Darstellungen z — z* bzw. z - von L in linearen Trans-
formationen des k-Moduls L = I bzw. 4 = m erklirt. IN ist ein
irreduzibler (L, o)-Modul, m ist ein irreduzibler L-Modul. Nach § 1 sind

4,= 0, di= A+0cd+ .- 40614 (=1,2,..")

Ideale von L. Da L o-einfach ist und eine Hauptreihe besitzt, so gibt
es einen Index m >0, so da 0 = A, C 4, C4;---C 4= L. Da L nicht
schlechthin einfach, so ist m >1. Wenn 0 <<i<<m -—1, so ist

A;jo L g Alg Am—l; also Azﬂn g Mp—1.
Nach Gleichung (4) folgt: (4,)* =0,

(37) Jodi=0  (1=0,1,2---,m—1),
AC 6 L.

Es sei schon bewiesen, da 4 S 6, L, wobei 1 <j<m — 1. Damn
folgt nach (26), daB
%A= 9dA4 =0, ACSO.L

Nach (m — 2)-maliger Anwendung dieses Schlusses folgt
14 g 0m—1 £J
Aus der Zerlegung L = A1+ 0™ 14 folgt

Sy L = flmul -+ 9 Um“l_‘i-
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Nach (37) ist
L*= L = %o" 14 = $nid.

Aus L* =91 A S Im— LE L* schlieBen wir $p_y L = L*.

Aus dem Abschnitt 4 des vorigen Paragraphen schliefen wir, daf
die Charakteristik von % eine Primzahl von p ist und daB m = p#,
L = L*™, Da L nichtabelsch ist, so ist L =0, also L*$ 0. Wir
wissen, daf der L-Modul M/ mm— irreduzibel ist, d.h. daB der Rest-
klassenring A = L/Am—1 einfach ist. Da nach (37) 9 (4dm—1) = O,
d. h. A* _==0, so wird durch die Zuordnung

m—1
(38) Boe= a+ Am-1—>a* = Ra

eine homomorphe Abbildung von .4 auf den Ring L* definiert. Da m
L-isomorph zu M/ mt,m—1, so ist die eben definierte Darstellung von A«
gerade die regulire Darstellung. Da £ einfach und der Darstellungs-
ring bei der reguliren Darstellung von Null verschieden ist, so ist .4
nichtabelseh. Da .7 einfach und nichtabelsch, so ist die Darstellung (38)
treu. Da das Zentrum von L ein charakteristisches abelsches Ideal ist,
L aber nichtabelsch ist, so folgt aus der o-Einfachheit von L, dafi das
Zentrum von [, gleich Null ist. Die regulare Darstellung von L ist
treu, L und L sind isomorph.

Damit haben wir erhalten, daf I isomorph zu 4™ ist, wobei
m = p#¥, A einfach und nichtabelsch ist.

Im vierten Abschnitt des vorigen Paragraphen wurde gezeigt, daB

u—1
(ema)y* v = (a0 s)* v+ 2 (6¥a)* sp,v,
=1
~,

wobel N
sy € N L*, sprZOL* G=0,1,---, p—1).

Durch die Festsetzung ¢, a* = a* o s, wird ein Endomorphismus ¢, von L*
definiert, ferner wird durch die Festsetzung o a*=: a*s eine lineare
Transformation 7, des k-Moduls L definiert, so dal

Gpi((l* o b*) = a* o0, b* (i=012 - u—1.
Fiir das Element a = (ao, ai, - - -, am—1) aus L gilt:

?’_q’ — (a17 gy = = -y am)

mit

u—1
am = 6, ao-+ 2 O A, -
i=1
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Zur Konstruktion o-einfacher Lie’scher Ringe brauchen wir den
folgenden Hilfssatz 5: A sei ein Lie'scher k-Ring. Wenn m ein irreduzibler
A-Modul ist und wenn Am + 0, dann ist m der einzige in m™ enthaltene
irreduzible A™-Modul.

Beweis: Die Zuordnung a — a’ == (a, 0---0) bildet 4 isomorph
auf einen in 4™ enthaltenen Lie’schen k-Teilring 4" ab. Da av = a'v
(a€ 1; v€Em), so ist m ein irreduzibler -4’ -Modul, erst recht ein irreduzibler
A™_-Modul. Nun sei m’ ein in m™ enthaltener irreduzibler .2¢®-Modul.
Dann gibt es ein Element u = s'v;+s v+ -+ ¢ in m™ mit
vi+ 0. DaA m ¥ 0, so gibt es nach Hilfssatz 4 ein Element « aus 1, das

v; nicht annulliert. Fiir das in 4™ enthaltene Element A = (0--.0, c;, 0.--0)
gilt Au=av;$0, Au € m' ~Am. Also ist m’~ m von Null verschiedener
A™-Modul, und da m ein irreduzibler .#™-Modul, so ist m’~n m = m,
m=m, w.z b. w.

Nun sei % ein Korper mit Primzahlcharakteristik p, -/ ein einfacher
nichtabelscher Lie’scher k-Ring, o, ein Endomorphismus von A, u eine
natiirliche Zahl; ferner seien lineare Transformationen a,: des k-Moduls 4
gegeben, die der Funktionalgleichung ¢ (acb) = aocg 0 fir alle a, b
aus A geniigen (: = 1,2, ---, p—1). Wir setzen L = 4%" und definieren

Oﬂ(aO’ Qyy ="y am>1) - (ala flay =« vy a’m)
mit
=l
m = pt, Am = Gy Qo1 2, RXURE
i=1

o ist eine lineare Transformation des k-Moduls L. Um zu zeigen,
dal o ein Endomorphismus von L ist, geniigt es, die Gleichung

(39) 6(AoB) = AocaB+aodo B
fir Elemente ‘
A=(©---0,a0 - 0),

k.
B=(0---0,0,0---0)

aus L zu beweisen. Wir setzen ;0 = 0 (¢40, 1, p, p% -, p*~1; a € A)
und haben die Formeln

m—

1

. o
Uy = 2/ a; a;,

J=0

(39a) gi(aol) = aoaqb(0<j<<Tm).
Wemn ¢+ >m, so ist

6(loB)=AdAcoB=040B=0,
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woraus (39) folgt. Wenn ¢-+k%k = m, so ist
0<i, k<m, ¢(doB) =0,
AodB = (0 .0, (”‘;._l)a ob),

cdoB = (0--. 0, (mk—l)aOb),

i I M e iy

BT = (1) =om =0 man

2

und da

so folgt wiederum (39).

Wenn ¢ =0, 0k < m, so ist
k1.
6(doB) =0 ---0,acb, 0---0, op(a b)),

AoeB=(0---0,a0b,0---0, acoad),
¢AoB =0,
woraus (39) wegen (40a) folgt; entsprechend im Falle ¢ >0, k = 0.
Wenn 7 =k =0, so ist:
6(4oB) = (0 --- 0, gy(aoch),
AoeB = (0 ---0, aoqb),
cAdoB = (0..--0, gyaohb).
Da o, ein Endomorphismus von 4, so folgt wiederum (39). Wenn

0<k<i+ k< m, so ist
i+k—1.

a(AoB)z(o...o, (’tk) a,ob’0...0,(itk)ai+k(a,ob)),

Aoo‘B=(O---0, ("L';.—l) aob, 0---0 0 )

H

quBz(o e 0, (”H"{’"l) @ob, 0. uuon. 0 )
Es ist 1<<¢+k<p*. Entweder ist ¢4k eine p-Potenz, dann
ist (Z_i—k) = 0 (mod p), oder es ist o4 = 0. Auf jeden Fall ist

(’f’f) Giik(ao b) = 0.
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Da nun

(i—{—k‘—l)*_(i—{—k—-l) — (z'+kv—-1)+(i+k——l) _ (z’—{'-k)’

) k ) i—1 )

so folgt wiederum (39).

Es ist noch zu zeigen, daB L o-einfach ist. Zur reguliren Dar-
stellung von L gehort der Darstellungsmodul Ik = L. IN enthilt den
L-Modul m = 6n— L $0. Die Zuordnung a —a’ = (a, 0. -0) bildet
A isomorph auf einen Lie'schen k-Teilring £ von L ab. Setzen wir
av=aqa'ov fir alle v aus m, so wird 4/ durch m regulir dargestelit,
wie sofort zu sehen. Da £ einfach und nichtabelsch, so ist m ein
irreduzibler £-Modul, und es ist #m + 0. Ferner ist MM = m™), wie
leicht ersichtlich. Nach Hilfssatz 5 folgt, daB m der einzige in I ent-
haltene irreduzible L-Modul ist. Jeder in IR enthaltene (L, o)-Modul
MM 4 0 muB m enthalten. Da ferner M = m+om-+ -.. + 0™ m, so
muf MM = M sein, also ist M unter (L, o) irreduzibel, d. h. L ist
o-einfach, w. z. b. w.

Satz 6: FEs sei k ein Korper mit der Charakteristik 0. Im einem
endlichen Li¢’schen k-Ring mit Hauptreihe ist das Radikal ein charak-
teristisches Ideal.

Beweis: L sei ein n-gliedriger Lie'scher k-Ring, R sei das Radikal
von L, ¢ sei ein Endomorphismus von L. Zu zeigen ist, da ¢ R C R.
Das ist klar, falls R = 0 oder B = L, also z. B. im Falle n = 1. Nun
sei n>1 und der Satz bewiesen fiir Lie’sche k-Ringe, deren Rang
iiber % kleiner als n ist. L enthilt dann ein unter o invariantes Ideal
A $ 0 mit mdglichst kleinem Range iiber k.

1. Wenn 4 = L, so ist L c-einfach, also ist nach Satz 4 L abelsch
oder schlechthin einfach und nichtabelsch. Daher ist entweder R = L
oder K = 0, und dann ist der Satz klar.

2. Wenn 4 auflosbar, so ist das Radikal von L/A gleich R/4 und
dann bildet der von ¢ induzierte Endomorphismus von L/A4 nach Induktions-
voraussetzung das Radikal R/4 in sich ab, also folgt ¢ R C R.

3. Wenn A nicht auflosbar und von L verschieden, so ist nach
Induktionsvoraussetzung das Radikal von A ein unter o invariantes Ideal
von L. Nach Konstruktion von 4 folgt, da das Radikal von 4 gleich
Null ist. Daher ist An R=0, RoAd=0, RS Z(4). Da A ein
unter o invariantes Ideal von L ist, so ist auch der Zentralisator Z (4)
von A ein unter ¢ invariantes ldeal von L. Da A nicht auflosbar, so
liegt A nicht im Zentrum von L, also ist Z(A4) kleiner als L und nach
Induktionsvoraussetzung ist das Radikal B von Z (4) ein unter o invariantes

Ideal von L. Da R ein auflosbares Ideal von L, so folgt RC R. Anderer
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seits ist R ein auflosbares Ideal von Z(4), also liegt R in R, mithin ist
R = R und R ist unter ¢ invariant, w. z. b. w.

Satz 7: Uber Grundkirpern von der Charakteristik O ist jeder endliche
charakteristisch einfache Lie'sche Ring entweder abelsch oder schlechthin
emfach und nichiabelsch.

Beweis: L sei ein endlicher, nichtabelscher, charakteristisch ein-
facher Lie’scher Ring iiber dem Korper k¥ mit der Charakteristik 0. Nach
I, § 4 ist L vollkommen. Nach Satz 6 ist das Radikal von L gleich
Null. Also enthilt jedes von Null verschiedene Ideal von L ein voll-
kommenes Ideal 4 0 und da dieses charakteristisch ist, so stimmt es
mit L iiberein, d. h. L ist einfach schlechthin.

Ich mochte hier drei Vermutungen auffithren, die ich weder beweisen
noch widerlegen kann:

1. Der &uBere Endomorphismenring einer einfachen nichtabelschen,
Lie'schen Algebra mit Primzahlcharakteristik ist auflosbar,

Das ist eine Analogie zu der Vermutung von O. SCHREIER, daf} die
auflere Automorphismengruppe einer endlichen Gruppe auflosbar ist.
Nach I, Satz 16 und dem Ergebnis von CaArTaN sind einfache

Lie’sche Algebren mit Charakteristik O abgeschlossen.

2. Jede nichtabelsche charakteristisch einfache Lie’sche Algebra mit
Primzahlcharakteristik p ist p-Potenzring einer einfachen Lie'schen
Algebra.

Bei Charakteristik 0 gibt es nach Satz 7 nur die schlechthin
einfachen Lie’schen Ringe.

3. Wenn die Vermutung 1 richtig ist, so laBit sich leicht beweisen,
dal der duBere Endomorphismenring jedes p-Potenzringes einer
normal einfachen Lie’schen Algebra mit Primzahlcharakteristik p
auflosbar ist. Aus Vermutung 2 wiirde dann folgen, daf der Endo-
morphismenring jeder charakteristisch einfachen nichtabelschen Lie’-
schen Algebra auflgsbar ist. Aus 2 und 3 wiirde folgen:

Satz 8: Der Kern einer nichiauflosbaren Lie'schen Algebra ist die
Ringsumme von einfachen nichtabelschen Algebren.

Beweis: Von Null verschiedene Kerne sind gekennzeichnet als
vollkommene halbeinfache Lie’sche Algebren. Ks sei L ein von Null
verschiedener Kern. L enthilt ein charakteristisch einfaches Ideal A4 0.
Nach Vermutung 2 und 3 ist der Faktorring L/(4 4+ Z(4)) auflosbar.
Also ist L = 4+ Z(4). Jedes auflosbare Ideal von A ist also auf-
loshares Ideal von L. Da L halbeinfach, so ist das Radikal von 4 gleich
Null. Gema8 Vermutung 2 ist 4 schlechthin einfach und nichtabelsch.
Dann ist der Durchschnitt von 4 mit Z(4) gleich Null, also L die Ring-
summe von A und Z(4). Mit L ist auch Z(4) vollkommen und halb-
einfach. Nun ergibt ein Induktionsschluf die Behauptung.
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§ 5. Bestimmungen der endlichen irreduziblen (Z, ¢)- Moduin
iiber algebraisch abgeschlossenen Grundkorper.

Jetzt moge die in § 1 begonnene Untersuchung der irreduziblen
(L, 0)-Moduln fortgefilhrt werden.

1. Die linearen Transformationen aus L erzeugen einen k-Schief-
ring & bei fortgesetzter Multiplikation und Addition. Da m ein
L-invarianter Teilmodul von M ist, so ist'm auch &S-invariant. Durch
die Festsetzung X*v = Xv¢ fiir alle X aus & und » aus m wird eine
Darstellung X - X* von € in linearen Transformationen von m erklart.
Der zugehorige Darstellungsring werde mit &* bezeichnet. Da a* = o*
fiir alle a aus L, so ist L* in ©* enthalten. Daher ist &* ein irreduzibler
k-Ring linearer Transformationen von m. Da der k-Schiefring & von L

erzeugt wird und da 7o s C L C &, so folgt nach I, § 4, Hilfssatz 8,
daf S 0sC &. Also wird durch die Festsetzung

(40) 6 X = Xos

fiir alle X aus © ein Endomorphismus ¢ von & erklirt. Da L in &
enthalten ist und da M ein irreduzibler (L, ¢)-Modul ist, so ist M auch
ein irreduzibler (&, o)-Modul. Ersetzen wir in den Uberlegungen von § 1
L durch &, so folgt:

& C g*m,

Die Gleichungen (6) schreiben sich nun

m—1

(P = dront 3 @ arace)
i=v+41

v =0,1,2 -, m—1)

2. Jetzt setzen wir zusitzlich voraus, dafl der k-Schiefring & von
Null verschieden ist. Dann ist also &*m 4 0. Nach dem Hilfssatz 4
folgt, dafl
42) &*y = m fir alle v 4 0.

3. Nun sei iiberdies &* ein hyperkomplexes System: iiber k. Das
ist z. B. stets der Fall, wenn m ein endlicher %k-Modul ist. Aus (42)
folgt umgekehrt, dafl bei unserer Zusatzvoraussetzung m ein endlicher
k-Modul ist.

Da &* eine treue irreduzible Darstellung besitzt, so ist &* ein
einfaches hyperkomplexes System iiber k. Insbesondere ist &* &* = &*,
Nach (27), (28) folgt:

@¥:00@2 01® LI E&m_le.
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Ferner ist nach (17b) jedes %; & zweiseitiges Ideal von &*. Da &*
einfach, so gibt es eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl x, so daB

43) &* = $6G = ... = %, 6, $ S = 31 & = ... = 0.

4. Wir untersuchen naher den Fall x >1. Wenn 0<<i<C #, so
ist nach (17b) und dem eben Gezeigten:

0 = 56 = (:)3@ P =(’:)@*@= (:)@

Also sind die Binomialkoeffizienten (’1'), (;), .. (xil) teilbar

durch die Charakteristik von &*. Aus Hilfssatz 3 folgt, daf die
Charakteristik von &* eine Primzahl p und daf = = p# ist (u = 1).
Die Gleichungen (43) fassen wir kurz in folgender Weise zusammen:
(43a) Zu jedem x-tupel von Elementen ay, a;, - - -, ax—1 aus &* gibt es
genan ein Element von der Form (ay, ay, - - -, x—, - - -) in &. Das
wird auf dieselbe Weise wie Hilfssatz 2 bewiesen. Wenn also
0<C 7<= und a ein beliebiges Element aus &*, so gibt es genau
J- x—1.

ein Element von der Form (0.--0,4,0.--0,...) in &. Setzen
wir seine Komponenten in die Gleichung (41) mit v == m —j ein,

so folgt

(?)@*:O G=1,2- 2—1)

X / ( m )
7 il
Sei pt# die hochste in m aufhorende p-Potenz. Im Beweis des

Hilfssatzes 3 ist gezeigt worden, daB (;Z) nicht darch p teilbar ist.

Also ist @' > p. = ist Teiler von m, etwa m = zm,.
5. Wenn m, = 1, so ist nach Hilfssatz 2 & = &*™,
6. Sei weiterhin m,>1. Fir jedes Element a aus &* gibt es
genau ein Element aus € von der Form
z—1. 22—2,
4 =100 ---0, a, 710, 790, -+, Txa, -+-).

Jetzt wird gezeigt, daB r;,a =0 (¢ =1,2,-..,2—1). Es ist namlich
i =1’ pt', wobei p nicht mehr in ¢ aufgeht und 0 < p'<< . In & liegt
zu jedem Element b aus ©* ein Element

k. x—1.

B=@©: ---0,b0---0,--
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Es ist
2+i—14+pk |
AB — (0 .0, ...("+z+fﬂ—l)(na).b, )
p
Da AB in & enthalten ist und 6, S = 0, so ist
(x+2+1l)f‘ -—1) ()&% = 0.
p!‘

Es ist aber
240+ pt— 1) (Z + pt — 1) t (i’ pht pt — 1)
p.“’ = p‘u, - 1 pf" 1 $ O (p)y

also folgt: (r;a) ©* und nach Hilfssatz 4 folgt z;a = 0. Demnach hat
A die Form

z—1 2x—1

A=0... O’ a, 0 0, Ta, cel)

Dabei ist = eine eindeutige Abbildung von &* in sich. Ferner ist nach
{26) zu jedem a aus &* ein Element von der Form
J JHx—1.
A =0-.. 0’ a, 0o... O, T4, ...)

in © enthalten. Sei nun (o, @, -+ -, @x—1, - - -) ein beliebiges Element
aus &, dann gibt es Elemente 4; von der Form
<. i+,

A= (0 ---0,a,0 ---0,7a, --) G=0,1,2,---, x—1)

in&. Da die ersten z-Komponenten des Elementes 4 — (4o+ 4,-+-+ 4»_1)
aus & verschwinden, so ist es Null, also 4 == 4,-+ 4, - -+ +4,_;. Dem-
nach hat 4 die Form

4= (@gy 1y < -+ A1, Tllg,y - - )-
Nach (26) ist )
(44) d'4 = (@ QGit1, - -+, Amtie1)
und nach dem eben Gezeigten folgt

'(45) Qitx — TaQ;.
Wenn wir nur voraussetzen, da 1 < x<m, so gibt es zu jedem a

xz—-1.
aus ©* genan ein Element von der Form 4 ==(a,0 --- 0, vq, --.).
Also wird durch = eine eindeutige Abbildung von &* in sich definiert,
die ersichtlich den Regeln
(46) t(a4+b) = ra-+rb,
@7 t(ha) = Ata

§*
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geniigt. Ist b ein zweites Element aus ©*, so gibt es ein Element B

x.
von der Form (6, 0 --- 0, zh, ---) in &. Dann ist:

.
AB = (ab,0 --- 0, a-vb+za-b, --)ES,
also
a-thtra.b = r(abd).

Wenn x = 1, so lehrt die Formel (45), daf & aus dem m-tupeln
(a,va, -, s 1a) mit g € S* besteht,
Als Ergebnis haben wir erhalten:

Satz 8: Der k-Schiefring € hat einen der drei folgenden Typen:

1. S besteht aus allen m-tupeln (a, ta, t%a, - -+, T 1a) mit o aus S,

wober m > 1.

II. Die Charakteristik von k ist eine Primzahl p. © besteht aus allen
m-tupeln
(aOy Ay v vy Bx—1y Thoy TRy = -7y Thx—1y - 1y a1 doy * vy 7ol Q1)

mit Komponenten ay, ay, - - -, dz—q aus &%, wobei
x = pk{p >0), m == mgx(my > 1)

III & == &*™  yobei entweder m = 1 oder die Charakteristik von k ist
eine Primzahl p, und es ist m = pt (@ >0).
Daber ist © eine lineare Transformation des k- Moduls ©*, die
der Funktionalgleichung v (ab) == a-tb+7ra-b geniigt.

7. Jetzt wollen wir zusitzlich voraussetzen, daf der Grundkorper k
algebraisch abgeschlossen ist. &* ist ein einfaches hyperkomplexes
System iiber k, also ein Matrizenring, und da m eine treue irreduzible
Darstellung von ©* vermittelt, so besteht &* aus allen linearen Trans-
formationen von m.

Jetzt priiffen wir, ob unter den getroffenen Voraussetzungen die
Typen I und II des Satzes 8 iiberhaupt vorkommen kénnen. Nach
I, Satz 20 ist

Ta = q-1

mit festem ¢ aus ©*. Da¢;t=0(=1,2,---,m —1), so ist T = ({,0.--0)
in € enthalten. Jedes Element aus © hat eindeutig die Form

4 = (aﬁy Qyy o vy A1y Ty Ty, » v 75 Ty, v - '))
wobei im Fallel x = 1 gesetzt ist. Da nun

Ao T=(mot,qy0t, -« auq0t ")
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und nach (26):

6*4 = (7“0, Ty * o0y Ty, = ° '))

so folgt: 4 o T=0¢* 4. Im Falle II folgt nach I,§4,(13)aus 6 4 = d o s
und aus z = p¥, daB ¢* A4 = 4 og*. Im Falle T ist ebenfalls
0*A=04= Ados=Aos* Demnach ist in beiden Fallen

Ao(—T) =0
fiir alle 4 aus S.

Da k algebraisch abgeschlossen, so gibt es ein von Null verschiedenes
Element «# aus M, so daB s'u=2Au, wobei s’ = s*— T gesetzt ist.
M, sei der k-Modul, bestehend aus allen Vektoren u, fir die s'u = Au.
Da s mit @ elementweise vertauschbar ist, so ist S}, unter & invariant.
Da M, 0, so enthdlt M, einen irreduziblen &-Modul m’. Fir alle »’
aus m’ ist:

v = V4TV = A/ +Tven',

Also ist M = m'+sm’---s*~1m’ unter s invariant. Wie frither folgt
nach Hilfssatz 1, daB M’ unter & invariant ist. Da nun M ein irreduzibler
(&, 0)-Modul, so ist ' = M. Wie im § 1 folgt hieraus, daf der
&-Modul 9% hochstens # Kompositionsfaktoren besitzt, wihrend doch
nach Satz 1 die Anzahl in Wirklichkeit m, also groBer als = ist.

Demnach ist in Satz 8 bei algebraisch abgeschlossenem Grund-
korper nur der Typus III moglich.

Dieser Typus wird unter der Annahme m >>1 weiter untersucht.
Jetzt wenden wir auf & die Uberlegungen des § 3 an. Wir stellen fest,
daB N&* =@&*. Dak algebraisch abgeschlossen, so ist Z(S*)=2Z,(§*)=k-1.
Also ist s;= 0, wenn j 0, 1, p, - - -, p*~? 7

5= pi- 1 G=1,2---, p—1)
Setzen wir nun
#—1
(48) @ = ' — 2 piat,
o
so folgt
(49) (f (@) a)* = a* os,.
Satz 9: Das in (48) definierte Polynom f(§) ist unter allen Poly-
nomen.
L '
(49) g = ¢&r ——2 LE (A>0; wenn X =0, s0 1y =0)
i=0

Jiir die es eine lineare Transformation z von m gibt, so daf

(50) (9@ a)* = a*ox
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Siir alle a aus L, eindeutig bestimmt als das Polynom niedrigsten Grades,

dessen hichster Koeffizient 1 ist.
Beweis: Man setze ¢4 = Aos fiir alle 4 aus &. Nach I,84,(13)

ist 6?4 =4Ao s”‘, also ¢ (0) A = Aog(s). Nun setzen wir:

0d = (Ao g()* —A* o x.
Nach (50) folgt nun: ga = O fiir alle ¢ aus L. Ferner ist ersichtlich:
0(A+B) = ¢A+oB, ¢A4) = oA, ¢(4B) = A-¢B+eAd-B.
Da nun & aus L erzeugt wird, so folgt ¢ 4 = O fiir alle 4 aus &, d. h.:

(60 a) (9(0) 4)* = A*o .
Sei A = (ay, a4, - - -, am—1) ein Element aus &, dann lautet (50a)
auf Komponenten umgerechnet:
A—1
(51) ap = @ ° g+ 2k s
=

Wenn hier A< p, so liegt fir beliebiges a aus ©* das Element
p
»h
0..-0,a 0---0)inS. Setzen wir seine Komponenten ein in (51),
so folgt @ = 0, was der Voraussetzung &* + 0 widerspricht.
Wenn aber 2 = u, so folgt aus (49), daf

p—1
@y = (o © Sy-+ Zma 0
v ~ "
also
u--1
0 = a0 (sy—2)+ 2 (ui— ) Ay -
i==0
Da fiir ay, ay, ap, - - -, (1 §ANZ beliebige Kombinationen von @ Elementen

aus ©* eingesetzt werden durften, so folgt (4;— 4)&* =0 und da
&* £ 0, so ist
Hi = A O =i<p),
w. z. b. w.
Im Anschlufl an den Satz 9 wollen wir noch beweisen, daf f (&)
Teiler von jedem der Polynome g (&) ist. Es sei § die Menge aller

Polynome

RE = 2 %E? (x: € 1),
i=0
zu denen es eine lineare Transformation x gibt, so dal
(h(o)a)* = a*ox

fiir alle @ aus L. Es ist klar, daf § ein £.-Modul ist. Wir zeigen, daB
das Potenzieren mit p nicht aus £ hinausfiihrt.
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Man setze ry == yx—zy = yox fir alle linearen Trans-
formationen y von m. Ks ist (h{e)a)*= va*. Sei schon bewiesen,
daf (& (o) @)* = ria*. Dann folgt

(h (@ ) = (R (0) (h (OF a))* = = (h (o) a)* = 7 (zxia*) = virig~.

Nach p Schritten folgt:
(R (0)Pa)* = vra*.

Da P g% = g* o xP, so fithrt das Potenzieren mit p nicht aus $
hinaus.

Unsere Behauptung folgt nun aus dem

Hilfssatz 6: & se/ esn Korper mit Primzahlcharakieristik p,  sei ein
nicht leerer k-Modul von Polynomen der Gestalt

*

(62) 2 HEr (= €h),

i={
in dem mit h auch h? enthalten ist. Dann besteht © aus allen Poly-
nomen

(63) h(§) = P{f(#),

wobet f(¥) ein festes Polynom von der Gestalt (52) ist und P alle Poly-
nome von der Gestalt (52) durchlivft.

Beweis: Wenn § == 0, so setze man f(§) = 0, dann ist der Satz
bewiesen. Wenn  von Null verschiedene Polynome enthalt, so gibt
es in § ein Polynom f(£) niedrigsten Grades, etwa vom Grade p# Wir
normieren f (&) noch so, daB der hochste Koeffizient 1 wird, Fiir ein
Polynom ¢ (¥) vom Grade p# mit hochstem Koeffizienten « folgt nach
Konstruktion von f(§), daB g(§) — af(§) = 0, also g (&) == Q(f (&)
mit @ (§) = a&. Ferner ist 0 = P (f(§))-mit P(§) = 0. Kssei schon
bewiesen, daf sich alle Polynome aus $, deren Grad hochstens p*—!ist,
in der Gestalt (53) ausdriicken lassen. %(%) sei ein Polynem aus H
vom Grade p” und mit dem hochsten Koeffizienten 8. Dann hat 8. f(E)7" ™
ebenfalls den Grad p* und den hochsten Koeffizienten & und ist in 9
enthalten. Die Differenz 2 (¥) — 8 (5)*" ™ ist in © enthalten und hat
hochstens den Grad p*—%, also ist nach Induktionsvoraussetzung

R(E)—Bf (&P "= P (f(¥),

wobei P, (§) die Form (52) hat. Dann hat P(§) = P, (§)-+ 857" eben-
falls die Form (52), und es ist 2 (8) = P(f(¥)). Demnach lassen sich
alle Polynome aus  in der Gestalt (53) ausdriicken.

Die Umkehrung des Satzes ist klar.

Wir bemerken noch, daff bei gegebenem Polynom f (§) die lineare
Transformation g bis anf ein skalares Vielfaches der identischen
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Transformation als additives Zusatzglied eindeutig bestimmt ist, weil
Z{(L*)=k-1. Ferner haben wir friither bewiesen, daB es bei Primzahl-
charakteristik von % stets irreduzible (L, o)-Moduln gibt, die einen vor-
gegebenen endlichen irreduziblen Z-Modul enthalten. So haben wir als
Ergebnis erhalten:

Satz 10: Gegeben ser ein r-gliedriger Lie'scher Ring L iiber algebraisch
abgeschlossenem Koeffizientenkorper k, ferner ein Endomorphismus ¢ von L
und ein endlicher, irreduzibler L-Modul w. Gesucht sind die endlichen
trreduziblen (L, ¢)-Moduln MR, die als L-Modul betrachtet, den L-Modul m
enthalten.

Wenn die Charakteristik von k Null ist, so miissen IR und mt iiberein-
stimmen, und die Aufgabe ist dann und nur dann losbar, wenn es eine
lineare Transformation s von m gibt, so daf durchweg gilf:

(ea)v = (as—sa)v (a€L; vEm).

Wenn die Charakteristik von k eine Primezahl p ist, so ist die Auf-
gabe stets lisbar. Alle Moduln I werden durch die folgende Konstruktion
erhalten: Zwischen den r 4+ 1 Uinearen Transformationen o, 6%, - . ., 6 des
r-gliedrigen k-Moduls L besteht eine nichilriviale lineare Relation, die sich

¥ :
auf die Form o == Y x; 0¥ bringen lifit. Unter den endlich vielen Teilern
[

—1 . A1
des Polynomes g(§) = 51’"~—_§2,‘ % E7 yon der Gestalt h(§) = §2’}‘———,%3~; &',
4 o=

i=8
Jiir die (h{0) a)* == a* oz durch eine lineare Transformation x von m

—1 .
losbar ist, sei f(§) = &2* —JE: wi E7 dasjenige von kleinstem Grade. Es
=0

set etwa (f(0) a)* = a* o 8. In dem gemdfi der Vorschrift des § 3 kon-
struierten L-Modul T = m™ 9 werde die lineare Trangformation s definiert
durch die Regeln:

s(sfy) = sty (1=0,1,2,.--,m—2),
x—1

{b4) s{s™ly) = v+ _z; ms?’iv.
£ o

Dann ist M ein srreduzibler (L, o)-Modul, der als L-Modul betrachlel den
L-Modul w enthiilt. Die einzige Willkiir in der Konstruktion von IR besteht
in der Ersefzung von sy durch so+4-1 mit beliebigen Aoaus k.

Satz 11: Wenn der Endomorphismus ¢ des vorigen Safzes nilpolent
ist, dann sind alle Eigenwerte der lincaren Transformation s einander
gleich. Zu jedem vorgeschriebenen Eigenwert von s gibt es genau einen
irreduziblen (L, o)-Modul, der als L-Modul betrachtet den vorgegebenen
frreduziblen L~-Modul m enthdl.
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Beweis: Jedenfalls gilt e* = 0. Es sei p?¢ die erste Potenz von p,
die nicht kleiner als r ist, dann ist o7 =0. Das Polynom f(¥), das
bei der Korstruktion der irreduziblen (L, ¢)-Moduln auftritt, hat p-Potenz-
grad und ist Teiler von §7°. Also ist f(§) = 70 <p < ). Daher
haben wir die Gleichung (07“a)* = a* o s, (a € L). Wie frither folgt

. —H . . . ~ L
hieraus 0 = (67%q)* = a* o s&* . Die lineare Transformation sZ°

liegt in Z (L*) und da k algebraisch abgeschlossen, so ist s g 7-1.
Wir setzen 8 = y?"* ¢ und erhalten

pe-1

(So”‘“‘ﬂ'l)pg_'u = 8 ———-)/.l — 9‘

Demnach besitzt die lineare Transformation s, nur den einen Eigen-
wert 8. Nun ist nach (54) s?” v = gyv fiir alle v aus m. Also

v '—:S(??”g@ & 2 Spg‘si'l": r&v (@.:Or L,2,--4p —1)7
also

s =y _]5
Setzen wir nun e = y? %, so folgt
(3——.(1. 1_)1’9: spg—-.;/.l — (l.

Die lineare Transformation s von MR besitzt nur den einen Eigenwert «.
Fordern wir jetzt, dafl umgekehrt s den Kigenwert o haben soll, dann
muf s, den Eigenwert 8 = «?”haben und durch diese Forderung ist s,
eindeutig bestimmt. Namlich nach Satz 10 sind nur die Ab#énderungen
89— 8o -+ d -1 erlaubt, dabei geht aber der Eigenwert 8 von s, iiber in
B-d. Also ist keine Abiinderung mehr zulissig. Damit ist der Satz
volistindig bewiesen.

§ 6. Eine Identitat.

Wir wollen zeigen, dafl in jedem Schiefring, dessen Charakteristik
eine Primzahl p ist, die Identitat

(55) (@+y? = aP+yr+ Ay (x, y)

gilt, in der 4, (x, y) eine gewisse Summe aus Kreisprodukten mit je
p Faktoren, die entweder x oder y sind, ist.

Es sei P der Potenzreihenring in zwei nichtkommutativen Variabeln
o, y liber dem Koeffizientenbereich o der ganzen rationalen Zahlen.
B, sei das n-te Maaxussche Dimensionsideal, bestehend aus allen Potenz-
reilien, in denen nur Potenzprodukte aus mindestens » Faktoren o oder y
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vorkommen. %, sei der von x und y erzeugte o-Modul. ¥; sei der von

z oy =xy—yx erzeugte o-Modul, allgemein sei &%, der von allen

Kreisprodukten mit » Faktoren, die gleich x oder y sind, erzeugte o-Modul.
& sei die von den Potenzreihen

s, = l+z, st=1—z+a'—2*. ..,

8, = 1+y, S‘;I: Iwy+y2~—y3.

erzeugte maultiplikative Gruppe. §, sei die n-te MaGNUssche Dimensions-
gruppe, bestehend aus allen Potenzreihen aus {, die mod P, der 1 kon-
gruent sind (deren ,Anfangsglied“ mindestens die Dimension » hat).
MacNus hat bewiesen?), daf
1. ¥ die freie Gruppe aus den zwei Erzeugenden s, s, ist,
2. als Glieder n-ter Dimensionen der Potenzreihen aus . genau die
Elemente aus %, auftreten,
3. T gleich dem n-ten Gliede der absteigenden Zentralreihe von § ist,
4. hat MacyNus einen neuen Beweis der Harvrschen Identitit

(56) (s,8,)0 = sPsp2p 2y --- 2¥ | 2,

gegeben, in der p eine Primzahl und Z; in ; enthalten ist.
Das Multiplizieren der Elemente aus B mit p ist ein Operator p,

der P auf ein Ideal pP abbildet. Da die Binomialkoeffizienten (11} ),

( 12’ ), e, ( p 1) alle durch p teilbar sind, so gelten die Kongruenzen:

sP= (14 = 1+£1"(§?€3+%p+1),

sf = 1+y?(pP+PB,.),
(58)P = l+@t+y+tzy)?r=1+@+y? PP+ B,
da
Zi= 1) (=2,3,---,p—1),
so folgt

zZp = 10p%+%,).
SchlieBlich folgt nach dem zweiten Resultat von MacNus, da8

ZP = 1 +/1p (.Z‘, y) (%}H—l)y
wobei A, (x, y) in &, liegt.

1y W, MaaNus, Beziehungen zwischen Gruppen und Ideslen in einem spesziellen
Ring. Math. Ann, Bd. 111, 2, 8. 259—280. Ferner: Uber Beziehungen zwischen
hsheren Komutatoren. Crelle, Bd. 177, 2, 8. 106—115.
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Jetzt folgt aus der Harischen Identitit die Kongruenz:

(x+y? = x?+y?+ Ay (2, y) (pPB+ Bp+1)

und da auf beiden Seiten der Kongruenz nur homogene Polynome p-ten
Grades stehen, so folgt eine Identitit der Gestalt:

(67) (x+y)? == 2P +y? + Ay (z, y) +p Pz, y),

in der P(x, y) ein homogenes Polynom p-ten Grades in z und y mit
ganzzahligen Koeffizienten ist.

Daher gilt in jedem Schiefring mit der Charakteristik p die
Identitit (55).

E. ArTiN hat mir den folgenden direkten Beweis der Identitit (55)
mitgeteilt, den ich mit seiner freundlichen Erlaubnis hier versffentliche.

£ sei der Polynombereich zweier nichtkommutativer Variabeln x
und y iiber dem Korper & aus p Elementen. In dem Polynombereich Q [#]
einer Variabeln ¢ itber Q wird das Differenzieren durch die Festsetzung

L3 Pyt = Dine e
i=0 =0

erklart. Dann gelten die Rechenregeln:

d dt
E‘{(P(mv ?/)) = O) ?{7 - 17

L GO+ = L) +-2 40,

dg (¥)

ar)
i T a9

L0 = 1)

Man berechne die Ableitung von (x¢-+y)? auf zwei Weisen und
setze in der entstehenden Identitit fiir £ den Wert 1 ein!

Das Differenzieren der Potenzen von z = z¢+y geschieht nach
der Regel:
- d /M .. -
(58) e =2 () @ ey,

dt i=1\1
wobei
tu = zou, Pu = u, {Hly = [ (P u)

gesetzt ist. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion erbracht,

Es ist (—1%- (2) = x, also die Formel (58), fir m = 1 richtig. Ist sie
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schon fiilr den Exponenten n bewiesen, so folgt:

_ad?_ (2n+l) _ iid? (Z . Zn) = ph +Z . % (Zn)

= gt i(’; ) 2 (1) 2,

(@) = () (Gt g,

Da nun

so folgt:
(? n () = 12 ( )(szx) 2tk 2 ( ) (L 1) pntr—t

=[x+ 2;: (z' ﬁ 1) (L1 ) gni—i

"
+> (n) (Li—1g) prti--i
“~\;
n41 !

-5 (n ;{- 1) (51 ) gnt1=s

1==1

Also gilt die Formel allgemein.
Fiir {™2 wird durch vollstindige Induktion die Formel:

m—1
(69) {ma = 2 A i (r, y) 71 (m > 1)
i=1

bewiesen, worin .1, ; (x, y) die Summe iiber alle Kreisprodukte von der
Form z, © (xs © (25 © -+ (¥me1 © @) ---)) mit 2 Faktoren z, m —7
Faktoren y und der Bedingung x» = x. Da die Binomialkoeffizienten

py ey 2 » teilbar si ,
(1), (2), ) (p—-—l) durch p teilbar sind, so folgt:

p—=1
d

(60) gy @) =z = 2 Ay i (@ ) 72,

Andererseits ist
Pl

2= (xt+y)? = a? t1’+J3’+Z Pi(z,y) t,
d . i
(61) —(eP) = 2 i P (x, y) 11,
dat i=1
Vergleich von (60) und (61) ergibt:

1 .
P (a, ?/) = '";‘A‘I};,E(T, ?/) (f==1.2-- ~,]?—1).

?""

(rt+y)? = xvtv 4 »;'+Z il )t
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Wird in dieser Polynomidentitat fiir ¢ der Wert 1 eingesetzt, so folgt:

@+y)? = 2P+ y?+ Ay (x, y),
wobei

Ay, y) = S Ap,i (@, y)

gesetzt ist.
In einem beliebigen Ring P mit Charakteristik p folgt

Pt
6 Eztop? = Partrryr+ X 1 E A ),

wobei & 7 aus P stammen.
Nun sei £ der Polynombereich der nichtkommutativen Variabeln
Zy, Tg, Ty, -+, Xy Uber 0. &y sei der aus allen Kreisprodukten mit
m Faktoren, die jeweils gleich einer der Variabeln 2; sind, durch Addition
erzeugte Modul. Als Verallgemeinerung der Identitit (62) soll jetzt
bewiesen werden, daf Identititen von der Form
n 3 ¥
(63) (ZﬁmY=:ZL2@@mWZM;@) (»=10,1,2-
J=1 =0
bestehen. Dabei wird mit (m;g) irgendeine Partition m = g, -t~ + pn
der Zahl m in » nicht negative ganze Zahlen py, ps, - - -, #n bezeichnet.

> sei das Zeichen fir ,Summation iber alle Partitionen von m*,
{m; w

Eomit) sei die Abkitrzung fiir &4 &' ... & (& € P), P(z) sei die Abkiirzung
fir P(xy, @y, - - -y #n), Fm;w (@) sei der aus allen Kreisprodukten mit
m Faktoren, von denen u; Faktoren gleich z; sind, erzeugte Modul.
A w (z) bedeutet ein eindeutig bestimmtes Element aus ¥, o ().
Vorweg werde bemerkt, daf fiir alle A, (z) aus & pu:

(64) A (&1 Ty, Eg Xy, - -+, En Tn) = E™D Ay (2).

Die eindeutige Bestimmtheit der Ay w {x) wird durch Induktion
nach ¢ gezeigt, dabei wird in den Identititen jeweils § = &=...=§,=1
eingesetzt und die Tatsache benutzt, daf zwei A () mit verschiedener
Partition als Polynom in ay, @, - - -, 2, betrachtet kein Monom gemein-
sam haben.

Wenn n = 1, so ist die Formel (63) klar. Man setze nimlich:

41(1;‘“) = &y, ‘/1(7)‘ w = 0 (Z>’O),

wobei p jeweils die einzige Partition p/-= p/ von p/ist. Ferner setze
man bei beliebigem n: Aq;u)= x;, wobei p; die Partition

1= 0404 os 404140+ 40
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Dann gilt die Formel (63) fiir » = 0 und alle n. Endlich sei L (z) der
aus xy, s, - - -, Tn erzeugte Lie’sche Ring. Es gilt die direkte Zerlegung:

Lx) = 21 W, (z).

Wenn also ein homogenes Polynom m-ten Grades in L (z) enthalten ist,
so liegt es in ¥, (x). Hieraus ergibt sich folgende

Substitutionsregel: Wenn Q(X,, Xs,---, X' ) in Wy (X1, Xs, -+, Xo)
enthalten st und r grofer als 1 ist, wenn ferner f;(x) in Wy (x)
(=1, 2,---,s) enthalten ist, so liegt

Q= QUA@™, (@)™, - -, (fi@)?)
in W, (x) mit

8
¥,
q :237 507 B

Denn @ ist ein homogenes Polynom vom Grade ¢ und da » > 1,
so folgt nach I, § 4 durch vollstindige Induktion nach r und s, daf @
in L (z) enthalten ist.

Nach - (8D) ist

(+25)? = 2P+ (mod ¥y ().
Sei schon bewiesen, daB

<Z:: CUJ‘)II—=— 12 zf (mod ¥, (x)),

(jgw’)

dann folgt

j=1

22136;) + .Z';+1+ Ap( 2‘7{17 xz+1)

( Sx + xz+1)
|

4

l
M~

x?+0+xz+l+0

1

zf (mod ¥y).
1

H
L

[}

4

Nach n —1 Schritten folgt:

QZ x,) 2 & (mod ¥, (z)),
(2971) ﬁszﬂ_{,_ 2 Ap; (),
J=t (pip)
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wobei A, (2) aus ¥y (x) stammt. Hieraus folgt nach (64), daB

% r n
(65) (2 fsj:cj) = 28 af + 2 EE A (@),
J=1 J= pip

mithin gilt die Formel (63) fiir » == 0, 1 und beliebiges #n. Nun sei die
Formel (63) schon bewiesen fiir » = 0,1,2, --.,% (x > 1) und beliebiges n.

Insbesondere gilt
L
(2af =3 = arie.

=0 (pw

Aus der Substitutionsregel und nach der bei beliebiger Variabelzahl
giiltigen Regel (65) folgt:

i n r,x«)-x
( ZxJ) = 2 2 ( i (:c) (mod ¥ A (),
W=l =0 (5 w0 rs
[ % 241 241
-y r -l K4 1—i
PN )
J=1 g=0 (p’?!‘) .
wobei A, » (@) aus &, P (x) stammt. Ersetzen wir z; durch &,

so folgt nach (64) die Formel (63) fiir » = =+ 1.
Die zu beweisende Formel gilt fiir » = x4+ 1, wenn sie fiir v = =
gilt und da sie auch fiir » = 0, 1 richtig ist, so gilt sie allgemein.

§ 7. Eigenfunktionen und irreduzible Darstellungen
von nilpotenten Lie’schen Ringen.

H sei ein nilpotenter Lie’scher Ring mit der Klasse ¢ iiber algebraisch
abgeschlossenem Grundkorper k mit Charakteristik p > 0. % — % sei eine
irreduzible Darstellung von # in linearen Transformationen eines endlichen
k-Moduls IR. H sei der zugehorige Darstellungsring. Nach I, § 2 sind
die Eigenwerte jeder linearen Transformation % alle untereinander gleich,
etwa gleich e,. Ferner ist

Bep1 (H) = Beye (H) = --- = 0.

Es sei p* die kleinste p-Potenz grofier als ¢— 1. Fir ein beliebiges
Paar von Elementen a,, a; aus H folgt nach (63):

(66) (@1+ ax)?" = 2 > A, (at,az)

=0 (ph w

Nach der Substitutionsregel folgt

(p o) (al’ Clz) °© b e w p*41 (aly (‘27 b) S 8px+1 (H) = 0
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fiir alle » aus H. Nach Korollar zu Hilfssatz 4 ist A‘fp " (@, az) Viel-

faches der identischen Transformation. Wir definieren: o o (ay, as)
ist der Eigenwert, der dem Element £ (w0 (a3, as) durch die Darstellung
h— h zugeordnet ist, d. h. L (a1, as) ist der einzige Eigenwert der
linearen Transformation A e (a1, a2). Ans der Formel (66) folgt:

o

(67) aaﬁ«% == 2 2 (% “w (a'ly aS)

Ferner folgt aus Ak = 4. h, daB
(68) oip — lah.

Definition: Eine eindeutige Abbildung 2 — a3 von H auf Elemente
aus k heiBt Figenfunktion auf H, wenn die beiden Regeln (67) und (68)
erfilllt sind. Mit denselben Schliissen, vermoge deren die allgemeine
Formel (65) aus der besonderen Formel (55) und der Regel (64) abgeleitet
wurde, folgt nun aus (67) und (68) die allgemeine Regel

(69) “,, = f S @0 ey, @F

a =0
Pt (ot

wobei e ., (@) der Wert der Kigenfunktion  in /. 0 (@, gy, ttn) ist.

Da (e + ﬂ)” M +ﬂi’, so0 ist die Summe zweier Eigenfunktionen
wieder eine Eigenfunktion. Ferner folgt aus der Definition der Eigen-
funktionen, daf jedes skalare Vielfache einer Eigenfunktion wieder
Eigenfunktion ist. Alle Eigenfunktionen auf H bilden also einen
I-Modul F(H).

Hilfssatz 7: Wenn eine Eigenfunktion verschwindet fiir alle Elemente
einer reguldren Basis, so verschwindet sie identisch.

Beweis: Der Satz ist klar, wenn » = 1. Es sei » >>1, und der
Satz sei bewiesen fiir nilpotente Lie’sche k-Ringe, deren Rang kleiner
als 7 ist, ferner sei & eine Eigenfunktion aus H, die in %y, hs, - - -, Ar
verschwindet, wobei die 4; die Elemente einer reguldren Basis von H
seien. Auf dem (r —1)-gliedrigen Ideal H, = {hs, ks, - - -, hrj wird durch
die Festsetzung 8, = ay, fiir alle & aus H, eine Eigenfunktion 8 definiert,
die in den r—1 Elementen k,, %, ---, h, verschwindet. Da diese
Elemente eine regulire Basis von H; bilden, so folgt nach Induktions-
voraussetzung, daf B8, =0 fiir alle 2 aus H. Jedes Element 2 aus H
1aBt sich eindeutig in der Form % == Ah,—+ 7' mit 2" aus H, darstellen.
Setzen wir in Formel (69) ay=hy, as=~H4"; & =14, § =1 ein, s0

folgt = 0, denn es ist e, = 0 und alle 7 " liegen in H,. sobald ¢ >0.
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Aus diesem Hilfssatz schliefen wir, daf durch die Zuordnung
(70) o ooy hl+ahz he - +“h,. lir

eine isomorphe Abbildung des A-Moduls F'(H) aller Kigenfunktionen auf
einen Teilmodul von H definiert wird. Daher ist die Dimension von F( H)
iiber % hdchstens gleich ».

Satz 12: Die irreduziblen Darstellungen cines r-gliedrigen nilpotenten
Lie’schen Ringes H iiber algebraisch abgeschlossenem (frundkirper k mit
Primzahlcharakteristikc p haben p-Potenzgrad. Ordnen wir dem Basis-
element h; einer requliren Basis hy, hy, < -, hy den Wert o; aus I 21, so
7ibt es genaw eine irrveduzible Darstellung von H, bei der dem Element hy
ey Figenwert o; eugeordnet ist.

Beweis: Wenn » == 1, so folgt der Satz nach I, § 2. Es sei die
Behauptung bewiesen, falls der Rang von H kleiner als » ist, und es
sei der Rang » von H jetzt grofer als 1. Dann ist L == {hy, A3, ---, 1))
ein Ideal von H, dessen Rang iiber & gleich » — 1 ist, so da H = L-+k7,.
Durch die Festsetzung o¢h = ko A, fiir alle 2 aus L wird ein Endo-
morphismus ¢ von L definiert. Nun sei IR ein irreduzibler H-Modul von
endlichem Rang iiber .. Dann ist M ein irreduzibler (L; o)-Modul.
wobei dem Endomorphismus o dieselbe lineare Transformation wie dem
Element %, aus A zugeordnet wird. Da mit A auch L nilpotent ist, so
hat nach Induktionsvoraussetzung jeder in IR enthaltene irreduzible
L-Modul m p-Potenzrang iiber k. Nach Satz 10 hat auch Y p-Potenz-
rang. Nun sei jedem Basiselement 7; ein Element «; aus & zugeordnet,
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es genau eine irreduzible Darstellung
von L, bei der dem Element #; der Figenwert «; zugeordnet wird, Sic
werde durch den L-Modul IR vermittelt. GemiB Satz 11 gibt es genau
einen irreduziblen (L, o)- Modul M, der als L-Modul betrachiet den
L-Modul m enthilt mit der Eigenschaft, daff dem Element %, eine lineare
Transformation mit dem Kigenwert e, zugeordnet wird. Damit ist alles
bewiesen.

Aus diesem Satz und der Bemerkung unter Hilfssatz 8 folgt, daB
die Dimension des k-Moduls aller Eigenfunktionen auf H genau gleich »
ist und daff jede Eigenfunktion auf H auch wirklich als Eigenwert-
verteilung einer eindeutig bestimmten irreduziblen Darstellung von H
vorkommt.

Satz 13: Nach Wall einer geeigneten reguliiren Basis hy, by, -+, Iy
des nilpotenten Lie'schen k-Ringes H mit der Klasse c liifit sich bei beliebiger
Figenwertverteilung e der Eigenwert ), des Elementes

h = 351 Iy & 722‘*‘:53 hyt+ - - +§1']1r
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eindeutig in der Form

¢
7w 29, ip"
a = F 2 3 e,

darstellen, wobei
a) p° gleich der kleinsten Potenz von p, die gréfer als ¢ —1 ist,
b) «; gleich dem Eigenwert oy von h;,

¢ Zet1(H) = 0,
Z(H) = {hl "';kr}7
Zey(H) = {hlc hl ’ Ty kr}’
H = ZL(H) == {]21; h2; ] )-c kl ] kr},

) lﬁ’;;;  gewisse nur von der Wahl der Basis %y, hs, - - -, k- abhiingige

Konstanten sind.

Beweis: Die Wahl der Basis Ay, ks, ---, A von H ist gemaB c)
auszufithren. Da die 3;(H) eine Zentralreihe bilden, so entsteht eine
regulidre Basis.

Es sei & — & eine irreduzible Darstellung von H in linearen Trans-
formationen eines endlichen k-Moduls mit der zugehérigen Eigenwert-
verteilung «. Wie berechnet sich der Eigenwert «; von & bei gegebenen
Eigenwerten «; der 4;?

Es ist

”
2 Eihy= 2 ELm,
i=1 a;w
wobei fir die Partition _
p=0-+ ... +0+J1+0++0
gesetzt ist:
Ao = 60{51‘1- — b L
d;=0, wenn % j.
Ferner ist:
(2 Eihz) Z (4w l(l;y)%i)p_*" 2 E(p;")f(p;y),
1 Q5w =1 (p;
wobei
Ty S #p(h) & 3o (H).
Also ist

,
@
Ly, = ; Aips o hiy

r _ » r .
(igl §i ki) 2 2 (E(l w l(l D] hz)p + 2 §(p;y) }'E?HH) hi.

QG i=14 (p;p) b=
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Es sei schon bewiesen, daf es Konstanten lf';,m) gibt(j=0,1,2,..., »;
izlp,,---,r), so daf

y A\p¥ v r ) _ )
&h) = @50,
2 (z:zl i h) ,;o (1%4) lgpj(g g % ha?

Dann folgt nach der Regel (65) und der Substitutionsregel, daB

Bl (Sl

=1

r

y
= oW 3@, ot

+
vV,

Vo1, .
( )(_E(P P ) F(pﬂ'l;,u)«‘
V4

M

wobei I’ P ein von der Darstellung % —h unabhingiges Element aus
.8pv+1 (H) iSt, also
T, T Rl —‘+ lf;,m; w h; mit Konstanten lﬁ?,m; m aus k.
pl’ 1
Hieraus folgt Formel (72) auch fir »+ 1 statt ». Nach ¢ Schritten
folgt die Formel:

r A\ 4 r ; — ol
(18) (1;1 Eiki) = (E"’j;f"l&m)ki)" .

=0 phwi=4y

-
Hierbei sind sinnlose Summen durch 0 zu ersetzen, z. B. g: e =0,
i= e+t

Fir ¢ 24 ist WC 3, (H) und nach I
W oS Zyy (H)o 2y (H) S Zyo+1(H) = 0,

also sind in (73) alle Summanden rechts mit H elementweise vertauschbar,
also nach dem Korollar zu Hilfssatz 4 skalare Vielfache der identischen
Transformatior}. Hieraus folgt wie frither die Formel (71) durch Ein-
setzen der Eigenwerte und Ausziehen der pf-ten Wurzel, w. z.b. w.

Als Nebenresultat erhalten wir:

Satz 14: Ein r-gliedriger nilpotenter Li¢’scher Ring H iiber dem
algebraisch abgeschlossenen Kivper k mit Charakteristik p >> 0 besitzt stets
eine treue und vollreduzible Darstellung 4 in Matrizen: 4 kann genaw dann
srrveduzibel gewdhlt werden, wenn das Zentrum von H 1-gliedrig ist.

Beweis: Wir erginzen eine Basis %41, Azse, - -+, Ay von 3(H) zu
einer reguliren Basis Ay, /iy, - - - b von H. Es gibt eine irreduzibel
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Darstellung #; von H mit der Eigenwertverteilung «®, so daf «j.) =1
(@)

ay, =0, wemj$x+i(@=1,2-.-,7—=x). Nunsei 4 die Darstellung
4y 0
A
0 ‘/lr——x

Alle bei o auf Null abgebildeten Elemente aus H bilden ein Ideal H,
von H.

v—2z
z = 2 & havy
i=1
sei ein in H, gelegenes Zentrumselement. Da /(z) = 0, so folgt:

a®(z) = 0

= & (i=172;"'77‘_x)'

Also folgt 2 =0, Hy ~3=0 und nach I, Satz 6 folgt H, = 0.
Mithin ist  eine treue Darstellung. Wenn 3 1-gliedrig, so ist .7 irreduzibel.
Wenn umgekehrt I' eine treue und irreduzible Darstellung von L in
Matrizen f-ten Grades ist, dann besteht das Zentrum des Darstellungs-
ringes nur aus Skalarmatrizen, als ist § 1-gliedrig, w. z. b. w.



