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Ausgegangen  bin  ich bei meinen  Un te r suchungen  yon  den folgenden 

beiden W a h r n e h m u n g e n  : 

1. Der  Satz yon ENGEL gilt  allgemeint).  

2. Bei Charak te r i s t ik  p ~ 0  gilt  das folgende Ana logon  der Hausdorff-  

schen Fo rme l  : 

(1) ( x + y ) p :  x P + y ~ +  L(x ,  y), 

wobei  L (x, y) ein aus x und  y durch A n w e n d u n g  der Kre i smul t ip l ika t ion :  

u o r - ~  u v - - v u  und Addi t ion  aus x und  y he rvorgegangener  homo- 

1) Ein Lie'scher Ring yon endlichem Rang fiber einen K0rper 1st genau dann 
nilpotent, wenn schon wiederholtes Klammern mit ].eaem festen Element stets zu Null 
ftihrt. - -  Ein Beweis ist yon Z o ~  verSffentlicht worden, wie ich naehtr~glich aus dem 
Zentralblatt ersehen habe. 
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gener Ausdruck p-ten Grades ist~). Z.B. ( x + y )  ~ =  x " + y ~ @ x o  y bei 
char. 2. 

Bei dem yon mir zum Beweise der Formel eingeschlagenen Wege 
habe ich mit Hilfe der yon MAGNUS stammenden Theorie der Dimensions- 
gruppen zuerst die HALI, sche Formel: 

(2) (xy)~ -~ xp y~ C(xy)P D (x, y) 

bewiesen, in der x und 'y Erzeugende einer freien Gruppe ~ sind, C (x, y) 
in tier Kommutatorgruppe yon ~ liegt und D (x, y) im p-ten Glied der 
absteigenden Zentralreihe enthalten ist. Nimmt man nur die Anfangs- 
glieder in den MAG~Usschen Entwicklungen der Gruppenelemente in 
Potenzreihen~ so stellt sich Formel (1) als Analogon zu Formel (2) heraus, 
wenn statt Multiplikation in Gruppen Addition im Lie'schen Ring und 
statt Kommutatorbildung in Gruppen Klammermultiplikation in Lie'schen 
Ringen gesetzt wird"). 

3. Habe ich bemerkt, dal~ sich jeder endlichen p-Gruppe (~ ein 
nilpotenter Lie'scher Ring L$ mit der Charakteristik p eindeutig zuordnen 
lagt, so dab sich aus der Struktur von L~ die Struktur yon ~ weit- 
gehend bestimmen liigt. 

Wie man umgekehrt yon einem nilpotenten Lie'schen Ring mit 
Primzahlcharakteristik p zu einer p-Gruppe gelangt, habe ich noch nicht 
beantworten k(innen. 

Ich m0chte eine Vorarbeit leisten zur Aufstellung aller einfachen 
Lie'schen Ringe vom endlichen Range fiber einem algebraisch abgesch]os- 
senen K~rper mit Primzahlcharakteristik. 

Die entsprechende Aufgabe im Fall der Charakteristik 0 hat 
CARTAN gel0st. Nach der Methode yon CAnTAN sucht man zu gegebenem 
Lieschen Ring L mit endlichem Range r fiber einem algebraisch abge- 
schlossenen Grundktirper k eine Basis l,, ~, ..., l,., ordnet jedem Element x 

aus L vermtige der Multiplikationsregel x o l i ~  ~ a  x lk die Matrix ik 
k = l  

x = (a~) zuS), sucht sich ein Element h aus, dessen zugeordnete Matlqx h 
m0glichst viele verschiedene Eigenwerte hat und bettet h in einen 
m0glichst gro~en nilpotenten Teilring H yon L ein. Darauf wird L in 

J) Die HAUSDORFFSChe Formel ist ein Additionstheorem fiir die e-Funktion bei 
nichtkommutativen Variabeln. Bei Charakteristik p ~ 0  ist die e-Funktion durch x p zu 
ersetzen. 

~) Die Anregu~g zu meinen Untersuchungen verdanke ich Bemerkungen yon 
Herrn ARTIN und dem Studium der MA~NUSSChen Arbeiten. Einen direkten Beweis der 
Formel (1) hat mir ARTIN mitgeteilt. - -  Wie mir E, WITT kiirzlich mitteilte, bat er 
die Feststellungen 1. und 2. schon vor langerer Zeit gemacht. 

3) Die Abbildung x - - - ~ x  ist die regul~re Darstellung yon L in Matrizen. 



Ober Lie'sehe Ringe mit Primzahlcharakteristik. 3 

eine direkte Summe von Eigenmoduln nach H zerlegt: 

L = L o + L , + L p + . . . ,  

so dab Lo, La, Lf l , . . .  aus allen Elementen yon L besteht, die zu den 
(lauter verschiedenen) Eigenwert(verteilung)en 0, a,/~, . . .  geh6ren. Da 
H nilpotent ist, so liegt H in Lo und aus dem Satz yon ENGEL f01gt, 
daB sogar H = Lo ist. Setzen wir weiter voraus, daB L ein einfacher 
Lie'seher Ring ist, so zeigt CARTAN bei Charakteristik 0, dab H abelsch 
ist, d. h. dab h o h' ---- 0 fiir alle h, h' aus H ist, ferner zeigt CARTAN, 
dab die Eigenmoduln La (a :~ 0) alle eingliedrig sind. Auf diesen beiden 
Tatsaehen fuBend, fiihrt CARTAN die Bestimmung aller endlichen einfaehen 
Lie'schen Ringe bei Charakteristik 0 aus. 

In allen mir bekannten einfachen Lie'sehen Ringen mit Primzahl- 
charakteristik p ist H abelseh. Dagegen ist die Dimension der Eigen- 
moduln L~, Lfi , . . .  gleieh 2 in den einfaehen Lie'schen Ringen, die aus 
den Matrizenringen 1) fiber einem Grundk6rper mit Charakteristik 2 durch 
Ableitung und Bildung des Faktorringes nach dem Zentrum entstehen. 

Als Hilfsmittel ffir den Nachweis, daB H abelsch ist, benutzt CARTAN 
die Tatsache, dali die Diskriminante eines einfachen Lie'sehen Ringes 
yon endlichem Range fiber einem K6rper der Charakteristik Null yon 
Null versehieden ist. Das ist nicht mehr wahr bei Primzahlcharakteristik. 
Ein Gegenbeispiel bilden die durch Ableitung und Bi]dung des Faktor-  
ringes nach dem Zentrum aus den Matrizenringen pl-ten Grades ent- 
stehenden einfachen Lie'schen Ringe, ferner eine Reihe yon WITT ange- 
gebener Typen*). 

Bei Primzahlcharakteristik habe ich keinen Beweis daffir gefunden, 
dab H abelsch sein muB. 

Ich nehme daher vorl~tufig an, dab es einfache Lie'sche Ringe mit 
Primzahlcharakteristik gibt, in denen der naeh CARTAN konstruierte 
maximal nilpotente Teilring H nicht abelsch ist und die Eigenmoduln 
nicht mehr eingliedrig sind. 

Die Eigenmoduln L~, L p , . . .  vermitteln verm6ge der Zuordnung 

( x ~ )  H i n  linearen Transformationen. Es h ~  hox~ DarstellUngen "con ent- 

steht die Aufgabe, alle irreduziblen Darstellungen eines nilpotenten 

1) Grad der Matrizenringe > 2 .  
2) M sei ein Teilmodul aus endlich vielen Elementen eines Kfirpers k mit Prim- 

zahlcharakteristik p. Jedem Element a aus M ordnen wir ein Basiselement e a eines 
Lie'schen Ringes L tiber k zu und setzen fest: eaoe~-~ (a--~)ea+ ~. Man bestiitig~ 
leicht die Giiltigkeit der Jakobiidentit~t. Wenn p~2,  so ist L einfach. Die Diskriminante 
yon L i s t  0, wie man entweder direkt naehreehnen kann oder aus einem allgemeinen 
Satz entnimmt. 

1" 
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r-gliedrigen Lie'schen Ringes H ~ber einem algebraisch ab.qeschlossenen 
K6rper k aufzufinden. 

Bei Charakteristik Null gilt der Satz yon LIE: 
1. Der Grad jeder irreduziblen Darstellung yon H ist 1. 
2 . . lede Darstellungsmatrix hat nur einen Eigenwert, so da~ dem 

Element h a u s  H eindeutig ein Eigenwert aus k zugeordnet ist. 
3. Die Eigenwerte bilden eine Linearform. Wenn also die Eigenwerte 

zu den Elementen einer Basis yon H fiber k bekannt sind, dann 
ist damit die ganze Eigenwertverteilung bekannt. Bei Primzahl- 
charakteristik p habe ich erhalten: 

1. Der Grad jeder irreduziblen Darstellung ist eine p-Potenz (ev.p~ 
2. Bei einer irreduziblen Darstellung h-~h von H in Matrizen 

hat die Matrix h nur einen Eigenwert ah. 
3. Wird eine geeignete Basis von H fiber k gewi~hltl), dann i s t  

die ganze Eigenwertverteilung schon eindeutig durch die Eigen- 
werte der r-Basiselemente und die Struktur yon H bestimmt. 

Allerdings ist der Eigenwert ah v0n h keine Linearform der Eigen- 
werte tier Basiselemente, sondern im allgemeinen wird ah eine Linear- 
kombination aus gewissen p~-ten Wurzeln yon Polynomen p~-ten Grades 
in den Komponenten ~1, 2..,, . " ,  ~,. Zum Beweise dieser Tatsache wird 
die Formel (1) verwendet. 

4. Die ilTeduziblen Darstellungen yon H lassen sich explizite 
angeben, vorausgesetzt, daft die irreduziblen Darstellungen ffir geeignete 
echte Teilringe yon H schon bekannt sind~). 

Eigenwertverteilung und irreduzible Darstellung bestimmen sich 
gegenseitig eineindeutig. 

Dies ist das Hauptergebnis der bisher yon mir geffihrten Unter- 
suchung. 

Hieran mtichte ich die Bemerkung anschlie~en, da~ ich die Lie'schen 
Ringe mit Primzahlcharakteristik nicht nur um ihrer selbst willen unter- 
suche, sondern auch aus dem Grunde, weil die Vermutung besteht, da~ 
zwischen Lie'schen Ringen aus endlich vielen Elementen und den endlichen 
Gruppen eine sinnvolle Beziehung besteht auf zweierlei Art: 

I. Den Aussagen in Gruppen fiber Kommutatorbildung und Multi- 
plikation entsprechen ~thnliche Aussagen fiber Kreismultiplikation 
und Addition in Lie'schen Ringen. 

~) N~imlich eiue Basis hi, h~, . . - ,  h~, so daft h~o hk in {h~+~, h,+2, . . . ,  h~} enthalten 
ist (insbesondere : h,. o hk 0). 

2) Bei tier Aufstellung der irreduziblen Darstellungen tiberlegt man sich, wie 
man eine irreduzible Darstellung eines Teilringes yore Range r - - 1  einbetten kann in 
eine irreduzible Darstellung des ganzen Ringes. Indem man gleiehzeitig die assoziativen 
Einbettungsringe betrachtet, kommt man zwangstiiufig zu den Ergebnissen. 
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2. Man kann versuchen, jeder endlichen Gruppe nach MOglichkeit ein- 
eindeutig einen Lie'schen Ring aus endlich vielen Elementen zuzu- 
ordnen, so dab sich Fragen fiber die endliche Gruppe in Fragen 
fiber den zugeordneten Lie'schen Ring verwandeln lassen, ahnlich 
wie es in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen geschieht. 
Naeh dem ersten Gesichtspunkt habe ich die allgemeine Theorie 

der Lie'schen Ringe weitgehend der Gruppentheorie angeglichen und 
dabei auch neue Ergebnisse erhalten. Z. B. gilt die SCHREIERsche 
Erweiterungstheorie auch fiir Lie'sche Ringe einschliel~lich des Satzes 
von ARTIN fiber die Konstruktion der Zerfallungsgruppe. Ferner lassen 
sich die HAL[Jschen S~tze und Begriffe aus der Theorie der p-Gruppen 
auf die Theorie der nilpotenten Lie'schen Ringe fibertragen~). - -  Dem 
Satz yon ENGEL tiber die Kennzeichnung der nilpotenten Lie'schen Ringe 
entspricht der folgende Satz der Gruppentheorie: Wenn in einer endlichen 
Gruppe Kommutatorbildung mit jedem festen Element genfigend oft 
fortgesetzt stets zu 1 ffihrt, so ffihrt tiberhaupt jede Kommutatorbildung 
genfigend oft wiederholt immer zu 1~). Endliche Gruppen, in denen 
jede genfigend oft wiederholte Kommutatorbildung zu 1 fiihrt, habe ich 
nilpotent genannt. Sie sind direktes Produkt ihre[ Sylowgruppen. Also 
ist die Theorie endlicher nilpotenter Gruppen gleichwertig mit der Theorie 
der p-Gruppen. 

Nach dem zweiten von ARTIN herriihrenden Gesichtspunkt habe ich 
z.B. jeder p-(gruppe einen nilpotenten Lie'schen Ring mit Primzahl- 
charakteristik zugeordnet. Ffir beliebige endliche Gruppen ist noch 
kein Verfahren der Zuordnung gefunden worden. Es ist noch nicht 
einmal bekannt, welche Charakteristik der Lie'sche Ring haben soll. 
Jedenfalls muff sie in der Gruppenordnung aufgehen. Es ware dann 
zu wfinschen, daff sich die Aufstellung der endlichen einfachen Gruppen 
auf die Aufstellung der einfachen Lie'schen Ringe aus endlich vielen 
Elementen zurfickffihren l~tft~). }nteressanter w~tre die LCisung der 

~) Dort liefern sie allerdings keine tiefsinnigen Aussagen. 
2) Beweis leieht dutch Induktion nach tier Gruppenordnung und Anwendung 

der S~ttze fiber Verlagerung in eine Untergruppe. 
3) Schwierig ist tier Weg yon der endlichen einfachen Gvuppe zu dem einfaehen 

Lie'schen Ring. Der Weg in umgekehrter Richtung ist leicht, denn schon in tier Theorie 
tier kontinuierlichen Gruppen braueht man nicht die HAUSDORFFsche Formel anzuwenden, 
sondern kann direkt dutch Bildung der Automorphismengruppe und Aufsuchen der 
nicht aufl6sbaren Ko~npositionsfaktoren vom einfachen Lie'schen Ring zur einfachen 
kontinuierlichen Gruppe gelangen. Dieses Verfahren l~tflt sich auf Lie'sche Ringe aus 
endlieh vielen Elementen fibertragen. Von Interesse w~re es, die Automorphismengruppen 
der yon WITT gefundenen Typen zu untersuchen, vielleicht ergeben sich neue einfaehe 
endliehe Gruppen. 

Der Weg yore einfaehen Lie'~ehen Ring fiber algebraisch abgeschlossenen Grund- 
k5rper zu Lie'schem Ring fiber einem Galoisfe]d ist leicht. 
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Aufgabe der Bestimmung aller endlichen einfachen Gruppen naeh dem 
ersten Gesichtspunkt. Es wfirde sich dabei um ein sinnvoUes Xquivalent 
def  CARTANSChen Methode in Gruppen handeln. 

Fassen wir z.B. die Ikosaedergruppe auf als Gruppe aller 2-reihigen 
Kollineationen mit Determinante 1 fiber dem K0rper aus fiinf Elementen, 
so haben wir an die Stelle des maximal nilpotenten Lie'schen Teil- 
ringes ~r zu setzen: .~ ----- ((2 3) (4 5)) trod an die Stelle der Eigenmoduln 
L~, L~ die beiden Gruppen 

~ =  ((1 2 4 5 3)), 

~ p =  ((1 2 5 4 3)), 

die yon den "beiden Elementen aus @ in sich transformiert werden. 
Wollten wir der Ikosaedergruppe einen einfachen Lie'schen Ring zuordnen, 
so mfiBten wir das Analogon zu dem der linearen Gruppe im Kontinuier- 
lichen zugeordneten Lie'schen Ringe suchen. Das wRre die Ableitung des 
Matrizenringes zweiten Grades fiber den KOrper aus ffinf Elementen mit 
den folgenden drei Basiselementen e,1--ez2, e,~, er wobei die Rechen- 
regeln 

(e l , - -  e..D o ( e u - -  ez.~) ~ elz o e,z ~- ezl o e2~ ----- 0, 

gelten, so dal~ 

H-~--{e,,--e,,}, L=---- {e,,},. L~----- {e~,}. 

Entsprechende Uberlegungen lassen sich aufstellen, wenn die 
lkosaedergruppe als Gruppe der 2-reihigen Matrizen mit Determinante 1 
und Koeflizienten aus dem Oaloisfeld aus vier Elementen aufgefaBt wird*). 

Die Behandlungsweise nach dem ersten Oesichtspunkt ist insofern 
interessanter, als sie aueh eine neue Methode zur Behandlung kontinuier- 
licher Gruppen liefert. Die Aufgabestelhmg lautet dann etwa so : Gegeben 
sei eine endliehe einfache kontinuierliche Gruppe, an Stelle Klammer- 
multiplikation der infinitesimalenTransformationen wende man Kommutator- 
bildung der endlichen Transformationen an und ffihre die CARTANsche 
Theorie direkt in der Oruppe durch, ohne erst zum Ring der infinitesi- 
malen Transformationen iiberzugehen. Da %ekannt.lich auBer endlich 
vielen Ausnahmetypen nur geometrische Gruppen erhalten werden, so 
entsteht die folgende Frage: 

') Will man die ~berlegung far irgendeine endliche Gruppe machen, so wird man 
auf folgenden noch unbewiesenen Satz geflihrt: Eine endliche einfachr Gruppr in der 
jMe 8ylowgruppr ihr eigcner Normalisator ist, hat Primzahlpotenzordnung. Auf diesen 
Satz bin ich auch bei der Untersuchung tier endlichen Fastk6rper gestol~en. Der Beweis 
wiLre sehr wichtig. 
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Wie ist es m(tglich, aus der Struktur einer abstrakten Gruppe zu 
erkennen, ob sie sich als Gruppe der Automorphismen (bzw. als ein 
Normalteiler dieser Gruppe) einer projektiven Geometrie (bzw. einer 
Geometrie mit Mafibestimmung) auffassen laBt? 

Uber diese schon yon HILBERT, HJELMSLEV, REIDEMEISTER und anderen 
Geometern behandelte Frage habe ich vom gruppentheoretischen Stand- 
punkt ausgehend einige neue Ergebnisse gewonnen, die ich in abseh- 
hater Zeit zu vertiffentlichen hoffe. 

I. AIIgemeine Theorie der Lie'schen Ringe. 

w l. Lie'sche Ringe und Unterringe. 

1. Lie'sche Ringe. 

Def in i t ion :  Ein Lie'scher R i n g  ist ein Modu], in dem eindeutig 
eine Kreismultiplikation definiert ist, die den Rechenregeln 

(1) a o ( b - 4 - c )  ~ a o b + a o c ,  (b - l -c )  o a  --~ b o a + c o a ,  

(2) a o a ~-- 0, 

(3) a o (b o c) ~ b o (r o a) ~- c o (a o b) ~ 0 (Jakobiident i t~t)  

gehorcht. Aus (1) und (2) folgt das Ant ikommuta t ivgese t z :  

(2a) a o b ~ b o a  - ~  (a-4-b) o ( a + b ) - - a o a - - b o b  --~ O. 

Beispie l :  Wir verabreden die Kreismultiplikation der Elemente 
eines Schiefringes ~ durch die Vorschrift. 

a o b  --~ a b - - b a  

zu definieren. Ftir diese Kreismultiplikation sind die Regeln (1) bis (3) 
erftillt. Jedem Schiefring ~ ist auf diese Weise ein Lie'scher Ring 
zugeordnet. Wir sprechen kurz yon dem ,Lie'schen Ring ~" .  

Viele Aussagen und Begriffsbildungen in Lie'schen Ringen gewinnen 
wir ais Analogien zu Aussagen und Begriffsbildungen d'er Gruppentheorie, 
wenn wir entsprechen lassen: 

Addition , , Multiplikation, 

Kreismultiplikation , , Kommutatorbildung. 
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Setzen wit in Gruppen (a, b) ~-- a b a -~ b-l; (a, b, c) = (a, (b, c)), 
a x-~-- x a x  - - 1 ~  (x, a ) a ,  so entsprechen den Regeln (1)--(3) die Regeln 

(l 'a) (a, be) ----- (a, b) (a, c) b, 

(l'b) (bc, a) ~ (c, a) b (b, a), 

(2') (a, a) = e ,  

(3') (a, b, c) (b, c, a) (c, a; b) = (b, c) a (c, b) (c, a) b (r b) a (a, b) (a, c) b (b, c) (b, a) 

(Identitikt von WITT). 

Die Addition im Lie'sehen Ring ist komlnutativ, dagegen die 
Multiplikation in einer Gruppe im allgemeinen nicht. Daher muff die 
Ubertragung vorsiehtig gesehehen. 

Es sei k ein kommutativer Ring mit Einheitselement. Ein Modul 
heifie k-Modul, wenn fiir jeden Skalar Z aus k und jedes Element u 
aus ~ eindeutig alas Produkt itu als Element aus ~ erklart ist. so dai~ 

(4) Z(u-q-u) = 2 u §  

(5) 
(2 § t~) u ~ Z u + ~, u, (Z t~) u -~  Z (~ u) ,  

1 u - -  u l ) .  

Beispie l :  Die n-dimensionalen k-Vektormoduln. Als n-gliedrige 
k-Moduln m0gen alle k-Moduln bezeichnet werden, die operatorisomorph 
zum n-dimensionalen Vektormodul sind. 

Ein Lie'scher Ring heifit Lie'scher k-Ring,  wenn er ein k-Modul 
ist, in dem die Rechenregel 2 (u o v) ~ (2 u) o v ---- u o ().v) gilt. Ein 
Lie'scher k-Ring heifie n-gliedrig, wenn er als k-Modul betrachtet, 
n-gliedrig ist. 

E i n  distributiver k -Ring  L,  der durch Addition, Subtraktion und  
M~dtiplikation mit  Elementen aus k aus der Teilme~ge K erzeugt wird, ist 
dann  und  nur  dann  ein Lie'scher Ring,  wenn:  

I x o x  = 0, 

II x o y + y o x - ~  O, 

III x o (y o z) + y o (z o x) + z o (x o y) ~ 0 

.flit  alle x, y, z. au~ K .  
Der Beweis ist klar. 
Auf Grtmd dieses Satzes konstruieren wir Lie'sche k-Ring e in 

tolgender Weise. ZunAehs~ 1st ein distributiver Ring L ]nit der k-Basis 
B ----- (... u . . .  v...) eindeutig bestimmt durch jedes System yon ,,Zusammen- 
setzungskonstanten", fiir das bei festem u, v nur endlich viele y,,~ 

~) Es werden nur eigentliche k-Moduln betrachtet. 
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yon Null verschieden sind. Nttmlich L i s t  gleich der Menge aller formalen 
Summen ~ it, u (it,, E D, in denen nur endlich viele Koeflizienten ~t, yon 
Null verschieden sind, mit den Rechenregeln: 

(~: its,,) + (~2 ~.~) = ~ (it. + ~)~,  

i t ( X i t . . ~ )  = 2:~ 

( X i t . , )  o ( X , ~ v ) =  ~ ( 2 : 2 : i t . , ~ y ~ 0 . x ,  
u n d e s  folgt nun: 

Der eben konstruierte distributive Ring. L mit der Basis B = (... u . . .  
�9 . .  v . . .  w . . . )  iiber k ist dann und nur dann ein Lie'scher Ring, wenn 
f i ir  die Zusammensetzungskonstanten ru~ die Bedingungen: 

I x ~ 0 .  ruu 

II r,% + r,~,, = o. 

III . ~  (r,,~v r L  + r~ v rv,,~, + J'~v rv.,~ ) = O. 

erJi~llt sin& 
Bemerkung: Die Bedingungen I, II, III sind niebt alle voneinander 

unabhiingig. Wenn II fiir das Paar (u, v) gilt, so auch ff[r das Paar  
v, u). Wenn ferner in einem Tripel (u, v, w) zwei Komponenten ein- 
ander gleich sind, so folgt III aus I und II. Wenn schlie~lich III ffir 
ein Tripel (u, v, w) gilt, so gilt III auf Grand yon I und ]I auch ffir 
alle Tripel, die aus dem gegebenen durch Permutation der Komponenten 
entstehen. 

k-Schiefringe sind stets Lie'sche k-Ringe. Wir verabreden, da6 
jede Multiplikation der Addition vorangeht, dal~ die gewtihnliche Multi- 
plikation der Kreismultiplikation vorangeht und dab jedes Funktions- 
zeichen der Multiplikation und der Addition vorangeht, z. B. 

a o b + c  = ( a o b ) + c ,  

a . b o c  = (a .b)  oc ,  

(~a o b ~ (aa) o b, 

a a + b  ~ ( ~ a ) + b .  

Eine nicht leere Teilmenge U yon L heifit Lie'scher k-Teilring, 
wenn mit a und b auch a + b ,  ita und a o b in Uenthalten sind. Uis t  
mit den in L erklitrten Verkniipfungen ein Lie'scher k-Ring. 

2. Komplexrechnung. 
Jede Teflmenge yon L heifle Komplex. Die Vereinigungsmenge yon 

zwei Komplexen U und V werde mit U w V bezeichnet, der Durchschnitt 
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mit UmV. Als Summe U + V b z w .  Kreisprodukt U o V v o n  U u n d V  
werde die Menge aller u + v  bzw. u o v  mit uEU,  vEV bezeichnet. 
Der yon dem Komplex U erzeugte k-Modul werde mit {U} bezeichnet. 
Auger anderen leicht abzuleitenden Rechenregeln gilt 

(5 a) {Vo v} = {Vo u} = {{u} o {v}}. 

Aus der Jakobiidentititt folgt ftir beliebige Komplexe U, I ,  W 

(6) u ,  ( v ,  w) ~ V o ( W o U ) + W o ( U o  v). 

K und U seien zwei Komplexe. Wir setzen 

K ~  = U, K U =  K o  U, K i U  -~ K ( K i - I U )  ( 7 =  1 ,2 , - .~) .  

Es gelten die Regeln 
(Ta) {K i {U}} = {g  i U}, 

(7b) K i ( K  k U) ~ {K i*k U}. 

Beweis :  (7a) folgt durch mehrfache Anwendung yon (5a). Ferner 
ist (7 b) ffir i-----0, 1 klar, sei i > 1 und schon bewiesen, daft 

g i - l ( K  k U) ~ {K i§ U}. 

Dann folgt: 
g i ( g  k U) = K ( K  i - '  ( g  k U)) ~ K {Ki+k= 1 U} ~ {K {g  i+k-1 U}} 

~-- { K ( K  i+k-1 U)} = {g  i+k U}. 
Wir setzen 

Dann gilt 

also ist 
(8) 

K ` - I K  : K t'~ (i = 1, 2 , . . . ) .  

K EiJ o K EkJ C {Kti+ kJ} 

{K} ~ {K [1]} -~- {K E2J} + {K C8~} + ' - "  
O 

ein Lie'scher k-Teilring. E r  heiBt der yon K erzeugte Teilring. Jeder 
Lie'sche k-Teilring, der K enthi~lt, enthiilt aueh {K}. 

O 

Weitere Verfahren zur Bildung yon Lie'schen k-Teilringen: 
1. Ein k-Teilring eines k-Teilringes ist ein k-Teilring. 
2. Der Durchsehnitt zweier k-Teilringe ist ein k-Teilring. 
3.. Der Norrnalisator N ( K )  des Komplexes K ist die Menge aller x 

aus L, ftir die x o K ~ {K}. Es ist klar, daft N ( K )  ein~ k-Modul 
ist. Es gilt fiir alle x aus N (K): 

xo  {K} ~ {K}; also N K  = N { K } .  
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Ferner fiir alle x und y aus N ( K ) :  

(x o y) o {g} 
x o  ( y o { g } ) + y o ( x o  {K}) ~ x o { g } + y o { g }  

{ K } +  {K} ~ {K}: 

Also ist N ( K )  ein Lie'scher k-Ring. 
4. Der Zentralisator Z ( K )  des Komplexes K ist die Menge aller x fiir 

die x o K - ~  O. Z (K)  ist ein Lie'scher k-Teilring. 
5. Wenn tier k-Teilring Vim Normalisator des k-Teilringes U enthalten 

ist, dann ist auch U4-V  ein k-Teilring. 

3. Homomorphiebegriff. 
Die eindeutige Abbildung a ~ A eines Lie'schen k-Ringes L auf 

Elemente A des Lie'schen k-Ringes /~ hei~t Homomorphie yon L in /~ 
wenn a - ~ b ~  A - } -B ,  )~a-))~A, a o  b-* A o B .  Alle Bildelemente A 
bilden einen Lie'schen k-Ring L ~  den Bildring. L* ist homomorph zu L. 
Falls die Abbildung yon L in L umkehrbar eindeutig ist, so heiBt sie 
Isomorphie. L und L* sind dann isomorph (aufeinander abgebildet). 

Eine Homomorphie yon L in einen k-Schiefring ~ heil~t Darstdlung 
von L in dem k-Schiefring @. Dabei wird insbesondere gefordert: Wenn 
a - ) A ,  b - ) B ,  so a o b - ) A B - - B A .  Der Bildring heiiit auch Dar- 

stellungsring. 
Die Darstellung heiiit treu, wenn es sieh um eine Isomorphie 

handelt. 
Ein k-Modal !l~ heiBt Darstellungsmodul yon L, wenn eine Multi- 

plikation der Elemente u aus !l~ yon links her mit Elementen a aus L 
eindeutig erklart ist, so dal] au  in ~ liegt, ferner: 

a ( u + v )  ~ a u ~ - a v ,  ( a ~ b ) u  -~- au-~-bu ,  

(~a)u  : a (~u)  : ~(au) ,  

( a o b )  u ~ a ( b u ) - - b ( a u ) .  

Jedem Element a aus L i s t  also eine lineare Transformation A yon 
eindeutig zugeordnet, wobei A definiert ist durch: A u  ~ a u .  Die 
Abbildung a -) A ist eine Darstelhng yon L in linearen Transformationen 
yon ~ .  - -  Wenn umgekehrt die Abbildung a -) A eine Darstellung yon L 
in linearen Transformationen des k-Moduls ~ ist, so wird ~ durch die 
Festsetzung a u ~ A u zu einem Darstellungsmodul. 

Ein im Darstellungsmodul ~ enthaltener k-Modal m heiflt invarianter 
Teilmodul, wenn L m  ~ m, d.h. wenn m ebenfalls Darstellangsmodul 
ist. Der Faktormodul ~ / m  ist ebenfalls ein L-Modul, wobei defiuiert 
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wird a ( u + m ) ~  a u +  m. Wie tiblich werden jetzt die Begriffe ~iqui- 
valente, reduzible, irreduzible, halbreduzible, vollreduzible, ze~f~illbare, 
unzerf~illbare Darstellungsmoduln bzw. Darste]lungen erklart. 

Falls k ein K6rper und der Darstellungsmodul n Basiselemente 
fiber k hat, so sagen wir, dab die zugeh6rige Darstellung den Grad ~ 
hat. Eine Darstellung n-ten Grades ist halbreduzibel. 

L i s t  Darstellungsmodu] yon sich selbst. Dabei wird dem Element a 
aus L die durch 

fiir alle u aus L erkli~rte lineare Transformation a yon L zugeordnet. 
Die Abbildung a -*  a ist eine Darstellung yon I~-in linearen Trans- 
formationen yon L,-(lie reguliire Darstellung. 

Die invarianten Teilmoduln bei der reguliiren Darstelhmg heiBen 
Ideale. Ein Ideal yon L i s t  also ein in L enthaltener k-Modul, der 
mit u auch alle a o u enthalt. Ein Ideal ist ein Lie'scher k-Teilring. 
Aus der Giiltigkeit des Antikommutativgesetzes folgt, dab jedes Ideal 
zweiseitig ist. Der 'Restklassenmodul L/A  nach dem Ideal A wird ver- 
m0ge der Festsetzung (a Jr A) o (b + A) ~ a o b + A zu einem Lie'schen 
k-Ring, dem Faktorring yon L nach A.  

Erster I8omorphiesatz: Bei einer Homomorphie ~'oy~ L bilde~ die 
au f  ~ d l  ab.qebildeten Ele~nente ein Ideal und de~' Fekt,rrin.q H,ch 
diesem Ideal ist isomorph zu~ Bildri~g. 

Zweiter Isomorphiesatz: Wenn A Ideal you L, U Lie'sr k-Teil- 
ring yon L, so sind U~ U n A ~ d  U +  A / A zueinander isomorpl~e Lie's~:he 
Ringe. 

Ein halbreduzibler L-Modul ~ ist definiert als L-Modul mit einer 
L-Kompositionsreihe ~ ~- 2Ro ~ ~ �9 �9 �9 ~ !l)~,. ~ O, so dab zwischen dem 
L-Modul ~ i  und dem L-Modul ~i+~ kein yon ~$J~i und ~l'~i+t verschiedener 
L-Modul enthalten ist. Die Faktormoduln ~ / ~ + t  sind irreduzible 
L-Moduln. Sie hei~en die zu der L-Kompositionsreihe geh6rigen L-Kom- 
ponenten yon !l~. Die irreduziblen Komponenten einer halbreduziblen 
Darstellung sind nach dem Satz yon JOI~DAN-I-IOLDER-SCHBEIER eindeutig 
his auf _N.quivalenz und Reihenfolge bestimmt. Ferner sind nach dem 
Satz yon REMAK-SCITMIDT-FITTIN6 die unzerffillbaren Komponenten einer 
halbreduziblen Darstellung bis auf Xquivalenz eindeutig bestimmt. 

Wir wollen kurz die bekannten Verfahren zur Bildung yon invarianten 
Teilmoduln eines Darstellungsmoduls ~ aufzahlen: 

1. Sei K eine nicht leere Teilmenge yon ~ .  Durch fortgesetzte 
Muttiplikation der Elemente aus K mit Elementen aus k und aus L 
and dutch Addition entsteht ein L,  Modul {K}L, der yon K unter L 
er~eugte Modul. Jeder L-Teilmodul, der K enthalt, enthiflt aueh K. 
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2. Durchschnitt  und Modulsumme zweier L-Teihnoduln sind wieder 
L-Teilmoduln. 

3. Wenn der Tei]modul m~ den L-Modul m enthalt und nh/m ein 
L-Teilmodul yon !lJUm ist, d a n n i s t  nh selbst ein L-Modul. 

4. Wenn m ~  m 2 ~  n h . . .  eine aufsteigend geordnete Ket te  yon 
L-Moduln ist, dann ist die Vereinigungsmenge aller 93~ selbst ein 
'~-Modul. 

5. Wenn A Ideal yon L,  so bilden alle Elemente u aus ~ ,  fiir die 
Au  = - 0 ,  zusammen einen L-Modul 8 ( ~ ,  A) yon ~ .  Um das 
einzusehen, mug gezeigt werden, dal~ a x v - - 0  ffir alle x aus L, 
a aus A, u aus 8. Es ist aber a x u  : ( a o x ) u + x ( a u ) - -  O. 
Nun definieren wir rekursiv die aufsteigende L-Zentralreihe yon M: 

0 : ~0 r 81 ~ ~ ' 2 " ' ' ~  8 i ' ' ' ,  

wobei 8i/it~-~ das L-Zentrum yon --~/8i-~ ist. 
6. Wenn A ein Ideal von L i s t ,  so ist der aus A ~l erzeugte koTeil- 

modul { A ~ }  ein L-Nodul.  Es mug dazu gezeigt werden, daft x a u  
in {A~J~} enthalten ist fiir alle x aus L, a aus A, u aus 2)l. Nun 
ist x a u = ( x o a ) u §  und da x o a  in A, x u  in  !l~ liegt, 
so liegt x a u  in { A ~ } .  

7. Abste~qende L-Zentralreihe yon ~[~: 

3 , - -=  9Jl, 3_~ ~L '~ ~ �9 3i(~Jl, L ) =  {L3i -1}  - - - : "  I 4 ~ J l l ~ "  * " :  . 

Fassen wir L als Darstellungsmodul yon sich selbst auf, so erhalten 
wir folgende Verfahren zur Bildung yon Idealen: 

1. Eine beliebige nicht leere Te i lmengeK yon L erzeugt ein Ideal {K}L. 
2. Durchschnitt und Summe zweier Ideale ist wieder ein Ideal. 
3. Wenn der Teilmodul A1 von L das Ideal A enthi~lt und AlIA Ideal 

yon L/A  ist, d a n n i s t  A, Ideal yon L. 
4. Ist A1 ~_z A~ ~ A:~ =< . . -  eine aufsteigend geordnete Ket te  von 

Idealen, so ist die Vereinigungsmeng'e aller Ai selbst ein Ideal. 
5. Alle Nullmacher x aus L, definiert dutch x o L = 0, bilden ein 

Ideal ] (L), das Zentrum yon L .  Die aufsteigende gentralreihe 

o =  

von L wird rekursiv definiert: ~o = 0, 8, =- 8, "" ", 8i/8i-1 ist das 
Zentrum yon L/si-1. 

6. Mit zwei ldealen A und B ist auch der aus A o B erzeugte Teil- 
modul ein Ideal. Es m0ge, da kein Migverstandnis m(Iglich ist, 
ebenfalls mit A o B bezeichnet werden. 
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7. Die absteigende Zentralreihe 

L --~ ~ 1 ~  ~ " "  

wird rekursiv definiert: ~ ~ L ,  ~s  ~ L o ~ ,  . . . ,  ~ -- L o , ,~ i -1 .  
8. Die Reihe der htiheren Ableitungen 

L ---~ D ~  D D ~L D D' -L  ~ . . .  
= _ _  _ _ _  

wird rekursiv definie,'t: D~ L - -  L, D~ L :-- L o L, Di L ~ DID: ~L~ 
(i ~ 1, 2 , . . . ) .  D i L  heiBt die i-te Ableitung yon L. 

Eine Kette L - - - - : A o ~ A ~ D A s . . . D A ~ - - O  aus Idealen van L 
heiBt Hauptreihe yon L yon der Liin.qe r, wenn zwischen Ai und A i ~  
kein yon A~ und Ai+z verschiedenes Ideal enthalten ist. Die Faktar- 
tinge Ai/Ai+~ heifen die zu der Hauptreihe geh0rigen Hclap/t'~d.'torcn 
( i - - 0 ,  1 , 2 , . . . , r - - I ) .  

Eine Kette L ~ Bo ~ B~ D B~ ... ~ Bs = 0 aus/:-Teilringen yon L 
heiBt Kompositionsreihe yon L, wenn Bi.~ Ide~d van Bi ist und wenn 
zwischen Bi und B~+~ kein van Bi und Bi+~ verschiedenes Ideal yon B 
liegt. Die Faktorringe Bi/Bi+l heifien die zu der Komi)ositionsreihe 
geh0rigen Komposition~fakto~'en yon L.  Naeh .]ORDAN-H(~LI)ER-SCIIREIER 
sind die Hauptfaktoren bzw. die Kompositiansfaktoren eines Lie'schen 
Ringes, der eine Hauptreihe bzw. eine Kompositionsreihe besitzt, ein- 
deutig bis auf die Reihenfolge im Sinne der Isamorphie bestimmt. 

4. Abelsche und aufl6sbare Lie'sche Ringe, Radikal, Kern. 
Ein Lie'scher k-RingA heift abelsci~, wenn .4 o .4 =:~ 0. Gleichwertig 

damit ist jede der beiden Aussagen 5(A) .... A, D(A) : 0. Fiir einen 
beliebigen Lie'schen k-Ring L ist der Faktorring L / D L  abelsch und 
jedes Ideal mit abelschem Faktorring enthi~lt DL.  Daher nennen wir 
den Faktaning L / D  L den maximal abelschen Faktor~'in.q. 

Bei einer homomorphen Abbildung x-~ ~ yon L auf L wird D L 
auf D/~ abgebildet. Durch vollsti~ndige Induktion folgt : D iL ~= D:i: .  
Setzen wir ftir L den Faktorring von L nach dem Ideal A ein, so folgt: 

(9) (D ~ L ~  A)/A = D ~(L/A). 

Ferner folgt ffir jeden Lie'schen k-Teilring U yon L durch vallsti~ndige 
Induktion : 
(10) D i U c D ~ L. 

Der Lie'sehe k-Ring L heiBt auflSsbar, wenn es einen Index i gibt, so 
daft D i L  I--- 0. Er heifit j-stufig metabelsch, wenn D j L ~ O, aber 
D j-~ L :~ 0. Abelsch ungleich Null ist alsa gleichbedeutend mit 1-stufig 
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metabelsch. Der Nullring heige 0-stufig metabelsch. Jeder Faktorring 
und jeder Teilring eines j-stufig metabelschen Lie'schen k-Ringes ist 
h0chstens j-stufig metabelsch. 

Sei L ein beliebiger Lie'scher k-Ring. 
Satz 1 �9 Wenn das Ideal A und der Faktorri~g L / A  aufliisbar sind, 

so ist auch L aufl6sbar. 
Beweis :  Sei DkL c .4, D r A - =  O, 

dann folgt 
Dk+rL ~- D ~ ( l f  L) ~ D~A,  Dk~-"L - ~ 0 .  

Satz 2: Wenn das Ideal A ,~nd der Teilring U aufl6sbar sind, so 
ist auch A -Y U aufl6sbar. 

Beweis :  Da 1.4~ U ) / A  ~ U / U  n A, so ist (A ~- U) /A  aufl6sbar, 
also ist nach Satz 1 auch A ~ U aufl0sbar. 

Def in i t ion :  Das Ideal /? yon L heil3t Radikal von L, wenn R 
ein aufl(isbares Ideal ist und wenn jedes Ideal yon L, das R als echten 
Unterring enthi~lt, nicht mehr aufl0sbar ist. 

Satz 3" ~hlls das Radikal R eines Lie'sc]~en k-Ringes L vorhanden 
ist, so ist es .qleich der Verd~iqw~,qsmenge aller aujq6sbaren Ideale von L, 
also ist R eindeutig bestimmt. 

Beweis :  R ist aufl0sbares Ideal yon L. Wenn A beliebiges 
aufl0sbares Ideal yon L, so ist R-I-A ein Ideal, das nach Satz 2 auf- 
10sbar ist. Da R in R + . 4  enthalten ist, so folgt R = R ~ ,  A, 
A R. 

Def in i t ion :  Ein Lie'scher k-Ring heigt ]~albeinfach, wenn sein 
Radikal vorhanden und gleich Null ist. 

Wenn .4 ein k-stufig metabelsches Ideal yon L i s t ,  so ist D k - lA  
ein abelsehes Ideal ) 0  yon L, daher folgt: 

Ein Lie'seher k-Rin.q ist dann u~d nut  dann halbei~fach, wenn 
jedes abetscbe Ideal ver.~chwindet. 

Falls das Radikal eines Lie'sehen k-Ringes existiert, so ist der 
Faktorring naeh dem Radikal halbeinfaeh. 

Def in i t i on :  Ein Lie'seher k-Ring heigt vollkommen, wenn er mit 
seiner Ableitung tibereinstimmt. Jeder Faktorring eines vollkommenen 
Ideals ist vollkommen. 

$atz 4: Wenn A ein vollkommenes Ideal yon L und U ein voll- 
kommener Teilring yon L, so ist auch A-~- U ein vollkommener Teilring 
yon L. 

Beweis :  Es ist 

I ) A - = A ,  D I . T = L  T A + U D = D ( A n a U )  D = D A @ D U - = A + U ,  
also 

D ( A ~ - U )  =- A n a U .  
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De f in i t i on :  Das Ideal V heist gr6fltes vollkommenes Ideal von L, 

wenn Vein  vollkommenes Ideal yon L i s t  und jedes Ideal yon L, das 
V als echten Unterring enthi~lt, nicht mehr vollkommen ist. 

Satz 5: I n  jedem Lie'schen k-Ring L gibt es ein und nur ein gr6fltes 

vollkommenes Ideal V. V ist die Vereinigungsmenge aller vollkommenen 

Ideale. 
Bewe i s :  Vsei die Vereinigungsmenge aller vollkommenen Ideale. 

Da das Nullideal vollkommen ist, so ist V nicht leer. Sind A und B 
zwei vollkommene Ideale, so ist nach Satz 4 aueh das Ideal A + B voll- 
kommen. Demnach ist Vein k-Teilring yon L. Da L ~ A c A fiir jedes 
vollkommene Ideal A, so ist aueh L o V 
yon L. 

Da die Ableitung von V die Ableitung 
yon L enthi~lt, so ist D V = V. Nun ist Mar, 
Ideal ist und da~ jedes gr6i~te vollkommene 
stimmt. 

I ,  also ist V ein Ideal 

jedes vollkommenen Ideales 
dal~ V gr61ites vollkommenes 
Ideal von L mit V fiberein- 

Ein vollkommener k-Teilring ist in jeder Ableitung des ganzen 
Lie'schen Ringes enthalten. 

Aus D A  = A folgt n~tmlich DiA = A und da D i A ~ D i L ,  so 
A C  D i L .  

Wenn in dem Lie'schen k-Ring L der Minimalkettensatz ffir Ideale 
gilt, so ist jede genfigend hohe Ableitung yon L gleich dem gr61~ten 
vollkommenen Ideal. Es gibt ni~mlich in der Kette 

L ~ D L  ~ D ~ L  . . .  ~ D i L  ~_ . . .  

ein Glied, das gleich, dem folgenden Gliede ist, so dab etwa 

also 

D i L = D i+1 L ,  

D i L  = D i+~L = D i+~L - -  . . .  

Demnach ist D i L ein v.ollkommenes Ideal. Da die i-te Ableitung 
yon L jedes vollkommene Ideal enthi~lt, so ist D i L grOlites vollkom- 
menes Ideal. 

V o r a u s s e t z u n g :  Das gr013te vollkommene Ideal V des Lie'schen 
k-Ringes L besitze ein Radikal R V. Das ist z. B. der Fall, wenn k ein 
K0rper und L endlichgliedrig fiber k. 

Def in i t ion :  Der Restklassenring des gr6i~ten vollkommenen Ideals 
nach .seinem Radikal heilit der Kern des Lie'schen Ringes. 

Der Kern ist halbeinfach und vollkommen. Er ist dann und nur 
dann Null, wenn der volle Lie'sche Ring aufl6sbar ist. 
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Wf~lln 

5. Nilpotente Lie'sche Ringe. 
D e f i n i t i o n :  Ein Lie'scher k-Ring L heigt nilpotent mit  der Klasse c, 

~ c ~ l ( L )  = 0 ,  

3c (L) ~: 0. 

Wenn L = 0, so heigt L nilpotent mit der Klasse 0. Wir fiber- 
tragen nun gewisse Aussagen yon HALL fiber nilpotente Gruppen~). Ein 
Lie'scher k-Ring L i s t  dann und nur dann nilpotent, wenn eine Zenlralreihe 

existiert, das ist eine Kette von k-TeiMngen: 

(10a) L - -  A~ =D A~ ~ A 2 . . .  D A,.+I : 0, 
so dag 

L o Ai ~ Ai+x (i = 1, 2, �9 �9  r). 

Ngtmlieh durch lnduktion folgt: 

t l0aa)  3 i (L )  ~ Ai, ~r+~(L) = 0 und 

wenn umgekehrt L nilpotent mit der Klasse c, so ist: 

(10b) L = 31 D 3 ~ . . - D  ~c+1 = 0 

eine Zentralreihe mit der Li~nge c. Die Li~nge jeder Zentralreihe ist 
mindestens c. 

Ffir die Zentralreihe (10a) folgt durch Induktion: 

also 
Ar+l-i C_ ~i (L) 

~ r ( L )  = L .  

(i = 1, 2, - . - ,  r +  1), 

Wenden wir diese Uberlegung auf die Zentralreihe (10b) an, so folgt 

~c (L) = L .  
Wenn 3e(L) = L,  so ist 

L = ~ r  8e-1 " ' "  ~ 8 o =  0 

eine Zentralreihe mit der Li~nge 0, also ist Q ~ c. Demnach kann die 
Klasse eines Lie'schen Ringes auch aus der Relation: 

(10c) 0 = 5 o C 8 1 C 8 - ~  - . .  C 3 c =  L 

abgelesen werden. Aus (10aa) folgt: 

(10 d) 3i (L) ~ 8,+1-i (L) (i = 1, 2, . . . ,  c + 1). 

l) A contribution to the theory of groupe of prime power orders. Proc. Lond. 
M. 8. II 36. 
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Ferner ist : 

(100 ~i (L) ~-  ~tc-i [L) (i = 1, 2 , . . - ,  c). 

Denn aus .a)iC: ~k folgt dureh Induktion: 

~i+i ~ 8k-j ,  

also wiirde aus ~i ~ ~- i  der Widerspruch ~ = 0 folgen. 
Wenn A~ ~ A , . . .  eine Kette yon k Unterringen des beliebigen 

Lie'schen k-Ringes Lis t ,  so daft : L o Ai  ~ A<-~ (i = 1, 2, �9 �9 .), so werden 
wir zeigen, dab 
(10 f) ~i ~ Ak (:::: Ai+l, �9 

Das ist richtig naeh Annahme tiber die Ak,  wenn i = 1. 
Es sei schon bewiesen ftir i = 1, 2, . . . , j - - l ,  und es sei j >- 1. 
Dann ist 

3~ ~ Ak = (L o 3 j - 1 )  o Ak 

= A k o ( L o ~ j - 3  

L o (31-1 ~ Ak) + 3j-1 ~ (Ak ~ L) 

L o Ak ~j-i  + 8j- -1  0 Ak+i 

C= Ak+j -~- Ak+j 

&+~. 

Setzen wir A k =  ~k, so folgt: 

(10 g) 
Setzen wir 

A1 ~- ~k, As == ~k--1, 
so folgt : 

(10h) 

3i ~ 8k c__ 3,+~. 

�9 " ,  A k + l =  8 o ,  

(10i) 

Ak+~+j ---- 8-i = 0, 

Mit Hilfe yon (10g) wird durch Induktion bewiesen: 

D i L  ~ ~2'(L). 

Demnach ist ein Lie'scher Ring, der nilpotent mit der Klasse c ist, 
k-stufig metabelsch, wobei k durch die Ungleichung 

(10j) 2 k-1 ~ c 

besehrankt ist. 
Wenn L beliebig, so bildet eine homomorphe Abbildung a das 

Ideal ~i auf ~i (aL) ab, wie man durch Induktion beweist. 1st insbesondere 
a die Abbildung yon L auf die Restklassen nach einem Ideale A, so 
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folgt: 
3 ~ ( L / A ) - - ( ~ ( L ) + A ) / A .  

Ferner gilt ffir jeden k-Unterring U yon L:  

3~ (U) ~ 3~ (L). 

Wenn ein Lie'scher k-Ring nilpotent mit der Klasse c ist, so ist 
jeder Faktorring und jeder Unterring nilpotent mit einer Klasse, die nicht 
grb'fler a l sc  ist. 

Die Ubertragung eines Satzes yon HALL lautet: 
Satz 6: Liegt das Ideal A nicht in ~i, wohl aber in 5i+~, so besteht 

die Idealkette ohne Wiederholungen 

A D A  n ~ i ~ A  n ~ i - 1 ~ ' " ~ 0 .  

Beweis :  Es ist 
L o A  ~ A n ( L o ~ + ~ )  ~ A n ~ .  

Da A nicht in 8i liegt, so liegt L o A nieht in ~_~, erst recht liegt 
A n ~i nicht in ~i-~. Denselben Schlul3 wende man auf A n 8i statt 
auf A an usf. 

F o 1 g e r u n g: Jedes yon Null verschiedene Ideal eines nilpotenten Lie'- 
scben k-Ringes enthi~lt eine~ yon Null verschiedenen Nullmacber des ganzen 
Ringes. 

Satz 7: In  einem nilpotenten Lie'schen k-Ring L mit der Klasse c ist 
es m6glich, yon jedem k-Unterrin.q U aus dutch ]~b'chste~s c-malige 
Normalisatorbildung zu L aufzuste~qen. 

Beweis :  Setze Uo = U, U~ sei der Normalisator N(U)  yon U, 
U o =  N(UP, . . . ,  U~= N(Ui-i) ,  . . . .  Es gilt 8 o c  Uo. Sei schon 
bewiesen, daft 5 i~  Ui, dann folgt: 

~i+1 o Ui ~ ~i+1 o L c 5i ~ Ui, ~i+1 c= Ui+l, 

also schliefilich: ~c ~ Uc, Uc ~ L .  
F o l g e r u n g :  Der Normalisator jedes echten k-Teilringes eines nil. 

potenten Lie'schen k-Ridges ist umfassender als "der Teilring. Jede~ 
maximale Teilring eines nilpotenten Lie'schen k-Ringes ist ein Ideal 

Es sei L ein Lie'scher k-Ring, und A, B seien zwei Ideale von L 
Durch Induktion zeigen wir: 

m--1 

3,~ (A ~- B) ~ 3,,~ (A) -~- 3~  (B)+ ~ 8~ (A) n 3 m - ,  (B). 
/ x = l  

Das ist richtig fiir den Index 1. Es sei schon bewiesen fiir den Index m 
dann folgt: 

2* 
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~m+l (A A V B) = (A + B) o ~m (A + B) 

= A o ~ m ( A + B ) - } - B o  ~ m i A + B )  
m--1 

C 3m+1 (A) -Jr A n 3,,~ (B) + ~_~ 3~,~-~ (A) n 3m-~, (B) 

~ - -  . . . . . . . . . . . .  ~ ~ . . . .  , 

~,~+I(A) + 3m+1 ( B ) +  2 ~ ,  (A) n 3mel-~, tB). 

Dabei ist zu beachten, daft mit A auch ~i(A) Ideal von L i s t  und dag 
ffir zwei Ideale C, D gilt: C o D ~ C n  D. 

Wenn das Ideal A nilpotent rail der Klasse c, das Ideal B ~ilpotent 
mit der Klasse d ist, so ist das Ideal A + B nilpotent rail einer Klasse 
nicht grg~er als c ~ d ~ 1. 

Wie im Beweis von Satz 5 folgt, dag die Vereinigungsmenge N 
aller nilpotenten Ideale von L selbst ein Ideal ist. 

Wenn in L der Maximalkettensatz ftir Ideale gilt, so ist N Summe 
yon endlich vielen nilpotenten Idealen, also selbst nilpotent. 

D ef in i t io  n: Falls die Vereinigungsmenge N aller nilpotenten Ideale 
von L ein nilpotentes Ideal ist, so heige N das maximalnilpotente Ideal 
yon L.  N ist gekennzeichnet dutch die beiden Eigenschaften: 

1. N ist nilpotentes Ideal von L, 
2. Jedes N als echten Teilring umfassende Ideal von L i s t  nicht mehv 

nilpotent. 
Sei L ein r-gliedriger nilpotenter Lie'scher Ring fiber dem KOrper k, 

dessert Klasse c ist. Wir setzen: 

fit = {hrt, hrt-Fa, " ' ' ,  hr}, 

~'2 = {hr~, h,. +1, . . . ,  h~, . . . ,  hr} ,  

~ c - - l =  { ] I r e _ l , ' "  ",, ]lr,,  " " ", h r } ,  

L = ~ = {hl, h ~ , . . . , h ~ o _ , , . . . , h ~ } .  

Dann sind die k-Teilmoduln 

Ai  = {hi, h i + b ' "  ", l~r} 
Ideale yon L. 

Die Kette 
L = A I ~ A ~ A a ' " ~ A r ~ O  

(i = 1, 2 , . - . ,  r) 

ist eine Hauptreihe yon L .  Demnach sind die Hauptfaktoren yon L 
1-gliedrige Ideale. 
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Wir beachten, dal]: L o A i ~  Ai+l(i ~ 1, 2, . - . ,  r; A~.; = 0). 
De f in i t i on :  Eine Basis ai, a2, - . .  a~ eines r-gliedrigen Lie'schen 

Ringes L fiber dem K(irper k heil~t reguliire Basis, wenn 

ai ~ ak C {a i§  . . . ,  a r l ,  

insbesondere ar  o a k  ~ O. 

Wenn L eine regulare Basis besitzt, so ist L nilpotent und die Ideale 
Ai ~ {a~, ai+~, . . . ,  at} bilden zusammen mit 0 eine Hauptreihe. Um- 
gekehrt besitzt ein nilpotenter r-gliedriger Lie'scher Ring fiber dem 
K0rper k stets eine regulare Basis, wie oben gezeigt. 

In Satz 7 wird eine kennzeichnende Eigenschaft nilpotenter Lie'scher 
Ringe ausgedriickt. Es gilt ni~mlich: 

Satz 8: Wenn in dem r:qliedrigen Lie'schen Ring L i~ber dem 
K6rper k der Normalisa for jedes ec]~ ten k- Teilringes stets wirklich umfassen der 
ist und dieselbe Eigensc/~aft auch f i ir  alle k-Teilringe yon L erf~tllt ist, 
dann ist L nilpotent. 

Beweis :  Wir ftihren den Beweis des Satzes durch vollsti~ndige 
Induktion nach r. Wenn r :-- 1, so ist der Satz klar. Sei r ~  1 und 
der Satz bewiesen ffir Lie'sche k-Ringe, deren Rang fiber k kleiner 
als r i s t .  Dann ist nach Induktionsvoraussetzung jeder echte k-Teilring 
yon L nilpotent. L euthi~lt sicher einen maximalen k-Teilring, etwa A. 
Da A c N ( A ) ,  so L : N ( A ) .  Daher ist A ein ideal von L u n d  da A 
maximaler Teilring, so ist A (r--1)-gliedrig, also 

L ---- A}. 

Wir betten b ein in einen maximalen k-Teilring B yon L. Wie 
eben folgt, daft B ein nilpotentes Ideal von Lis t .  Da L die Summe der 
nilpotenten Ideale A und B ist, so ist L selbst nilpotent, w . z . b . w .  

6. Einfache Lie'sche Ringe. 
Ein Lie'scher k-Ring L hei~t einfach, wenn er yon Null verschieden 

ist und kein yon 0 und L verschiedenes Ideal enth~lt. Die Kompositions- 
faktoren eines Lie'schen Ringes mit Kompositionsreihe sind einfach. 

Es sei L ein einfacher Lie'scher k-Ring. Alle Elemente X aus k, 
ftir d i e ) . L z 0 ,  bilden ein Ideal kovon k. Da 1. L z L ~ 0 ,  so ist 
ko~-k. Setzen wir k - :  k/ko und ( ~ k o )  x : itx ftir alle x aus L, so 
ist L ein einfacher Lie'seher k-Ring, und es ist (k)o ~ 0. Also ist ~L ~= 0 
fti~ alle von Null verschiedenen ). aus k. Da Z L ein Ideal yon L, so 
ist i t L : L ,  wenn i t 4 0 .  Alle Elemente x aus L, ffir die ~x----0,  
bilden ein Idea lLzvon  L .  Wenn it=~0, so ist L z 4 L ,  also L x ~ 0 .  
A u s i t ~ - - 0 ,  it=~0 folgt: i t ~ L : 0 ,  i t L : L ,  /~L----0, ~ = : 0 .  Also 
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ist der Quotientenring ~ yon k-ein K6rper. Ffir jedes 2 ~: 0 ist ). L ~ L, 
L~ ~ 0, also die Gleichung Zx ~ a ffir jedes a aus L eindeutig 16sbar. 
Die L6sung heil~e X-Za. Wir setzen (Xp-1)a ~ 2 ( p - l a )  und fiber- 
zeugen uns leicht davon, dab L ein einfacher Lie'scher ~-Ring geworden 
ist. Als Resultat haben wir: 

Jeder einfache Lie'sche k-Ring L kann als einfacher Lie'scher Ring  
~ber einem dutch k und L eindeutig bestimmten K6rper ~ aufgef  aflt werden. 

7. Zerfiillbare Lie'sche Ringe. 
Die Zerfi~llbarkeit tier reguli~ren Darstellung des Lie'schen k-Ringes L 

ist gleichwertig mit der Existenz einer direkten Zerlegung L - -  L~ + L, 
yon L in zwei von Null verschiedene Ideale Lz, L,, deren Durchschnitt 
Null ist. DaL1 oL,__c L ~ n L , ,  so f o l g t L ~ o L s ~ 0 .  Die Elemente 
aus L lassen sich demnach eindeutig in der Form x ~--//1 x ~-//2 x 
schreiben, wobei //1, H, die Zerlegungsoperatoren zu der vorgelegten 
direkten Zerlegung yon L sind, so datt H ~ L  ~ Li .  Die Zerlegungs- 
operatoren/ / i , / /2  sind' eindeutige Abbildungen yon L in sich, die durch 
die Eigenschaften: 

(11) H i ( x - ~ y )  ~ H i x - ~ - H i y ,  

(12) H i ( Z x )  ~ Z H i x ,  

(13) //1, H, 4 0, 

(14) Ht H,  ~ H,  Hx - -  O, 

(15) H~+ H2 ---~ 1 

gekennzeichnet sind. Wir merken an, dal~ 

16) H i x  o y ~ - - y  o H i x  := H i x  o H i y  (i ~- 1, 21) 

ist. Wenn umgekehrt zwei Lie'sche k-Ringe L~, L~ gegeben sind, so 
konstruieren wir die Ringsumme yon L1 und L~ als den Lie'schen k-Ring L, 
bestehend aus allen geordneten Paaren (xl, xs) (xi E Li) mit den Rechen- 
regeln 
(17) (xl, x~) + (yl, y2) ~ (xl + yl, x2 + y~), 

(18) )~ !Xl, X2) ~ (ZXl, ZX2), 

(19) (x,, x,)  r (y,, y~) = (x, o y,, x,  o y,). 

Durch die Zuordnung X 1 --4 (Xl, O) bzw. xs ~ (0, xs) wird Li isomorph auf 
ein Idea l /~  yon L abgebildet, so daft die direkte Zerlegung L ~-- L-~ -{- L2 
besteht. Entsprechendes gilt ftir die Zerlegung in mehr als zwei 
Summanden. 
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Ein Lie'scher k-Ring hei~t zerlegbar, wenn er zu der Ringsumme 
zweier von Null verschiedener Lie'scher k-Ringe isomorph ist oder wenn 
er Null ist. Der Satz yon REMAK-SCHMIDT-FITTING ergibt, dab bei jeder 
direkten Zerlegung eines Lie'schen k-Ringes in unzerlegbare Summanden 
die Summanden der Zerlegung bis auf die Reihenfolge im Sinne der 
Isomorphie eindeutig bestimmt sind. 

Ableitunu. Radikal, Kern, maximalnilpotentes Ideal und das Zentrum 
einer Ringsumme ist gleich der Ringsumme der Ableitungen, Radikale, 
Kerne, maximalpotenten Ideale bzw. Zentren der Summanden. 

8. Die Diskriminante eines Lie'schen Ringes. 
Sei L ein n-gliedriger Lie'scher Ring fiber dem K(/rper k. CARTAN 

hat jeder Basis xl, x~ , - . . ,  xn yon L fiber k eine Zahl aus k, die zuge- 
h(irige ,Diskriminante" zugeordnet. Die ttaupteigenschaften dieses 
Begriffes m(Igen kurz referiert werden. 

Wir setzen 

D (xl, x,~, . . . ,  x,,) ~ Det. (Sp (xi x~)), 

dabei ist Sp c gleich der Spur der linearen Transformation c und x ist 
die dem Element x aus L bei der regularen Darstellung zugeor~ete  
lineare Transformation. Ist etwa 

" 
X i  0 X k  ~ Y i k  X v ;  

so rechnen wir aus: 

I n 7ku " 1 9  ( x , ,  . . . .  x n )  : " 

Bei Wahl einer neuen Basis multipliziert sich die Diskriminante 
mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante. Das Nichtverschwinden 
der Diskriminante ist eine invariante Eigenschaft. Sie ist gleichwertig 
mit jeder der beiden folgenden Aussagen: 

i. A u s S p ( x y ) ~ 0  ffir a l l e y  a u s L f o l g t  x ~ 0 ,  

2. ffir beliebige Zahlen al, a,, . . . ,  an ist das Gleichungssystem 

Sp(x  xi) ~ ai (i ---- 1, 2 , . . . ,  n) 

stets ltlsbar. 
Wenn die Diskriminante eines Lie'schen k-Ridges nicht ver- 

schwindet, so ist auch die Diskriminante jedes von Null versehiedenen 
Ideals bzw. Faklorringes von Null verschieden, fel ler  ist dann der volle 
Lie'sche Ring halbeinfaeh und gleich der Ringsumme yon endlich vielen 
nichtabelschen einfachen Lie'schen k-Ringen mit yon Null versehiedener 
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Diskriminante. Wenn die Charakter is t ik von k gleich Null ist, so ist 
das Nichtverschwinden der Diskriminante die hinreichende und notwendige 
Bedingung fiir Halbeinfachheit .  

w 2. Aufspaltung Lie'scher Ringe nach Cartan. 

1. Der Satz von Engel. 
D e f i n i t i o n :  Die Dars te lhmg des Lie 'schen k-Ringes L vermit tels  

des Darstellungsmoduls ~ heil~t ~Tldarstellung, wenn es ftir jedes 

Element a aus L und jeden Vektor  u aus ~ einen Exponenten I~ gibt, 

so dab 
a ~ u  ~ 0. 

B e i s p i e l :  Wenn 9~ ein beliebiger k-Modul, so wird durch die 
Festsetzung a u ~ 0 ffir alle a aus L, u aus ~ eine Darstellung yon L,  
die Nulldarstellung, erkliirt. Jede  Nulldarstellung ist eine Nildarstellung. 
Wenn ~ t  eine Nildarstellung von L vermittelt ,  so vermittel t  auch jeder  
L- invar iante  Teilmodul m u n d  jeder Faktormodul  ~J~/m eine Nildarstellung 

you L .  
Hilfssatz 1: Bei jeder irreduziblen Nildarstellung des Lie'schen 

k-Ringes L erf~ihrt das Zentrum ~ yon L eine IYulldarstellung. 
B e w e i s :  Der L-Modul ~ vermittel t  eine irreduzible Nildarstellung 

Fiir  jedes Element z aus ~ bilden alle Vektoren u aus ~9~, ftir die zu - -  0, 
einen k-Modul ~R~. ~ ist sogar L-Modul, denn aus zu  ~ 0, a o z ~ 0 

folgt 

a u E 9J~. 

Ferner  ist ~ z : [  0 .  Denn es gibt ein yon Null verschiedenes 
Element v in 93l und nach Voraussetzung einen Exponenten p, so dab 

Z. a ~ m O ,  

z." 1~ ~ O, 
wobei z~ ~ v gesetzt  ist. 

Setzen wir nun u - -  z. "-1 v, so folgt u 4 0 ,  z~ ~ 0, also 0 :~ uE~iR~. 
Da ~ ein irreduzibler L-Modul, so stimmt ~ mit ~ z  iiberein fiir alle z 

aus 5, d .h .  5 ~  ==0,  w. z. b. w. 
Hi[fssatz 2: Jede irreduzible Nildarstellung eines nilpotenten Lie'schen 

Ri,~ges ist eine Nulldarstellunq. 
B e w e i s :  L sei nilpotent mit der Klasse c und der L-Modul 9A 

vermittele eine irreduzible Nildarstellung. 0 ~- ~o c_: ~ �9 �9 c 5c ~ L sei 



0ber Lie'sche Ringe mit Primzahlcharakteristik. 25 

die aufsteigende Zentralreihe yon L .  Es ist ~o ~ =-- 0. Sei schon 
bewiesen, daf~ 5i !)~ ~- O (i < c). Dann induziert die vorgelegte irreduzible 
Nildarstellung yon L eine irreduzible Nildarstellung von L / s i .  Bei ihr 
erfi~hrt nach Hilfssatz 1 das Zentrum yon L/]~ eine Nulldarstellung, also 
ist ~i-~1 ~ = O. Nach c Schritten folgt 5c ~ = 0, L ~  = O, w. z. b. w. 

Salz 9 (Satz von ENGEL): E i n  r-gliedriger Lie'scher R i n g  L i~ber dem 

KOrper k ist dann  und  nur  dann  nilpotent, wenn seine reguliire Darste t lung 

eine Ni ldarste l lung isl. 

B e we i s :  1. Wenn L nilpotent ist, so gibt es eine nattirliche Zahl c, 
so dab ~c+~ ( L ) ~ - 0 ,  also ist 

(a) c ~ = a o (a o . . . (a o ~,~ . . .) = O 

e-real 

ffir alle a und u aus L .  
2. Es sei die regulate Darstellung yon L eine Nildarstellung. Zu 

beweisen ist, daft L nilpotent ist. Wenn r = 1, so ist L sogar abelsch. 
Es sei r > 1 und der Satz schon bewiesen ftir h0chstens (r - -  1)-gliedrige 
Lie'sche k-Ringe. Fib" jeden echten k-Teilring U yon L i s t  dessen 
regul~tre Darstellung Nildarstellung, also ist nach Induktionsvoraussetzung 
jeder echte k-Teilring U nilpotent. 

Die regulare Darstellung yon L induziert eine gildarstellung yon U 
mit L als dem zugeh0rigen Darstelhmgsmodul. Darin ist Uals U-invarianter 
Teilmodul enthalten und in dem Faktormodul L / U  wird ebenfalls eine 
Nildarstellung yon Uinduziert.  Da L~ U ein endlich-gliedriger k-Modul, 
so enthalt L / U  einen irreduziblen U-Modul, etwa U J U .  Dann ist 5~ 
ein in L enthaltener k-Modul mit der Eigenschaft U o U ~  U ,  I)a U 
nilpotentl so folgt nach Hilfssatz 2, daI~ 

U ( U1/ U) = -o, 
d.h .  Uo L~c_ U. 

Hieraus schlief~en wit, dab der Normalisator jedes eehten k-Teil- 
tinges yon L wirklich umfassender als der Teilring selbst ist. Ferner  
ist jeder echte Teilring nilpotent. Nach Satz 8 (w 1) folgt hieraus.die 
Behauptung. 

K r i t e r i u m :  Der  Lie'sche R i n g  L mi t  endlicher Bas is  i~,ber dem 

Kb'rpcr k ist dann  und  nm" dann  nilpotent,  wenn  bei der requliiren 

Darstell'a~g jede lineare Trans format ion  des Darstel lungsringes .qenau 
einen Eigenwer t  ~) besitzt. 

Denn wegen x x  = x o.x  = 0 ftir alle Elemente x des Lie'sehen 
Ringes kommt nur 0 als Eigenwert vor. 

1) Nattirlich in einer gewissen Vielfachheit. 
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2. Produktdarstellungen. 
Es sei k ein Ring mit Einheitselement. 
D e f i n i t i o n :  Der Produktmodul  !~ der k-Moduln ~ und !l}l' ist der 

Modul mit den Erzeugenden u v  (u E 9~, v ~ ~ ' )  und den definierenden 
Relationen : 
(20) 

(21) 

(23) 

u (v~ + v~) ---- u vt q- u v~, 

u (). v) = (;t u) v 

Die skalare Multiplikation der Elemente yon ~ erkliiren wit durch die 
Festsetzung: 

) (24) ~. 4- ui vi = ~_, (4- ~. ui) vi. 
i = 1  i = 1  

Sie ist eindeutig definiert, well jede definierende Relation yon ~ bei 
l~Iultiplikation von links her mit ~ eine Relation yon ~ ergibt. Es ist 
klar, dag die fibliehen Reehenregeln der skalaren Multiplikation erffillt 
sind. ~ ist ein k-Modul. 

Wenn g)l und ~ '  k-Vektormoduln mit der Basis xl, x~, . . . ,  xn bzw. 
Y~, Y2,-" ", ym sind, so ist der Produktmodul ein k-Vektormodul mit der 
Basis x iyk  (i = 1, 2, - . . ,  n; k = 1, 2, . . . ,  m). 

Wenn ~ bzw. ~ lineare Transformationen yon ~ ~zw. ~ '  sind, so 
wird dureh die Festsetzung ~- (uv) = (~ru) v bzw. ~- (u v) =-- u (rv) eindeutig 

/ 
eine lineare Transformation ~- bzw. ~- yon ~3 definiert. (Man hat zu 

\ 

setzen:  ~ ( ,~1  s 4-'~vi)= i~1 ~ 4-(~ui)v$ and nachzuweisen,  da~ ~ jean, 

definierende Relation auf eine Relation yon ~ abbildet und dag ~ den 
\ 

Forderungen an lineare Transformationen genfigt; entspreehend ffir ~-). 
/ 

Nun sei L ein Lie'seher k-Ring, und es seien ~ und 9J~' L-Moduln. 
Dann wird dureh die Festsetzung 

(25) a (u v) ~ (a u) v ~ u (a v) 

jedem Element a aus L eindeutig eine lineare Transformation a des 
Produktmoduls zugeordnet. Wir dfirfen daher setzen: 

(26) a (u v) ---- (a u) v + u (a v) 

und k(Innen dann leicht nachrechnen, dab der Produktmodul zweier 
L-Moduln wieder ein L-Modul ist. Z.B.  : 
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a ( b ( u v ) ) - -  b (a (uv)) - -  a ( b u .  v + u .  b y ) - -  b (au .  v-4-u,  av) 
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= a b u . v + b u . a v + a u . b v - ~ - u . a b v  

- -  bau . v - -  au.  bv - -  bu. av - -  u .bay 

= ( a b - - b a ) u . v + u . ( a b - - b a ) v  

-~- (ao b ) u . v - 4 - u . ( a o b ) v  

-~ (a o b) (uv).  

Wir nennen die zum Produktmodul geh(~rige Darstellung yon L die 
Produktdarstellung der zu s2l bzw. ~ '  geh6rigen Darstellungen yon L .  
Es seien a' bzw. a" lineare Transformationen von ~ bzw. ~ '  und a die 
lineare Transformation, die durch die Festsetzung 

(26a) a(uv)  ~ a' u .  v ~ u .  d '  v 

erklart wird. Durch Induktion nach n beweisen wir die Formeln 

i = 0  

Setzen wir hier a ' u  = ( a - - a )  u, a " v  = ( a - - /~ )v  ( a 6 L ) ,  
so erhalten wir: 

(27) ( a -  (a + ~))" (uv) = ~., ( n ) ( a -  a ) ' u . ( a -  ~8)'-' v. 
i = 0  

Fassen wir L als L-Modul auf, so entsteht die regulare Darstellung 

a ~ a ~-- von L in linearen Transformationen. Da 
- -  a o x  

a ( x  o y) = a o (x o y) = x o (a o y ) + ( a  o x ) o y  = x o a y - 4 - a x  o y ,  

so ist L operator-homomorphes Bild des Produktmoduls aus L u n d  L.  
Also folgt die Formel: 

(28) (a - - (a -q - ,8 ) " ( xoy ) )  --= ~_~ ( n ) ( a - - a ) i x o ( a - - ~ ) n - ' y ,  (a,x, y6  L). 
- -  i = 0  - -  - -  

Ferner folgt fiir jeden L-Modul ilR, dal~ 

a(xu )  ~ ( a o x ) u + x a u  ~- ( a x ) u q - x ( a u ) ,  (a, x 6  L;  u 6 M ) ;  

also ist !IR operator-homomorphes Bild des Produktmoduls yon L mit ~[R, 
und es folgt die Formel: 

(29) ( a - - ( a q - ~ ) ) n x u  = ~ ( ? ) ( a - - a ) i x . ( a - - ~ ) " - ' u .  
i = 0  - -  
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3. Eigenwertverteilungen auf nilpotenten Lie'schen Ringen. 
Es sei k ein algebraisch abgeschlossener K6rper, H ein nilpotenter 

Lie'scher k-Ring v o n d e r  Klasse c und ~ ein H-Modul von endlicher 
Dimension fiber k. 

Wir werden ~l~ aufspalten in eine direkte Summe aus ,,Eigen- 
moduln" yon H. 

Wir sagen: Das Element u aus ~l gehOrt zum E~qenwert a v o n  h, 
wenn es einen Exponenten v gibt, so da~ 

(h - -  a)" u = O. 

Ffir ein festes Element h bilden alle zum Eigenwert a yon h 
gehOrigen Elemente aus ~ einen k-Teilmodul ~ (h, a). Es gilt die 
direkte Zerlegung: 

(30) ~ - ~ .  ~ (h, . ) ,  
g 

wobei zu beachten ist, daf  nur endlich viele Summanden von Null ver- 
sehieden sind. 

Hilfssatz 3: Wenn ~ und ':l~' H-Moduln sind, dann ist gemiifl (26) 
der Produktmodul ~ ebenfalls H-Modul, und e.r gilt: 

(31) ~ ~ (It, a)-~YJ~' (h, ~) ~ ~ (It, 7). 
~+fl=r 

B e w e i s :  Sei ( h - - a ) ' u ~ O ,  ( h - - ' ~ ) ~ v ~ O ( u E ~ J t ,  vE9) t ' ) .  
In Formel (27) setze man n = u + t t  und findet, daft rechts jeder Summand 
Null ist, denn entweder ist i ~ r, (h - -  a) i it = 0 oder n - -  i % it, 
( h - - ~ ) n - i v = 0 .  Also folgt: 

(h - -  ( .  + ~))~ (~ v) = o ,  

(32) ~ (h, a) . ~2~' (h, ~) ~ ?~ (h, a + ~). 

Da die beiden direkten Zerlegungen 

- -  ~ '  ~ (h, . ) .  ~ '  (h, ~), 
a, fl 

Y 

bestehen, so folgt (31). 
Wenn wir H als H-Modul auffassen, so geh6rt ftir jedes Element h 

ganz H zum Eigenwert  0, denn H ist nilpotent. Ferner ist ~ operator- 
homomorph zu dem Produktmodul yon H mit !l~. Aus Gleichung (32) 
folgt, daft ~ (h, a) unter H inva r i an t  ist. 

Wir sagen: h hat in ~ die Eigenwerte a~, a~, . . . ,  %., wenn 
~l~ (h, ai) # 0 (i -~ 1, 2, . . . , j ) .  aber ~ (h, a) ~ 0, falls a ~= a~, a.~,..., O~j, 
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Wir sagen: Das y-tupel h~, ]~., . . . ,  ]~ hat in den H-Moduln m bzw. m 
.qetrennte Ei.qenwer{e, wenn m, m' 4 0 und aus m (h~, al) n m (h.~, a~) .. .  
�9 . . n m ( h , , ~ , , ) : ~ O  folgt m ' (h~ ,a~)nm' / ]~e ,a~) . . -  ~ m ' ( h ~ , a ~ ) : O  
und aus m' (h~, ~ )  ~ m' (1~..,, ~ ) . .  . ~ m' (]~,,, a~) -) 0 folgt m (h, a~)~ m(h~, ~)  .... 
�9 . .  ~ m ( h , ,  ~ )  ~ O.  

Wir sagen: Die H-~[oduln m und m' liegen .qetrennt, wenn es 
gewisse endlich viele Elemente aus H gibt, die in m und m' getrennte 
Eigenwerte haben. 

Dann ist die direkte Zerlegung (30), in der die Nullsummanden 
wegzulassen sind, eine Zerlegung des H-Moduls ~ in getrennt liegende 
H-Moduln. Da ~J~ ein endlicher k-Modul, so gibt es eine direkte 
Zerlegung : 
(33) ~ - - -  ~ 1 +  ~J~2 " " " ~ -  ~ 8  

in m0glichst viele getrennt liegende H-Moduln. Aus dem vorhin Gezeigten 
folgt, dai~ jedes Element aus H in jedem Teilmodul ~ i  nur einen Eigen- 
wert a~')hat. Wit nennen die Funktion ar Eigenwertverteilung. a u f H .  
Nach Konstruktion sind die Eigenwertverteilungen a (1), am), . . . ,  a(s) alle 
untereinander versehieden. Wit sagen: ein H-Modul, in dem jedes 
Element h aus H nur einen Eigenwert ah hat, heit~t zu a gehb'riger 
Eigenmodul. Eigenmoduln zu versehiedenen Eigenwertverteilungen liegen 
getrennt. 

Aus dem eben Gezeigten folgt: 
Jeder irreduzible H-Modul ist ein Eigenmodul. 
Da die irreduziblen Komponenten des H-Moduls ~ eindeutig 

bestimmt sind, so sind auch die Eigenwertverteilungen a (1), a(m,.. . ,  a(~) 
eindeutig bestimmt. ~rJ~i besteht aus allen Elementen u aus YJ~, fiir die 
es zu jedem h aus H einen Exponenten ~ gibt, so dal3 (h - -  a! i)),~ .u  - -  O. 
Also ist die Zerlegung (33) yon ~ in getrennt liegende Eigenmoduln 
yon H eindeutig bestimmt. 

Satz 10. Wenn die Charakteristik des algebraisch abgeschlossenen 
Grundk6rpers gleich :Vull ist, so hat jede irreduzible Darstellung des 
r-gliedr~qen ~61potenten Lie'scl~en k-Ringes H den Grad 1. 

Die irreduziblen Darstellungen yon H werden jede genau einmal a u f  
folgendem Wege erhalten. Man ergiinze eine Basis der Ableitunq H '  von H, 
etwa h~+l, h~.~.,, . . . ,  hr, zu einer Basis hi, 1~, �9 . . ,  hr yon H iiber k und 
ordne nun dem Element h ~- ~ ]11~-~2 52"'" ~-~-r hr a~ts H die lineare 
TransJormatio~ : 

(33 ~) # - -  (~  ~,-k  ~2 a~."" ~- ~ a~.)" I 

1. (;rades z~, wobd die x Konstanten al, a~, . . . ,  a~ die Darstellung ein- 
eindeut~iq bestimmen und belieb~q vorgeschrieben werden diirfen. 
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Bewei s :  Es ist klar, dab durch die Vorschrift (33 a) eine irreduzible 
Darstellung 1. Grades yon H erkl~rt wird. 

Es sei umgekehrt h--, tT eine irreduzible Darstellung von H in 
linearen Transformationen eines f-gliedrigen k-Moduls ~R. Dann hat b 
nur einen Eigenwert ah, also ist die Spur der linearen Transformation 
gleich f .  ah. Wir setzen: 

Sp h = Sp l ~ =  f ah. 
Dann ist 

S p ( h ~ - h ' )  = Sp h + Z p  h', 

@(x/~) = ~Sph;  

@ (h o z~') = @ (h o h') 

: Sp (h h ' - -  h' h) 

= @ (h h ' ) - -  @ (h' h) - -  O. 

Also bilden alle Elemente aus H ,  deren Spur verschwindet, ein 
Ideal / /1 ,  und es ist entweder H == H~ oder H / H I  1-gliedrig. Da die 
Charakteristik von k Null ist, so verschwindet die Eigenwertverteilung a 
auf / /1 .  Demnach induziert die gegebene Darstellung yon H e i n e  Nil- 
darstellung yon //1. Nach Hilfssatz 2 bilden alle Elemente u aus !lR, 
die yon H, annulliert werden, einen k-Teilmodul 92Ro ~= 0 yon ~J~. !)]~o ist 
unter H invariant, denn aus h E H, h' E H,,  u E 2Ro folgt : 

h' o h E H1, 

h' (h u) - -  (h' h - -  h h') u - -  h h' u 

= ( h ' o h ) ~ t - - h ( h ' u )  -~- O, 

h u E ?Z~o. 

Da ~ ein irreduzibler H-Modul, so ist !lRo = !13~, //1 !IR = 0. Da 
H~ HI abelsch, so liegt H in//1, ferner ist der Dars te l lungsr ing/ t  abelsch. 
Da er irreduzibel ist, so hat er den Grad 1. Demnach ist dem Element b 

aus H die lineare Transformation ah- 1 1. Grades zugeordnet. 
Setzen wir ah,-~-ai ,  so folgt wegen/-I~ = O, daft 

e t x §  = r t ~ , + 2 . . "  - - -  ctr ~ O,  

ferner aus den Darstellungsbedingungen: 

% h,-~.~h,...+~,hr= -~ a ~  (~2 " ' "  ~ .  ~ . ,  

womit alles bewiesen ist. 
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4. Aufspaltung Lie'scher Ringe in Eigenmoduln nilpotenter Teilringe. 
Sei L ein Lie'scher Ring mit endlich vielen Basiselementen fiber 

dem algebraisch abgesehlossenen Grundktirper k und H ein nilpotenter 
k-Teilring yon L .  

Die reguli~re Darstellung yon L induziert eine Darstellung yon H 
und gemaB Abschnitt 3 existiert eine eindeutig bestimmte direkte Auf- 
spaltung 
(34) L ~ Lo + L~, + Ls + . . . 

von L in Eigenmoduln von H. Dabei bezeichnen wir mit 0 kurz die 
Eigenwertverteilung yon H, bei der jedem Element aus H der Eigen- 
wert 0 zugeordnet wird. 0, a, fl,.., durchli~uft alle Eigenwertverteilungen 
von H. 

Ly besteht aus allen Elementen u aus L, ffir die es zu jedem 
Element h aus H einen Exponenten v gibt, so dab (h--?h) v U ~--- 0. Wenn 

ein L-Modul ist, so mSge mit 2)~ (H, r) tier in tier Aufspaltung (33) 
zur Eigenwertverteilung ~, von H geh0rige Eigenmodul bezeichnet werden, 
so dab die direkte Zerlegung 

(35) ~ - -  ~ ~ (H, r) 

besteht. 7 
Aus (32) folgt nun 

(36) L 7 !I~ (H, ~) ~ ~ (H, 7 -4: ~). 

Setzen wir hier !l~ ~ L, so folgt: 

(37) Ly o Lo~ ~ Ly+e. 

Insbesondere 
(38) Lo o Lo ~ Lo. 

Also ist Lo ein Lie'scher k-Teilring von L .  Da H nilpotent ist, so folgt 
H C  Lo. 

Ffir alle },~:0 gilt H o L  r = l . v , ,  denn es gibt dann in H e i n  
Element h, so dab h .eine nichtsingulare lineare Transformation von L r 
induziert. Ffir d i e  Elemente u des Normalisators N (H) yon H in L 
gilt H o u ~ H ,  also geh0ren diese u zur Eigenwertverteihng 0, d. h. 

(39) N ( H )  ~ Lo. 

Wenn H echter Teilmodul yon Lo, so ist H auch echter Teilmodut yon 
N(H) ,  denn tier Darstellungsmodul L o / H  yon H enthalt dann einen 
irreduziblen H-Modul H I / H  und da Lo/H eine Nildarstellung von H 
vermittelt, so folgt nach Hilfssatz 2, daft Ho/-/1 ~ H, also H C  111 ~ N ( H ) .  
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CARTAN hat gezeigt, dab H so gew~thlt werden kann, dab H ~ Lo, 
anders gesagt, dab der nilpotente k-Teilring H m i t  seinem Normalisator 
zusammenf~llt. 

Es sei L ein n-gliedriger Lie'scber Ring fiber dem algebraisch 
abgeschlossenen K0rper k. Jedem Element aus L wird bei der regul~tren 
Darstellung eine lineare Transformation mit h(Ichstens n verschiedencn 
Eigenwerten zugeordnet. Wir suchen ein Element hi in L, dem bei der 
regularen Darstellung yon 15 eine lineare Transformation hi mit m0glichst 
vielen verschiedenen Eigenwerten zugeordnet wird. 

Es sei 
(1) L ~ K-}-  L~ + L3.  . . ~- Ls 

die Aufspaltung yon L in die Eigenmoduln yon {hi}, wobei K der znm 
Eigenwert 0 gehOrige Eigenmodul sei. 

Mit den fiblichen SchluBweisen wird jetzt gezcigt, dab K nil- 
potcnt sein muB. Wir w~thlen eine Basis hl, h , , . . . ,  h,. des k-Moduls K. 
Ffir die Elemente x,  aus L ,  wird durch die Abbildung x,-~ h/o x,  eine 
gewisse lineare Transformation h~ ~) definiert. Dem allgemeinen Element 
h ~ ~1 h~-~- ~.. h, �9 �9 �9 -~ ~ h~ ist entsprechend die lineare Transformation 

. n2 - . .  ~- Crnr zugeordnet. Ihre charakteristischc 

Gleichungf,  (6 x) ist gleich der Determinante der Matrix t E -- It ("), also 
ein Polynom n,-ten Grades mit Koeffizienten aus dem Polynombereich 
k[~] ~ k[~,  ~ , . . . ,  ~] und mit 1 als Koeffizient der h0chsten t-Potenz. 
Bekanntlich gibt es einen bis auf eine Konstantc 4 0 eindeutig bestimmten 
gr6Bten gemeinsehaftlichen Teiler d,, fl (t, ~) yon ,f~ und jeff im Polynom- 
bereich k [.~, t]. Da der Koeflizient der h0chsten t-Potenz in f ,  gleich 1 
ist, so ist der Koeftizient der h6chsten t-Potenz yon d,;~ eine Konstante 

0, also bleibt der Grad yon d,,~ in t crhalten, wenn ffir ~ ein r-tupel 
yon Elementen aus k eingesetzt wird. Setzen wir ffir ~ den Weft 
(1, 0 , . . - ,  0) ein, so geht f~ (~, t) in das charakteristischc Polynom von 
h-~ ~) fiber, also in das Polynom ( t -  n~ a,) . Da nun die s Eigenwertc 
yon h~, die zu den s Teilmoduln Ly geh6ren, untereinander verschieden 
sind, so sind die durch Einsetzung aus den f ,  entstandenen s Polynome 
in t untereinander teilerfi'emd. Wenn a ~: ~, so geht d,,fl in einen 

gemeinsamen Teiler der Polynome ( x - - a t )  '*" und ( x - - ~ ) ' ~  fiber, also 
ist tier Grad yon d,, ~ in t Null. Folglich ist d,, ~ [~, t] eine Konstante 
:~ 0. Da die Polynome f ,  (~, t) als Polynome aus kit, ~] betrachtet, 
umereinander teilerfremd sind, so sind sie auch als Polynome aus k(~) It] 
bekanntlich teilerfremd. Rechnen wir den grOBten gemeinschaftlichen 
Teiler yon f ,  undf~, falls a :~ ~, in k(_~)[t] mit Hilfe des Euklidischen 
Divisionsalgorithmus aus, so erhalten wir 1, undes  treten w~thrend der 
Division nur endlieh viele Nennerpolynome aus kiWI auf. Das Produkt 
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aller dieser Nenner fiir alle Paare a, ~ sei das Polynom N(.~) aus k[.~]. 
Wenn wir ffir .~ Werte einsetzen, fiir die N (.~) nieht verschwindet, so 
ergibt sich als g. g. T. der durch Einsetzung aus den f~ entstandenen 
Polynome aus k[t] ftir je zwei verschiedene Eigenwertverteilungen a, B 
nach dem Euklidisehen Divisionsalgorithmus der Wert 1. 

Das zu dem Eigenwert 0 gehClrige Polynom fo (~, t) vom Grade no 
mui~ noch besonders betrachtet werden. Falls die Charakteristik p yon k 
eine nattirliche Primzahl ist, so sei p~ die h(/chste Potenz yon p, die in 
den Exponenten aller wirklich in fo vorkommenden t-Potenzen aufgeht. 

p l  pz p l  

Setzen wir noch zur Abkiirzung ~ : ( V~-, ] /~ ; ,  . . . ,  lY'~), falls p > 0  
und l > 0  bzw. n = ~  sonst, so wird /~(~, t )  die pt-te Potenz eines 

Polynomes g (*i, t) aus k[,7, t] yore Grade m : ~ n  in t u n d  mit nicht 
A ~ 

verschwindender partieller Ableitung nach t. Der gr(igte gemeinschaft- 

liche Teiler yon g (,], t) und ~ ~ g (7, t) sei d (7, t), so daft 

(.9 a) g (,,,, t) - -  gl (~, t) d (,~, t), 

(2 b) ~ t g (~]' t) ---- .q~ (~, t) d (~, t) 

ist und g,, g~ teilerfremde Polynome 4 0 aus k[7, t] sind. Wie oben 
schlie~en wir, da{~ der Grad yon d (~, t) in t erhalten bleibt, wenn fiir 
ein r-tupel yon Elementen aus k eingesetzt wird, ferner kann wie oben 
ein Hilfspolynom M(~) bestimmt werden, so daft fiir alle Stellen, in 
denen M(~) nicht verschwindet, die durch Einsetzung aus g,,g~ ent- 
standenen Polynome teileffremd sind. 

Da k als algebraisch abgeschlossener K(irper unendlich viele 
Elemente enthi~lt, so gibt es eine yon Null verschiedene Stelle ~1,,~,-" ", )-~, 
in der die Polynome b,  M und g~ (~], t) nicht verschwinden. Ftir das 
yon Null verschiedene Element h' ---- ~ h~-~ ~ h~ �9 �9 �9 -~/~ h~ sind die 
zugehCirigen charakteristischen Polynome teilerfremd, also haben sie auch 
zu je zweien keine gemeinsame Nullstelle. Demnach hat h' bei der 
reguli~ren Darstellung yon L mindestens soviele verschiedene Eigenwerte 
wie ]~. Da die Anzahl s der verschiedenen Eigenwerte yon h~ die 
H(ichstzahl ist, so hat auch h' genau s verschiedene Eigenwerte. Folglich 
ist das charakteristische Polynom yon l~ '(7) die n/-te Potenz eines Linear- 
faktors. Da h ' 4  0 und h ' o h ' ~ - 0 ,  so hat h ' i n  Ksicher  den Eigen- 
wert 0. Daher ist das charakteristische Polynomfo (~, t) yon h' in K 
einfach gleich t ~~ folglich g (~, t) ~ tm. Aus den Gleichungen (1), (2) 
folgt durch Einsetzen: 

t m = ,q, (~, t) d (~, t), m t m - `  = g,  (~, t) d (~, t), 
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wobei gs (it, t)% 0 und ga (it, t) und g~ (it, t) teilerfremd sind. Also hat 
d(it, t) den Grad m - - l ,  folglich hat auch d0/, t) den Grad m - - 1 .  
Da der g. g. T. yon g (y, t) mit der partiellen Ableitung nach t in t den 
Grad m -  I hat, so hat g die Form ( t -  ~p (~))'~, und es ist 

fo (-~, t) = (t - -  ~ (,j))"o. 

Jedes Element aus K'hat  also bei der reguli~ren Darstellung von K nur 
einen Eigenwert. Nach dem Kriterium im Abschnitt 1 folgt, daf K ein 
nilpotenter Lie'scher k-Ring ist. 

Auf dieselbe Weise wie eben schliefen wir, daft auch fiir alle a:  

f .  (< t) = (t  - -  V,,, (,J.))"" 

ist, wobei ~/a durch hinreichend oft wiederholtes Ausziehen der p-ten 
Wurzel aus .~ entsteht. Hieraus ist ersichtlich, daf die Moduln Li  die 
verschiedenen zu dem nilpotenten Teilring K yon L gehtlrigen Eigen- 
moduln sind. 

Die Zerlegung (1) yon L nach dem nilpotenten Teilring K heife 
Cartansche Zerlegung yon L.  Wichtig ist die Tatsache, daft der zur 
Eigenwertverteilung 0 geh(irige Eigenmodul yon K grade mit K tiber- 
einstimmt. 

Als Nebenresultat erhalten wir: 
Saiz | 1: Ein  Lie'scher k -Ring  L aus Matrizen f - t en  Grades, in dem 

jede Ma t r i x  x nur  einen Eigenwert  ax hat, ist nilpotent. 
Beweis :  Sei ~ ein zugeh(~riger DarstellungsmoduI. Dann folgt 

aus Hilfssatz 3: 

und nach Voraussetzung ~ = ~0~ (H, ~) mit festem ~, also L ,  !l~ = 0, 
wenn a ~: 0, also L , =  0, wenn a~:0, L = Lo = H.  

w 3. Einfachheitsbeweise. 
Wir bezeichnen mit M~ (k) den Schiefring aller n-reihigen Matrizen 

mit Koeffizienten aus dem KOrper k mit der Charakteristik X. Mn(k )  
besitzt als Basis die n Matrizeneinheiten eik (i, k = 1, 2, . . . ,  n) mit den 
Rechenregeln 
(3a) eik " ers ~ ~kr  e i s .  

Der Lie'sche Ring M, besitzt die n ~ Basiselemente e~k (i, k = 1, 2, . . - ,  n) 
mit den Rechenregeln 
(3 b) elk o ers = ~rk eis - -  ~is erk. 



13ber Lie'sche Ringe mit Primzahlcharakteristik. 35  

Alle Matrizen aus Mn, deren Spur Null ist, bilden ein Ideal SM,d) 
mit den Basiselementen 

c ~ =  e u - - e n  ( i - - 2 , 3 , . . . , n ) ,  eik(i=~k; i , k = l ,  2 , . . . , n )  

und den Rechenregeln 

(4) dl ~- 0, dik ~- d~-- dk (i =~ k), 

(a) d~k o drs ~ 0 (i ~( k, r ~-s), 

(b) die o ers = ( ~ i r - -  dis - -  Okr -~- ~ks) ers (i ~ k, r ~- s), 

(e) eik * e~s = d~keis-- di~ e~k (i ~- k; r + s; (rs) _4((ki)). 

(d) eik o eki ~ dik (i 4 k). 

Aus den Formeln (3b) folgt, dag 

(e) D (M,) --= SkL, .  

Aus (b), (d) folgt, dag 

(f) D (Skin) = SM,,, 

ausgenommen im Fall X = 2 ,  n = 2 .  Im Falle X = 2 ,  n : 2  ist 

D (Sz]/i~) = k .  e, (e = ~1 eli} und D (ke)  = O, 

und dann ist also M dreistufig metabelseh. 
Das Zentrum M,  ist k . e .  Der Faktorr ing yon M,  naeh k.  e werde 

mit PMn ~) bezeiehnet. PMn hat als Basiselemente: 

~k ~-~ elk-+-~ (Mn) ((ik) 4- (nn)) 
mit den Rechenregeln: 

n - - 1  

(g) e,--m = --~_~ e--ii, ei~c o e,.s = eY,.k eiis - -  eYis ~'k.  
1 

Mit PSM, ,  bezeiehnen wir den Faktorring yon SM,, naeh k .  e ~ SM,, .  

Wenn n Jg 0 (mod X), so ist PSM,~ = SM,, ; wenn n ----~ 0 (rood Z), 

so hat P S M ,  als Basis die Elemente d~, d3, �9 �9 d,__, ~ik (i 0r k) mit den 
Reehenregeln : 

~ - - I  

(h) (ln ~- --~_~ di, h; -~  O, ,i;k =-- d;--.dk (i 4 k), 
i ~ 2  

ferner (a)--(d) quergestrichen. 
Satz 12 : Die 2. ( n - -  1) Elemente ei, i+1 (1 <= i % n), ei. i-1 (1 ~. i ~ n) 

bilden ein Erzeugendensystem yon 33L~. 
B e w e i s :  Von vornherein sei n > l .  L sei tier aus den oben- 

stehenden 2. (n - -  1) Ele~nenten erzeugte Lie'sehe k-Ring. L i s t  in Skin 

l) S = speziell. 
2) p = projektiv. 
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enthalten. Wir wissen, daft e~i, ej~ E L ,  falls 1 ~ i < j  ~ n und i - - j  : I. 

Es sei sehon gezeigt, daft eij, ei~ E L ,  falls 1 ~ i ~ j ~ n und j ~ i ~ ~. 
Nun sei l ~ l . ~ k ~ n ,  k - - l = ~ , + l .  Dann ist 

also 

elk : el, l+ l  o el-kl,k~ ekl = ek, l+l  o el-~l,l~ 

e~k, eg~ E L .  

Nach ( n -  l)-maliger Anwendung dieses Schlusses folgt, dait alle eik(i ~ k) 

in L enthalten sind. Dann ist auch di ~-  dit ---- eix o eli in L enthalten, 
also auch S M ~ .  Folglieh ist S M ,  = L ,  w.  z. b. w. 

Satz | 3: Die  Lie'sche Algebra P S Mn ist ein f ach und  nic/~tabelsch, wenn 

n :> 1, ausgenommen im Falle n = 2, Z = 2 (dann  ist P S M ,  abelsch). 

B e w e i s :  Es sei A ein nicht in ~ (M,) enthaltenes Ideal von SM, .  
Wir werden zeigen, dal~ A = S k i , .  Daraus folgt dann die Behauptung. 
Es gibt in A ein Element a -~- ~_,aik elk, das nieht in 5 (M,) enthalten ist. 

1. a ist mit allen dik--- eli - -  ekk vertauschbar. Aus a o d~k ~ 0 
(i ~: k) f01gt aik = 0, wenn X + 2. Wenn Z --= 2, so ist n > 2, also gibt es zu 
jedem Indexpaar i~-k  noch einen yon i und k verschiedenen Index l, 
und es fo!gt a u s  dil o a = 0 wiederum, daft a i k =  0. Demnach ist 

a = ~ a i ie i i .  Da a nicht in z (M,) enthalten ist, so gibt es ein Index- 
i = 1  

paar i 4 k, ftir das aii ~ akk, 

e i k E A .  Da ferner a i n S M n  

2. a ist nicht mit allen 
paar i 4 k, ffir das aik ~: 0. 

2 a) n = 2. 

u n d  es folgt a o elk ~ ( a i i - -  akk )  eik ~ A ,  
n 

enthalten ist, so ist ~ a ~ i =  0, also n :>2. 
i = 1  

dik vertauschbar. Dann gibt es ein Index- 

Dann ist X 4 2 .  Wir bilden b = d ~ 2 o a  und finden 

A ~ b = ~1~ el~ + ,8~1 e~l 4 0 .  

Sei etwa ~1~ =~: 0. Dann ist 

A ~ boer1 = ~1~ dl~, d12 E A, el~ ~ ~-d l~  o e l 2 E A ,  

e21 . . . .  �89 d~l o e12 o E A, A = S M~ . 

2 b) n ~ 2. Es gibt einen Index 1 ~- i, k.  Wir bilden c = dkt o (dil o a) 

und finden, dal~ 
0 4 C  = yik eik -~ Yki eki E A . 

Sei etwa ~'ik :~ 0. Dann ist 

0 :~ d = c o e k l =  Y i k e i l E A .  

In jedem Fall liegt ein e~k (i :~ k) in A und wir dtirfen weiterhin 
annehmen, dal~ n ~ 2 .  Es sei 1 ein yon i und k verschiedener Index. 
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Es folgt: 
ell ~ e i ko  ek~ E A ,  elk = eli o eik E A,  ek~ = eki o ea E A ,  

eli ~ elk o elci E A ,  eki ~-- ekl o eli E A. 

Wenn ferner der Index m yon i, k, l verschieden ist, so ist 

e l m :  eli o eim ~ A .  

Demnach ist e~, in A enthalten ftir alle u ~ #, schlieglich 

d~, ---- e~  o e~  E A, 

also A ~ 8 M n ,  w .  z .  b. w .  

Es sei k ein vollkommener K0rper mit der Charakteristik ~ und m 
sei der aus dem Einheitselement yon k durch fortgesetzte Addition und 
Subtraktion erzeugte Modul. 

Wir suchen alle einfachen, nichtabelschen Lie'schen Ringe L mit 
einer Basis 

eo, e%, e%, . . . ,  ea. 

tiber k, so daft al  = O, a2, as, . . . ,  ar r verschiedene Elemente aus m 
sind und 
(I) eo o e ~ , =  aiea,  (i ~ 1, 2, . . .  r).  

Der yon dem Basiselemente e o erzeugte k-Modul H ist ein nilpotenter Teilring 
yon L .  Bezeichnen wir mit (a) diejenige Eigenwertverteilung auf H, bei tier d e m  

Element e o der Eigenwert a zugeordnet wird, und mit La den zu (a) geh6rigen Eigen- 
modul, dann ;olgt: {%,} ~ La, , (i = 1, 2 , . - . ,  r), also 

r 
(2) L = ~.~ L a .  

1 

Da (2) eine direkte Zerlegung, so folgt L a , :  {ea.} 

Wir setzen : 
(3) % = 0, 

wenn a ~: al, a2, . . . ,  ar" Dann gilt allgemein: 

(4) L~ = {%}. 

Da L a o Lfl ~ La+fl, so 

(5) ~. o ~ ~ {~.+~}. 

Da L einfach und nicht abelsch ist, so ist L vollkommen, d.h. 

(6) D (L) ~ L .  
Andererseits ist 

r r r 

D ( L )  ~-i, j~ =l{ga Qgv~j} C Z L c c j ~ - $ ~ l { e _ a ,  oeeQ}, = j = 2  "= 
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Da nun  {e_.a oem} =c Lo ' so folgt aus (2) und (6): 

(7) Lo 
i = 1  

Demnaoh gibt  es in m ein Element  e, so dag 

(8) e _ ~ o %  # 0 ,  e twa e ~ 0 %  ~ u e  0 und p * 0 .  

Da e e v e  e =  0, so ist  e ~ : - - r  

(9) 2 e # 0 ,  also X * 2  und ~ : t : 0 .  

W e n n  L ~ {eo, %, e_e} ,  so setzen wir  

d-i 2 ~--i e--i e �9 d o e -I e0, d 1 ~ ee, ~ _ 

und erhal ten die Basisdars te l lung 

L = {do, dz, d _ l }  
mit  den Rechenregeln:  

d .  o dp = (p - -  a) d .+~ (c,, p = O, +_ 1). 

Setzen wir  in M 2 (k):  d~ = eli  ' d~ ~ el2 , d~-----e21 , so finden wit,  dalt 

' ' ---- (rood z (M)), d~ o dp (p - -  . )  d'~+p 

also is t  L isomorph zu P M s ( k )  und da X # 2, so is t  L einfaeh, wie sehon frt iher 
gezeigt .  

Die F/ille r ~ 3 bzw. X = 2, 3 sind damit  v611ig zu Ende  untersueht ,  es sei 
fortan r ~ 3  und X ~: 2, 3. 

Nun wollen wir einige Formeln ableiten. Es seien a, y Elemente  aus m u n d  
es sei x o ein Element  aus Ly,  ferner  sei a # 0 ,  e a o e a ~ 3.%. Man setze rekursiv : 

e a O X o = X l ~  e a O x l ~ x 2 ,  . . . ,  e a o x i ~ x i + 1 2 . . . .  

Dann  folgt  : 
x o ~ L y ,  X 1 e L y + r t ,  �9 �9 �9 ~ x i E L y + i  . , �9 �9 �9 

ferner e a o ( e a  o Xo) ~ L 7 und da entweder  x o = 0 oder {Xo} ~--- L~,, so ist  sogar  

(10) e .  o ( e_  a o x o) ---- ~oXo . 

) ihnl ich schlielien wir, dag der  Ansa tz :  

(11 a) e _ a  o x i - -  ~'i x i - 1 ,  

also 
(11) e a o ( e _ a  o x i )  = r i :ci (i - -  1, 2, . . . )  

er laubt  ist. J e t z t  folgt :  

(12) O = x o o ( %  o e_ . )  + e .  o ( e _ .  o x 0) + e_~ o (x o %) ,  

0 ~ . r i _  t o (e a o e _ a  ) "Jr ecc o (e_r  ~ o x i -1) "~- e - -a  o (x i+ t o ea)  

x i _  1 o - - i  eo~- r i _  1 .ri_ 1 -1- e_~ o - - x  i 

= x i_  ~ (i  (7 + (i - -  1) . )  + " i -1  - -  " i ) .  
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Entweder ist x i _  1 : 0, oder es ist 

(13) ~'i = ~'i--1-1- )" ~ 71- (i - -1 )  e).  

Wenn aber : ~ i - x =  0, so bleibt der Ansatz ( l l a )  gllltig, aueh wenn wir J'i dureh 
" i - l - l -  A 0/-t- ( i - -  1) a) ersetzen. Naeh Ausftihrung dieser Ersetzung fttr i = 2, 3, . . .  
gi lt  (13) flir i ~ 1, 2, 3, . . . .  Die Aufl6sung der Rekursionsformel (13) ergibt 

(14) 

Nun behaupten wir, dab es eine nattirliehe Zahl l gibt, so dab 

Xl_ 1 ~ O~ X l = Xl+ 1 . . . . .  O. 

(Durch diese Eigensehaften ist i dann eindeutig bestimmt.) Wttre ntLmlieh im Gegen- 
teil x~ , 0 (i ~ 0, 1, 2, . . . ) ,  so wiire 

L 7 + / .  4 : 0  (i ~ O, 1, 2, . . . ) .  

Da aber a .  0 and nur endlich viele L# yon Null versehieden sind, so milBte X ~ 0 sein. 
Da 7 und a dem in k enthaltenen Pdmk6rper  angeh6ren und a ae0 ist, so ist 
a - l ( y  --  a) mod X einem reduzierten Rest j kongruent (0 < j  ~ X ) ,  so daft L y + j  a ~ L a ,  
also e a o L y + j  a ----0, und es wiire doch e a o x j  ~ O. Die Zahl / existiert auf jeden 

Fall und wenn X ~ 0 ,  so ist l < X .  
Die Eigenwertsequenz y, 7/q- a, . . . ,  7 q- (l - -  1) a heiBt die zu  ~, 7 gehSrige 

Serie.  Die Zahl l heiBt die Li inge  der Serie.  Die Gestalt der Serie hitngt nicht ab 
yon der Auswahl des von Null verschiedenen Elementes x o aus L 7. Die Liinge 1 ist 
dadureh gekennzeiehnet, daB: 

L a o L y + i  a * O ,  wenn 0 < i < [ l - - 2 ,  und L a o L T + ( l _ l  ) o : =  O. 

Da X l _  1 * O, x l ~ O, so folgt aus ( l l  a), dab "1 = 0, also ist : 

05) "o+Z(lz+ (~) . )  = O. 

Da e a o L a = O, so k a n n a  nur als Endglied in einer zugehiirigen 8erie vor- 
kommen. Diese Bemerkung ist ftlr das Folgende zu beachten. 

Hilfssatz 4: W e n n  

a) e _ a O X o =  O, b) e_aoea=l=O , e) X.oOXt_l = 0, 
so ist  

X i O X j :  0 (0 ~ i ~ j < l ) .  

B e w e i s :  Sei 0 <_ i < 1, n i j  = l - - ( j - - i ) .  Wir ftihren den Beweis dureh 

endliche Induktion nach nij.  Es ist: 1 < n 0. <__ l. Wenn n/j = 1', so ist i = 0, j = l - -  1 

und naeh Vor. c) der Hilfssatz bewiesen. Wenn nij  = l, so ist  i = j und die Behauptung 

Mar. Nun sei 1 ~ n o . ~  l u n d  sehon bewiesen, dab xi~ o xj ,  ~ O, sobald hi, j ,  ~ n i j '  

Wit  uuterscheiden zwei Fiille: 

1. i ~ 0 .  Dann ist 

X i 0 Xj = (e a o X i _ l )  o a:j = - -  (xi_ 1 o acj) o e a - -  (x j  o er162 o x i _  1 

und entweder ist 
j ~ l - - 1 ,  x j o %  0 oder 3 ~  - - 1 .  x j  o % . . . .  x j  ~ I 
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und nach Indukt ionsvorausse tzung 

x j +  1 e x i _  1 = - - x i _  1 o x j +  1 ~ 0 .  

Ebenso ist  nach Ind. vor. x i_1 o xj = 0 .  Also is t  x i o xj  ~ O. 

2. i-----0. Dann ist  j ~ l - - 1 .  Nach Vor. a) i s t  ~ o = 0 ,  nach Vor. b) is t  1 : i : 0 ,  
also ist  

o 

Wiire 1 ~ 0 (mod 2'), so wtirde folgen ;( ~ 0, und da dann 1 ~ 2', so w~re 1 = 2'.  
Da e und 7 in m liegen, so wtirde die zu ~, 7 gehSrige Serie ganz m ausftillen. 
Da ~ nu t  als Endgl ied in der Serie vorkommen daft, so mtigte a = 7 - } - ( 2 ' - - 1 ) t t  
sein. Dann wiirde die Beweismethode unter  1. e rgeben:  

X i 0 Xl__ 1 = 0 
und da 

{x~_l} = 1%}, {xZ_~} { e _ , } ,  

so wtirde der Widerspruch  e_~ o ea = 0 folgen. Wi r  dtirfen also annehmen,  de5 

/ * 0 ( r o o d 2 ' ) .  D a d a s P o l y n o m f ( . ~ ) -  ( ~ T d - ( 2 )  nun die be idenversch iedenen  

Nullstellen 0 und 1 ha t  und da es quadrat isch ist, so ist  

f ( j +  l )  = ( j - t - 1 ) 7 +  ( J ~  l ) a # O ,  

x o o x j  = ~ - l f  ( j  + 1)-1  Xo o (e t ~ o x j+l )  , 

z 00  ( e_aox j~_ l )  = xj~_lO(e_aOXo)-~-e a o ( x  OOxj_~l ). 

Nach Indukt ionsvorausse tzung ist  x o o x j+ 1 = 0." Nach Vor. a) is t  e_ a 
Also ist 

x Oo(e aoxj_~l  ) = O, 

mithin x o o xj  0, w. z. b. w. 

r x 0 = O. 

Der Fall  Z = 0 werde vorweg behandelt .  Ftir  ein festes ae setzen wi r :  

Y ,~= eao, Y - 1  e e OYo, . . . ,  Y - i =  e-~  ~  

Da y _ i e L e r 1 6 2  and wegen e ~ : 0  die Zahlen c~, a r  . . . ,  a Q - - i ~  alle unter -  

e inander  verschieden sind, so gibt  es eine Zahl  j ,  so dag y _ j  ~: O, Y - j - 1  = O. 

Ftir die zu ~, y - - j  gehSrige Serie ist  1"o= 0, X 4= 0 zu setzen. Formel  (15) e rg ib t :  

a . o - - J ~  = - -  ( l - -  1 ) / 2 . ~ .  

Nennen wir nun eine n ich tganze  Zahl, deren Doppeltes ganz ist, halbganze Zahl ,  so 

folgt :  Die Q~wtienten ~o E-1 sind entweder ganz oder halbganz. 

Unter  den Quotienten a(j~ - 1  sei a v e  - 1  die kleinste g a n z e  Zahl. Dann is t  

L % _ ~ -  0,  e E o e % =  0.  Ftir  die zu ~, ~ gehSrige Serie ist  in Formel 0 5 )  

~'o ~ 0, ). :l: 0 zu setzen. W i r  finden : 

, ~ d - ( 1 - - 1 ) / 2 . ~  - -  O. 
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Demnaeh lautet die zu ~, ag geh6rige Serie a ,  %,q- g, . . . ,  - -  e, 0, r - -  a r -  ~, --  %,. Da 

�9 nut  als Endglied in der Serie vorkommen darf, so folgt �9 ~ -  ur" Also ist --1 die kleinste 

ganze Zahl unter den Quotienten ~r r Ersetzen wir in der Betrachtung ~ durch 

- - g ,  so folgt ebenso, da~ -k.1 die gr6Bte ganze Zahl unter den Quotienten a~ ~-~ ist. 

Als ganzzahlige Vielfache yon �9 kommen also nur 

(16) 0, -be,  - -  

unter den ar vor. Da r ~ 3  sein soll, so miissen auch halbganze Vielfache yon �9 unter 

den a~ vorkommen. Es sei %~--1 die kleinste h a l b g a n z e  Zahl unter den Quotienten 

a(~ e-~. Wie vorhin lautet die zu e, az gehiirige Serie 

(17) ccx, %nu~ . . . , - - ~ / ' 2 ,  --be~2, . . . , - - a  z ,  

und es ist e~ o eaz+i  e ~ 0, sobald a x q - i  e zur Serie geh6rt und vom Endglied verschieden 

ist. Wenn wir in der vorstehenden Betraehtung �9 dureh - - e  ersetzen, so folgt wegen 

e_ e o e ~  ~ 0, % 0  e - -  a x ~ 0, dal~ dutch (17) schon aUe halbganzen Vielfache yon 

unter den ar ersch6pft sin& Demnach werden in (16) zusammen mit (17) sehon alle no 

aufgezi~hlt. Wi~re nun e_~x o e a x ~  0, so wfirde nach Hilfssatz 4 folgen, dal~ jedes 

Kreisprodukt yon halbganzen Vielfachen yon �9 verschwindet, dann ware abet 

L1 = {%z' eax§ "'" e--ax} 

ein yon Null und L verschiedenes Ideal yon L, was mit der Einfachheit yon L i m  
Widerspruch steht. Demnach ist 

eaz o e ag ~ O. 

Wit  diirfen daher in der vorstehenden Betrachtung ~ durch % ersetzen und finden, dal~ 
entweder �9 - -  0, ~_ag oder dal~ �9 halbganzes Vielfaches yon a x ist. Da abet �9 :i:0 und % 
selbst halbganzes Vielfaches yon �9 ist, so fiihren beide Alternativen auf einen Widerspruch. 

Der Fall r ~ 3 ist  bei Charakteristik 0 unmSglich. Es sei daher yon nun an X ~ 3 .  
Wir  ordnen die % in folgender Weise an: 

wobei 
- - ~ ,  O~ e, e~4 ~ i4 r , . . . ,  a r  ~ i r e .  

1 < . ~ i 4 , ~ i 5 ~  . . .  ~ i r ~ X - - 1 .  

A) Wir  prtifen zuniichst die Annahme, da~ die Li~nge jeder Serie kleiner als 2' 
ist. Entweder ist i 4 ~ 2 ,  dann ist 

g--~ O ecr ~ 01 
oder es ist i 4 ~  2, dann ist 

e_e oee~ 4E L ~  % o (e_~ o ea4 ) ~ 0. 

In jedem Fall ist :  

(18) % o  ( e  ~ o % ) ~ 0 .  

N~n sei 

(19) ee o (e_ e o en~) ~ 0 

Die zu ~, aj geh6rige Serie sei 

(20) aj, a j + r  . . . ,  a j +  ( / ' - - l )  e .  

(4 <_ j __<- r ) .  
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Wenn �9 selbst in der Serie (20) vorkommt, so mul~ �9 das Endglied sein, also 

( 1 9 a )  �9 ~ a j - 4 - ( / ' - - l )  c .  

In der Formel (15) daft J. * 0 und wegen (19) v o ~ 0 eingesetzt werden. Es folgt:  

( ; ) ,  _-o; 
(19a) eingeset~t ergibt : 2 . l '  (3 - -  l') ~ 0 (rood X) und da X > 3 ,  so ist l' ~--~ 0 (rood X), 
also l ' = Z .  Da das unserer Annahme A) widersprieht, so kommt �9 nieht in der 
Serie (20) vor. Da % o e e :1: 0, % o eo~0 , so kommen auch - - e  und 0 nieht in der Serie 
vor. Daher ist 

l ' ~ X ,  a j -+-( / ' - - l ) ' r  : aj+l ,_ l  
und 

(21 a) i j+  r _ ~  < i r . 

In Formel (15) darf 2 -1: 0, l' ---- 0 (rood X), ferner wegen (19) % = 0 eingesetzt werden. 
Es folgt: 
(21 b) a j  q- (a j+  (y - -  1) s) = 2 ~j q- (l' - -  1) �9 = 0. 

Demnaeh ist: 
(21c) ~j + 6j + ( r -  ~)) = z ,  

(21d) i j < x / 2  , 

(21 e) i s+e_1  >z12 
und aus (21e) rood 2: 
(21 f) l '  ~--- 0 (rood 2). 
Nun sei 
(22) a4, a 4 + ~ ,  . . . ,  a 4 + ( I - 1 )  

die zu ~, r 4 geh~rige Serie. Das Endglied ist gleich at§ es ist also 

e~oe tQ+a~  0 

und naoh (21 e) : 
(22a) it+ a > X /2 .  

Ware hier l + 3 * it, so ware sieher 

e e o ( e  e oet, q+4) = 0. 

Denn entweder ist 
it+ 4 ~ i l§  8+ 1, also e_~ o eat+~ = O, 

oder es ist il+4-~" it-+8 + 1 ,  dann ist 

e_e o %+, e {%+,} 

und da % o {ea~+s } ~--- 0, so folgt 

% o (e_~ o % + )  = 0.  

Dann wtirde die zu ~, al+ 4 geh6rige Serie der Bedingung (18) geniigen, und es ware 
gemi~B (21d) it+4 < X / 2 "  Da andererseits i~+4:> it+s, so wt~rde nach (22 a)ein Wider- 
spruch folgen. Also ist i r = i  4 - F ( l -  1), d.h. die aq werden ersch6pft durch die 
8erie (22) und dureh die 8erie 

(23) - - e ,  O, + ~ .  
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Also ist l ~ r--3 und naeh (21b): 

( ~ 4  a)  a 4 ~ - -  ( r  - -  4 )  / 2 .  r a r ~ ( r  - -  4 )  / 2 .  ~. 

Ferner  nach (21f) 
(24b) r ~-- 1 (rood 2). 

Aus % o e a ~ 0 folgt  also 
a ~ ~ o d e r  a ~ ( r - - 4 ) / 2 . ~ .  

W i r  schliefien, dab allgemein aus e d, o e  ~ :t: 0 und ed, oere ~ 0  folgt :  

a ~ 6 oder a ~ ( r - - 4 ) / 2 . d .  

Da s :~%,  ~ o a  r ~ 0 ,  so wilrde aus e ar o % , . ~ : 0  folgen, daft 

z ( r - - 4 ) / 2 . a r ,  1 =-- ( r - -4 )7 /4  (modz) ,  r ~ 2 ,6 (modT. ) ,  r ~ 2 ,6  

im Widersprueh zu (24b). Also ist  e _ a r o e % ~  0. 

1. Es sei 

(25) e_~ o ere ̀ =:  0.  

Wird  in Hilfssatz 4 s ta t t  re nun �9 und s ta t t  u nun a 4 eingesetzt ,  so folgt 

(25 a) ea, = = o e a j :  0, wenn 3 ~ i  < j  < r .  

Aus (25) und (25a) folgt, daft die Elemente  

(26) %4' e%, . . . ,  ere, 

die k-Basis eines yon 0 und L verschiedenen Ideals yon L sind, was ;nit der voraus- 
gesetz ten Einfachheit  yon L i m  Widerspruch steht.  Wir  mllssen also annehmen, daft 

2. e_~ o e% :t: O. 

Da e_  e o e% E La4_ ~, so ist g4 ~ 2 � 9  

(27) e_~ v e 2 ~ 4= 0.  

Wei te r  folgt aus (24a), daft r : a ' -  Setzen wi t  nun 

X0 ---  e2 ~ 1 

X 1 ~ e~ O x  O~ . . . ~  X i =  e ~ o x i _  17 " ' ' ,  e ~ o  ( e _ ~ O X o )  ~ v O x  0 

e_~ o x i ~ r i x i_  1 (0 < i ~5. X --  3), 

so folgt v o = 0 und gemttfi (14): 

i 
v , = ,  ( i . 2 ~ - t - 1 2 ) ~ ) ,  2 , , i : P e i ( i + 3 ) ,  

und es ist ersiehtlieh ~i ~: O, wenn 0 ~ i ~ 2 ' . -  3. Je tz t  folgt 

(28) e_~oei~:~O, wenn 2 < ~ i ~ x - - 1 .  

Aus (27), (28) folgt, daft die zu e ~, e(• r geh6rige Serie lautet:  

e( X - 2 ) ~ ,  {'i X - 3 ) r  " ' ' ~  ~"2z~ c ~  e 0. (' ~ .  
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B) Wir haben also doeh nur die Annahme zu prfifen, daft es irgendeine Serie yon 
der Lange X gibt. Sie laute: 

(29) a, a + f l , . . . ,  a + ( Z - - 1 ) f l .  

Da diese X Elemente verschieden sein sollen, so mul~ fl * 0 sein, und es werden in (29) 
alle Elemente aus m aufgeziihtt. Wir setzen: 

' _ f l - - l e _ i p  e i = ( - - l < i ~ X - - 1 )  

und finden, da~ 
] t L = { e ' l ,  e;, . . . ,  e•  *~oe: : ~*~ 

und 
et_l 0 e~ * O, wenn 0 =< i ~ Z - - 1 .  

Wir k6nnen and wollen voraussetzen, dab 

(i beliebig) 

e _  l o e  i : l :O,  wenn 0 < i ~ X - - 1 .  

Wenn 0 < i < x - - 1 ,  so ist der Ansatz e_ l o e  i ~ -  ( i + l )  X i e i _  1 erlaubt, u n d e s  ist 

l i  ~: 0, aul~erdem wissen wir, daft it o = 1. Wir setzen 

et_f 1 

e~ t = ) . 11  ~ 2 1  e2,  

Dann ist : 

L {e"l ,  " . .  e" / : e 0 ~ �9 , X - - 2 f ,  

Es sei also yon vornherein: 

(30) e_l  o ei = (i + 1) e i_  1 . 

Falls e l o e _  2 ~ O, so. setzen wir 

i 
, _ _  ~-, 1 i + 1 1  . 

e l - - r _ ~ _ _ l ~ V + l l  ~Z--Vev 

I t  I t  
e 1 , e 0 = eo,  e I = j L I . l e l ,  

" " ,  *~% = z~ -~'*~-~,  "" ", ~•  

e x'' o ei" : (i - -  x )  ex+i ,  wenn x ~ 0 oder - -1  (rood Z) 

( - - I  <= i < X  - - I ) ,  

wobei fiber die Konstante p noch geeignet verfiigt werden soil. Wir erhalten: 

i - - 1  

- ,j,_,_9, u %. 

Da (v + 2) l i + 11 ftir v - - - - 2  oder i verschwindet und 
~ , '+  2! 

l i + l  t i 

so folgt weiter 
i / - -  

Z e _ l o e  ~ = i ,  ( r ; i ) I ~ i - - l - - V e r =  ( i+1)e:- -1"  
~ = - - 1  

F e r n c r  1 s t :  

i 
e;oe~ = ( % + H e _ l l O e  i = ~ l i +11  / ~ i - v % +  v = _ l  v ~ v + l f  

i - -1  
( v + 2 )  i i + l l  /~i-v e v 

r : - - 2  l v  -~  21 " 
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i ~ + 1 1  Da (v + 2) i v + 2 1  verschwindet ,  wenn v = - - 2  oder = i, so folgt  wel ter :  

i 
e ~ o e ~ =  2 :  ( ~ l i + ~ l  " ' v = - - I  ' " + l l + ( r + 2 ) ( ~ + ~ )  ) t t ' - v e v "  

Man besti~tigt leieht, daft 

1 ~ + 1  t r b , - + - l /  + ( ' + 2 )  ( ~ + + ~ ) =  i ( i ~ I ) '  

also ist  
e~ o e; = ~ ; .  

Ferner  ist  sofort zu sehen, daft e i r 0 (i bel.), also hat  e o bei 'der reguli~ren Darstel lung 

die Eigenwer te  - -1 ,  0, . . . ,  2' - -  2, und e i i s t  ein zu i gehSriges Eigenelement.  Folglich 

sind die Z Elemente e_l ,  e o, . . . ,  e• 2 linear unabhiingig, bilden also eine k-Basis 

' o e~ ~ {e~+~} sein, insbesondere yon L .  Wie  wi t  sehon wissen, muff e a 

e~ o el,2 E {e~l} : {e 1}. 

Wir  stellen e 1 o e_2 als Liuearkombination der e i dar und sammeln die Komponenten 

yon e 1, dann erhalten wir :  

' - - .  ' o  : + 2 U e o O u X - - l e _ l + 3 ~ 2 e _ l o ( 2 " - - l )  t~X--2e 0 e l o e  r o e 1 ex_ 2 e l o e •  2 , , 

: - - 3  # X - 1  e_  t (e I o ez_  2 = e 1 o e_2 : :  0 !). 

Nun verftigen wir fiber a, indem wir setzen r~ = 1 (oder 2, �9 �9  2 ' - -  1) und erhal ten 

t 
e i o e ~ 2  = - - 3  eL i . 

Naehdem w i r e v ,  die Basis e _ l ,  eo, . . . ,  ex_ 2 dureh die Basis d_l,  eo,' . . . ,  ex_ 2 

yon L ersetzt  haben, dfirfen wit  annehmen, daiS e 1 ~ e_2:1: 0. Da X > 3 ,  so ist  der Ansatz  : 

e z v e _ 2 =  3 ~ e _  1 erlaubt, und es ist  ~ :1:0. Da k vollkommen, so ist  die Gleiehung 

~-1 = 7/• in k 16sbar. Wi r  fiihren die Substi tution 

e~':= ~ i e i ( - - 1  L~ i ~ 2 " - - 1 )  

aus und erhalteu:  

_ - -  " " o " ie(  ~ " e " l  ~  ~' ( i + 1 )  e i_ l ,  e 0 e i __ , , e I o e t ' 2  : - - 3 e ' I i .  

Mithin dfirfen wir fiber L voraussetzen, daft 

(31) e _ l o e  i ( i + l )  ei_ 1 ( i E m ) ,  

(32) e I ~ e 2 : - -  3 e _  1 . 

Hilfssatz 5:  Aus den Gleichungen (1), (31), (32) fo lg t  

(33) e i o ej ~ ( j  - -  i) ei+j,  wenn - -  1 <_ i ~ j ~ 2" - -  1 und i + j < Z - -  1, 

also auch 

ej oe  i = ( i - - j )  ej+ i. 

B e w e i s :  (33) ist Mar, wenn i = j ,  sei also weiterhin i ~ j .  Wir  wenden 

endliche Induktion nach n i j ~  Z - - ( j -  i) an. Es ist 1 =< n i j < 2 " .  W e n n  n i j ~  1, so 

ist i = - - 1 ,  j = Z  - -  2 und dann ist  (33) gemafi (31) richtig. Sei wei ter  l < n i j < _ 2 " - - I  
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und (33) sehon gezeigt flir alle Paare i',j', filr die nvj, ~n 0. Wenn i ~--1 bzw. 0 

so ist (33) gemiiB (31) bzw. (I) richtig. Sei also i>0. 

I. J ~ Z -- 2. Dann ist 
j + 2 ~/~ 0 (mod X), 

ej = (jW2)--le--loe.• , J ( j + 2 ) - - l e i o ( e _ x o e j + l ) ,  

e i o (e_l o ej+l) : e_ l  o (e i o ej+l) -[- ej+ 1 o (e 1 o el). 

Naeh Ind. vor. ist 

eioej+l------ ( j - l - 1 - - i ) e i + j + l ,  e j + l o e i _  1 = ( i - - j - - 2 )  ei+j,  

ferner ist 

e _ l o e  i = ( i +  l)  ei_ 1. 

Naeh einiger Reehnung folgt: 

eio(e__l oej+l)  ~ ( j  + ~) ( j - - i ) e i §  j ,  e i o e j =  ( j - -  i )e i+ j .  

2. j = ~ - - 2 .  Dann i s t i > 2 ,  

e i ~ (i - -  2) -1  e I o e l_ l ,  e i o ej = (i - -  2) - 1  (e I o ei_l) o ej, 

(e I o ei_l)  o ej ~ (e I o ej) o ei_ 1 - -  (ei_ 1 o ej) o e I . 

Naeh Ind. vor. ist 

ei.._ 1 o ej = ( j  - -  i + 1) e l+j_  l = ( - -  1 - -  i) ei_ 3 . 

Feruer ist nach (32) 
e I o ej = - - 3  e 1 

und naeh (31) 

e l  o ei_ 1 ~ ~ ei_ 27 
also nach einiger Reehnung: 

( e l o e i _ l ) o e j :  ( i - - 2 ) ( - - 2 - - i ) e i _  2, e i o e j ~  ( - - 2 - - i ) e i _ 2 . ~ -  ( j - - i ) e i +  j ,  

w. z. b. w. 
Nun setzen wir: 

d i =  (--1)i+ l e _  i ( - 1  "~- i ~ z - - l )  

und finden, daft d o o d  i =  i di ,  ferner auf Grund yon IIilfssatz und yon (32), daft 

d l O d i - - - ( i + l ) d i _  1 und gemi~5 (31), dal~ d l o d  2 ~ - - 3 d _  r Aus dem eben 

bewiesenen Hilfssatz, angewendet auf die di, folgt: 

d i o d j =  ( j - - i )  di4_j, wenn - - 1  <_ i < _ j < ~ z - - 1  und i + j < ~ Z - - 1 .  

Auf die e i umgereehnet erhalten wir: 

(34) e i o e j =  ( j - - i )  ei+j, wenn - - l  ~ i < = j ~ x - - I  und i + j > z  + l .  

also auch 
ej o ej = (i - -  j )  ej+ 1 . 

Dureh den Ansatz: 
e i e e j =  ( j - - i ) :  .e. . 1 ~-ij z+j~ ~ii 

sind die Zahlen ~ij eindeutig definiert. Wir haben die Zahlen ~"o noeh zu bestimmen, 

wenn 2 _ < i ~ z - - 2 ,  2 < j ~ z - - 2  und i + j = x - - 1  ode rx  o d e r z + l . - -  In allen 

anderen Fiillen sind sie gleich 1 . -  Man setze: 

i ' =  (Z--1)/ . '2 ,  j ' =  ( z + l ) / 2 ,  
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dann folgt zun~ehst: 

i ' + j '  ~ O, 

ferner 

also ist 

j ' - -  i' ~ 1, 2 (1 --  j) ~ 1 (rood X), 

0 = e 1 o (e i, o ej,) -1- e i. o (9" o e l) q- ej, o (e 1 v e~,) 

= e I o ~-i7' eo -1- ei' o (1 - - j ' )  9'+1 q- 9'  o (i ' --  1) 9 '  

= el ( - - ~ i 7 '  -[- 2 (1 - - j ' )  ~ i ' , j ' + l )  ' 

~i7' ~ ~- i ' , j '+l .  

Xhnlieh folgt 
5 i ' - l , j '  = ~i'j '  aus der Relation : 0 = e_ 1 o (e i, o ej,) + . . . .  

Jetzt zeigen wit unter tier Voraussetzung: 

2 ~ i < j < x - - 2  , i + j  : X ,  ~ i - x , j = -  ~ U =  ~ - i , j+ l~ -  ~-, 

daft (a) ~ i - - l , j+ l  = ~- and falls sogar 3,~ i < . j ~  X --  3, so (b) ~ i - 2 , j + l  ~ -  -~i-l,jW2 = ~" 
Das mSge sich der Leser herleiten aus den Jacobiidentititten: 

0 = e 1 o (e i_  1 o ej~ + . . . ,  0 = e 1 ~ ( e i_  x o e j _ l )  + . . . ,  

0 = e_  1 0 ( e l_  1 0 ej+l) -~- . . . .  

Dureh endliehe Induktion sehliefien wit aus den eben gefundenen Resultaten, daft 

~ O ' :  ~'i'j' = ~' wean 2 ~ i ~ j ~ - - 2 ,  i T j  = X - - 1  oderx o d e r x + l .  Aus der 
Jaeobiidentititt 0 : e 1 o (e 2 o e-2)-~ "'" folgt nunmehr, da5 ~ : 1. Also gilt allgemein: 

(35) e i o ej : ( j  - -  i) ei+ j (i, j e m ) .  

Nun wollen wir  Lie ' sche  Ringe yon dem gesuchten Typus  kon- 

struieren. Es sei M ein in k enthal tener  Modul. Jedem Element  a aus 
M ordnen wir ein Symbol e~ zu. Gemag w 1 konstruieren wir  einen 

distr ibutiven Ring L = -  L (k,  M )  mit den Elementen  e, (a E M)  als Basis 
und der Rechenrege l :  

e .  o ep = ( ~  - -  a )  e . + ~ .  

Ohne weiteres besti~tigen wir, daft die Bedingungen I, I I  (w 1 ; 1) erfiillt sind. 
Fe rne r  is t :  

e ,  o (eft o % ) ~ - e f t  o ( %  o e , )  ~ -  ey  o ( e ,  o eft) 

= e . + ~ + r  ( ( .  - -  ~ - -  r )  ( ~  - -  r )  + ( ~  - -  r - -  5 )  (~ - -  ,~) 

+ (r - - .  - -  B) ( .  - -  ~))  = O, 

wie sofor t  nachgerechne t  wird. Demnach  ist  auch I I I  erfiillt, also ist 

L (k, M) ein L ie ' scher  k-Ring. 

Wenn  das in M enthal tene Element  a yon Null verschieden ist, so 

ist ( 5  - 1  eo) o ea ~ e a ,  also ist dann e= in D (L) enthal ten.  Fal ls  X (k) 4 2 
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und M =~ 0, so gibt es ein a 4 0  und ffir dieses a ist 

((2 a) -1 e- , )  o e~ = eo, 

also ist dann eo in D ( L )  enthalten und L = D(L) .  Falls abet x(k) = 2, 
M +  0, so bilden alle e=, ftir die 0 ~: a E M, die Basis eines k-Moduls, 
der ersiehtlich alle Kreisprodukte von je zwei Basiselementen von L 
enthiilt. Zusammen mit dem oben gezeigten folgt, daft D ( L )  die 
Elemente e, mit 0 �89 a ~ M als Basis fiber k besitzt. 

Wenn M = 0, so ist L eingliedrig, also abelsch. 
Bemerkung: Wenn X ~: 0, so sind L (k, M) und L (k,)~M) isomorph. 

Sei nitmlich 

L(k ,  M)  = ~ ke , ,  e,. e~ = ( f l - -  a) ea§ 
a ( M  

L (k, ~ M)  : ~_, k d ~ ,  dx~ o d~fl = (~ - -  a) d , (~  fl) (a, ~ E M), 
aEM 

dann bilden wir ab: 

~ s  a ~ M  

Wenn nun ~ ~ 0 ,  so entsteht jeder Modul M, der aus X Elementen 
besteht, durch Multiplikation mit einem K0rperelement ~: 0 aus dem 
Modul m = (0, 1, . . . ,  7 . -  1) hervor. Also sind die x-gliedrigen Lie'schen 
Ringe L (k, M) alle untereinander isomorph. Wit  bezeiehnen den 
7.-gliedrigen Ring L (k, m) daher mit L (k, X). 

Satz | 4 :  Wenn M ~ O, so ist D ( L )  ein einfacher Lie'scher k-Ring. 
B e w e i s :  S e i M 4 0 .  D a n n i s t D ( L )  4 0 .  Wir haben zu zeigen, 

daft jedes yon Null verschiedene Ideal yon A von D (L) mit D (L) tiber- 
einstimmt. Es gibt yon Null verschiedene Elemente a in A und a hat  
eindeutig die Form 

1 

( r > O ;  ).i~-O, a i E M ( i - - - 1 , 2 ,  

Wir wi~hlen a so, daft die Anzahl r 
ponenten yon a m(igliehst klein wird. 
0 + a' = e=, o a E A und a' hi~tte nur 

�9 . . , r ) ;  ai:~a1,, wenn i ~ k ) .  

der yon Null verschiedenen Kom- 
Wi~re r ;> 1, so wi~re e~E D(L) ,  

r -  1 von Null verschiedene Kom- 
ponenten. Also ist r = 1, a ---- ;te~, ;~ :~ O. Dann liegt auch e, in A. 
Wenn X ~: 2, so liegt e-~ in D (L), also ist entweder schon a ~ 0 oder 
a 4 0 und eo = (2 a) e-~ o e~ in A enthalten, mithin auch 

eft = ~ - l e  o o eft E A ffir alle ~ :~ 0 

und daherA---- -L.  Wenn X = 2 ,  so f o l g t a ~ : 0 .  W e n n M ~ : 0 ,  a ,  
so folgt welter, daft efl_~ in D ( L )  liegt, also liegt ep-----fl-le~ o e~-,  
in A, mithin ist A = D (L), w. z. b. w. 
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$atz 15: Die einfachen und nickt abelschen Lie'schen Ringe rait 
einer Basis eo, e~,, �9 �9  e~, iiber dem K6rper k mit der Charakteristik X, so 
daft 0 ~ a~, a,, �9 �9 ar r mod X inkongruente ganze Zahlen sind und die 
Rechenregel eo o e , , :  aiea, gilt, haben einen der beiden Typen: 

1. L ~-- SM2 (k) (X :~ 2), 

2. L ~ L (k, Z) (~ > 3) (L (k, 3) ~ S M ,  !). 

w 4. Die Endomorphismen eines Lie'schen Ringes. 
Es sei k ein Ring mit Einheitselement, L sei ein Lie'scher k-Ring 

und A ein Ideal yon L.  Welche Eigenschaften haben die durch die 
Festsetzung x a ~ x o a mit festem x aus L, beliebigem a aus A, erklitrten 
eindeutigen .(bbildungen yon A ill sich? 0ffenbar ist 

x ( a + b )  --~ x a - ~ x b ,  xO,  a) ---- )~xa, 

schliei~lich 
x ( a o b )  ~- x o ( a o b )  - -  - - a o ( b o x ) - - b o ( x o a ~  

= a o ( x b ) + ( x a ) o b .  

Def in i t i on :  Endomo~Thismus des Lie'schen k-Ringes L heiflt jede 
eindeutige Abbildung a v o n  L in sich, bei der 

(1) 
(2) 
(a) 

a ( a + b )  ~ a a + a b ,  
a(Za)  ~ ,~aa 

a (a o b) ----- a o (a b) --~ (a a) o b, 

(z k), 

z. B. wird durch die Festsetzung x a ~ x o a (a E L) jedem Element x 
a~s L eindeutig ein Endomorphismus x zugeordnet. Die Gleichung (3) 
ist dabei gleichbedeutend mit der Jacobi-Identiti~t. x heifit der zu x 
geh6rige innere Endomorp]dsmus. 

Alle Endomorphismen yon L bilden einen Lie'schen k-Ring E (L), 
wobei die naheliegenden Rechenregeln 

( a + ~ ) a  ~ a a + v a ,  

(a o , )  a : a ( v a ) - - ,  (aa) 

verwendet werden. Zu zeigen ist hier nur, da~ mit a zugleich Z a und 
daft m i t a  und ~ zugleich auch a-I-v und a o ~ Endomorphismen sind. 

Die inneren Endomorphismen bilden ebenfalls einen Lie'schen 
Ring I (L ) ,  denn die Abbildung x ~ x  ist ja die regulare Darstellung 
yon L in linearen Transformationen des k-Moduls L und dabei wird L 
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gerade auf I (L)  abgebildet. Also folgt I (L)~--L/~(L) .  I (L)  ist ein 
Ideal yon E(L), denn es ist: 

(~ o x) a ~ ~ x a - - x a a  = ~(x o a ) - - x  o ~a 

ax  o a (nach (3)), 

(3a) q o x  ~ ax .  

Der Faktorring E(L) / I (L )  heil~t der duflere Endomorph~smenring von L .  
Nach Formel (26a, b) des w 1, 2 gilt ffir jeden Endomorphismus a 

yon L:  

(4) a n ( x o y )  ~-- i a ~ x o ~ n - i y .  
i = 0  

Wenn die Charakteristik von L eine Primzahl p ist, so folgt: 

p v  p v  , p v  . . , . (5) ~ ( x o y )  ~ x o ~  y ~ o  x o y  (v ~-- 0 ,1 ,  2, .1 

Daraus folgt: 
(6) Die p~-te Potenz jedes Endomorphismus eines Lie'schen k-Ringes mit 

der Primzahlcharakteristik p ist wieder ein Endomorphismus. 
Wenn K ein Lie'scher Teilring, N ( K )  der Normalisator von K ist, 

Z(K)  der Zentralisator von K ist, dann wird durch die Abbi|dung 

x - ~  -- ( a ) (a bel. aus L) jedem x aus N ( L )  eindeutig ein Endo- 
\ x o a  ! 

morphismus ~ yon L zugeordnet. Die Zuordnung X ~  ist eine Dar- 
stellung von N(L) in Endomorphismen von K,  bei der genau Z ( K )  a u f  
Null abgebildet wird, so dait der Faktorr ing N(L) /Z (L )  isomorph ist 
zu einem Lie'schen k-Ring aus Endomorphismen yon L .  Der Faktor-  
ring L-~ Z(L) / Z(L) ist isomorph zu I(L). Der Faktorr ing h (L)/L+Z(L) 
ist isomorph zu einem gewissen k-Teilring des auBeren Endomorphismen- 
tinges yon L .  

Wenn ~ eine Menge von Endomorphismen yon L i s t  und K ein 
Komplex aus L ,  so sagen wir: ~ ist unter ~ invariant, wenn (~a E K 
fiir alle ~ aus ~,  a aus K .  

Mit K ist auch der aus K erzeugte k-Modul {K} und der aus K 
erzeugte Lie'sche k-Ring {Ko} unter ~ invariant, wie leicht zu sehen. 

Ferner ist der Zentralisator Z(K)  unter :~ invariant, denn aus x o a ~ 0 
ftir alle a aus K folgt (ax) o a ~ a ( x o a ) - - x o a a  ~ 0 - - 0  ~ 0. 
Wenn K ein unter ~ invarianter k-Modul ist, dann ist K auch invariant 
unter dem aus ~ erzeugten k-Modul {2} und unter dem aus :~ erzeugten 
Lie'schen k-Ring {~}. Ferner ist der Normalisator yon K unter :~ 

invariant, denn aus x o a E K ffir alle a aus K folgt: 

(~x) o a ~- a(x o a i - - x  o (aa) E K + K  ~ K. 
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Wenn K~ und K2 zwei unter 2 invariante k-Teilmoduln aus L sind, 
so sind aueh 

K l +  K~, {/(1 o K~}, KI (~ K~ 
unter ~. invariant. 

Wenn A ein unter ~. invariantes Ideal yon L ist, so wird durch 
die Festsetzung - ~ ( a + A ) - - - a a + A  jedem Endomorphismus a a u s  Z 
eindeutig ein Endomorphismus ~von L / A  zugeordnet. Er heiBt der yon a 
in L/A induzierte Endomo_rphismus. Wir sagen: Alle Endomorphismen 
bilden die Ubertragunq 2 fiber L / A  yon der Endomolphismenmenge 
fiber Z .  

Wenn K unter 2 invariant ist, dann ist K +  A/A  unter 2 invariant. 
Wenn umgekehrt B / A  unter 2 invariant ist, d a n n i s t  B unter 2 
invariant. 

Wenn 0 eine homomorphe Abbildung von L auf einen Bildring 
ist, so liegt es nahe, die Endomorphismenmen_ge 2 fiber L zu fiber- 
tragen auf eine Endomorphismenmenge ~ fiber L durch die Festsetzung 

(7) ~-(r = Q (,~a). 

Gleiehung (7) definiert dann und nur dann einen Endomorphismus von L, 
weml alas Ideal A, bestehend aus allen Elementen yon L, die durch Q 
auf 0 abgebildet werden, invariant unter ~ ist. Dann bildet die Menge 
aller Endomorphismen ~ (a E :~) yon ]~ die ~?bertragung yon 2 nach L .  

Wenn K ein unter 2 invarianter Lie'scher k-Ring, so wird durch 
die Festsetzung ~-a = o'a ffir alle a a u s  K jedem aus 2 stammenden 
Endomorphismus yon L ein Endomorphismus yon K eindeutig zugeordnet. 
Er heil~t der yon ~ in K indztzierte Endomorphismus. Die Ableitung und 
das Zentrum yon K sind unter 2 invariant, wie leicht zu sehen. 

Def in i t ion :  ~ sei eine Menge von Endomorphismen des Lie'schen 
k-Ringes L. L heil~t ~-einfach, wenn es kein yon 0 und L verschiedenes 
und unter 2 invariantes Ideal yon L gibt: - -  L i s t  sicher dann :~-einfach, 
wenn L schlechthin einfach ist. Die unter I (L )  invarianten k-Teilmoduln 
von L sind gerade die Ideale von L. 

Def in i t ion :  Ein unter allen Endomorphismen yon L invarianter 
k-Teilmodul heil~t charakteristisches Ideal yon L.  

Z. B. sind 0 und L charakteristische ]deale. L hei6t charakterisch 
einfacb, wenn 0 und L die einzigen charakteristischen Ideale yon L sind. 

Ableitung und Zentrum eines charakteristischen Ideals sind charak- 
teristische Ideale, also ist jeder charakteristische einfaehe Lie'sche Ring 
stets vollkommen oder abelsch. 

Fiir ein beliebiges Ideal A und beliebigen Endomorphismus gilt: 

(8) a (D (A)) ~ A. 

4* 
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Denn es ist 
a ( a o b )  ~ (aa) o b + a r  c A 

ftir beliebige Elemente a und b aus A. Also sind vollkommene Ideale 
stets eharakteristische Ideale. 

Eine Kette von charakteristischen Idealen: 

L = A o 2 A I ~ A ~ - . . ~ A r ~  0 

heigt charakteristische Kette mit der Liinge r .  Z .B.  sind 

L ~ ~(L) ~ ~-1(L) . . .  ~ ~t(L) = 8(L) ~ 8o(L) == O, 

L = 3 , ( L )  ~ 32(L) . . .  ~ 3i(L)  D O, 
L ~- D~ ~ D L (n) : D(L) ~ D~ (L) . . .  ~ Di(L) ~ 0 

charakteristische Ketten. Eine charakteristische Kette heifit charak- 
teristische Reihe, wenn sie keine Wiederholungen hat, also A~ 4 A~+I 
(i = 0, 1, 2, . - . ,  r - - l ) ,  und wenn sie nicht mehr verfeinert werden 
kann, d.h. wenn es kein charakteristisches Ideal yon L gibt, das zwischen 
Ai und A~+~ liegt, abet yon A~ und A~+~ verschieden ist. Die Faktor- 
ringe Ai/Ai+~ sind charakteristiseh-einfache Lie'sche Ringe. Wenn 
umgekehrt die Fak.torringe A~/Ai+~ einer charakteristischen Kette einfach 
sind, so ist die Kette eine charakteristische Reihe. Ftir charakteristische 
Ketten bzw. Reihen gelten die bekannten S~tze yon SCHREIER bzw. 
JORDAN-HOLDER. 

Def in i t i on :  Ein Lie'scher k-Ring heigt abgeschlossen, wenn sein 
Zentrum verschwindet und wenn jeder Endomorphismus ein innerer 
Endomorphismus ist. 

Satz 15: Der Endomorphismenring eines vollkommenen Lie'schen 
k-Ringes o/me Zentrum ist abgeschlossen. 

Beweis :  L sei ein vollkommener Lie'scher k-Ring ohne Zentrum. 
E(L)  sei der Endomorphismenring von L.  Da L kein Zentrum hat, so 
ist L isomorph zu I(L),  also ist I (L)  volIkommen. Das vollkommene 
Ideal I (L) ist invariant unter jedem Endomorphismus 2" yon E (L). Also 
induziert 2" einen Endomorphismus ~-von I(L).  x ~ x sei die regulare 
Darstellung yon L dureh I(L) .  Sie ist nach Voraussetzung treu, also 
wird durch ax = Yx ein Endomorphismus a yon L definiert, a sei der 
dem Elementa yon E (L) zugeordnete innere Endomorphismus yon E (L). 
Es ist 

also (~ ' - -a )x  ~ - 0  ftir alle x aus I (L). Fill' den Endomorphismus 
2"' = :~ - -  a yon E (L) gilt ffir a l l ev  aus E (L) 

0 = z '  (~ x) ~ :~' (~ o x) ( z '  ~) o x + ,  o (-"  x) 

= ( z ' ~ )  o x + O  = ( z ' ~ ) x .  
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Da nun die regulttre Darstellung yon L eine treue Darstellung ist, so ist 
:~'v ~ 0 fiir a l l e v  aus E ( L ) ,  also :~' ~ 0, ~ ~ a. Demnaeh ist jeder 
Endomorphismus yon E (L) ein innerer Endomorphismus. Das Zentrum 
yon E ( L )  ist 0, denn ftir jedes Zentrumselement ~ yon E ( L )  gilt: 
0 ~ ~ o x ~ ~x (x E L),  also ~x ----- 0, weil die regulate Darstellung 
von L treu ist, also ~-----0, womit alles bewiesen ist. 

Satz 16: Jede Lie'sche Algebra mit yon Null  verschiedener Dis- 
kriminante ist abgeschlossen. 

B e w e i s :  L sei eine Lie'sche Algebra fiber dem KOrper k mit yon 
Null verschiedener Diskriminante. Wie frfiher gezeigt, ist das Zentrum 
von L gleich Null. Jeden Endomorphismus a v o n  L fassen wir als lineare 
Transformation yon L auf. Naeh w 1, 8 ist das Gleichungssystem: 

Sp ( x y k )  = Sp (ayk) (k -~  1, 2, - . . ,  n) 

in dem y~, y~, �9 �9 y ,  eine Basis yon L fiber k ist, eindeutig 16sbar durch 
eine lineare Transformation x aus L .  Es folgt: Sp (xy) ~ Sp (ay) ffir 
a l l e y  aus L .  Ffir ein befiebiges z aus L und den Endomorphismus 
v ~--- a - - x  ist 

S p ( ~ z ) ~  0, v o z ~ v z ,  

Sp(~z.y_) ~ Sp ( (vvz )  y) ~ S p ( v z y - - z v y )  

----- Sp (v (zy - -  _y z)) ~- Sp ((v y) z - -  z (v y)) 

Sp (v(z o y ) ) + S p  ((vy) o z) ~ 0 + 0 .  

Nach w  folgt vz  ~ O, v ~-- O, a : x, w. z. b. w. 

Satz 17: Ein  Endomorphismus eines Lie'schen k-Ringes L ist durch 
seine Wirkung a u f  die Elemente eines erzeugenden Systems K yon L ein- 
deutig bestimmt. 

B e w e i s :  Wir haben zu zeigen, dab zwei Endomorphismen a und v 
yon L ,  ffir die ax  z v x  fiir alle x aus K gilt, einander gleich sind. 

Setzen wir # z a - -  v, so ist QK ~ 0 und zu zeigen ist, dal~ # ~ 0. 
L i s t  der aus allen Komplexen K E~1 erzeugte k-Modul. Zu zeigen ist, 
daft QK [rl ~---0 ffir alle r .  Es ist # K - ~ - q K  m. Es sei schon bewiesen, 
dal~ Q K ~'-~l ~ 0, und es sei r ~ 1 .  Dann folgt 

0 K[r] ~ 0 ( K ~  Kit-l]) C K o  0K[ r - z ] ~ 0 K Q  K [ r - z l ~  0. 

D e f i n i t  i o n: Ein Endomorphismus heifit zentraler Endomorphismus, 
wenn er jedes Element auf ein Zentrumselement abbildet. 

Satz 18: Alle zentr alen Endomorphismen des Lie'schen k-Ringes L bilden 
zusammen den Zentralisator von I ( L )  in E ( L ) ,  also ein Ideal von E(L) .  
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Beweis:  1. Wenn a ein zentraler Endomorphismus yon L i s t ,  
x ein festes Element aus L, a beliebig aus L, so ergibt die Gleichung 

(9) 
(o o x) a = (ax)  a --~ (ax) o a ~ ] (L)  o L = O. 

o x = o ,  ~ ~ z ( 1  (L) ) .  

2. Wenn umgekehrt fiir den Endomorphismus a gilt : a o 1 (L) := 0, 
so ist ffir jedes x a u s L :  a o x ~ a x = 0 ,  d.h.  axE~(L) ,  w . z . b . w .  
Wir bezeiehnen den Lie'schen k-Ring der zentralen Endomorphismen 
mit Z I  (L).  

flilfssatz 6: Es  8ei k ein K6rper,  L sei ein Lie'scher k -Ring ,  die 

Dimension der k-Mod~dn L / D  (L) bzw. ~ (L) sei gleich rn bzw. n, da'nn ist 

die Dimens ion  yon Z I ( L )  gleich m �9 n .  
Wenn n~tmlieh a ein zentraler Endomorphismus yon L i s t ,  so ist 

(9a) ( D ( L ) )  : a ( L o L )  ~ L o a L q - a L o L  = O, 

also induziert a einen Homomorphismus ~ zwischen L / D ( L )  und 5; 
wenn umgekehr t~  ein k-Homomorphismus zwischen L I D ( L )  und ~, so 
setze man aa ~ - ~ ( a §  und erhi~lt einen zentralen Endomorphismus 
yon L ,  der gerade den Homomorphismus ~-zwischen L / D ( L )  und 
induziert. Der k-Modul Z I ( L )  ist isomorph zu dem k-Modul aller 
k-Homomorphismen yon L I D  (L) in ] (L), also isQmorph zu dem k-Modul 
aller rechteckigen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten, woraus die 
Behauptung folgt. 

Wenn der Lie'sche k-Ring L die Ringsumme der Lie'schen k-Ringe 
L1, L~, . . . ,  Lr  ist, so besitzt jedes Element x aus L die eindeutige Zer- 
legung 
(9 a) x ~-  t l l  x ~- H~ x -~- �9 . .  -~- Hr  x (Hi x ~ Li). 

Entspreehend zerlegen wir jeden Endomorphismus a in 

( 1 0 )  ~ = ~ 1 + ~  . . .  +(~, . ,  

wobei ~ix = H i a x  gesetzt ist. Es ist klar, dal] ~ eine lineare Trans- 
formation des k-Moduls L i s t .  (~i ist aber sogar ein Endomorphismus 
v o n L .  Denn es ist 

~i (x  o y) = H i a ( x  o y) = g i ( x  o (ry)q- Hi(e~x o y) 

x o ( H i a y ) q - ( H i a x )  o y --~ x o a i y - ~ - f f i x  o y .  

Die Ringsumme L ~ L~ q- L~ + -.- q- Lr heilSt charakterislisch invar iante  

2er.legung, wenn jeder Summand charakteristisches ideal yon L ist. 
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Satz 19: Sei k ein K6rper und L ein I~e'scher k-Ring. Die Ring- 

summe L ~ L~-f-L~ " . ~ - L r i s t  dann und nur dan~ charakteriMisch 

invariant, wenn aus 8(Li) ~- O folqt:  D(LD ~ Lk (k :~ i; i ,k  = 1,2, . . . ,  r). 

Beweis :  1. Es sei 8(Li)~-O und D ( L k ) # 0 u n d  i 4 k .  Da k e i n  
KCirper, so besitzt der (eigentliche) k-Modul L i / D  (Li) eine k-Basis. Also 
gibt es ein Ideal A yon L~ und ein Element v aus Li, das aufierhalb 
yon A liegt, so da$ L~ die direkte Modulsumme yon A und k v .  Ferner 
gibt es im Zentrum yon L ein von 0 verschiedenes Element v'. Jedes 
Element x aus L hat eindeutig die Form (9a) und die Kongruenz 
Hi x----- ~.v(A)ist eindeutig l(Isbar. Durch die Festsetzung ax ~---_~v' wird 
ein Endomorphismus yon L definiert, wie leicht zu sehen; da dieser Endo- 
morphismus L~ nicht in sich abbildet,, so ist die gegebene Zerlegung 
von L nicht charakteristisch invariant. 

2. Es sei a ein Endomorphismus von L ,  der den Summand Li nicht 
in sich abbildet. Fiir (~ gilt die Zerlegung (10). Da aLi nicht in Li 
enthalten ist, so gibt es einen Index k, ffir den ebenfalls ak L~ nicht in L~ 
enthalten ist. Also ist k �89  ak L~�89 0. Fiir alle a aus L~, b aus Lk folgt : 

ak (aob )  --~ ak(O) ----~ 0 -~- ((tka) o b + a o ( ( t  kb) = (aka) obA-O,  

demnach liegt ak L~ im Zentrum yon Lk. Da ak L~ ~: 0, so ist ~ (Lk) 4 0. 
Nun ist fiir alle a, a' aus L:  

(11) ak(a oa')  ~- a o ~ka'-4-aka o a', 

also ak D (Li) ~ 0. 
bewiesen. 

Da ak(Li) ~ O, so ist D(Li )  ~- Li .  

r  

Damit ist alles 

Die inneren Endomorphismen eines k-Schiefringes ~ geniigen der 
FunktionalgIeichung: 

(12) ~ ( x y )  -=- x . ~ y ~ x . y ,  

denn ftir jedes Element t a~s ~ ist ja: 

f o x y  ~ t x y - - x y t  -~- ( t x - - x t ) y ~ x ' ( t y - - y t )  

(t o x ) .  y - ~ x .  (t o y).  

Alle linearen Transformationen yon ~ ,  die der Funktionalgleichung (12) 
geniigen, bilden einen in E ( S )  enthaltenen Lie'schen k-Ring Eo (~). 

Bewe i s :  Aus (12) folgt v (x  o y) - -  x o v y % v x  o y, also liegtEo(8) 
in E (S). Wenn fernerv  und 3' zwei lineare Transformationen aus E (S) 
sind, so ist ~tv und v + v '  auch in E o ( S )  enthalten. Ferner ist: 
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(3 o 3') x y  = (xy))  - 3 '  (3 (xy))  

I (x  . v ' y -~  v ' x  . y) - -  v' (x  . vy--F v x . y) 

: ~ ( x .  3' y) + �9 ( v ' x .  y) - -  3' ( x .  v y )  - -  ~' ( v x .  y) 

x . v v' y -~ v v 'x  . y - -  x . v 'v y - -  ~! *: x . y 

~1:  x . ~'y -t- ~'x . ~ y - -  ~'x . ~: y - -  ~ x . ~'y 

x ( ~ ' y  - -  ~'~y) ~ ( ~ ' x  - -  ~'~x) y 

---- x . ( r .  o v ' ) y - b ( v o v ' ) x . y ,  

also ist auch v o v' in Eo (S) enthalten. 
Aus Formel (26a, b) des w 1, 8 folgt fiir alle a aus Eo (~): 

~ n ( x Y ) - -  i ~ x ' ~  (x ,  y E ~ ) .  
i : O  

Falls ~ Primzahlcharakteristik p hat, so folgt: 

pv ~ . p v  . ~ . .  ( x y )  x (~PVy ~ a x .  y (v 0,1,2,  .). 

(13) Wenn  die Charakteristik desk-ScI~iefringes ~ eine Primza]~l p ist, dann  

fi~krt  das Potenzieren mi t  p nicht aus Eo (~ )  hinaus. 

Insbesondere ist: 

x p~oy ~ x o ( x o . . .  ( x o y ) . . . )  (v : 0,1, 2, . . .). 

p~-mal 

Ftir Darstellungen a ~ ~ eines Lie'schen k-Ringes der Charak- 
teristik p in assoziativen Ringen schlie~en wir: 

(14) a ~  ~ b----- a o (a o . . .  ( ao  b).- -). 

/~-mal 

Hilfssatz 7" Wenn ~ eine Menge yon Endomorphismen aus Eo ( ~ )  

ist und  f ~ r  einen Komplex  ~ aus ~ gilt." ~_,~ ~ {~}, dann  ist der au.r 

erzeugte k-Schiefi 'ing {~} unter  Y. invariant .  

Beweis :  {~} ist der aus allen Komplexen ~ erzeugte k-Modul. 

Wit miissen zeigen, daft ~ {~} ffir beliebige r. Wir wissen, dal~ 

~ ~ {.~}. Es sei r > 1  und schon bewiesen, dal~ ~ - 1 ~  {~.}. Da 

~ Eo (@), so folgt: 

also gilt ~ ~ {.~} fiir beliebige r ,  w. z. b. w. 
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Zur Bestimmung der ~tuBeren Endomorphismen eines endlichen 
Lie'schen Ringes L fiber algebraisch abgeschlossenem GrundkOrper wenden 
wir das folgende Verfahren an. 

Es sei L ---- H + L , +  L p +  .. �9 die in w 2, 4 definierte Zerlegung in 
Eigenmoduln des (passend gewi~hlten) nilpotenten Teilringes H.  Wir 
definieren bei gegebenem Endomorphismus a eine neue Lie'sche Algebra 
/T ~ L + k. s, indem wir setzen 

(x + Z s ) + ( x ' + Z s )  = ( x + x ' ) + ( z + Z ' ) s ,  

~' (x--F ~s) = ~x--F ~'~s, 

(x + ;~s) o (x' + ;~'s) = x o x' + Z ~ x - -  ),(~x'. 

Wir fiberzeugen uns leicht davon, dab L eine Lie'sche Algebra ist, die 
L als Ideal enthi~lt und in der die Kreismultiplikation yon rechts her 
mit s gerade den Endomorphismus a induziert. Nun zerfallt L unter H 
in die Eigenmoduln /T ~ /~o+ L ~ +  L~- t - . . . ,  so daft ffir alle Eigen- 
wertverteilungen y ~= 0: H o L 7 ~ L 7. Da H i m  Ideal L entbalten 

ist, so ist auch H o/T 7 in L enthalten, also auch Zr  in L. Demnach: 
/~a ~- L, ,  Lp ~- L~, . . . .  Daher muB es in Lo ein nieht in L enthaltenes 
Element s' geben. Indem wir s' noch durch ein geeignetes skalares Viel- 
laches ersetzen, erreichen wir, dab s' ~ s (L). Da /~  o L~ ~ Lr so 
finden wir : 

Jeder Endomorphismus einer Lie'schen Algebra kann so um einen 
inneren Endomorphismus (additiv) abgeiindert werden, daft der abgednderte 
Endomorphismus jeden Eigenmodul der Zerlegung des w 2, 4 in sich 
iiberfi~hrt. 

Alle Endomorphismen a yon L mit der Eigenschaft a H  ~ H bilden 
den Normalisator N(H)  yon H in E(L). Es gilt: 

aL,r ~ L,~, N (H)  ~ I (L)  : H.  

Aus dem eben Gezeigten folgt, daB 

E(L) -~ N ( H )  4 I (L) ,  

also nach dem Isomorphiesatz: 

E ( L ) / I ( L )  ~: N ( H ) / H .  

Die Zerlegung von E (L) in Eigenmoduln yon H lautet: 

E(L)  = N ( H ) + L , - } - L p + . . . .  

Hilfssatz 8: Wenn L als Ideal enthalten ist in dem IAe'schen 
k-Ring LI, wenn ferner der Zentralisator yon L in L~ gleich Null ist und 
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wenn der Normalisator N (H)  yon H in Lt  dieselbe Dimension wie N (H)  
hat, dann ist L~ isomorph zu E (L). 

(~ Beweis :  Durch die Zuordnung x -~  x -=- (a beliebig aus L) 
- x o a  �9 

wird Lt isomorph auf einen k-Teilring L~ yon E (L) abgebildet. Dabei 
wird L auf I ( L )  abgebildet. Der Normalisator N ( H )  yon H in L wird 
dabei isomorph auf einen k-Teilring des Normalisators N ( H )  von H in 
in E ( L )  abgebildet. Da N ( H )  die gleiche Dimension wie N ( H ) - h a t ,  
so ist N ( H ) =  N ( H ) ,  also 

E (L) = N (H)-}-I(L)  c L~. L~ = E (L), L~ ~ E (L), 

w. z. b. w. 
Bemerkung: Wenn das Zentrum yon L gleich Null ist und wenn 

h o x = rhx  fiir alle h aus H,  x aus Ly und alle y, dann ist aH-~-  0 
fill alle a aus N ( H ) ,  denn es ist 

a h o x  = a ( h o x ) - - h o a x  = ~'haX--~'haX = O, 

~ H C  ~(L) = 0. 

Wir setzen L---= P S M n .  Wie frtiher setzen wir 

H :  {d~,ds , . . . ,dn} ,  wenn n ~ 0 ( x ( k ) ) ,  

H =  { d , , d s , . . . , d , - , } ,  ,, n ~ O ( x ( k ) ) .  

Ferner sei n ~ l  und wenn g ( k ) = 2 ,  so sei n > 2 .  Dann sind alle 
Voraussetzungen erffillt. Um die iiugeren Endomorphismen von P S M n  
zu erhalten, mtissen wir die Endomorphismen a yon P S M , ,  betrachten, 
ffir die ~ H ~  H.  Aus der letzten Bemerkung folgt o H = - 0 .  

1. ~ (k) 4: 2. Dann sind die yon H verschiedenen Eigenmoduln: {e/k}, 
(i 4 k), also ist a eik E {e/k}. 

2. ~ (k) ~ 2. Dann sind die yon H versehiedenen Eigenmoduln {e/k, ekd, 
(i Jr k), undes  ist ~e/k E {e/k, eki}. 
Da wir n > 2 vorausgesetzt haben, so gibt es zu jedem Paare 

zweier verschiedener Indizes i, k noch einen dritten yon i und k ver- 
sehiedenen Index j ,  so daft: 

0 e/k : a (eij o ejk) 

-~- e 0 o ~ejk -t- ~e/j o Vk ~ eo" o {ejk, ekj} + {eij, eji} o ejk ~ {eik}, 

also ist in jedem Falle ae/k = ~tikei#. 
Da 0 =~ e/k o eki E H,  so ist 

~ik + ;~ki := O. 
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Durch die Zuordnung a - ) ~  =-= {2~s, i s s , - - . ,  In-i~} wird der 
k-Modul N ( H )  homomorph auf einen k-Modul ~ abgebildet, dessert 
Dimension hO-chstens n -  1 ist. Wenn ~ ~ 0, so folgt: 

ffeii+l ~ aei+ii --~ 0 (i = 1, 2, . . . ,  n - - 1 )  

und da nach Satz 12 die Elemente eii-rl und ei+li den ganzen Lie'sehen 
k-Ring ~ erzeugen, so folgt nach Satz 17, dall ~ = 0. Also ist N ( H )  
zu !IR isomorph und N ( H )  h6chstens (n--1)-dimensional.  Denken 
wir uns PSM~ in P M ,  eingebettet, so liegt {ell, e~, . . . ,  en- i , t -1}  im 
Normalisator von H in PM~. Aus Hilfssatz 8 folgt, da$ 

E (PSM~) ~=" P M . .  

Da nach Satz 13 P S M n  einfach und nichtabelsch ist, so ist nach Satz 15 
PMn abgeschlossen. 

SM,, enthMt 8 (8M,)  als charakteristisches Ideal, und es ist 
PSM,~ ~ S . ~ / 8 ( S M n ) .  Nach dem eben gefundenen Ergebnis gibt es 
zu jedem Endomorphismus (~ von SMn stets ein Element s aus M.,  so dal] 

~a ~- s o a (~ (SM,~)) fiir alle a aus SM,,. 

Setzen wir ao - -  a - -  s, so folgt: ~o M,  ~-- 0 (8 (SM,,)). 
w 4(9a) folgt (~o(SMn)~ O, also a ~  s. Demnach: 

Aus w 3 (4 e) und 

E (S M,) ~ P M , .  

SMn ist als Ableitung yon Mn ein charakteristisches Ideal yon M, .  
Nach dem eben Gezeigten gibt es zu jedem Endomorphismus v v o n  M 

-y 

ein E lement t  aus M, so daft va~--- t o a  ftir alle a a u s SM~ .  Setzen 
wir v o ~ v - - t ,  so folgt ~ o S M , ~ 0 .  Fiir alle x ausMn,  a ausSMn 
folgt : 

Vo (x o a) ~--- 0 

- -  x o TOQ-~- ' /oX o ~, 

0 + ~ o X  o a ,  

VO ~][n 0 S i l l , ,  == O, 

also 

(~5) 

~o M,, c= ~ (M.), ro ~ Z I ( M . ) ,  

E(M.)  ---- I ( M . )  + ZI(M,,) .  

Da das Zentrum vonI(Mn) gleich Null ist, so folgt : I(Mn) n ZI(Mn)  ~ O. 
Also ist die Modulsumme (15)d i rek t .  Nach Hilfssatz 6 folgt, datl 
Z I ( M , )  die Dimension 1 hat. 
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Wir bestimmen je tz t  fiir beliebige Grade n und Charakteristiken X 
den Lie'sehen k-Ring Eo (Mn), bestehend aus allen linearen Trans- 
formationen v yon M, ,  die der Funktionalgleiehung v (x y) = x .  �9 y + vx.  y 
geniigen. Jedenfalls ist I(M~) in Eo (M~) enthalten. Kann v ein 
zentraler  Endomorphismus sein ? Wenn v in Eo (M,) c~ Z1 (Mn) liegt, 
so ist 

v e i l  ~--- "g (e~li) = e n . V e n - q - r e ~ l . e n ~ 2 e n V e n ,  e n v e  u ----- 2 e n v e  n , 

e~t v e, t ~ O, v e u  ~ 2 e u  v e n  -~- O, 

ferner ist ~ (DMn) ~ O, also 

v M , ~  , ( D M , , + k e ~ )  ~ O, v --~ O. 

Demnach ist Eo (Mn) echter Teilmodul yon E(Mn), der I(Mn) enthMt. 
Da die Dimension von E(M,,), einen Fall ausgenommen, um 1 gr6Ber 
als die von I(M,~) ist, so folgt Eo ( M n ) ~  I(M,~). 

Das bleibt richtig, wenn Z ~ 2, n - - 2 .  Man setze nitmlich 
H = {e,~, e~}, Lt~ = {e~, e,t}. Ffir jeden Endomorphismus �9 aus E(M)  
gibt es ein Element t aus Ms, so dal] ( ~ - - t )  o H ~ H .  Setzen wir 

! 
v ' : v - - t ,  so folgt wie eben, daft v ' e ~ , - - = v e ~ - 0 ,  also z ' H = O .  
Ferner  g i~  

' 2 ' ' �9 - -  t ~ e 1 1 - q - t ~ e 2 2  , /~ ~ O ;  0 --~- v e l2  = e l2  v e 1 2 - ~ - v  e l2  e l2  
t 

ebenso ' v e,~ = ye~.  Nun ist 

l " !  ! / 0 v'e,1 (el~ e~1) ----~ e l z  " z e~t  -~- �9 e~t  a = r ;  = �9 * et.~ = (a ~- y) ell, 
also 

Mithin ist E, ( M ~ ) ~  I(Mn) in allen Fallen. 
Als Resultat  haben wir 
Satz 20: k sei ein KS~Ter mit der Charakteristik X. M, sei der 

Matrizenring n-ten Grades iiber k. Wen~ n > 1, ~ 7f 2 oder n > 2 ,  
X :~ 2, so ist der Endomorphismenrinq yon PSM~, bzw. SM,~ isomorph zu 
P Mn. Der Lie' sche k-Rinq P Mn ist abgeschlossen. Der Endomorphismen- 
ring yon M~ ist Ringsumme des Ringes der inneren Endomorphismen und 
des eindimensionalen Ringes der zentralen Endomorphismen. Fiir beliebige 
Grade und beliebige Charakteristik ist jede lineare Transformation des 
k-Moduls M,,  die der Funktional.qleichung ~ (xy) ~ x . vy + vx . y geniigt, 
ein innerer Endomorphismus. 
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II. Darstellungstheorie nilpotenter Lie'scher Ringe. 
w (L, ~)- Moduln. 

Es sei k ein K6rper, L ein Lie'scher k-Ring und a ein Endo- 
morphismus von L .  Ein L-Modul !lR heige (L, a)-Modul, wenn es eine 
lineare Transformation s von !lR gibt, so dab 

(qx)  u = (xs  - -  s x )  u 

fiir alle x aus L, u aus ~ .  Der (L, a)-Modul !l~ heige irreduzibel, 
wenn ~ keinen yon 0 und ~ verschiedenen, unter L und s invarianten 
k-Modul enthi~lt. 

Gesucht sind alle irreduziblen (L, a)-Moduln. 
1. Zuni~chst setzen wir nur voraus, dag ~ ein (L, a)-Modul ist 

Wir benOtigen im folgenden den 
Hilfssatz 1 : Wenn ~2~ ein in ~ enthallener L-Modul ist, dann ist 

auch ~ +  8 ~  1 ein L-Modul. 
B e w e i s :  Ftir alle x aus L, u aus 9)ll ist 

x s u  : ( x s - -  s x ) u  + s x ~  = (~x) u + s  ( x u ) ,  

also XS~I~C_ ~[J~l--~-8~[J~l, ferner naeh hnnahme x~)~l ~ ~[~1, daher 

w. z. b. w. 
2. Jetzt  setzen wir noch voraus, dag !l~t als L-Modul betrachtet halb- 

reduzibel ist. Dann enthitlt ~ einen irreduziblen L-Modul m. Wir 
setzen 
mO ' ~  O, 1111 : IT[; 1112 : I T I - ~ - S l l I ~  �9 * '~ mi-}-I : n | i ~ - s n l i ~  . . . .  

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz folgt dureh Induktion nach i, dag 
jedes mi ein L-Modul ist. Die mi bilden eine aufsteigende Kette yon 
in ~l  enthaltenen L-Moduln. Da ~ als L-Modul betrachtet halbreduzibel 
ist, so gibt es einen eindeutig bestimmten Index m. so dab 

0 : m o C  n l i C  1112 �9 �9 �9 C I T l m :  n l m + l .  

m,~ ist ein Null versehiedener (L, a)-Modul. 
3. Nun sei !l~ iiberdies ein irreduzibler (L.a)-Modul. 

m m =  ~ .  Aus der Definition yon mi folgt: 
Dann ist 

m , = - m + s m +  - . .  + s  i -~m ( i - - - 1 , 2 , . . . . m ) .  
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Durch die Festsetzung 

ftir alle u aus ~ wird eine Darstellung x ~ Y von L in linearen Trans- 
formationen yon ,~  definiert. Der zugehOrige Darstellungsring werde 
mit f ,  bezeichnet. 

Nach w 2, 2, (29) ~) ist: 

~ ( i ) s ~ - ~ a ,  (1) ~ =  ,y_, ,, 

insbesondere 
asiv  ~ si a v ( n l i )  

Iiir a l l e v  aus m, a aus L (i = 0, 1, 2, . . . ,  m - - l ) .  
Demnach vermittelt die Zuordnung 

(2) v -~ s i v + mi 

einen L-Homomorphismus yon m auf m~+~/mi. Wenn nun i <  m, so ist 
mi+a/mi �89 0, und d a m  ein irreduzibler L-Modul ist, so ist die Zuord- 
nung (2) ein L-Isomorphismus. Wenn die Gleichung 

V o + S V l + d v ~ . + . . .  + s  " - ~  v , , -1  = 0 (vi ~ " 0  

besteht, so folgt sukzessiv: 

Vm--1 : O, t 'm--2 = 0 ,  ' '  ", Y0 = 0 .  

Als Ergebnis haben wit 
Satz 1 : Der L-Modul ?O~ besitzt m Kompositionsfaktoren. Sie sind 

zu m L-isomorph. Jedes Element aus ~R lOflt sich eindeutig in der Form 

(3)  u = -  V o +  s v , +  . . .  + s m - ~  v,~-~ (vi  ~ m )  

darslellen. 
4. Unter u ,u ' ,  . . .  m0gen Elemente aus !91, unter v, v~, v~ , . . -  

m6gen Elemente aus m verstanden werden. Nach (1) ist 

asiv  -~. sy(ai-~ 'a)v  ( i = 0 , 1 , 2 , - . . , m - - 1 ) .  (4)  

Ferner  gilt : 
s(s iv) = s i+lv ~ = 0 , 1 , 2 , . . . , m - - 2 )  

m--1 

(5)  s (s m-1  v) = s ~ v ---- ~ s i si v ,  
0 

1) Man setze a = fl = 0 und vertausche in jedem Produkt  aus zwei Faktoren 

die Reihenfolge der Faktoren.  
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wobei die. si gewisse lineare Transformationen des k-Moduls m sein 
miissen. Sie geniigen Gleichungen, die sieh aus den Darstellungs- 
bedingungen (5a) ( a a ) s ~ - l v  ~ ( a s -  s a ) s " - l v  ergeben. Wir erhalten: 

m - l (  m ) 

+." 
a s ' v - - s a s ' n - l v  = ~=t ~_~ v 

i=O v=O 

o - , ( )  
__  ~ ,  ~ - -  I s~+ 1 ( o ~ - ~ - ~  a) v 

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (3) folgt: 

(6) ( : ) ( a ' n - " a ) v  = (asv--s~a)v+im=~v~l  ( ~ ) ( a ' - Y a ) s , v  

(v = O, 1 , ' 2 , . . . , m - - I ;  a E L). 

Umgekehrt folgen aus den Gleichungen (6) die Gleichungen (5 a), 
die Festsetzung 

X* V -----= X?) 

Durch 

fiir alle v aus m wird eine Darstellung x ~ x* yon L in linearen Trans- 
formationen yon m definiert. Der zugeh0rige Darstellungsring werde 
mit L* bezeichnet. 

Aus (4) folgt, dal~ die lineare Transformation ~ von ~ eindeutig 
durch die linearenTransformationen a*, (aa)*,..-, o ~-1  a)* yon mund dutch 
die Struktur yon ~ bestimmt ist. Wir schreiben daher symbolisch: 

(7) ~ -  (~*~ (aa)*~  . . . ,  ( a m - - l a )  *) 

und nennen (aia) * die i-te Komponente yon ~. In welcher Beziehung 
stehen nun die Komponenten dreier Elemente ~,b, ~- aus L, wenn a o b = c? 
Nach w 4, (4) ist. 

0 ~' ~ 

Setzen wir jetzt 

ar ~ (aia) *, bi ~ (a i b)*, c~ = (a~ c)*, 

so folgt: 

(8) ~ o b  -~- (ao, ax, . . . ,  a,n-1) o (bo, bl , . . . ,b,a-1) = c - ~  (co, cl, . . . ,  cra-I ), 

ci ~ av Q bi-v.  
r : O  Y 
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Die Gleichungen (6) lauten umgerechnet auf Komponenten.darstelhmg 
Yon a: 

(9) v a ~ - , =  a o o s ~ +  ~ ai-~st 
i = ~ , + 1  

(v--=O, 1, . . . ,  m - - 1 ;  a E L ) .  

w 2. Potenzringe von Lie'schen lc-Ringen. 
Wir wollen zu jedem k-Schiefring ~ und fiir jede natiidiche Zahl m 

den Potenzring ~('~) konstruieren naeh der Vorschrift: ~('~) ist die Menge 
aller geordneten m-tupel yon Elementen aus ~ mit den Rechenregeln: 

(10) 

(11) 

(12) 

wobei 

(ao, a, ,  . . . ,  a ~ - l )  ~ (bo, bl, . . . ,  b , , -1)  

---- ( a o +  bo, al-{- bl, . . . ,  a m - l - ~  b , , -1 ) ,  

~t (ao, al, . . . ,  a ,n- l )  ~ (). ao, ,~ a~, . . . ,  )~ am-l), 
(ao, al,  . . . ,  a d - 1 ) .  (bo, bL, . . . ,  bin-l)  ~ (Co, cl, . . . ,  c ~ - 1 ) ,  

c4-~- v a , , .b i_ , ,  ( i = O ,  1 , 2 , . . . , m - - 1 ) .  

Es ist klar, dag ~(,n) ein distributiver k-Ring ist. Jetzt wollen wir noch 
zeigen, dag die unter (12) erklarte Multiplikation assoziativ ist. Wir 
haben zu zeigen, dag ( A B ) C  ~ A ( B C )  ffir alle Elemente A , B , C  

aus ~(m). Da die Distributivgesetze gelten, so geniigt es, den Nachweis 
in den F~tllen, wo 

i .  

A ~ (0 . . .  O, a, O, . . .  0), 
k. 

B ~ -  (0 . . .  O, b, O, " "  0 ) ,  
l .  

c - ( o  . . .  o ,  c, o ,  . . .  o )  

ist, zu fiihren, wenn also in A alle Komponenten aul3er der /-ten gleich 
Null sind, entsprechend ftir B und C. 

Wenn i - t - k + l ~ m ,  so folgt 

( A B )  C ~ A ( B C )  ~ O. 

Wenn i + k + l  ~ j < ~ n ,  so folgt: 

_ -  ( o  . . .  o ,  ~ �9 . �9 ~ 
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Nun ist 
(i-~i k). [i--k k--k l) __ (i + k-k l)! [i +-k + ll (k +k l ) 

i + k  i! k! l! \ k + l  I ' 

(ab) c = a (be) ,  folglieh 

(AB) C ---- A (BC) .  

Demnach ist der n-te Potenzring eines k-Schiefringes selbst ein k-Schief- 
ring. ~(~) ist isomorph zu ~ .  

i .  

Alle Elemente aus ~( '~)yon der Form: ( 0 . - .  0, a, . . . )  bilden 
einen k-Modul 0~ ~(m). Es ist 

(13) 0o ~(m) = ~on). 

Aus (12) f01gt sofort:  

(14) Oi ~(m). Ok ~(m) ~ Oi+k ~(m) 

wobei Oj ~(m) = 0 gesetzt ist ffir alle j > m. Also ist Oi ~(m) ein zwei- 
seitiges Ideal von | 

Der Restklassenring | ~("~) ist isomorph zu |  0~ | ist 
ein nilpotentes zweiseitiges Ideal yon | Wenn 91 ein in | ent- 
haltener k-Modul ist, so ist 

Oi 91 ~ 2l n Oi | 

ebenfalls ein k-Modul. Es gilt 0o 2 [ - - 9 / .  Wenn 0 < i < n ~ ,  so wird 
i .  

O~ 9/gebi ldet  aus allen Elementen yon 91, welehe die Form (0 �9 �9 �9 0, a, �9 �9 .) 
haben. Alle hier vorkommenden /-ten Komponenten a bilden zusammen 
einen in | enthaltenen k-Modul :~iN. Wir setzen ,'~j 9.1 =- O, wenn j "~ m. 

Sind nun ~1 und ~3 zwei k-Moduln aus | so gilt : 

(15) 

(16) 

o~ ~1. ok g ~ o~_ ~, (~ ~ ) ,  

(i+ik). ,~i2[ �9 ,-'1~ - "  % ~r-#i-k(?l~) .  

Wenn 2[ ein k-Sehiefring aus | so folgt: 

(17a) oi 9.~. Ok ~[ C Oilk~.~, 

(17b) (i + k) 

also ist 0i 9/ ein zweiseitiges Ideal yon 9.1. 
Zu jedem | nt konstruieren wir einen | 9)~ ~ m ('') 

naeh folgender Vorschrift:  s sei ein Symbol, 9Jr sei die Menge aller 
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formalen Summen Vo-t- s vt-4- �9 . .  -4- s 'n-1 Vm--1 (l)i ~ m )  mit den Rechen- 
regeln: 
(18a) (Vo-4-svl. .. + s  ~-1 v~-l)-4-(v~-f- . . .  A-s ''-1 v,~-l) 

= ((V0"3 l- ~)0) -4- $ ( / ) l - l -  V;) " " " -t-  8m--1 (V~tt--1 "3 t- Vm--1)),  

(1 8 b) s (Vo-+- s vl " "  -~ 8 m - 1  ?)m--l) = ~ ?)0"71- $ ~ Vl "t- " " " "~- 8 ra -1  (~ Vm--1),  

(.19) A (vont- svt-+ - . . .  -t- s m-x vm-1) ---- (v'o-t- sv[ + " " + s n'-x v ' - l ) ,  

wobei A = (ao, al, . . ., a,,-1) aus @(,n)stammt und 

' 22 Y i  ~ . a v - i  v v  

gesetzt ist. 
Es ist klar, daft ~ ein k-Modul ist und daft die unter (19) erkl~trte 

Multiplikation .beiderseits distributiv ist. Ferner  gilt die Rechenregel 
(,~A)u = )~(Au) ffir alle i~ aus k, A aus ~ ,  u aus !l/t. Nun wollen wit  
noch die Gtiltigkeit des Assoziativgesetzes (AB) u ~--- A (Bu) fiir alle A, B 
aus @, u aus 2)~ nachweisen. Wegen der Gtiltigkeit der Distributiv- 
gesetze dfirfen wir uns auf die F~tlle, bei denen 

i, 
A = (0 . . .  0, a, 0 . . .  0), 

k. 
B = (0 . - .  0,  b, 0 . - .  0 ) ,  

U ~ 8 j V (vE to ;  0 < j < m )  

ist, beschranken. Wenn j < i + k, so ist ( A B ) u  --- A (Bu) --- O. Wenn 
a b e r j - - i - - k : l ~ 0 ,  so ist 

( A B ) u - - -  sZ ( i~  k) ( ~ ) ( a b ) u ,  

A (Bu) ~- s~ ( Jk ) (i + l) a 

und da 

(i+i k) (i-4-k l-t-l)  _~ ( i + k k + l )  (i+i l), 

(20) 

gebildet wird. 

so folgt: ( A B ) u - ~ A ( B u ) .  Demnach ist ~ ein ~('~)-Modul. Wir 
bemerken noch, daft in ~(m) das Kreisprodukt yon A mit B nach tier 

Vorschrift 
A o B = A B - -  B A  ~ (do, dl, . . . ,  d~-l), 

di - ~  (aN o bi-~) (i = O, 1,2, . .- ,  m - -  1) 
u ~ O  P 
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Je tz t  ftihren wir dieselben Konstruktionen ffir Lie 'sehe k-Ringe .4 
aus. Den Potenzring .4('~)definieren wir als Menge aller geordneten 
m-tupel yon Elementen aus .4 mit den Rechenregeln (10), (11) und der 

Regel 
(21) A o B ---- (a,, a~, �9 �9 am-li o (bo, ba, . . . ,  bm-~) --~ (do, d~,..., din-l), 
wobei 

( 2 1 a )  di ~-~ 2 ( i ) a~ o bi-~ 
0 

(i-=-O, 1 , 2 , " ' ,  m - - l )  

gesetzt ist. ~hnlieh wie vorhin folgt, datl ,4 ('n) ein Lie 'seher k-Ring 
ist. .4(a) ist isomorph zu .4. Alle Elemente aus A (m) yon der Form 

i .  

(0 �9 �9 �9 0, a, 0 �9 �9 �9 0) bilden einen k-Modul Oi ̀ 4(~). Wir setzen Oj`4 (m) -~- 0 
ftir a l l e j ~ m .  Es gilt 

(22) O0 .4(m) ~ A r (m), Oi .4(m) o Ok .4(m) C Oi+k . ,4(m). 

Also ist 0i A (m) ein Ideal von A (m). Der Restklassenring A ('n) / 0t A ('n) ist 
isomorph zu A; 0t A('*) ist ein nilpotentes Ideal yon A (m) . Das Radikal 
yon A (m) besteht aus allen m-tupeln, deren 0-te Komponente im Radikal 
yon .4 liegt. Wenn das Radikal von A gleich Null ist, dann stimmt das 
Radikal von A (m) mit O~ ̀ 4(m) fiberein. - -  Wenn A ein in `4(m) enthaltener 
k-Modul ist, dann ist 0~ A = A c~ 0~ ̀ 4"~)ebenfalls ein k-Modul. Es gilt 
0o A = A. Wenn 0 ~ i < m. so wird 0i A gebildet aus allen Elementen 

i .  

von A, welche die Form (0 . . .  0, a, . . . )  haben. Alle bier vorkommenden 
/-ten Komponenten a bilden zusammen einen in.4 enthaltenen k-Modul OiA. 
Wir setzen ~j A = 0, wenn j :> m. Sind nun A und B zwei k-Moduln 
aus .4(m), so folgt: 

(23) O~A o OkB ~ Oi+k(AB), 

(24) (i--~i k) ~ iA o OkB ~ '~i+k (AB).  

Falls A ein Lie 'seher k-Ring aus A("), so folgt 

Oi A o Ok A C= Oi+k A , 

(i ~ ~,A o 3k.4 C= ~+k A. 

Also ist 0~A ein Ideal yon A. 
Spater ist der folgende Hilfssatz wichtig. 
H i l f s s a t z  2 :  Fiir die k-Moduln A, B gelte." B ~ A C A (m). Dann 

und nut dann ist B - - A ,  wenn ( ~ B ~  b~iA ( i = 0 ,  1 , . - - , m - - I ) .  
B e w e i s :  1. Wenn B = A, dann ist ,~iB----,~iA ffir alle i. 

5* 
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2. Sei ,~iB = , ~ A  ( i =  0, 1 , . . . ,  m - - l ) .  Dann ist ersiehtlieh 
Om-~B = Om_~A. Es sei sehon ftir den Index i bewiesen, dal~ 
O~+~B= O~+xA, wobei O ~ i < m - - 1 .  Jedes Element aus OiA hat 

i .  

die Form X =  (0 . . .  0, a , - . . )  mit a aus # iA.  Da # i B = , ~ i A ,  so 
i 

gibt es in B ein Element Y v o n  der Form Y = ( 0  - . -  0, a , - . - ) .  Da 
B in A enthalten ist, so folgt X - - Y E  A, sogar X - -  YC= Oi+tA. Da 
Oi+lA ~ Oi+xB, so folgt X - -  YE B ,  X E B,  X E OiB, also OiA ~ OiB. 
Da B ~ A, so gilt OiB ~ OiA, also ist O~B = OiA. Nach m - -  1Sehritten 
gelangen wir zu der Gleiehung A = 0o A = 0o B = B ,  w. z. b. w. 

F o l g e r u ' n g :  Ein in -4(m)enthaltener k-Modal A stimmt dann und 
nur dann mit -it era) iiberein, wenn #iA = _4 (i = O, 1, �9 �9 m - -  1). 

Zu jedem -4-Modul m konstruieren wir uns einen Modal 99~ = ra (m) 
nach der gleichen Vorschrift und mit den gleichen Rechenregeln wie 
vorhin. Der Nachweis der Gtiltigkeit der Darstellungsbedingungen wird 
ahnlich wie vorhin erbracht. 

w 3. K o n s t r u k t i o n  v o n  (L, a)-Moduln. 
Wir kehren zurfiek zu den Untersuehungen yon w 1. Der Dar- 

stellungsring L i s t  dann nach (7) enthalten in L *('o. 
1. Wir fragen uns, wie wir die Komponentendarstellung yon a-h 

ableiten k0nnen aus der Darstellung 

mit 

Es ist: 

also 

wobei gesetzt ist a t , , -  tamat *. 

Saeh (9) ist: 

(i = (ao,  a l ,  . ' . ,  a m - l )  

a i  = ( f f i a ) *  

(,~ a) s ' v  = 
7" :: 0 P 

m, 1 

(23) (r - a* o so+ . ~  lai--"at * si. 
i 1 

(24) 

Setzen wir allgemein: 

r 

m --I 

(Gn ~ ao o ,% ~ -  2~" a i - r  8 i .  
:= 1 

ai (ai a)* 

(i = 0, 1, . . - ,  m - - l ) .  

(j  - o, 1, 2 , . . . ) .  
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so folgt: 

(26) ~ i a  = (ai, ai+l ,  . .  ", ai+m-1). 

Aus (26) leiten wir ab, dal~ 

(2~) ao ~ ~ a~ $5.. .  =~ o~_~)5. 
Ferner ist ersiehtlieh 

(28) ao ./, ---- L*. 

2. Es sei umgekehrt gegeben ein Lie'scher k-Ring L ,  ein Endo- 
morphismus ~ yon L, ein L-Modul m und eine nattirliche Zahl m. Dann kon- 
struieren wir den L-Modul 9J~ ~ m ('~, a) dureh die Vorschrift: s ist ein Symbol, 

ist die Menge aller formalen Summen vo- t - sv~-{ -  . . . - - t -  s m-~  vm-x(viEm) 
mit den Rechenregeln (18a), (18b), ferner: 

(29) 

wobei 

a (v 0-~- 8Vl-}- . . .  -J[- 8 m-1  vra-1) : vto -~ 8 ytl -~ . . .  -Ju sin-1 v t - 1 ,  

vi = ( ~ - l a )  v~, (i = O, 1, 2, . . . ,  m- - l ) .  

Wir rechnen leicht nach, dal~ !l~ wirklich ein L-Modul ist. Es 
ist klar, dai~ wir den zu !l~ gehtirigen Darstellungsring L yon L als 
Unterring yon L *(m) betrachten dtirfen, wobei L* der zu m geh(irige 
Darstellungsring ist und gleichzeitig ~ als Modul m (m) gemi~fi der in w 2 
ausgefiihrten Konstruktion betrachtet wird. 

3. Wit  kehren zurfick zu der im Anfang des Paragraphen fort- 
gefiihrten Untersuchung. Vorweg m(ige der Fall behandelt werden, da~ 
L*~-~-0. Da m ein irreduzibler L-Modul ist, so mult m eindimensional 
sein. Dann ist m ~ kvo ,  si ~ h i .  1 ()~i E k.), wobei 1 die identische Trans- 
formation yon mis t .  Das zu s geh(irige charakter~tische Polynom wird: 

(30) z (~) ---- ~ m _  ~ .  ~i ~ .  
0 

Da L * ~  0, so ist nach (7) L ~  0. Jeder unter s invariante, in 
enthaltene k-Modul ist daher (L, ~)-Modul. Da ~ ein irreduzibler (L, a)- 
Modul ist, so gibt es keinen yon 0 und ~ verschiedenen, in ~ ent- 
haltenen, unter s invarianten k-Modul. Also ist Z (~) irreduzibel. 

Wenn umgekehrt g (~) ein irreduzibles Polynom ist, das in der 
Gestalt (30) geschrieben worden ist, dann konstruieren wir einen (L, a)- 
Modul, indem wir ausgehen von einem L-Modul m ---- k Vo mit der Rechen- 
regel: av ~ 0 (a E L;  v Em), dann nach der Vorschrift unter 2. den 
zugeh(irigen Modul ~ ~ m (m,~) konstruieren und die lineare Trans- 
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formation s dureh die Rechenregeln: 

s(sivo) -~ si+~Vo ( i = O ,  l , 2 , . . . , m - - 1 ) ,  
m--1 

8 (8 m - i  Vo) : ~ )~i8iyo 
0 

definieren. Mithin ist der Fall L * :  0 vollkommen iibersehbar. Wenn 
der KOrper k algebraisch abgeschlossen ist, so hat X (-~) den Grad 1 und 

hat die Dimension 1,. 
Jetzt  m6ge der Fall L* 3~ O, m ~ 1, ,%~-x L ~- L* behandelt werden. 

Naeh (27), (28) ist dann 

L * =  4~o L------ 4,',/~ : . .  --~ a ,~_, /~ 

und naeh Hilfssatz 2 ist / ~ - - L  *(m). Es gibt also in L Elemente yon 
i. 

der Form (0 -- �9 0, a, 0 . . .  0), wobei a beliebig aus L*. Setzen wir die 
Komponenten dieser Elemente in die Gleichungen (9) ein, so folgt 

(31) (m)L*~ - - 0  

(32) s,, o L* ---- 0 

(33) ( i )  L * s i - O v  

(34) L* o So ~ L*, 

(35) L* s~ ~ L* 

( v =  1 , 2 , . - - ,  m - - l ) ,  

(v = 1, 2 , . - . ,  m - -  1), 

(1 ~ v < i ~ m - - . 1 ) ,  

( v =  1 , 2 , . - - , m - - I ) .  

m m Aus 31) folgt, aHe dio Binomi, ' oo  zionton ( 1 ), (2) ,  1) 
durch die Charakteristik yon L* teilbar sind. 

Hilfssatz 3: 1 - -  1 sei eine natiirliche Zahl. Der gr6flte gemeinsame 

1), ( ~ ) , . .  (l / 1 ) i s t e ineP r imzah lq  Teiler aller Binomialkoeffizienten ( 1 "' - -  

oder 1, je nachdem 1 Primzahlpotenz ist ocler nicht. 
B e w e i s :  1. Die Primzahl q gehe in allen Binomialkoeffizienten 

() (; ( ' )  ') 1 ) , . . . ,  auf. Da q Teiler von l =  (1 s o i s t l - - q ~ - t o  
1 '  l - - 1  

mit )~ ~ 0, (q, lo) : 1. Da 1 - -  x und q~'-- x durch gleieh hohe Potenzen 
yon q teilbar sind, wenn x : 0, 1, 2, . . . ,  q t - - l ,  so ist 

(~) ( z - o ) ( l - 1 )  (1-~q~- ,)) 
- -  q~ (q ~ - i i  �9 : -  -~ : - f  

nieht dureh q teilbar, also ist 1 ~ q;'. 
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l l qx q~- -  I qX--  ( i - -  l ) 
2. W e n n l = q X ,  O < i < l ,  s o i s t  i , - - - - ~ -  ~ " "  i - - 1  

durch q teilbar, w. z. b. w. 
Aus Hilfssatz 3 folgt, dal~ die Charakteristik yon L* eine Primzahl p 

und dalt m = p~' (t~ > 0 )  ist. 
ltilfaaatz 4: I sei eine Menge yon l inearen Trans format ionen  des 

k-Moduls m ,  so daft 
1. ~,on 0 verschiedene Trans format ionen  in I vorkommen, 

2. kein yon  0 ~md m verschiedener unter  l invar ian ter  k-Modul  in  m ent- 

halten ist. Es  soll bewiesen werden, daft aus I v ~ 0 (v E I) fo lg t  v ~ O, 

f e r n e r  : Wenn  f~ir eine lineare Trans format ion  x aus I eine der beiden 
Gleichungen x I  ~ 0 oder I x  ~ 0 besteht, so ist x ~-- O. Alle mi t  1 

elementweise v'ertauschbaren l inearen T r a n s f o r m a t i o n e n  bilden einen 

k-Schiefk6rper Z(I) mit  l als Einheitselement.  

B e w e i s :  A l l e v  aus m, ffir die Iv ~ 0, bilden einen unter I 
invarianten k-Modul m'.  Da nach Voraussetzung Im :]= 0, so ist m'  # m, 
also fnlgt nach Voraussetzung, daft m ' =  0. 

Wenn Ix = 0, so ist I (x v ) ~ - - 0  ftir alle v aus m, also nach dem 
eben Bewiesenen x v  ~ O, x ~ O. Der aus I durch Multiplikation, 
Addition und skalare Multiplikation erzeugte k-Schiefring [ genfigt den- 
selben Voraussetzungen wie I. Es sei v ein Element 4 0 aus m. Dann 
folgt aus dem zuerst Bewiesenen, daft Iv ~= 0, ferner ist I (Iv) ~ I~v ~ Iv, 
daher ist [ v e i n  unter ~ invarianter k-Modul # 0, mithin I v ~--- m. Wenn 
nun xI  = 0, so folgt x I  = O, x m  ~ x (Iv) = ( x l ) v  = O, x = O. 

Es ist klar, daft Z ( I ) ~  Z(I), ferner ist leicht zu sehen, dalt Z(I) 
ein k-Schiefring ist. Fiir Elemente x aus Z(I) und yon Null versehiedene 
Elemente v aus m folgt aus x v  = 0, dal3 

x m = x ( i v ) =  (~:I) v = ( i x )  v = f ( x v ) = O ,  x = O .  

Wenn ferner x ein von Null versclliedenes Element aus Z (f) ist, so folgt 
x m 4  0, I (xm) ~ x ( Im)  ~ x m ,  also ist x m  ein unter f invarianter 
k-Modul 4 0, daher x m  ~ m.  Aus den beiden letzten Feststellungen 
folgt, daft es zu jedem yon Null verschiedenen Element x aus Z (  D eine 
inverse lineare Transformation y yon m gibt, so dal3 " x y  ~ y x  ~ 1, 
also far alle s aus f: 

y s  = y s ( x y )  : y (sx)  y : y ( x s )  y ~ ( yx )  s y  - -  sy ,  y E Z([) .  

Daher ist Z(I)  ein Schiefk0rper. 
K or o l ia r .  Wenn k algebraisch abgeschlosSen und I eine irreduzible 

Menge linearer Transformationen des endlichen k-Moduls m i s t ,  dann 
bestehen die mit I elementweise vertauschbaren linearen Transformationen 
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yon m genau aus den skalaren Vielfaehen der identisehen Transformation 
v o n  m .  

Beweis :  Wenn I : 0, dann muff m 1-gliedrig sein und dann ist 
jede lineare Transformation mit I elementweise vertauschbar und skalares 
Vielfaches der identisehen Transformation. Wenn I �89 0, so bilden die 
mit I elementweise vertauschbaren linearen Transformationen, wie oben 
gezeigt, einen k-Sehiefk6rper Z ([), der ein hyperkomplexes System fiber k 
ist, weil m ein endlieher k-Modul. Da k algebraisch abgeschlossen, so 
ist Z zu k isomorph, also besteht Z aus dem skalaren Vielfachen der 
identischen Transformation. 

Aus diesem Hilfssatze folgt, dab alte mit L* elementweise ver- 
tauschbaren linearen Transformationen yon m einen k-Schiefk0rper Z ( L * )  

bilden. Alle Elomente x aus Z ( L * ) ,  ffir die L * x  ~ L*,  bilden einen 
k-Schiefring Zo(L*) .  Die Gleichungen (32) und (35) besagen, da~ 
s~, s~, . . . ,  s~-i  in Z ( L * )  enthalten sind. 

AUe linearen Transformationen x, ffir die L*  o x ~ L*,  bilden einen 
Lie'schen k - R i n g N L * .  Gleichung (34) besagt, daft So i n N L *  enthalten ist. 

Aus Hilfssatz 3 in Verbindung mit (33) folgt, daft L*  si ~ O, wenn 
i ~ 0, 1,p, . . . ,p~-l .  Aus Hilfssatz 4 folgt: s ~  0, wenn i ~ 0 ,  1,p, . . . , p , -L  

Die gefundenen Formeln werden zur ~:onstruktion von (L, a): 
Moduln benutzt. Sei also k ein K6rper mit Primzahlcharakteristik p, 
L ein Lie'scher k-Ring, o ein Endomorphismus von L. Es sei ra ein 
irreduzibler L-Modul, so daft durch die Festsetzung x * v  ~ x v eine 
homomorphe Abbildung x ~ x* yon L auf den yon Null verschiedenen 
und irreduziblen Lie'schen k-Ring L* erk]art wird. Ferner werde die 
Giiltigkeit einer Relation 

(36) (a p~ a)* = a* o So+ (aP'a)* sp4 
4 = 1  

fib" alle a aus L vorausgesetzt, wobei 

s o E N L * ,  %,EZoL*  ( i ~ 1 ,  2, . . . ,  ~ - - 1 ) .  

Wir setzen noch m ~ p~. Als (L, a)-Modul verwenden wir den in 
Abschnitt 2 dieses Paragraphen konstruierten L-Modul ~ ~ m (m,~), indem 
wir definieren 

8 (8 i U) : S i+1 V (i = O, 1, �9 �9 ", m - -  2), 

s (s m - 1  v) ~ So v ~ -  sp ~ sp~ v" 
4 = 1  

Wir wollen zeigen, dal~ hiermit ein (L, a)-Modul konstruiert worden ist, 
d.h. wix mtissen zeigen, dal~ ( a s -  s a ) u  : ( a a ) u  ffir alle a aus L ,  

u aus !l~ gilt. 
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Im Falle 0 ~ i < m - - 1  ist 

(a s - -  s a) s i v =  as  i+l v - s ( a s  i v )  

= ~ = o  ~ (i 1 s" (o ~+l-v a) v --- ~=o ~ s ~+1 (o ~-" a) v 

= s , ' (o~+l- , 'a )  v ~_ ( a a ) s i v .  

Ferner ist 

(a s - -  s a) s 'n-1 v 
~ - - 1  _zo(o = a So v -4- ~ a s sp, v s (s i (a m-'-~ a) v). 

i = 1  

Da j v = O, wenn i ~ 1, und 1 =<j ~ .p i - -1 ,  SO folgt: 

P' = (aP'a)sp,  v + s V  asp, v,  a 8 8p~ 1; 

also 

( ) ( a s - - s a ) s m - l v  = aoso--~- ( r  sp, v 
i = 1  

+ s o a v +  s asp, v 
i=1  

~ 1 "m v 

~ , 
- s o a r - - 2 . ,  sp sp, av. 

i = l  

D a  nun 

wenn 0 ~ i < p~', so folgt zusammen mit (36), dab 

~'t--1 

(a s - -  s a ) sm- l  v = (gm a ) v -~i  : l ~-~ ( m --1)i 
i \  

8i ( a m - i  a )  v 

+ s ( a s p , - - s v ,  a) 'v .  
i = 1  

Da wit  ferner vorausgesetzt batten, daft sp, in Zo (L*)  enthalten ist, also 
(as~ , , - -  sp, a) v ~ O, so folgt 

, - 1 ( 7 1 ) s , ( t ~ . _ i a )  v ( ~ _ , ~ ) ~ - ! ,  = ~ ,n 

i ~ O  

= (get) s ~ - 1  v ,  w.  z. b. w .  
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Der so gefundene (L, a)-Modul ist nicht notwendig irreduzibel, abet 
jedenfalls enth/tlt er einen irreduziblen (L, a)-Modul, dessert L-Kompositions- 
faktoren L-isom0rph zu m sind. 

Eine Relation yon der Form (36) besteht sicher dann, wenn L ein 
endlicher k-Modul ist. Ist etwa r der Rang yon L tiber k, so sind die 
r ~  1 untereinander vertauschbaren linearen Transformationen ~, ap, 

~p~,.. . ,  ap" linear abhiingig. Es besteht daher eine Relation yon der 
Form : 

).--1 

a p ~ ) ~ i a p ' ( ) q E k ) ,  wobei 0 ~ ; ~ < r .  
0 

Mithin ist 
~-- t  

(a p~a)* = ~ ~i(aP'a)* (abel .  ausL) .  
0 

Als Ergebnis erhalten wir den 
Satz 2: Wenn L ein endlicher Lie'scher k-Ring ,tit Primzahl- 

charakteristik ist, so existiert f i i r  jeden Endomorphismus a yon L ein 
irreduzibler (L, a)-Modul, der als L-Modul betrachtet, einen vorgegebenen 
irreduziblen L-Modul enth~ilt. 

w 4. ~-einfache Lie'sche Ringe. 
Wir wenden die Untersuchungen des vorigen Paragraphen auf die 

regulgtre Darstellung eines Lie'schen Ringes iiber dem Grundk0rper k an. 
Satz 3: D/e abelschen ~-einfachen endlichen Lie'schen k-Ringe L 

werden durch die Jblgende Konstruktion erhalten " Man suche ein irreduzibles 
Polynom yon der Form 

m--1 
x (~-) - ~ - -  ~ ,  ~ ~ ,  

0 

definiere in dem m-gliedrigen k-Modul L ~- {Uo, u~, �9 �9 urn-l} die Kreis- 
multiphkation durch die Festsetzung ui o Uk --- 0 und definiere den Endo- 
morphismus a dutch die Regel : 

lq~--I 

0"~44 = U i + I ( i  ~ O, 1, 2, . . . ,  m - -  2 ) ,  a t t ~ - t  ~ X ~ i~ t i .  

Satz 4: Wenn ein a-einfacher, nichtabelscher Lie'scher k-Ring mit 
der CharaMeristik 0 eine Hauptreihe besitzt, so ist er schlechthin einfach. 

Saiz 5: Wenn die Charakterislik yon k eine Primzahl p ist, so Werden 
alle a-einfachen, nichtabelschen Lie'schen k-Ringe L dutch folgende Kon- 
st'ruktion erhalten : .4 sei ein ein facher, nichtabelscher Lie' scher k-Ring, 
ao seien ein Endomorphismus von .4, ap,(i ~ 1, 2, -.., # -  1) seien lineare 
Transformatianen des k-Moduls A,  die der Funktional.qleichung 

~ , ( a  r b) = a o (ap, b) (a, bE A) 
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qeni~.qen, dann  setzen wir  L ~ 1t (pu) und  definieren den Endomorph i smus  a 

yon L dutch die Festsetzung 

(r(ao, a t , . . . ,  am--x) = (a,  a~, . . . ,  am), 
wobei 

$$--t 

m --- p/~, am ~ ao ao'~- '~_~ ap~ az2. 
i = l  

Der Beweis von Satz 3 folgt aus Abschnitt 3 des vorigen Para- 
graphen. 

B e w e i s  von  S a t z  4 und  Sa t z  5: L sei ein nichtabelscher Lie'scher 
k-Ring mit Hauptreihe, a sei ein Endomorphismus von L.  Wir haben 
den Fall  zu untersuchen, dai~ L a-einfach, aber nicht schlechthin einfach 
st. Da L eine Hauptreihe besitzt, so enthi~lt L ein kleinstes Ideal A. 
VermOge der Zuordnungen: 

x *  v ~ -  x o v (v  ~ A ) ,  

x u  ~ x o u  ( u ~ L )  

werden zwei Darstellungen x ~ x* bzw. x-~  x yon L in linearen Trans- 
formationen des k-Modu]s L ~ ~ bzw. A-----m erkl/irt. !l~ ist ein 
irreduzibler (L, a)-Modul, m i s t  ein irreduzibler L-Modul. Nach w 1 sind 

Ao ~-- O, Ai  ~ A q- (rA ~ �9 �9 �9 q- o "i-1 A ( i  ~ 1, 2, �9 �9 .) 

Ideale von L .  Da L a-einfach ist und eine Hauptreihe besitzt, so gibt 
es einen Index m ~ 0, so daft 0 ~ Ao c A1 c A2-.. c Am ~--- L .  Da L nicht 
schlechthin einfach, so ist m ~ 1. Wenn 0 ~ i ~ m -  1, so ist 

Ai o L C_ Ai ~ A m - l ,  also 

Nach Gleichung (4) folgt: (Ai)* ~ O, 

(37) Oo Ai ~ 0 

A C  01L.  

Ai !l~ ~ mm-~ .  

(i---- 0, 1, 2, . . . ,  m - -  1), 

Es sei schon bewiesen, d a f A  ~ OIL_, wobei 1 ~ j ~  m - -  1. 
folgt nach (26), dab 

4*j A ~ 3o aJ A ~ O, A C Oj.I L .  

Nach (m--2) -mal iger  Anwendung dieses Schlusses folgt 

Dann 

A C__ 0m-1 L .  

Aus der Zerlegung L ~ - A m - l - ~ - a m - l A  folgt 

j I ~m--I l,~o L - -  ~o .~--i-v- b~o A. 
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Nach (37) ist 

L * :  5%L ~ ,,%a m - l A  ~ 5%-1A.  

Aus L* ~ ~m-1 A ~ ~r~--I L ~ L* sehliefien wir am-~ L ~ L*. 

Aus dem Abschnitt 4 des vorigen Paragraphen schlie~en wir, da~ 
die Charakteristik von k eine Primzahl von p ist und da~ m ~ pU, 
L ~ L  *(''). Da L nichtabelsch ist, so ist L : 0 ,  also L * : ~ O .  Wir 
wissen, da~ der L-Modul ~2~/mm-i irreduzibel ist, d .h .  da~ der Rest- 
klassenring A ~ L/A~_a einfach ist. Da nach (37) ~o (A,~_~)~ 0, 
d. h. A* ~ 0, so wird durch die Zuordnung 

m--I 

(38) Ra ~-- a +  Am-1 ~ a* ~ R~  

eine homomorphe Abbildung von A auf den Ring L* definiert. D a m  
L-isomorph zu ~J~/mm-1, so ist die eben definierte Darstellung yon .4 
gerade die regall~tre Darstellung. Da A einfach und der Darstellungs- 
ring bei der reguliiren Darste!lung yon Null verschieden ist, so ist .4 
nichtabelsch. Da .4 einfach und nichtabelsch, so ist die Darstellung (38) 
treu. Da das Zentrum von L ein charakteristisches abelsches Ideal ist, 
L aber nichtabelsch ist, so folgt aus der a-Einfachheit yon L, da~ das 
Zentrum yon L gleich Null ist. Die regulitre Darstellung yon L i s t  
treu, L und L sind isomorph. 

Damit haben wir erhalten, da~ L isomorph zu `4(m)ist, wobei 
m ~ p U, `4 einfach und nichtabelsch ist. 

Im vierten Abschnitt des vorigen Paragraphen wurde gezeigt, da~ 

U--1  

= (a o (J O* sp, v ,  
i ~ 1  

wobei ~\ 
So E N L * ,  sj/E Zo L* (i ---- 0, l ,  �9 �9 t~ - -  1). 

Durch die Festsetzung ao a* ~ a* o So wird ein Endomorphismus ao yon L* 

definiert, ferner wird durch die Festsetzung ~ , a *  - -  a* s? eine lineare 

Transformation ~ ,  des k-Moduls L definiert, so daft 

a , ( a *  ob*) : a*oap ,  b* (i = 0,1, 2, ..., /~--1).  

Ftir das Element a ~ (a0, a,, . . . ,  a~-l)  aus L gilt: 

aa ~ (ax, a~, . . . ,  am) 

mit 
U--1 

i = 1  
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Zur  Kons t ruk t ion  a-e infaeher  L ie ' s ehe r  Ringe  b rauchen  wir  den 
folgenden Hi l f ssa tz  5 : `4 sei ein Lie'scher k-Ring. Wenn m ein irreduzibler 
A-Modul ist und wenn A m  ~ O, dann ist m der einzige in in r enthaltene 
irreduzible A(m)-Modul. 

B e w e i s :  Die Zuordnung  a ~  a ' - -  (a, 0 . . .  0) bi ldet  `4 i somorph 
auf einen in A (m) en tha l tenen  L ie ' s chen  k-Tei l r ing A'  ab. D a  av = a'v 
(a E`4;v  Em), so ist m cin i r reduzib ler  A ' -Modul ,  ers t  r ech t  ein i r reduzib ler  
A('~/-Modul. Nun sei m '  ein in m (~) en tha l tener  i r reduzibler  `4~ 
Dann  gibt  es ein E l emen t  u ~ s i v; + s i-~ vi-1 + �9 �9 �9 -t- Vo in nr m) mit  
vi=l- 0.  D a ` 4  m 4 0, so g ib t  es nach Hi l fssa tz  4 ein E lemen t  a aus A, das 

i. 
vi nicht  annull iert .  Fi i r  das in A (m) en tha l tene  E l emen t  A ~ (0--- 0, a, 0 . . .  0) 

gilt  A u  av~40,  A u  Em '  = n m.  Also ist  m '  n m von Null ve rseh iedener  

A('~)-Modul, und d a m  ein i r reduzibler  AI'*)-Modul, so ist  m ' n  m = m, 
! 

r e = m ,  w. z. b. w. 
Nun sei k ein K 6 r p e r  mit  P r imzah l cha rak t e r i s t i k  2~, A ein e infacher  

n ich tabe lseher  L ie ' s~her  k-Ring,  ao ein Endomorph i smus  yon .4, /~ eine 
nati ir l iehe Zahl  ; fe rner  seien l ineare T rans fo rma t ionen  ~p, des k-Moduls  .4 

gegeben,  die der Funk t iona lg le i chung  % , ( a o b ) - - - - - a o % , b  fiir alle a, b 

aus  .4 geniigen (i = 1, 2, - -- ,  , ~ - -  ] ). W i t  setzen L = .4(P~) und definieren 

(ao, al,  . . . ,  am--l) = (al ,  ,-,, " " ,  am) 
mit  

rt~ = 1), u, a m  = ao a o @  apl a l / .  
i = 1  

a ist eine l ineare T rans fo rma t ion  des k-Moduls L .  Um zu zeigen, 
dab a ein Endomorph i smus  yon L ist, geni!gt  es, die Gleiehung 

(39) 

ftir E lemente  

a ( A  o B) ~ A o a B + a A  o B 

(39 a) 

i .  

A = (0 . . .  0, a, 0 . . .  0), 
k. 

B - -  (0 . . .  0, b, 0 . . .  O) 

aus L zu beweisen.  Wi r  setzen oia ~- 0 (i~-O, 1, p, 1/, . . . ,1),"-~; aE A)  
und haben  die Fo rme ln  

m--1 

j - o  

a j ( a o b )  = a o a j b ( O < j ~ m ) .  

Wenn i + / . :  > m, so ist 

a ( A  o B) -~ A o ~ B  = (~A o B = 0, 
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woraus (39) folgt. 

und da 

H. Zassenhatm. 

Wenn i+k=m, so ist 

0 <  i, k <  m,  g(A ~ B) = O, 

. o .~  (o o,(.71) ) = a o b  , 

g A o B  = ( 0 .  O, ( m ~ l ) )  �9 . ao  b , 

- - - - - ( 7 - - : ) + ( m - - l )  = ~ i ( 7 )  (P~) 0 (mod p), 

so folgt wiederum (39). 
Weun i = 0 ,  0 < k < m ,  so ist 

k--1. 

g ( A o B )  = (0 . . .  0, a o b ,  0 . . .  0, gk (aob) ) ,  

A o g B  = (0 . . .  0, a o b ,  0 . . .  0, a o g u b ) ,  

gA o B = 0, 

woraus (39) wegen (40a) folgt; entsprechend im Falle i > 0 ,  k ~---0. 
Wenn i = k = 0, so ist: 

g ( A  o B )  - -  (0 . . .  0, go (a  o b)), 

A o g B  = (0 . . .  0, a o g o b ) ,  

g A o B  = (0 . . .  0, g o a o b ) .  

Da go ein Endomorphismus von .4, so folgt wiederum (39). Wenn 
O <  k <  i + k <  m, so ist 

i+k--1. 

= a o  b. 

~o~. (o o,(i§ ~-1) = . a o b ,  

. ~ o .  (o .... o, ( , §  = a o b ,  

0 . . . 0 ,  (i +i k) gi.C-k (a 

0 . . . 0  0 ) ,  

0 . . . . . . .  0 ) .  

o b)), 

Es ist l ~ i + k , ~ p ~ .  Entweder ist i + k  eine p-Potenz, dann 

ist ( i ~ k ) = - - - 0  " - -  " (modp),  ode, r es ist g i + k = 0 .  Auf jeden Fall ist 

gi+k (a o b) 0. 
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D a  nun 

i [ i -q-k-- l ) -~_ (i-q-k), ( i q - k - - 1 ) - k ' \  i - - 1  i 

so folgt wiederum (39). 
Es ist noch zu zeigen, dab L a-einfach ist. Zur regularen Dar- 

stellung yon L geh0rt der Darstellungsmodul ~ ~ L .  !IR enthalt den 
L-Modul m ~ 0m-1 L =~ 0. Die Zuordnung a ~ a '  ~ (a, 0 . .  �9 0) bildet 
A isomorph auf einen Lie'schen k-Teilring .4 yon L ab. Setzen wir 
av ~ a'r v fiir alle v aus m, so wird A durch m regular dargestellt, 
wie sofort zu sehen. Da .4 einfach und nichtabelsch, so ist m ein 
irreduzibler A-Modul, und es ist Am ~-O. Ferner ist 2R ~ m ~1, wie 
leicht ersichtlich. Nach Hilfssatz 5 folgt, dab m der einzige in ~ ent- 
haltene irreduzible L-Modul ist. Jeder in ~ enthaltene (L, a)-Modul 
~ ' ~  0 muB m enthalten. Da ferner ! [ ~ - - - - - r e + a m +  . . - + a ~ - l m ,  so 
muB 9 ~ ' ~  ~ sein, also ist !9l unter (L, a) irreduzibel, d .h .  L ist 
a-einfach, w. z. b. w. 

Saiz 6" Es sei k ein K6rper mit der Charakteristik O. In einem 
endlichen Lie'schen k-Ring mit Hauptreihe ist das Radikal ein charak- 
teristisches Ideal. 

B e we i s :  L sei ein n-gliedriger Lie'scher k-Ring, R sei das Radikal 
yon L, a sei ein Endomorphismus yon L. Zu zeigen ist, dab aR ~ R. 
Das ist klar, falls R ~ 0 oder R ~ L, also z. B. im F a l l e n  ~- 1. Nun 
sei n ~ 1 und der Satz bewiesen fiir Lie'sche k-Ringe, deren Rang 
fiber k kleiner als n i s t .  L enthalt dann ein unter a invariantes Ideal 
.4 =~ 0 mit m0glichst kleinem Range fiber k. 

1. Wenn A == L ,  so ist L a-einfach, also ist nach Satz 4 L abelsch 
oder schlechthin einfach und nichtabelsch. Daher ist entweder R ~ L 
oder R - - 0 ,  und d a n n i s t  der Satz klar. 

2. Wenn A aufl~sbar, so ist das Radikal yon L/A gleich R/A und 
dann bildet dervon a induzierte Endomorphismus yon L/A nach Induktions- 
voraussetzung das Radikal R/A in sich ab, also folgt aR ~ R. 

3. Wenn A nicht aufltlsbar und yon L verschieden, so ist nach 
Induktionsvoraussetzung das Radikal yon A ein unter ~ invariantes Ideal 
yon L.  Nach Konstruktion yon A folgt, dab das Radikal yon A gleich 
Null ist. Daher ist A r a R - ~ - 0 ,  R o A ~ - - - 0 ,  R ~ Z ( A ) .  Da A ein 
unter a invariantes Ideal yon L i s t ,  so ist auch der Zentralisator Z(A) 

yon A ein unter a invariantes ldeal yon L .  Da A nicht aufl0sbar, so 

liegt A nicht im Zentrum yon L, also ist Z(A) kleiner als L u n d  nach 

Induktionsvoraussetzung ist das Radikal /~von Z(A) ein unter a invariantes 

Ideal yon L. Da R e i n  aufl~sbares Ideal yon L ,  so f o l g t / ~  R. Anderer 
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seits ist R ein aufltisbares Ideal von Z(A), also liegt R in/~, mithin ist 
R ~ / ~  und R ist unter a invariant, w. z. b. w. 

$atz 7: Uber Grundk6rpern yon der Charakteristik 0 ist jeder endliche 
charakteristisch einfache Lie'sche Ring entweder abelsch oder schlechthin 
einfach und nichtabelsch. 

Beweis :  L sei ein endlicher, nichtabelscher, charakteristisch ein- 
facher Lie'scher Ring fiber dem K6rper k mit der Charakteristik 0. Nach 
I, w 4 ist L vollkommen. Nach Satz 6 ist das Radikal yon L gleich 
Null. Also enthMt jedes yon Null verschiedene Ideal yon L ein voll- 
kommenes Ideal 4 0 und da dieses charakteristisch ist, so stimmt es 
mit L fiberein, d. h. L ist einfach schlechthin. 

Ich m0chte hier drei Vermutungen auffiihren, die ich weder bewei~en 
noch widerlegen kann: 

1. Der iiufiere Endomorphismenring einer einfachen nichtabelschen, 
Lie'schen Algebra mit Primzahlcharakteristik ist aufl(isbar. 

Das ist eine Analogie zu der Vermutung yon O. SCHaEIER, daft die 
i~ul~ere Automorphismengruppe einer endlichen Gruppe aufl~isbar ist. 

Nach I, Satz 16 und dem Ergebnis yon CARTAN sind einfache 
Lie'sche .Mgebren mit Charakteristik 0 abgeschlossen. 

2. Jede nichtabelsche charakteristisch einfache Lie'sche Algebra mit 
Primzahlcharakteristikp ist p-Potenzring einer einfachen Lie'schen 
Algebra. 

Bei Cbarakteristik 0 gibt es nach Satz 7 nur die schlechthin 
einfachen Lie'sehen Ringe. 

3. Wenn die Vermutung 1 richtig ist, so l~tft sich leicht beweisen, 
dai~ der ~tuiiere Endomorphismenring jedes p-Potenzringes einer 
normal einfachen Lie'schen Algebra mit Primzahlcharakteristik p 
aufl0sbar ist. Aus Vermutung 2 wiirde dann folgen, daft der Endo- 
morphismenring jeder charakteristisch einfachen nichtabelschen Lie'- 
schen Algebra aufl6sbar ist. Aus 2 und 3 wiirde folgen: 
Satz 8: Der Kern einer nichtaufl6sbaren Lie'schen Alqebra ist die 

Ringsumme yon einf achen nichtabelschen Algebren. 
Beweis :  Von Null verschiedene Kerne sind gekennzeichnet als 

vollkommene halbeinfaehe Lie'sche Algebren. Es sei L ein yon Null 
verschiedener Kern. L enthi~lt ein charakteristisch einfaches Ideal A =~ 0. 
Nach Vermutung 2 und 3 ist der Faktorring L / ( A + Z ( A ) )  aufl(isbar. 
Also ist L - - - A + Z ( A ) .  Jedes auflSsbare Ideal von A ist also auf- 
16sbares Ideal yon L. Da L halbeinfach, so ist das Radikal yon A gleich 
Null. Gemi~f Vermutung 2 ist A schleehthin einfach und nichtabelsch. 
Dann ist der Durehschnitt yon A mit Z(A) gleieh Null, also L die Ring- 
summe von A und Z(A). Mit L i s t  auch Z(A) vollkommen und halb- 
einfach. Nun ergibt ein Induktionsschlul~ die Behauptung. 
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w 5. Bestimmungen der endlichen irreduziblen (L, ~)-Moduln 
tiber algebraisch abgeschlossenen Grundk0rper. 

Jetzt  m0ge die in w 1 begonnene Untersuchung tier irreduziblen 
(L, a)-Moduln fortgeftihrt werden. 

1. Die linearen Transformationen aus L erzeugen einen k-Sehief- 
ring ~ bei fortgesetzter Multiplikation und Addition. D a m  ein 
L-invarianter Teilmodul yon ~ ist, so i s t m  aueh ~-invariant. Dureh 
die Festsetzdng X*v = Xv ffir alle X aus ~ und v aus m wird eine 
Darstellung X ~  X* yon ~ in linearen Transformationen yon m erkli~rt. 
Der zugeh0rige Darstellungsring werde mit ~* bezeiehnet. Da ~* ~ a* 
ffir alle a aus L,  so ist L* in ~* enthalten. Daher ist ~* ein irreduzibler 
k-Ring linearer Transformationen yon m. Da tier k-Sehiefring ~ yon Z, 

erzeugt wird und da I o s ~ F , C  ~ ,  so folgt naeh I, w 4, Hilfssatz 8, 
dag ~ o s ~ ~ .  Also wird durch die Festsetzung 

(40) ~ X = X o s 

ffir alle X aus ~ ein Endomorphismus 8- von ~ erkli~rt. Da L in 
enthalten ist und da !I~ ein irreduzibler (L, ~)-Modul ist, so ist !l~ auch 
ein irreduzibler (~, a)-Modul. Ersetzen wir in den Uberlegungen yon w 1 
L durch ~ ,  so folgt: 

c_ ~,~m). 

Die Gleichungen (6) schreiben sich nun 

(41) {mJ((~m-"A)*-~-A* o So-~- 
/ / 

X (q~-V A)* si(A E ~) 
\ i = ) '+1  

@ ~- 0, 1, 2, " ", m ~ l ) .  

2. Jetzt setzen wir zusatzlich voraus, dag der k-Schiefring ~ yon 
Null verschieden ist. Dann ist also ~ * m  ~ 0. Naeh dem Hflfssatz 4 
folgt, dab 
(42) ~*v ~ m ffir alle v ~ : 0 .  

3. Nun sei fiberdies ~* ein hyperkomplexes System" fiber k. Das 
ist z. B. stets der Fall, wenn m ein endlicher k-Modul ist. Aus (42) 
folgt umgekehrt, daft bei unserer Zusatzvoraussetzung m ein endlicher 
k-Modul ist. 

Da ~* eine treue irreduzible Darstellung besitzt, so ist ~* ein 
einfaches hyperkomplexes System fiber k. Insbesondere ist ~* ~* = ~*. 
Nach (27), (28) folgt: 

6 
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Ferner  ist nach (17b) jedes 4~i~ zweiseitiges Ideal yon ~*.  Da ~* 
einfach, so gibt es eine eindeutig bestimmte nattirliche Zahl x, so dab 

(43) ~*---- ~}'0~ . . . . .  "~'X--I@, ~ g @  : ~/r . . . . .  0 .  

4. Wir tmtersuehen niiher den Fall  x > ] .  Wenn O ~ i ~ x ,  so 
ist nach (17b) and dem eben Gezeigten: 

X 
Also sind die Binomialkoeflizienten ( 7 ) ,  ( ; ) ,  . . . ,  ( x - - i ) t e i l b a r  

durch die Charakteristik von ~*.  Aus Hilfssatz 3 folgt, daft die 
Charakteristik von ~* eine Primzahl p und dab r. = p# ist (# ~ 1). 

Die Gleichungen (43) fassen wir kurz in folgender Weise zusammen: 
(43a) Zu jedem x-tupel yon Elementen ao, at, . . - ,  a7.--1 aus ~* gibt es 

genau ein Element yon der Form (ao, a l ,  . . . ,  a z - i ,  " "  ") in ~ .  Das 
wird auf dieselbe Weise wie Hilfssatz 2 bewiesen. Wenn also 
0-~ j ~ x und a ein beliebiges Element aus ~*,  so gibt es genau 

j. X--1. 

ein Element yon tier Form (0 �9 �9 �9 0, a, 0 . . .  0, �9 �9 .) in | Setzen 
wir seine Komponenten in die Gleiehung (41) mit v = m - - j  ein, 
so folgt 

Sei p~" die h0ehste in m aufht~rende p-Potenz. Im Beweis des 

ttilfssatzes 3 ist gezeigt worden, dag ( m )  
o ~ 

, ,p~' nieht dureh p teilbar ist. 

Also ist ~' => ~. ~. ist Teiler yon m, etwa m = xmo. 
5. Wenn m o =  1, so ist naeh I-Iilfssatz 2 | = ~*('~). 
6. Sei weiterhin mo > 1 .  Ffir jedes Element a aus ~* gibt es 

genau ein Element aus ~ von der Form 

g--1. 2~--2. 

A = (0 --- 0, a, via,  v~a, . . . ,  vx- la ,  . . . ) .  

Je tz t  wird gezeigt, dai~ v i a  = 0 (i = 1, 2, . . . ,  ~. --1) .  Es ist n~mlich 
i = i ' p ~ " ,  wobeip nicht mehr in i' aufgeht und 0 ~ # ' ~  #. In | liegt 
zu jedem Element b aus ~* ein Element 

p#' .  ~--1. 

B : (0 . . .  0, b, 0 . . .  O, " . . ) .  
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Es ist 
z+i-l+~U. 

\ p , '  ] 

Da  A B in ~ enthalten ist und Ok ~ ~ 0, so ist 

(x + i-4-P~"-- l) (~ia)~* = O. 
pK 

Es ist aber 

(~ + i - t -PK- -1 )  .~__ (i + I)""-- II = i, (i' PP-t -PK--I)  p~,, \ p~,, / p~,, ] ~_ o (p), 

also folgt:  (vi a) ~*  und nach Hilfssatz 4 folgt vi a = 0. 
A die Form 

x--1 2 x - - I  

A = (0 . . .  O, a, 0 . . .  O, v a, . . . ) .  

Demnach hat 

Dabei ist v eine eindeutige Abbildung yon 6 "  in sich. 
(26) zu jedem a aus ~*  ein Element yon der Form 

j .  j-~- X--1. 

A = (0 . . .  O, a, 0 . . .  O, ~a, . . . )  

Ferner  ist nach 

in 6 enthalten. Sei nun (ao, a~ , . . . ,  ax-1, " "  ") ein beliebiges Element 
aus ~,  dann gibt es Elemente A; yon der Form 

i. i+x. 

Ai---  (0 " ' "  O, ai, 0 . - -  0 ,  r a ,  . . . )  (i = 0, 1, 2 , - - - ,  x - - l )  

in 6 .  Da die ersten x-Komponenten des Elementes A--(Ao-4- AI...-t-A~.-1) 
arts ~ versehwinden, so ist es Null, also A = A o +  -41 �9 �9 �9 + A~.-1. Dem- 
nach hat A die Form 

A - -  (ao, al, �9 �9 ax-1, rao, �9 �9 .). 
Nach (26) ist 

(44) ai A : (a6 ai+l, . . . ,  a~+i-1) 

und nach dem eben Gezeigten folgt 

{45) ai+x = ~ ai. 

Wenn wir nur voraussetzen, dag 1 _< x < m, so gibt es zu jedem a 
X--1. 

aus ~ *  genau ein Element von der Form A - - ( a ,  0 . . .  0, v a, . . . ) .  
Also wird durch v eine eindeutige Abbildung yon ~*  in sich definiert, 
die ersichtlich den Regeln 

(46) v ( a + b )  = v a + ~ b ,  
(47) v (ha) = ) .$a 

fi* 
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genfigt. Is t  b ein zweites Element aus ~*,  so gibt es ein Element B 
X. 

von der Form (b, 0 . . .  0, vb ,  . . . ) i n  ~ .  D a n n i s t :  
X. 

A B  = ( a b , 0 . - .  0, a . ~ b ~ a . b ,  . . . ) ~ ,  

also 

a . v b ~ v a . b  : v(ab).  

Wenn x ----- 1, so lehrt die Formel (45), da~ ~ aus dem m-tupelu 
(a, v a, . . . ,  v ~ - l  a) mi t  a E ~ *  besteht. 

Als Ergebnis haben wir erhalten: 
Sa~  8: Der k-Schiefring ~ hat dinen der drei fotgenden Type~ : 

I .  ~ besteht aus allen m-fupeln (a, va,  ~ a ,  . . . ,  v ~ - l a )  mit  a a~s ~* ,  

wobei m > 1. 
I I .  Die Charakteristik yon k ist eine Primzahl p. ~ besteht q~ts allen 

rn-tupeln 
(ao~ al~ . . . ~  ax- l~ vao ,  val~ . . . ,  v a ~ - l ,  �9 . - ,  T n ~ - - I G o ,  . .  "} T~n~ 

mit Komponenten ao, a,, . . . ,  az-1 aus ~*,  wobei 

x :--  p/~ (~  >-  0), m ----- mo x (too > 1). 

I I I .  ~ = ~*(~), wobei entweder m = 1 oder die Charakteristik ~:on k ist 

eine Primzahl p, und es ist m = p~ O~ > 0). 

Dabei ist v eine lineare Transformation des k-Modzds | die 

der Funktionalgleichung r (a b) - -  a . ~ b + v a . b geni~gt. 
7. Je tz t  wollen wir zusi~tzlich voraussetzen, daft der Grundk0rper k 

aIgebraisch abgeschlossen ist. ~*  ist ein einfaches hyperkomplexes 
System tiber k, also ein Matrizenring, und d a m  eine treue irreduzible 
Darstellung von ~*  vermittelt, so besteht ~* aus allen linearen Trans- 
formationen yon m. 

Je tz t  priifen wir, ob unter den getroffenen Voraussetzungen die 
Typen I und I I  des Satzes 8 fiberhaupt vorkommen k0nnen. Nach 
I, Satz 20 ist 

r a = a . t  

mit festem t aus @*. Da v~t = 0 (i = 1,2, . . . , m  - -  1), so ist T = (t ,0. . .0) 
in @ enthalten. Jedes Element aus @ hat eindeutig die Form 

A = (ao, al, - - - ,  a7.-1, vao, val ,  . . . ,  *a~.-t, . . . ) ,  

wobei im Falle I x --: 1 gesetzt ist. Da nun 

A o T =  (ao o t, al o ~, . . . ,  a~.-1 o f, . . . )  



I)ber Lie'sche Ringe mit Primzahlcharakteristik. 85  

und nach (26): 

"~z A : ( v  ao, v a l ,  . . . ,  v a x - l ,  . . . ) ,  

so folgt: A o T :  Y*A. Im Falle II  folgt naeh I ,w (13) aus ~ A ----- A o s 
und aus x ~ p~', dab ~-*A ~ A o s  x. Im Falle I ist ebenfalls 
~-~ A ~ ~A ~ A o s - -  A r s ~'. Demnach ist in beiden Fallen 

A o (s~-- T)  ~ 0 
fiir alle A aus + .  

Da k algebraisch abgeschlossen, so gibt es ein yon Null verschiedenes 
Element u aus !lR, so dal~ s ' u ~ Z u ,  wobei s' ~ - s ' e - - T  gesetzt ist. 
!lR~ sei der/r bestehend aus allen Vektoren u, ffir die s'u ~---Zu. 
Da s' mit + elementweise ver tausehbar  ist, so ist !lR~ unter ~ invariant. 
Da !lR~40, so enthalt 2R~ einen irreduziblen ~-Modul m'. Fiir a l l e v '  
aus m' ist: 

s~v ' = s' v '+  Tv'---- Z v ' §  Tv 'E  m'.  

Also ist ~ ' ~  m ' + s m ' . . . s Z - ~ m  ' unter s invariant. Wie frfiher folgt 
nach Hilfssatz 1, dab !gl' unter ~ invariant ist. Da nun ~ ein irreduzibler 
(~, a)-Modul, so ist ! l R ' :  ~ .  Wie i m w  1 folgt hieraus, daft der 
~-Modul ~ hOchstens ~ Kompositionsfaktoren besitzt, withrend doch 
nach Satz 1 die Anzahl in Wirklichkeit m, also gr6i~er als , ist. 

Demnach ist in Satz 8 bei algebraisch abgeschlossenem Grund- 
k6rper nur der Typus I I I  m6glich. 

Dieser Typus wird unter der Annahme m ~ 1 weiter untersucht. 
Je tz t  wenden wir auf ~ die Uberlegungen des w 3 an. Wir  stellen fest, 
dab N ~ *  = ~*.  Da k algebraisch abgeschlossen, so istZ(S*t=Zo(S*)= k. 1. 
Also ist 8j = 0, wenn j 4 0, 1, p, . �9  1), " - 1  

Setzen wir nun 

(48) 

so folgt 
(49) 

sp~ = t'i" _1 

x--1 

f ( ~ )  = xp~ - -  ~ Pi xP'. 
i=O 

a)* = a* o s,,. 

( i ~ 1 , 2 , - . - , # - - 1 ) .  

Satz 9: Das in (48) definierte Polynom f(~_) ist unter allen Poly- 
nomen 

,(--1 

(49) g (~) __---- ~ p z  . ~  ~ ~;,~ (4 ~ 0; wenn ~ = O, so ;~o = O) 

f i i r  die es eine lineare ~3"an~@ormation x yon m gibt, so daft 

 5o) (g ,0" = a* o x 
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f i i r  alle a aus L,  einde~d~q bestimmt als das Polynom niedrigsten Grades, 

dessen h~'chster Koef f i z ient  1 ist. 
B e w e i s :  Man setze ~ A  ~ A o s  ftir alle A aus ~ .  Nach I, w 4, (13) 

ist aP' A ~ A o sp', also g (-~) A ~ A o g (s). Nun setzen wir: 

e A  = ( A o  g ( s ) ) * - - A *  o x .  

Nach (50) folgt nun: r  ~ 0 fiir alle a aus L.  Ferner ist ersichtlich: 

o ( A - - k B )  = q A - t - q B ,  r  -= ;~qA, o ( A B )  ~ A . q B ~ e A . B .  

Da nun ~ aus L erzeugt wird, so folgt 0A = 0 ffir alle A aus | d. h.: 

150 a) (g (~) A)* = A* o x .  

Sei A = (ao, a~, . . . ,  am-l) ein Element aus ~,  dann lautet (50a) 
auf Komponenten umgerechnet: 

).--1 

(51) az,~ = ao o x + ~ . i % , .  
i = 0  

Wenn hier ) . <  #,  so liegt ffir beliebiges a aus ~* das Element 
p~. 

(0 . . .  0, a, 0 - . .  0) in ~ .  Setzen wit seine Komponenten ein in (51), 
so folgt a = 0, was der Voraussetzung ~ * ~ :  0 widerspricht. 

Wenn aber ). ~---#, so folgt aus (49), daft 

ap~ ~ ao o so -t- #i ap,, 
i = O  

also 
~--1 

0 = ao o (So - -  x) + ~.~ 0 ' , : - -  Zi) %,.  
i:=0 

Da ffir ao, a~, a~,, . . . ,  a~,,~_, ganz beliebige Kombinationen yon ~ Elementen 
aus ~* eingesetzt werden durften, so folgt (# i~2d |  0 und da 
~ * + 0 ,  so ist 

t~i - -  )~i (0 <= i < tO, 
w. z. b. w. 

Im Anschlufi an den Satz 9 wollen wit' noch beweisen, dag j (~) 
Teiler yon jedem der Polynome g(~) ist. Es sei gg) die Menge aller 
Polynome 

h (~) = 2 xi ~P' (xi ~ k), 
i = 0  

zu denen es eine lineare Transformation x gibt, so dag 

(h (~) a)* = a* o x 

for alle a aus L .  Es ist klar, dag ~ ein k-Modul ist. Wir zeigen, dag 
das Potenzieren mit p nicht aus ~ hinausfiihrt. 
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Man setze vy  ~ y x - - x y  = y o x  fiir alle linearen Trans- 
formationen y yon m.  Es ist ( h ( a ) a ) * =  ta*.  Sei schon bewiesen, 
daft (h (a)+ a)* - -  via , .  Dana folgt 

(It (a)i+t a)* -~- (h (a) (h (a)i a))* = v (It (er)i a)* - -  ~: 0 :i a*) - -  ~i-.I a*. 

Nach p Sehritten folgt: 
(h (a)P a)* = vP a*. 

Da Tp a*---~ a*o  xp, so ftihrt das Potenzieren mit p nicht aus :~ 
hinaus+ 

Unsere Behauptung folgt nun aus dem 
Hiltaaaiz 6: k sei ein Kiirper mit _Primzahlcharakteristik p, ~ sei ein 

nicht leerer k-Modul yon Polynomen der Gestalt 
g 

i = O  

~;n. dem mit h auch hP enthalto~ ist. Dann besteht ~ aus allen Poly- 
nomen 
(53) h = 

wobei f (D ein festes Polynom +.+]on der Gestalt (52) ist und 1 ) a l l  e Poly- 
nome yon der Gestalt (52) durcklduft. 

Beweis :  Wean (o ~ 0, so setze manf(.~) ~ 0, dann ist der Satz 
bewiesem Wenn ~ yon Null verschiedene Polynome enthMt, so gibt 
es in ~) ein Polynom f ( D  niedrigsten Grades, etwa yore Grade p~. Wit 
normieren ](.~) noch so, dati der hOchste Koeffizient 1 wird. Fiir ein 
Polynom g (~) yore Grade p~ mit hOchstem Koeffizienten a folgt naeh 
Konstruktion von f(~),  dag g (~) - -  af (~)  : 0, also g (.~) ~ Q ( f (D)  
mit Q(_~) ~= a~.  Ferner ist 0 ~ P ( f ( ~ ) )  mit P(~) ~ 0. Esse i  schon 
bewiesen, dag sich alle Polynome aus ~,  deren Grad hOchstens pz+1 ist, 
in der Gestalt (53) ausdrficken lassen, h (~) sei ein Polynom aus H 

yore Gradep x und mit dem h(iehsten Koeffizienten ft. Dann hat ~-f(.~)P~'-u 
ebenfalls den Grad p~ and den htiehsten Koeffizienten fl und ist in 

enthalten. Die Differenz h (_~)- Bf(.~) p~-n ist in ~) enthalten und hat 
httchstens den Grad p x-~, also ist nach Induktionsvoraussetzung 

h (~) - -  Zf(~.) px-g = Po (f(.~)), 

wobei Po (~) die Form (52) hat. Dann h a t P ( ~ )  = Po { - ~ ) + a ~ - ~  eben- 
falls die Form (52), u n d e s  ist h{~)-----P(f(D)- Demnach lassen sieh 
abe Polynome aus ~ in der Gestalt (53) ausdrticken. 

Die Umkehrung des Satzes ist klar. 
Wit bemerken noch, daft bei gegebenem Po lynom]  (~) die lineare 

Transformation so his auf ein skalares Vielfaehes der identisehen 
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Transformation als additives Zusatzglied eindeatig bestimmt ist, weil 
Z (L*) ~ k. 1. Ferner haben wir fiiiher bewiesen, daii es bei Primzahl- 
charakteristik-von k stets irreduzible (L, #)-Moduln gibt, die einen vor- 
gegebenen endlichen irreduziblen L-Modul enthalten. So haben wir als 
Ergebnis erhalten: 

Sate |{}: Gegeben sei ein r.gtiedriger Lie'scher Ring L i~ber atgebraisch 
abgeschlossenem Koeffizientenk6rper k, ferner ein Endomorphisnu~s a van L 
und ein endticher, irreduzibler l_~Modul m. Gesucht sind die endlichen 
irreduziblen (L, a)-Modutn 2~, die als L-Modal betrachtet, den L-Modal m 
enthalten. 

Wenn die Ckarakteristik van k Null ist, so mik~sen fg~ und m itberein- 
stimmen, und die Aufgabe ist dann und nut  dann 16sba,; wean es eine 
lineare Tranzformatian s van m gibt, so daft durchweg gilt: 

(aa) v ~ (as - -  sa) v ( a E L ;  ve to ) .  

Wenn die Charakteristik yon k eine Primzahl p ist, so ist die Aufi  
gabe stets 16sbar. Alle Mo&dn 2R werden dutch die folgende Konstrukti(m 

o'halten: Zwischen den r ~ 1 linearen Transformationen ~, ~P, . . . ,  ~P" des 
r-gtiedrigen k-Moduls L besteht eine nichttri~riale lineare Relati~n) die ~ich 

au f  die Form a px ~ ~,  xi ~P~ bringen ti~flt. Unter d ~  endlich vielen Teitern 
O 

X--1 ~--1 

f i i r  die (h (~) a)* ~ a* o x durch eine llneare Transformation x van m 
~--1 

16sbar ist, sei f (~_) ~ ~Pt'~:~='ol~i.= ~.P' dasjenige yon ktei~stem Grade. Es 

sei etwa ( f ( z )  a)* -~ a* o so. Tn dem gemiifl der Vorschrift des w 3 kon- 
struierten L-Modut ~ --- m ('n,'~) werde die lineare Transfivrmation s definiert 
durch die Regeln : 

s(s iv) = s ~+~v ( i ~ 0 , 1 , 2 , . . . , m ~ 2 ) .  

(54) s (s '~-~ v) = so v + ~_~ rasP '  v. 
i=O 

Dann ist 2}~ ein irre&~zibler ( L~ a)-Modul, der als L.Modut be~rachtet den 
I~Modul m enthalt. Die einzige WiUkitr in der Konstruktian van ~ besteht 
in der Exsetzung van so dutch so-~ s 1 mit belieb~'2en ~ aus k. 

Sa~ | | :  Wenn der Endomorphi~nus a des vor~qen Satzes nilpotent 
ist, dann sind atle Eigenwerte der linearen Transformation s einander 
gleich." Zu jedem vorgeschriebenen Eig~nwert yon s gibt es genau einen 
irreduziblen (L, ~)-Modul, der als L-Modul betrachtet den vorgegebenen 
irreduziblen L.Modut m enth~t. 
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Beweis :  Jedenfalls gilt a " ~  O. Es seipr die erste Potenz von p, 
die nieht kleiner als r i s t ,  dann ist aP -~ ~ 0. Das Polynom f(,~), alas 
bei der Konstruktion der irreduziblen (L, a)-Moduln auftritt, hat p-Potenz- 
grad und ist Teiler yon _~Pr Also ist f (~)  ~ .~PF'(0 ~t~ ~ r Daher 

haben wit die Gleiehung (aP~a) ''~-~ a*o So (a E L). Wie friiher folgt 

hieraus 0 ~ (area)*- -  a*o  ~r  Die lineare Transformation So pr 

liegt in Z(L*)  und da k algebraiseh abgeschlossen, so ist SoPe-P~ r .  1. 

Wir setzen ~ ~ ~'P~'-r und erhalten 

(So-- B- 1) pe-:~ = s pe-I~ ~ 7 . 1  = O. 

Demnach besitzt die lineare Transformation So nur den einen Eigen- 

wert~.  Nun ist nach (54) sP " , : : q o v  ffir a l l ev  aus m. Also 

8P~ ~ 8 ~ r  ~ y V~ 8 p c ' S i r  ~ Y SlY 

also 
s p ' ~  y . 1 .  

Setzen wir nun a ~ i,J '--'~ so folgt 

(i ~ O, 1, '2, . . . ,  p -1), 

(s~a.1)Pe~sPe--y.1 ~ 0 .  

Die lineare Transformation s von ~ besitzt nur den einen Eigenwert a .  
Fordern wir jetzt, daft umgekehrt s den Eigenwert a haben soll, dann 
mu~ So den Eigenwert fl z ar~ haben und durch diese Forderung ist so 
eindeutig bestimmt. Namlich nach Satz 10 sind nur die Abanderungen 
so -* so ~ ~. 1 erlaubt, dabei geht aber der Eigenwert ~ von so iiber in 

~ ~. Also ist keine Abanderung mehr zuliissig. Damit ist der Satz 
vollst~ndig bewiesen. 

w 6. Eine ldentit~t. 
Wir wollen zeigen, dab in jedem Schiefring, dessen Charakteristik 

eine Primzahl p ist, die Identiti~t 

(55) (x + y)P --~ x P +  yP+ Ap (x, y) 

gilt, in der A~ (x, y) eine gewisse Summe aus Kreisprodukten mit je 
p Faktoren, die entweder x oder y sind, ist. 

Es sei ~ der Potenzreihenring in zwei nichtkommutativen Variabeln 
x, y fiber dem Koeffizientenbereich o der ganzen rationalen Zahlen. 
~ ,  sei das ,n-te MAGNUssehe Dimensionsideal, bestehend aus allen l)otenz - 
reihen, ill denen nur Potenzprodukte aus mindestens n Faktoren x oder y 



90 H. Zassenhaus. 

vorkommen. ~1 sei der yon x und y erzeugte o-Modul. ~ sei der yon 
x o y ~-- x y  ~ y x  erzeugte o-Modul, allgemein sei ~Pn der yon allen 
Kreisprodukten mit n Faktoren, die gleich x oder y sind, erzeugte o-Modul. 

sei die yon den Potenzreihen 

s 1 --= l + x ,  
s . , z  l + y ,  

si -~ 1 x § x ~ --  x 8 

s ~  I - -  1 - - y ~ - y ~ - - y ' ~ . . .  

erzeugte multiplikafive Gruppe. ~ ,  sei die n-te MA6NUssehe Dimensions- 
gruppe, bestehend aus allen Potenzreihen aus ~, die mod ~n der 1 kon- 
gruent sind (deren ,Anfangsglied" mindestens die Dimension n hat). 

MAGNUS hat bewiesen~), da~ 
1. ~ die freie Gruppe aus den zwei Erzeugenden sl, s~ ist, 
2. als Glieder n-ter Dimensionen der Potenzreihen aus ~n genau die 

Elemente aus zp~ auftreten, 
3. ~,~ gleich dem n-ten Gliede der absteigenden Zentralreihe yon ~ ist, 
4. hat MAGNUS einen neuen Beweis der HALLSChen Identitfit 

(56) (Sx s2) ~, = q q z~ z~ . . .  z;_l  z~ 

gegeben, in der p eine Primzahl und Z i  in ~i enthalten ist. 
Das Multiplizieren der Elemente aus ~ mit p ist ein Operator _p, 

der ~ auf ein Ideal_p~ abbildet. Da die Binomialkoeff~ienten ( /~),  

s~ = (1 +x)P  ~- 1 -~-xP(p~q-~3p+l),  

sP ~ 1 + y P ( p ~ - b S p + l ) ,  

(81 82)I0 = (1 + ( x +  y ) + x y )  p~-- 1 +(x -~y )P  (p_~-~-~p+l), 
da 

so folgt 
Z i ~  1(~t) ( i ~ - 2 , 3 , . . . , p - - 1 ) ,  

z? ------ 1 ( p ~  + ~p+~). 

Schlie~lich folgt nach dem zweiten Resultat yon MAGNUS, 

wobei .4p (x, y) in ~Pp liegt. 

dal~ 

l) W. MAGNUS, Beziehungen zwischen Gruppen und Idealen in einem spcziellen 
Ring. Math. Ann., Bd. 111, 2~ S. 259--280. Ferner: Cber Beziehungen zwischen 
h~heren Komutatoren. Crelle, Bd. 177, 2, S. 105--115. 
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Jetzt folgt aus der HALLsChen Identititt die Kongruenz: 

(x § y)p ~ xp + yp +.4p (x, y) ( 2 ~ +  ~p+l) 

und da auf beiden Seiten der Kongruenz nur homogene Polynome p-ten 
Grades stehen, so folgt eine Identit~tt der Gestalt: 

(57) (x + y)p =: x~ + yP +.4~ (x, y) + p  P(x, y), 

ill der P(x, y) ein homogenes Polynom p-ten Grades in x und y mit 
ganzzahligen Koefiizienten ist. 

Daher gilt in jedem Schiefring mit der Charakteristik p die 
Identiti~t (55). 

E. ARTIN hat mir den folgenden direkten Beweis der Identitat (55) 
mitgeteflt, den ich mit seiner freundlichen Erlaubnis bier vertiffentliehe. 

sei der Polynombereich zweier niehtkommutativer Variabeln x 
und y tiber dem K(/rper k aus p Elementen. In dem Polynombereieh ~ It] 
einer Variabeln t fiber ~ wird das Differenzieren dureh die Festsetzung 

d .  P~ (x, y) t~ ----- ~ ,  i P~ (x, y) t ~-~ 
dt ~= i=o 

erkliirt. Dann gelten die Rechenregeln: 

d (p (x ,y ) )  ~- 0, d t  := 1, 
d)  d t  

d__d~ ( f  (t) + g (t)) = ( f (O) + ~ i  g (t), 

dt ( f ( t ) .g( t ) )  ~- f ( t )  rig(t) + df(t)  
dt d ~  .g(t). 

Man berechne die Ableitung von ( x t~y )~  auf zwei Weisen und 
setze in der entstehenden Identiti~t ffir t den Wert 1 ein! 

Das Differenzieren der Potenzen yon z -~-x t  ~ y  gesehieht naeh 
der Regel: 

d ,~ 

wobei 
~u = z o u, ~"~ = ~, ~i+lu = ~ ( ~ u )  

gesetzt ist. Der Beweis wird dutch vollsttindige Induktion erbracht. 

-d-~ ( z ) ~  x, also die Formel (58), filr m ~ 1 richtig. Ist sie Es ist 



92 H. Zassenhaus. 

schon ftir den Exponenten n bewiesen, so folgt: 

ddt (zn+~) = d t  (z. zn) = xz~' q-z  . - ~  (z") 

Da nun 

so folgt: 
z (~/-~:~) = ~ (~i-~ x) + (~i-1 x) z,  

(6O) 

Andererseits ist 

_d__ : i=0 ~ )  Z ' n - i - ~  ( ~ )  (~/-lx) 2n+I-i dt (z"+') ~ ( (~'x) ,=1 

=- ~ 'x  "-F i=1 ~ (i n 1)(~i-1 x)zn-:l-~ 

n+l , ) 
- - i : :  •, ( n ~ l  (;i_,x) zn+l_ , 

Also gilt die Formel allgemein. 
Ffir ~ x  wird dureh vollst~tndige Induktion die Formel: 

m--1 
(59) ~"x  = ~ d , , , i  (x, y) t ~-1 (m > l) 

i=1 

bewiesen, worin zt,,~, i (x, y) die Summe iiber alle Kreisprodukte yon der 
Form x~ o (x~ o (x~ o . . .  (x,,~_~ o x,,~)...)) mit i Faktoren x, m - - i  
Faktoren y und der Bedingung x,~ = x. Da die BinomialkoeNzienten 

d 
dt (zl') = ~p-lx : .4t,,~(x. y) t ~-1. 

i -= 1 

(61) 

zp = (x t + y)~ ~ x ~ tl'-}- YPq-~-~-I= t~ (x, y) t i, 

p--1 
d 

d t - (z  ~) = ~_~ i P i ( x ,  y ) t  i-1 . 
i= l  

Vergleich yon (60) und (61) ergibt: 

1 
P~ (x, y) . . . .  .-~6,,; (~; Y) ' /  

(xt  + y ) P  : xJ' tl' § ! l / ,+  
i ! 

(i == 1. 2 , . - - , p - - 1 ) .  

1 . tj,. i (x ,  y )  t i 
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Wird in dieser Pol)q~omidentitat f i i r t  der Wert 1 eingesetzt, 

wobei 

so folgt: 

(x + y)P : xP-4- yP-4- Av (x, y) , 

•p (x, y) = ~ 1  A~,, (x, y) 
i ~ 1  

gesetzt ist. 
In einem beliebigen Ring P mit Charakteristikp folgt 

p - r  1 
(62) (~.x+~y)p = ~ .px~+~pyp+ ~_, -z ~ ~_~-~.4~,, (x, y), 

i = l  t, 

wobei .~, ~ aus P stammen. 
Nun sei ~ tier Polynombereich der .nichtkommutativen Variabeln 

xl, x~, x.~, . . . ,  x,~ fiber o. ~P~ sei der aus allen Kreisprodukten mit 
m Faktoren, die jeweils gleich einer der Variabeln xi sind, durch Addition 
erzeugte Modul. Als Verallgemeinerung der Identitat (62) soll jetzt 
bewiesen werden, daft Identitaten yon der Form 

(63) ~, xi ~_~ '" "-' ~-' ---= (_~,~))p ~ , ; , ~  (x) (v = 0, l, ~ , . . . )  
j=l  i=o ~o ;/~ 

bestehen. Dabei wird mit (m ;t~) irgendeine Partition m ---~ tt, +~ . - - -~ / ~n  
der Zahl m in n nicht negative ganze Zahlen tt,, tt,, . . . ,  ~n bezeichnet. 

sei das Zeichen ffir ,,Summation tiber alle Partitionen yon m", 
(m;/~) 
_~(~ ;~) sei die hbkfirzung ftir .~, ~2 ~* ~ -  ""-  n (.~i E P), P (x) sei die Abktirzung 
ffir P(x~,x~,  . . . ,  xn), ~(,n;~)(x) sei der aus allen Kreisprodukten mit 
m Faktoren, yon denen tti Faktoren gleich xi sind, erzeugte Modul. 
~/(p';m (x) bedeutet ein eindeutig bestimmtes Element aus ~(~;~)(x). 

Vorweg werde bemerkt, daft fiir alle ~/(,~;~)(x) aus ~P~;/~: 

(64) -4(m;,)(.~1 x~, .~sx~, . . . ,  .~a xn) ~ .~(m:/~) A(m;/~) (x). 

Die eindeutige Bestimmtheit tier .4(~,;t,)(x ) wird durch Induktion 

nach i gezeigt, dabei wird in den Identitaten jeweils .~ ~ .~ ~ . . . .  .~ = 1 
eingesetzt und die Tatsache benutzt, daft zwei . 4 ( , . ,  (x) mit versehiedeiier 
Partition als Polynom in x~, x~, - . - ,  x~ betrach~et~kein Monom gemein- 
sam haben. 

Wenn n m_ 1, so ist die Formel (63) klar. Man setze n~mlich: 

~t(~;~,) ~ x~, .4(#;~,) ~ 0 (i > 0), 

~)bei  t~ jewefls die einzige Partition p~ ~ p~ yon p~ ist. Ferner setze 
man bei beliebigem n: ~/(~;~,,)~ x,, wobei ~i die Partition 

i .  

1 = 0 + 0 + . . .  + 0 - { - 1 + 0 . . . + 0 ,  
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Dann gilt die Formel (63) far v ~ 0 und aUe n. Endlieh sei L (x) der 
aus x~, x~, -.-, xn erzeugte Lie'sehe Ring. Es gilt die direkte Zerlegung: 

L(x) = ~ ~ ( ~ ) .  

Wenn also ein homogenes Polynom m-ten Grades in L (x) enthalten ist, 
so liegt es in ~ (x). Hieraus ergibt sich folgende 

$ubstitut|onsregel: Wenn Q(X~, X~,. . . ,  X ) in ~p(~;~) (X~, X~,... ,  X~) 
enthalten ist und r grafter als 1 ist, wenn ferner f i  (x) in ~Px, (x) 
(i ~ 1, 2 , . . . ,  s) enthalten ist, so liegt 

- p v ~  . . pV , 
= Q ((f t  (x)) , (f~ (x)) f~, ., (f~ (x)) ) 

in ~Pq (x) mit 
8 

q =  X + 

Denn ~) ist ein homogenes Polynom vom Grade q und da r ~  1, 
so folgt naeh I, w 4 durch vollsti~ndige Induktion nach r und s, dalt Q 
in L (x) enthalten ist. 

Nach (55) ist 
(xl + x~)P ---- 'xf + x~ (rood ~ ,  (x)). 

Sei sehon bewiesen, da~ 

xj =--- 
1 

dann folgt 

xf  (mod ~Pp (x)), 

i+z \p  )p  

---- ~ + x~+l+ Ap x~, x~+l 
\j=z / j 

i 
- -  2 ? ~ f + o + x t + ~ + o  

1 

i+z 
~- j~=ixf (mod ~p). 

Nach n -  1 Schritten folgt: 
( j  _~zn \p  n 

(mod ~Pp (x)), 

(p~) _~(~;~,) (x), 
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wobei A(p; , ) (x)aus  ~(p;~)(x) stammt. Hieraus folgt nach (64), dali 

( ) (65) ~.jXj  j = l  (p;/u) 

mithin gilt die Formel (63) ffir ~, ~- 0, 1 und beliebiges n.  Nun sei die 
Formel (63) schon bewiesen fiir ~ == 0, 1,2, . . . ,  ~ (z ~ 1) und beliebiges n. 
]nsbesondere gilt 

= 2; 2; J , - ' (x) .  
i=O (p~;~t) p;~t  

Aus tier Substitutionsregel und nach der bei beliebiger Variabelzahl 
giiltigen Regel (65) folgt: 

( j~n 1 )p~r x ~ 0~r xj --~ ~ ~_~ A , (x) (rood ~P~+, (x)), 
,, i=0 (p,';/~ (P ;~) 

- -  X A(io';.u)(X), Xj  - -  i--ZO 

wobei A(p~.+,;,)(x) aus qc(p~.+~;~,) (x) stammt. Ersetzen wir xi durch -~ix, 

so folgt nach (64) die Formel (63) ftir v ~---x-I-1. 
Die zu beweisende Formel gilt fiir u - - - - x ~  1, wenn sie ffir v ~ x 

gilt und da sie auch fiir ~ ~ 0, 1 richtig ist, so gilt sic allgemein. 

w 7. Eigenfunktionen und irreduzible Darstellungen 
yon nilpotenten Lie'schen Ringen. 

H sei ein nilpotenter Lie'scher Ring mit der Klasse c tiber algebraiseh 
abgesehlossenem GrundkCirper k mit Charakteristik p ~ 0. h -~ h sei eine 
irreduzible Darstellung yon H in linearen Transformationen eines endliehen 
k-Moduls 9)l. H sei der zugeh6rige Darstellungsring. Nach I, w 2 sind 
die Eigenwerte jeder linearen Transformation ha l le  untereinander gleich, 
etwa gleich ah. Ferner ist 

3c+1 (H) ~- 3c+2 ( / t )  . . . . .  0. 

Es sei pX die kleinste p-Potenz gr01~er als c - - 1 .  Ftir ein beliebiges 
Paar yon Elementen al, as aus Hfo tg t  nach (63): 

pY. 
(66) (al ~- a~) ~ = ~ ]  ~.~ .4(p, .") 

i = 0 (p~:#) 

Nach der Substitutionsregel folgt 

(p~; u) 
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ftir alle b aus H. Nach Korollar zu Hilfssatz 4 ist .4(p, )(a1,~2)Viel- 

laches der identischen Transformation. Wir defmieren: a(p,;lx)(al, as) 
ist tier Eigenwert, der dem Element -g(p,;~) (al, a~) dureh die Darstelhmg 

h ~ h zugeordnet ist, d.h.  a~p,;~,) (al, as) ist der einzige Eigenwert der 

linearen Transformation .4(p,;~)(~~, ~:). Aus der Formel (66) folgt: 

(67) -o,+% = ~ X 

Ferner folgt aus ),h ~ ).. h, da/t 

(68) a~h ~ s  

Def in i t i on :  Eine eindeutige Abbildung h-->ah yon H auf Elemente 
aus k hei~t Eigenfunktion auf H, wenn die beiden Regeln (67) und (68) 
erfiillt sind. Mit denselben Schliissen, verm(ige deren die allgemeine 
Formel (65) aus der besonderen Formel (55) und der Regel (64) abgeleitet 
wurde, folgt nun aus (67) und (68) die allgemeine Regel 

(69) - - -  X (a)) 

wobei a(p,;~)(a) derWert  der Eigenfunktion a in 1 / ( , )  (a,, a~,.-., an) ist. 

Da (a ~ ~)~' a -4-~ , so ist die Summe zweier Eigenfunktionen 
wieder eine Eigenfunktion. Ferner folgt aus der Definition der Eigen- 
funktionen, daft jedes skalare Vielfache einer Eigenfunktion wieder 
Eigenfunktion ist. Alle Eigenfunktionen auf H bilden also einen 
k-Modul F(H) .  

Hiifsaatz 7: Wenn eine E ige~nk t ion  verschwindet Ji~r alle Elemente 
ei~2er regulgren Basis, so ve~'schwindet sie identisch. 

Beweis :  Der Satz ist klar, wenn r---- 1. Es sei r ~ 1 ,  und der 
Satz sei bewiesen fiir nilpotente Lie'sehe k-Ringe, deren Rang kleiner 
als r ist, ferner sei a eine Eigenfunktion aus H, die in h~, h .n- . - ,  h~ 
verschwindet, wobei die hi die Etemente einer reguli~ren Basis von H 
seien. Auf dem (r--1)-gliedrigen Ideal//1 ~- {h~, h~, -- . ,  h~} wird durch 
die Festsetzung flh ~--- aj~ fiir alle h aus H~ eine Eigenfunktion/~ definiert, 
die in den r - - 1  Elementen h~, hs, . -- ,  h~ verschwindet. Da diese 
Elemente eine regulare Basis von //1 bilden, so folgt nach Induktions- 
voraussetzung, da~ flh ~ 0 ffir alle h aus H.  Jedes Element h aus H 
lii~t sich eindeutig in der Form h - - - ~ h , ~  h' mit h' aus /4, darstellen. 
Setzen wir in Formel (69) a~ ~ h,, a ~ - - h ' ;  .~, = ~, }~==-1 ein, so 
folgt a h ~  0, denn es ist C~h, ~ 0 und alle ~/(~, )liegen in/4,, sobald i > 0 .  
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Aus diesem Hilfssatz sehlie~en wir, da~ dureh die Zuordnung 

(70) a --> ah hl-f-ah h~ . . .  "~-ah, hr 

eine isomorphe Abbildung des k-Moduls F ( H )  aller Eigenfunktionen auf 
einen Teilmodut yon H definiert wird. Daher ist die Dimension yon F ( H }  
iiber k htichstens gleich r. 

Saiz 12: D/e irreduziblen Darstelhengen eines r-gliedrigen nilpotenten 
Lie'schen Rinqes H iiber algebraisch abgeschlossenem GrundkSrper k mit 
Primzahlcharakteristik p haben ~v-Potenzqrad. Ordne~ wir dem Basi,r 
element hi einer reguliiren Basis h~, h~, . . . ,  t~r den Wert ai ~us k zu. so 
gibt es genau el,he irreduzible Darstelh~ng yon H, bei der dem Elemenl h~ 
der Eigenwert ai zugeordnet ist. 

Beweis :  Wenn r =: 1, so folgt der Satz nach I, w 2. Es sei die 
Behauptung bewiesen, falls der Rang yon H kleiner als r ist, und es 
sei der Rang r yon H jetzt gr0Ber als 1. Dann ist L - -  {h2, h3, ..., h,.} 
ein Ideal yon H,  dessert Rang fiber k gleieh r - -  1 ist, so dal~ H =: L +kh~. 
Dureh die Festsetzung ah = h o h~ fib' alle h aus L wird ein Endo- 
morphismus a yon L definiert. Nun sei ~ ein irreduzibler H-Modul yon 
endlichem Rang fiber k. Dann ist ~ ein irreduzibler (L; ~)-Modul. 
wobei dem Endomorphismus a dieselbe lineare Transformation wie dem 
Element h~ aus H zugeordnet wird. Da mit H aueh L nilpotent ist, so 
hat nach Induktionsvoraussetzung jeder in ~ enthaltene irreduzibte 
L-Modul m p-Potenzrang fiber k. Nach Satz 10 bat auch ~)Jl p-Potenz- 
rang. Nun sei jedem Basiselement hi ein Element gi aus k zugeordnet. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es genau eine irreduzible Darstellung 
yon L, bei der dem Element hi der Eigenwert a~ zugeordnet wird. Sic 
werde durch den L-Modut ~) vermittelt. Gemafi Satz 11 gibt es genau 
einen irreduziblen (L, (~)-Modul 9.)2, tier als L-Modul betrachtet den 
L-Modul m enthitlt mit der Eigenschaft, dal~ dem Element tq eine lineare 
Transformation mit dem Eigenwert a~ zugeordnet wird. Damit ist alles 
bewiesen. 

Aus diesem Satz und tier Bemerkung unter Hilfssatz 8 folgt, da~ 
die Dimension des k-Moduls aller Eigenfunktionen auf H genau gleich r 
ist und da~ jede Eigenfunktion auf H auch wirklich als Eigenwert- 
verteilung einer eindeutig bestimmten irreduziblen Darstellung yon H 
vorkommt. 

Satz |3 :  Nach Wald einer 9ee(qneten requliiren Basis ]h, h~, . . . ,  hr 
des nitpotenten Lie'schen k-Ringes H rnit der Klasse c liiflt sich bei beliebiger 
Eiqenwertverteihtna a der Eigenwert af~ des ATemen tes 
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eindeutig in der Form 
r 

(7]) a h = ~ 0  X i _ ~ .  '~(~;/*) ~ ( i ) , - ~  (,~;/,) a'P-~i, 
= (~;l,) 

darstellen, wobei 

a) pr gleich der kleinsten Potenz yon p, die grtlfier a l s c  ~ 1 ist, 

b) ai gleich dem Eigenwert ah, v0n hi, 

r Z~+,(H) = 0, 
Zc(H) = {hz., . . . ,  h,.}, 

Z c - l ( H )  ~-- {h~r . . . ,  hxr . . . ,  hr}, 

H = Z~(H) = {]h, h~ , . . . ,  h ~ _ , , . . . ,  hzr  h,.}, 

d) Xu)(p~;u) gewisse nur yon der Wahl der Basis h,, h,, �9 �9 �9 h,. abhtLngige 

Konstanten sind. 
B e we i s :  Die Wahl der Basis hi, h~, . . . ,  h, yon H ist gemtLl~ c) 

auszufiihren. Da die ~ i ( H )  eine Zentralreihe bilden, so entsteht eine 
reguliLre Basis. 

Es sei h ~ h eine irreduzible Darstellung von H in liuearen Trans- 
formationen eiues endlichen k-Moduls mit der zugeh(/rigen Eigenwert- 
verteilung a.  Wie berechnet sich der Eigenwert ah yon h bei gegebenen 
Eigenwerten ai der hi?  

Es ist 

wobei ftir die Partition 

gesetzt ist: 

i=1 (1;/*) 

tt = O +  . . .  + 0 + 1 + 0 + . - . + 0  

;r )m ~ 6ij { 6i~ ~- 1, 
~j = 0, wenn i 4 ) .  

Ferner ist: 

-~i hi~ = 2~  ~ (~(1 ;/*) )'(1;.)hi) p + X ~(p;/*) r(p;/*),  
/ (] ;t*) i=~ ' (p ;/,) 

wobei 
r(p ;~> c uJp (It) g 3p (H). 

Also ist 
r 

F(p ;/*) i ~t(P ;t*' ' 
p 

~ i h i  ----( ) (p;/~) i ~(P;#) " 
i ~ l  i =  i 



I~ber Lie'sche Rfnge mit Primzahlcharakteristik. 99 

~a) g ib t  ( j  - -  0. 1, 2, ..., v ; Es sei schon bewiesen, dab es Konstanten ~;~,)  
i = ~4,""  ", r), so daft 

Dann folgt nach der Regel (65) und der Substitutlonsregel, daft 

2 " 
j ~ o  (pJ; tO i = ~.~ 

+ ~ (.~(pt%l;/~)F(pv+l;/u) ' 

(pV+l;/,) 

wobei/'(p~+l;~,) ein yon der Darstellung h - * h  unabhLtngiges Element aus 

~ + ~  (H) ist, also 
r 

~(i) 
~,(pv+ ;/a) /'( pv+l; /,) i~v+tt~fpV+t;t~) hi mit Konstanten ~(o i aus k. 

Hieraus folgt Folnnel (72) auch ftir v +  1 statt v. Nach Q Sehritten 
folgt die Formel: 

(~ ~ r 

r 

B ~ . . . .  0. Hierbei sind sinnlose Summen durch 0 zu ersetzen, z. "i= o . ,  

Ftir i ~ Zpj ist-/~i ~ ~ / ( H )  und nach I 

h-i pr o hk C= Zpe (1~) o Z~ (~r) C= Zpo + 1 (H) ---- O, 

also sind in (73) alle Summanden rechts mit/-Ielementweise vertauschbar, 
also nach dem Korollar zu Hilfssatz 4 skalare Vielfaehe der identischen 
Transformation. Hieraus folgt wie friiher die Formel (71) durch Ein- 
setzen der Eigenwerte und Ausziehen der pe-ten Wurzel, w. z. b. w. 

Als Nebenresultat erhalten wir: 
$atz 14: Fin r-gliedriger nilpotenter Lie'scher Ring H i~ber dem 

aOebraisch abgeschlossenen Ki~rper k mit Charakteristik p ~ 0 besitzt stets 
eine treue und vollreduzible Darstellunq J in Matrizen : .4 kann genau dann 
irreduzibel gewiildt werden, wenn das Zentrum von H 1-gliedrig ist. 

Beweis:  Wir erg~inzen eine Basis hT.+l', hz+2, - - ' ,  hr v0n ~(H) zu 
einer regularen Basis h~, h~., . . . .  h,. von H. Es gibt eine irreduzibel 
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Darstellung J i  yon H Init der Eigenwertverteilung a (i), so dal~ a ") ~ 1 ; hz+i 
ti) a~,~ = 0, wenn j  4 ~ - F i  (i : 1, 2, . . . ,  r - -  , ) .  Nun s e i / / d i e  Darstellung 

~11 0 

Z/ r_~  

Alle bei ~/auf Null abgebildeten Elemente aus Hbi lden ein Ideal Ho 
yon H .  

lr--Z 

Z ~ 2 ~i hz+i 
i -1  

sei ein in Ho gelegenes Zentrumselement. Da ~ l ( z ) ~ - O ,  so folgt: 

~r --- O, 

~(i) (z) ~ 0 
r - -x  

~j ~(i) 
hz+ j 

j=l 

= ~/ ( i = l ,  2 , - . . , r - - x ) .  

Also folgt z ~ 0 ,  H o c ~ 0  und nach I, Sa tz6  folgt H o z 0 .  
Mithin i s t J  eine treue Darstellung. Wenn $1-gliedrig, so ist ~/irreduzibel. 
Wenn umgekehrt F eiue treue und irreduzible Darstellung yon L in 
Matrizen f- ten Grades ist, dann besteht alas Zentrum des Darstelhmgs- 
tinges nur aus Skalarmatrizen, als ist ~ 1-gliedrig, w. z. b. w. 


