
t~ber Zopfgruppen 
und gleichsinnig verdrillte Verkettungen. 

Von WERNER BURAU in Hamburg. 

Bekanntlich laft  sich jede Verkettung auf Zopfgestalt bringen'). 
Eine ausgezeichnete Klasse yon Verkettungen bilden nun offenbar die- 
jenigen, die sich als sog. gleichsinnig verdrillte Z0pfe legen lassen, d.h. 
denen man ein Artinsches Zopfwort mit lauter positiven (bzw. negativen) 
Exponenten zuordnen kalm. Wit nennen aul~erdem eine Verkettung 
ilreduzibel, wenn sie nicht zerfallt, d.h. wenn sich ihr keiu Zopfwort 

I I ~: I I ~:::' zuordnen l~fit, wobei alle Differenzeu ~ - - ,  > 2 sind. Dann 

beweisen wit folgenden zuerst yon Herrn BANKWlTZ vermuteten Satz: 
L~13t sich eine Verkettung als gleichsinnig verdrillter irreduzibler 

Zopf yon n F~den mit m Uberkreuzungen legen, so ist sie irreduzibel, 
und die Zahl m -  n-4-1 erweist sich als Verkettungsinvariantc. 

Wir geben i m w  1 zunachst eine I)arstelhmg dcr Zopfgruppe 3,, 
durch n-reibige Matrizen, deren Elemente Polynome in einer Variablen 
sind. Im w 2 werde dann hieraus eine Verkettungsinvariante ~(x)  
gebildet, die im Knotenfalle mit dem L-l'olynom iibereinstimmt und auch 
sonst eng damit zusammenhangt..~ 3 enth~.lt dann den Nachweis dafiir, 
daft bei irreduzibleu gleichsimfig verdrillten Verkettungen ~(x)  den 
Grad m - - n + l  hat, womit tier Satz bewiesen ist. ~(x)  hat dabei 
ein absolutes (3lied • l ,  ist also in den Koeffizienten spezialisiert; nach 
dem Ergebnis yon Herrn SEIFEI4T ~) bilden die gleichsinnig verdrillten 
Knoten daher nur eine recht spezielle Klasse. 

w 1. Eine Darstellung der Zopfgruppen. 
Xach ARTLN l~ft sich die Zopfgruppe ~n durch Elemente ~,, . . -  

erzeugen, zwischen denen die Relationen 

(1) r ffk ( f~l  ~1[-1 = 1 

(2) ,li ~+~ ~i -~ ~i+~ ~ ,i~+~ 

bestehen. Dann behaupten wir: 

Ilk -i[ => ~; 
(i = I , . . . ,  n - - 2 )  

~) Vgl. ARTIN, Zur Theorie der Z~pfe, Hbg. Abh. 4, S. 47. 
2) Vgl. SEIF~RT, Hbg. Abh. 11, S. 84. 

179 



180 W. Burau. 

8atz I. Ordnet man  ai die n-reihige Ma t r i x  

- 

"oo 
l - - x ,  x 

1 , 0  

0 

O, 

1 

~176 
l 

!i 

und M i  -1 entsprechend aU 1 zu, so definiert das eine Darstelbotg yon ~ . .  

Beweis .  Es ist nur zu zeigen, da~ die 3I, auch die Relationen (1), 
(2} ~)efiiedigen. (1) folgt unmittelbar aus 

M~ Mk ~-- 

1 
~  

1 - - x x  

1 0 

0 

l - - d '  A' 

1 0 

0 

- Mr, M~; 

l 

fiir (2) gentigt es, n = 3 auzunehmen, da stets nut eine 3-reihige 
Diagonalmatrix bei der Produktbildung veriindert wird: 

i i)(i ~ i)( I- MIM~.MI = ( _ 1 O, 1 - - x  1 
\ 0 . O, 1 0 

(: i = - - x ,  x , - -  M~.MLM,. 

1 , 0 , 

Die dureh Produktbildung-aus den Mi, M: -1 

nun folgende speziellen Eigenschaften: 
Satz 2. Sei M = ((m,/3) ~4ne von den 3L .  Mi  -1 

so gilt: 

m , 1 5 - . . . + m i , - -  1 

u~td 
~llt @ J;llt2l @ J~_ ~l.]/--I D~nt X t- 1 

erzeugten Matrizen haben 

erzeu.qte Matr ix;  

(i ~- 1 , . . . ,  nt  

(i -= l ,  . . . ,  n). 

Beweis .  Die Behauptung ist ftir die ,1L selbst klar; angenommen, 
sie ware bereits ftir M- - ( ( mik ) )  bewiesen, so gilt sie auch fiir 
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da 

M i i  - -  

Y J l l  , . . . .  , m l n  

( 1 - - x ) m i l ~ - x m i + 1 1 ,  . . . ,  ( 1 - - x ) m # , - ~ - x m ~ + l , ,  

rail , �9 �9 �9 mir, 

t o n i  , �9 �9 ", m n n  

(1 - -  x) mu q -  x m/+l 1 "~- " " " "3[- ( 1  - -  X)  ~]~i;~ 2[- X mi-[-1 ,~ ----- 1 - -  X + X = 1 ,  

m U -~- x m U ~-  �9 �9 �9 -~- x i - 1  (1 - -  x )  m i i .~ -  x i m i + l j  -~- x i , h i  J r  �9 . "  2[_ x n - 1  mn j  

- ~  n h j  ~ x m.~ ~ �9 �9 �9 --~ x n - 1  mn j  = x i - 1  

ist. Sei'nun bei dieser Darstellung die Matrix M dem Element Z aus ~ .  
zugeordnet, so sind die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms 

(3) F ().) ---- det I M --  )~ E I 

= ( - -  1) ).~+ ( - -  1)'*-~fl (x) g " - ~  + . . .  - [ - f i ,  ( x )  

]nvarianten der Transformationsklasse yon M oder Z, d.h. des zu Z 
gehOrigen geschlossenen Zopfes, wegen der bekannten Invarianz yon F ()~) 
beim Ubergang yon M zu M '  M M  ' - 1 .  

w 2. Zusammonhang der Zopfdarstellung 
m i t  V e r k e t t u n g s i n v a r i a n t e n .  

Na('h ARTIN l~t~t sich die Wegegruppe einer jeden Verkettung, die 
als geschlossener Zopf yon n F~tden vorliegt, aus n einmal umsehlingenden 
Elementen A~, . . - ,  A,, erzeugen, zwischen denen Relationen der Gestalt 

(4) q i ( A , ,  �9 � 9  An)  A o, q~-I A T 1  = 1 (i  = 1 ,  . . . ,  n )  

bestehen. N~leh REIDEME[STER-ScilUMANN 3) li~Bt sieh aus den Relationen (4), 
yon denen eine noeh Folge der tibrigen ist, leieht eine verkettungs- 
invariante Matrix L-Matrix bilden. Man setze dazu A i  = E i  S e ,  wo 0 die 
Summer derjenigen yon den r Kurven der Verkettung bezeiehne, die yon 
A, umschlungen wird, und sehreibe die Relationen (4) in den kommutativ 

gemachten ,~ 'E~S~- t '~  E ~  {die S sind dabei aueh als vertauschbar 

zu betrachten}. Geht dann (4) in 

(5) E~.,<~,,...,x,) ~,~,,,%,..,x) �9 . . ~ .  ~-- I (i = 1 , . . . ,  ~,). 

tiber, so errechnet sieh als g. g. Teiler aller n --1-reihigen Determinanten 
der Matrix W =  ( ( ~ , k ( x , , . . . ,  x , ) ) )  alas bis auf einen Faktor der Gestalt. 

~) l{E|l)~,)IgI.~ rgR-ScuuMA~;.~, L-l'ol) home yon V~rk., Hambg.Abh. 10 (1934), S. 956. 
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~ _ .  x l I  �9 �9 �9 l i t  �9 x r mvanant mit der orientierten Verkettung verbundene L-Poly- 
nora P(x~, �9 �9 x~). Nach den Untersuchungen in der vorhergehenden 
hrbeit  4) haben alle (n--1)-reihigen Deteminanten, die aus n - - 1 -  
Zeilen yon Wgebildet werden, die Gestalt 4- ( 1 -  xd P(x~, . . . ,  x,.) und 
4-P(x)  bei r = 1, d. h. sie stimmen alle, wenn x~ . . . . .  x~ gesetzt 
ist, mit der bis auf einen Faktor 4- x k bestimmten Verkettungsinvariante 

(x) ~ ( 1 -  x ) P ( x ,  . . . ,  x) fiberein. Die gewfinsehte Beziehung zu den 
Darstellungsmatrizen des vorigen Paragraphen liefert nun: 

Satz 3. Ist M die einem Zopf zugeordnete Darslellun.qsmatrix und 
W ~  ((e~ (x~,. . . ,  xr))) die soeben betrachtete L-Matrix der zugeh6r(qen 
Verkettung, so gilt 

((e~ ( x , . . . ,  x))) = M - - E  (E = Einheitsmatr'ix). 

Beweis .  Flir die dem Elementarzopf a~ zugeh6rige Verkettung 
lautet die L-Matrix 

lo 

I " ' - - x ,  x --- M i - - E .  
1 , - - 1  

"0 

Nach haTm sind nun die ( Ai 1} eine Darstellung yon ~,~ dureh 
qi Ae, qi- / 

( Ai 1/ die einem andern Zopf- Substitutionen, so dab man, wenn ~p~Ar, p~-I 

4 - -1  wort Z'  zugeordnete Substitution ist, d. h. pi (A). r,p~ (A) A~ -1 ~ 1 die 
Gruppenrelationen der zugeh6rigen Verkettung, in 

ri (A)A~, ri -a (A)Ai 1 

(6) - -1  ' - -1  - - I ,  . 1 ~ . - - 1  ( ) ' i  -~- pi(qAeq )qr, A~,qr, p~ tqAeq )~i -----1 = q r , )  

die Relationen der zu Z " ~  Z ' Z  geh6rigen Verkettung erhiilt. Statt 
hinterher xl . . . . .  x,. = x zu setzen, werde gleich bei der Berechnung 
yon W $1 . . . . .  S,. = S und Sp Ei S-p  = E ~  eingeffihrt. Ist 
dann aus den Relationen qiAe, qi -~ A i -~ = 1 yon Z die Matrix W = ((~ik(x))) 

errechnet worden, desgl. W' = ((~,.~ (x))) aus denen yon Z', so beachte 
q-~ A -~ in man, daft beim Umreehnen auf die 0peraton-elation qiAe, i i 

. . . . . .  A -1 E~;' E~" E~ ~§ . E~" 8 S - '  E~ -~ iibergeht und p~ ~, p~ A[ ~ in . - -  

. . . . . .  E~ ; dann bereehnet sich aber nach (6) 

((~(x)))  r dalt man in E~ '~- . .  E~ "§ E~" die E 7 durch 

a) Bu~av, ~ber Verkettungagruppon, dieser B~nd S. 178. 
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F~'  . . -  EfiJ+l . . .  E~J" (j  ----- 1, . . . ,  n) ersetzt, d. h. es gilt 

183 

])a ftir die Elementarz6pfe die Ubereinstimmung oben gezeigt ist, gilt 
mithin all~'emein: 

((eik (x ,  �9 . . ,  x)))  --~ M - -  E .  

Die im Satz 1 fiir M abgeleiteten Relationen zwischen den Elementen mi~ 
ziehen dann naeh sich 

(7) ~ i , +  .... i-~i,, = o;  8 1 i ~ - X 8 2 i 3 V  " ' "  ~ - 3 ~ a - - l ~ l t i  ----- O. 

Nennt man die nach Streichen der /-ten Zeile und Spalte in W ent- 
steheude Determinante 4:1, so ist AI,. =- x/-1 A H nach (7). da 

A i i  : =  

811 " " " ' ~ 1 i - - 1  E l i + I  " " " 8 1 7 ~  

~ i - - l l  " " " 8 i - - 1  i - - 1  '~ i - -1  i + 1  " " " 8 i - l n  

'~i ', H �9 �9 " a i + l  i - - 1  e i ~  1 i + 1  �9 �9 �9 a i 4 - 1 n  

8J~l " " " 8 ~ i - - 1  8 n i q - 1  �9 �9 �9 8 m l  

/ '22  

8 i - - 1 2  

t : l  l~ 

~ i - F  12 

�9 ~ o 

�9 ~ ~ 

�9 . ~ 

8 2 i - - 1  851  8 2 i + 1  

E l i - - 1  8 1 1  8 1 i - ~ 1  

8 ~ 2  " " " $ n  i - - 1  8 n l  Sni-{- 1 

$ 1 n  ~ x i - - 1  / ~ I I .  

~ ) ) ) i  

I)aher ist J~, § . . .  § A,,,, : -  ( l § 2 4 7  . . -  ~ - x n - 1 ) A u ;  anderseits ist 
wegen W M - -  E und F(~)  ~- : M - -  ) . E  I ~ z i i i  --- - -  F'(1); nach (3) 
hat mall also (lie Verkettungsinvariante All(X) ~ ~(x) in 

(1 4 - x §  . . .  + x " - 9 ~ ( x )  

./J,-I (x) - -  2f,__o (x) . . . . .  ( 4  i).--I (~ _ _  I ),fl - -  u ( - -  i)" 

(lurch die Zol)finvarianten f i ( :r)  dargestellt oder nach Addition yon 
l,'(l) --= 0 in 

(1 §  § . . .  § .:-l)~(x) 
(8) -- f ,  (x) --3~;, .. (x) . . . . .  ( - -  1)"-1 (u - -  2) j l  (x) - -  (- 1)" ( n - -  1). 
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w 3. Satz iiber gleichsin,ig vordrillte Verkettungon. 
Einer gleiehsinnig verdrillten Verkettung, worauf wir uns jetzt 

beschr~nken, m6ge ein Zopfwort Z ~  rio' mit 1 ~ 1 zugeordnet sein. 
Besteht dann der zugeh6rige offene Zopf aus 2 oder 
mehreren nebeneinander liegenden Stricken nach Art 

~ l ~  nebenstehender Figur, so kann offenbar durch bloBe 
Anwendung der Relationen (l) erreicht werden, da~ 
Z = Z1 Z~ ... lautet, wo ZI, Z~, ... sich auf die einzelnen 

[ ~ 1  Teile beziehen. In diesem Falle ist die Matrix W in 
Diagonalkastchen reduziert, die wieder W-Matrizen sind, 
d. h. deren Determinanten zufolge (7) = 0 sind. Da abet 
AH mindestens eine dieser zum Faktor hat. ist dann 

anch ~(x) ~ 0 wie stets bet aufl0sbaren Verkettungen. Wir beschritnken 
uns daher auf irreduzible gleichsinnig verdrillte Z6pfe und ordnen eiaem 
solchen einen besonders praparierten offenen Zopf zu durch bloBe 
Anwendung der Relationen (1) und zyklische Abiinderung des zuerst 
vorliegenden Wortes Z: Lautet namlich Z ~'*' ~' = , o '+~ ( Ik j  >__ 2), so 

"' *r~" und wetter in ~ '  "~'~ veritndere man dies in a..'.* . . . . . .  r + USW.~ 

bis auf am' ein Faktor a'~'• folgt. In Fortsetzung dieses Verfahrens 
i i + 1  

werde schliefllich erreicht, dab man beim Durchlaufen des Zopfes erst einen 
Zweierzopf des/-ten und i ~ 1-ten Fadens vor sich hat. dann einen Dreier- 
zopf nach Hinzunahme eines der beiden angrenzenden F/iden usf. (siehe 
Figur links). Liegen insgesamt m (~berkreuzungen bei n Fi~den vor, so 
soll gezeigt werden, dab aus der zugeh6rigen Matrix W sich A~ -- ~(.'rt 
zu (--  1) ~ x '~-"+1 ~ �9 �9 �9 ~ 1 ergibt, womit m - -n- I -  1 sich in der Tat als 
Verkettungsinvariante erweist. Diese Behauptung werde induktiv nach der 
Zahl m bewiesen und ffihrt somit auf folgende rein algebraische Aufgabe: 

Gegeben sei eine Menge von Matrizen, die aus der einfachsten ll--x, x) 
1 , 0  ' wie folgt, hervorgehe: Geh6rt ((ai~-)) bereits zm" Meno-e, so 

soll auch 

(lOa) ~r _~ 

( ~ I 1  ) " ' "~  

aii (1 - -  x) + X 0 " i + 1 1 ,  " "  ", 
0'~1 ~ " " " 

1 - - X .  x a l z ,  �9 �9 . .  x g D ~  

1 0 , " " .  0 

0 a 2 1  4 " ' " , 0 '27;  

r I 
Q~J~ 

0'm~ 
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{10b} und _M == 

dazugehSren. 

a [  ! " �9 " ,  ( 1 1 ,  

( l n - - l l  ~ �9 �9 " , ( I n - - l n  , 

( 1 - -  x)a,,~, . . . .  ( 1 - - x ) a . , .  

a n l  ~ �9 " � 9  a r i a  �9 

Dann werde bewiesen: 
S a t z  4. Sind m Faktoren bei tier Bildun.q ton M veru'andt, u, nd 

ist n die Reihenzahl yon M, so hat die rechte untere Eckdet~wminante AH 
ton . M - - E  in x den Grad m - - n +  1 und ein absolutes Glivd 4 -1 .  

Beweis .  Man erkennt sofort induktiv aus (9) und (10), dail bei 
At~ ein absolutes Glied (--1)"-~ auftritt. Die Behauptung fiber den Grad 

ist ebenfalls fiir m = l  klar, da dann M - - E = ( - - x '  _x_ ) 1 , 1 ' worin 

dt~ ~ - - 1  den Grad m - - n - t - 1  ~ 0 hat.. Infolge tier Darstellung (8) 
fiir Aa~ ist die Behauptung allgemein bewiesen, wenn gezeigt wird, dab 
.f~-2, f , - 3 ,  �9 �9 �9 in x kleineren Grad als m haben, daft ,  (xt ~--I M I = ( - -  1)~ x ~ 
ist. Die f sind aber Summen yon Haaptminoren: daher folgt der 
Satz aus folgendem Hilfssatz, zu dessen Formulierung wir zuerst 
definieren : 

Ein einer Matrix ((a~.)) aus den i~ - , . . . ,  i.,-ten Reihen und den 
J D ' "  . , js-ten Kolonnen entnommener Minor heifie unterhalb des zu 
denselben Kolonnen geh6rigen s-reihigen Hauptminors stehend, wenn 
& ~ j ~ ,  . . . ,  i s~ j .~  ist, sonst oberhalb. Dann gilt der 

H i l f s s a t z .  I n  einer n-reihiqen Matrix  unserer obi.qen Klasse, bei 
deren Bildung m Fakloren ce~'wandt sind, haben (dle I - , . . . ,  n - - 1 -  
reihigen Minm'en keinen h6heren Grad in x als m - - 1 ,  wenn sie unler- 
halb ihres Hauptminors stehen, wdhrend diese Schranl,'e so',st m belra'qt; 
die n - - l - r e ih iqe  linke obere Ecl;determinante hat jedoch ebenfalls den 
(;tad m. 

Beweis .  Fiir n ~ - 2  stimmt die Behauptung. Angenommen sie 
wiirc bereits ffir aIle Matrizen bewiesen, die aus ~ m Faktoren ent- 
standen sind. Aus einer solchen ~m'eihigen M - =  ((a,k)) yon m Fak- 
toren entstehe eine zur Zahl ,~ Jr 1 geh6rige, wobei M eine der Ge- 
st,qlten 2~I, M, J l  (9), (10) annimmt. M unterseheidet sieh nut in der 
/-ten und i- t-1-ten Zeile yon M; daher ist in der obigen Bezeiehnungs- 

^ J'"" M~ ~ , kein ~,, -=- weise fiir Minoren Mi.  ~ wenn ' i oder i +  1 ist, 
dagegen 

j, .. j, .. 
Mi),..ii+l ~ - - x M ; ,  . ,+~ .. 

und 

i. �9 - -  ( l - - x )  & ., .  -F.z 'M;.  i+~. " z+~ --- . ,  �9 
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wobei jeweilig in der i-Reihe nur einer der Indizes i, i-]-1 vorkommen 
mag. Dies zeigt die Gfiltigkeit der um 1 erh6hten Schranke ffir 21~/, 

da--M~'.::i~ 1... mit M~/'"'.h...,... zugleich unterhalb des Hauptminors liegt. 

Ist M in M iibergegangen, so ist nut etwas zu beweisen ftir die 
Minoren, an denen die 1. und 2. Zeile nicht beteiligt ist. Fiir die andern 
sieht man leieht, daft 

- lj~... Ms'2-a,.. �9 
Mai, . . . .  ( 1 - - x )  i,-1,... , 

wenn iz > 2, bzw. ~r~!'",... = xM~/~'-l-1." , d.h.  auch fit," M gelten die 

richtigen Sehranken. Ebenso sieht man, daft in M in den kriti.~ehen 
Fallen 

~ ' , '  ./, ~r~,"" .L ... , ,  - -  ( l - - x )  

wenn .].,< n + l ,  sowie 
/~hj.~~ " .n4-1 J~ �9 'J~-i  

�9 ' ~ s - - I  

und 
~fJl' ' ' L - :  +1 ~,j~...s'o_, 

j t . . . u n + l  = X~ij...n 

ist, womit der. Satz allgemein bewiesen ist. 
Da definitionsgemi~l~ die Hauptminoren auch unterhalb yon sich 

stehen, ist auch ffir sie die Oradschranke m -  1 erwiesen. 


