Uber Zopfgruppen
und gleichsinnig verdrillte Verkettungen.

Von WERNER BURAU in Hamburg.

Bekanntlich 136t sich jede Verkettung auf Zopfgestalt bringen').
Eine ausgezeichnete Klasse von Verkettungen bilden nun offenbar die-
jenigen, die sich als sog. gleichsinnig verdrillte Zopfe legen lassen, d. h.
denen man ein Artinsches Zopfwort mit lauter positiven (bzw. negativen)
Exponenten zuordnen kann. Wir nennen auBerdem eine Verkettung
irrednzibel, wenn sie nicht zerfillt, d. h. wenn sich ihr kein Zopfwort
[Ia;: [Ia:::' zuordren lafit, wobei alle Differenzen # — « > 2 sind. Dann
beweisen wir folgenden zuerst von Herrn Bankwitz vermuteten Satz:

Laft sich eine Verkettung als gleichsinnig verdrillter irreduzibler
Zopt von n Faden mit m Uberkreuzungen legen, so ist sie irreduzibel,
und die Zahl m — n 41 erweist sich als Verkettungsinvariante.

Wir geben im § 1 zunichst eine Darstellung der Zopfgruppe 3.
durch n-reihige Matrizen, deren Elemente Polynome in einer Variablen
sind. Im § 2 werde dann hieraus eine Verkettungsinvariante P(x)
gebildet, die im Knotenfalle mit dem L-Polynom iibereinstimmt und auch
sonst eng damit zusammenhingt. § 3 enthilt dann den Nachweis dafiir,
daB bei irrednziblen gleichsinnig verdrillten Verkettungen PB(x) den
Grad m —n -1 hat, womit der Satz bewiesen ist. P(x) hat dabei
ein absolutes Glied & 1, ist also in den Koeffizienten spezialisiert; nach
dem Krgebnis von Herrn SetrerT?) bilden die gleichsinnig verdrillten
Knoten daher nur eine recht spezielle Klasse.

§ 1. Eine Darstellung der Zopfgruppen.
Nach ArTIN liBt sich die Zopfgruppe 3, durch Elemente oy, - - -, g,

erzeugen, zwischen denen die Relationen
(1) g,0,67 671 =1 (k —4] = 2);
) 0} Opp1 0; == Uity 0) Gpqq @E=1,.--,n—2)

bestehen. Dann behaupten wir:

) Vgl. ArtiN, Zur Theorie der Zipfe, Hbg. Abh, 4, S. 47.
3 Vgl SerrerT, Hbg. Abh. 11, 8. 84.
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Satz 1. Ordnet man o; die n-reihige Matriz

1 0
M-,z i

M; = 1,0 i+1
1

0 1

und M’ entsprechend 6, ' 2, so definiert dus eine Darstelluny von 3.
Beweis. Es ist nur zu zeigen, daf die M; auch die Relationen (1),
(2) befriedigen. (1) folgt unmittelbar aus

1 0

ez

1 0
M, M, = — MM,
1—r

1 0

0 1

fir (2) geniigt es, » = 3 anzunehmen, da stets nur eine 3-reihige
Diagonalmatrix bei der Produktbildung verandert wird:

1 —ua, w, 0\ /I 0 0O /1—u x 0
11’11 Mg 1”1 - ( 1 y O, 0) (0 l—a o ( 1 0 U)
0 . 0, VU N 1 0 0 0 1
l—a, z-—af, .2

={1—2, = , 0)= MMM
1, 0,0

Die durch Produktbildung “aus den M;, M, erzeugten Matrizen haben
nun folgende speziellen Eigenschaften:
Satz 2. Sei M = ((mu)) eine von den M,, M; ™" erzeugte Matrix,
so git:
Myt - mg, == 1 (i=1,---,m
whd
my -t ame -+ ety = vt =1, 0

Beweis., Die Behauptung ist fiir die A/, selbst klar; angenommen,
sie wire bereits fiir M == ((mx)) bewiesen, so gilt sie auch fiir
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mn y ey Min

MM — | A= D)matamip, ooy Q= 2)mintemin |
ni R Min

Mn1 ’ Ty Mnn

da

(I —x)ymy+xmgrr+ - +FA—xymp+xmipn=1—2zt+z =1,

my+axmej+ - 1A — ) my ot mig @ my 4o 2 my
= myj+amy+ - Fa" my = 2!

ist. Sei nun bei dieser Darstellung die Matrix M dem Element Z aus 3,

zugeordnet, so sind die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

(3) F(Z) = det |M — 1 E|
= (=D (=11 @) AT+ fa (@)
Invarianten der Transformationsklasse von M oder Z, d. h. des zu Z

gehorigen geschlossenen Zopfes, wegen der bekannten Invarianz von F (1)
beim Ubergang von M zu M' M M'™".

§ 2. Zusammenhang der Zopfdarstellung
mit Verkettungsinvarianten.

Nach Artiv lafit sich die Wegegruppe einer jeden Verkettung, die
als geschlossener Zopf von n Fiaden vorliegt, aus » einmal umschlingenden
Elementen d,, - - -, ., erzeugen, zwischen denen Relationen der Gestalt

4) Qi (Ay, -, An) Ao, qi AT = 1 G=1,---,m)

bestehen. Nach REIDEMEISTER-ScHUMANN®) 146t sich aus den Relationen (4),
von denen eine noch Folge der iibrigen ist, leicht eine verkettungs-
invariante Matrix L-Matrix bilden. Man setze dazu 4; = E; Sy, wo ¢ die
Nummer derjenigen von den » Kurven der Verkettung bezeichne, die von
A, umschlungen wird, und schreibe die Relationen (4) in den kommutativ

1‘p . . -
gemachten 87 F 8y ¥'= E.¢ {die S sind dabel auch als vertauschbar
zn betrachten]. Geht dann (4) in

- ey 3 .. .
(D) Efa@rn®) gt 08 o (fe=1, ., ).

iiber, so errechnet sich als g. g. Teiler aller » — 1-reihigen Determinanten
der Matrix W = ((e (24, - - -, a,))) das bis auf einen Faktor der Gestalt

% Retvryersrer-Scuumany, L-Polynome von Verk., Hambg. Abh. 10 (1934), 8. 256.
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-t .- zrinvariant mit der orientierten Verkettung verbundene L-Poly-
nom P(xzy, - -+, zy). Nach den Untersuchungen in der vorhergehenden
Arbeit*) haben alle (n —-1)-reihigen Determinanten, die aus n— 1-
Zeilen von W gebildet werden, die Gestalt 4 (1— x;) P (xy, - -+, 2,) und
+ P(x) bei »r =1, d. h. sie stimmen alle, wemn z, = - .. = z, gesetzt
ist, mit der bis auf einen Faktor 4 x* bestimmten Verkettungsinvariante
Bx)=(0— 2) P(x, - - -, x) iiberein. Die gewiinschte Beziehung zu den
Darstellungsmatrizen des vorigen Paragraphen liefert nun:
Satz 3. Ist M die einem Zopf zugeordnete Darstellungsmatrix und
W = ((¢ix (1, - - -, 7)) die soeben betrachiete L-Matrix der zugehirigen
Verkettung, so gilt
(i (x, -+, x)) = M—E (¥ = Einheitsmatrix).

Beweis. Fiir die dem Elementarzopf o; zugehorige Verkettung
lautet die L-Matrix

(0.
~ M;—E.

Nach ARTIN sind nun die ( _1) eine Darstellung von 3, durch

=)
qi AP& qi

Substitutionen, so daf man, wenn (

/

» 11‘4‘79—1) die einem andern Zopf-
i, Pi

wort Z' zugeordnete Substitution ist, d. h. p; (4)dr pi” () 4,7 = 1 die
Gruppenrelationen der zugehorigen Verkettung, in

\ ri(A) Ay 17t (A) AT
(b) . —1 vo—=1 —1 —1 -1 () R )
= pilgdeq )gr,Araqr, pi (qdeq )di” =1 i = 0,

die Relationen der zu Z" = Z'Z gehorigen Verkettung erhilt. Statt
hinterher #; = - - - = 2, = « zu setzen, werde gleich bei der Berechnung
voo W 8 =-..=28 =8 und SPE;S~? = EF eingefithrt. Ist
dann aus den Relationen ¢, 4 o g7t 477 =1 von Z die Matrix W= ((¢a(x)))

errechnet worden, desgl. W' = ((¢ (x))) aus denen von Z’, so beachte
man, daf beim Umrechnen auf die Operatorrelation g, A(,‘ g; A7t in

Ef .., B B 8SV BT iibergebt und p; Ar pi 47 ' in ES
"'_Ef;"ﬂ e E',f"" 88! E; '. dann berechnet sich aber nach (6)
(4% @))) dadurch, daf man in Ef ... Ef' ... E% die E; durch

Y Busav, Uber Verkettungsgruppen, dieser Band 8. 178.
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ES ... BSrtl. B8 (j = 1,--, n) ersetat, d. h. es gilt

(e + Ow)) (&2 -+ Oa)) = ((ed: 4 dan)).
Da fur die Elementarzépfe die Ubereinstimmung oben gezeigt ist, gilt
mithin allgemein:

(e, -+, x)) = M— E.

Die im Satz 1 fir M abgeleiteten Relationen zwischen den Klementen mg
ziehen dann nach sich

(7) 5il+ s ey = O; 51i+$82i+ +-’L'n‘1€ni = 0.

Nennt man die nach Streichen der /-ten Zeile und Spalte in W ent-
stehende Determinante 4;, so ist 4; = 2! 4;, nach (7), da

£y cee E17 -1 €141 s £1y

Ay = [FM 0 EislietEilitr o Eea
H
gitn o Eipri18ii1ib1 0 Eidaa

€1 s €pi—1 €nit+1 T Enn
tgg e E2j1 83 82541 v Epy
€i—12
= | &g - E14—1 8y Eit1 - Ep| = ! Au-
€i412
€n2 o Epi—1 €1 Eni41r 0 Enm

Daher ist 4,4 ... +4,, = (14+a+ ... +229)4,,; anderseits ist
wegen W M — Kund F(A) = M —LE| X 4; — — F'(1); nach (3)
hat man also die Verkettungsinvariante 4,,(r) = Pix) in

Mzt -+ P
= Sualn) =2fi0@— - — (=1 n — 1) fy — n(—1)"

durch die Zopfinvarianten f;(») dargestellt oder nach Addition von
(1) == 0 in
(ot )P

® Ju(@) —fu 2@ — o — (=1 — 2) fi (@) — (- 1) (n—1).



184 W. Burau.

§ 3. Satz iiber gleichsinnig verdrillte Verkettungen.

Einer gleichsinnig verdrillten Verkettung, worauf wir uns jetzt
beschrinken, moge ein Zopfwort Z = []¢* mit I > 1 zugeordnet sein.
Besteht dann der zugehorige offene Zopf aus 2 oder

N mehreren nebeneinander liegenden Stiicken nach Art

\J nebenstehender Figur, so kann offenbar dureh bloBe

t( Anwendung der Relationen (1) erreicht werden, daf

< Z = 7y Zy --- lautet, wo Z;, Zy, - -- sich auf die einzelnen

‘ Teile beziehen. In diesem Falle ist die Matrix W in
K W Diagonalkéstchen reduziert, die wieder W-Matrizen sind,
d. h. deren Determinanten zufolge (7) = 0 sind. Da aber

4,; mindestens eine dieser zum Faktor hat, ist dann

auch P(x) = 0 wie stets bei auflosbaren Verkettungen. Wir beschrinken
uns daher auf irreduzible gleichsinnig verdrillte Zopfe und ordnen einem
solchen einen besonders priaparierten offenen Zopf zu durch bloBe
Anwendung der Relationen (1) und zyklische Abiinderung des zuerst
vorliegenden Wortes Z: Lautet namlich Z = ¢ I’fl‘_',f" (k| > 2), so

verindere man dies in of};* o™ ... und weiter in o ... o usw.,

bis auf ¢} ein Faktor o;¢' folgt. In Fortsetzung dieses Verfahrens
werde schheﬁllch erreicht, daB man beim Durchlaufen des Zopfes erst einen
Zweierzopf des i-ten und ¢ -+1-ten Fadens vor sich hat dann einen Dreier-
zopf nach Hinzunahme eines der beiden angrenzenden Fiaden usf. (siehe
Figur links). Liegen insgesamt m Uberkreuzungen bei n Fiaden vor, so
soll gezeigt werden, dafi aus der zugehorigen Matrix W sich 4;, = B(x)
zu (—1yr g4 ... 41 ergibt, womit m —n -+ 1 sich in der Tat als
Verkettungsinvariante erweist. Diese Behauptung werde induktiv nach der
Zahl m bewiesen und fithrt somit auf folgende rein algebraische Aufgabe:

Gegeben sei eine Menge von Matrizen, die aus der einfachsten

(1_1x’ g), wie folgt, hervorgehe: Gehdrt ((as)) bereits zur Menge, so0
b

soll auch
an PR p
(9) M _ an (1— l)+$"z+11, ceey, (1 — x)am -+ ZAitin
1y 3 f Ty [
Ain <ty Onn
1—2x, xay, -+ xawm
1 . o, ---. 0
(IOa) ]r[ — o . Aoy + =y (op
0, au, -, fm
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Ay e a0

(10b) “nd M == dn--11 y ctty n—1n s 0
(1—-—-.@)0,,,1, e (11— x)ann, xr

am y Tt Ann . 0

dazugehdren. Dann werde bewiesen:
Satz 4. Sind m Falktoren bel der Bildung ron M verwandt, wnd
st m die Reihenzalhl von M, so hat die rechte untere Eckdeterminante A,,
ron M—FE in x den Grad m—n-+ 1 und ein absolutes Glied + 1.
Beweis. Man erkennt sofort induktiv aus (9) und (10), daB bei
Ay ein absolutes Glied (—1)*~' anftritt. Die Behauptung iiber den Grad

ist ebenfalls fir m =1 klar, da dann M—FE = (—1@’ _gfl), worin

4,y = —1 den Grad m—mn + 1 = 0 hat. Infolge der Darstellung (8)
fir 4, ist die Behauptung allgemein bewiesen, wenn gezeigt wird, daf
Jn—2, fu—s,--- inx kleineren Grad als m haben, da f(x)=| M| =(—1)mzm
ist. Die f sind aber Summen von Hauptminoren: daher folgt der
Satz aus folgendem Hilfssatz, zu dessen Formulierung wir zuerst
definieren:

Ein einer Matrix ((ax)) aus den 4,-, ---. ic-ten Reihen und den
Ji- - -+, Js-ten Kolonnen entnommener Minor heiBe unterhalb des zu
denselben Kolonnen gehorigen s-reihigen Hauptminors stehend, wenn
it 271y, ts 2 Jo ist, sonst oberhalb. Dann gilt der

Hiltssatz. In einer n-reiligen Matriz wnserver obigen Klasse, bei
deren Bildung m Falktoren rerwandt sind, haben alle 1-, ... g—1-
reiigen Minoven keinen hiheren Grad in ax als m—1, wenn sie unter-
halb thres Hauptminors stehen, wahvend diese Schvanke sonst m betrigt;
die n— 1-reibige linke obere Eckdeterminante hat jedoch ebenfalls den
(rad m.

Beweis. Fiir n = 2 stimmt die Behauptung. Angenommen sie
wire bereits fiir alle Matrizen bewiesen, die aus < m Faktoren ent-
standen sind. Aus einer solchen wn-reihigen M == ((ayx)) von m Fak-
toren entstehe eine zur Zahl m + 1 gehorige, wobei M eine der Ge-
stalten M M, M (9), (10) annimmt. 3 unterscheidet sich nur in der
i~ten und ¢+ 1-ten Zeile von M; daher ist in der obigen Bezeichnungs-

weise fiir Minoren M{l.m = M;' ", wenn kein j, =i oder /41 ist,
dagegen

- - J -

Mi iy = —xM;' ps .
und

A by

M= (l—a) M M N ST T
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wobei jeweilig in der -Reihe nur einer der Indizes ¢, /41 vorkommen
mag. Dles zeigt die Gilltigkeit der um 1 erhdhten Schranke fiir M,

da M2 Li1... mit MJ ...... zugleich unterhalb des Hauptminors liegt.

Ist M in M iibergegangen, so ist nur etwas zu beweisen fiir die
Minoren, an denen die 1. und 2. Zeile nicht beteiligt ist. Fiir die andern
sieht man leicht, daB

Mt = (—2) M
wenn i > 2, bzw. 11_112,-:?: ' Mll,l’_l .., d.h. auch fir M gelten die

richtigen Schranken. Ebenso sieht man, daf in M in den kritischen
Fillen

~ J J.
'l l (1 '——J') l 13 ,
wenn j,<<n-+1, sowie
~dy R Jg_
i‘...n - AEII 1
und
Jo_nt1 J._
M n‘rHl—l = xM '

ist, womit der Satz allgemein bewiesen ist.
Da definitionsgemif die Hauptminoren auch unterhalb von sich
stehen, ist auch fiir sie die Gradschranke m —1 erwiesen.




