
D6monstration d'une hypoth se de M. Artin. 

Par C. CHEVALLEY k Paris. 

I1 est bien connu qu'il n'existe pas de corps non comnmtatif dont 
le centre soit un corps algdbriqucment fcrmd. D'autre part, M. TSEN I) 
a ddmontrd rdcemment qu'il n'existe pas non plus de corps gauche dont 
le centre soit un corps ddduit d'un corps algdbriquement fermd par 
adjonction d'un dldment transcendant. M. ARTIN a remarqud que la 
source de cette derni~re proposition est le thgor~me suivant:  

Si k est un corps algdbriquement fermd, et x un ~ldment transcendant 

par rapport h k, une ~quation de la forme 

F ( y l ,  y~, ' ' ' ,  Yn) ~ 0 

oit F est un polynome homog~ne de degrd ~ n par rapport aux variables 

Yl, Y~, " " ,  Y,~ ~ coefficients dans k(x) poss~de au moins nne solution 
non-triviale dans k(x) .  

Ce qui l 'a amend ~t poser la ddfinition suivante : 
Si un corps k est tel que toule ~quation de la forme 

F ( y l ,  Y2, "" ", Y~) = 0 

oh F est un polynome homo.q~ne de degrd ~ n h coefficients dans k ait une 
solution non-triviale dans k, on dit que k est quasi-algdbriquement ferm~. 

On a alors la propridtd suivante : 

Si k est q~tasi-algdbriquement fermd, il n'existe auc~n corps non- 
commutati f  f ini  sur k, de centre k. 

En effet, supposons qu'il existe un corps K non commutatif fini par 
rapport  ~ k. Soit (oh, ~,,~, �9 �9 oJ,~) une k-base minima de K.  Introduisons 

n variables : yl ,  y2, �9 �9 ", y,,. Lu gdndral k ~ de K satisfait 

comme on salt ~t une dquation irrc:ductible darts k (y l ,  y~, . . . ,  y ,)  de 
degrd < n ,  dont le dernier terme (la norme rdduite de l'dldment) est 
une forme homog~ne de degrd < ' n  en y~, y ~ , . - . ,  y,,. On peut donc 
trouver dans k un syst(*me de wfleurs (a~, a~, . . - ,  an) non toutes nulles 
des variables qni annulent cette norme r~,duite, ce qni nous conduit 
it une contradiction, car la norme r~duite d'un dl6ment de K n'est nulle 
que si cet dldment est raft. 

De plus, il convient de remarquer que la condition de quasi-fermeture 
alg~brique est en quelque sorte llt gdndralisafion imm6diatc de celle de 

I) CIlIUNGTZE C. TSEN, Divisionsalgebren fiber Funktionenkorpern, Gott. Nachr. 
(1933), p. 335. 

73 



74 C. Chevalley. 

fermeture algdbrique. En effet, le m4me raisonnement que nous venons 
de faire, mais appliqud it un sur-corps commutatif de k, en remplaqant 
partout , de degrd ~ n* par ~ de degrd n ~), ddmontre que : 

Si un corps k est tel q~le toute ~quation de la forme 

F ( y l ,  y~, . . . ,  yn) ~ 0 

oi~ F est un polynome homog~ne et de degr5 n ~e coefficients dans k air 
une solution non b'lviale dans k, k est alg~briquement ferm5. 

Ceci posd, le thdor/~me de MACLAGAN-WEDDERBURN d'apr~s lequel 
il n'existe pas de corps non-commutatif fini par rapport it un champ 
de Galois conduit it se demander si les champs de Galois ne sont pas 
quasi-algdbriquement fermds. La question a dtd rdsolue affirmativement 
par M. VOLSCH pour les corps de caractdristique 2. Nous allons donner 
ici une ddmonstration gdndrale du fait en question. 

Qu'il me soit permis de remercier ici M. ARTIN, qui m'a communiqud 
l'hypoth~se et les remarques dont je viens de  parler. 

I. 

Nous ddsignerons dans ce qui va suivre par k un champ de Galois, 
par p le nombre des dldments de k ; par R~, l'espace cartdsien it n dimen- 
sions off les coordonndes d'un point sont des dldments de k, par 0 
l'origine des coordonndes de Rn, c'est-it-dire le point (0, 0 , . . . ,  0). 

Nous dirons qu'un polynome F* it coefficients darts k est une forme 
rdduite du polynome F(xl ,  x2,...,xn), dgalement it coefficients dans k, quand 

1. Aucune variable ne figure dans F* avec un exposant : > p - - 1 ;  
p 

2. F*  est eongru it Fmodulo l'iddal ( x ~ - - x l ,  x ~ - - x , , . . . ,  xn --xT,) ~- a. 
Tout polynome F poss~de au moins une forme rdduite, qu'on 

obtient en rdpdtant un certain nombre de fois it partir de F ropdration 
qui consiste ~ remplacer un f.acleur x~P par x~, opdration qui ne modifie 
pas F modulo a, et qui abaisse la somme de t o u s l e s  exposants de 
toutes les variables dans le polynome (ce qui prouve qu'elle ne peut 
~tre pratiqude qu'un hombre bornd de fois). De plus le degrd de cette 
forme rdduite de F est au plus dgal au degrd de F .  

On remarquera que tout dldment a de k est racine de l'dquation 
x r - - x  ~ 0; done les polynomes de a prennent la valeur 0 en tousles  
points de R,~. La rdciproque est vraie. Pour la ddmontrer, il suffit 
evidemment de ddmontrer le 

LEMME 1. Si un polynome F ( x l ,  x~, . . . ,  Xn) mis sous forme rSduite 
prend la valeur 0 en tout point de Rn, il est identiquement nul. 

Nous ddmontrerons ce lemme par recurrence s u r n .  Pour n ~ 0, 
il est trivial. Supposons le ddmontrd pour les polynomes it n - -  1 variables. 
0rdolmons 2' par rapport it xn : 



D~monstration d'une hypoth~se de M. Artin. 75 

p--1 F---- x,, A l + x ~ - 2 A s +  . . .  +Ap  

off A~, As, " " ,  A~ sont des polynomes en x j , x s , . . . , x , - ~  mis sous 
forme rgduite. Donnons k x~, x ~ . . . . ,  xn-1 des valeurs particuli~res 
queleonques de k. L'~quation F ~--- 0 devient une gquation de degrg 
p - - 1  en xn qui dolt admettre comme solutions tous les  ~l~ments de k. 
Il faut donc que tous les  coefficients soient nuls. Ceci ~tant vrai quelles 
que soient les .valeurs particuli~res choisies, et la proposition ~tant 
d~montr~e pour n - -  1 variables, les coefficients A~ sont tous identiquement 
nuls, ce qui prouve le lemme. 

I1 rgsulte de l~ en particulier qu'un polynome ne peut avoir 
qu'une forme rgduite : car la diffgrence de deux formes rgduites est un 
polynome r~duit qui. s'annulle en tous les points de R . .  

D'autre part, nous tirerons la consdquence suivante : 
LEMME 2. Si un polynome F(x l ,  x~, . . . .  x~) mis sous forme r$duite 

prend la valeur 0 en tout point de R,~ sauf en 0 oi~ il prend la valeur 1, 
o ~  a 

F(x~, x~, . . . ,  x n) : ( - - 1 ) ~ ( x ~ - ~ - - l ) ( x 2 P - ~ - - l ) . . .  (x~-~-- 1). 

Dgsignons en effet par G le polynome du second membre. I1 est sous 
forme rdduite. ]l enes t  done de m~me de F - -  G. Or ce dernier polynome 
prend la valeur 0 eu tousles points de Ra : il est donc identiquement nul. 

II. 

Nous allons ddmontrer une propridtd qui g~n4ralise celle qui sert 
de d~finition ~ la quasi-fermeture alg~brique, et dont l'~nonc4 m'a ~t~ 
~galement donn~ par M. ARTIN: 

THI~0BI~ME. Soient F1, F,_, . . . ,  Fh des polynonTes par rapport ~ n 
variables Xl, xs, . . . ,  x,, qui s'annulent tos~s au point 0 et dont la somme 
des degrds soit ~ n .  Les polynomes F1, F~, . . . ,  Fa s'annulent encore 
en un point ~-O. 

Formons en effet le polynome 

F = ( - -  1)" ( F  p - l -  1) (F.~ p - l -  1) . . .  (F~ - ~ -  1) 

et supposons que F~, ~ h . . . . ,  ~), ne s'annulent simultandment en aucun 
point P ~: 0.  Alors le polynome F proud la valeur 1 en 0, la valeur 0 
en tout autre point. Donc la forme r~duite de F est le polynome 
(-- l) '' (x~ - 1 -  l) (x.~ - I -  l) �9 .. (x~ - ~ -  1) qui est de degrg n ( p - -  1). 
Done le degrg de F est au moins n ( p - - l )  ; mais ce degrg est le produit 
par p - - 1  de la somme des degr~s des polynomes Fj. Cette derni~re 
somme est doric au moins ~gale '~ n, ce qui ddmontre le thdor~me. 


