
Eine Begriindung der ebenen elliptischen Geometrie. 

Von ERICH PODEHL und KURT REIDEMEISTER in Kiinigsberg. 

]m folgenden wollen wir, ankniipfend an den ,,Geometria proiettiva 
non euclidea" betitelten Vortrag 1), eine Begriindung tier ebenen elliptischen 
Geometrie entwickeln, welche die Anordnung nicht benutzt und neben 
den fiblichen Schnittpunktsaxiomen das Senkrechtstehen und die Streeken- 
kongruenz als Grundbegriffe einftihrt. ~Iittels dieser Begriffe werdeu 
die Bewegungen, insbesondere die Spiegelungen erkli~rt. Die Si~tze yon 
DESARGUES und PASCAL ergeben sich auf dem friiher 1) angedeuteten 
Wege durch den Nachweis, dal~ die Bewegungen einen dreidimensionalen 
projektiven Raum bilden, dessen Geraden den Drehungsgruppen und 
ihren Restklassen entsprechen. Den Angelpunkt in tier Konstruktion 
dieses kinematischen Raumes bildet die Inzidenzrelation zwischen Punkten 
und Ebeuen, die mit Hilfe der Spiegelungen erkli~rt wird. Das Resultat 
ist die denkbar allgemeinste elliptische Geometrie im grofien: ihre Punkte 
uud Geraden erftillen eine projektive Ebene, in welcher ein nullteiliger 
Mal~kegelschnitt 

Q (X) = ]~'1 X~ + It" 2 X~2.2f_ k3 ,y.2 ]gl ]r k q ~-- 0 

ausgezeichuet ist; Q(x)  z 0 hat also xl ~- x~ ~ xs ~-- 0 zur Folge. 
lm iibrigen ist der K(irper der Koordinaten beliebig. Erst wenn die 
Kongruenzaxiome dahin verschi~rft werden, dai~ sich jede Strecke von 
jedem Punkt aus auf jeder Geraden abtragen li~l~t, folgt, daft der Ko- 
ordinatenk6rper reell ist und sich daher ordnen 1Rl~t. Die analoge 
Begriindung der hyperbolischen und euklidischen Geometrie.bleibt einer 
zweiten Arbeit vorbehalten. Dort werden wir auch die engen Beziehungen 
zu den schi~nen Abhandlungen vou HJELMSLEV und von THOMSEN iiber die 
Begrfinduug der elementaren Geometrie genau darstellen ktinnen, Ab- 
handlungen, in denen die entscheidende Rolle der Spiegelungen schon 
in so eindrucksvoller Weise herausgearbeitet ist. 

w 1. Axiome ftir Inzidieren und Senkrechtstehen, 
Wir denken zwei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des 

ersten Systems nennen wit Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C, . - . ,  

l) K. REII)EMEISTER, Rendiconti d. Sere. Mat. d. R. Universifft di Roma, 1933. 
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die Dinge des zweiten Systems nennen wir Geraden und bezeichnen sie 
mit a, b, c , . . . .  Zwischen den Pimkten und Geraden sollen folgende 
Beziehungen gelten: 

I. P r o j e k t i v e  Axiome.  
1. Zwei verscbiedene Punkte bestimmen eine und nut  eine Gerede. 
2. Eine Gerade enthiilt (zwei) drei verschiedene Punkte. 
3. Es gibt drei PHnkte, die nicht a~ f  einer Geraden liegen. 

II. Ax iome  fiber das S e n k r e c h t s t e h e n .  

1. 1st a eine Gerade, so gibl es dutch jede~t Punkt eine Gerade b, 
die ~on a verschieden i.~t und a~.f a senkrecld stehl, in Zeicl~en b_J_ a. 

2. Dm'ch einen Punkt einer Geraden rt gibt e.~ nm" ei~e zu a senl,'- 
rechte Gerade. 

3. Aus b • a 2hOt a • b. 
4. Gehen dutch einen Ptmkt P zwei Senkreclde zu einer Geraden fl, 

so stehen alle Geraden dutch P a~<f g senkrec]~t. 
Erkli~rung.  Ein solcher Punkt P heifit ,Pol" der Geraden g. 

Die Gerade g heil]t ,,Polare" des Punktes P.  
5. Zwei zueinander senkrechte Geraden habcn ci~wn P1~nkt ge- 

mei~sam. 
Sa tz  1. Eine Gerade besitzt h@hstens einen Pol. 
Beweis .  P, P '  seien zwei verschiedene Pole der Geraden g. ]st 

A ein Punkt yon g, so mfissen die Geraden (AP) ,  (AP ' )  miteinander 
identisch sein, da es nur eine Senkrechte auf g im PImkte A gibt. Der 
Punkt A liegt also auf der Gel'aden ( P P ' ) .  I.~t B ein von A ver- 
schiedener Punkt der Geraden g', so mu~ fiir ihn dasselbe gelten. Die 
Punkte P, P'  liegen also auf der Geraden.q. Das ist abet ein Wider- 
spruch zu Axiom H, 1. 

Sa tz  2. Ist a die Senkrechte auf der Geraden (AB)  im Punkte A 
und b die Senkrechte alff (AB)  im Punkte B und ist B der Pol der 
Geraden a, so ist A der Pol der Geraden b. 

Beweis .  b steht senkrecht alff a. Nach Axiom ]I, 3 steht dann 
auch a senkrecht auf b. Durch den Punkt .4 gehen demnach zwei 
Go-aden senkreeht zu b; folglich ist A Pol der Geraden b. 

Erk l i i rung .  Zwei Punkte A und B, die in dieser Beziehung 
zueinander stehen, nennen wir polar zueinander. Das System beider 
Punkte nelmen wit ,,polares Punktepaar". Das System zweier ver- 
schiedener, zueinander nichtpolarer Punkte nennen wir ein ,,nichtpolares 
Punktepaar". 

Sa tz  3. Besitzt eine Gerade einen Pol, so besitzt jede Oerade 
einen Pol, jeder Punkt eine Polare. und je zwei versehiedene Oeraden 
haben einen Pmlkt gemeinsam. 
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Beweis .  Die Geradc g besitze dell Pol P. ]st a eine Gerade 
durch P, b die Senkrechte auf a i m  Punkte P, Q der Schnittpunkt 
yon b und g, so ist Q Pol yon a, da zwei Geraden durch Q auf a 
senkreeht stehen. 

Ist nun A irgendein von P verschiedener Punkt, B tier Pol yon 
(AP) u n d p  die Senkrechte auf (AB) im Punkte B,  so ist p Polare 
des Punktes A. Also besitzt jeder Punkt eine Polare. 

]st weiterhin a irgendeine Gerade, A ein Punkt auf ihr, p eine 
Polare des Punktes A, b die Senkrechte auf a i m  Punkte A, Q der 
Schnittpunkt yon b und p ,  so ist Q Pol yon a. Also besitzt jede 
Gerade einen Pol. 

Sind mm g~ und g~ zwei Geraden, sind /)1 und P~ ihre Pole und 
ist Pa Pol einer Geraden g3 durch /)1 und P~, so ist Pa gemeinsamer 
Punkt yon gi und g~; denn g~ trod g2 stehen senkrecht auf gs, miissen 
also dutch den Pol die ser Geraden gehen. Also habeu je zwei Geraden 
mindestens einen Punkt gemeinsam. 

In dieser Arbeit soll allein folgender Fall betrachtet werden: 
Es .qibt eine Gerade, die eine~ Pol besitzt. 
Nach Satz 3 besitzt dann jede Gerade einen Pol, jeder Punkt eine 

Polare, und je zwei Geraden haben einen Schnittpunkt. 
Sa tz  4. Ein Punkt besitzt h0chstens eine Polare. 
Bewei s .  Der Punkt P besitze die Polaren p~ und p~. S sei 

gemeinsamer Punkt yon p~ und p~. p~ und P2 miissen auf (PS) senk- 
recht stehen, nach Axiom H, 2 also miteinander identisch sein. 

Sa tz  5. Enthi~lt eine Gerade nur zwei Punkte, so sind beide 
I'unkte polar zueinander, und alle fibrigen Punkte liegen auf der Polaren 
einer der beiden Punkte. 

Bewei s .  Die Gerade g enthalte allein die Punkte A und B.  
Die Polare des Punktes A hat einen yon A verscliiedenen Punkt mit g 
gemeinsam, und dieser Punkt mul] B sein. Also sind A und B polar 
zueinander. 

Ist P der Pol yon g, so kann es keinen Punkt Q aulierhalb der 
Geraden (PA) und (PB) geben; denn sonst wiirde die Gerade (PQ) 
einen Punkt mit g gemeinsam haben, der yon A und B verschieden ist. 
]st auf einer der Geraden (PA) und (PB) ein dritter Punkt vorhanden, 
so kann ein solcher auf der anderen Geraden nieht vorhanden sein. 
Wi~re ni~mlich Q ein yon P und A verschiedener Punkt auf (PA),  
R e i n  yon P uud B verschiedener Punkt auf (PB), so wiirde die 
Gerade (QR) einen Punkt mit g gemeinsam haben, der von A und B 
versehieden w~re. 

]m folgenden wollen wit voraussetzen, dal] es keine Gerade gibt, 
die ran' zwei Puukte enthitlt. 
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w 2. Kongruonzaxiome. 
Erkl~trung. Das System zweier versehiedener Punkte A, B nennen 

wir eine Streeke. Wir bezeiehnen sie mit AB.  Eine Streeke A B  
kann zu einer Streeke A'B' ,,kongruent" sein, in Zeichen: 

A B ~ A'B' .  

III. K o n g r u e n z a x i o m e .  

1. Aus A B  ~-- A'B' folgt A 'B '  ~ A B .  
2. Aus A B  ~ A'B', A'B' ~ A"B" ,folgt A B  ~ A"B". 
Satz  6. Gibt es zu einer St.recke A B eine kongruente Streeke A'B', 

so ist A B  ~ A B .  
3. Ist A, B ein nichtpolares Punktepaar, so gibt es a u f  der Geraden 

(AB) eine~.z und n~o" einen yon B cersc)dedenen P'm'tkt B', so daft 

A B  ~= A B' 
ist. 

4. L+t A, B ein polares Punktepaar, so .qiht es au f  der Gerade~+ (.4 B) 
keinen +:on B vea'schiedenen Punkt  B', so daft A B  ~ A B' ist. 

5. Sind M1, k~ ,  Ms drei verschiedene Punl,'te einer Geraden g, sind 
Al, A, ,  As, A~, A~, A~ sechs wei'tere Punkte, vo~t d.e~wn 1,'einer Pol der 
Geraden g ist, ist A,, = A~,, jhlls  A,, a u f  g lieqt, ist A, ,+ A',,, 
M,,A,, ~ M~A~,, (M~A,,)_kg, (M,,A'~)_kg, falls A,, auflerhalb ~,on g lieqt, 
und liegen die Punkte Av au f  ein und derselben Geradem so lieqen auch 
die Punkte A~, au f  ein und derselben Geraden (v -= l ,  2, 3). 

6. Sind 311, 3~,  Ms drei Punkte einer Geraden g, sind Ax, A~, A.~ 
drei verschiedene Punkte und ebenso A'I, A~, A~, ist Ar ~ A~,, falls A,, 
m~f g liegt oder Pol yon g i s t ,  i.,'t A,, ] A',., JL, A,, ~ M,,A~,, (M,,A,,)_Lg, 
(3[,,A~.)• fall.~ A,, mylerhalb con fl lieqt und nicht Pol con g i s t .  
und ist 

(.4, m )  • (.4~ .4:0, 
,~o i.~t 

(,4~,4;) • (.4" A.: 0. 

7. Sind Mi, M~ ?.wei P'anlde ei'ne~' Geraden .q mul sin,1 A~, A'I, 
A~, A'., vier weitere Pm~kte, ist A,,--= A~,, falls A,, auJ'g lie.qt oder Pol 
con .q ist, ist A, ,]  A~,, (3L, A,,)_Lg, (MrA~,)_Lg, M,,A, ,~JI, ,A;, ,  Ji~ll,r 
Aj, aqflerhalb g lieqt and ,nicht Pol yon g i.~t, so /st 

A~ A~ ~ A~ A',,. 

8. Sind At. A, verschiedene Punkte, ist A~ 2u A., nicht polar, m , l  
sind Q.m~d Q' zwei weitere Pm~kle do; Goraden din'oh ,1t, A,,. so daft 
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A,,Q ~ A,,Q' 

Q - ~ Q ' .  
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9. Sind OA und OA' zwei verschiedene kangruente Strecken, die 
nicht auf  derselben Geraden liegen, ist 0 nicht Pol van (AA') und ist 
M der Fuflpunkt des Lores yon 0 au f  (AA'), so ist 

MA ~ MA'. 

Erkl~trung. Sind M, A, A' drei verschiedene Punkte einer Ge- 
raden und ist MA ~ MA', so heii~t M Mittelpunkt der Strecke AA'. 

Satz  7. �9 Ist M Mittelpunkt der Strecke AA' und ist M' der zu 
M polare Punkt auf der Geraden (AA'), so ist auch M' Mittelpunkt der 
Strecke AA'. 

Beweis.  Ist g die Senkrechte auf (AA') im Punkte M, so er- 
ftillen die Punkte M, M, M', M', A, A' und die Gerade g die Bedingungen 
der Punkte M1, M~, A1, A[, As, A~ und der Geraden g in Axiom HI, 7. 
Daraus folgt: 

M'A ~-- M'A'. 

Satz  8. Sind M und M' Mittelpunkte einer Strecke AA', so 
sind M und M' polar zueinander. 

Beweis.  M und M' seien Mittelpunkte einer Strecke AA' und 
nicht polar zueinander. 

Nach Voraussetzung ist 

M A  ~ MA' und M A ~ M'A'; 

hieraus folgt nach Axiom III, 8 

A ~ A'. 

womit die Annahme, dal~ M und M' nicht ~)olar zueinander sind, zu 
einem Widerspruch gefiihrt worden ist. 

E r k l a r u n g .  Eine Abbildung, die jeden Punkt und jede Gerade 
auf sich selbst abbildet, nennen wit ,,identische Abbildung". 

Erkli~rung. Eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Punkte 
aufeinander und der Geraden aufeinander, derart, dab ein Bildpunkt 
mit einer Bildgeraden dann und nur dann zusammengehOrt, wenn der 
Originalpunkt mit der Originalgeraden zusammengehtlrt, dab zwei Bild- 
geraden dann und nur dann aufeinander senkrecht stehen, wenn die 
beiden Originalgeraden zueinander senkrecht sind, und dab jede Strecke 
ihrer Bildstrecke kongruent ist, heift eine Bewegung. Bewegungen 
werden mit  groi~en deutsehen Buchstaben bezeichnet. 

16 



236  E. Podehl und K. Reidemeister. 

Aus Satz 6 fo lg t  
Satz  9. Die identische Abbildung ist eine Bewegung. 
Aus den Eigenschaften einer Bewegung und aus dem Axiom ]H, 1 folgt 
Sa tz  10. Die zu einer Bewegung ~ inverse Abbildung ~-~ ist 

eine Bewegung. 
Aus dem Axiom III, 2 folgt 
S atz  11. Die Abbildung, die durch zwei aufeinander folgende 

Bewegungen !~,  !~ entsteht, ist eine Bewegung ~3 ~ ~1 ~.o, 

Satz  12. Die Bewegungen bilden eine Gruppe. 
Erkl i~rung.  Eine von der Identitiit verschiedene Bewegung, die 

je zwei Punkte miteinander vertauscht, nennen wir ,,involutorisch". 
Sa tz  13. Sind .4, B,  C drei verschiedene Punkte, die nicht auf 

derselben Geraden liegen, ist A nicht zu B und C polar und ist !~ eine 
Bewegung, die die drei Punkte A, B, C stehcn lhl3t, so ist !D die Identit~tt. 

Beweis .  Ist Q ein beliebiger Punkt und fiihrt 93 diesen Punkt 
in den Punkt Q' iiber, ist M~ bzw. Me tier Fufipunkt des Lotes yon (2 
auf die Gerade (AB) bzw. (AC) und sind Mg bzw. M~ die entsprechenden 
Punkte ffir Q', so ist nach Axiom ]H, 8 Mb ~ M~, M~ ~ Mg, also nach 
Axiom II, 2 und I, 1 auch Q - -  Q'. 

E r k l a r u n g .  Drei Punkte A, B, C, die den Bediugungen des 
Satzes 13 geniigen, nennen wir ein Bezugssystem. 

w 3, Spiegelungen. 
Satz  14. Zu jeder Geraden gibt es eine you der Ideutit~tt ver- 

schiedene Bewegung, welche die Punkte dieser Geraden stehen l~l~t. 
Bcweis.  Ist g eine Gerade, so bilden wit jeden Punkt yon g 

und den Pol P yon g a u f  sich selbst ab. ]st (2 ein Punkt auJ~erhalb 
yon g und yon P verschieden, ist M der Ful~punkt des Lotes yon (2 
auf .q und (2' der yon (2 verschiedene Punkt auf (M(2), fiir den M(2 ~ M(2' 
ist, so bilden wit den Punkt (2 auf den Punkt (2' ab. (2' ]st nach 
Axiom HI, 4 vom Pol I ) verschieden. Nach Axiom ]H, 3 geh0rt dann 
zu jedem Punkt ein und nur ein Bildpunkt. Umgekehrt ist auch jeder 
Punkt Bildpunkt eines und nut eines Punktes. Das braucht nur ftir 
einen Punkt Q gczeigt zu werden, der nicht auf g liegt und yon P 
verschieden ist. Ist (2' der Bildpunkt yon Q, M der Schnittpunkt yon 
((2(2') mit .q, so ist MQ ~ MQ'. Hicraus geht abet hervor, dal~ (2 der 
Bildpm,kt yon Q' ist. Aus dem Axiom Ill, 3 folgt, dal~ Q' del' einzige 
0riginalp,mkt yon Q ist. Die definierte l),mkt~lbbildung ist also mn- 
kehrbar eindeutig. Dariiber hinaus folgt, da~ sie involutorisch ist. 

Ist a irgendeine Oerad('. ~ind (2, 1~ zwei Punkte auf ihr und 
(2', R' (lie l~ildpuukte w)n Q, R, so bilden wit (lie Gerade e auf die 
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Gerade (Q'R') ab. Ist S ein weiterer Punkt der Geraden a, so ist sein 
Bildpunkt S'  ein Punkt der Geraden (Q'R'). Ist ni~mlich einer der drei 
Punkte Q, R, S der Pol P,  so folgt die Behauptung aus der Tatsache, 
dab jeder Punkt mit seinem Bildpunkt auf einer Senkrechten zu g liegt. 
Ist keiner der drei Punkte Pol yon g, so folgt die Behauptung aus 
dem Axiom III, 5. Damit ist gezeigt, daB, wenn ein Punkt und eine 
Gerade zusammengeh0ren, auch der Bildpunkt und die Bildgerade zu- 
sammengeh(iren. Aus der Involutionseigenschaft der Punktabbildung 
folgt umgekehrt, da~, wenn ein Bildpunkt und eine Bildgerade zusammen- 
geh6ren, dasselbe auch fiir den 0riginalpunkt und die 0riginalgerade 
zutrifft. 

Es folgt weiter: Sind S und T irgend zwei Punkte der Geraden g, 
so ist die Bildgerade (S' T') identisch mit der Bildgeraden (Q' R'). Zu jeder 
Geraden geh0rt also genau eine Bildgerade. Aus der Involutionseigen- 
schaft der Punktabbildung folgt umgekehrt, dab jede Gerade Bildgerade 
einer und nur einer Geraden ist. 

Sind Q, R zwei beliebige Punkte und sind Q', R' ihre Bildpunkte, 
so ist nach Axiom III, 7 QR ~ Q'R'. Also ist jede Strecke ihrer Bild- 
strecke kongruent. 

Sind a, b zwei Geraden, ist S ihr Schnittpunkt, A ein yon S 
verschiedener Punkt auf a, B ein yon S verschiedener Punkt auf b und 
sind S', A', B' die Bildpunkte yon S, A, B, so ist (S'A') die Bildgerade 
yon a, (S'B') die Bildgerade yon b. Ist nun a.J_b, so folgt aus Axiom llI ,6 

(8' A') • (S' B'). 

Aus der Involutionseigenschaft der Punktabbildung folgt umgekehrt, da~, 
wenn zwei Bildgeraden aufeinander senkrecht stehen, dieses auch fib" 
die beiden Originalgeraden zutrifft. 

Damit ist gezeigt, dal3 die so definierte Abbildung eine Bewegung 
ist. Sie ist yon der Identitat verschieden; denn auf jeder Geraden durch 
den Pol P gibt es nach der Voraussetzung auf S. 233 (unten) einen yon 
P verschiedenen Punkt Q, der nicht auf g liegt. Jeder solche Punkt Q 
wird auf einen Punkt Q' abgebildet, der yon Q verschieden ist. 

Erkl i~rung.  Die-so definierte Bewegung nennen wit ,,Spieqeb~ng 
an der Geraden g". Wir bezeichnen sie mit g oder auch, wie die 
Bewegungen, mit einem grol~en deutschen Buchstaben. Die Gerade g 
nennen wir die ,,Achse der Spiegelung g". 

Sa tz  15. Ist A, B ein nichtpolares Punktepaar, so gibt es m~r 
eine yon tier Identiti~t verschiedene Bewegung, welche die Punkte A, B 
stehen li~fit, n:~tmlich die Spiegelung an der Geraden (.4 B). 

Beweis .  Ist P der P o l d e r  Geraden (AB) und C tin yon P und A 
vcrs(q~i('(lener Punkt auf der Gerad(,,n If)A), so ist C zu A nicht polar. 

16" 
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Die Punkte A, B, (~ bilden also eiu Bezugssystem. !~ sei eine Bewegung, 
die die Punkte A, B steheu li~fit. Ist sie nicht die Identiti~t, so ffihrt 
sie nach Satz 13 den Punkt C in einen yon C verschiedenen Punkt C' 
fiber, also die Gerade (AC) in die Gerade (AC'). Da Bewegungen auf- 
einander senkrecht stehende Geraden in Geraden iibefffihren, die wieder 
aufeinander senkreeht stehen, ist (A C') 2 (AB). C' liegt also auf (A C). 
Aul~erdem ist A C ~ A C'. Nach Axiom III, 3 gibt es nur einen Punkt C', 
der diesen beiden Bedingungen geniigt. Es i$t der Punkt~ in den die 
Spiegelung ~ an der Geraden (AB) den Punkt C fiberffihrt. 

Die Bewegung ~ .  !~ -1 liifit demnach die Punkte A, B,  C stehen, 
ist also nach Satz 13 die Identiti~t, d. h. es ist 

Sa t z  16. Eine Spiegelung li~iit eine yon der Spiegelungsaehse 
vcrschiedene Gerade dann und nut dann stehen, wenn sie senkrecht zur 
Spiegelungsachse ist. 

Beweis .  DaB zur Spiegelungsachse senkrechte Geraden stehen 
bleiben, folgt aus der Definition der Spiegelung. Ist umgekehrt a eine 
Gerade, die bei der Spiegelung an einer Geraden s stehen bleibt und 
ist Q ein Punkt auf a aui]erhaIb s und yore Pol yon s verschieden, so 
mu~ der Bildpunkt Q' yon Q aueh auf a liegen. Die Gerade a ~ (QQ') 
steht aber nach der Erklarung der Spiegelung senkrecht auf der 
Spiegelungshchse s. 

w 4. Drehungen. 
Erkl i t rung .  Sind a und b zwei Spiegelungen und ist 0 der 

Schnittpunkt ihrer Achsen, so nennen wir die aus ihnen zusammen- 
gesetzte Bewegung a .  b eine ,,Drel~u~ W um de~ Punkt 0". 0 heilit der 
,,Drehpunkt" der Drehung. Drehungen bezeichnen wit mit a, 6, c, . . . .  

Sa t z  17. Eine Drehung um einen Punkt 0 ist keine Spiegelung, 
deren Achse durch diesen Punkt geht. 

Beweis .  Die Drehung b sei das Produkt der Spiegelungen an 
den Geraden a und b m i t  dem gemeinsamen Punkt O. Angenommen, 
b sei die Spiegelung an einer Geraden c, die durch den Punkt 0 geht. 
P sei ein yon 0 verschiedener Punkt auf c, der zu 0 nicht polar ist. 
P ist also weder Pol yon a noch yon b. Vertauscht die Spiegelung a 
den Punkt P mit dem Punkt P ' ,  so gilt dasselbe fiir die Spiegelung b, 
da die Bewegung a .  b - -  c den Punkt P stehen lfil]t. Ist P ~- P ' ,  so 
mul~ P auf den Spiegelungsachsen a und b liegen, a und b wi~ren mit- 
einander identisch, b ware also im Widerspruch zur Annahme die 
Identititt. Ist P yon P '  verschieden, so miissen a und b naeh Satz 16 
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senkrecht auf (PP') stehen. Da 0 nicht Pol von (PP') ist, mtiiiten 
a und b miteinander identisch sein, was wieder zum Widerspruch zur 
Annahme fiihrt. 

Sa tz  18. Sind OA und OA' zwei verschiedene kongruente Strecken 
und ist O nicht Pol yon (AA'), so gibt es genau zwei Bewegungen, 
welche OA nach OA' iiberffihren, niimlich eine Spiegelung, deren Achse 
durch O geht, und eine Drehung um O. 

Beweis.  Ist m die eindeutig bestimmte Senkrechte auf (AA') 
durch O, so vertauscht die Spiegelung m die Strecken OA und OA' 
miteinander. Liegt O nicht auf (AA'), so folgt diese Behauptung aus 
dem Axiom II], 9. Ist b eine zweite Bewegung, die OA nach OA' 
iiberftihrt, so li~gt die Bewegung b. m die Strecke OA stehen, ist also 
entweder die Identit~tt oder die Spiegelung a an der Geraden (OA). Im 
ersten Fall ist 

Im zweiten Fall ist 

also 

t~ ~ ~ t .  

b . m  ~ a, 

d. h. eine Drehung um den Punkt O. 
Aus Satz 18 folgt unmittelbar 
Sa tz  19. Eine Bewegung, die einen Punkt 0 festlafit, ist entweder 

eine Spiegelung, deren Achse durch den Punkt 0 geht, oder eine Drehung 
um den Punkt O. 

Satz  20. Das Produkt dreier Spiegelungen, deren Achsen einen 
Punkt gemeinsam haben, ist eine Spiegelung, deren Achse durch diesen 
Punkt geht. 

Beweis .  ct, b, c seien die Achsen dreiet: Spiegelungen, 0 ihr 
gemeinsamer Punkt. A sei ein von 0 verschiedener Punkt auf a, der 
zu 0 nicht polar ist. Die Drehung b . c  ffihre die Strecke OA in die 
Strecke OA' fiber. Das gleiche gilt dann auch ftir die Bewegung 
a .  b .c .  Da beide Bewegungen voneinander verschieden sind, mu~ 
~t. b. c nach Satz 19 eine Spiegelung sein, deren Achse durch 0 geht. 

Sa tz  21. Sind a, b, a' drei Spiegelungen, deren Achsen einen 
Punkt 0 gemeinsam haben, so gibt es eine Spiegelung b', so daft 

a �9 b = a "  b' 

istr-und eiue Spiegehmg b", so daft 

ist. 
a -  b ~ b". d 
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Beweis .  Die Spiegelungen b' - -  a'. a .  b und b" - -  a .  b. a' erfiillen 
die Bedingungen des Satzes. 

Aus Satz 20 folgt weiter 
Sa t z  22. Das Produkt zweier Drehungen tim denselben Punkt ist 

eine Drehung um diesen Punkt; 
und 

Sa tz  23. Die zu einer Drehung inverse Bewegung ist eine Drehung 
um denselben Punkt. 

Aus den Siitzen 22 und 23 folgt 
Sa tz  24. Die Oesamtheit der Drehungen um denselben Punkt 

bildet eine Gruppe. 
Die Gruppe der Drehungen um einen Punkt A bezeichnen wit 

mit A, die Gruppe, der Drehungen, die durch eine Drehung b bestimmt 
ist, mit {b'}. 

H i l f s s a t z  1. Ist s e i n e  Spiegelung und b eine Drehung tim einen 
Punkt von s, so ist 

8"b'S = b -1. 

Beweis .  
also ist 

Die Bewegung s .b ist nach Satz 20 eine Spiegelung, 

s . b . s . b  ----- 1, 

woraus die Behauptung des Satzes folgt. 
Sa t z  25. Die Gruppe der Drehungen um denselben Punkt ist 

kommutativ. 
Bewei s .  bl und b2 seien zwei Drehungen um einen Punkt O, 

s sei eine Spiegelung, deren Achse durch 0 geht. Nach Hilfssatz 1 ist 

Daraus folgt: 
8 . h i  1 . s  = bl, s . b 2  l's = b._,. 

(s. bi -~. s)- (s. b~ i. s) = b~. b~. 

Andererseits ist die linke Seite dieser Gleichung 

8"  b l  1" b 2 1  ' 8 - - -  S"  (b$ " b l )  - I  " 8 = b 2 �9 b l "  

also ist 

8a t z  26. Ist b e i n e  Drehung und a eine 5l)iegelung, so ist die 
Bewegung a �9 b dam und nur dann eine Spiegelung, wenn der Drehpunkt 
yon b auf der Spiegelungsachse a liegt. 

Bewe i s .  Da~ diese Bedingung hinreichend ist, folgt aus Satz 20. 
Die Notwendigkeit der Bedinguug sieht man folgendermal.~en: Die 



Eine Begrtindung der ebenen elliptischen Geometrie. 241 

Bewegung a .  b sei eine Spiegelung b. 0 sei der Schnittpunkt der 
Spiegelungsachsen a und b. Da O Fixpunkt der Spiegelungen a und b 
ist und b ~ a �9 b ist, muff 0 auch Fixpunkt der Bewegung b sein. Nun 
ist b .bestimmt keine Spiegelung, deren Achse durch 0 geht, denn dann 
ware a .  b eine Drehung um O, und das wi~re nach Satz 19 ein Wider- 
spruch zur Voraussetzung a .  b ~ - b .  Also ist b nach diesem Satz eine 
Drehung um O. 

Sa tz  27. Wird eine Drehung a dutch die Spiegelungspradukte 
a~. as und a~. a~ dargestellt, so sind die Schnittpunkte der Geraden- 
paare al, a~ und at, a.; miteinander identisch. 

Beweis .  Aus al �9 as ~ a~. a~ falgt 

a l  . a ,  . a s  - =  

und hieraus nach Satz 26, dal~ die Spiegelungsachse at dell Schnittpunkt 
der Geraden al, as enthi~lt. Ebenso folgert man, dal~ auch die Spiegelungs- 
achse a~ dutch diesen Punkt geht, womit der Satz bewiesen ist. 

Sa tz  28. Das Produkt zweier Drehungen ist eine Drehung. 
Beweis .  b~ und b2 seien zwei Drehungen mit den Drehpunkten 

OL und 03. g sei die Gerade (0103). Nach Satz 21 gibt es dann eine 
Gerade gl, so dal~ bl ~ g l . g  ist, und eine Gerade g2, so dal3 b2 =-: gg2 
ist. Dann ist 

b,.b2 ~ g l ' g - g ' g 2  ~ gl 'g2 .  
Hieraus folgt 
Sa tz  29. Die Drehungen bilden eine Gruppe. 
S atz 30. Sind a und b zwei Spiegelungen, deren Achsen senk- 

recht aufeinander stehen, und ist 0 der Schnittpunkt beider Achsen, 
p die Polare van O, so ist die Drehung a .  b die Spiegelung p. 

Bewei s .  p mtige die Geraden a und b in den Punkten A und B 
schneiden. P und P '  seien zwei von A und B verschiedene Punkte 
auf p,  sa da6 

A P  ~= A P '  

ist. Da B polar zu A ist, gilt nach Satz 7 auch 

B P  ~ B P ' .  

P und P '  werden danach bei den Spiegelungen a und b miteinauder 
vertauscht, bleiben also bei der Bewegung a .  b stehen. Da das ffir 
si~mtliche Punkte von p gilt, und a .  b nicht die Identiti~t sein kann, 
folgt, dal~ a .  b die Spiegelung p ist. 

Umgekehrt ist eine Spiegelung s gleich dem Produkt der Spiege- 
lungen an zwei aufeinander senkrecht stehenden Geraden, die durch 
den Pal der Spiegehmgsachse s gehen. Daraus folgt: 
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Satz  31. 
Sa tz  32. 
Beweis .  

Jede Spiegelung l~gt sich als Drehung auffassen. 
Eine involutorische Drehung ist eine Spiegelung. 
Die Drehung b -~- a .  b sei involutorisch, d.h.,  es sei 

b ~ -  a . b . a . b  ~ 1. 
Daraus folgt 

a . b . a  ~ b. 

Vertauscht die Spiegelung a die Gerade b mit der Geraden b', so lafit 
die Bewegung a . b .  a die Punkte der Geraden b' stehen. Nach der 
letzten Gleichung muff dann b ' :  b sein, und hieraus folgt nach Satz 16, 
dai3 die Geraden a und b aufeinander senkrecht stehen, b ist also 
nach Satz 30 eine Spiegelung. 

w 5. Definition des kinematischen Raumes. 
Mit Hilfe der Drehungen erkl~ren wir die Elemente eines Raumes. 

Wir nennen ihn den ,kinematischen Raum". Seine Elemente nennen 
wir R-Punkte, R-Ebenen und R-Geraden. 

E r k l i i r u n g  der  R - P u n k t e  und R - E b e n e n .  Jede Drehung a 
erkl~ren wir als einen R-Punkt und als eine R-Ebene. Die R-Punkte 
und R-Ebenen bezeichnen wir wie die entsprechenden Drehungen mit 
a, 5, c, - . . .  Stellen die Drehungen Spiegelungen dar, so verwenden wir 
deren Bezeichnungen: a, b, c . . . . .  Die IdentitiR nennen wir den Ein- 
heitspunkt bzw. die Einheitsebene und bezeichnen sie mit e\ Zwei R- 
Punkte bzw. R-Ebenen sollen dann und nur dann voneinander verschieden 
sein, wenn die entsprechenden Drehungen voneinander verschieden sind. 

Erk l i~rung  der  I n z i d e n z  z w i s c h e n  e inem R - P u n k t  und 
e ine r  R - E b e n e .  Wir sagen: Ein R-Punkt  a inzidiert mit einer R- 
Ebene 5, wenn die Drehung a. [ eine Spiegelung ist. 

Satz  33. Eine R-Ebene a inzidiert mit dem Einheitspunkt e daml 
und nur dann, wenn die Drehung a eine Spiegetung ist. 

Erkl i~rung.  Eine R-Ebene, die mit dem Einheitspunkt inzidiert 
nennen wir ,,Re-Ebene". 

Erk l i~rung der  R - G e r a d e n .  Eine Gruppe yon Drehungen mit 
demselben Drehpunkt erkl~iren wir als R-Gerade, desgleichen eine Rest- 
klasse nach einer solchen Gruppe yon Drehungen. Die R-Geraden 
bezeichnen wir mit 2 ,  ~ ,  E, . . .  oder wie die entsprechenden Gruppen 
mit A, B, C, �9 -. ,  {a}, {b}, �9 �9 �9 bzw. wie die entsprechenden Restklassen 

mit o . { b } , { c } . b , . . . .  
Erkl~i rung der  I n z i d e n z  z w i s c h e m R - G e r a d e ,  R - P u n k t  und 

R - E b e n e .  Wir sagen: Eine R-Gerade ~I inzidiert mit einem R-Punkt  a, 
wenn die Gr~ppe oder Restklasse 71 die Drehung a entldilt ; eine R-Gerade 
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inzidiert mit eine~' tt-Ebene b, wenn alle R-Punkte, die mit ~ inzidieren, 
auch mit ~ inzidieren; zwei R-Geraden schneiden sich, wenn sie mit dem- 
selben R-Punkt inzidieren. 

Satz  34. Eine R-Gerade 2[ inzidiert dann und nur dann mit dem 
Einheitspunkt, wenn ~ eine Gruppe von Drehungen darstellt. 

E r k l ~ r u n g .  Eine R-Gerade ~l, die mit dem Einheitspunkt in- 
zidiert, hempen wit ,,R~-Gerade". 

8a tz  35. Eine R-Ebene ~ inzidiert dann und nur dann mit einer 
R~-Geraden A, wem~ ~ eine R,-Ebene s ist und die Spiegelungsachse s 
mit dem Punkt ,4 inzidiert. 

Beweis .  ~ muit eine R,-Ebene s sein, weil sie mit dem Einheits- 
punkt e inzidieren soll. Ist a ein von e verschiedener R-Punkt auf der 

) l //~-(~eraden A, so ist die Bewegung a.  s nach Satz 26 dann und nur 
dann eine Spiegelung, wenn die Spiegelungsachse s mit dem Drehpunkt A 
yon tl inzidiert. Daraus folgt, dat/ die im vorstehenden Satz aus- 
gesprochene Bedingung sowohl notwendig als auch hinreichend dafiir ist, 
dab die R-Ebene ~ mit der Re-Geraden A inzidiert. 

Jede R~-Gerade (,~ bilden wir auf den Drehl)unkt G der ent- 
sprechenden Drehungsgruppe ab, jede R~-Ebene s a u f  die Achse s der 
entsprechenden Spiegelung. 

Satz  36. Die so definierte Abbildung der RcGeraden und R~- 
Ebenen auf die Punkte und Geraden ist umkehrbar eindeutig. 

Aus Satz 35 folgt 
Satz  37. Eine Re-Gerade G inzidiert danu und nur dann mit 

ciner R,-Ebene s, wenn der Punkt G mit der Geraden s inzidiert. 
Hieraus folgt, dart jeder Schnittpunktsatz fiir R,-Geraden und R~- 

Ebenen sich als Schnittpunktsatz fib' Punkte und Geraden in der zugrundc 
liegenden Geometrie aussprechen l~tlit. 

w 6. Inzidenzs~tze im kinematischen Raum. 
H i l f s s a t z  2. Ist .4 eine RrGerade,  so gibt es drei verschiedene 

R-Punkte, die mit A inzidieren. 
Beweis .  Nach Axiom I, 3 gibt es eine Gerade g, die den PunktA 

nicht enthalt, und nach der Voraussetzung S. 233 unten gibt es drei ver- 
schiedene Punkte G1, G~, G8 auf g. Sind a~, a~, as die Geraden (AG1), 
(AG~), (AGs), so stellen die Drehungen a~. a~, a~. as zwei verschiedene 
R-Punkte  dar: die mit der R~-Geraden A inzidieren. Der Einheits- 
1)unkt r ist ein dritter R-Punkt  auf A. Er ist von den R-Punkten 
rQ.~(~ lllld tQ.aa  verschieden. 

Satz  38. Ist ~ eine R-Gerade, so gibt es drei verschiedene 
R-Punkte,  die mit ~.1 inzidieren. 
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Beweis .  Es darf vorausgesetzt werden, dal~ ~ einen R-Punkt t~ 
! t f enthalt. Sind a~, a2, a8 drei verschiedene R-Punkte der R~-Geraden ~,/a -~, 

! I ! 
so sind a~a, a2a, aaa drei verschiedene R-Punkte auf 2 .  

Sa tz  39. Zu zwei R-Punkten a, b gibt es immer eine R-Gerade, 
die mit jedem der beiden R-Punkte inzidiert. 

Beweis .  Mit den R-Punkten a, b inzidiercn die R-Geraden 
{ ~  ~ f l { f l - - l ~ 3 }  und (~ ' - -{t lb-~}b.  

Aus Satz 27 folgt 
H i l f s s a t z  3. Zu einem yore Einheitsl)unkt verschiedenen R-l 'unkt 

gibt es nicht mehr als eine RcGerade, die mit ihm inzidiert. 
Sa tz  40. Zu zwei verschiedenen R-Punkten a und b gibt es 

nicht mehr als eine R-Gerade, die mit jedem der beiden R-Punkte 
inzidiert. 

Beweis .  (~ uud (~' seien zwei R-Geraden, die mit den R-Punkten 
a und b inzidieren. (~a -~ und (~'a -~ sind dann zwei Re-Geraden, die 
mit dem vom Einheitspunkt verschiedenen R-Punk t  ha - '  inzidieren. 
Nach Hilfssatz 3 sind sie miteiuander identisch. Folglich sind auch die 
R-Geraden @ uud (~' miteinander identisch. 

H i l f s s a t z  4. Ist a eine Re-Ebene, so gibt es zwei voneinander 
und vom Einheitspunkt verschiedene R-Punkte  auf a, die nicht auf 
derselben R~-Geraden liegen. 

Beweis .  Sind At und A~ zwei verschiedene Punkte der Geraden a, 
a~ und a~ yon der Identitiit verschiedene Drehungen um A~ bzw. A~, 
so stellen a~ und a_~ zwei yon e verschiedene R-Punkte  dar, die nicht 
auf derselben R~-Geraden liegen, aber mit der R-Ebene  a inzidieren. 

H i l f s s a t z  5. Zu zwei R-Punkten al und a.o gibt es immer eine 
R~-Ebene, die mit jedem der beiden R-Punkte inzidiert. 

Beweis .  At und A~ seien die Drehpunkte tier Drehungen a, und a~. 
Ist a eine Gerade dutch A, und A._,, so stellt die Spiegelung a eine 
R~-Ebene dar, die mit den R-Punkten a~ und a~ inzidiert. 

H i l f s s a t z  6. Zu irgend zwei R-Punkten a~, a~, die vom Einheits- 
punkt und voneinander verschieden sind und die nicht auf derselben 
R~-Geraden liegen, gibt es nicht mehr als eine R,-Ebene, die mit jedem 
der beiden R-Punkte a,, a~ inzidiert. 

Beweis .  A~ und A~ seien die Drehpunkte der Drehungen a~ 
und a.~. Sind a und a' zwei R~-Ebenen, die mit den R-Punkten a~ 
und a, inzidieren, so gehen nach Satz 26 die Spiegelungsachsen a und a' 
durch die Punkte AI und A~. Da nach Voraussetzung diese beiden 
Punkte voneinander verschieden sind, mtisseu die Achsen und damit 
auch die R~-Ebenen a und a' miteinander identisch sein. 

Sa t z  41. Zu drei R-Puukten a~, a.,, a.~ gibt es immer eine R-Ebclm, 
die mit jedem dieser drei R-Punkte inzidiert. 
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Beweis .  Nach Hilfssatz 5 gibt es eine RcEbene a, die mit den 
R-Punkten a~. Q11 und a:~. a~-' inzidiert. Die R-Ebene al~. a inzidiert 
dann mit den R-Punkten al, a.,, a3. 

Sa tz  42. Zu irgend drei verschiedenen nicht auf derselben 
R-Geraden liegenden R-Punkten a,, a,~, a~ gibt es nicht mehr als eine 
R-Ebene, die mit jedem der drei R-Punkte inzidiert. 

Beweis .  f u n d i '  seien zwei R-Ebenen, die mit den R-Punkten 
a,, a~, a3 inzidieren. Dann sind ai. fund  a~. I' zwei R,-Ebenen, die mit 
dell R-Punkten a 2. a~ ~ und a~. a~ -1 inzidieren. Da diese beiden R-Punkte 
vom Einheitspunkt und voneinander verschieden sind, miissen nach Hilfs- 
satz 6 die Re-Ebenen a~. i und a~-f' und folglich auch die R-Ebenen I 
mid ~' miteinander identisch sein. 

w 7. Polarit~t im kinematischen Raum. 
Erkli~rung. Einen R-Punkt a und eine R-Ebene b nemmn wir 

l)olar zueinander, wenn a und 5 dieselbe Drehung darstellen, a heillt 
Pol yon 5, b heil~t Polarebene yon a. 

Aus diesel' Erkli~rung folgt unmittelbar 
Sa tz  43. Zu jedem R-Punkt gibt es eine und nur eine Polarebene; 

zu jeder R-Ebene gibt es einen und nur einen Pol. 
Sa tz  44. Der Pol einer R-Ebene b und die Polarebene eines 

R-Punktes a inzidieren dann und nur dann miteinander, wenn a mit b 
inzidiert. 

Beweis .  1st die Drehung a .  b eine Spiegelung, so ist auch die 
I)rehung 5. a eine Spiegelung; denn aus 

a . b ~ s  
f()lgt 

]~.~ ~-- ~ - l . s . c [ ;  

die Drehtmg a 1.s. a ist involutorisch, also nach Satz 32 eine Spiegelung. 
Umgekehrt folgt daraus, dal3 l~. a eine Spiegehmg ist, die Tatsache, 
dal~ auch ~a. b eine Spiegehmg ist. 

Erkl~tl 'ung. EineR-Gerade ~ nemmn wirPolare einerR-Geraden ?[, 
wenn die Pole der R-Ebenen, die mit ?1 inzidieren, die Gesamtheit der 
R-Punkte darstellen, die mit ~ inzidieren. 

Aus dieser Erkl~trung folgt umnittelbar 
Sa tz  45. Eine R-(~erade besitzt hOchstens eine Polare. 
H i l f s s a t z  7. ,Iede R,,-C4erade besitzt eine Polare. 
[~eweis. ]st .t eine l~.-Gerade trod a eine Gerade dm'ch dell 

I",::!]:t .t, so ist die R-6erade A . ,  eine Polare yon A. 
Um diese Behauptung zu beweisen, mul~ zuniichst gezeigt werden, 

(l~li.i der Pol jeder/~'-Ebene, die mit .4 inzidiert, ein R-Pmlkt von A-a  ist. 
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Nach Satz 35 werden die R-Ebenen, die mit A inzidieren, dargestellt 
dureh die Gesamtheit der Spiegelungen, deren Achsen durch den Punkt A 
gehen. Ist a' eine solche Spiegelung, so ist die Drehung a'. a ~--- a eine 
Drehung um A; also ist a' ~- a .  a eine Drehung aus der Restklasse A. a, 
d. h. der R-Punkt a', Po lde r  R-Ebene a', inzidiert mit der R-Geraden A. a. 

Zweitens muff gezeigt werden: Ist a. a ein R-Punkt der R-Geraden 
A.a ,  so inzidiert die R-Ebene a . a  mit der R~-Geraden A. Ist a' 
irgendeine Drehung um A, so ist die Drehung 

f l ' . a . a  ~-- f l " . a  

nach Satz 26 eine Spiegelung. Die R-Ebene a . a  inzidiert also mit jedem 
R-Punkt a' der Re-Geraden A, folglich auch mit der Re-Geraden A 
selbst. 

Sat~  46. Jede R-Gerade 92 besitzt eine Polare ~ .  
Beweis .  ,a sei ein R-Punk t ' von  92. Ist !D' die Polare der 

Re-Geraden 9 2 ' ~  92a -1, so ist !~ - - - - a - l~  ' die Polare yon 92. 
Zun~ch'st muff gezeigt werden: Ist ~ eine R-Ebene, die mit !~I in- 

zidiert, so liegt der R-Punkt  ~ auf !D. a .  a- ist eine R-Ebene, die mit 
92'-----92. a -1 inzidiert. Ni~ch Voraussetzung ist dann a .  ~ ein R-Punkt 
yon ~'.  Daraus folgt, daft ~ ein R-Punkt von a -1 !~'----~ ist. 

Zweitens muf gezeigt werden: Ist b e in 'R-Punk t  von ~ ,  so 
inzidie,'t die R-Ebene 5 mit 2 .  Ist b ein R-Punkt yon !~, so ist 
a .  5 ein R-Punkt yon a .  !8 ~- ~' .  Nach Voraussetzung inzidiert dann 
die R-Ebene a.  5 mit 9 2 ' ~  2 .  a -~. Daraus folgt, daff die R-Ebene 
mit 92 inzidiert. 

Sa tz  47. Ist >~ die Polare der R-Geraden 92, so ist auch 2 dic 
Polare yon ~ .  

Bewei s .  Zunachst ist zu zeigen, daf  der Pol jeder R-Ebene, 
die mit ~ inzidiert, ein R-Punkt yon ~/ ist. Ist b c i n e  R-Ebene, die 
mit !~ inzidiert, so heii~t das, dal~ i) mit jedem R-Punkt yon !~ in- 
zidiert. Nach Satz 44 muf dann der R-Punkt I) als P o l d e r / { - E b e n e  b 
mit den Polarebenen s~tmtlicher R-Punkte von ~ inzidieren. Liige nun 
der R-Punkt 5 nicht auf 92, so mii~ten diese Polarebenen nach Satz 42 
miteinander identisch sein im Widerspruch zu Satz 43. 

Zweitens ist zu zeigen, dab die Polarebene jedes R-Punktes you 92 
mit ~ inzidiert. ]st a ein R-Punkt yon 92, so inzidiert dieser mit 
siimtlichen R-Ebenen, die 92 enthalten. Nach Satz 44 muff dann die 
R-Ebene a als Polarebene des R-Punktes a die Pole s}tmtlicher R-Ebenen 
enthalten, die mit ?1 inzidieren, d.h. sie muff siimtliche R-Punkte von 
enthalten, also mit ~ inzidieren. 

Erkl~trung.  Diejenige Abbildung, die jeden R-Punkt auf seine 
Polarebene, jede R-Ebene auf ihren Pol, jede R-Gerade auf ihre Polare 



Eine Begrtindung der ebenen elliptischen Geometrie. 247 

abbildet, nennen wit die polare Abbildung des kinematischen Raumes 
auf sich. 

Sa tz  48. Die polare Abbildung ist umkehrbar eindeutig 
Sa tz  49. Bei der  polaren Abbildung inzidieren zwei Bildelemente 

dann und nur dann miteinander, wenn die beiden entsprechenden Original- 
elemente miteinander inzidieren. 

w 8. Das Dualit~tsprinzip im kinematischen Raum. 
Aus der polaren Abbildung folgt die Gfiltigkeit des Dualiti~ts- 

prinzips im kinematischen Raum, d. h. es gilt 
Sa tz  50. Ein Inzidenzsatz bleibt richtig, wenn man in ihm jedes- 

real das Wort ,,R-Punkt" dutch das Wort ,,R-Ebene" und das Wort 
,,R-Ebene" durch das Wort ,,R-Punkt" ersetzt. 

Durch die Anwendung des Dualitatsprinzips erhalt man aus den 
Si~tzen 38--42 folgende Si~tze: 

Sa tz  51. ]st 9A eine R-Gerade, so gibt es drei verschie~iene 
R-Ebenen, die mit ~[ inzidieren. 

Sa tz  52. Zu zwei R-Ebenen a, D gibt es immer eine R-Gerade, 
die mit jeder der beiden R-Ebenen inzidiert. 

Sa tz  53. Zu zwei verschiedenen R-Ebenen a, b gibt es nicht 
mehr als eine R-Gerade, die mit jeder der beiden R-Ebenen inzidiert. 

Sa tz  54. Zu drei R-Ebenen al, a~, a8 gibt es immer einen R-Punkt, 
der mit jeder dieser drei R-Ebenen inzidiert. 

Sa tz  55. Zu irgend drei verschiedenen, nicht mit derselben R-Ge- 
l'aden inzidierenden R-Ebenen al, a~, a8 gibt es nicht mehr als einen 
R-Punkt, der mit jeder der drei R-Ebenen inzidiert. 

Mit Hilfe der Si~tze 38--42, 51--55 lassen sich folgende weitere 
]nzidenzs~tze beweisen: 

Sa tz  56. Eine R-Gerade 9A inzidiert mit einer R-Ebene a, 
wenn ~[ und a mit zwei verschiedenen R-Punkten al, a, inzidieren. 

Beweis. Nach Satz 51 gibt es zwei verschiedene R-Ebenen b, c, 
die mit 9A inzidieren. Wir haben nur den Fall zu betrachten, wo a 
yon b u n d r  verschieden ist. Die R-Ebenen a, b, r inzidieren mit 
den beiden R-Punkten ai, a~. Nach Satz 55 miissen sie also mit einer 
R-Geraden inzidieren. Nach Satz 53 mu• diese mit 9A identisch sein. 

Sa tz  57. Zu einem R-Punkt a und einerR-Geraden ~,  die nicht mit 
a inzidiert, gibt es eine und nur eine R-Ebene, die mit (~ und a inzidiert. 

Beweis .  Sind ~i und g~ zwei verschiedene R-Punkte auf (~, so 
~ibt es nach den S~ttzen 41 und 42 eine und nut eine R-Ebene, die 
mit den R-Punkten a, .ql, ~ inzidiert. Nach Satz 56 inzidiert diese 
R-Ebene auch mit der R-Geraden (~. 
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Sa tz  58. Zu zwei verschiedenen R-Geraden ~1, ~ ,  die mit einem 
R-Punkt g inzidieren, gibt es eine und nur eine R-Ebene, die mit jeder 
der beiden R-Geraden ~ ,  ~ inzidiert. 

Beweis .  Ist a ein yon ~ verschiedener R-Punkt  auf ~l, b ein 
yon g verschiedener R-Punkt  auf ~ ,  so gibt es nach den S/~tzen 41 
und 42 eine und nur eine R-Ebene, die mit den R-Punkten ~, a, b 
inzidiert. Nach Satz 56 inzidiert diese R-Ebene auch mit den 
R-Geraden ~1, ~ .  

Auf Grund des Dualit~tsprinzips folgen aus den S~itzen 57 und 58 
folgende Satze: 

Sa tz  59. Zu einer R-Ebene a und einer R-Geraden (~, die nicht 
mit a inzidiert, gibt es einen und nur einen R-Punkt~ der mit | und a 
inzidiert. 

Sa tz  60. Zu zwei verschiedenen R-Geraden ~/, ~ ,  die mit einer 
R-Ebene ~ inzidieren, gibt es einell und nur einen R-Punkt ,  der mit 
jeder der beiden R-Geraden ~I, 93 inzidiert. 

Die Ergebnisse yon w167 6, 7 und 8 k(innen wit kurz in der Fest- 
stellung zusammenfassen, da~ der kiner~atiscl~e Raum ein projektiver 
Raum ist. 

w 9. Die S tze yon DESARGUES und PAS0AL. 

Jede R-Gerade der Einheitsebene inzidiert mit einer und nur einer 
Re-Ebene, jeder R-Punkt  d er Einheitsebene mit einer und nur einer 
Re-Gel'aden. Umgekehrt inzidiert jede Re-Ebene mit einer und nur einer 
R-Geraden der Einheitsebene, jede Re-Gerade mit einem und nur einem 
R-Punkt der Einheitsebene. 

Bilden wir nun jede R-Gerade der Einheitsebene auf die mit ihr 
inzidierende Re-Ebene, jeden R-Punkt  der Einheitsebene auf die mit 
ihm inzidierende Re-Gerade ab, so ist diese Abbildung der Einheits- 
ebene auf die Re-Geraden und die Re-Ebenen umkehrbar eindeutig; 
auBerdem gilt folgender Satz: Eine R-Gerade der Einheitsebene iuzidiert 
dann und nur dann mit einem R-Punkt  der Einheitsebene, wenn die 
entsprechende Re-Ebene mit der entsprechenden Re-Geraden inzidiert. 

Mit Hilfe der auf S. 243 dargestellten Abbildung erhalten wir eine 
umkehrbar eindeutige Abbildung der Einheitsebene auf die Ebene der 
zugrunde liegemen Geometrie, welche Punkte auf Punkte und Geradeu 
auf Geraden abbildet derart, dab ein Bildpunkt dam und nur dann mit 
einer Bildgeraden inzidiert, wenn tier 0riginal-R-Punkt mit der Original- 
l~-Geraden inzidiert. 

Jeder Inzidenzsatz der Einheitsebene 1/~l~t sich somit auch als 
[nzidenzsatz in der zugrunde liegemen Geomctrie aussprechen. Da in 
jeder Ebene eines projektiven Raumes dcr Satz yon I)ESAH(a!I~:S crfiilh 
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ist, so gilt derselbe in jeder R-Ebene  und daher auch in unserer ebenen 
Geometrie. 

Sehliel~lich wenden wir uns dem Beweise des Satzes von PASCAL ZU~). 
S a t z  61. Sind ai, a2, a.~, bl, b~, b.~ sechs verschiedene Re-Ebenen, 

inzidieren al, a~, a~ mit einer Re-Geraden A; b~, b2, ba mit einer von A 
verschiedenen Re-Geraden B,  ist Pk~ die Schnittgerade von ak und b~ 
(k = l, 2, 3, l - -  1, 2, 3), gkz diejenige Re-Ebene, die durch Pkt und Plk 
(k :~ l) bestimmt ist, so schneiden sich die Re-Ebenen g~2, g.~a, gai in 
ein und derselben R~-Geraden. 

B e w e i s .  s sei die Re-Ebene, die durch die Re-Geraden A und B 
bestimmt ist; bk sei die durch die Spiegelungen s und bk bestimmte 
Drehung: 

bk = s- bl~. 

,4 ~ B 

P.fr 

Daraus, dafl die /~-Gerade A mit der Re-Ebene s inzidiert, folgt, dab 
die R-Gerade A-bk  mit der R~-Ebene 5k -1. s ~ bk. s - s  ~--~ bk inzidiert. 
Entsprechend folgt, dal] die R-Gerade nl.:. B m i t  der R~-Ebene ak in- 
zidiert, wenn 

f lk  = (~k" 8 

gesetzt wird. 
Die R-Gerade a k . B  hat mit der /~-Geraden A .  bt del~ R-Punkt  

p1,:l = ale. b~ gemeinsam. I)er R-Punkt  Pkt liegt auf der R~-Geraden Pkl. 
fk sei die R-Ebene,  die dutch die R-Geraden ak �9 B und A �9 bk be- 

stimmt ist. Die R-Ebenen  1k Und i~ haben dann die R-Punkte  pkt und Pu~ 
gemeinsam und damit deren Verbindungsgerade (~1,l, die in der Re-Ebene gk~ 
liegt. Die R-Ebenen I1, I~, I3 sind verschieden voneinander. Denn ware 

~) Vgl. a. a. 0. S. 10. Dem Beweis liegt die Tatsache zugrunde, dal5 im kine- 
matischen Raum sich durch zwei sich schneidende R-Gerade stets eine nicht entartete 
Regelfl~iche zweiter 0rdnung legen l~ t .  
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etwa ~ ~ f~, so mtiBten die R-Geraden ~ .  B und a~.B in derselben 
R-Ebene liegen, also einen R-Punkt c gemeinsam haben, 

Hieraus wfirde folgen 
--1 , D~--I  

und, da die Drehungen a~ -1. al und b~. b~ -~ naeh Voraussetzung zu ver- 
sehiedenen Gruppen geh6ren, 

n~-l.al ~ 1, 

woraus im Widerspruch zur Voraussetzung al ~ a~ folgen wtirde. Die 
R-Ebenen f~, f~, fs k6nnen nicht mAt derselben R-Geraden inzidieren; denn 
dann miiBten z. B. die R-Punkte p~, p~, P~3 auf dieser R-Geraden liegen, 
d. h. p~ mii~te auf der R-Geraden a~. B liegen, a~ also mAt a~ zusammen- 
fallen. Die R-Ebenen f~, f~, f8 haben also genau einen R-Punkt p g emein- 
sam. Dasselbe gilt dann aueh ffir die Schnittgeraden (~t. Ist P die 
Re-Gerade durch den R-Punkt p, so folgt, da~ die R~-Ebenen .q~, g~,~, g.~ 
mAt P inzidieren, w. z. b. w. 

Die Anwendung des Dualit~ttsprinzips auf Satz 61 ergibt 
Sa tz  62. Liegen die Ecken eines Sechsecks abweehselnd auf zwei 

R-Geraden der Einheitsebene, so liegen die Schnittpunkte gegeniiber- 
liegender Seiten auf derselben R-Geraden. 

Auf Grund der auf S. 248 dargestellten Abbildung bedeutet dieser 
Satz  in der zugrunde liegenden Geometrie den Satz  yon PASCAL (fiir 
cAn Geradenpaar als Kegelschnitt). Der Satz 61 bedeutet auf Grund der 
auf S. 243 dargestellten Abbildung die Umkehrung des P~SCALschen Satzes. 

w 10. Der MaBkegelschnitt. 
Aus dem PASCALSChen Satz folgt bekanntlich, da~ sich projektive 

Koordinaten, die Elemente eines K6rpers K sAnd, fiir Punkte und Geraden 
erkli~ren lassen. Jedem Punkt entspricht ein Tripel yon Zahlen (~xl, 
(~x~, r (Q beliebig 4 0), ebenso jeder Geraden ein Tripel aul,  au~, au.~, 
und die Inzidenz yon Punkten und Geraden driickt sich in der Gleictnmg 

U~Xl+U~x2+u~x3 z 0 

aus. Das projektive Bezugssystem besteht aus einem Dreieck und einem 
Einheitspunkt. Die Kollineationen der Ebene, d. h. die Abbildungen, 
welche die Punkte eineindeutig transformieren und je drei Punkte einer 
Geraden wieder in Punkte einer Geraden iiberfiihren, lassen sich so 
darstellen: 
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Hierin sei die Determinante der Koeffizienten I[aik]l ~ 0, und J ( a ) - ~  a' 
bedeute eJnen Automorphismus des K0rpers K. Die Korrelationen, d.h. 
die Transformationen, welche Punkte in Gerade und Gerade in Punkte 
eineindeutig iibefffihren und die Inzidenz erhalten, werden durch 

u~ --~ aa J ( x l ) + a i 2  J(x~)+ai8  J (xs )  (i ---- 1, 2, 3) 
geliefert. 

Wir mfissen nun in dieser Ebene die metrischen FormeIn zu ge- 
winnen suchen. Die Zuordnung tier Punkte zu ihren Polargeraden ist 
eine Korrelation. Nehmen wir ein Polardreieck als Bezugssystem, so 
muff die Korrelation die Gestalt 

u~ ~--- a i i J ( x i ) ,  aii 4 0 (i = 1, 2, 3) 

haben. Die hiermit verbundene Zuordnung yon Geraden zu Punkten 
ha t  die Gestalt 

x~ = a ~ t J ( u i )  , 

und da der Pol einer Polargeraden wieder der ursprilngliche Punkt  ist, 
so mug 

qX i ----- a-~l J(ai i  J (x i ) )  

sein. Ffir xi ~ 1 folgt hieraus 

a-~ 1 J(ai~) -~- •t (i = 1, 2, 3) 
und fiir drei beliebige bi 

Q~bi ~ d2(bi), ~----- QQt 7 

und daher fiir alle Elemente a des Ktlrpers J ~ ( a ) - ~  ~ a ;  da a ' ~  Q~a 
ein Automorphismus des K(irpers ist, folgt Q~: 1, d. h. 

J~(a)  ~-  a. 
Offenbar ist fiir k i ~ aii a~ ~ 

J(ki)  --~ ki; 

wir k(innen also erreichen, dag die Polaritiit durch 

U~ ----- ki J ( x i )  mit ki ~-O, kx ~ 1, J(ki)  ---- ki  
vermittelt wird. 

Unser Ziel ist, zu zeigen, dal~ J (a )  --- a sein muff, indem wir 
nachweisen, dab sonst mehr als zwei kongruente Strecken mit dem- 
selben Anfangspunkt auf derselben Geraden liegen wiirden. Zuniiehst 
stellen wit einige einfache Folgerungen aus der involutorischen Eigen- 
schaft des Isomorphismus zusammen. Die Elemente a mit J ( a ) ~  a 
bilden einen K(irper .4. Ist J ( a ) ~  a, so geniigt a der quadratischen 
Gleiehung 

x 2 -  x (a + J(a))  -~ a J(a)  ---- O, 

1"7 
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deren Koeffizienten zu A gehCh'en, a--J(a)  geh0rt alsdann nicht zu .4, 
und ist b eine zweite Zahl mit b ~ J(b), so gehtirt (a--J(a))  (b--J(b)) -1 
zu .4, und fo!glich ist K quadratisch iiber .4. K entsteht aus .4 durch 
Adjunktion eines Elementeg v ~ a--J(a)  mit J(~) - -  - -v ;  alle Elemente 
yon K erhMt man in x + y v ,  wenn x, y unabhi~ngig voneinander .4 
durchlaufen, und es ist J ( x + ~ : y ) =  x - - v y .  

Wir fragen nun nach den projektiven Abbildungen der Ebene, 
welche die Pol-Polarenzuordnung erhalten. Die Form 

(1) Q (x) = kl xl g @1) + k~ x~ J (x~) + k~ x3 J (xs) 

darf sich bei diesen Transformationen h(ichstens mit einem Faktor 
multiplizieren, es muii also 

Q(x') : 2Q(x) 

sein. Diese Trangformationen bilden eine Gruppe ~ ,  welche die Be- 
wegungen unserer Geometrie gewit~ enthMt. Es gibt nur eine Trans- 
formation aus ~ ,  die alle Punkte einer Geraden festlafit und involu- 
torisch ist. Wir k0nnen nitmlich die Gerade als die Gerade x3 = 0 in 
das Bezugsdreieck nehmen, alsdann hat die Transformation die Gestalt 

( ' 2 )  ' ' ' Xl ~ a x l ,  x2 ~ b x 2 ,  ,9"'t/ ~ c,%'3~. 

u n d e s  muff a s - - - b  ~ c  ~, also a ~ b = - - c  sein. EinesolcheTrans-  
formation ist daher eine Spiegelung. Damit die Transformation ('2) 
zu ~ gehCirt, ist aber nicht erforderlich, daft sie involutorisch ist, es 
geniigt vielmehr, dai~ 

aJ(a) ~ b J(b) = cJ(c) 

ist; solche Transformationen lassen sich leicht angeben, z.B. indem wit 

a f c g 
b J ( f ) '  b J(g) 

mit J (f):~ f ,  J (q )~  g setzen. Diese Abbildungen ffihren die Geraden 
und Punkte des Bezugsdreiecks in sich fiber, und sobald wir zeigen 
k~innen, dal~ eine solche Transformation, die weder die Identitat noch 
eine Spiegelung ist, durch drei Spiegelungen bewirkt werden kann, ist 
der angekiindigte Beweis erbracht. 

Zu diesem Zweck untersuchen wir die Transformationen mit der 
Fixgeraden x3 = 0 und dem Fixpunkt 0, 0, 1 etwas genauer. Ftihrt 
eine solche Transformation a,, a~, 0 in 0, l, 0 iiber, so mull sie gleich- 
zeitig die beiden zu diesen polaren Punkte vertauschen, und sie lafit 
sich daher in die Gestalt 

r 

X~ = a t  X, + k_~ h~ ~,',, 
t 

(1! 3 ~ ( t  I f '2:1'3 
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setzen; dabei ist zur Abktirzung J ( a ) =  ~ gesetzt. Die Bedingung, 
dal] die polare Zuordnung auf der Geraden x3 = 0 erhalten bleibt, ist 
erfiillt, wenn a ~ = 1 ist. Die Bedingung, dal~ in der ganzen Ebene 
die polare Zuordnung erhalten bleiben soll, ergibt 

(3) a~ ~ + ks as ~/s : ks a ~; 

damit sich also ein Punkt  a~, a s ,  0 in 0, 1, 0 tiberftihren l~fit, mul3 

(4) Q ( a , ,  as, 0) = ;t Q(0 ,  1 , 0 )  mit Z = a 

sein. Damit die auf x.~ = 0 induzierte Transformation involutorisch 
ist, mul~ 

( 5 )  . - -  
as 

sein, und damit sie einen Fixpunkt  mit x~ = q Xl, x~ = - q  x2 hat, mul] 

also nnter Beachtung yon (3) und (5) 

2 2 
,o = - -  a k2 a d 

sein. Die Spiegelung an der Geraden durch diesen Punkt  und 0, 0, 1 
erhalten wir, wenn q = a ks, also 

a ~ as (6) 
a a as 

gesetzt wird. Es lassen sich leicht Elemente angeben, welche (5) und 
(6) erfiillen, z. B. 

a, = 1,  C,s = # 1--) '~l ' :s  11-1 1 -~-2Sks  
'2-" 2ks : (~--=--2 " 2ks mit ~ : Z ,  ~ - : + t - ! .  

Fiihren wit  zwei zu diesen Parametern gehSrige Spiegelungen mit gleichen 
Werten )~ und einmal ~ = 17 einmal ~ ~ _~1 hintereinander aus, so 
erh~tlt man 

x'~' : 1t - 2  k 2 [a~ q- ,~ lk  e a 2 ] x l  - ~7 - 2  I; 2 [);'2 q l  a2 (1 -~- ~t)] x 2 

( 7 )  4 '  - - [~,-_o ,~  a.,  (~ +~)]x~+k.._,l,,l+7,.., 7~lx._, 
Xa ~--]  '2 o " - - -  a k.~x~. 

Setzen wir 

2 +111~'2 a~ - -  b, ,  ~ - -  k.~ a t a.~ (1 A-i ~i) : : -  bl, (/1 . . 

bilden die Spiegelung, die b~, b~, 0 in 0, 1, 0 iiberfiihrt, und setzen sie 
mit (7) zusammen, so erhalten wir eine Abbildung 

- -  ' ' "  ( ~ 7 =  1). (8) a'~" ,#'-' ~ - l  x , ,  a g ' =  x.,, x~ : ~x.~ 
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Dureh Wahl yon ). kann hierin ~/-2 ~--~ ~ ___ 1 gemaeht werden. Und 
wir haben also in (8) eine Transformation, welehe 1, 0, 0 und die 
Gerade x8 = ' 0  festlitflt und weder die Identitat noch eine Spiegelung ist. 

Der Isomorphismus J(a) muB also die Identiti~t sein, und d/e 
Polaritdt wird mithin durch eine quadratische Form 

(9) = 0 
vermittelt. 

w 11. Die Anordmmg. 

Die Bedingung, dab zwei Gerade verschieden sind und der Pol 
daher nieht mit seiner Polaren inzidieren daft, besagt, dal~ (9) niemals 
zu 0 gemacht werden kann, d, h. dal~ stets 

(10) --1 4 k 2 ~ + k s ~  und ks ka 4xs  

ist. Die projektiven Transformationen der Gruppe !R, welche die polare 
Zuordnung erhalten, sind sitmtlich Bewegungen. Aus den Formeln (4) 
erkennt man namlich, daft zwei Punkte xl, xa, xs und yl, Ys, ys sieh 
nur dann ineinander tiberftihren, lassen, wenn Q(x) ~- Q(y))3 ist. Dann 
sind aber nach (3), (5) und (6) die Punkte stets durch eine Spiegelung 
ineinander transformierbar, welche die Geraden durch die beiden Punkte 
in sich fibefffihrt. Liegen zwei Strecken PIPs u n d ~ / ~ 2  vor, welche 
sich dureh eine Transformation aus !R ineinander fiberftihren lassen, so 
lal~t sich /~1 durch eine Spiegelung nach/)1 tiberftihren, Ps gehe dabei 
nach/~2' fiber. Alsdann li~t sieh, wie man unschwer dureh zur obigen 
duale Uberlegung sieht, die Gerade (P1/~2') in die Gerade (P1 Ps) dureh 
eine Transformation aus IR und also auch durch eine Spiegelung, 
welche/)1 festlafit, fiberftihren. Geht dabei/~'  in /)2* fiber, so sind die 
Punkte P.~ und /)2* entweder identisch, oder sie gehen durch eine 
Spiegelung, die t)1 festl~l~t, ineinander fiber. Mithin ist die Strecke P1 P~ 
zu der Strecke ~/~2 kongruent, die Transformationen aus !R erhalten 
also auch die Kongruenz und sind daher Bewegungen. Umgekehrt ist 
unschwer zu sehen, dal~ zu jedem Kt~rper und Mal~kegelschnitt (9) mit 
(10) eine elliptische Geometrie geh6rt, die unseren Axiomen geniigt. 

Da 
q(O, 1, O) - -  ks, Q(O, O, 1) ~--- ks 

ist, so hat Halbierbarkeit des rechten Winkels oder die Mtiglichkeit, 0, 1,0 
in 1, 0, 0 und 0, 0, 1 in 1,0,  0 durch eine Spiegelung iiberzuftihren, zur 
Folge, daft k2-~-Z s, ks = t~ s gesetzt werden und die metrische Grund- 
form zu 

= 
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normiert werden kann. Es kann ferner jeder _Punkt in einen zu ihm 
polaren und daher in jeden anderen hineinbewegt werden; deshalb muff 
sich aus jeder Summe yon zwei (und drei)Quadraten die Wurzel ziehen 
lassen. Alsdann lassen sich auch alle Geraden durch einen Punkt durch 
Drehung um diesen Punkt ineinander iiberfiihren, und daher l~tBt sich 
jede Strecke yon jedem Punkt aus auf jeder Geraden abtragen. Der 
zugeh~rige K~rper muff ree l l  sein; denn jede Zahl, die sich als Summe 
yon n Quadraten darstellen l~Bt, l~fit sich in ihm als Quadrat schreiben. 
Die Zahl - -1  daft sich also nicht als Summe yon Quadraten schreiben 
lassen, weft sonst ein Widerspruch zu (10) entst~nde. 

Ein reeller K~rper l~tfit sich bekanntlich nach ARTIN und SCHREIER 
ordnen; er enth~tlt als Unterk~rper zun~chst die rationalen Zahlen bzw. 
einen zu diesen isomorphen Zahlk0rper; der Koordinatenk0rper enth~tlt 
ferner den euklidischen K0rper, der aus dem rationalen durch suk- 
zessive Adjunktion von Quadratwurzeln aus den Elementen l + a  ~ 
entsteht. Dieser euklidische K0rper l~tfit sich zwar auf verschiedene 
Weise ordnen, abet alle so entstehenden geordneten K0rper sind zu- 
einander isomorph. Dasselbe gilt daher auch yon zwei elliptischen 
Geometrien, die zu einem euklidischen K0rper geh0ren. 

Schliefilich fordern wir noch: Sind ML und M~ ein polares Punkte- 
paar, P ein Punkt auf der Geraden g durch 3/1 und M~, zl, x~ die 
beiden Kreise mit dem Mittelpunkt M1 bzw. M2 und dem Radius M1 "P 
bzw. M~P, so haben xi, x~ und g noch einen Punkt Q gemeinsam, und 
jede SenkrecMe auf g, die nicht durch P oder Q geht, trifft entweder 
den Kreis x~ oder den Kreis ~ in genau zwei Punkten. Alsdann li~Bt 
sich jede Zahl a = x 2 oder a - - - - - -  x 2 setzen. Ein solcher K0rper laflt 
sich nur auf eine Weise ordnen. - -  Auf die Frage nach den Konstruktionen 
mit Eichmafi in der eiliptischen Geometrie sei zum Schlul~ nur hin- 
gewiesen. 


