Zur Geometrie der Funktionen zweier komplexer Verinderlicher.

II. Das Verhalten der Funktionen
in der Umgebung ihrer Verzweigungsstellen.’)

Von KARL BRAUNER in Wien.

Um die Schwierigkeiten, welche sich bei der Bestimmung der Ver-
zweigung analytischer Funktionen mehrerer komplexer Verinderlicher
in der Umgebung gewisser Stellen ergeben, recht deutlich vor Augen
zu bringen, wird zuerst untersucht, unter welchen Voraussetzungen sich
die Methoden, welche bei einer Verinderlichen zum Ziele fiihrten, ver-
allgemeinern lassen auf mehrere Variable, Wir erhalten auf diese Weise
ungezwungen eine Einteillung der Verzweigungsstellen in solche I. und
II. Art, je nachdem die Methoden zum Ziele fithren oder nicht. Gleich-
zeitig werden wir fiir die Umgebung der Verzweigungsstellen I. Art eine
Potenzreihenentwicklung erhalten. Sodann wird uns ein einfaches Beispiel
fiir die Verzweigungsstellen II. Art das Verhalten der Funktionen in der
Umgebung dieser Stellen zeigen und uns Anhaltspunkte fir die Zer-
gliederung dieses Problems geben. Diese Zergliederung sowie die Idee
der Losung stammt von meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. WIRTINGER
in Wien. Herr WIRTINGER entwickelte zundchst dieses Problem an
Hand eben jenes einfachen Beispieles, welches auch in dieser Arbeit
besprochen wird. auf der Tagung der Mathematikervereinigung®) in Meran
im Jahre 1905, sodann in der Mathematischen Gesellschaft in Wien und
in einem von ihm abgehaltenen Seminar iiber algebraische Funktionen,
wo ich die Bekanntschaft mit diesen Problemen machte.

WEIERSTRASZ’ Vorbereitungssatz zeigt, dag die Untersuchung analy-
tischer Funktionen in der Umgebung ihrer Verzweigungspunkte zuriick-
gefiihrt werden kann auf die Untersuchung einer algebraischen Gleichung,
die wir in folgender Gestalt

1) g, a, o m) o ga @, @2y, ) =0

) Im gleichen Bande erschien der erste Teil dieser Arbeit von W, BLASCHKE, mit
dem Untertitel: ,Die Gruppen der Kreiskorper.
%) Jahresber. 14, p. 517.



2 K. Brauner.

annehmen konnen und wo die ¢;(xi, 2, ---, 2x) in der Umgebung der
Stelle &1 = 23 = = xx = 0 konvergente Potenzreihen sind, die fiir
die Werte z; = 0 verschwinden. Ferner sei D (x1, s, ---, xx) die
Diskriminante von (1) und es verschwinde diese nicht identisch in der
Umgebung unserer Stelle z; — 0.

Wir setzen zundchst D(x:, xo, - - -, ax) von folgender Gestalt voraus:

d
(1b) D(x,, Ly oy X)) = (‘Zaixi'*'zaﬁxiwf'*' ’) - L2y, 2, - -+, x),
tJ

wo wenigstens eines der a; + 0, etwa a; und L(z1, x2, - - -, 2x) 3 0 bleibt
in einer von Null verschiedenen .Umgebung unseres Punktes x; = 0.
Fithren wir dann folgende neue Veranderliche ein:

E=Dantwugt -,
(3) i i
1 x2’= x2,"',xl:: = ,’,L'k,
so geht (1) vermodge (3) iiber in
(la') Zn+j‘l(‘§7 .’17‘_7’, "'7“"’2)2”_1_*_ +fn(§’ 1‘2/, yxl:) =0

und jedem k-Tupel von (x1, 22, ---, 2x) entspricht genau ein k-Tupel der
Verénderlichen (§, x5, - .-, k), was man aus der Voraussetzung a, 4 0
unmittelbar folgert. Die Diskriminante von (1a) hat dann die Gestalt:

Ek(E, 22, - - -, 20),

und es gibt sicher eine von Null verschiedene Umgebung der Stelle
E=gy=...= 2k =0, wo % verschieden von Null bleibt. Kennt man
die Verzweigung der durch (1a) definierten Funktion z in der Umgebung
der Stelle & = x; = 0, so ist auck die der Funlktion z, definiert durch
(1), in einer dieser Stelle entsprechenden Stelle bestimmdt.

Wir denken un$ zunichst in (1a) die Verianderlichen x; festgehalten,
sodann definiert (1a) z als algebroide Funktion von & und wir konnen
etwa mit Hilfe des PuissEuxschen Verfahrens z durch eine oder mehrere
Potenzreihen von & darstellen, die eventuell nach gebrochenen Expo-
nenten von & fortschreiten werden. Die Koeffizienten dieser Potenz-
reshen werden zundchst, wie leicht ersichtlich, analytische Funktionen
der x; sein; wir werden zunichst zeigen, daf sie auch in einer von Null
verschiedenen Umgebung unserer Stelle eindeutige analytische Funktionen
sind. Zu diesem Zwecke denken wir uns das zu (1a) gehorige
Puisseuxsche Polygon in bezug auf z und & gezeichnet.
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Die etwa der A-ten Seite entsprechende Entwicklung von z sei:

ﬂ_( Hak )
v V. .
A = " e+ anE N 4.,

ain = g (x5, -+, k).

2)

Es bestimmen sich dann bekannterweise die Koeffizienten o1 durch
algebroide Gleichungen von der Gestalt:

(3) llg}.-}-(%é, e x;l)lagl_l + + (:L-;y Tty .'17;;)3 = 07

wo die (z}, ---, x3); in der Umgebung der Stelle z; = 0 konvergente
Potenzreihen sind, da sie sich ja rational aus den Koeffizienten der &
in den f; von (1a) berechnen lassen, daraus folgt zunachst,. dal sich die
Koeffizienten «oz algebroid in der Umgebung unserer Stelle verhalten und
wir. haben nur zu zeigen, daB sie in einer von Null verschiedenen Um-
gebung unverzweigt bleiben, zumal man sie in einer solchen Umgebung
als beschrinkt voraussetzen kann. Bilden wir die Differenzprodukte
aller Zweige, welche sich von einer Seite des Puisseuxschen Polygones
ableiten lassen, also etwa diejenigen Zweige, welche durch (2) darge-
stellt werden, so erkennt man, daf das Differenzprodukt der «,., also
die Diskriminante der Gleichung (3) Beitrag liefert zum Koeffizienten
der niedrigsten wirklich auftretenden Potenz von & in -der Diskrimi-
nante von (la), dieser ist aber %(0,xz --- x;) und bleibt daher nach
Voraussetzung in einer von Null verschiedenen Umgebung unserer Stelle
verschieden von Null, daher auch die Diskriminante von (3), was gerade
gezeigt werden -sollte. Alle Stellen, wo die Diskriminante sich auf die
geforderte Form (1b) bringen lift, wollen wir als Verzweigungsstellen
I. Art, wo dies hingegen micht der Fall ist, als Verzweigungssiellen
I1. Art bezeichnen. Alle reguliiren Punkile der Diskriminante, d.h. falls
diese keine Verzweigungspunkte noch Schnittpunkte mit anderen Teilen der
Diskriminante sind, sind Verzweiqungsstellen I. Art. Fiir die Umgebung
solcher Stellen lassen sich eine oder mehrers Entwicklungen fiir z von
Jolgender Gestalt angeben:

i3
z = ;.Eypk(x?; ] ain),

woraus man unmittelbar schlieft, daf die Verzweigungsgruppe fiir die
Umgebung dieser Stellen zyklisch ist'), also die Funktionen sich dort

') Man vergleiche diesbeziiglich mit der Arbeit von W. E.JuNe, ,Darstellung
der Funktionen eines algebraischen Korpers usw.“, Journal fiit reine u. ane. Math,,
Bd. 133 (1908):

1*
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ganz dbnlich, wie die einer unabhingigen Variablen in der Umgebung
ihrer Verzweigungspunkte verhalten.

Wir werden aber anderseits an einem einfachen Beispiele sofort
erkennen, daB das Verhalten in der Umgebung der Verzweigungsstellen
II. Art ein durchaus verschiedenes ist. Im folgenden werden unsere
Untersuchungen sich auf zwei unabhingige Verinderliche beschranken.

Wir .untersuchen zunichst diejenige analytische Funktion z der
beiden komplexen Variablen x und y, welche durch folgende algebraische
Gleichung bestimmt ist:

4 flexy = 2—3zx+2y = 0.
Die zu (4) gehorige Diskriminante hat die Form:
(4a) D(z,y) = 2*—y°.
Den beiden unabhiingigen komplexen Variablen
x=1x+ix, und y = y, + 7y

entspricht ein vierdimensionaler linearer Raum der vier reellen Variablen
Z1, *3, y, und ys, den wir im folgenden kurz mit Ry (z, 23, ¥, ys) be-
zeichnen wollen und bilden mit Hilfe der z; und y; in ihm ein recht-
winkliges Achsenkreuz, dessen Ursprung der Punkt a; = y; = 0 sei.
Dann werden eben nur die Punkte unseres R, fir z Verzweigungspunkte
sein, welche der zweiparametrigen Mahnigfaltigkeit

Dix,y) =0

entsprechen, diese Mannigfaltigkeit, die im allgemeinen auch aus mehreren
nicht zusammenhingenden Teilen bestehen kann, bezeichnet man als
Diskriminantenmannigfaltigkeit von z.

Wendet man nun auf (4) das eben beschriebene Verfahren an, so

findet man, daB dieses offenbar nur im Punkte z — y = 0 versagt,
1

sonst aber eine Potenzreihe fiir z liefert, welche nach Potenzen von &2
fortschreitet. Wir erkennen also, daB lings (4a) zwei Zweige von z
zusammenhingen, nun ist die Gleichung (4) irreduzibel, d. h. aber die
Monodromiegruppe von (4) muB transitiv sein, dies ist aber nach obigem
nur so moglich, daB in der Umgebung der Stelle x = y = O similiche
drei Zweige von z zusammenhingen. Wir werden daher im folgenden
die Umgebung dieser Stelle etwas naher ins Auge fassen. Zu diesem
7wecke denken wir uns um die kritische Stelle z = y = 0 eine Kugel vom
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Radius » geschlagen, diese wird unsere Diskriminantenmannigfaltigkeit
nach einer Kurve schneiden. Projiziert man nun die Kugeloberfliche
stereographisch in einen geeigneten dreidimensionalen-Raum, so projiziert
sich unsere Schnittkurve als eine Kleeblattschlinge!) I' (vgl. Figur 1).
Wir wollen zunichst die Verzweigung unserer Funktion z in diesem
Raume, oder was auf das gleiche hinauskommt, auf obiger Kugelmannig-
faltigkeit ins Auge fassen. Es ist also unser Raum lings der Ver-
zweigungskurve I' so aufzuschneiden, daf eine Umlaufung der I' in' dem
so aufgeschnittenen Raume unmoglich wird. Dies kann erreicht werden,
indem wir durch I' eine zweiseitige Fliche hindurchlegen und lings
dieser aufschneiden, jede ‘
zweiseitige Flache aber,
welche durch unseren
Knoten I' gelegt wird,
muf  Selbstdurchschnei-
dungen aufweisen. Wihlt
man als Aufschneidungs-
fliche einen Zylinder, so
bietet sich uns ein Bild
dar, wie es die Figur 1
wiedergibt. In dem so auf-
geschnittenen Raume ist
nun z eindeutig und wir
wollen ein solches Gebiet
unserer Variablen als ein
Blatt bezeichnen, wir er-
halten also fiir unseren
speziellen Fall drei Blat-
ter, welche in geeigneter
Weise lings unseres Zylin-
ders zusammenzuheften sind. Aus dem Fritheren ist zunéchst klar, daB die
Verzweigung langs der Kurvenbogen ay az, azds, @sa; unserer Kurve I'
abteilungsweise die gleiche sein mufi, aber sehr wohl koénnen sich
diese Verzweigungen beim Ubergang von ‘einem Kurvenbogen zum
anderen indern. Es wurden daher die einzelnen Verzweigungen ver-
schieden bezeichnet, und zwar mit .4, 4, und 4,, die in der Figur ein-
gezeichneten orientierten Kreise geben den Umlaufungssinn an, in welchen
die Kurve I' umlaufen werden mufi, damit sich gerade 4,, 4, und 4,
als Verzweigungen ergeben. Um den Zusammenhang zwischen den

A=(23)

A,=(13)

Fig. 1.

') Die hierzu erforderlichen Rechnungen sollen an dieser Stelle nicht weiter aus-
gefilhrt: werden, da sie sich aus den in den Abschnitten IIT und IV gewonnenen all-
gemeinen Resultaten unmittelbar ergeben.
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Verzweigungen A4,, A4,, A; festzustellen, umlaufen wir die Doppel-
erzeugenden unseres Zylinders. In unserer Figur wurde die Umlaufung der
durch den Punkt as hindurchgehenden Doppelerzeugenden eingezeichnet.
Diese Umlaufungen lassen sich aber auf einen Punkt zusammenziehen,
daher mufl notwendigerweise die lings eines solchen Weges erhaltene
Verzweigungssubstitution gleich der Identitit sein und wir erhalten
Relationen von folgender Bauart:

(5) ATVA A A7 = 1,

Auf diese Weise erkennt man leicht, daf wir fiir unseren speziellen
Fall 4, = (12), 4, = (23), 4, = (13) wiahlen konnen, womit uns
auch gelungen ist, die Verzweigung in der Umgebung der kritischen
Stelle z = y = 0 zu ermitteln. Es zeigt also bereits unser einfaches
Beispiel, daB die Verzweigungsgruppe in der Umgebung der singuliren
Stellen I1. Art durchaus nicht zyklisch sein muf, sondern wie im obigen
Falle bereits die entsprechende symmetrische Gruppe ist. Die Relationen (5)
wollen wir im folgenden als WirTINGERsche Relationen bezeichnen.

Wir haben aus obigem erkannt, daf es die topologischen Verhiiltnisse
der Kurve I' sind, welche dieses merkwiirdige Verhalten der Funktionen
in der Umgebung der Verzweigungsstellen 11. Art bedingen.

Wihrend wir im obigen Beispiele nur eine einzige Diskriminanten-
mannigfaltigkeit hatten, welche auch in der Umgebung der kritischen
Stelle zusammenhdngend blieb und die Kurve I" verknotet war, wollen
wir im folgenden ein Beispiel geben, wo die Diskriminante in zwei
irreduzible Teile zerfillt. Unser kritischer Punkt liegt dann in den
Schnittpunkten dieser beiden Mannigfaltigkeiten, die im iibrigen so
gewdhlt wurden, daB sie keine singuliren Punkte besitzen, daB sich
also aufiler obigem Punkt keine weiteren Verzweigungspunkte II. Art
fiir z ergeben. Wir definieren diese Funktion z durch folgende Gleichung:

(6) S,y = 222—3822x+y = 0.
(6a) D@,y = @—yy.

Wir erkennen sofort, daB die einzige kritische Stelle, welche fiir
uns in Betracht kommt, die Stelle x = y = 0 ist. Fiithren wir nun in
ganz analoger Weise wie frither die stereographische Projektion ein
so erhalten wir, entsprechend der Mannigfaltigkeit x*—y = 0, eine
Bildkurve I' und entsprechend y = O eine Kurve P (vgl. Figur 2).
Sowohl I' als auch P sind topologische Kreise. die sich aber, wie unsere
Figur angibt, verketten. Deshalb durchsetzen sich unsere Aufschneidungs-
zylinder und wir konnen lings dieser Schnitterzeugenden die Wir-
TINGERischen Relationen bilden und finden dann leicht die zu den
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einzelnen Teilen von I" und P gehorigen Verzweigungen, die auch in der
Figur eingetragen wurden. Im {ibrigen erhalten wir fiir die Umgebung
unserer Stelle x = y = 0 die gleiche Gruppe wie im vorhergehenden
Beispiele.

Diese beiden Beispiele zeigten uns, daB es gerade die topologischen
Verhiltnisse der Diskriminantenmannigfaltigheit sind oder genauer die
der stereographischen Bildkurven I', d. h. deren Verkettungen und Ver-
knotungen, die das abweichende Verhalten der Funktion z in der Umgebung
der Verzweigqungsstellen I1. Art bedingen, und diese liefern wieder threr-
seits mit Hilfe der WIRTINGERschen Relationen definierende Relation
Siir die miglichen Ghruppen.

Es dringen sich
einem zunichst folgende
zwei Fragen auf. Erste
Frage: Welche topologi-
sche Verhiltnisse liefern
Diskriminantenmannigfal-
tigkeiten in der Umge-
bung ihrer Punkte, wo sich
diese algebroid verhalten?
Zweite Frage: Wenn die
topologischenVerhiltnisse
von Diskriminantenman-
nigfaltigkeiten vorgege-
ben sind, welche Gruppen
ergeben sich dann mit
Hilfe der WIRTINGERSChen
Relationen?

Diese beiden Fragen
werden eingehend unter-
sucht in den folgenden Teilen IIT und IV. Sind erst diese beiden Fragen
geldst, dann kann man sich den weiteren Fragen zuwenden, die sich hier
ergeben. So sind es vor allen die Bestimmung der Verzweigungsgruppe,
ferner das Verhalten solcher Funktionen nicht nur in der Umgebung einer
Stelle, sondern auch im groBien und endlich die Frage, gibt es zu vor-
gelegten moglichen topologischen Verhiltnissen und einer dazugehorigen
Gruppe immer analytische Funktionen, welche in der Umgebung, etwa der
Stelle x =y = 0, eine Diskriminantenmannigfaltigkeit besitzen, die gerade
obige vorgegeben topologischen Verhiltnisse zeigt und die vorgegebene
Gruppe zur Verzweigungsgruppe hat? Diese Fragen sollen in zwei
weiteren Abschnitten, die demmichst erscheinen werden, behandelt
werden.

Fig. 2.
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Inzwischen konnen wir alle diese Fragen ein klein wenig ver-
allgemeinern, wenn wir anstatt der Verzweigung von z allgemeiner eine
Monodromiegruppe annehmen, d. h. die n-Zweige 2z, 23, - - -, 2, unserer
Funktion sollen beim Umlauf um die auch jetzt als algebroid voraus-
gesetzte Diskriminantenmannigfaltigkeit, in linear Kombinationen ihrer
selbst iibergehen. Die folgenden Abschnitte wurden auch auf diese
allgemeinere Frage eingestellt.

IIL. Klassifikation der Singularititen algebroider Kurven.

Der Abschnitt II dieser Arbeit hatte uns gezeigt, da die Bestimmung
der Verzweigung algebroider Funktionen oder Kurven von zwei kom-
plexen Variablen in der Umgebung ihrer Verzweigungsstellen II. Art
notwendigerweise auf die Klassifikation ihrer algebraischen Singu-
laritaten fiihrt.

Wie bereits im vorhergehenden angedeutet wurde, konnen wir jeder
sich algebroid verhaltenden Kurve von der Gleichung d (z, y) = 0 eine
Raumkurve oder mehrere solche zuordnen, die singularititenfrei sind
und deren topologische Invarianten zur Klassifikation der algebraischen
Singularititen verwendet werden.

Diese Einteilung der algebroiden Singularititen besitzt nicht nur den
grofien Vorteil, daf sie samtliche Fille, auch die reduziblen Kurven, in
sich einschlieft, sondern da8 sie auch rein geometrischer Natur ist und in
gleicher Weise die reellen als auch die imaginiren Singularititen erfafit.

1. Die Umgebung einer Stelle.

Ist f(x, y) eine analytische Funktion der komplexen Verinderlichen

x=m+iz, uwd y =y +iys,
so 1aBt sich

¢y flr,y) =0

als die Gleichung einer zweiparametrigen reellen Mannigfaltigkeit M
im vierdimensionalen Raume R, (z,, 25, 1, ¥») auffassen.

Wir stellen uns die Aufgabe, die topologischen Verhiltnisse in der
Umgebung eines Punktes, der durch (1) dargestellten Mannigfaltigkeit im
R,, zu untersuchen, insofern dieser keine wesentlich singulire Stelle (1) ist.

Faft man zunichst die reguliren Stellen von (1) ins Auge, so
gilt bekannterweise fiir jede solche Stelle eine Entwicklung folgender Art:

(2a) y—b = (@—a)? B, (x—a)
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oder
(2b) z—a = (y—0b) P, (z—0),

wo p und ¢ ganze positive Zahlen und ®B; () Potenzreihen in der
komplexen Verinderlichen u, die fiir w = 0 nicht verschwinden, mit
einem von Null verschiedenen Konvergenzkreise r;. Falls p =q =1,
erkennt man unmittelbar, daf in hinreichend kleiner Umgebung der Stelle
(@, b) die Mannigfaltigkeit M den topologischen Charakier einer Elementar-
mannigfaltigkedt, d. h. auf eine Ebene, bei gleichzeitiger Transformation
des sie umgebenden Raumes in sich, eineindeutig und stetig abbildhar ist.

Es ist deshalb nur notwendig, die Umgebung der Verzweigungsstellen
von y(x) bzw. x (y) entsprechend der Qleichung (1) sowie die der Schwitt-
punkte einzelner irreduzibler Teile oder Zweige von M zu untersuchen,
denn die Pole von (1) konnen durch die Transformation 2’ = 1/x
bzw. 4 = 1/y unter obige Stellen eingeordnet werden.

Die Mitteln zu obigen Untersuchungen liegen, wie bereits erwihnt,
in der stereographischen Projektion, indem die so erhaltenen Bilder von
M sich als Kurven im-dreidimensionalen Raume darbieten, die auf Ver-
knotungen und eventuell vorhandenen Verkettungen zu untersuchen sind.
Der Fall der Verkettung kann offenbar nur im Falle mehrerer Kurven
bzw. Zweige eintreten.

2. Die stereographische Projektion.

Die Koordinaten seien mit ay, xs, 3 und y, entsprechend den
komplexen Veridnderlichen

x = x;+ixs, y = th+tiy

bezeichnet. Man wiahle um den Ursprung obigen orthogonalen Koor-
dinatensystemes eine vierdithensionale Kugel:

2 2 2 2 e 22
B+atyity =r
und projiziere auf einen sie im Punkte

o =12 =y =0, Yo =— —71

tangierenden linearen Raum
Ys — —7T.

Als Projektionszentrum ist daher der Punkt:

v xl:x2=?/l=0’ Yo = 71
zu wéihlen,
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Als Koordinatenachsen &, 4, { unseres tangierenden Projektions-
raumes wihlen wir parallel zu den Achsen ;, x;, 4, des oben erwihnten R,.

Die Koordinaten des Bildes eines Punktes af, 29, 92, 33, der auf
obiger Kugel liegt, sind:

29 20 27 af 270
1 .E = : s = 2 ’ C = 1 y
g = —

kb byl =

Wir bestimmen zunichst die Gleichungen der Bilder der (x;, x3)-
und (y:, ys)-Ebene, also Ebenen, denen in unseren B, Gleichungen von
folgender Gestalt zukommen:

?/1=k1, ?lzzkz

bzw.
Ty = ll, Xy — lz.

Es sei die (x;, x,)-Ebene gegeben durch die erste Zeile der obigen

Gleichungen. Als Schnitt mit unserer Kugel, die wir im folgenden kurz
mit x bezeichnen werden, erhalten wir die Kurve:

@ atd =@ = n =k =k,

daher fir das stereographische Bild:

= 2rx e Va3 2r = 2rk
(2a) & = Ty 1= Va—a? —r = ppm——
Fiihrt man fiir:
x = acosey, Ty = asing
ein, so ergibt sich aus (2a):
__ 2racosy __ 2rasing o 2rky
(2b) §= r—bky ' = PR £ = r—hy

Die Abbildung der (), xs)-Ebene liefert daher Kreise in Ebenen
senkrecht zur C-Achse, deren Mittelpunkte auf der L-Achse liegen.

Ziehen wir nun in den Kreis unserer Betrachtungen eine (y,, ys)-
Ebene, so erhalten wir als Schnittkurve mit der Kugel x:

®3) Y =r—B—L—yi=V—9 =1, x =1
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und daher fiir das stereographische Bild:

" 27 2rl 2r V bz—yﬁ
(3a) §=——) 1= -, { = ——.
r yg r yg (2 yg

Durch einfache Umformung von (3a) erhalt man:

o 2 P 2rb
@ : +(" VEtE ) ('Vz3+zg )
p=VELq2

Das stereographische Bild einer (yy, y»)-Ebene ist daher ein in einer
die {-Achse enthaltenden Ebene gelegener Kreis. Wir wollen im folgenden
alle die {-Achse enthaltenden Ebenen kurz als Meridianebenen, die auf
die {-Achse normalstehenden Ebenen hingegen als Aguatorebenen be-
zeichnen.

Die Bilder derjenigen (y,, ys)-Ebenen, fiir die x, : xg = 1 : lg
= konstant, liegen, wie man aus (3a) oder (3b) unmitielbar erkennt,
an der gleichen Meridianebene. Sie bilden ein Kreisbiischel mit den
maginiiren Grundpunkten w =0, { = - 2ri. Die Bilder der anderen
(1, ys)-Ebenen ergeben sich durch Rotation dieses Kreishiischels um die
{-Achse.

Man erkennt daraus, daf sich die stereographischen Bilder der
(y, xp)-und (yy, ys)-Ebenen, wie die Parallel- bzw. Meridiankreise von
Tori mit ¥ als Achse, anordnen.

Dem Punkte

T =2 = y, = 0, Yo = 1

entsprechen die uneigentlichen Elemente unseres (&, 7, {)-Raumes. Da
wir im folgenden aus den Meridianschnitten der Bilder unserer Mannig-
faltigkeiten, fast immer vollkommen Aufschluf iiber das Wesen des
(Gesamtbildes erhalten, macht sich in einzelnen Fillen die zuletzt
erwihnte Tatsache unangenehm bemerkbar. Diesem Umstande Rechnung
tragend, transformieren wir das in unserer Ebene gelegene Kreisbiischel
mit Grundpunkten « = 0 { = -+ 27{ in ein konzentrisches.

Wir greifen also eine feste Meridianebene heraus und nehmen fiir die
Ebene {, p als Koordinatenachse. Das oben erwihnte Kreisbiischel
konnen wir etwa durch die beiden Gleichungen

e Cop) =04 (—217)7 =0
und

ke (G, p) = =20
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als &, + Ak, festlegen. Ubt:man nun auf dieses Kreisbiischel eine
Inversion nfit dem Kreis:

Bt (p—21) = 8¢

als Fixkreis aus, so geht obiges Biischel in ein konzentrisches iiber, dessen
Mittelpunkt der Ursprung

=0, p=10

ist. Man erkennt auch sofort, dafl die Kreise, deren Mittelpunkte auf
der negativen p-Achse liegen, vollstindig vom Kreise

§2+‘“‘2 — 4,,2

eingeschlossen werden. Dies ist aber der grofie Vorteil, den uns das
konzentrische Kreisbiischel gegeniiber dem fritheren darbietet. Bezeichnen
wir die inversen Koordinaten mit {* und p*, so ergeben sich in ein-
fachster Weise

2r ys 2ry,
x* = ——= |, w* = === |,
r 4 fo—{—xg r+ Vx‘;’—}-x;’

4)

wo -+ V'z2+ a2 zunehmen, je nachdem es sich um Punkte mit
negativem bzw. positivem p handelt.

Mit diesen einfachen Ergebnissen ausgeriistet, kionnen wir zur
Bestimmung der topologischen Verhiltnisse unserer Mannigfaltigkeiten
iibergehen.

3. Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten a2+ by™ = 0.

Es miissen infolge der Irreduzibilitit unserer Mannigfaltigkeit
(n, m) = 1, d.h, relativ prim sein.

Fiir die durch obige Gleichung festgelegte Mannigfaltigkeit ,M*
konnen wir fiir die Umgebung des Punktes

x =0, y=20
folgende Parameterdarstellung nach dem komplexen Parameter ¢ angeben:
) T = afm, y = Bt",
wo & und @ Konstante, die in bekannter Weise nur von « und & abhéngen.

Wir konnen fiir
¢ = qé* und B — bed
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in (5) einfithren, gleichzeitig ersetzen wir den komplexen Parameter ¢
durch die beiden reellen ¢ und ¢ derart, daB

t = oe®
wird. Unsere reelle zweiparametrige Mannigfaltigkeit M besitzt somit
im R, (xy, 73, y1, =) folgende Parameterdarstellung:
@ = ag™ cos (mg+ ¢),
z; = ae™ sin (m¢ -+ ¢),

y = be" cos (ny +4d),
ye = be* sin (ny +d).

(ba)

Schneiden wir nun unsere Mannigfaltigkeit M mit der Projektionskugel »,
so wird der Parameter ¢ der Bedingung:

(6) b2 927; + aZ e2m —_— 7.2

unterworfen, wiahrend ¢ vollstandig freibleibt.

Man kann zuniichst fiir (6) zeigen, daff fiir reelles r stets nur eine
positive Wurzel ¢ vorhanden?), fiir ¢ also zwei reelle Wurzeln, die
sich nur um ihr Vorzeichen unterscheiden, also wie eine einfache Uber-
legung zeigt, stets die gleiche Schnittkurve darstellen werden.

Man findet somit fiir die Schnittkurve I unserer Mannigfaltigkeit M
mit der Kugel x:

z = ad™ cos (mo -+ ¢),
Ty = ac™ sin (me + ¢),
y = ba™ cos (ny +4d),
ys = bo™ sin (ng + d),

wo o etwa die positivreelle Wurzel der Gleichung (6) ist.
Bezeichnen wir mit I" das stereographische Bild unserer Raumkurve I,
so erkennen wir, daf 7" auf einer Fliche von folgender Gleichung liegt:

2rac™ cos ¢
r—0o"b sin Y
2rae™ sin
(7 ' L
r—ae"h sin Y
2rao™ cos W

~ r—o®h sin Y’

u¢

wo ¢ und ¥ die beiden voneinander unabhingigen Parameter sind.

) Die linke Seite von (6) ist ja eine monoton wachsende Funktion von e.
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Die durch (7) dargestellte Fliche gibt sich als eine Rotations-
fliche mit der {-Achse als Drehachse zu erkennen. Fiir den Meridian
obiger Fliache ethalten wir die Gleichung:

(1a) 4 (M— 242 )2 _ (2,.b,,n~,@)-_;,

ag™ a

woraus unmittelbar folgt, daf unsere Fliche ein Torus ist.

Beriicksichtigt man, daf unsere Raumkurve I'’ aus (7) hervorgeht,
wenn wir fiir ¢ und ¥, me + ¢ bzw. ng | d setzen, so ergibt sich fiir I'
eine auf der Fliche (7) gelegene geschlossene Kurve, die sich m-mal im
Meridiane und gleichzeitiy m-mal im Aquator herum windet.

Deutet man den Parameter ¢ in der Parameterdarstellung unserer
Kurve I'" als Zeit, so erkennen wir, daf die Kurve I'" den Meridian
nicht gleichmaBig durchliuft, es ist aber auch evident, daf I durch
eine solche Kurve, die wir etwa mit I"° bezeichnen wollen, ersetzt werden
kann, die sich gleichformig im Meridiane als auch im Aquator windet,
da es ja nur auf die topologischen Verhiltnisse ankommt. Ietztere
Kurve I'° konnen wir aber in einfachster Weise konstruieren.

Die Kurve I’ oder die Kurve I'’ schneidet den hochsten Parallel-
kreis ihres Toruses in gerade n-Punkte, die wir als die n-Hochststellungen
unserer Kurve I’ oder I'° bezeichnen wollen. Verbindet man zwei in
der Reihenfolge der Durchlaufung der Kurve aufeinander folgende Hochst-
stellungen durch die Punkte dieser Kurve, so wird dieses Kurvenstiick
durch (m — 1)-Kurvenstiicke iiberkreuzt. Wir wollen den Begriff der
Hochststellung noch etwas erweitern, indem wir unter diesem Worte
alle Punkte unserer Kurve I’ oder I'® verstehen, die in der Umgebung
eines der oben definierten Punkte liegen, die aber durch keine Uber-
kreuzung voneinander getrennt werden. Man kann dann aber sagen:
Zwei in der Reihenfolge der Durchlaufung der Kurve aufeinander
Jolgende Hichststellungen werden durch ein Kurvenstiick miteinander
verbunden, das von (m-—1) untereinander verschiedenen Hochststellungen
tiberkreuzt wird. Anstatt von einem héchsten Punkt der Kurve, bei der
Definition der Hochststellung, auszugehen, kann man augenscheinlich
auch von irgendeinem Punkte unserer Kurve I'’ oder I'° ausgehen,
ohne daf die wesentliche Eigenschaft des Verbindungsstiickes zweier
aufeinander folgender Hochststellungen verlorengeht.

Enispricht daher dem Parameterwerte t = t, in (5) ein Punkt
der Hichststellung, so kinnen wir die eingangs erwdhnte Aufschneidung
unseres vierdimensionalen Bereiches der Variablen x,, xs, y, und y, stets
so wiihlen, daf die iibrigen (n —1) Hichststellungen durch dic Parameter-
werte
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& to G=1,2--.,n—1)

bestimmt werden, wenn die & die n-ten Einheitswurzeln sind.

Die Einfithrung des Begriffes der Hochststellung wird uns, nament-
lich in gruppentheoretischer Hinsicht, ganz wesentliche Vereinfachungen
gestatten.

Endlich sei noch bemerkt, da8 alle obigen Ergebnisse zeigen, daB
unsere topologischen Verhiiltnisse in dem einfachsten Falle, durch die
Charakteristiken des lokaluniformisierenden Parameters in (5) bestimmi
sind. Diese einfache Tatsache dringt uns die Frage auf, wie sich die
topologischen Verhiltnisse zn den Charakteristiken des jeweiligen lokal-
uniformisierenden Parameters verhalten. Die Beantwortung dieser Frage
ist eines der vornehmsten Ziele dieses Abschnittes der vorliegenden Arbeit.

4. Die Verkettung von Mannigfaltigkeiten
a;i 2 - by ym‘ = 0.
Wir setzen zunédchst nur zwei Mannigfaltigkeiten M; und M, voraus

mit den Gleichungen
(8) aix i+ biy™ =0 =12

und wo (n;, m;) = 1, d. h. relativ prim sind.

Die beiden Mannigfaltigkeiten M, und M; besitzen im Punkte
xy = x5 = Y, = y; = 0 einen Schnittpunkt, auBerdem kann dieser Punkt
fir jede der beiden Mannigfaltigkeiten ein Verzweigungspunkt sein. Es
1aBt sich zunéchst um den Nullpunkt eine Umgebung angeben, die auSer
diesem Punkte, frei von weiteren Schnittpunkten bzw. singuliren
Punkten der Mannigfaltigkeiten ist. Nur diese Umgebung des Nullpunktes
wollen wir in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen.

Aus dem vorhergehenden kénnen wir sofort folgern, daB die sterco-
graphischen Bilder 77 und I; unserer Mannigfaltigkeiten M, und M,
zwet ganz bestimmte Torusknolen sind, und zwar gehiren die Meridian-
kreise der beiden Torusflichen, dem eingangs erwihnten Kreisbiischel der
Meridiancbenen des Bildraumes R(L, 4, &) an. Hiermit ist aber schon,
abgesehen von dem speziellen Falle gleicher Torusknoten, die Trennung
der Bildknoten erreicht, somit auch deren Verkettung festgelegt.

Wir haben daher im folgenden unser Augenmerk nur anf den Fall
gleicher Tori zu legen und des weiteren zu bestimmen, welcher der beiden
Toruse der innere bzw. duBere ist.

Um die Reihenfolge obiger Torusflichen zu bestimmen ist nur not-
wendig, die Radien der zugehorigen Meridiankreise abzuschitzen.

Fir die durch (8) definierte Mannigfaltigkeit M; wahlen wir die
Parameterdarstellung:
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x, = ag™cos (my -+ «),
s = ag™ cos (my + «),
9)

Yy == g"cosny,
Y = 0"sinng.

Fiir die Schnittkurve von A/, mit der Projektionskugel = ergibt
sich dann die Bedingung:
(10) al Q2m+ QZIL — 7.2,

da ¢ reell und positiv, geht ¢ mit » gegen Null.
Wir unterscheiden die drei Falle:

m<n, m>nund m = n = 1,

Fiir den ersten Fall, wo also m < n, bestimmt sich die reelle
Wurzel ¢ aus (1G) wie folgt:

1
1 1 o om
e =1"a ’”(1—7)
7
11 _n 2 om
0= a mrm(l_a neogem +)
und somit

: . 1 2n—m+1
(11) 0= a m?'m—-'——m—')‘ m —*—....
2ma ™
1 o2y
(11&) aem =y — — g m _+_
2q ™

Aus (7a) ergibt sich aber die Koordinate fir den Mittelpunkt des

Parallelkreises mit
2,2

‘uo = agln’

es ist daher, die Ordnung von g, und mit ihr die des Radins um so
grofer als es der Bruch -;% ist.

Im zweiten Falle, wo m >mn, ergibt sich aus (10) analog wie

oben fiir:
1 2 9 {(m—n)

Q:r_ﬁ(l__'la:,r w4
und fiir

m 8m—2n

m o — ;__,”Z_ 3,
(11b) ag ar 5, +
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daher wird die Ordnung von g, und mit ihr die vom Radius unseres
Parallelkreises um so grofler, je grofier —::7 ist.

Endlich erhilt man fiir den dritten Fall

(11¢) e

V1 +a

Bezeichnen wir die Ordnung des Radius in » fiir den ¢-ten Fall
obiger Einteilung mit w;, so gilt

Wy > Wy > We,

dies entspricht aber gerade den Briichen:

(nl)\ ns)\ ”2)
myl " \mgl T \msl®

Da wir aber das » hinreichend klein wiahlen konnen, so wird die
Grifie des Radius B unseres Parallelkreises einzig und allein durch das
Verhiiltnis der Charakteristiken des lokaluniformisierenden Parameters
bestimmd.

Sind somit zivet Mannigfaltigkeiten M, und Ms mit den Charakteristiken-
paaren (my, ny) bzw. (mg, ng) gegeben und ist

T M gilt Ry Ry
ny Ty

(12)
sofern R; der Radius des Parallelkreises vom Torus der Mannigfaltig-
keit M; ist.
Wenn hingegen
o M

n N

also my = my und n, = ms, so erkemnt man aus (11a), (11b) bzw.
(11¢) unmittelbar, daB «e™ um so groBer wird, je groBer « wird.

Somit wird der Radius des Parallelkreises um so kleiner, je grifier
a wird, es besteht daher:

(12a) ay < as R, > B,
wenn nur
my = me und n; = ng.

(5]
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Sind auBler gleichen Charakteristikenpaaren auch die ¢; einander
gleich und die Mannigfaltigkeiten J/; voneinander verschieden, so ist dies
nur so moglich, dal

o § @,

wie ein Blick auf (9) uns lehrt. Dann und i dann liegen die Bild-
kurven I'; awf dem gleichen Toruse wad gehen auseinander durch Ver-
drehung hervor.

Die Giltigkeit der Relationen (12) und (12a) wurde zunichst fir
eine hinreichend kleine Umgebung des Nullpunktes nachgewiesen, es 1afit
sich aber in einfachster Weise zeigen, daB sic fiir jede Umgebung des
Nullpunktes bestehen, die aufier diesem Punkt keine weiteren Schnittpunkte
noch singulire Punkte unserer Mannigfaltigheiten enthilt; denn. an-
genommen, es wiirde dies nicht der Fall sein, dann miifiten fir ein
bestimmtes r Schnittpunkte der Bildkurven auftreten, denen aber
Schnittpunkte der Mannigfaltigkeiten entsprechen, was ein Widerspruch ist.

Sind endlich mehr als zwei Mannigfaltigkeiten M; gegeben, so
konnen wir deren Charakteristikenpaare ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit als relativ prim voraussetzen und die Verkettung der Bild-
kurven wird' analog wie frither durch (12) bzw. (12a) bestimmt.

Wihrend wir fiir den Fall einer einzigen irreduziblen Mannig-
faltigkeit zur Bestimmung der topologischen Verhiltnisse nur die Cha-
rakteristiken bendtigten, miissen wir im Falle mehrerer Mannigfaltigkeit
zur restlosen Bestimmung der topologischen Verhiltnisse noch -die «
unter Umstinden beriicksichtigen. Die Grofen «; wollen wir im folgenden
als die Indizes unserer Mannigfaltigkeit M; bzw. der Bildkurven I
bezeichnen.

5. Der allgemeine Fall relativ primer Charakteristiken.
Wir wihlen eine in der Umgebung der Stelle

z=y =0

analytische Manwigfaltigkeit M, der wir die ein:ige weilere Beschrinkuny
auferlegen, daf das Charakteristikenpaar (m, m) fiir diese Stelle relativ
prim ist. Wir haben somit fir die Umgebung dieser Stelle eine kon-
vergente Parameterdarstellung:

z = " (am + tt1 ‘l‘ .. )

13

<

wo
(m,n) =1 und an ¥ 0.
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Dieser Mannigfaltigkeit stellen wir eine andere M, gegeniiber, welche
die gleichen Charakteristiken fiir obige Stelle wie M besitzt, aber vom
Typus der bereits behandelten Mannigfaltigkeiten ist.

Die Parameterdarstellung von M, sei:

= gy
(132) @ = " ttn,
y =1,

Wir wihlen eine (z,, z,)-Ebene, fiir die also
y = konst.
wird und schneiden mit ihr sowohl die Mannigfaltigkeit M als auch

die Mo.
Die so erhaltenen Schnittpunkte von M bezeichnen wir mit:

(14) Ty Tgy gy =y Tn
bzw. die von M, mit:
(143-) Zo,1y To2y Zogy *ccy Tom,

Ist ¢ ein Parameterwert, der einen Schnittpunkt (14) liefert, den
wir mit z; bezeichnen, so liefert derselbe Wert # auch einen Punkt
der Reihe (14a), den wir mit xp; bezeichnen werden. Alle weiteren
Schnittpunkte sowohl der Reihe (14) als auch der (14a) ergeben sich
aus den (n—1) weiteren Parameterwerten &# (i =1,2,..., n—1),
wenn ¢; die n-ten Einheitswurzeln sind.

Dies ermoglicht uns, die Punkte der Reihe (14) eindeutig auf die
Punkte der Reihe (14a) zu beziehen und umgekehrt, indem man dem
Parameterwert ¢ t, die Punkte z; bzw. zo; zuweist.

Beriicksichtigt man (13) und (13a) so erhalt man fiir den Abstand
zweier Punkte aus (14) und (14a):

|zi—roi ] = [ "] @mir + tampa+ - - - |
bzw.

| —aui | = (" —&") am "+ ()™ amya 4 - - .
Da wir im Konvergenzbereiche von (13) verbleiben, so gilt:

lam+l+am+2 t .. l § 4
fiir:

(13b) [t <k>0

o
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daher:
lei—an| < |tmH1] 4
|0 | 2 | || am (&' — &) — [ tmH1] 4 >0

wihlen wir ¢ so daB:
]am (61'.”-—‘1:‘;")' -

(152) 1] <—7 0
so gilt sicher
(15) [.’Dj—xojl>,xr—1‘0r], Z:*'Jy (7".7’ r=12 ... n.

(15) bleibt somit fiir jeden durch (15a) und (15b) beschrinkten Wert
bestehen, also fiir alle jene Punkte (14) bzw. (14a), die in (z;, ,)-Ebenen
liegen, die einen hinreichend kleinen Abstand vom Punkte z = y = 0
besitzen.

Verbinden wir nun die Punkte

x; und xy;

durch Gerade in jeder Ebene hinreichend nahe dem Nullpunkt zu gelegen, so
geben die Geradenstiicke zunichst eine Transformation von M auf M, an,
wenn wir nur jene Teile unserer beiden Mannigfaltigkeiten in Betracht
ziehen, die in hinreichend kleiner Umgebung des Nullpunktes liegen. Diese
Transformation ist zunichst in jeder (z, z;)-Ebene, obiger Eigenschaft ein-
deutig bestimmt und stetig, ohne das Durchsetzungen der Mannigfaltigkeit
auftreten konnen. Man Jolgert daraus unmittelbar, dafi sich die topologischen
Verhiiltnisse der Mannigfaltigheit M, in hinreichend Kkleiner Umgebung
des Nullpunktes durch jene von M, ersetzen lassen.

Sollte die Umgebung (15a) kleiner als die von (15b) sein, so konnen
wir durch den bereits im vorhergehenden ausgefilhrten Weg, die
Ersetzung von M durch M, auf einen ganzen Bereich (15b) erstrecken.

Es lafit sich also speziell das stereographische Bild I der Mannig-
faltigkeit M durch jenes I'y von M, ersetzen.

Entspricht daher einem Parameterwerte #, ein Punkt einer Hochst-
stellung von M bzw. I, so ergeben sich die (n—1) weiteren Hochst-
stellungen durch die Parameterwerte ¢ ¢, (i = 1,2, ..., n—1) und das
aufeinander folgende Hochststellungen verbindende Kurvenstiick wird
von (m —1) Hochststellungen iiberkreuzt.

Also auch in unserem allgemeinen Falle werden die topologischen
Verhaltnisse durch die Charakteristiken restlos festgelegt. Wir konnen
endlich zu dem Fall iibergehen, wo die Charakteristiken einen gemein-
samen Teiler besitzen, man erkennt auch sofort, daf in diesem Falle
obiges Verfahren versagt, da wir in (13a) m und » unbedingt relativ
prim voraussetzen miissen.
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6. Der Fall eines nicht relativ primen Charakteristikenpaares.

Wir verstehen nun unter M eine ganz beliebige, in der Umgebung
der Stelle x = y = 0 analytische Mannigfaltigkeit, fir die wir dort
die Parameterdarstellung:

x = e™cosme,

re = o™Ssinme,
IN

(16) yi = 27 ai o™ eos (nig + i),

1
K

ye = 2 @i g"sin(nig + ;)
1

voraussetzen, und zwar bestehe fir die ganzen Zahlen n;:

Ny <Ny < Ng »++ << N
und ferner sei ¢ = ¢éf ein lokaluniformisierender Parameter :unserer
Mannigfaltigkeit M fiir die Stelle x = y = 0.
Aus den Formeln (1) erhilt man fiir das stereographische Bild I’
unserer Mannigfaltigkeit /:

£ 2r o™ cos mo
S r—2iae"sin(ng+ )’
2ro”sinme
17 N = - .
1D r— i a; " sin (nig + )’
 2r2aig"cos (my + )
)'——2" a; "sin (nyg + e;)

Zwischen den Parametern ¢ und ¢ besteht die Relation:

~

(17a) "+ 2 ai ¢+ 20id a; a; "7 cos [(ni— nj) g + (w— )] = r*.
1<)

Wir untersuchen zunichst ¢ als Funktion von ¢.

Es sind analog wie frither die drei Fialle m<n;, m>mn, und
m = n, zu unterscheiden.

Wir kionnen den ersten und dritten Fall mit einem Schlage erledigen.

Es ist also m < n, vorauszusetzen. Aus (17a) erhilt man analog
wie im vorhergehenden:

1
1

1 " om
0 = "'"’[1 42 D0 apa; " cos [(ni— ) ¢ 4 (@i— )] + - - ]
=y
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und endlich

1 , nny
(18) ¢ = 73{1— iy om [a' 2 cos [(n—ny)g -+ (—a)] + - ]+ }

ferner:
, ntn,

(18a) o™ = r {1 —21' yom [ai aycosf(ni—mny) ¢+ (ot; — )] —{-} +...},

nitn,

nl ,
(18Db) o™ = ,.7{{1,_2”. m

2 [% @i ty €08 [(n;—mn,) ¢ + (0; — )]
+] +}

wobei .nur jene Glieder ausgeschrieben wurden, deren Koeffizienten zum
erstenmal die Gréfen a; enthalten. Analog findet man fiir den Fall
n<<m:

1
R
¢ = a, L
‘_’nl
2.2/&& ﬂ " T cos [(ni—my) ¢ 4 (¢i—a))] + - - }
1<y
und weiter

0 ——1 SR —— cos[(ni — 1) 9 + (@ — )]

- e

(19) a, nya
S T
oM = (’—) " {1 —2; ‘;'7‘71 [% a t‘llT‘cos [(ni—m1) ¢ + (@;— 1))
(19a) " '
A
a;
o ;g cosln—m) g+ (@— )]
()nl — (_/r._) 1__.217 1 !
a, 1
(19b)
RN EE

Zur Untersuchung unserer Bildkurve I” verwenden wir die ein-
gangs erwihnten Meridianebenen. Schneiden wir 7" mit einer der er-
wiahnten Meridianebenen

:E == ”‘1]’
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so ergibt sich aus (17) fiir diese Schnittpunkte:
1 R
20) +=tgmy =—, p=VELy

b3
und weiter

n, -1
u o= 2¢m [1 ——Zi a; —Qr— sin (n; ¢ + ai)] ,

(21) 7; ~—1
t = [Srme™eos(nig+ e 1 a4 sin(nig + «)|

worin ¢ entsprechend den Relationen (18) bzw. (19) als Funktion von ¢
aufzufassen ist und fiir ¢ einer durch (20) bestimmten Werte zu
nehmen ist.

Die Gleichung (20) liefert fiir jeden Wert w, 2m Werte von ¢, die
wir in zwei Gruppen zu je m-Werten zusammenfassen konnen, je nach-
dem sing bzw. cosg fiir die Werte ¢ aus (20) ihr Vorzeichén beibehalten
oder nicht, gehoren sie der gleichen Gruppe an oder nicht. Diese Gruppen
ergeben sich daher aus den Parameterwerten:

21 .
9’=¥Po+'—n7;l (6=1012--.,m—1)
bzw.
2¢-F1)m .
9 = 9’o+*(-z—_;—)-(z =0,1,2,.-., m—1).

Da nach (18) oder (19) ¢ + 0, bleibt es auch p fiir die Parameter-
werte aus (20) und wir konnen entsprechend (17) der einen Gruppe
von ¢-Werten ein positives w, der anderen hingegen ein negatives p
zuordnen.

Da die {-Achse die Schnittpunkte einer- Meridianebene mit I
gerade in die zwei obigen Gruppen zertrennt, ist es nur notwendig, die
Punkte der einen Hilfte zu untersuchen.

Wir wenden nun auf die Schnittpunkte von I die eingangs er-
wahnte Inversion an und erhalten nach (4):

2 2% a; 0" cos(ni 9 + )
b

pr = -
14+ £
(22) .
or — 2 2 a; ¢ sin(n; ¢ -+ )
n °
14+ 2
r

Ferner definieren wir mit Hilfe der Wurzeln von (17a) ¢ = o(gy, a4,
3, -+ -, ai) die GroBen:
0y, Gs, Og, e, OF
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wie folgt:

(23) g = 9(9’17”17 a!v"'yaho,""o)-

Es sind somit die o; die Wurzeln der Gleichung (17a), wenn man die
tip1 = Asp2 == = ax = (0 wihlt. Die fiir ¢ gegebenen Entwicklungen
iibertragen sich daher sinngemif auf die Grofen o;

Wir erginzen die Formeln (18) und (19) durch die beiden Relationen

n nitng
(18¢) [1+g"“} -3 {HZ”

bzw.

"’[a‘ o8 [(ni—ng) 9 + (@ — ;)]

)
ST =)
——22 r%kl % 'j cos [ —ny) ¢ + (a; — )]+ - -

y
ity

(19¢)

Wir stellen zunichst der Bildkurve I”

die Kurve I gegeniiber,
tiir die, unter Beibehaltung der Relation (20), der transformierte Meridian-
schnitt durch:

px = 224 i ———— cos (n; ¢ + (1),
1 + —
9
@4 o~
- '[ .
L ‘)Z a—*t T sin (s ¢ -+ ;)
1+ ,4
bestimmt ist.
Uber die in (16) auftretenden Exponenten miissen wir auller der
festgelegten Reihenfolge noch folgende Voraussetzungen machen
m o= g Ny, nmo== py fy My, -~ -
(25) Ny = ¥ my, Ny = Vo Mgy« »
cey M == My fty s fe—1 M1y

M == gy Mg -+ N niy,
sy Rpmy == V-t My-1, N —

Vi my .
und zwar soll m, der grofite gemcinsame Teiler der Zahlen (m, 1) sein
m; 1 hingegen der grofite gemeinsame Teiler von (my, 1:;1),

i i), da der Para-
meter ¢ == g¢'7 in (16) als ein lokalunifermisierender vorausgesetzt wurde
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und sicher my = 1 sein muB, falls sich nicht schon ein fritheres m; dieser
Eigenschaft bestimmen lafit. Selbstverstindlich kémmen unter den m;
auch gleiche vorkommen.

Wir untersuchen zuniichst die Kurven I7, die sich aus den ersten
i-Gliedern der Entwicklung (24) von I” ergeben, somit ist I3 identisch
mit 77,

Speziell erhalten wir fiir I einen Torusknoten entsprechend der
Mannigfaltigkeit M, von folgender Parameterdarstellung:

ay = o't cos py ¢,

: Xy = o' sinpy g

(26) ; ’
Y = ay 0" cos (9 + @),
Yo = ay ¢ sin (v 9+ ay).

Auf ebenso einfache Weise konnen wir den transformierten
Meridianschnitt einer Fliche angeben, auf der I'y liegt FEr besitzt die
Parameterdarstellung:

g1kt 0-72'2
L —_—1  eos - _
wt = 2la, e cos (v sy -+ )+ as o cosy |,
1+ 14—
| r ¥ i
) g A
0* = 2ty - sin (v, s ¢ + ;) + @o ————sin Y.
O.A;ll‘blq O.I.l;t,‘uz
14— 1+ —
| 7 7 J

Die durch (27) dargestellte Fliche ist aber, wie man leicht erkennt,
eine Schlauchfliche mit der Kurve Iy als Achse. Da die Entwicklung
fiir den transformierten Radius des Torus von 7; nach (18) bzw. (19)

7l1
: o Lo .
und (27) mit »™ bzw. mit . beginnt, der Ausdruck
1
G’

1y Us
L4

"

»
", 1y —n,

hingegen mit 7™ bzw. mit " (q,) "', so folgert man daraus, daf fiir
ein gendigend Kleines r unsere Schlauchfliiche sich nirgends selbst schneiden
wird. Nun entnimmt man aber unmittelbar (24), daf die Kurve I'y eine
auf dem Schlauche (27) liegende Kurve ist, die sich v,-mal im erzeugenden
Querschnitt des Schlauches und py-mal in der Richtung der Achse sich

windet. Da aber (uy».) == 1, so erhalten wir eine nicht zerfallende Kurve.
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In analoger Weise findet man fiir den allgemeinen Fall I} eine auf
einem Schlauche liegende nicht zerfallende Kurve, die sich vimal im
erzeugenden Querschnitt des Schlauches und pi-mal in der Richtung der
Achse windet, wo letztere eine Kurve I'j_y ist.

Auf diese Weise ist also auch I” als Schlauchkurve eindeutig
festgelegt.

_Wir haben jetzt nur mehr zu zeigen, daB unsere Kurve I' sich
auf I'" stetig mit ihren sie umgebenden Raume deformieren lafit. Wir
bezeichnen die durch (26) und (20) dargestellten Meridianschnittpunkte
unserer Kurve I'i, deren es p, gibt mit:

(26a) D1y Py ey Ppye
Die Punkte hingegen, welche durch

pr = 2£"—c08(m@+a1),
1+ 9

(28)

[* = 2&Lsm(msﬂ+a1)
1+"

dargestellt werden und wo ¢ durch (18) bzw. (19) zu ersetzen ist mit

Pu, Pz, oy Pimyg,

)9 sy Pom s

(28a) b2y, P22, s P2m s
p‘ull! 1’/1127 te '?l)y,mly

deren es m voneinander verschiedene gibt. Die Bezeichnung in (28a)
wurde so gewahlt, daf alle Werte py; dem gleichen Werte g entsprechen
wie p, usw. Die durch (28) bestimmte Kurve wollen wir mit I'] bezeichnen.

Unsere Kurve I” deren transformierte Meridianschnittpunkte durch
(22) bestimmt sind, transformieren wir in eine Kurve B;, deren trans-
formierte Meridianschnittpunkte die Darstellung:

a,6

”* — 1 lm cos (1, ¢+ )+ 2 . COS (n; ¢+ “l)!
14 —’ y
(29) n
9 a G '
oF = o Sin(ny ¢ + ay) + Z — g Sin(niy + )
+-' R v

haben.



III. Klassifikation der Singularititen algebroider Kurven. 27

Diese Transformation 1iBt sich durch folgende Deformation von I
erreichen. Man deformiere einfach die Kurve I'f auf I'f, was etwa durch
Zusammenschieben der Punkte p;1, pis, - - - Pi, m, in den Punkt p; erreicht
werden kann. Beriicksichtigt man nun wie sich I aus Iy bzw. B,
aus I aufbaut, so erkennt man, daB man auf obigem Wege eine De-
formation von I'" in B, erreicht. Nun koénnen wir aber von letzterer
Transformation leicht zeigen, daf sie sich ohne Selbstdurchsetzung der
Kurve I'" ausfithren 1aBt, mit anderen Worten also I" und B, sind
topologisch dquivalent. AuBler unseren Punkten p; und py; wollen wir
entsprechend den Gleichungen (22) die Punkte ¢;; und entsprechend (29)
die Punkte ¢y einfithren. Die Bezeichnung der Punkte ¢ bzw. ¢ wurde
entsprechend den der Punkte p; gewihlt.

Wir bezeichnen also die Punkte, welche zu I gehoren mit ¢;, die
von B; mit ¢;: Um zu zeigen, daB die Deformation von I’ auf B, ohne
Selbstdurchsetzungen moglich ist, miissen wir noch eine Reihe weiterer
Hilfskurven einschalten. Wir bezeichnen mit B;; jene Kurve, deren
transformierter Meridianquerschnitt folgende Gestalt besitzt:

k
w* = (o)1 cos (n, 9+ «,) +2 ()i cos (nig+ ), -
(292) =2

k
t* = (o) sin (n, 9 + ) +i§ (0)i sin (m; ¢ + &),

wo entsprechend dem friiheren unter

zu verstehen ist.

Die durch obige Gleichung dargestellten Meridianschnittpunkte sollen
die Punkte ¢% sein und sie mogen den gleichen Parameterwerten, wie
die Punkte ges entsprechen. Die durch

p* = (o)1 cos (g 9+ &),
£* == (o)1 sin (ny gJ+a.,)

bestimmten —:71:— Punkte seien die Punkte q*lgﬂ Um jeden dieser Punkte

g.% werden sich g, , Punkte q*g+”g = 1,2, ... p;,, anordnen (vgl

Figur 1a). Anderseits werden sich zu dem Punkte q*‘”‘l) bzw. q"é” m,

bzw. m; Punkte qﬁj};l’ bzw. q‘(gg angeben lassen, die sich entsplechend
den Relationen (29a) direkt aus den ersten Punkten aufbauen lassen.
Diese m;..; Punkte q’“’ sowie die den gleichen Parameterwerten ¢ ent-
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sprechenden m;y; Punkte q(‘;} letztere kommen also sicher unter den
oben erwéhnten m; Punkten q“;, vor, lassen sich in zwei Kreise ein-
schliefen, deren ersten Mittelpunkt wir mit a, und den Radius mit 4,
diese Bestimmungsstiicke vom zweiten Kreise hingegen mit a4, und 4,
bezeichnen werden. Als Mittelpunkt @ kann man einen der Punkte
withlen der sich ans (29a) ergibt, wenn nur die ersten (1) Glieder
beriicksichtigt werden und als Parameterwert ¢ einer der Werte gewihlt
wird, dem der Punkt q;‘g(;*l’ entspricht, ganz analog und durch den
gleichen Parameterwert ¢ bestimmt wollen wir den Punkt a, wahlen.
Entwickelt man nun die Radien 4, und 4, unter Zuhilfenahme von

(18) bzw. (19), so ergibt sich fiir die Anfangsexponenten von r, 72;:2

Pita
Ry '
wicklung nach » von der Liinge der Strecke ap ap = q*é“ l’q*;“ mindestens

die Zahlen = nl”+ 2m

bzw. Ebenso erhalt man fiir den Anfangsexponenten der Ent-

—2 bzw. Tﬂ’ hingegen fir die Lénge der
1

Strecke ag a,.g# v hochstens 222 bay THI_ Fiir den ersten Fall

ist es sofort klar, daf die Verschlebung von dp nach a, und aller in
obigen Kreise enthaltener Punkte moglich ist, ohne, daB hierbei Schnitt-
punkte dieser Verschiebungsstrecken auftreten, fir den zweiten Fall ist
dies aber auch moglich, da der Koeffizient des Anfangsgliedes von ao ap
kleiner als der von asae ist und nur fiir eine endliche Anzahl von
Werten ¢ mit diesen gleich werden kann.

Es kann somit die fragliche Deformation der Kurve " in By, ohne
Selbstdurchsetzungen fiirchten zu miissen, ausgefithrt werden. Womst
zundichst bewiesen, daf Bi; topologisch-iiquivalent mit By und daher
I'" iiquivalent mit B, ist.

So konnen wir stufenweise weitergehen, indem wir die Kurven B,
definieren, deren transformierter Meridianquerschnitt die Entwicklung:

o

k
p —2 (0 cos (i g + @) + 2+ (@) cos (ni g+ ),
1 «+1

i=1

l‘f

k
; (0:); sin (n; 9 -+ ;) +i §+ 1(9)1’ sin (n; 9 + @)

zukommt. Definiert man nun analog wie oben die Kurven Bap ¢ = o,
so findet man fir die Anfangsexponenten der Entwicklungen nach »
ni+1+na+”l1___2 bzw "li+n(¢

fiir Qo Qg mindestens
m 7y

- 1 fur ((,(; a()

lz+1 i1
n1

von Byiy mlf Be. ohne Selbstdurchsetzungen fiirchten zu wiissen miglich ist.

dagegen—— bzw. , womit sofort Kklar ist, daf die Deformation
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Man erkennt somit aus obigen, daff die Bildkurve I' ein Schlauch-
knoten ist, dessen Achse selbst wieder im allgemeinen ein Schlauchknoten
sein wird, alle diese Knoten sind fesigelegt durch die Zahlen:

My Wiy v ooy N

MmMigq Punkte q(H—l)

m;4, Punkte g

*(i+1)
2

Fig. 1a.

Wenn aber auch wmgekehrt ein solcher Schlauchknoten gegeben ist, so
laft sich aus den Zahlenpaaren (w;, v;) stets eine Mannigfaltigkeit M
konstruieren, deren Bildlurve I topologisch iiquivalent mit dem vorgegebenen
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Schlauchknoten ist und deren Parameterdarstellung diec Form (16) Desitzt,
wenn nur die entsprechend den Gleichungen (25) konstruierten Werte m
und n; von folgender Art sind:

ny < fg< oo < N

Da durch die Zahlenpaare (u;»;) die topologischen Verhaltnisse
vollkommen bestimmt sind, wollen wir sie analog wie im Falle relativ-
primer Charakteristiken, als di¢ Charakteristikenpaare unserer Mannig-
Sfaltigkeit M bezeichnen, um so mehr als wir sofort zeigen werden, daf
ste auch vollkommen fiir allgemeine Mannigfaltigheiten ausreichen. In-
zwischen ist man aber gezwungen, bei Verkettungen von Mannigfaltig-
keiten noch die Zahlen a; in Betracht zu ziehen.

Wir bezeichnen daher als Charakteristikenpaar bzw. den Index
i-ter Ordnung, das Zahlenpaar (wi, v;) bzw. die Zahl a.

Hat man endlich eine allgemeine Mannigfaltigkeit M, d. h. bricht
die Entwicklung (22) nicht bei einem endlichen % ab, so sieht man nach
dem fritheren leicht ein, daB die Deformation der Kurve I'' auf die B;
aus den gleichen Griinden wie frither ohne Selbstdurchsetzung realisiert
werden kann. Ist dann der Parameter ¢ = ¢¢% ein lokaluniformisie-
render unserer Mannigfaltigkeit M, so mufl es ein angebbares j geben,
fir den m; = 1 zum erstenmal wird, entsprechend den Relationen (25).
Die Charakteristikenpaare, von der j-+1-Ordnung angefangen, werden
dann folgende Gestalt haben (1,vj11), (1,¥j49), -+ -, also werden alle diese
Schlauchkurven topologisch dquivalent mit I'; sein. Wir sehen also, daff
zur Bestimmung der topologischen Verhdltnisse talsiichlich mur so viele
Anfangsglieder der Parameterdarstellung notwendig sind als sie notwendig
sind, damit t lokaluniformisierend bleibt.

SchlieBlich konnen wir den Begriff der Hochststellungen, den wir
bei den gewdhnlichen Torusknoten eingefiithrt hatten, unverandert iiber-
tragen, wenn wir nur beriicksichtigen, daB die Schlauchkurven, ganz
analog wie die Torusknoten am Kreisringe, auf einer Schlauchfliche
liegen. So erhalten wir fiir einen Schlauchknoten I3, der entsprechend
dem vorhergehenden bezeichnet ist, »; Hochststellungen, wenn nur
pr > 1 ist.

7. Hohere Verkettungen.

Wir nehmen zunichst an, daff sich in der Umgebung der Stelle
x = y = 0 nur zwei Mannigfaltigkeiten schneiden, deren Parameter-
darstellungen die folgende Gestalt besitzen:

xr = tm’
(30) $ =yt
y = Zaiev_r i

i=1
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und
x ="
31) L .
( 'Z/ == Zbi(iv-_lﬂi t’i!
i=1

die wir mit M; bzw. I, bezeichnen wollen und wo:

< fg < -+ o < Ny
ty < g < - < gy

ferner sollen zwischen den Exponenten n; bzw. v; folgende Relationen
bestehen:

(302) M=y My, M= g g Mg, e, M= iy fg - - Py M,
a.
n = v, my, Ng — V3 N, ceey g = YV My,
. = Wy Wy, W = W 0 Wy *++-, W == @ Wg -+ W Wy,
(31a)
fommnd 71'1 vl’ v — ;Tg "/‘2, ces, P = ;Tl lul,

worin m; bzw. «; der grifite gemeinsame Teiler von (m;, ;1) bzw. von
(wi, viy1) ist. Des weiteren sei unser Parameter ¢ sowohl in (30) als
auch in (31) lokaluniformisierend. Die zu den beiden Mannigfaltigkeiten
M, bzw. M, gehorigen stereogmphlschen Bildkurven wollen wir mit
I'" bzw. P’ bezeichnen. Unter I';, I'; bzw. B; wollen wir die gleichen
Kurven wie im vorigen verstehen, ebenso unter P}, P; bzw. A; die ent-
sprechenden Kurven hergeleitet von P;.

Zwischen den Grofien von (30) und (31) wollen wir zunichst
folgende Beziehungen annehmen:
(39) {’ls = wg. Vs == Ws. as = by, g = fq,

s=1,2,...,i—1, i—1 <k, i—1<L L.

Aus (32) folgert man sofort

(32a) Te — &, Ne — 2, e, 7 <1i.
nj 0 m t

Wir denken uns nun wic frither zu den Kurven B, bzw. 4, die
Kurven B,; bzw. A, gebildet und iibernehmen fir «, i, ¢ die Bedeutung
aus dem fruheren ful die Kurven /° bzw. B, und wollen unter b, B, p
das gleiche fiir die Kurven > bzw. A verstehen. Entwerfen wir nun
wie in Figurla ein Bild des Meridianschnittes fiir die Kurven By;, Byj+1,
Ay und Ay fir j < 4—2, so ist ersichtlich, daf die Verhiltnisse gerinu
wie bei einer einzigen Mannigfaltigkeit sind, denn die Punkte aq, ay,
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also auch die Punkte ¢} und qgggn sind gleich mit den entsprechenden
b bzw. p. Also kann man die Verschiebung von ao und by gleichzeitig
vornehmen. Etwas anders ist das Bild (vgl. Figur 2a), wenn j > 1 ist.
Wir verschieben zundichst um a, «o alle entsprechenden Punkte qUiv
aber auch gleichzeitig die Punkte pY*? um den gleichen Vektor, die
ersteren gehen dann in die Punkte ¢ iiber, die letzteren in Punkte,
die wir mit p°U+1 bezeichnen wollen, ebenso wird der dem Punkte b,
entsprechende Punkt in by itbergehen, es werden aber im allgemeinen
die Punkte pO(”D bzw. by von den Punkten ])(J+ ), bo verschieden sein.
Nun ergibt sich fiir den Anfangs-
exponenten von + der Entwicklung
fir die Lange der Strecke p*( p*oU)
ni+2n — 9 baw.
m

mindestens
n’

. N U
wenn wir etwa annehmen o < -,
5, = anderseits kann man um jeden Punkt

(@ einen Kreis schlagen, dessen Ra-

¥y :
dius einen Anfangsexponenten von r

S

G/t

besitzt, der hiochstens gleich % bzw.

ZI ist und in dem kein Punkt ¢V zu
liegen kommt, daher kann man die
Punkte p°Y in die Punkte p*’ hinein-
schieben, ohne bei der entsprechen-
9a /9’ ! den Deformation der Kurve irgend-
welche unerlaubte Schnitte fiirchten
zu missen. Diese Uberlegung gilt
ganz allgemein fiir die Kurven B

und Aalg, solange nur e« -7 bleibt.
Es zeigt sich also, daB die Kurven Iy — Py sind fiir s<i. Es ist aber
auch ersichtlich, daf obiges Verfahren suh auf mehrere Mannigfaltigkeiten
anwenden lift, solange nur die Charakieristikenpaare als auch die Ko-
effizienten dieser drei Mannigfaltigheiten die gleichen sind. Findet endlich
vom i-ten Gliede eine Trennung durch die Koeffizienten oder Exponenten
statt, so liegen die Dinge genau wie bei den Torusknoten, was man aus
den Relationen fiir die transformierten Meridianschnitte wnmittelbar
ersieht, wenn wir nur den Torusmeridian ersetzen durch den Schlauch-
querschnitt der betreffenden Kurven.

Wir sehen also, dafi die moglichen allgemeinen Verkettungen den
frither besprochenen einfachen Verkettungen gestaltlich sehr ahnlich sind,

>
K
‘Lp;g'i-u /

)
p’;‘g(i} p"/

Fig. 2a.
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wihrend diese auf konzentrische Tori fiihren, fithren jene auf konzenirische
Schlauchfliichen.

Zum Schlusse wollen wir noch kurz den Fall besprechen, wo sowohl
v; = 7, gy = oy, a; = b; aber e;  B;; in diesem Fall erhalten wir
fir die beiden Kurven I'; und P; den gleichen Tragerschlauch, dann
gehen aber diese beiden Kurven durch eine entsprechende Schraubung des
Schlauches in sich, ineinander diber, damit ist aber auch die Trennung
eventueller weiterer Schlauche, die sich auf diese Kurve aufbauen, erreicht.

8. Riickblick.

In diesem Abschnitte wurde vor allem gezeigt, dal sich die topo-
logischen Verhaltnisse einer Mannigfaltigkeit, als auch. die mehrerer
solcher, im allgemeinsten Falle aus den Charakteristikenpaaren und
Indizespaaren hoherer Ordnung, eventuell unter Beriicksichtigung der
zur Mannigfaltigkeit gehorigen Winkel, vollstindig eindeutig auf die
einfachste Art und Weise bestimmen lassen. Zunichst hatten wir dies
immer fiir eine hinldnglich kleine von Null verschiedene Umgebung der
betreffenden Stellen nachgewiesen, d. h. daf der Radius » unserer ein-
gangs erwahnten Projektionskugel # hinreichend klein gewihlt wird.
Da die Bildkurven stetige Funktionen des Radius » sind, solange es
die Kurven der Mannigfaltigkeit 3/ sind, d. h. solange unsere Kugel =
in der Umgebung des Punktes bleibt in der M aufier in diesem Punkte
regular bleibt, sind noch weitere Mannigfaltigkeiten vorhanden, so ist
von der obigen Umgebung noch zu verlangen, daf sie keine Schnitt-
punkte der Mannigfaltigkeit enthilt, so bleiben auch unsere topologischen
Verhaltnisse in der soeben definierten Umgebung erhalten.

Wir konnen nun auch restlos die Frage beantworten, welche topo-
logische Formen eine analytische Mannigfaltigkeit in der Umgebung
eines ihrer Punkte, in der sie sich algebraisch verhilt, bzw. mehrerer
solcher Mannigfaltigkeiten, auftreten koénnen. FEs konnen, falls wir nur
eine emzige Mannigfaltigkeit haben, sdmiliche Torusknoten aber auch
alle Schlauchknoten als stereographische Bildkurven aufireten, doch miissen
Jiir letztere die aus den Charalkteristikenpaaren (ui, vi) sich bestimmenden
Zahlen n; der Bedingung m;< niyy geniigen.  Sind hingegen mehrere
analytische Mannigfaltigkeiten gegeben, so sind die topologischen Ver-
hiiltnisse dadurch charakterisiert, daf die Trennung je zweier Bildkurven
so statifindet, daf die Schlanchfliichen, auf welchen die Knoten selbst oder
solche Knoten, die nach dem friiheren zu seinem Aufbau verwendet wurden,
honzentrisch, beziiglich ihrer gemeinsamen Achse liegen. Aber auch umgekehrt
lassen sich aus dem Vorhergehenden, leicht zu jeder solchen Verkettung und
Verlnotung alle maglichen analytischen Mannigfoaltigheiten angeben.

8



34 K. Brauner.

Von besonderem Interesse ist noch die Frage, ob die im obigen
erwiahnten topologischen Verhiltnisse der stereographischen Bilder alle
denkbaren erschdpfen oder nicht; daf aber eine Erschipfung nicht vor-
liegt, konnen wir leicht aus folgendem ersehen. Es lafit sich némlich
leicht zeigen, daf der auf einer Fliche vom Geschlechte zwei liegende
Viererknoten nicht vorkommen kann. Wie bekannt, ist dieser Knoten
mit keinem Torusknoten identisch, und miifite, falls er unter den mog-
lichen Kurven vorkommt, frithestens sich mit einem Knoten identifizieren,
dessen Triger ein Torusschlauch ist. Nehmen wir an, wir hitten einen
solchen Schlauchknoten gefunden, dann muf, da dieser von einem Torns-
knoten verschieden, us > 2 sein. Wie immer ich daher meinen Schlauch-
knoten deformiere, miissen mindestens 4.3 = 12 Uberkreuzungen auf-
treten, da ja bei allen diesen Deformationen der Torusschlauch in einen
solchen iibergeht und sich demnach mindestens dreimal iiberkreuzen musf.

IV. Die Verzweigungsgruppen.

1. Gruppe fiir einen einzelnen Knoten auf einem Toruse.

Der Knoten auf einem Torus erscheint nach dem fritheren charak-
terisiert durch die Zahl seiner Meridianumliufe, diese sei m und durch
die Zahl seiner Aquatorumliufe, diese sei n. Es ist notwendig anzunehmen,
daB m, m relativ prim sind, also (n, m) = 1.

Durch die Aufschneidungen von WIRTINGER zerfillt der Knoten in
einzelne Teile, lings denen eine gleiche Verzweigung der Funktion
gesichert ist, Wir betrachten inzwischen nur die Hochststellung dieser
Kurve, dies sind also m Punkte. Die Verzweigungen in diesen Punkten
sind 4o, 4y, Ag, - -+, Adm—1 in einer Reihenfolge, die einer bestimmten
Durchlaufung der Kurve entsprechen moge.

Diese m Verzweigungen 4;(: = 0,1, ..., m — 1) erzeugen bereits
die Gruppe vollstindig, denn jede andere Verzweigung, die lings dieser
Kurve stattfindet, geht gemi den WirTINGERschen Relationen aus einen
der A; durch Transformation mit einem geeigneten Produkt der A; hervor,

Die Indizes der 4; koénnen selbst wieder mod m genommen werden,
da man nach einer Durchlaufung der Kurve an die gleiche Stelle zuriick-
kehrt und die Verzweigung in den einzelnen Punkten der Kurve bei
gleicher Aufschneidung des sie umgebenden Raumes eindeutig ist.

Zwecks Aufstellung der WirTINGERschen Relationen ist es not-
wendig, die Verzweigung jener Hochststellungen zu kennen, unter welche
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der Kurventeil hindurchgeht, welcher zwei apfeinanderfolgende Hochst-
stellungen miteinander verbindet. Es sind dies die zu einer Hdochst-
stellung benachbarten Punkte von hdchster Stellung in einer Reihen-
folge die dem Durchlaufungssinn der Kurve korrespondiert.

GemiB der Erzeugungsweise unserer Kurve entspricht einer Meridian-

drehung —:; Aquatordrehungen. Bezeichnet man die Anzahl der Meridian-

drehungen, welche von einer Hochststellung zur anderen fithren, mit #,
ist also die zn A; benachbarte Verzweigung 4:i., so fiilhrt derjenige

Kurventeil, der diese beiden Punkte miteinander verbindet, l+—;;

Aquatordrehungen aus, wenn 4 eine noch unbekannte ganze positive
Zahl bedeutet. Entsprechend der obigen Beziehung zwischen Aquator-
und Meridianumldaufen erhilt man .

» =2t
n m
somit
(1) nx = mi+1...(xA) = 1.
Die WiRTINGERschen Relationen lassen sich nun sofort hinschreiben:

: —1 -1 —1
(2) Ag—1yati An—2yoti -+ - Azii Ai Awgi - - Apvyrte = Adina
i=01,...,m—1).

Die Relationen (2) lassen sich noch in der Form:

(2a) Ai divi oo Ap—nets = Angi Aoxgi - Ap-prti diqa
¢t=0,1,...,m—1)
schreiben.

Aus (2a) erkennt man aber sofort, daf samtliche m linke und
rechte Seiten einander gleich sind, wenn man nur beriicksichtigt, daB
Arx = Ay und (m, x) = 1 entsprechend (1) ist.

Somit besteht:

(3) ‘Ai AZ—H‘ v A(n—2)z+i A(n—l)z+i = P (l == O, 1, L m—l).

Die durch (2) und (3) definierte Gruppe ist mit der durch (2)
definierten Gruppe isomorph, denn (2) und (3) gehen durch eine Er-
weiterung') zweiter Art aus (2) hervor. Aber auch die durch die.
Relation von (3) definierte Gruppe ist mit der durch (2) definierten
identisch. Bezeichnet man die Relation (2a) der Kiirze halber mit

) Vgl. H. Tierze: ,Cher topologische Invarianten usw.“, Monatsh. f. Math. u.
Phys. 19 (1908), § 11.

3>
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fitd) =1 (i=0,1,....m—1)
und die von (3) mit
gi(d) - Pt =1 V=0,1...-,m—1),

so geht aus (3) und (2) was folgt hervor:

9;(4) = g;1.(4) = fi(d).

also durch eine Erweiterung erster und eine Reduktion zweiter Art.
Wir konnen daher (3) als definierende Relationen unserer Gruppe
wihlen.
Aus (3) folgert man folgende Relationen:

@) PFAPr= Ay ¢(=0,1,....m—1, k=0,1,.--.n—1).
Vermoge (4) 1aBt sich (3) in einfacher Form

) (4, P~ Pin = 1, PmA PrATY =1
schreiben.

Die Relationen (8) und (4) ergeben sich aber aus (3) durch Er-
weiterungen der ersten und zweiten Art. Somit ist unsere Gruppe
durch die einzige definierende Relation (5) mit den beiden Erzeugenden
Ao und P bestimmt.

Durch Einfithrung einer neuen Erzeugenden kann die definierende
Relation unserer Gruppe noch wesentlich vereinfacht werden.

Diese neue Erzeugende @ -sei durch

(6) Q - AO Ax A?z .. A(m—l}x
bestimmt.
Aus (1), (6) und (3) ergibt sich
P? = Ql A,
oder
(6a) Q* = 4, P

aus (6) und (4) folgert man andererseits auch die Relation:

@ (4o Py P = Q
bzw. mit Hilfe von (6a)
(7 a) Q—zm P = 1.

Setzt man nun (6a) in (5) ein, so erhdlt man

7 b) Q-—}.n PpPin = 1,
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Eine Reduktion erster Art ergibt aus den beiden Relationen (7a)
und (7b) die einzige Relation:

8) Q" P™ = 1.

Unsere Gruppe kann daher durch eine einzige definierende Relation (8)
mit zwel Erzeugenden P und Q bestimmt werden. (8) 1dBt sich aber, wie
sofort ersichtlich, unmittelbar aus dem Charakteristikenpaar bestimmen.

Die Relation (8) besitzt nicht nur den Vorzug der Einfachheit,
sondern auch die beiden Erzeugenden P und @ haben fiir unser Problem
eine einfache Bedeutung. So bedeutet P jeme Verzweigung, welche sich
ber Umliiufen wm den Torus unserer Kurve ergeben, wihrend Q die
Verzweiqung eines Umlaufes um den Torus im Inmern bedeutet.

2. Gruppe fiir die Verkettung eines Torusknotens mit einem Kreise.

Der Knoten sei wieder durch die Anzahl seiner Meridianumlaufe m
und seiner Aquatorumliufe n gegeben.

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem der Kreis im
Innern des Torus bew. im dufleren Teile liegt.

Wir betrachten zuerst den ersteren Fall.

I. Die Bezeichnung fiir die Verzweigungen des Knotens behalten
wir im folgenden bei. Fiir die m Hochststellungen haben wir somit die
Verzweigungen 4,, A, ---, An—1 in der Reihenfolge der Durchlaufung
der Kurve in einem bestimmten Sinne.

Durch den Knoten wird der mit ihm verkettete Kreis in m Teile
geteilt, lings denen im allgemeinen verschiedene Verzweigungen auftreten.
Wir bezeichnen sie in der Reihenfolge, wie sie sich bei der Durchlaufung
des Kreises, im selben Sinne wie die des Knotens, ergeben mit R,, Ry,
By -++, Ryn—y, wo die Indizes aus demselben Grunde wie frither
mod m genommen werden konnen und x der Relation (1) geniigt. Die
Verzweigung R, finde in jenem Teile des Kreises statt, der von den beiden
Hochststellungen mit den Verzweigungen Aim-1)» und 4, begrenzt wird.

Es ist leicht einzusehen, daB der Kreis im Innern des Torus so
verschoben werden kann, daf ein zwei Hochststellungen verbindender
Knotenteil vorerst unter den Knoten hindurchgeht und dann unter den
Kreis. Es ergeben sich sodann folgende WIRTINGERsche Relationen:
(9) R;;H A(?ll—l)z+i T Az_-:zi Ao+i ‘1z+i "12z+i T A(u~1)x+i an-l—i = Ai—H
. G =2012-..,m—1),
zu denen noch die folgenden

(10) 4R 4, = R,

e+ %

(k - Oa 1, 27"'7m_1)
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von der Verkettung des Kreises mit dem Knoten herrithrend, hinzu-
kommen.
Unter Beriicksichtigung von (1) erhilt man aus(10) folgende Relationen:

(10a) At yuin A A" B Ay Agii - Ay = Bipy
th =0,1,-.., m—1).
Die durch (9) und (10) definierte Gruppe ist unsere Verzweigungs-
gruppe und als topologische Invariante der Verkettung zugeordnet.
Die definierenden Relationen dieser Gruppe lassen sich auf &hnliche
Weise, wie frither, wesentlich vereinfachen.
Die Relation (9) la8t sich noch wie folgt schreiben:

(92) Ai Aeti Aoy -+ - An—vati Buxti
= Apyi Asyi -+ - An—vyxti Braeri din 0=10,1.2, ..., m—1).

Da Aii1 = Anx+i und aus (10) A)Txl—{»-i Rusti Aneti = Ratnyzti = Bryita
folgt, konnen wir (9a) durch:

(9v) A Ay -+ Ap—pr+i Bit1 = Auqi dongi -+ Aig1 Bagiga
¢=1012....,m—1)
ersetzen.
Man erkennt unmittelbar, daB simtliche rechten und linken Seiten
der m-Relationen (9b) einander gleich sind und wir fir diese:

Oc)  Adi Awgi Aveti oo An—tyxti Rin =P (=0,1,2,...,m—1)
schreiben koénnen.

Aus (9¢) schopft man leicht die Beziehungen:
(11) P+ 4; P = Ay (7, h=20,1,2. ..., m—1).

Unter Beriicksichtigung von (10a) und (11) konnen die m-Relationen (9¢)
in folgende zusammengefaBit werden:
(12) (do P~ Ry PAm — 1,
da die Beziehungen (10a) durch
(10b) PR, P = RI;—H (].' = 0, 1.2, ..., m— 1)
ersetzt werden kann.

Es lassen sich somit die Relationen (9) durch die Relation (12),
verbunden mit der folgenden:

(12a) P4 P" 4 =1
ersetzen.
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Wir definieren eine neue Erzeugende @ durch:
(13) Q = A¢ Ax Aoy -+ Apm—1)2.
Aus (13) und (11) folgert man
(13a) (4o P—%ym Pmx = ().
Die Beziehungen (1), (9¢), (10b) und (13) liefern:
¢ 4, = R—* P*
oder
(14) 4 P77 = Q7 Ry
zufolge (13) und (10) erhilt man:
(15) Q R QR = 1.

Fithrt man (14) in die Relationen (12) und (13a) ein, so erhialt man
miter Beriicksichtigung von (15) und (1):

Q—).n. Ro—i.m I)J.m =1
(16) bzw.
Q—zu Il,o—zm P .

Da (x,2) = 1 sind, so laft sich unsere Gruppe durch folgende
2 definierende Relationen mit den 3 Erzeugenden P, ), R, bestimmen:

Ro—m Qvn P — 1’

17
(17) Ri'QR, Q7 = 1.

Die Bedeutwlg der Operationen P und Q ist die gleiche einfuche
wiv im ersten Falle, die von R, wurde bereits eingangs auseinandergesetzt.

II. Wir konnen uns nun dem Falle zuwenden, wo der Kreis den
Torusknoten von auBen umschlief}t.

Die Bezeichnung fiir die Verzweigungen des Knotens behalten wir
bei. Hingegen soll sich bei einem Umlauf um den den Torus von aufen
umschlieBenden Kreis an seiner hochsten Stelle eine Substitution &
ergeben. Dieser Umlauf besitze den gleichen positiven Sinn, wie der
Durchlaufungssinn unseres Knotens.

Denmit unseren Knoten verketteten Kreis konnen wir in eine geeignete
Meridianebene hineinlegen und ihn dort, etwa als konzentrischen Kreis
zum Meridiane unseres Torus wahlen. Dureh diese Meridianebene werden
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gerade n Hochststellungen unseres Knotens getroffen, diese seien etwa
Ak, Artry Agsox - - - und Agp—1z. Wir treffen nun folgende Bezeichnung:

(18) S1ALS = A,

d. h. wir bezeichnen mit A, erst die Verzweigung ldngs jener Kurven-
punkte, die bereits die Meridianebene passiert haben. Es kann beispiels-
weise vorkommen, da8 unter den Ay bis Ax+—nx gleiche vorkommen, d. h.
diese Hochststellung passiert ofters die Meridiancbene. Sind die zu-
gehorigen Indizes: k+x %, k+axy %, ---, k4 x,%, sie sind also modm
genommen alle einander gleich.

Es bestehen dann zwischen diesen Ajir» folgende Beziehungen:

81 Ak"”’l” S = Ak+wlx;
STt Akime 8 = Atz

%y
S Ak*ﬁ;q” § = Ak+x£,x,

wir konnen daher diese S Verzweigungen gemifi 18 durch folgende
ersetzen:

:1;c+1'1z - Ak—}—xzz ’
!
(19) Alc-i—w,z - Ak-{-.raz,
. Coe
’
Ak+x9_lz = Ak+19z,
oder
(01 (0—2
(192) AT = A = - = iz, 2 = dktz g

Wir bezeichnen die unmittelbar nach der Meridianebene unseres
Kreises auftretenden Verzweigungen benachbarter Hochststellungen in
einer Reihenfolge, die dem Durchlaufungssinne unserer Kurve entspricht.
mit:

(20) AO; Az, "122, Sty A(m—?)z, "J(nm 1)z

Da (x,m) = 1, werden 0,x,22,...,(m—1)x, modm voneinander
verschieden sein, es kinnen daher unter (20) nur modm verschiedene
Indizes vorkommen.

n Hochststellungen werden durch unsere Kreise in zwei Teile geteilt,
man hat daher m 4 n Verzweigungen in Betracht zu ziehen, diese sind:

’
(21) {A(); A—Zy Tty 4'1(In—-1)7y A(’)’ 4'1;7 L A(’In—-l)?, A(I)a :1” . A(m—l)/
( 1) ( —1) (0—1) (0) (0)
Ty A Y ; A A‘;)n—l)yy Ao Az, - Alm —1)as
wo

n=meoe—o fir m>c >0
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in einer Reihenfolge, daf zwei in (21) aufeinanderfolgende Operationen,
benachbarte sind.

Wir konnen in einfachster Weise die WIRTINGERschen Relationen
ansetzen:

-1 —1 o—D —1 —1 -1 1 —1
[A(m—r—l)7] [A(rnAr—z)z] s Azm l)x e A(,) A(m—l)z e Az AO
R ©-1) 1)
. A(m—l)x A(,) e A(m—-l)r .- A(m o' 22 A(m—-o‘—l)x - iz—m 3
(0—1) —1) —1 —
[A(m—a)xl vt e+nx) - A(m—l)r e AT A(m—nx oo Aor Ay

0—1) (o—1) ©—1) .
(22a) | Ao oo Az Ao+ Aty -+ A(m—a—l).e A(gn—o')x = AGn—o+1)2;

-—~1)7—1 —1) 1 — -1 —1 41 —1 —1
[A“’ 21 [Aé;?l LAty e AT A nyx Ainyx Aox Aw—1yx

, o1 40— e-1

Agx Aoz -+ Adgm—1yz Ao - - - A:m~l)z o AT ASTS = AG )«
i WA S T _

[ (n— 1)7] m—l)z . 1(m —Dx " A(o'+1)x Ao‘x

(o—1) (u)
A(a+l)7 e A(m—l)x AO b A(m——l)r . A(m-l)x - A

( qlo-n =1 1 —1 ,
[49)] [ (zz 1)7] (m——l)x cee , A(m—l)z M A(6+2)x A(a+1)7
—1) ©) ( )
(22b) Awine -+ Az Ao -+« Alm—ryx - [A(gn—l)x] [Ae AZ
) t -1 -1 —1 -1
[Aign—va—z)z] e Azfm—l)_x e ;'e < (,) . A(m—l)x
[(
4‘1(,) A:f e AZm—l)z e A(%—o—z)x Eaad Aggrz—a—l)x .

Dann kommt noch folgende Relation hinzu
o3 J G0 7 (AT -0x] o Alnlys - A5 A ye - A A5 S
- Ao de e Aguone A5 Almryr - A5 e = 8.

Hierzu kommen noch die Relationen (léa).
Die Gleichungen (22a) und (22b) lassen sich in ahnlicher Weise,
wie dies bereits frither gemacht wurde, durch folgende ersetzen:

/ 0—1)
Ao du oo Anny 2 Ao - A(m—o‘——l)x = P,

) n

(24a) Ao Ao -+ A=y 2 A(l) A( —a)x = P,
: —1). (-1

Az A(n-{—l)z AR A(m—l)x A(I) ca {zz %) 4(9 Dy = P.

( (0—1

Az dinz -+ Az db -+ - A9 AP = P,
)

(24b) Aenz dwigyz - A(m—nx A AP 40 = P,

. ©
Am—ryx A5 A% - A(m— o—8) Afr—6—1y = P.



42 K. Brauner.

Daher geht die Relation (23) in

(25) PSP=2§
itber.

Fihrt man in den Gleichungen (22) die Operation P aus (24) ein,
so erhilt man:

P AO P = §Se-1 A-(m—n')x S—(H-l,

(26&) P_l Ax P =. S?"l A(m_a-+1.)x S—(’+1’
P Ag-vx P = 8¢ Amn» ST

Pl Ao'x P = 8e A.lo S_(',

(26b) P Aginx P = S¢ A, S—¢,

pP1 A(m-—-l)x P =8¢ A{m——o’—l)x S-e.

Diese letzteren Relationen ermdglichen es uns, sidmtliche A4; aus A,
durch Transformation mit Aggregaten von P und S zu gewinnen.

Um obige Transformationen von A, zu erhalten, gehen wir schritt-
weise vor, indem wir die Operation Ayt1. in A4 transformieren. Bei
einem solchen Schritte wird der Exponent des transformierenden Aggre-
gates von P, x sein, um den von S zu bestimmen, gehen wir wie folgt vor:
Vorerst konnen wir gemif den Relationen (26a) oder (26b) Auyy» in
A—i—1)= transformieren durch P! S—¢+! oder durch P~1S—¢; da dies
gerade einer Verminderung um Eins des Index von A entspricht, hat
man offenbar x solche Schritte auszufiihren, um von Agin» zu 4» zu
gelangen. Jeder solcher Schritt liefert entweder die Zahl ¢—1 oder ¢
als Exponent von S, je nachdem diese Relation unter (26a) oder unter
(26b) zu suchen ist. Jedem solchen Schritte entspricht aber auch eine
Anderung des Index von 4 um die Zahl (m —o¢), also » solchen Schritten
die Anderung um

(m—o)x = mz—ozx,
andererseits ist nach (1) und (21)
nx = mex—ax = Im-+1,
so daB:
(@7) (m—0)x = m(x+1—gn)+1,

d. h. die Relationen (26a) und (26b) werden bei unseren x-Schritten
gerade (x+A—pg=x)mal durchlaufen. Es werden daher im allgemeinen
(x +1—ox) Schritte unserer obigen xz-Schritte in (26D) stattfinden.
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Fir den Exponenten von S hat man daher im allgemeinen den
Ansatz:

(x+i—ex)o+ (ex—A)(e—1) = 4.

Dieser Exponent wird offenbar fiir jedes obiges (4 1) auftreten,
mit Ausnahme des Falles i 41 = m-—1, wo er, wie leicht ersichtlich,
241 sein wird.

Man hat daher die Beziehungen:

4o = A4,
S—)'P‘-ZA()PXSA — Az.
8P * 4, P*S* = A,

87 P Asy P*S* = Aoy,
STHEP* A P* S = 4,
und hieraus:
. 4y, = 4,
ST P 4, P* St = 4,
S~ p 4 pr g — g,
(28) §=id pix { pixgit _ 4.

S—(m—l)A P~(-m—1)x Ao P(m—l)x S(m—l)z — A(-m—l)x,-

S~m1—1 P 4, pm# Sml—H = A,.

Wir fithren nun das Ergebnis (28) in eine der Relation (24) ein,
etwa in
A() Az A A(m-—l)z 44(; cee ‘4257—1«):—1” = R
und erhalten so:
(4o S—4 P2y pe-Dmxtim—e)z SQ—Dmii(m—6)h — P,
Es ist aber:
e—)m+m—o = gm—o = n

und daher

(4o S—* P—#yn pux Sk — P
oder
(29) (‘__lo S—1 P—-x)n Pml Snl'. — 1.

Ersichtlicherweise wiirden wir das gleiche Ergebnis (29) erhalten.
von was fiir einer Relation (24) wir auch ausgehen wiirden, denn samt-
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liche Zeilen von (24) gehen durch Transformation mit Aggregaten (28)
aus einer hervor.
Wir definieren nun eine neue Operation Q durch:

(30) Q - AO Ax A‘_’z e A(m—2)x A(m——l)x S.

Zufolge (18) konnen wir die A-te Potenz von @ in folgender Form
schreiben:

Q@ = dode - don e didy -+ Abnpr A7 - Al 1 - S*
oder
Q= Aody - A - AP S 477
unter Beriicksichtigung von (24) und (25) erhdlt man aus obigen
(31) Q= PS4
Die Relationen (30) lassen sich mit Hilfe (28) in die Form:
(32) (AO P* S—}.)m SmH—l pPnx — Q
bringen.
Beriicksichtigt man (31), so kann man fir (29) und (32) auch
schreiben: A
Q-—An PmlSn,l — 1,
Q—zn Pz Sz — 1,

Man schlieBt hieraus in ganz analoger Weise wie frither, daB
unsere Gruppe durch folgende beiden Relationen:

Q~n Pm Sn —— 1 ,

(33)
P1SPSt = 1,

bestimmt ist.

Vergleichen wir die Relation (33) mit (17), so erkennen wir die
Gleichheit dieser beiden definierenden Relation, entsprechend dem Um-
stande, daB das eine topologische Verhiltnis in das andere durch eine
blofe Vertauschung des Innenraumes mit dem AuBenraume unseres
Toruses hervorgeht. Inzwischen bendtigen wir die Ableitung dieses
Punktes fir das Kommende, dies der Grund fiir obige Rechnungen.

In Anlehnung an ‘das Vorangehende bezeichnen wir einen wnseren
Torus von auflen umschliefienden Kreis als cinen .S-Kreis™, eimen <hn
von innen wmschliefenden mit , R-Kreis”.
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3. Gruppe fiir die Verkettung eines S- und R-Kreises
mit einem Torusknoten.

Wir bezeichnen in bekannter Reihenfolge die Verzweigungen lings
des Torusknotens, analog wie friilier mit:

' )
Ao, Any -+, don—va, Aoy -+ AG—v2.

Dann sind die Verzweigungen unseres R-Kreises:

=D (0-1)
Ron—a; Aoy, Rom—oivr; ASme 1z, -3 AS e

’
(34) RU; AO\ gyttt -R(m——o'—2)z§ A(m—a—?_)z, -R(m—o‘—lw;

(o—1)
S; R(m—o'—l)z; A(sz—-o'—l)x; R(m—a)z,

wobei die von den R; verschiedenen Operationen die Verzweigungen
jenes Kurventeiles sind, der die zwei anfeinanderfolgenden R; iiberkreuzt.

Die WirTiNGERschen Relationen lassen sich, insofern sie sich auf
den Torusknoten beziehen, durch den gleichen Schluf, wie man (24)
aus (22) folgert, durch folgende ersetzen:

(-1
AO Az s A(m—l)z A(l) e A(m—a—l)z -R(m—u)x = P,

(0—1)
Az A?z, . A(m—l)z A(/) ree A(m 6)% R(m—o'—l—l)z = P,

o= (2]
(35) | dox Aetvr  Am—uz 4o - Agn—ll)x Ry = P,
Aotvr Awior - Amyx Ao - - A&‘" R, = P,
A(m—l)z A(,) o A(m—a 1% R(m—a«l)z = P.

Fir die Verkettung mit den beiden Kreisen ergeben sich folgende
(leichungen,

(36) P1SP =48
und mit Beriicksichtigung von (34):

-1 -1 (0~1)
[A(gn—ﬂ)r] R(m—ﬁ)z A(m~a)r - R(m—a+1)x,
-1 —1
[A(m a+1w] Bin—cr12 A(;n—aﬂ)x = Rn—g+2)2,

(3 7) [ Egﬂ_ll)) x ]_1 R(m—l) E4 Aggn—;ll)) E4 - Ro )
[A ((J)] RO A (©) — Rx ,

(0—1) — (e—1)
[A(m a~1)y] S 1 R(m—a'—l)y SA(m 6—1)x — R(m—a)x-
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Zwecks Vereinfachung der Schreibweise fithren wir folgende neue Ele-
mente unserer Gruppe ein:
i ©)- [( (o—1) (o—1
Ty = A¢" --- A(sz—a—l)x N A(;)n—o')x ‘1(;'n-—1))x
( (@)
= Aow ce A(S),—l)x S,

(] ( (0—1 —1) . )
Te = AP .o A o e SAG Sx -+ AGx AF

|

[ 1
(382) — 4¥ .. A(m—n A&’* S,
T AL S A% A{#’ . AQ
(m—o—1)x — (M~—G—1) %, (m—-c)x **° (m—6—2)x
(0+1 1
= A o yyr - AT .. Aﬁ"mﬁ_mx S,
o—1 L
T(m o)yx = Afm_%x cee :'lf)g , 4(m—-a- vz S,
(38D) e @ b e-n
Tz = A(gn-—l)z Aoe) (22—«—1):: S A(fn—;)x e A(Sz—mx

0—1) @
- m—l)r A o A(m—a)>’ LR A(m—2)x S.

Vergleicht man obige Relationen (38a) und (38b) mit den Rela-
tionen (37), so gewinnt man aus letzteren:

(39) TR T = R, (k=0,1,2,.--,m—1).

Fiabhrt man in den linken Seiten von (35) unsere Elemente 7}
=0,1,2,..., m—1), jeweils entsprechend der zweiten Definition in
den Relationen (38a) und (38b), ein, so gehen diese iiber in:

o—1 © —1
TS AP AL .. A8 o 12 8 = PS¢ Ro—o)x,

494D 4D S = PS? Rolgins,
(40a)

0—1 410 — Y0 p-—1
Tonto-2x An—o—2z -+ S = PS* Rom—20—2sx,

o—1 ©) 0 p—1
T(‘m—-n—-l)x AGn—o—px -+ 5 = PS% Rom—26-1)2.

Analog ergeben sich die weiteren Beziehungen:

(0—1 0—1 -1
] I,m—-o')»{ A(m —G)x * == PS R(1n—’6+1)z+1,1)
(40b) ' ) .. ) e
01 (0—1) (0) . 0-1 75—1
Ten—nx Agn—1y2 -+ + Ron—6-2r = PS° " Rin—c-1)z.

) Die linken Seiten schlieBen mit einer Operation A4, deren unterer Index um
Eins kleiner als der des R der rechten Seite ist, und dessen oberer von ¢ abhangt,
nimlich ¢ —1 oder o ist.
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Wendet man die Transformationen von (37) auf ein bestimmtes
Ry (m — d) mal an, so verschiebt sich der Index der Operation R, um
(m—o)x = 1(m) und mit Hilfe von (40a) und (40b) findet man fiir
diese Transformationen:

,

ST¢ P Ry PS? = Rorim—ox = Ry,
§¢ P”lR,, PS¢ = Ry,

— —1
(41) S ¢ P -R(m—a -1 PSQ = R(m—a—l)x+1,
1 —1 —1
A oF P R(m——o)x PSt = R(m—a)x+1,

—0+1 p—1 yo—
S ot P R(m—l)x- PLSO — R(m-l)x—H-

Die Beziehungen (41) ermdglichen es uns, die gesamten R; aus R,
durch Transformation mit Aggregaten, bestehend aus Pund S, zu ermitteln.
Ein Vergleich der Relationen (41) mit (26a) und (26b) liefert
unmittelbar:
Ro = Ro;
S—*P~*R, P*8* = Rx,

S— —% R(m—a—z)x P x S)' == R(m-—o’—-l):n

42
( ) §—i—1 P —% Ron—o-1x px S).+1 — R(m—-a)x,
S—+  p-x Rp—ax P* S = Ron—oiva,
S_')' P R(m-l)x Px S)' - -RO-
Die auftretenden Indizes sind durch (1) und (21) bestimmt.
Endlich erhialt man die gesuchten Relationen:
Hy = RO’
8§~4 P~* R, P*8* = R,
S—Aon—a—2) P—x(m—u—’) _R Px(m—o'—’) Sl(m-—o‘—?) = Ron—o—22,
( 42 ‘d) Y(m—6—2)x

S—Am—6—-1 p—xon—c—1) R, Pxm—0-1) Ghor—6—1) — Ron—o—1x,

S—-).(m—(r)—l P—x(n—e) 11)0 Prim—a) S}.(m—aH-l — R(m—o‘)x;

S——lm—l Pxm Ro Prm Sbn+1 — Ro-
Zunichst konnen wir die Beziehungen (28) vollstindig unveréndert

itbernehmen, denn die R; in unserem Falle storen die Ableitung von (28)
nicht im geringsten.
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Fiihren wir zuniichst die Relationen (28) in (35) ein, so ergibt sich:
(Ao S-—l P—x)n Plo—Dmxt+ion—am ‘W(g—l)ml‘v(m,—-a)}- R(m_ﬂ)}‘ _ P’

und mit Beriicksichtigung von (42a), namentlich der letzten Zeile, erhilt
man weiter:

(4o S—l P~z)n S¢R, 8¢ Pm/l Su). — 1.
Setzen wir fiir:

(43) SR, 8¢ — R,
so erhalten wir:
(44) (Ao S—4 P~Z)n R P S — 1,

Zur weiteren Vereinfachung der definierenden Relationen unserer
Gruppe bilden wir die neue Erzeugende:

Q= dods- A1z S = 8§ ¢ Ty 8%,
Aus (38) und (39) erhilt man zunichst:
(45) Q'RQ = R.
Firr Q* konnen wir schreiben:

A Y ’ ”" “—1 (A—1) () ok
Q" AO == AOA/ b A(m-l)z A(J Az et Atm»«l)z AO L AU s A(mflbz AO S
—1 fO— —1 041 20 7,—1
= PRum—0z PST¢ Rp—giz+18 ~ 7 PS™ Ron-6z+2

v —20 70 —%20
S PSRy g SESh

Man hat zu beachten, daf eventuell das im Exponenten der Elemente S
auftretende ¢ durch ¢ —1 zu ersetzen ist, jedenfalls bleibt dieser Exponent
mit den Formeln (41) im Einklange, wie man aus den Relationen (40a)
und (40b) leicht erkennt. _

Es 1aBt sich unter Beriicksichtigung von (41) fiir " A, folgender
Ausdruck schreiben:

QA Ao = PR(_n;ia)z PZ“1 S}'.
Aus der ersten Zeile der Beziehungen (41) ergibt sich aber:

PR(—’V_'f—G)Z = 8¢ RO_/ SE‘ P’H — ]g—z P
Somit
(46) QL — R—sz‘S”'.rlo_l.
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Aus: Q@ = dods - A—12S erhilt man unter Beriicksichtigung
von (28):
Q — (AO S—-).P——z)mSm/l-&»lI)nzz
und mit Hilfe (46)
() = (Q—) R—z)mSmi—_—l P,

Nach (45) ist aber () mit R vertauschbar, so dal aus (1) unmittelbar
die Relation:
(473) (l) —an Re-am GAn pPrm —
tfolgt.

Die Relation (44) 1afit sich aber mit (46) auf die ecinfache Form:

(_L"‘b) (2 bt [))~I'.m Su). ])m}. J— ]
bringen.

Ans (47a) und (47b) sowie unter Beriicksichtigung von (36) und
(43) erhilt man fiiv die definierenden Relationen unserer Giuppe die
einfache Gestalt:

1{ n Q—n [)m b'u — 1
(48) QL RYRT = 1.
P1SPSNTT .

denmn (48) wurde aus deu ‘WIRTINGERschen Relationen, nur durch
Erweiterungen bzw, Reduktionen erster und zweiter Art erhalten.

Die Erzeugenden R, @, P, S haben wieder die denkbar einfachste
geometrische und funktionentheoretische Bedeutung.

Unser eben besprochene Fall enthillt aber, wie im folyenden in
eifachster Art und Weise gezeigt wivd. den allgemeinsten Fall, den die
eingangs erwiihnten funktionentheoretischen Verhiiltnisse gestatten. Es
flieBen somit aus den definierenden Relationen (48) fiir jeden topologisch
moglichen Fall die zugehorigen definierenden Relationen, wenn man nur
R und S die entsprechende Deuntung zukommen lift.

4. Gruppe der Schlauchknoten.

Wir legen unseren Knoten I, entsprechend dem Vorhergehenden
durch k-Zahlenpaare:
(.49) (I'i.u‘i) ([ == ]7 27 B ]')

fest. Als /7 wollen wir jenen Knoten bezeichnen, der durch die ersten
J-Zahlenpaare aus (49) bestimmt ist.
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Die Kurve I liegt daher auf einem j-ten Schlauch, dessen Bildungs-
weise restlos festgelegt ist. Wir konnen nun durch Deformation von
T; stets erreichen, daB sé#mtliche Meridianwindungen unserer Kurve I
derart auf einen Teil obigen Schlauches zu liegen kommen, der von
keinen weiteren Teilen der Kurve iiberkrenzt wird. Die obigen Ver-
héltnisse sind daher &hnlich, wie die bei der Verkettung eines Torus-
knotens mit einem OS-Kreise. Entsprechend den »;-Hdochststellungen
unserer Kurve I; konnen wir als Krzeugende unserer Gruppe die
Operationen:

AO; Azy -, A(".'_l)z; Aé’ A’I‘N Tt At.:'i:—l)xi’ o

(50) ]wiihlen und wo

Wi % — I’ili—{—l; Hi = Vi@i— 0G;.

Ohne zunéchst zu beriicksichtigen, da8 die Substitution & noch weiter
aufgelést werden kann, erhidlt man mit Hilfe der WIRTINGERschen
Relationen:

A PYSS =1
(50 a) { Qt i1 ’

PTlS, PSSt =1

als definierende Relationen unserer Gruppe und wo @, und P; ihre
bekannte Bedeutung beibehalten haben.

In analoger Weise bestimmen sich die (50a) dquivalenten Relationen
fiir den Knoten I als:

T‘.u(—l P’.'i—l S‘l."(—-l p— ] ,
(501)) {Qz——ll i—1 Ti—1 .
P 5i8ia P Sia = 1.
Dabei bestehen zwischen den Relationen (50a) und (50b) folgende
sehr einfache Beziehungen, die sich leicht ergeben, wenn man beriick-
sichtigt, dafl die Relationen (50b) auch als definierende Relationen des
Tragerschlauches der Kurve 7; angesehen werden konnen.

Das Element P; hat somit fir den Knoten /', die gleiche Be-
deutung, die der Operation 4, in den Relationen (50b) zusteht. Somit
bestehen zun#chst die Beziehungen
(51a) P = Qi Py 8l

Fiir die Substitution §; findet man jene, durch welche das Element P;

transformiert wird, bei einer vollstindigen Durchlaufung des Triger-
schlauches von 7. Unter Beriicksichtigung der Aquivalenz der Gruppe
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des Triagersechlauches von 7; und. der der Kurve /5, findet man fiir
S: leicht folgende Beziehung:
B1b) S, = PV Pl S,

Zufolge (51b) erkennt man, daB die zweite Zeile von (50a) bereits
erfillt ist und daher aus dem System der definierenden Relationen
gestrichen werden kann. Die Relation (51b) it sich mit Hilfe von
(bOb) in die Form
(52) S, = PV Qf

bringen. Setzt man in obiger Relation (52) fir i ¢—1 und fihrt dieses
s0 erhaltene Element in (51a) ein, so erhilt man:

(52a) Pi p== Qz——ill 1 ])"-—1 Yiyhiy Q“i—z -t

Man findet nun unter Beriicksichtigung von (50a), (50b), (52) und
(b2a) leicht das vollstindige System von definierenden Relationen unseres
Knotens I':

QP g = 1,
(53) P - 'Qz——’{{—l lei—l—”_,h_l Q'zfﬁ_zs}'i—l (’L = 27 37 Tt ]‘7)7
QPP = 1

Es ist zunichst ersichtlich, dafl in den definierenden Relationen (53) die
Erzeugenden:

Py, By, oo, Py

ohne Schwierigkeiten eliminiert werden konnen; es geschah dies nicht,
um den Aufbau dieser Relationen deutlicher hervortreten zu lassen.

In den definierenden Relationen unserer Gruppe kommen daher
e die k41 wesentlichen Erzeugenden

Pl' Ql’ Q27 ] Qk

vory zicischen denen k coneinander unablingige Relationen bestehen. Simt-
Izdze dieser k-1 Erzeugenden lLaben wieder eine einfache geometrische
als auch funktionentheoretische Bedeutung. So ist das Element P, dic
Verzaweigung, die man erhilt auf jenem geschlossenen Wege, der in der
Meridianebene liegt wnd alle Sclmittpunkte der Kurve einschliefit, wiihrend
man @ als Verzweigung erhilt, wenn man die Kurve I'i—y durchliiuft.

4*
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5. Gruppe fiir die Verkettung von Torusknoten.

Wir nehmen vorerst drei Mannigfaltigkeiten A7,, M; und M; an,
die sich sdmtliche in den Punkt , = 2, = y, = y, = 0 schneiden
und in der Umgebung dieser Stelle analytische Funktionen von den
Variablen x, +¢x, und y, + iy, sind. Jede dieser einzelnen Mannig-
faltigkeiten entspricht nach dem Fritheren nach YWahl der Projektions-
kugel x ein ganz bestimmtes stereographisches Bild, welches wir in
obiger Reihenfolge mit 7, I's bzw. I'y bezeichnen werden. Von jedem
dieser Knoten I: wollen wir annehmen, daf er ein Torusknoten sei,
also durch die Zahlenpaare (m;, n;) (7 = 1, 2, 3) alles eindeutig fest-
gelegt ist.

Beziiglich der gegenseitigen Lage obiger Torusknoten wollen wir
annehmen, daf der Trigertorus von I3 den von 7, und dieser wieder
den von I vollstindig umschliefit.

Wir kénnen die definierenden Relationen der Gruppe obiger Ver-
kettung in einfachster Weise auf bereits im frilheren behandelte Falle
zuriickfithren, indem wir zunédchst jene Gruppen aufstellen, die einzig
und allein von den Elementen des Knotens I bzw. I'y erzeugt werden.
Deformiert man die Knoten auf den Kreisringflichen so, daB eine von
den drei Kurven I'; nur dort iiberkreuzt wird von einer anderen, wo
sie keine Selbstiiberkreuzungen mehr aufweist, so ist unmittelbar ersicht-
lich, daB die letzteren Gruppen definierende Relationen haben werden,
welche die Gestalt der Gruppe einer E- bzw. S-Kreisverkettung aufweisen.

So wird die von den Elementen des Torusknotens I'y erzeugte Gruppe
die Gestalt der Gruppe einer S-Verkettuny besitzen, withrend die von I
die Form der Gruppe einer R- und S-Verkettung hat und endlich die
des Knotens I'y dic Gestalt einer R-Kreis-Verkettung.

Auf Grund obiger Uberlegung konnen wir unmittelbar die definie-
renden Relationen obiger Gruppe ansetzen und aus ihnen die des Ge-
samtbildes leicht ableiten. So erhalten wir drei Typen von definie-
renden Relationen. .

Fiir den Knoten 77:

(54a) SHPM QT =1, S,PS7PT =1
fur 7,
S P QR = 1.
(54b) { L orm o
Sy PSPy =1, R QRy (s = 1.
fiir 15
(540) P:l:; Q;nx Rg“’ll;, — 1, R% Q3 R;—I Q:;-l — 1’

worin die Elemente Si. P;, ¢; und E; sowie die Exponenten »; und m;.
die gleiche Bedeutung wie im vorhergehenden besitzen.
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Wir erhalten aus den Relationen (54) unmittelbar die Gruppe der
Verkettung I, I'y, I3, wenn wir die Beziehungen der S; und R; unter-
einander als auch in bezug auf die Elemente P; und @); festlegen.

Bezeichnen wir in Ubereinstimmung mit dem Fritheren die Ver-
zweigung in den Punkten der Hichststellungen der Kurven /5, /', bzw. /15
mit 4;, B; bzw. (i so findet man:

[Sl - Bo Bz._, st B(mz—l)g‘_, Co 07.3 <. ("1:1:3;1)23,
82 (/70 st e O(ma—l)zs,
Bg ;10 Azl e a‘l(ul—l)zs,
R = B, B22 ce Bm_i—l)z2 Ao Ax - 4‘1(;11»71)z1-

(55)

Aus den Relationen (55) ergeben sich mit Hilfe von (54a.b) und (d4dc)
die folgenden:
(553) Agg - Qg, A\vl - QQ, ]l)g — ])1, 1])3 = P,.

Aus (D5a) und (H4) schopft man aber unmittelbar die definierenden
Relationen der eingangs erwihnten Gruppen:

G P
QP Q" ™ =
(56) Pl s P
PQP !
PPt

!

[

i

Fir den Fall, da mehrere Mannigfaltigkeiten 1/, /s, --. M, die
sich samtliche im Punkte x ==y == 0 schneiden. vorhanden sind und
deren stereographische Bilder Torusknoten sind, die eine gegenseitige
Verkettung aufweisen wie die eingangs erwihnten, lassen sich die
zugehorigen Gruppen in gleicher Weise auf R- und S-Verkettungen
zuriickfiithren, und man findet:

QP Q™ = 1.
(86a) Qf’ﬁl‘ Pz‘m‘.';Q‘i—“i PV =1, (= 2,38..--.0),
e Pmk —uk'])—')nk = ]
k K " k=1 -
P Py =1. (= 1.2,.--. k—1)

als  defineerende  Relationen. wewii zur Kuree 'y die Charaliteristilen
Onee ng) = 1,2, ... 1) geliiren wnd der Triigertorus von gy den
roi Uy rollstiindiy wmschliofit.
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Zu erwihnen ist noch der Fall, daB die Trennung der Torusknoten
durch den Winkel ¢ firr alle oder einzelne unserer Kurven stattfindet,
dann kinnen wir aber die Kurven, welche auf einem gleichen Torus liegen,
sofort auf verschiedene konzentrische Tori legen.

Wir kénnen nun zu den hoheren Verkettungen iibergehen.

6. Hohere Verkettungen.

Wir nehmen vorerst zwei Kurven I" und ./ an, die entsprechend
dem fritheren als Schlauchkurven gegeben sind. Iy, 715, ..., I =T
und A, Ay, ..., 4y = A seien die einzelnen Schlauchknoten, aus welchen
unsere Knoten I' und 4 aufgebaut werden konnen. Mit (u;»;) bzw.
(w; 7r;) wollen wir die zugehorigen Charakteristiken bezeichnen.

Nehmen wir an I'o = Ao (« = 1,2,...,7) und Iy F Aip4,
d. h. es liegen die Tragerschlauche der Kurven Iy bzw. 4;;; kon-
zentrisch bzw. konnen so gewihlt werden. Um einen bestimmten Fall
vor Augen zu haben, nehmen wir etwa an, der Schlauch von #;;; um-
fasse den von I'j;y vollstindig, dann ist aber sofort ersichtlich, daB die
Knoten 7', bzw. A, so auf ihre Trégerschliuche gelegt werden konnen,
daB zundchst die den Relationen (53) entsprechend verindert fiir 7, als
auch fir 4,, wo r=1=5%,.--,¢+ 2, bzw. r =, -.., {4 2, iibernommen
werden konnen. Fiir die restlichen Kurven I bzw. .7 tritt nur insofern
eine Anderung ein, als die entsprechenden Relationen (51b) bzw. (52)
fir die § abgeandert werden miissen. Wir wollen die erzeugenden
Substitutionen fiir die Knoten 7' mit P, @, §, R bezeichnen und deren
Bedeutung aus dem Fritheren iibernehmen, die des Knoten .7 entsprechend
mit P, Q, S und R.

Es ergeben sich, wie bereits oben erwahnt, als definierende Relation
die Gleichungen (53) fiir die Indizes ¢ = k, k—1,...,7+ 2 bzw.
i=11—1,...,i4 2, entsprechend dem Knoten I' bzw. 4. Fir
die weiteren Relationen findet man leicht:

Qi Py 835 = 1,
o B e = 1,
B. = G besh
6Ly 8ia = P PTST,
R; = P,
Py = QNPTUSY,
G,y = P POST,

wo zv == Ap+1 und o = o 1.
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Die weiteren lf.ela:tiopen ergeben sich -ans denen von (53), wenn
wir Q, P, § durch Q. P, S sowie fiir i = 2,3, .-, 7 setzen und diese
sind mit den Gleichungen (57) durch folgende Beziehungen verbunden:

(b7a) Piyy I‘;,zH = QTI" P:‘ gfli.

(anz analog findet man aber die definierenden Relationen fir den
Fall, daB sich vom Index ¢ mehr als zwei verschiedene Reihen von
Charakteristikenpaaren ergeben, aber auch fiir den Fall, daB an anderen
Stellen sich die Reihen der Charakteristikenpaare verzweigen, kann man
nach dem Friiheren leicht die Relationen (57) und (b7a) erginzen.

Hiermit sind aber anch die definierenden Relationen aller miglichen
Fiille erschopft, und es wurden zu ilrem Aufbau nur solche Erzeugende
verwendet, denen eime melnr oder weniger ausgezeichnete funktionen-
theoretische Bedeutung zukommt. Wie in einer weiteren Arbeit gezeigt
werden soll, ermoglichen uns diese Relationen eine einfache Bestimmung
der Verzweigungsgruppe.




