
Zur Geometrie der Funktionen zweier komplexer Ver~derlicher. 

II. Das Verhalten der Funktionen 
in der Umgebung ihrer Verzweigungsstellen. 1) 

Von KARL BRAUNER in Wien. 

Um die Schwierigkeiten, welche sich bei der Bestimmung der Ver- 
zweigung analytischer Funktionen mehrerer komplexer Ver~tnderlicher 
in der Umgebung gewisser Stellen ergeben, recht deutlich vor Augen 
zu bringen, wird zuerst untersucht, unter welchen Voraussetzungen sich 
die Methoden, welche bei einer Veriinderlichen zum Ziele ffihrten, ver- 
allgemeinern lassen auf mehrere Variable. Wir erhalten auf diese Weise 
ungezwungen eine Einteihmg der Verzw~qungsstellen in solche I. und 
II.  Art, je nachdem die Methoden zum Ziele ffihren oder nicht. Gleich- 
zeitig werden wir ffir die Umgebung der Verzweigungsstellen I. Art eine 
Potenzreihenentwicklung erhalten. Sodann wird uns ein einfaehes Beispiel 
ffir die Verzweigungsstellen H. Art das Verhalten der Funktionen in der 
Umgebung dieser Stellen zeigen und uns Anhaltspunkte ffir die Zer- 
gliederung dieses Problems geben. Diese Zergliederung sowie die Idee 
der L(isung stammt yon meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. WIRTINGER 
in Wien. Herr ~tu entwickelte zunitehst dieses Problem an 
Hand eben jenes einfachen Beispieles, welches auch in dieser Arbeit 
besprochen wird. auf tier Tagung der Mathematikervereinigung 2) in Meran 
im Jahre 1905, sodann in der Mathematischen Gesellschaft in Wien und 
in einem yon ibm abgehaltenen Seminar fiber algebraische Funktionen, 
wo ich die Bekanntschaft mit diesen Problemen maehte. 

WEIERSTRASZ' Vorbereitungssatz zeigt, ,:lag die Untersuchung analy- 
tiscber Funktionen in der Umgebung ihrer Verzweigungspunkte zuriiek- 
gefiihrt werden kann aufdi~ Untersuchung einer algebraischen Gleichung, 
die wit in folgender Gestalt 

(1) Z" ~ - g l ( X i ,  X2, " ' ' ,  Xk) Z n - l - ~  "'" -~gn(Xl ,  X2, " ' ' ,  Xk) ~ "0 

1) Im gleichen Bande erschien der erste Teil dieser Arbeit yon W, BLASCHKE, ,mit 
dem Untertitel: ,Die Gruppen der KreiskSrper." 

2) Jahresber. 14, p. 517. 
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annehmen kt}nnen und wo die qi(x~, x 2 , . . . ,  xk) in der Umgebung tier 
Stelle x~ ~ xa - -  - -  xk ~ 0 konvergente Potenzreihen sind, die fiir 
die W e r t e  x~ ~ 0 versehwinden. Ferner sei D(x~, x2, . . . ,  x~) die 
Diskriminante Ton (1) und es verschwinde diese nieht identisch in tier 
Umgebung Unserer Stelle x~ ~- 0. 

Wir  setzen zun/tchst D (Xl, x~, . . . ,  xD yon folgender Gestalt voraus: 

(lb) D(xl,  X 2 ,  " "  " , 3 b ' k )  = aixi~- .~ .a i jx ix j -~ . . . ,  .L(xl ,  x._,, . . . ,  
Z,J 

wo wenigstens eines der a~ 4 0, etwa a~ und L(x~, x2, . . . ,  xk) ~= 0 bleibt 
in einer yon Null verschiedenen .Umgebung unseres Punktes x; ~ 0. 

Ffihren wir dann folgende neue Veranderliche ein: 

(a) l 
f 

Xk Xk X 2  ~ X 2  ~ " " " ~ 

so geht (1) verm(ige (3) fiber in 

(la) z ~ - f l ( ~ ,  x~, . . . ,  x~ ) zn - l~ - . . .  ~-fn(~-, x~ , . . . ,  x~.) : 0 

und jedem k-Tupel yon (x~, x2, . . . ,  xD entspricht genau ein k-Tupel der 
Veritnderlichen (~, x~, . . . ,  x~), was man aus der Voraussetzung a~ 4 0 
unmittelbar folgert, Die Diskriminante yon (1 a) hat dann die Gestalt: 

. . . ,  x ' k ) ,  

und es gibt sicher eine yon Null verschiedene Umgebung der Stelle 
.~ ~- x ~  . . . .  x~ ~--- O, w o k  versehieden von Nlfll bleibt. Kennt man 
die Verzweigung de~" durch (la) definierten Funktion z in der Umgebung 
der Stelle ~. ~- x~ ~ O, so ist auch die der Funktion z, definiert dutch 
(1), in einer dieser Stelle entsprechenden Stelle bestimmt. 

Wir denken unS zunachst in (la) die Veranderlichen x~ festgehalten, 
sodann definiert (la) z als algebroide Funktion yon _~, und wir ktinnen 
etwa mit Hilfe des PmssEuxschen Verfahrens z durch eine oder mehrere 
Potenzreihen Ton ~ darstellen, die eventuell nach gebrochenen Expo- 
nenten yon ~ fortschreiten werden. Die Koeffizienten dieser Potenz- 
reihen werden zuniichst, wie leicht ersichtlich, c~nalytische Funktionen 
do" x~ sein; wir werden zunachst zeigen, daft sie auch in einer yon Null 
verschiedenen Umgebunq. unserer Stelle eindeut~qe analytische Funktionen 
sind. Zu diesem Zwecke denken wir uns das zu (la) geh(irige 
PuIssEgxsche Polygon in bezug auf z und _~ gezeichnet. 
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Die etwa der it-ten Seite entspreehende Eatwieklung yon z sei: 

(2) 
~i~ = "a (X.', ,-. . ,  Xl). 

Es bestimmen sieh dann bekannterweise die Koeffizienten ao~ durch 
algebroide Gleichungen yon der Gestalt: 

(~) -g~ + (x~, . . . ,  x')~ ,~i -~ + . . .  + (x', . . . ,  x') ,  = o, 

t ! wo die (x.~, . . . ,  xn)i in der Umgebung der Stelle xi = 0 konvergente 
Potenzreihen sind, da sie sich ja rational aus den Koeflizienten der 
in den f i  yon (la) berechnen lassen, daraus folgt zunitchst,, daft sick die 
Koeffizienten . ~  algebroid in der Umgebung unserer 8telle verhalten und 
wit  haben nur zu zeigen, dal~ sie in einer yon Null verschiedenen Um- 
gebung unverzweigt bleiben, zumal man sie in einer solchen Umgebung 
als beschr~nkt voraussetzen kann. Bilden wir die Differenzprodukte 
aller Zweige, welche sich von einer Seite des PuissEuxsehen Polygmms 
ableiten lassen, also etwa diejenigen Zweige, welche durch (2) darge- 
stellt werden, so erkennt man, daft das Differenzprodukt der ~o~, alsa 
die Diskriminante der Gleichung (3)Beitrag liefert zum Koeflizienten 
der niedrigsten wirklich auftretenden Potenz yon ~ in tier Diskrimi- 
nante yon (la), dieser ist aber k(O,x~ . . .  x~) und bleibt daher naeh 
Voraussetzung in einer von Null verschiedenen Umgebung uaserer Stelle 
verschieden yon Null, daher aueh die Diskriminante yon (3), was gerade 
gezeigt werden sollte. Alle Stellen, wo die Diskriminante sich auf  die 
geforderte Form (lb) bringen l~iflt, wollen wir als Verzweigungsstellen 
I. Art, wo dies hingegen nicht der Fall ist, als Verzweigungsstellen 
II .  Art bezeichnen. Alle regulgren Punkte der .Diskriminante, d.k. falls 
diese keine Verzweigungspunkte noch Schnittpunkte mit anderen Teilen tier 
Diskriminante sind, sind Verzweigungsstellen I. Art. Fiir die Umgebung 
solcher Stellen lassen sich eine oder mehrere Entwiddungen fiir z yon 
folgender Gestalt angeben: 

k ", 1 z = ~ . ~ . ~ - p k ( ~ , . .  ~), 

woraus man unmittelbar schlzeflt, daft die Verzweigungsgru~pe fiir die 
Umgebung dieser Stellen zyklisch istl), also die Funktione~ sich dor~ 

*) Man vergleiche diesbeztiglich mit der Arbeit yon W. E. JuNe.~ nDarstellung 
tier Funktionen eines algebraischen Kiirpers usw.", Joui-nal fti~ reine u. any. Matin., 
Bd. 133 (1908). 

1' 
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ganz ~hnlich, wie die einer unabhangigen Variablen in der Umgebung 
ihrer Verzweigungspunkte verhalten. 

Wir werden aber anderseits an einem einfachen Beispiele sofort 
erkennen, daft das Verhalten in der Umgebung der Verzweigungsstellen 
]I. Art ein durchaus verschiedenes ist. Im folgenden werden unsere 
Untersuchungen sich auf zwei unabhangige Veranderliche beschranken. 

Wir untersuchen zun~chst diejenige analytische Funktion z der 
beiden komplexen Variablen x und y, welche durch folgende algebraische 
Gleichung bestimmt ist: 

(4) f ( z , x , y )  = z 3 - - 3 z x ~  - 2 y  = O. 

Die zu (4) gehOrige Diskriminante hat die Form: 

(4a) D (x, y) ~ x 3 -  y~. 

Den beiden unabhiingigen komplexen Variablen 

x = x, -{- ix~ und y = Yl 7 t- ~Y~ 

entspricht ein vierdimensionaler linearer Raum der vier reellen Variablen 
x~, x~, Yl und yj, den wir im folgenden kurz mit R4 (xl, x~, yl, y~) be- 
zeichnen wollen und bilden mit Hflfe der xi und yi in ihm ein recht- 
winkliges Achsenkreuz, dessen Ursprung der Punkt xi ~-  yi  = 0 sei. 
Dann werden eben nur die Punkte unseres R4 ffir z Verzweigungspunkte 
sein, welche der zweiparametrigen Mahnigfaltigkeit 

D ( x , y )  =- 0 

entsprechen, diese Mannigfaltigkeit, die im allgemeinen auch aus mehreren 
nicht zusammenhangenden Teilen bestehen kann, bezeichnet man als 
D i s k r i m i n a n t e n m a n n i g f  altigkeit yon z. 

Wendet man nun auf (4) das eben beschriebene Verfahren an, so 
tlndet man, dab dieses offenbar nur im Punkte x =- y ~--- 0 versagt, 

1 

sonst aber eine Potenzreihe ftir z liefert, welche nach Potenzen von ~2 
fortschreitet. Wir erkennen also, dab li~ngs (4a) zwei Zweige yon z 
zusammenhi~ngen, nun ist die Gleichung (4) irreduzibel, d. h. aber die 
Monodromiegruppe yon (4) muB transitiv sein, dies is t  aber nach obigem 
nur so m6glich, daf  in  tier Umgebung der Stelle x --~ y ---- 0 s~imtliche 

drei Zweige yon z zusammenhangen.  Wir werden daher im folgenden 
die Umgebung dieser Stelle etwas naher ins Auge fassen. Zu diesem 
Y~Tecke den];e:~ wir unsum die kritische Stelle x = y --:- 0 eine Kugel vom 
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Radius r geschlagen, diese wird unsere Diskriminantenmannigfaltigkeit 
nach einer Kurve schneiden. Projiziert man nun die Kugeloberfli~che 
stere0graphisch in einen geeigneten dreidimensionalen Raum, so projiziert 
sich unsere Schnittkurve als eine Kleeblattschlinge 1) r (vgl. Figur 1). 
Wir wollen zun~tchst die Verzweigung unserer Funktion z in diesem 
Raume, oder was auf das gleiche hinauskommt, auf obiger Kugelmannig- 
faltigkeit ins Auge fassen. Es ist also unser Raum li~ngs der Ver- 
zweigungskurve r so aufzuschneiden, dat~ eine Umlaufung der r in dem 
so aufgeschnittenen Raume unm0glich wird. Dies kann erreicht werden, 
indem wir durch /~ eine zweiseitige Fli~che hindurchlegen und l~ngs 
dieser aufschneiden, jede 
zweiseitige Fl~che aber, 
welche durch unseren 
Knoten F gelegt wird, 
muff Selbstdurchschnei- 
dungen aufweisen. Wah!t 
man als Aufschneidungs- 
flache einen Zylinder, so 
bietet sich uns ein Bild 
dar, wie es die Figur 1 
wiedergibt. In dem so auf- 
geschnittenen Raume ist  
nun z eindeutig und wir 
wollen ein solches Gebiet 
unserer Variablen als e/n 
Blatt bezeichnen, wir er- 
halten also ftir unseren 
speziellen Fall drei Bli~t- 
ter, welche in geeigneter 
Weise li~ngs unseres Zylin- 

A1=(23) 

2=(13) 

~,~"~Ao=(12) 

Fig. 1. 

ders zusammenzuheften sind. Aus dem FrQheren ist zuniichst klar, dab die 
Verzweigung langs der Kurvenbtigen al a~2, a2 a~-'--a, a~al unserer Kurve r 
abteilungsweise die gleiche sein muff, aber sehr wohl ktinnen sich 
diese Verzweigfingen beim Ubergang yon "einem Kurvenbogen zum 
anderen i~ndern. Es wurden daher die einzelnen Verzweigungen ver- 
schieden bezeichnet, und zwar mit Ao, A1 und As, die in der Figur ein- 
gezeichneten orientierten Kreise geben den Umlaufungssinn an, in welchen 
die Kurve r umlaufen werden muff, damit sich gerade Ao, A1 und A~ 
als Verzweigungen ergeben. Um den Zusammenhang zwischen den 

') Die hierzu erforderlichen Rechnungen sollen an dieser Stelle nicht weiter aus- 
geftihrt werden, da ~ie sich aus den in den hbschnitten IT[ und IV gewonnenen all- 
gemeinen Resultaten unmittelbar ergeben. 
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Verzweigtmgen Ao, A~, A~ festzustellen, umlaufen wir die Doppel- 
erzeagenden unseres Zylinders. In unserer Figur warde die Umlaufung der 
durch den Punkt as hindurehgehenden Doppelerzeugenden eingezeichnet. 
Diese Umlauftmgen lassen sich aber auf einen Punkt zusammenziehen, 
daher muB notwendigerweise die langs eines solehen Weges erhaltene 
Verzweigungssubstitution gleich der Identiti~t sein und wir erhalten 
Relationen yon folgender Bauart: 

(5) Aol A 1 A o A~ -1 ----:- 1. 

Auf diese Weise erkennt man leicht, dab wir ffir unseren speziellen 
Fall Ao = (12), A1 = (23), A~ ~- (13) wahlen k(Innen, womit uns 
auch gelungen ist, die Verzweigung in der Umgebung der kritisehen 
Stelle x = y ~-- 0 zu ermitteln. Es zeigt also bereits unser einfaches 
Beispiel, daft die Verzwe(qunqsgruppe in der Umgebung der sin.quliiren 
Stellen II .  Art durchaus nicht zyklisch sein muff, sondern wie im obigen 
Falle bereits die entsFrechen~re symmetrische Gruppe ist. Die Relationen (5) 
wollen wir im folgenden als WmTINGF.Rsche R e l a t i o n e n  bezeichnen. 

147r haben aus obigem erkannt, daft es die topologischen Verhdltni.r 
der Kurre F sind, welche dieses merkwiirdige Verhalten der Funktionen 
in der Umgebung der Verzwei.qu~.qsstellen II .  Art bedinqen. 

W/~hrend wir im obigen Beispiele nur eine einzige Diskriininanten- 
mannigfaltigkeit batten, welche auch in der Umgebung der kritischen 
Stelle zusammenhangend blieb und die Kurve F verknotet war, wollen 
wir im folgenden ein Beispiel geben, wo die Diskriminante in zwei 
irreduzible Teile zerf/~llt. Unser kritischer Punkt liegt dann in den 
Schnittpunkten dieser beiden Mannigfaltigkeiten, die im iibrigen so 
gewi~hlt wurden, dab sie keine singul/~ren Punkte besitzen, dab sich 
also auger obigem Punkt keine weiteren Verzweigungspunkte II. Art 
fiir z ergeben. Wir definieren diese Funktion z durch folgende Gleichung: 

(6) 
(6a) 

f ( z , x , y )  = 2z a - 3 z  ~ x q - y  = O. 
D (x, y) = (x y) y .  

Wir erkennen sofort, dab die einzige kritische Stelle, welche ftir 
uns in Betracht kommt, die Stelle x = y ~ 0 ist. Ftihren wir nun in 
ganz analoger Weise wie frfiher die stereographische Projektion ein 
so erhalten wit, entsprechend der Mannigfaltigkeit x 3 - - y -  O, eine 
Bildkurve r Und entsprechend y = 0 eine Kurve P (vgl. Figur 2). 
Sowohl F als auch P sind topologische Kreise. die sich aber, wie unsere 
Figur angibt, verketten. Deshalb durchsetzen sich unsere Aufschneidungs- 
zylinder und wir k(innen li~ngs dieser Schnitterzeugenden die Wm- 
TINGERischen Relationen bilden ulld finden dann leicht die zu den 
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einzelnen Teilen yon r u n d  P gehSrigen Verzweigungen, die auch in der 
Figur eingetragen wurden. Im fibrigen erhal~n wir fiir die Umgebung 
unserer Ste]le x-----y ~ 0 die gleiche Gruppe wie im vorhergehenden 
Beispiele. 

Diese beiden Beispiele zeigten uns, da$ es gerade die topologischen 
Verhiiltnisse der Diskriminantenmannigfaltiq. keit sind oder genauer die 
der stereographischen Bildkurven F, d. h. deren Verkettungen und Ver- 
knotungen, die das abweichende Verhalten tier Funktion z in der Umgebung 
der Verzweigun.qsstellen II.  Art bedingen, und diese liefern wieder ihrer- 
seits mit Hilfe der WIRTINGERschen Relationen definierende Relation 
fiir die miiglicl~n Gruppen. 

Es driingen sich 
einem zunachst folgende 
zwei Fragen auf. Erste 
Frage: Welche topologi- 
sche Verh~tltnisse liefern 
Diskriminantenmannigfal- 
tigkeiten in der Umge- 
bung ihrer Punkte, wo sich 
diese algebroid verhalten? 
Zweite Frage: Wenn die 
topologischenVerh~tltnisse 
von Diskriminantenman- 
nigfaltigkeiten vorgege- 
ben sind, welche Gruppen 
ergeben sich dann mit 
Hilfe der WIRTtNGERschen 
Relationen? 

Diese beiden Fragen 
werden eingehend unter- 
sucht in den folgenden Teilen III und IV. 

�9 3 )  

Fig. 2. 

Sind erst diese beiden Fragen 
gel(ist, dann kann man sich den weiteren Fragen zuwenden, die sich hier 
ergeben. So sind es vor allen die Bestimmung tier Verzweigungsgruppe, 
ferner alas Verhalten solcher Funktionen nicht nur in der Umgebung einer 
Stelle, sondern auch im groflen und endiich die Frage, gibt es zu vor- 
gelegten m(iglichen topologischen Verh~tltnissen und einer dazugeh(irigen 
Gruppe immer analytische Funktionen, welche in der Umgebung, etwa der 
Stelle x ~ y -~- 0, eine Diskriminantenmannigfaltigkeit besitzen, die gerade 
obige vorgegeben topologischen Verhaltnisse zeigt und die vorgegebene 
Gruppe zur Verzweigungsgruppe hat? Diese Fragen sollen in zwei 
weiteren Abschnitten, die demni~chst erscheinen werden, behandelt 
werden. 
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Inzwischen k(Innen wir alle diese Fragen ein klein wenig ver- 
allgemeinern, wenn wir anstatt der Verzweigung yon z allgemeiner eine 
Monodromiegruppe annehmen, d .h .  die n-Zweige zl, z~, . . . ,  zn unserer 
Funktion sollen beim Umlauf um die aueh jetzt als algebroid voraus- 
gesetzte Diskriminantenmannigfaltigkeit, in linear Kombinationen ihrer 
selbst tibergehen. Die folgenden Abschnitte wurden auch auf diese 
allgemeinere Frage eingestellt. 

III. Klassifikation dor 8ingularit tten algebroider Kurven. 
Der Absehnitt II  dieser Arbeit hatte uns gezeigt, da~ die Bestimmung 

der Verzweigung algebroider Funktionen oder Kurven yon zwei kom- 
plexen Variablen in der Umgebung ihrer Verzweigungsstellen H. Art 
notwendigerweise auf die Klassifikation ihrer algebraischen Singu- 
larit~ten ftihrt. 

Wie bereits im vorhergehenden angedeutet wurde, k(innen wir jeder 
sich algebroid verhaltenden Kurve yon der Gleichung d (x, y)~=-0 eine 
Raumkurve oder mehrere solche zuordnen, die singulariti~tenfrei sind 
und deren topologische Invarianten zur Klassifikation der algebraischen 
Singularit~ten verwendet werden. 

Diese Einteilung de r algebroiden Singulariti~ten besitzt nicht nur den 
groi~en Vorteil, dab sie si~mtliche FMle, auch die reduziblen Kurven, in 
sieh einschlieiit, sondern dab sie auch rein geometrischer Natur ist und in 
gleieher Weise die reellen als auch die imagin~ren Singulariti~ten erfa~t. 

1. Die Umgebung einer Stelle. 
Ist f ( x ,  y) eine analytische Funktion der komplexen Ver~nderlichen 

x ~-  x l + i x ~  und y ~-  y t + i y ~ ,  
so l ~ t  sich 
(1) f ( x ,  y) ~ 0 

als die Gleiehung einer zweiparametrigen reellen Mannigfaltigkeit M 
im vierdimensionalen Raume .t~4 (x1, x~, yl, y~) auffassen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die topologischen VerhMtnisse in der 
Umgebung eines Punktes, der durch (1) dargestellten Mannigfaltigkeit im 
R4, zu untersuchen, insofern dieser keine wesenflich singuli~re Stelle (1) ist. 

Fafit man zunachst die reguli~ren Stellen yon (1) ins Auge, so 
gilt bekannterweise fiir jede solche Stelle eine Entwieklung folgender Art: 

(2a) y - - b  = (x--a)P?31 ( x - - a )  
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oder 
(2b) x - -  a = ( y - -  b)q ~ (x---'b), 

wo p und q ganze positive Zahlen und ~i(u) Potenzreihen in der 
komplexen Veriinderlichen u, die ftir u = 0 nicht verschwinden, mit 
einem yon Null verschiedenen Konvergenzkreise ri. Falls p ~- q ~ 1, 
erkennt man unmittelbar, daft in hinreichend kleiner Umgebung der Stelle 
(a, b) die Mannigfaltigkeit M den tOypologischen Charakter einer Elementar- 
mannigfaltigkeit, d. h. auf eine Ebene, bei gleiehzeitiger Transformation 
des sie umgebenden Raumes in sich, eineindeutig und stetig abbil0har ist. 

Es ist desbalb nur notwendig, die Umgebung der Verzweigungsstellen 
yon y (x) bzw. x (y) entsprechend der Gleichung (1) sowie die der Schnitt- 
punkte einzelner irreduzibler Teile oder Zweige yon M zu untersuchen, 
denn die Pole yon (1) k(~nnen durch die Transformation x ' =  l / x  
bzw. y' ~ 1/y  unter obige Stellen eingeordnet werden. 

Die Mitteln zu obigen Untersuchungen liegen, wie bereits erwi~hnt, 
in der stereographisehen Projektion, indem die so erhaltenen Bilder yon 
M sich als Kurven im.dreidimensionalen Raume darbieten, die auf Ver- 
knotungen und eventuell vorhandenen Verkettungen zu untersuchen sind. 
Der Fall der Verkettung kann offenbar nur im Falle mehrerer Kurven 
bzw. Zweige eintreten. 

2. Die stereographische Projektion. 
Die Koordinaten seien mit x~, x~, !/1 und y~ entspreehend den 

komplexen Ver~nderliehen 

X ~ X 1 ~ -  i;~Y2, Y ----- Yl + i y~ 

bezeichnet. Man wi~hle um den Ursprung obigen orthogonalen Koor- 
dinatensystemes eine vierdi~ensionale Kugel: 

2 2 ~2_J1_~2 ~ T2 xl -}- x2 -}- Yl Y~ 

und projiziere auf einen sie im Punkte 

Xl ~ X, = Yl  = 0 ,  y ,  ~ - - r  

tangierenden linearen Raum 

y2 = - - r .  

Als Projektionszentrum ist daher der Punkt: 

xl = x~ ~ Yl = 0, Y2 = r 
zu w~hlen. 
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Als Koordinatenaehsen ~, ~, ~ unseres tangierenden Projektions- 
raumes wahlen wir par.atlel zu den Aehsen xt, x~, yt des oben erwahnten R~. 

Die Koordinaten des Bildes eines Punktes ~ ,  ~ ,  ?/1~ ~ ,  der auf 
obiger Kugel liegt, sind: 

(1) 
~ r x ~ l  . ; 2r~22 I 2 r y ~  

- , , 

o:+ + :  + _- : .  

Wir bestimmen zunachst die Gleichungen der Bilder der (x~, x~)- 
und (y~, y2)-Ebene, also Ebenen, denen in unseren R4 Gleichtmgen yon 
folgender Gestalt zukommen: 

bzw. 
Yl = kl, y~ --~ k~ 

xl -~ 11, x~ ~- l~. 

Es sei die (x~, x,.)-Ebene gegeben durch die erste Zeile der obigen 
Gleichungen. Als Sehnitt mit unserer Kugel, die wir im folgenden kurz 
mit x bezeiehnen werdert, erhalten wir die Kurve: 

daher ffir das stereographisehe Bild: 

Yl ~ kl, Y2 -~- k2, 

(2a) ~_ _ - - 2 r x t  2r - - 2 r k l  
' k ~ - - r  ' k ~ - - r  

Fiihrt man ftir: 
xl ---- a cos~ ,  x2 = a sin 

ein, so ergibt sieh aus (2a): 

(2b) ~ _ _  2 r a e o s ~  2 r a s i n ~  2rkl  
r - -k~  ' ~ - -  r - -k~  ' ~ - -  r - - k~"  

Die Abbildung der (xl x2)-Ebene liefert daker _Kreise in Ebenen 
senkrecht zur ~-Achse, deren Mittelpunkte au f  der ~-Achse liegen. 

Ziehen wit nun in den Kreis unserer Betrachtungen eine (yl, y~)- 
Ebene, so erhalten wir als Schnittkurve mit der Kugel x: 
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und daher ftir alas stereographische Bild: 

(3a )  ~ =  2rl~ 2 r / ~  ~ = 
r - - y ~  ' ~1 - -  r - - y ~  ' r - -  Us  

Durch einfache Umfomung von (3a) erhalt man: 

(  2r' ):=(  rb)' 
(3b) ~ * +  ~ . , _ _ 7 = _  , 

11 + 12 

Das stereographische Bi ld  einer (y~, y2)-Ebene ist daber ein in einer 
die ~-Achse enthaltenden Ebene gelegener Kreis. Wir wollen im folgenden 
alle die ~-Achse enthaltenden Ebenen kurz als Meridianebenen, die auf 
die ~-Achse normalstehenden Ebenen hingegen als Aquatorebenen be- 
zeichnen. 

Die Bilder de~jenigen (y~, y~)-Ebenen, f i i r  die xl : x~ = ll : l~ 
konstant, liegen, wie man aus (3a) oder (3b) unmittelbar erkennt, 

in der gleichen Meridianebene. Sie bilden ein Kreis~'~schel mit den 
,maqiniiren Grundpunkten u = O, ~ = • 2ri .  Die Bilder der anderen 
(y~, y,)-Ebenen ergeben sich durch Rotation dieses Kreisbiischels um die 
~-Achse. 

Man erkennt daraus, daft sich die stereo.qraphischen Bilder der 
(xl, x~)-und (Yl, y,)-Ebenen, u,ie die Parallel- bzw. Meridiankreise yon 
Tori mit  ~ als Achse, anordnen. 

Dem Punkte 

xl = x~ = yl = O, Y2 ~ r 

entsprechen die uneigentlichen Elemente unseres (.~, ~/, ~)-Raumes. Da 
wir im folgenden aus den Meridianschnitten der Bilder unserer Mannig- 
faltigkeiten, fast immer vollkommen Aufschlufi fiber das Wesen des 
Gesamtbildes erhalten, macht sich in einzelnen Fallen die zuletzt 
erw~thnte Tatsache unangenehm bemerkbar. Diesem Umstande Rechnung 
tragend, transformieren wir das in unserer Ebene gelegene Kreisbfischel 
mit Grundpunkten u = 0 ~ = 4- 2 r i  in ein konzentrisches. 

Wir greifen also eine feste Meridianebene heraus und nehmen fiir die 
Ebene ~, /~ als Koordinatenachse. Das oben erwiihnte Kreisbfischel 
k0nnen wir etwa durch die beiden Gleichungen 

und 
k, (L ~) = V + (~,--2~.)-' = o 

k_~(L~) = ~  = o  
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als kt -}- ~k., festlegen. Ubt:  man nun auf dieses Kreisbtisehel 
Inversion nfis dem Kreis: 

~ -4- (/t - -  2 r) ~ = 8 r  2 

eine 

als Fixkreis aus, so geht obiges Bfischel in ein konzentrisches iiber, dessert 
Miltelpunkt der Ursprung 

= O, tt = 0 
~ 

ist. Man erkennt auch sofort, dab die Kreise, deren Mittelpunkte auf 
der negativen /~-Achse liegen, vollsti~ndig vom Kreise 

~ + ~ = 4 r  ~ 

eingeschlossen ~verden. Dies ist aber der grol~e Vorteil, den uns das 
konzentrische I~eisbiischel gegenfiber dem frtiheren darbietet. Bezeichnen 
wir die inversen Koordinaten mit ~* und tt*, so ergeben sich in ein- 
fachster Weise 

(4) X* -~- 2 r y~ , 2 r  Yl 
_ _  2 r -4- V ~ - ~ - x  2 

wo 4- I / x ~ + ~  zunehmen, je nachdem es sieh um Punkte  mit 
negativem bzw. positivem t~ handelt. 

Mit diesen einfachen Ergebnissen ausgeriistet, k(innen wir zur 
Bestimmung der topologischen Verh~ltnisse unserer Mannigfaltigkeiten 
iibergehen. 

3. Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten a x " +  by m = O. 

Es miissen infolge der Irreduzibiliti~t unserer ~[annigfaltigkeit 
(n, m) = 1, d.h. relativ prim sein. 

Ffir die durch obige Gleichung festgelegte Mannigfaltigkeit , ,M" 
k(innen wir ftir die Umgebung des Punktes 

x = O ,  y = 0  

folgende Parameterdarstellung nach dem komp!exen Parameter t angeben: 

(5) x = a t  '~, y = Zt  n, 

wo a und ~ Konstante, die in bekannter Weise nur yon a und b abhi~ngen. 
Wir ktinnen ffir 

a = a e ic  und fl = b e i d  
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in (5) einfiihren, gleichzeitig ersetzen wir den komplexen Parameter t 
dareh die beiden reellen e und ~ derart, daft 

t ~ q e  i~  

wird. Unsere reelle zweiparametrige Mannigfaltigkeit M besitzt somit 
im R4 (Xl, x2, yl, y~) folgende Parameterdarstellung: 

(5a) I 
x, ~-- aq ~ c o s ( m ~ + c ) ,  

x~ ~ aQ"~ sin (m~r 

y~ = ben cos ( n ~ + d ) ,  

y~ ~ bq" sin (n~ -4- d). 

Schneiden wir nun unsere Mannigfaltigkeit M mit der Projektionskugel x, 
so wird der Parameter ~ der Bedingung: 

(6) b ~ r  2r  = r 2 

unterworfen, w~thrend ~ vollst~tndig freibleibt. 
Man kann zuni~chst fiir (6) zeigen, daft fiir reelles r stets nur eine 

positive Wurzel ~ vorhandeni), fiir ~ also zwei reelle Wurzeln, die 
sich nut um ihr Vorzeichen unterscheiden, also wie eine einfache Uber- 
legung zeigt, stets die gleiche Schnittkurve darstellen werden. 

Man findet" somit ffir die Sehnittkurve F unserer ]~annigfaltigkeit M 
mit der Kugel z: 

x,  = cos  c), 

x~  - -  a a  m sin (m~ -]- c), 

y ,  - ~  b a  n cos  ( n ~  ~ - d ) ,  

y~ ~ ban sin ( n ~ + d ) ,  

wo a etwa die positivreelle Wurzel der Gleichlmg (6) ist. 
Bezeichnen wir mit E das stereographische Bild unserer Raumkurve/ ' ,  

so erkennen wir, d a f t / "  auf einer Flache von folgender Gleichung liegt: 

(7) 

'5 : 2 r a a m cos 
" r - -  a n b sin ~ ' 

, 2 r a a "~ sin ~o 
I ~ ~ r - - a n b  sin ~p' 

I 2 r a a n cos '(p 
r - -  a '~ b s i n  q,  ' 

wo ~ und ~ die beiden voneinander unabhiingigen Parameter sind. 

') Die linke Seite yon (6) ist ja eine monoton wachsende Funktion yon (,. 
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Die durch (7) dargestellte F iChe  gibt sich als eine Rotations- 
f i~he mit der ~-Aehse als Drehachse zu erkennen. Ffir den Meridian 
obiger F iChe  erhalten wir die Gleiehung: 

(7a) \ an'hi ~ a ] '  

woraus unmittelbar foot ,  daft unsere Fiiiche ein Torus ist. 
Ber0eksiehtigt man, dab unsere Raumkurve r '  aus (7) hervorgeht, 

wenn wir for ~ und qJ, m~ + c bzw. n~r + d setzen, so ergibt sichfitr r '  
eine auf  der Fliiche (7) gelegene geschlossene Kurve, die sich n-mal ira 
Meridiane und gleichzeitig m-real im J4quator her~tm windet. 

Deutet man den Parameter ~ in der Parameterdarstellung unserer 
Kurve F t als Zeit, so erkennen wir, dab die Kurve r '  den Meridian 
nieht gleiehmitBig durchlituft, es ist aber aueh evident, dab r '  durch 
eine solehe Kurve, die wir etwa mit r ~ bezeichnen wollen, ersetzt werden 
kann, die sieh gleichf0rmig im Meridiane als auch im (quator windet, 
da es ja nur atff die topologischen Verhaltnisse ankommt. Letztere 
Km~e r ~ k0nnen wir aber in einfachster Weise konstruieren. 

Die Kurve F'  oder die Kurve r ~ schneidet den h0chsten Parallel- 
kreis ihres Toruses in gerade n-Punkte, die wir als die n-H6chststellungen 
unserer Kurve r '  oder F ~ bezeichnen wollen. Verbindet man zwei in 
der Reihenfolge der Durchlaufung der Kurve aufeinander folgende H0chst- 
stellungen dureh die Punkte dieser Kurve, so wird dieses Kurvenstiick 
dureh ( m -  1)-Kurvenstiicke fiberkreuzt. Wir wollen den Begriff der 
H(iehststellung noeh etwas erweitern, indem wir unter diesem Worte 
alle Punkte unserer Kurve F '  oder F ~ verstehen, die in der Umgebung 
eines der oben definierten Punkte liegen, die aber durch keine Uber- 
kreuzung voneinander getrennt werden. Man kann dann aber sagen: 
Zwei in der Reihenfolge der Durchlaufi~ng der Kurve aufeinander 
folgende Hiichststellungen werden durch ein Kurvensti~ck miteinander 
verbunden, d'as yon ( m - - l )  untereinander verschiedenen H6chststellungen 
iiberkreuzt wird. Anstatt yon einem h0chsten Punkt der Kurve, bei der 
Definition der HOchststellung, auszugehen, kann man augenscheinlich 
aueh yon irgendeinem Punkte unserer Kurve F '  oder F ~ ausgehen, 
ohne dab die wesentliche Eigensehaft des Verbindungsstfickes zweier 
aufeinander folgender H0chststellungen verlorengeht. 

Entspricht daher dem Parameterwerte t - - -  to in (5) ein Punkt 
der H6chsts~lung, so kiiy~nen wit die eingay~gs erwiihnte Aufschnei&mg 
unseres vierdimensioy~alen Bereiches der Variablen x~, x,, yt und y~ stets 
so wahlen, daft die i~br~gen (n - -  1) H6chststellungen &t,rch die Parameter- 
werte 
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e~to (i = 1, 2 , . . . ,  n - - l )  

bestimmt werden, wenn die ei die n-ten Einheitsu~rzdn sin& 
Die Einfiihrung des Begriffes der H0chststelhng wird arts, nament- 

rich in gruppentheoretischer Hinsicht, ganz wesentliche Vereinfaehungen 
gestatten. 

Endlich sei noch bemerkt, dag alle obigen Ergebnisse zeigen, daft 
unsere topologischen Verhgltnisse in dem einfachsten FaUe, durch die 
Charakteristiken des lokaluniformisierenden Parameters in (5) bestimmt 
sin& Diese einfache Tatsache drangt uns die Frage auf, wie' sich die 
topologischen Verhaltnisse zu den Charakteristiken des jeweiligen lokal- 
uniformisierenden Parameters verhalten. Die Beantwortung dieser Frage 
ist eines der vornehmsten Ziele dieses Abschnittes tier vorliegenden Arbeit. 

4. Die Verkettung yon Mannigfaltigkeiten 
~ x " , +  b~ y ~ '  ---- 0 .  

Wit setzen zun~chst nur zwei Mannigfaltigkeiten M~ und Mj voraus 
nfit den G]eichungen 
(8) "' ~ '  aix  + b i y  ---~ 0 ( i =  1,2) 

und wo (m, m i ) =  1, d.h. relativ prim sind. 
Die beiden Mannigfaltigkeiten M l u n d  M~ besitzen im Punkte 

xl = x~ = y~ ----- ys ----- 0 einen Schnittpunkt, aul~erdem kann dieser Punkt 
fiir jede der beiden Mannigfaltigkeiten ein Verzweigungsptmkt sein. Es 
lagt sich zuni~chst um den Nullpunkt eine Umgebung angeben, die auger 
diesem Punkte, frei von weiteren Schnittpunkten bzw. singulAren 
Punkten tier Mannigfaltigkeiten ist. Nur diese Umgebung des Nullpunktes 
wollen wir in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen. 

Aus dem vorhergehenden ktinnen wir sofort folgern, (iag die sterr 
graphischen Bflder r~ und r~ unserer Mannigfaltigkeiten M~ und M~ 
zwei ganz bestimmte Torusknoten Mnd, und zwar geh6ren die Meridian- 
kreise der beiden Torusfl~i~en, dem eingangs erwghnten Kreisbiischel der 
Meridianebenen des Bildraumes R(~, ~, ~) an. Hierrnit ist aber schon, 
abge, ehen yon dem ~eziellen Falle gleicher Torusknoten, die Trennung 
der Bildknoten err~icht, somit auch deren Verkettung festgelegt. 

Wir haben daher im folgenden rinser Augenmerk nur auf den Fall 
gleicher Tori zu legen und des weiteren zu bestimmen, welcher der beiden 
Toruse der innere bzw. auliere ist. 

Um die Reihenfolge obiger Torusflachen zu bestimmen ist nur not- 
wendig, die Radien der zugehCirigen Meridiankreise abzuschatzen. 

Fiir die durch (8) definierte Mannigfaltigkeit Mt wAhlen wit die 
Parameterdarstelhng: 
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(9 )  

x~ = a e  "~ cos ( m ~  § , ) ,  

x_~ = a Q" cos (m f~ -t- (r 

y~ ----- ,o" cos n ~,  

y~_ = (J~ sin n ~.  

Fi l r  die Schni t tkurve  yon M1 mit  tier P ro jek t ionskuge l  x ergibt  
sich dann die Bedingung:  
(10) a ~ 0 2m -}- Q"" : r 2, 

d a  q reell  und posit iv,  geh t  O mi t  r gegen  Null. 
W i r  un tersehe iden  die drei  Fa l le :  

m <~ n, m > n und m = n = 1. 

Fi l r  den e rs ten  Fal l ,  wo also m < n ,  bes t immt  sich die reeile 
Wurze l  O aus (10.) wie folgt :  

1 
1 i ( . 2 n t ~  m 

q -'-- r m a  " ~ 1 - -  r * ]  

1 
1 1 (  2n 2n_ 2 ) 2~n 

q = a ~ r  ~ 1 - - a  "~ r " t  q _ . . .  

und  somit  

(1 i )  
__.1_ 1 1 20~--m)+1 

q ~ a m r m ,~ 
2n+l I" ~-  " - ' ,  

2 m t"/ m 

i '2 ~ -~  
( l l a )  a q  '~ ~ r r "~ -}- . . . .  2~ 

2 a  ~ 

Aus (T a) ergib t  sich abe r  die Koord ina te  fill" dell Mi t te lpunkt  des 
Para l le lk re i ses  mit  

21.2 
~o  - -  aO m , 

es ist daher ,  die 0 rdnung  yon #o und mit  ihr  die des Radius  um so 

grOger als es der  Bruch  n i s t .  
m 

Im zwei ten Fal le ,  wo m > ~ ,  ergibt  sieh aus (10) ana log  wie 
oben fiir: 

1 q = r~-(1 (I.',~ 2(m-n) ) " + . - .  

und for  
m 3~t 2n 

m 
( l l b )  a,o m = a r  - - ~ a ~ r  ~ - I - . . . ,  
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daher  wird die Ordnung von #o und mit ihr die vom Radius unseres 

n 
Parallelkreises um so grOfler, je grSfier - -  ist. 

m 
Endlich e rh i l t  man fiir den dritten Fal l  

(11 c) 

m = n ~ - - l ,  

r 

e ~ - V I +  a z 

Bezeichnen wir die Ordnung des Radius in r ftir den /-ten Fal l  
obiger Einteilung mit wi, so gilt 

dies entspricht aber  gerade den Briichen: 

Da wir aber  das r hinreichend klein wihlCn k0naen, so wird die 
Gri~e des Radius R unseres Parallelkreises einzig und allein durch das 
Verhdltnis der Charakteristiken des lokaluniformisierenden Paramete~'s 
bestimmt. 

Sind somit zwei Mannigf altigkeiten Ml und M2 m it den Charakteristiken- 
paaren (ml, hi) bzw. (r~, n~) gegeben und ist 

(12) ml ~ m~, so gilt RI ~ R2, 
�9 l i n~ 

sofer~z R i d e r  Radii~s des Parallelkreises vom Torus der Mannigfaltig- 
keit Mi ist. 

Wenn hingegen 
m~ ms 

?li ~/2 

also ~1 ---- m~ und nl ~ n~, so erkemlt  man aus ( l l a ) ,  ( l l b )  bzw. 

(11c) unmittelbar,  dab ar ~ um so grNter wird, je grOl]er a wird. 
Somit wird der Radius des Parallelkreises um so kleiner, je gr6fler 

a wird, es besteht  daher: 

(12a) al ~ as R1 ~ R~, 

weIln  nu r  

ml ~ m~ und nl z ~ .  
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Sind aufier gleichen Charakteristikenpaaren auch die ai einander 
gleich und die Mannigfaltigkeiten .lli voneinander Versehieden, so ist dies 
nur so m~glieh, daft 

wie ein Blick auf (9) uns lehrt. Dann und uur dann liegen die Bild- 
kin"yen F~ auf dem gleichen Toruse ~ d  flehen auseinander dur('h Ver- 
drehung hervor. 

Die Gfiltigkeit der Relationen (12) und (12a) wurde zuni~chst ffir 
eine hinreichend kleine Umgebung des Nullpunktes nachgewiesen, es liift 
sich abet in einfachster Weise zeigen, daft sie f l i t  jede Um.qebung des 
Nullpunktes bestehen, die a~er  di'esem Punkt keine weiteren Schnittpunkte 
noch sin.quliire Punkte unserer Mannofalt(qkeiten enth?ilt; denn an- 
genommen, es wiirde dies nicht der Fall sein, dalm miiflten fiir ein 
bestimmtes r Schnittpunkte der Bildkurven auftreten, denen aber 
Schnittpunkte de~Mannigfaltigkeiten entsprechen, was ein Widerspruch ist. 

Sind endlich mehr als zwei Mannigfaltigkeiten Mi gegeben, so 
ktlnnen wir dere~ Charakteristikenpaare ohne Einschrimkung der Allge- 
meinheit als relativ prim voraussetzen und die Verkettung der Bild- 
kurven wird'analog wie frfiher durch (12) bzw. (12a) bestimmt. 

Wi~hrend wir ftir den Fall einer einzigen irreduziblen Mannig- 
faltigkeit zur Bestimmung der topologischen Verhi~ltnisse nur die Cha- 
rakteristiken ben0tigten, miissen wir im Falle mehrerer Mannigfaltigkeit 
zur restlosen Bestimmung der topologischen Verh~tltnisse noch d i e  a 
unter Umstitnden berticksichtigen. Die Gr(il3en a~ wollen wir im folgenden 
als die Indizes unserer Mannigfaltigkeit 34/ bzw. der Bildkurven F~- 
bezeichnen. 

5. Der allgemeine Fall relativ primer Charakteristiken. 
Wir wiihlen eine in der Umgebung der Stelle 

x ~ - y = O  

analytische Manuigfalt~qkeit M, der wit die ein?.(qe weitere Beschrdnkung 
auferleqen, dc~ das Charakteristikenpaar (m, n ) f l i t  diese Stelle relativ 
prim ist. Wir haben somit ftir die Umgebung dieser Stelle eine kon- 
vergente Parameterdarstellung: 

(13) x ~ tm(a,,~-~ ta,,~+l + ...), 
y------ t., 

WO 

(re, n) ~ 1 und a,~ ~ O. 
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Dieser Mannigfaltigkeit stellen wir eine andere Mo gegentiber, welche 
die gleichen Charakteristiken fiir obige Stelle wie M besitzt, aber vom 
Typus tier bereits behandelten Mannigfaltigkeiten ist. 

Die Parameterdal~stellung von 11/o sei: 

(13a) x - - ~  t"~a,t ,  
y ~ t,~, 

Wir withlen eine (x l ,  x~)-Ebene, fiir die also 

y = konst. 

wird und schneiden mit ihr sowohl die Mannigfaltigkeit M als auch 
die Mo. 

Die so erhaltenen Schnittpunkte yon M bezeichnen wir mit: 

(14) 

bzw. die yon Mo mit: 

(14a) 

XI~ X~, X3~ ' ' ' ~  Xn 

X0,1~ X0,2~ XO,8~ "" "~ Xo,n~ 

Ist to ein Parameterwert, der einen Schnittpunkt (14) liefert, den 
wir mit Xl bezeiahnen, so liefert derselbe Wert to auch einen Punkt 
der Reihe (14a), den wir mit Xo,: bezeichnen werden. Alle weiteren 
Schnittpunkte sowohl der Reihe (14) als auch der (14a) ergeben sich 
aus den ( n - - l )  weiteren Parameterwerten ~ito (i ~ 1, 2 , . . . ,  n - - l ) ,  
wenn ~ die n-ten Einheitswurzeln sind. 

Dies ermSglicht uns, die Punkte der Reihe (14) eindeutig auf die 
Punkte tier Reihe (14a) zu beziehen und umgekehrt, indem man dem 
Parameterwert Ei to die Punkte xi bzw. Xo~ zuweist. 

Berticksichtigt man (13) und (13a) so erl~fflt man fiir den Abstand 
zweier Punkte aus (14) und (14a): 

bzw. 
~ , - - , ' , , ~  I = I t",+~ I. I a,,+l + t a,,+~ + . . .  I 

x j  - xo i  I ~--- I - (~:'~J - -  e"~)i a .~  t 'n + (ej  t )  m + l  a m 4 1  + �9 �9 " I. 

Da wir im Konvergenzbereiche von (13) verbleiben, so gilt: 

fiir: 

(15b) 

I a,~+i + a,,+: t §  I < A 

Itf<k>o 
2* 
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daher: 

m ~r ~vm'~l _ _  ~ m + l  lla.,(j - -  , , ,  i I A > 0  
w~thlen wir t so daB: 

(15a) t t I < ] a,,~ (~. - - e .  )l 
2A > 0  

so gilt sieher 

(15) l x j - - x o i  I > IXr--Xo~l, i + j ,  (i,j, r = 1, 2, . . . ,  n). 

(15) bleibt somit ffir jeden dureh (15a) und (15b) besehrankten Wert 
bestehen, also ffir alle jene Punkte (14) bzw. (14a), die in (Xl, x~)-Ebenen 
liegen, die einen hinreiehend kleinen Abstand vom Punkte x = y  = 0 
besitzen. 

Verbinden wir nun die Punkte 

x; und xoi 

durch Gerade in jeder Ebene hinreichend nahe dem Nullpunkt zu gelegen, so 
geben die Geradenstficke zuniichst eine Transformation von M auf Mo an, 
wenn wir nur jene Teile unserer beiden Mannigfaltigkeiten in Betracht 
ziehen, die in hinreichend kleiner Umgebung des Nullpunktes liegen. Diese 
Transformation ist zuniichst in jeder (X 1 x~)-Ebene, obiger Eigenschaft cin- 
deutig bestimmt und stetig, ohne das Durchsetzungen der iVlannigfaltigkeit 
auftreten kfinnen. Man folgert daraus unmittelbar, daft sich die topologischen 
Verhgltnisse der Mann~qfaltigkeit M, in hinreichend kleiner Umqebung 
des NuUpunktes dutch jene yon Mo ersetzen lassen. 

Sollte die Umgebung (15a) kleiner als die von (15b) sein, so k(innen 
wir durch den bereits im vorhergehenden ausgeftihrten Weg, die 
Ersetzung yon M durch Mo auf einen ganzen Bereich (15b) erstrecken. 

Es lafit sich also speziell das stereographische Bild r '  der Mannig- 
faltigkeit M durch jenes Fg yon Mo ersetzen. 

Entspricht daher einem Parameterwerte to ein Punkt einer Htichst- 
stellung yon M bzw. F', so ergeben sich die (n - -1 )  weiteren H(ichst- 
stellungen durch die Parameterwerte ei to (i ~--- 1, 2, . . . ,  n - - 1 )  und das 
aufeinander folgende H~ichststellungen verbindende Kurvenstiick wird 
von (m- -1 )  Hfichststellungen tiberkreuzt. 

Also auch in unserem allgemeinen _Falle werden die topologischen 
Verhiiltnisse dutch die Charakteristiken restlos festgelegt. Wir k0nnen 
endlich zu dem Fall fibergehen, wo die Charakteristiken einen gemein- 
samen Teller besitzen, man erkennt aueh sofort, daft in diesem Falle 
obiges Verfahren versagt, da wir in (13a) m und n unbedingt relativ 
prim voraussetzen mtissen. 
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6. Der Fall eines nicht relativ primen Charakteristikenpaares. 

Wir verstehen nun unter M eine ganz beliebige, in der Umgebung 
der Stelle x = y ~ 0 analytisehe Mannigfaltigkeit, fiir die wir dort 

die Parameterdarstel lung: 

i 
x1 = r 

x_~ = Qm sin m ~ ,  

k 

(16) i Yl - -  Z i ai ~ n ; c o s  ( n i ~  -t- ai) ,  

I 
1 
k 

ai e s i n  (hi ~ -~- ai) 
' "  

voraussetzen, und zwar bestehe fiir die ganzen Zahlen m: 

und ferner sei t ~ .od't ein lokaluniformisierender Parameter  :'unserer 
Mannigfaltigkeit M ffir die Stelle x ~ y  = 0, 

Aus den Formeln (l)  erh~lt man ffir das stereographische Bild F '  
unserer Mannigfaltigkeit M: 

2 r  0 "t cos m 

r - - ~ i  ai ~ '  sin (hi ~ ~- ai)'  

2r  Q'* sin m ?  

r _ ~ _ i  ai q'~' sin (hi ~ A- ai) 

2 r Z i  ai 0~" c o s  (ni~o + ai) 

= r - - - Z i  a i e  n' s i n  (n~ ~ A- ai) 

(17) 

Zwischen den Parametern o und ~ besteht die Relation: 

(17 a) C"+ ~ ~,~ ~'~"' + ~ ,  ~ (,, .~ $ '  ~'~ cos [~,~- "2 ~ + (" , -  "~)1 = r'. 
i < j  

Wit untersuchen zungchst e als Funktion von ~. 
Es sind analog wie friiher die drei Fi~lle r e < n , ,  r e > n ,  und 

'~t = ~1 t z u  u n t e r s c h e i d e n .  

Wir k0nnen den ersten und dritten Fall mit einem Schlage erledigen. 
Es ist also m =< nL vorauszusetzen. Aus (17 a) erhalt  man analog 

wie im vorhergehenden: 
1 

o == ,')'t 1 ~ 2 Z i ,  j ( l i t t j  q , : (N)S[(.lli__.itj)(p_~(~ti__ftj)]_~_ . . 
i <j 



22 K. Brauner. 

und endlich 

~{ 2:' (18) 0 = r ~  1 - -  ~r "~ 

ferner: 
p n i " k - n t  

(18 a) (:'~ : r 1 __~;~i r "' 

_ _  ! 
(18b) O n ' - -  r ~ 1 - -  i r m 

"+" ]+} 

--2 [(/i alCOS[(,, i--nt)~ ~ - ( , , - - - ] ) ]  ~-. . . ] -~. . .} ,  

--2 ~')ll 
km-I~ a /a l  cos [ (h i - -  ~,) y, -~ ("i - -  "j)] 

+l+} 
wobei,nur jene Glieder ausgeschrieben wurden, deren Koeffizienten zum 
erstenmal die Grti~en ai enthalten. 
n l ~ m :  

1 

e =  ~ 1+  

2 ~ i . j  ai aj @n~+nT~,, ' 
i< j  at a~ 

und weiter 

1{ 2: " 
@ : I - -  i r" 

(19) 

(19a) 

(19b) 

Analog findet man ffir den Fall 

1 

cos [(n~-- ~j.) ~o + ( . ; - -  .j)] + . . . }  "-'"' 

ai 

7,, 
77,1 H 1 

COS [(T$ i - -  911) ~) ~-  ( " i  - -  "1)]  

+...j+...} 
on i --  ~i 

' r ~l n 1 
1 - - ~ i  ).,~-~-- 1 L~ (li ((1 COS [ (T~ i - -  n l )  f~ -~- ( " i - -  "1)]  

+J+} 
�9 t - - - -  1 n i 

,..]+...}. 
Zur Untersuchung unserer Bildkurve 1" verwenden wir die ein- 

gangs erwahnten Meridianebenen. Schneiden wir I" mit einer der er- 
wi~hnten Meridianebenen 

- - -  If' T~ ; 
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so ergibt sieh aus (17) ftir diese Schnittpunkte: 

(20)  = _1  = VU+ ,? -~- t g m 9  w '  /t 

und weiter 

(21) 
~--- [~ 'a~Qn'cos(n/9-4-  a,)] [ 1 - - ~ ' a /  

qn, 

$- 

- - 1  

s in (n ,  9 + "*) , 

worin O entsprechend den Relationen (18) bzw. (19) als Funktion yon 9 
aufzufassen ist und ftir 9 einer durch (20) bestimmten Werte zu 
nehmen ist. 

Die Gleichung (20) liefert ftir jeden Wert w, 2m Werte yon 9, die 
wir in zwei Gruppen zu j e  m-Werten zusammenfassen kOnnen, je nach- 
dem sin9 bzw. cos9 ftir die Werte 9 aus (20) ihr Vorzeichen beibehalten 
oder nicht, geh0ren sie der gleichen Gruppe an oder nicht. Diese Gruppen 
ergeben sich daher aus den Parameterwerten: 

27r . 
9 = 9o~- ~ (i ~ O, 1 , 2 , . . . , m - - i )  

m 

bzw. 

9 = 9 0 +  ( 2 i + l ) ~ r  (i = 0, 1, 2, . - . ,  m - - l ) .  
m 

Da nach (18) oder (19)Q 4 0, bleibt es auch/t  ffir die Parameter- 
werte aus (20) und wir k0nnen entsprechend (17) der einen Gruppe 
yon 9-Werten ein positives tt, der anderen hingegen ein negatives tt 
zuordnen. 

Da die ~-Achse die Schnittpunkte einer  Meridianebene mit F'  
gerade in die zwei obigen Gruppen zertrennt, ist es nur notwendig, die 
l)unkte der einen Halfte zu untersuchen. 

Wir wenden nun auf die Schnittpunkte yon F' die eingangs er- 
withnte Inversion an und erhalten naeh (4): 

u,* = 2 X i  ai Q"' cos(rti g "-~ ai) 

1 + em 

(22) r 
. ,  __ 2 ~_i  ai q" sin (ni 9 -4- ai) 

1 -4- r 
r 

Ferner definieren wir mit Hilfe der Wurzeln yon (17a) r = q(91, al, 
a~,. . - ,  aD die Grol~en: 

01, a,. a s , . . . ,  ak 
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wie folgt: 
(23) ai = r al ,  a , ,  . . . ,  a i ,  O, . . . ,  0 ) .  

Es sind somit die ai die Wurzeln der Gleichung (17 a), wenn man die 
ai+~ ~--- a~+.., - -  - -  ak ~ 0 wahlt. Die ffir (~ gegebenen Entwicklungen 
hbertragen sich daher sinngemi~l~ auf die Gr0flen ai. 

Wir ergiinzen die Formeln (18) und (19) durch die beiden Relationen: 

{ "~iq-nl >l- a a" 
[1 + ~?m]-*= 1-4- ~Y~" ''~ - ' - /~'  "" eos[(ni--nOs~ r J  ~ L 2 

(18e) 

+...1+...}, 
bzw. 

(19e) 

Wir stellen zumtehst der Bildkurve F', die Kurve F' gegenfiber, 
fib" die, unter Beibehaltung der Relation (20), der transformierte Meridian- 
sehnitt dureh : 

l; 

1 

bestimmt ist. 

,r? cos (J~i ,p + - i ) ,  
I + - -  

F 
on. i 

r/t  

1+ 
I" 

sin (hi  ~, § . i )  

(~ber die in (16) auftretenden Exponenten miissen wir aufJer der 
festgelegten Reihenfolge noeh folgende Voraussetzungen maehen: 

(35) 

[ I I I =  ~l I m 1~  I1~ ~ I t  I [1~. ~112, �9 �9 �9 

� 9  lit, - ~  1~1 112 " " tl, k - - 1  t l l k - - l ~ "  911 ~ I I 1  , I t , . . ,  �9 �9 �9 ]1 k )l~l,,, 

�9 " ~ ~'~1,:--1 - - - :  P I , ' - I  ~ l l l c - - l ~  I l k  = PI," l l l k  :. 

und zwar soll m~ der grOfite gemeinsame Teiler der Zahlen (m, n,) sein, 
mill hingegen der grOBte gemeinsame Teiler yon (mi, hi+O, da dev Para- 
meter t == qe  i't in (16) als ein lokahmiformisiereMer vorausgesetzt wurde 
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und sicher mk ~ 1 sein muff, falls sich nicht schon ein frfiheres mi dieser 
Eigenschaft bestimmen l~lit. Selbstverst~tndlich kOnnen unter den mi 
auch gleiche vorkommen. 

Wir untersuchen zuni~chst die Kurven F~, die sich aus den ersten 
i-Gliedern der Entwicklung (24) yon F '  ergeben, somit ist : ~' 11~ identisch 
mit /~'. 

Speziell erhalte~ wi t  fib" [:~ einen Torusknoten entsprechend der 
Mannigfaltigkeit M1 von folgender Parameterdarstellung: 

(26) / ; r  t = rr ,ul C 0 S / t  1 ~ ,  

X_~ ~ 6 'uz S i l l t t l  ~tj, 

yl = (q a'" COS (vx ~o § ul) , 

ye = at . '"  sin (vl ~f § al) .  

Auf ebenso einfache Weise k0nnen wir den 
Meridianschnitt einer Fl~tche angeben, auf der f._/ liegt 
Parameterdarstellung: 

(27) 

transformierten 
Er besitzt die 

t , * =  2 a~ ~, ,  cos(~,~t,.,_!r§ ~,,,~,.cos~V, 
- -  1 +  " ~  

1 §  r r _ 

_ _  _ ~ i )  d 

1 §  a'~' I t  " - 

Die dm'ch (27) darflestellte Flii('he ist abet, wie man leicht erkennt, 
elm, Sehlaueh, fliiehe mit der Km'ce 1"1 als Achse. Da die Entwieklung 
fiir den transformierten Radius des Torus yon ~ naeh (18) bzw. (19) 

und (27) m i t r  ~ bzw. mit f-" beginnt, tier Ausdruck 
(tl  

( 5 t ' 2  

I §  
T 

1/2 It2 --~'2 

hingegen m i t r  m bzw. mit r "~ (a~) "* , so folgert man daraus, daflfiO" 
ein geniiqend kleines r m~sere Sc]dauchfliiche sich nir.qends selbst schneiden 
wird. Nun entnimmt man abet unmittelbar (24), dal~ die Kurve F '  2 eine 
aufdem Schlauche (27) liegende Kurve ist, die sich r~-mal im erzeugenden 
Querschnitt des Schlauches lind ~,,~-mal in der Richtung der Achse sich 
windet. Da abet (#~ v=,) - -  1, so erhalten wir eine nicht zerfallende Kurve. 
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In analoger Weise findet man fiir de** allgemeinen Fall F~ eine auJ 
einem Schlauche liegende nicht zerfallende Kurve, die .~eh vi-mal im 
erzaqlenden Querschnitt des Schlauches und t~.i-mal in der Riehtung de," 
Achse win&t, wo letztere eine Kurve r~-i ist. 

huf  diese Weise ist also aueh F' als Sehlauehkurve eindeutig 
festgelegt. 

Wir haben jetzt nur mehr zu zeigen, dati unsere Kurve F'  sich 
auf /~ stefig mit ihren sie umgebenden Raume deformieren li~fit. Wir 
bezeiehnen die durch (26) und (20) dargestellten Meridianschnittpunkte 
unserer Kurve /'~, deren es t~t gibt mit: 

(26 a) Ivl, p,, �9 .-, Pt, I" 

Die Punkte hingegen, welche durch 

(~8) 

t~* ~ 2 atQn~ 

r 

~* ~ 2 a t  Qiq 

1 + q'~ ?- 

cos(n1 ~o + *,t), 

sin (n,  ~r + al )  

dargestellt werden und w o e  durch (18) bzw. (19) zu ersetzen ist mit 

p l l ,  ])12~ " " " ~ ])lm, 1 

(28a) {.P2~: !)22: :":P:m,:, 

deren es m voneinander versehiedene gibt. Die Bezeiehnung in (28a) 
wurde so gew~hlt, da.g alle Werte p~; dem gleiehen Werte 5o entspreehen 
wie lh usw. Die dureh (28) bestimmte Kurve wollen wir mit I"~ bezeiehnen. 

Unsere Kurve l" deren transformierte Meridiansehnittpunkte dureh 
(22) bestimmt sind, transformieren wir in eine Kurve B~, deren trans- 
formierte Meridiansehnittpunkte die Darstellung: 

01"11 COS( , / I~ ,~_O$1)_~ y ~ (lion' U* - -  m i 7 m  COS (hi ~ _3[_ r162 
1 + a a ' 1 

], 7" 
(29) 

- -  ., sin (n~ 9 + al) t i=~2' ; -~  7 sin (n, y, + -i) 
l + { ' ~  __ j, r 

haben. 
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Diese Transformation laiit sich dureh folgende Deformation yon r '  
erreichen. Man deformiere einfach die Kurve F~ auf /~ ,  was etwa durch 
Zusammenschieben der Punkte pil, pi2, . . .  s in den Punkt p~ erreicht 
werden kaml. Beriicksichtigt man nun wie sich F' aus F~ bzw. B1 
aus F~ aufbaut, so erkennt man, dab man auf obigem Wege eine De- 
formation yon r '  in B~ erreicht. Nun kCinnen wir aber von letzterer 
Transformation leicht zeigen, dag sie sich ohne Selbstdurehsetzung der 
Kurve F' ausfiihren l~t~t, mit anderen Worten also F' und B1 sind 
topoloqisd~ dquivalent. Auger unseren Punkten pi und p~ wollen wir 
entsprechend den Gleichungen (22) die Punkte qij und entsprechend (29) 
die Punkte q(i einftihren. Die Bezeichnung der Punkte q bzw. ~ wurde 
entspreehend den der Punkte p~j gewahlt. 

Wir bezeichnen also die Punkte, welehe z u / "  geh0ren mit q~j, die 
von B~ mit ~j: Um zu zeigen, dal~ die Deformation yon F ~ auf B~ ohne 
Selbstdurchsetzungen m(iglich ist, miissen wir noeh eine Reihe weiterer 
Hilfskurven einschalten. Wir bezeichnen mit B~i jene Kurve, deren 
tr~nsformierter Meridianquersehnitt folgende Gestalt besitzt: 

(29a) 

k 

I,* = (~i), cos (.~ v + . , )  + - ~  (e)~ cos (n~ v + -i), �9 
i = 2  

k 

~* : (O'i)1 sin (n~ V + "~) +~.~ (e)i sin (hi ~ ~t- ai), 
i = 2  

wo entsprechend dem frtiheren unter 

(e)i ---- ai ~'~: 
0 m 

l + - -  
' r  

zu verstehen ist. 
Die durch obige Gleichung dargestellten Meridianschnittpunkte sollen 

die Punkte -(~ sein und sie m0gen den gleichen Parameterwerten, wie 
die Punkte q~fl entsprechen. Die durch 

/,* = (~), cos (n~ ~ + -~), 

~* = (ffi)l sin (n~ ~ ~-a , )  

. .a) Um jeden dieser Punkte bestimmten m Punkte seien die Punkte u.p.  
mi  

q*(fli) werden sieh t"i.l Punkte q*~i+') e = 1, 2, . " t ' i + l  anordnen (vgl. 
Figur la). Anderseit's werden sich'zu dem Punkte q.(i+~) bzw. q*!J)m.,. 
, _ . . . .  p~ ap ztl 

~zw n~i Funkte q~l ,  bzw q~) angeben lassen, die sich entsprechend 
�9 , f l  

dell Relationen (29a) direkt aus den ersten Punkten aufbauen lassen. 
Diese mi.~ Punkte q~+~) sowie die den gleichen Parameterwerten ~ ent- 



2 8  K. Brauner .  

sprechenden mi+x Punkte q(~}, letztere kommen also sicher unter den 
(i) " " oben erwahnten mi Punkten q,fi vor, lassen smh in zwei Kreise ein- 

schliefien, deren ersten Mittelpunkt wir mit a e mad den Radius mit Ae, 
diese Bestimmungsstiieke vom zweiten Kreise hingegen mit ar und A e 
bezeichnen werden. Als Mittelpunkt ~o kann man einen der Punkte 
w/ihlen der sich aus (29a) ergibt, wenn nur die ersten ( i +  1) Glieder 
berticksichtigt werden und als Parameterwert ~ einer der Werte gewiihlt 
wird, dem der Punkt q.~/r entspricht, ganz analog und durch den 
gleichen Parameterwert ~ bestimmt wollen wi t  den Punkt a e w/~hlen. 
Entwickelt man nun die Radien A e und A e unter Zuhilfenahme yon 

(18) bzw. (19), so ergibt sich fiir die Anfangsexponenten yon r, - -  
m 

bzw. ?~+Z. Ebenso erhalt man ftir den Anfangsexponenten der Ent- 
ail 

wicklung nach r yon der Lange der Strecke ae a o = -*(< 1),.(~ mindestens uafie uafl 
die Z a h l e n n i §  bzw. ni+~ hingegen fill" die L~tnge tier 

'D~ r ]11 

Strecke ~ a , ,  (~ :~ v hOchstens ni+_.___~l bzw. ni+l Fib' den ersten Fall 

ist es sofort klar, da~ die Verschiebung yon ~e nach d,, und aller in 
obigen Kreise" enthaltener Punkte m6glich ist, ohne, dal~ hierbei Schnitt- 
punkte dieser Verichiebungsstrecken auftreten, ffir den zweiten Fall ist 
dies aber auch m6glieh, da der Koeffizient des Anfangsgliedes von ar a e 
kleiner als der yon aa ar ist und nur fiir eine endliche Anzahl yon 
Werten ~ mit diesen gleich werden kann. 

Es kann somit die fl'agliche Deformation der Kurve F '  in B~, ohne 
Selbstdurchsetzungen fiirchten zu mfissen, ausgefiihrt werden. Womit 
zuniichst be~viesen, daft B l i  topologischJiquivalent mit Bl i+l  ~lld dahe~" 
I" iiquivalent mit B~ ist. 

So k6nnen wir stufenweise weitergehen, indem wir die Kurven B,~. 
definieren, deren transformierter Meridianquerschnitt die Entwickhmg: 

1 ~* - - -  (ffi)i COS (?'gi q) -{- " i )  - ~  ~ ,~  ((~)i COS (*li ~ ~" " i ) ,  

a k 

~* - -  ~_~ (ai)i sin (hi ~ + ~*~) + , ~  (e)i sin (n~ ~ + ,~i) 
i = l  i : cg+l 

zukommt. Definiert man nun analog wie oben die Kurven B.? ~ ~ r 
so findet man ftir die Anfangsexponenten der Entwicklungen nach ~- 

ftir ar ar mindestens ni+l AV n .  -~ n~__ __ 2 bzw. ni + n,, 1 ffir a,~ a e 

dagegen n/+~ bzw. ni+~, womit sofort klar ist, daft die Defo~'mation 
m n l  

yon B~+~ auf  Ba obne Selbstdurchsetzungen fiirchten zu miissen mi~qlich ist. 
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Man erkennt somit aus obigen, daft die Bildkurve F' ein 8chlauch- 
knoten ist, dessen Achse selbst wieder im allgemeinen ein Schlauchknoten 
sein wird, alle diese Knoten si~d festgelegt durch die Zahlen: 

m;+~ Punkm q(i+l) 

�9 r q~O 

III. Klassifikation der Singularitiiten algebroider Kurveu. 

~ (i+1) 

apt 

Fig. 1 a. 

Wenn abet auch ..mgekehrt ein solcher Schlauchknoten gegeben ist, so 
ldflt sich aus den Zahlenpaaren (iti, ~'i) stets eine Mannigfaltigkeit M 
konstruieren, de re~ Bildkar~:e 1" topologisch i~quiv(dent mit dem vorgegebenen 
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Schlauchkrwten ist und deren Parameterdarstdlung die Form (16) besitzt~ 
u'enn nur die entspredwnd den Gleichungen (25) konstruierten Werte m 
und ni yon folgender Art  sind: 

nx < n2 < . . .  < n~. 

Da dureh die Zahlenpaare (~i vi) die topologisehen Verhaltnisse 
vollkommen bestimmt sind, wollen wir sie analog wie im Falle relativ- 
primer Charakteristiken, als die Charakteristikenpaare unserer Mannig- 
faltigkeit M bezeiehnen, am so mehr als wir sofort zeigen werden, daft 
sie auch vollkommen riO" allgemeine Mannigfaltigkeiten ausreichen. In- 
zwisehen ist man abet gezwungen, bei Verkettungen yon Mannigfaltig- 
keiten noeh die Zahlen aj in Betraeht zu ziehen. 

Wir bezeichnen daher als Charakto'istikenpaar bzw. den lndex 
i-ter Ordnun#, das Zahlenpaar ~i,  vi) bzw. die Zahl ai. 

Hat man endlieh eine allgemeine Mannigfaltigkeit M, d. h. brieht 
die Entwieklung (22) nieht bei einem endliehen k ab, so sieht man naeh 
dem frfiheren leieht ein, dag  die Deformation der Kurve F'  auf die B; 
aus den gleiehen Grtinden wie frtiher ohne Selbstdurehsetzung realisiert 
werden kann. Ist dann der Parameter t = t~e ~ ein lokaluniformisie- 
render unserer Mannigfaltigkeit M, so mug es ein angebbares j geben. 
ftir den mj ~- 1 zum erstenmal wird, entspreehend den Relationen (25). 
Die Charakteristikenpaare, yon der j q- 1- Ordnunq angefangen, werden 
dann folgende Gestalt haben (1, vj+x), (1, vj+2), . ' . ,  also werden alle diese 
Schlauchkurven tol~ologisch iiquivalent mit Fj sein. Wir sehen also, daft 
zar Bestimmung der topologischen Verhiiltnisse tatsgchlich nur so viele 
Anfangsglieder der ParameterdarsteUung notwend~q sind als sie notwendig 
sind, damit t lokaluniformisierend bleibt. 

Schliefilich k6nnen wir den Beg-rift der H6chststellungen, den wir 
bei den gew0hnlichen Torusknoten eingeftihrt hatten, unver~tndert iiber- 
tragen, wenn wir nur berticksichtigen, dag die Schlauchkurven, ganz 
analog wie die Torusknoten am Kreisringe, auf einer Schlauchfli~che 
liegen. So erhalten wir fiir einen Schlauchknoten F~, der entsprechend 
dem vorhergehenden bezeichnet ist, vl, H6ehststellungen, wenn nur 
#k > 1 ist. 

7. H~here Verkettungen. 
Wir nehmen zun~ehst an, daft sieh in der Umgebung der Stelle 

x ~ y ~- 0 nur zwei Mannigfaltigkeiten schneiden, deren Parameter- 
darstellungen die folgende Gestalt besitzen: 

x ~ t m , 

(30) k 
y ~ ~ ai e V'~at  t n' 

i = 1  
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und 

(31) 
X : t/1~ 

l 

i..~. l 

die wir mit M~ bzw..II~ bezeiehnen wollen und wo: 

n~ -< n~ ~/ . . .  ~ n~, 

v t ~  v ~ < . . . <  v~; 

ferner sollen zwisehen den Exponenten n~ bzw. v~ folgende Relationert 
bestehen: 

(30a) 
11~ = [t t 21tl~ m = ~it tt, 2 ~$~, . . . ,  m = t t l  t t~ . . . .  [~k I~lk~ 

(31a) 
V = 71t" 1 L' 1 , 

bO = O) l O] 2 lug; �9 �9 ", W = 0) 1 flo$ . . .  flog IVl~ 

worin m~ bzw. wi der gr01~te gemeinsame Teiler von (mi, ni+~) bzw. yon 
(w6 vi+~) ist. Des weiteren sei unser Parameter t sowohl in (30) als 
auch in (31) lokaluniformisierend. Die zu den beiden }Iannigfaltigkeiten 
,111 bzw. M~ geh(irigen stereographischen Bildkurven wollen wir mit 
r '  bzw. P '  bezeichnen. Unter 1'~, 1"~ bzw. B~ wollen wir die gleichen 
Kurven wie im vorigen verstehen, ebenso unter P}, P~ bzw. Ai die ent- 
sprechenden Kurven hergeleitet von P~.. 

Zwischen den Gr(J~en yon (30) und (31) wollen wir zuniichst 
folgende Beziehungen annehmen: 

I / t s  = O}s: Vs ~ ~ s .  a s  = bs~ r162 = ~ s ,  

(32) Is = 1 ,2  . . . .  , / - - 1 ,  i - - 1  =< k, i - - 1  ~ 1. 

Aus (32) folgert man sofort 

(32a) ne __ Ve ne __ ve j < i. 
Vbj Qj ~ ~t~ t r  ' e~ 

Wit denken uns nun wie friiher zu den Kurven B a bzw. A, die 
Kurven B,fl bzw. A,fl gebildet und iibernehmen ftir a, A, q die Bedeutung 
aus dem friiheren ffir die Kurven /" bzw; B, und wollen unter b, B , p  

das gleiche fiir die Kurven P bzw. A v.erstehen. Entwerfen wit nun 
wie in Figur la ein Bild des Meridianschnittes ffir die Kurven B~, B~+I, 
Alj und Alj+I fiir j < i - -  2, so ist ersichtlich, daft die Verhaltnisse gel~)a: 
wie bei einer einzigen Mannigfaltigkeit sind, denn die Punkte a?, ~,~, 
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also auch die Punkte ~,~,,(J) und q~-l) sind gleich mit den entsprechenden 
b bzw. jo. Also kann man die Verschiebung yon W e und-b e gleichzeitig 
vornehmen. Etwas anders ist das Bild (vgl. Figur 2a), wenn j ~ i ist. 
Wir verschieben zunachst um a,, ar alle entsprechenden Punkte q(j+l) 
aber auch gleichzeitig die Punkte p(J+~)um den gleichen Vektor, die 
ersteren gehen dann in die Punkte q(i) fiber, die letzteren in Punkte, 
die wir mit pO(j+~) bezeichnen wollen, ebenso wird der dem Punkte be 
entsprechende Punkt in b ~ fibergehen, es werden aber im allgemeinen 
die Punkte pO(j+~) bzw. b~ yon den Punkten p(j+l),-be verschieden sein. 

Nun ergibt sieh ftir den Anfangs- 
exponenten yon r der Entwicklung 
fiir die L~tnge der Strecke p,(j)p,O(j) 

mindestens tli-~- 2n~ 2 bzw. h i ,  
~n 9"/1 

t ' i  wenn wir etwa annehmen n i ~ _ _ ,  
m w 

~ anderseits kann man um jeden Punkt 
p(J) einen Kreis schlagen, dessert Ra- 
dius einen Anfangsexponenten yon r 

besitzt, der h(~chstens gleich n~ bzw. 
m 

n /  ist und in dem kein Punkt q(J) zu 
~ t  

liegen kommt, daher kann man die 
Punkte pOe j) in die Punkte p(~) hinein- 
schieben, ohne bei der entsprechen- 
den Deformation der Kurve irgend- 

P*a~ q' ~ , ~  welche unerlaubte Schnitte fiirchten 
zu mfissen. Diese Uberlegung gilt 
ganz allgemein ftir die Kurven B@ 

Fig. 2a. und A,~#, solange nur a ~ i bleibt. 

Es zeigt sich also, da5 die Kin'yen F~ ~ _P~ sind f i ir  s ~ i. Es ist abet 
auch ersichtlich, daft obigav Verfahren sic]~ au f  mehrere Manni.qfaltigkeiten 
anwenden ldflt, solange nur die Charakteristikenpaare als auch die Ko- 
effizienten dieser drei Mannigf  altigkeiten die gleichen sin& Findet endlich 
vom i-ten Gliede eine Trennung dutch die Koeffizienten oder Exponenten 
statt, so liegen die Dinge .qenau wie bei den Torusknoten, was man aus 
den Relationen fiir die transformierten Meridianschnitte unmittelbar 
ersieht, wenn wir nur den Torusmeridian ersetzen durc]~ den Schlauch- 
quersehnitt der betreffenden Kurven. 

Wir sehen also, daft die mOglichen allgemeinen Verkettungen den 
frtiher besprochenen einfachen Verkettungen gestaltlich sehr i~hnlich sind, 
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wiihrend diese auf konzentrische Tori fiihren, fiihren jene auf konzentrische 
Scltlauc]~iichen. 

Zum Schlusse wollen wir noch kurz den Fall bespreehen, wo sowohl 
ui ~- ~Ti, I~i ~ ~ ai ~ bi aber ai ~: fli; in diesem Fall erhalten wit 
fiir die beiden Kurven /~ und ff~ den gleichen Tragersehlaueh, dann 
geheu abet diese beiden Kurt, en dutch eine entsprechende Schraubun.q des 
Schlauches in sich, ineinander i/ber, damit ist aber auch die T.rennung 
eventueller weiterer Schl~tuche, die sich auf diese Kurve aufbauen, erreicht. 

8. Riickblick. 
In diesem Abschnitte wurde vor allem gezeigt, da~ sich die topo- 

loo'ischen Verhi~ltnisse einer Mannigfaltigkeit, als auch die mehrerer 
solcher, im allgemeinsten Falle aus den Charakteristikenpaaren und 
Indizespaaren htiherer 0rdnung, eventuell unter Berticksichtigung der 
zur Mannigfaltigkeit geh()rigen Winkel, vollsti~ndig eindeutig auf die 
einfachste Art und Weise bestimmen lassen. Zunachst batten wir dies 
immer fiir eine hinli~nglich kleine yon Null verschiedene Umgebung der 
betreffenden Stellen nachgewiesen, d. h. dab der Radius r unserer ein- 
gangs erwi~hnten Projektionskugel ~. hinreichend klein gewi~hlt wird. 
Da die Bildkurven stetige Funktionen des Radius r sind, solange es 
die Kurven der Mannigfaltigkeit M sind, d.h. solange unsere Kugel r. 
in der Umgebung des Punktes bleibt in der M aufler in diesem Punkte 
regulih- bleibt, sind noch weitere Mannigfaltigkeiten vorhanden, so ist 
yon der obigen Umgebung noch zu verlangen, da~ sie keine Schnitt- 
punkte der Mannigfaltigkeit enthalt, so bleiben auch unsere topologischen 
Verhi~ltnisse in der soeben definierten Umgebung erhalten. 

Wir ktinnen nun auch restlos die Frage beantworten, welche topo- 
logische Formen eine analytische Mannigfaltigkeit in der Umgebung 
eines ihrer Punkte, in der sie sich algebraisch verh~tlt, bzw. mehrerer 
solcher Manni~altigkeiten, auftreten kt)nnen. Es k6~nen, falls wit rim" 
ei~e ei~zige Ma~/gJ'~lt(qkeit haben, sdmtliche Torusknoten abet auch 
alle Schla~chknoten als stereographische Bildkurven auftreten, doch miissen 
fiir letztere die aus de~t Charakteristikenpaaren (~i, *'i) sich bestimmende~ 
Zcdtlen ~i do" Bedingaag hi<: ni4:1 gen~gen. . Sind hingegen mehrere 
analytische Mannigf(dtigkeiten gegeben, so sind die topologischen lzer- 
hiiltuisse dadm'ch charakterisiert, daft die Trennung je zweier Bildkurve~ 
so stettt.finelef, daft die Schla~chfligchen, auf  welchen die Knote~z selbst oder 
sol('hc K, tto/e~t, die nach dem friiheren zu seinem Aufbau verwendet wurden, 
l,'o~t~.entris(.h, beziiglich ih~'er gemeinsamen Achse liegen. Abet auch umgekel~rt 
l~tssc~t sicl~ a~ts dem Vorhergehenden, leicht z~t jeder solche~z Verketlung ~nd 
l~rl,'~otttn.q alle m~qliche~t aualytische~ Mannigfaltigkeiten angebe~. 

3 
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Von besonderem Interesse ist noch die Frage, ob die im obigen 
erw~hnten topologischen Verh~ltnisse der stereographischen Bilder alle 
denkbaren ersch5pfen oder nicht; daft abet eine Erschb'pfung nicht vor- 
liegt, kt}nnen wir leicht aus folgendem ersehen. Es l~Bt sich n~mlich 
leicht zeigen, dab der auf einer Fl~che vom Geschlechte zwei liegende 
Viererknoten nicht vorkommen kann. Wie bekannt, ist dieser Knoten 
mit kein~m Torusknoten identisch, und miiBte, falls er unter den m0g- 
lichen Kurven vorkommt, frfihestens sich mit einem Knoten identifizieren, 
dessen Trltger ein Torusschlauch ist. Nehmen wir an, wir h~tten einen 
solchen Schlauchknoten gefunden, dann muB, da dieser yon einem Torus- 
knoten verschieden,/~2 ~ 2 sein.- Wie immer ich daher meinen Schlaueh- 
knoten deformiere, miissen mindestens 4.3 ~ 12 (~berkreuzungen auf- 
treten, da ja bei allen diesen Deformationen der Torusschlauch in eineu 
solchen iiberg.eht und sich demnach mindestens dreimal iiberkreuzen mu~. 

IV. Die Verzweigungsgruppen. 

1. Gruppe fUr einen einzelnen Knoten auf einem Toruse. 
Der Knoten auf einem Torus erscheint nach dem friiheren charak- 

terisiert durch die Zahl seiner Meridianuml~ufe, diese sei m und durch 
die Zahl seiner _~quatorunfl~ufe, diese sei n. Es ist notwendig anzunehmen, 
dab n, m relativ prim sind, also (n, m ) ~  1. 

Durch die Aufschneidungen yon WmTIN~ER zerf~llt der Knoten in 
einzelne Teile, l~ngs denen eine gleiche Verzweigung der Funktion 
gesichert ist. Wir betrachten inzwischen nur die Ht~chststellung dieser 
Kurve, dies sind also m Punkte. Die Verzweigungen in diesen Punkten 
sind .40, A~, Aj, . . . ,  A,,,-~ in einer Reihenfolge, die einer bestimmten 
Durchlaufung der Kurve entsprechen mtige. 

Diese m Verzweigungen Ai( i  -~- O, 1, . . . .  m -  1) erzeugen bereits 
die Gruppe vollst~tndig, denn jede andere Verzweigung, die langs dieser 
Kurve stattfindet, geht gemi~fi den WII~TIN(~ERschen Relationen aus einen 
der Ai durch Transformation mit einem geeigneten Produkt der A~ hervor. 

Die Iodizes der A~ ktlnnen selbst wieder rood m genommen werden, 
da man nach einer Durchlaufung der Kurve an die gleiche Stelle zuriick- 
kehrt und die Verzweigung in den einzelnen Punkten der Kurve bei 
gleicher Aufschneidung des sie umgebenden Raumes eindeutig ist. 

Zwecks Aufstellung der WIRTIN(~ERschen Relationen ist es uot- 
wendig, die Verzweigung jener H~ichststellungen zu kennen, unter weh'he 
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der Kurventeil hindurchgeht, welcher zwei aufeinanderfolgende H(ichst- 
stellungen miteinander verbindet. Es sind dies die zu einer H(ichst- 
stellung benachbarten Punkte yon htichster Stellung in einer Reihen- 
folge die dem Durchlaufungssinn der Kurve korrespondiert. 

Gemafi tier Erzeugungsweise unserer Kurve entspricht einer Meridian- 

drehung _n Xquatordrehungen. Bezeiehnet man die Anzahl der Meridian- 
m 

drehungen, welche yon einer HOchststellung zur anderen ffihren, mit ~, 
ist also die zu A~ benachbarte Verzweigung A~+x, so .fiihrt derjenige 

1 
Kurventeil, tier diese beiden Punkte miteinander verbindet, it-t- - 

m 
Xquatordrehungen aus, wenn it eine noch unbekannte ganze positive 
Zahl bedeutet. Entsprechend der obigen Beziehung zwischen Xquator- 
und Meridianumltiufen erhRlt man 

somit 
(1) 

m(1) 
x ~ - - i t §  

n x  ----- m i t ~ - l . . - ( x ,  it) ~ 1. 

Die ~VIRTINGERschen Relationen lassen sich nun sofort hinschreiben: 

--1 :1--1 --I A(u-1)z+i -(n-2)x+i �9 " "  Az+i Ai Ax+i . . .  A(,~-x)x+i ~ Ai+I 
(i ~ 0, 1 , . - . ,  m - - l ) .  

Die Relationen (2) lassen sich noch in der Form: 

(2a) Ai A,+i . . .  A(,.-1)~+i --~ A~.+i A2x+i  . . .  A(n-1)z+/Ai+l  

(i ~ 0, 1, . . . ,  m - - l )  
schreiben. 

Aus (2a) erkennt man aber sofort, daft st~mtliche m linke und 
rechte Seiten einander gleich sind, wenn man nur beriicksichtigt, daI~ 
Ar,,x ~ Ar und (m, ~) ~ 1 entsprechend (1) ist. 

Somit besteht: 

(3) ~A~ Ax+i . . .  A ( , , -2 )x+i  A ( n - 1 ) x + i  ~ P (i ~ 0f 1, . . . .  m - - l ) .  

Die durch (2) und (3) definierte Gruppe ist mit der durch (2) 
definierten Gruppe isomorph, denn (2) und (3) gehen durch eine Er- 
weiterung ~) zweiter Art aus (2) hervor. Aber auch die durch die. 
Relation von (3) definierte Gruppe ist mit der durch (2) definierten 
identisch. Bezeichnct man die Relation (2a) der Kiirze halber mit 

i) Vgl. H. TIETZE: ,,~ber topologischc Invarianten usw.", Monatsh. f. Math. u. 
Phys. 19 (1908), w 11. 
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und die yon (3) mit 
f~-(A) = 1 

g i ( A ) ' p - 1  = 1 

(i = O. 1 . . . . .  m - - l )  

(i = O, 1 . . . .  , m - - l ) ,  

so geht aus (3) und (2) was folgt hervor: 

- - 1  gi (A)  = g~.+i(A) ~ f i  (A ) .  

also dureh eine Erweiterung erster und eine Reduktion zweiter Art. 
Wir k~nnen daher (3) als definierende Relationen unserer Gruppe 

wi~hlen. 
Aus (3) folgert man folgende Relationen: 

(4) P - k A i P k  = Ai+k  ( i = 0 ,  1, . . - . m - - 1 .  k = 0 ,  1 . . - . , n - - I ) .  

Verm(Ige (4) lafit sieh (3) in einfacher Form 

(5) (A  ~ p-x),, pXm __ 1. p - , ,  Ao pm Aol  = 1 
schreiben. 

Die Relationen (3) und (4) ergeben sieh aber aus (5) (lurch Er- 
weiterungen der ersten und zweiten Art. Somit ist nnsere Gruppe 
dureh die einzige definierende Relation (5) mit den beiden Erzeugenden 
.4o und P bestimmt. 

Durch Einfiihrung einer neuen Erzeugenden kann die definierende 
Relation unserer Gruppe noeh wesentlieh vereinfacht werden. 

Diese neue Erzeugende Qse i  dureh 

(6) Q : Ao A~. A,,j. . . �9 A~m-1)~. 

bestimmt. 
Aus (1), (6) und (3) ergibt sich 

oder 
(6a) Q-~ = Ao p -z ,  

aus (6) und (4) folgert man andererseits auch die Relation: 

(7) 

bzw. mit Hilfe yon (6a) 
(Ta) 

(Ao p-,.)m p~,,. = Q 

Q-~.,~ pr . , ,  _= 1. 

Setzt man nun (6a) in (5) ein, so erhi~lt man 

(7b) Q-).n p).,~ : 1. 
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Eine Reduktion erster Art ergibt aus den beiden Relationen (7 a) 
und (Tb) die einzige Relation: 

IQ ,.I 
Unsere Grupl)e kann daher durch eine einzige definierende Relation (8) 

mit ztvei Erzeugenden P und Q bestimmt werden. (8) liigt sich aber, wie 
sofort ersichtlich, unmittelbar aus dem Charakteristikenpaar bestimmen. 

Die Relation (8) besitzt nieht nur den Vorzug der Einfaehheit, 
sondern aueh die beiden Erzeugenden P und Q haben ftir unser Problem 
eine einfache Bedeutung. So bedeutet P jene Verzweigung, welche sich 
bei Umldufen um den Tor~rs unserer Kurve ergeben, wdhrend Q die 
Ve~'weigunq eines Umlaufes um den Torus im Innern bedeutet. 

2. Gruppe fiir die Verkettung eines Torusknotens mit einem Kreise. 
Der Knoten sei wieder dureh die Anzahl seiner Meridianuml~ufe m 

und seiner )~quatorumli~ufe n gegeben. 
Wit haben zwei Fiille zu unlerscheiden, je nachdem der Kreis im 

Innern des Torus bzw. im dufleren Teile liegt. 
Wir betrachten zuerst den ersteren Fall. 
I. Die Bezeichnung ftir die Verzweigungen des Knotens behalten 

wir im folgenden bei. Fiir die m Htfehststellungen haben wir somit die 
Verzweigungen Ao, A~, . . . ,  A.~-I in der Reihenfolge der Durchlaufung 
der Kurve in einem bestimmten Sinne. 

Durch den Knoten wird der mit ihm verkettete Kreis in m Teile 
geteilt, l~tngs denen im allgemeinen verschiedene Verzweigungen auftreten. 
Wir bezeichnen sie in der Reihenfolge, wie sie sich bei der Durchlaufung 
des Kreises, im selben Sinne wie die des Knotens, ergeben mit Ro, Rx, 
R2x, . . . ,  Rz(m-1), wo die Indizes aus demselben Grunde wie frtiher 
rood m genommen werden k(/nnen und x tier Relation (1) genfigt. Die 
Verzweigung Ro finde in jenem Teile des Kreises statt, der yon den beiden 
H~chststellungen mit den Verzweigungen A(,~-I)~. und Ao begrenzt wird. 

Es ist leieht einzusehen, dab der Kreis im Innern des Torus so 
verschoben werden kann, daft ein zwei Htiehststellungen verbindender 
Knotenteil vorerst unter den Knoten hindurchgeht und dann unter den 
Kreis. Es ergeben sich sodann folgende WIRTINGERsche Relationen: 

IL~ 1 A - - 1  . . . .  ~ - -1 .  Ao+i Ax ~ i A.,_x+ i R n x . ~ - i  - -  Ai ~-1 (9) nT.+i (n-1)x+i " z-+-~ "'" A(n-1)x+i 
(i = o; 1, 2 , . . . ,  m - - l ) ,  

zu denen noch die folgenden 

(10) A~.IRI, Ak = Rk+ x (k ~--- 0, 1, 2 , . . . ,  m - - l )  
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yon der Verkettung des Kreises mit dem Knoten herriihrend, hinzu- 
kommen. 

Unter Beriicksichtigung yon (1) erhalt man aus (10) folgende Relationen: 

(10a) A(-~1-1)x+k " " A-~r A ; I  Rk  Ax+k A*x+k " " A('*-m~+k : Rk+l 

(k ~ 0, 1 , . . . ,  m - - l ) .  

Die dutch (9) und (10)definierte Gruppe ist unsere Verzweigungs- 
gruppe und als topologisehe Invariante der Verkettung zugeordnet. 

Die definierenden Relationen dieser Gruppe lassen sich auf ahnliehe 
Weise, wie friiher, wesentlieh vereinfachen. 

Die Relation (9) lal~t sieh noeh wie folgt schreiben: 

(9a) Ai Ax+, A2x+i . . .  A(,,-1)x+~ R,,x+i 
Ax+i A.,.x+i . .  �9 A(n-1)x+i Rnx+i Ai+a (i = O, 1, 2, . - . ,  m - -  1). 

Da Ai+l A,~+i uad aus (10) -1 Anx+i Rnx+i Anz+i = R(n+l)x+i = Rx+i41 

folgt, ktinnen wir (9a) dureh: 

(9b) A~ Ax+a . - -  A(n-x)z+i Ri+a ~ Ax+i A2x+i . . .  Ai+l Rx+i+l 
(i ~ 0 , 1 , 2 , . . . . m - - I )  

ersetzen. 
Man erkennt unmittelbar, dab samtliche rechten und linken Seiten 

der m-Relationen (9b) einander gleieh sind und wir ffir diese: 

(9c) Ai Ax+i A',_x+i . . .  A(,~-l)~+i Ri+l - -  P (i = 0, 1, 2, . . . ,  m - -  1) 

schreiben k5nnen. 
Aus (9e) schttpft man leicht die Beziehungen: 

(11) p-l~ Ai pk ~ Ai+l. (i, k = 0, 1, 2 . . . .  , ,m - -  1 ). 

Unter Beriicksichtigung yon (10a) und (11) k(innen die m-Relationen (9c) 
in folgende zusammengefagt werden: 

(12) (.40 p- ' . ) -  Ro = 1. 

da die Beziehungen (10a) durch 

(10b) P - 1 R k P  = R#+I (k : 0,1,2, . . . ,  m - - l )  

ersetzt werden kann. 
Es lassen sich somit die Relationen (9) durch die Relation (12), 

verbunden mit der fo]genden: 

(12a) P-"~ A,, p m  A o  1 ~ 1 
ersetzen. 
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Wir definieren eine neue Erzeugende Q dureh: 

(13) Q - :  Ao A,. Ao, . . . .  Ar 

Aus (13) und (11) folgert man 

(13a) (A. P - ~ ) "  P"~" = Q. 

Die Beziehungen (1), (9c), (10b) und (13) liefern: 

Q;' Ao = R -x  Px  
oder 

(I4) Ao P - "  : Q-~ Ro ~. 

zufolge (13) und (10) erh~tlt man: 

(15) Q-1 Ro (2 Ro I = 1. 

Fiihrt man (14) in die Relationen (12) und (13a) ein, so erhalt man 
unter Beriicksichtigung yon (15) und (1): 

(16) 
{ Q-~'" R o  ~'' 1 ~''~ = 1 

bzw. 

Q-~'" Ro  ~'m PY"~ = 1. 

Da (~r 1 sind, so l~tl3t sich unsere Gruppe durch folgende 
2 definierende Relationen mit den 3 Erzeugenden P, Q, Ro bestimmen: 

(17) Ro "~ Q-'~ P'~ = 1. 
R o  I Q 1{o Q-1 ~ 1. 

Die Bedeutmtg tier Operationen P und Q ist die gleiche ei~fache 
u'b. im ersten Falle, die yon Ro wurde bereits eingangs auseinandergesetzt. 

II. Wit kCinnen uus nun dem Falle zuwenden, wo der Kreis dell 
Torusknoten yon aui~en umsehlietlt. 

Die Bezeiehnung fiir die Verzweigungen des Knotens behalten wir 
bei. Hingegen soll sieh bei einem Umlauf um den den Torus yon aufien 
umschliegenden Kreis an seiner h0chsten Stelle eine Substitution ,g 
ergeben. Diesel' Umlauf besitze den gleiehen positiven Sinn, wie der 
Dm'ehlaufungssinn unseres Knotens. 

Den mit unseren Knoten verketteten Kreis k(Innen wit in eine geeignete 
Meridianebene hineinlegen und ihn dort, etwa als konzentrisehen Kreis 
zum Meridiane unseres Torus wahlen. Dutch diese Meridianebene werden 
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gerade n H0chststel]ungen unseres Knotens getroffen, diese seien etw8 
Ae, A~+~, Ae+.,x . . -  und Ae+(,,-~)~. Wir treffen nun folgende Bezeichnung: 

(18) S -~ Air S -~- A r ,  

d.h.  wir bezeichnen mit Ar erst die Verzweigung li~ngs jener Kurveu- 
punkte, die bereits die Meridianebene passiert haben. Es kann beispiels- 
weise vorkommen, daI] unter den Ak bis Ak+(,,-~)~ gleiche vorkommen, o. h. 
diese H0chststellung passiert 6fters die Meridialtebene. Sind die zu- 
geh6rigen Indizes: k + x ~ x ,  k + x ~ . x ,  . . . , k + x o X ,  sie sind also modm 
genommen alle einander gleich. 

Es bestehen dann zwisclaen diesen Ak+x , .  folgende Beziehungen: 

S - 1  A~+.~,x S .  ~ Ak~-x2x, 

N - 1  A k + x ( , _ ~ z  S ~ -  Ak+xo.z , 

wir k6nnen daher diese S Verzweigungen gemi~fi 18 durch 
ersetzen: 

' :t [Ak+x~z : - k+x~z, 

' - - t  (19) Ak-~,~. - -  - e+.~,~., 

oder 

(19a) 

folgende 

A*O-1) A(o-~) - -  4' k'~xt:* ~ t~-t-x~: = . . . .  ~ I.'=xo. iz ~ Ak+x~2z. 

Wir bezeichnen die unmittelbar nach der Meridianebene unseres 
Kreises auftretenden Verzweigungen benachbarter H6chstste_.llungen in 
einer Reihenfolge, die dem Durchlaufungssinne unserer Kurve entspricht. 
mit: 
(20) Ao,  A~., A2~., . . . ,  A(m-2,~., A(,~-I,~. 

Da (x, m) z 1, werden 0, z, 2~ . , - . - ,  ( m - - 1 ) z ,  modm voneinauder 
verschieden sein, es k6nnen daher unter (20) nur modm verschiedene 
Indizes vorkommen. 

n HOchststellungen werden durch unsere Kreise in zwei Teile geteilt. 
man hat daher m + n Verzweigungen in Betracht zu ziehen, diese sind: 

/ ,1~ t t / r ~ t  _[H Ar~ 
(21) Ao, Ay., . . . ,  .1(,~-1)7., -ao, -az, " - ,  ~(,n-1)7., :~o, - z , ' . . ,  (,~-1)7., .--  

. ( o - - 1 )  . (o--1) . (o--1) / ( o )  t ( o )  . ( o )  
�9 " - ~  za.-0 ~ ~ A;~  ~, " "  "~ . 4  ~n,--1)z'.~ .10" , -"]~" ~ " " - ~  z i ( ~ - - l ) z ;  

W O  

n ~ m Q - - a  fiir m > a  ?~ 0 
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in e iner  Re ihenfo lge ,  daft zwei  ill (21) aufe inander fo lgende  0 p e r a t i o n e n ,  

b e l m c h b a r t e  sind. 

W i r  kOnnen in e in fachs t e r  W e i s e  die WmTINGERsehen Re la t i onen  

anse tzen :  

' r A ( , O - 1 )  i--1 [ A ( e - 1 )  1 - 1  , - 1  A ~ - I  - 1  
t (m- -a -1 )x l  t (m-a-2)z] " ' '  A ( m - t ) x  ' ' "  A ( m - 1 ) x  " . "  A -~  1 A o  

A x  �9 A ( , ,~ - l ) x  A~) ' �9 ~(;~-a-2)x 2~(h-~-z)x ~ - ~ , ~ - ~ ) x ;  �9 �9 �9 �9 A ( m - 1 ) x  �9 �9 , , ( o - 1 )  . ( 0 - 1 )  A ( t ) - I )  

,i(r ,--1 I- J ( 0  - 1 )  "1--1 . jt--I . .  A ~ - I  - 1  
A(~. l~-6);f]  [~ (~'~'/.--6-~-l) xJ  " "  - (m--1)X " ' A ( m - 1 ) x - . -  A ~  1 Az 

j '  .i (@--l) ,4 (r . (o--l) 
(22a)  A._,x . . .  A(,,--I) 7. A~ . - . .  ( ...... , ) ~ . . . .  ;t(~,_~_,)~ ~t(~-~)x ~ A(h--~+1)z; 

A(O--1 ) I - -1  [ , ,(e--1) l--1 �9 j,~l A ~ - I  - 1  - 1  
Zl~h--2 j [~m--a ] "" ~ (n--1)z. ' ' '  A(m-1)x A(q+l)X A ~  1 A(a-1)x 

�9 j ,  , (r ,i (o--1) : A (~--1) Aax A(a+t)z. �9 �9 �9 A ( m - t ) x  A6 �9 " - (m- -1)x  �9 �9 �9 21(m--3) 21(~- -2)  . t l (m- -1 )x  

[j(U --1) "i--1 A , - 1  . . .  4 ~ - 1  j - -  ! --1 
21(~n--1)x] " "  " ( m - - 1 ) x  ~ ~ (m- -1 )g  " "  �9 A((r162 Aax 

A(o+l)~.  �9 . . . .  �9 A( , , , -~ )~  A'o �9 �9 A I ~ - I ) ~ .  �9 A(~-t)x("-l) ~ Ao"(~ 

[ A ( e ) ] - I  r4(o--l) i--I ,--1 . A~-I  - -1  --1 
�9 t "  ( ; n - - 1 ) Y . ]  " ' "  A(m-z)z �9 �9 A(m-1)z "-" A(a+2)x A(a+l)~. 

, , A(e-x) , [A(oe )] A(xe ) , (22b) A( ,+. , )~  . . .  A( ,~ - I )~ .  A'o . . .  A(,~-l)x �9 �9 �9 [a~,~-l)xj 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . �9 . 

. . . . . . . . . .  �9 . . . . .  . �9 ; . . . . .  

[A~e) " ~-1 A,~I  , -1 4~-1 (m-e-2)z] " �9 �9 ( ~-1)~ �9 �9 �9 Az . �9 A(,~-,)x 

A~ A" A '  (e) ~(e) �9 " "  (m- -1 )x  � 9  �9 A ( m - o - 2 ) z  ~ z ' J - (m--q--1)x .  

Dann  k o m m t  noch fo lgende  Re la t i on  hinzu 

rA(O-1) 1-1 rA(r ,-1 �9 A , -1  , t --1 a - - 1  --1 
j [  (m--a--1)Y.J  [ ( m - - a - - 2 ) z ]  "" (m- -1 )x  " �9  .210 2"I(m--1)x ' ' '  A x  A o  I S 

( 2 3 )  "I A o  A z  . . .  A ( m - 1 ) z  J o  �9 i t  ' ( @ - 1 )  
�9 z - l ( m . _ l ) z . . . . . : j L ( m _ ( ~ : _ l )  x = ~ .  

Hierzu  kommen noeh die Re l a t i onen  (19a). 

Die  Gle i ehungen  (22a) und (22b) l a s sen  sich in i~hnlicher Weise ,  

wie dies bere i t s  f r i iher  ge lnach t  wurde ,  du tch  fo lgende  e r se tzen :  

�9 �9 A ( e  - ~ )  Ao A ,  �9 A( . . . .  1)~ A~ �9 (m-a-~)~ = P , .  

(24a) Az A ~  . - .  A(,,_~)~. A~ . . .  ~(e-=l). 

I / 1 ~ ~ ( o - - 1 )  ~(~--1)  11 
A(~X . - l ( a + l ) x  . ' ' . . ~ l ( m - - 1 ) x  .~10 � 9  �9 . - 1 ( m - - 2 ) 2 : [ ( m _ l ) ;  r ~ ~L-. 

A ( o - + l ) x  A(o-+2)x  . . . . . .  A ( m - 1 ) x  A o  .~(~ A ( r  ~ - P ,  

(24b) A ( a §  A ( ,+a)~  . . .  A( ,~_~)~ A~  . . .  A (e) A J  e) = P ,  
�9 . �9 . . . . . . .  ~ . . . . .  ~ �9 

,~(o) --(0) A(~_~)~ A~ A ~ . . . .  ~(,,,_~_~) r ----- P .  
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Daher geht die Relation (23) in 

( 2 5 )  p - 1  8 P ~ 8 

fiber. 
Fiihrt man in den Gleiehungen (22) die Operation P aus (24) ein, 

so erh~t  man: 
1 - - 1  ~ - -  + 1  [ P-- .4o P -~-- Se A(,,,_~y. ,S e 

(26a) / p -1  Ax p ~ 8.o-1 A(,,-~+tlx 8-e+1, 
| 

! �9 . �9 �9 . . . , . �9 �9 �9 , . , 

p - 1  A(a-1)x P = ~'e -1 A(m-1)r. S - e  +1. 

(26b) 

[ p-1 A,,~ P = Se .40. S-e,  

p - i  Ar P ~-- Se. A(,~-,~-m~ S-e. 

Diese letzteren Relationen ermtigliehen es uns, samtliche Ai aus Ao 
durch Transformation mit Aggregaten yon P und S zu gewinnen. 

Um obige Transformationen yon 21o zu erhalten, gehen wir schritt- 
weise vor, indem wir die Operation A(~+])x in A~x transformieren. Bei 
einem solchen Sebritte wird der Exponent des transformierenden Aggre- 
gates yon P, x sein, urn den yon S zu bestimmen, gehen wir wie folgt vor, 
Vorerst k0nnen wir gemitB den Relationen (26a) oder (26b) A(i+l)~. in 
Aca-~-l)~ transformieren durch p-1S-r  oder durch p -1  S-e ;  da dies 
gerade einer Verminderung um Eins des Index vov A entspricht, hat 
man offenbar x solche Schritte auszuffihren, um yon A(~+I)~ zu A~. zu 
gelangen. Jeder solcher Schritt liefert entweder die Zahl Q--1 oder e 
als Exponent yon S, je nachdem diese Relation unter (26a) oder unter 
(26b) zu suchen ist. Jedem solchen Schritte entspricht aber auch eine 
Knderung des Index yon A um die Zahl (m- -q ) ,  also x solchen Schritten 
die )~nderung um 

(m  - -  ~ )  ~ ~ m ~. - -  (~y., 

andererseits ist naeh (1) und (21) 

so da~: 

(27) 

nx ~ mox-- ( rx  ~--- ) . r e + l ,  

(,~ -- ,~)  x = m (~. + Z - -  ~ x) + 1, 

d.h.  die Relationen (26a) und (26b) werden bei unseren ~.-Schritten 
gerade ( x + ~ - - Q x ) m a l  durchlaufen. Es werden daher im allgemeinen 
( x + ~ - - Q x )  Schritte unserer obigen x-Schritte in (26b) stattfinden. 
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Fiir den Exponenten yon S hat man daher im allgemeinen den 
Ansatz: 

(,~ q- ~,--Qx)e q- (qx--;t)  ( e - - l )  = it. 

Dieser Exponent wird offenbar fiir jedes obiges (i@ 1) auftreten, 
mit Ausnahme des Falles i ~ 1 : m - - l ,  wo er, wie leicht ersichtlieh, 

-]- 1 sein wird. 
Man hat daher die Beziehungen: 

Ao ---- Ao, 

S -~ P - ~  Ao P~ S ~ : A~. 

S-~  p - x  Ax px  S~ : A._,~., 
�9 ~ ~ ~ , . . . ~ . . ~ . . . 

S-~ p - z ~  ~ p x s  x zl(m-.)z ---~ A(m-l)t; 

S-Z-1 px  A(,,,-~)~ P~ S z+l -~- Ao 

und hieraus: 

(28) 

Ao ~ Ao, 

S - x  p - x  Ao PX S ~ : Ax, 

S -''~ P - " z  Ao P ~  ,S "2~ ---~ A.,,t. 
�9 . , . . . .  . ~ . , . 

STi~ p-i,~ Ao p i t  Si~ =_ AiT.. 
�9 , , , ~ , . . . .  . . 

8--(m--1)i p-(m-1)x Ao p(m-1)~ S(m--1)7. = A(m-1)x, 

s - m ] ~ - I  p - , . x  Ao p , .x  sm,~.  l : Ao  " 

Wir fiihren mm das Ergebnis (28) in eine der Relation (24) ein, 
etwa in 

r . ( o - - 1 )  

Ao Ax . . -  A t m - 1 ) ~ .  Ao . . .  -~(~,~--,r--1)z'. = P. 
und erhalten so: 

(Ao S -;~ p-x) , ,  p(o~-l),,,z+(,,,-,~)y. S(o-1),,,).+(,,-e)). = p.  

Es ist abet: 

und daher 

oder 
(29) 

(q- -1)  m - ] - m - - a - - - -  r  = ~, 

(Ao S -z  p-~.)n p,,,. ,5,,z _____ p 

(Ao S -~ P-")'* p,nZ S,,z = 1. 

Ersichtlicherweise wiirden wit das glciche Ergebnis (29) erhalten. 
yon was fill' einer Relation (24) wit  auch ausgehen wiirden, denn saint- 
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liehe Zeilen von (24) gehen dureh Transformation mit Aggregaten (28) 
aus einer hervor. 

Wir definieren nun eine neue Operation Q dutch: 

(30) Q ~-- Ao Ax A..,x �9 �9 A(,,~-2)x A(m-1)x S.  

Zufolge (18) k0nnen wir die ).-te Potenz yon Q in folgender Form 
schreiben: 

.~_ ~ r rt ~0.--1) S )  " Q~ AoA~ . . -  A(,,~ l)xA(,Ax . . . . .  4(,~-l)~.Ao " ' '  2 i ( m - - 1 ) x  �9 

oder 
: ,, ().--1, . ,4(~, Q~" Ao Ax  . . .  za(n~,-1)x S ~ A o  ~ 

unter Berficksichtigung yon (24) und (25) erh~ilt man aus obigen 

(131) Q~ = PT'S;~ A o  1. 

Die Relationen (30) lassen sich mit Hilfe (28) in die Form: 

(32) (Ao P -  x S-~),~ Sm).-{-i p,,,x = Q 

bringen. 
Berticksiehtigt man (31), so kann man fiir (29) und (32) aueh 

schreiben: 
Q-~" P ' a  S 'a  = 1, 

Q-x,~ p,,,x S,,x z 1. 

Man schliefit hieraus in ganz analoger Weise wie friiher, daL~ 
unsere Gruppe durch folgende beiden Relationen: 

I 

(33) p-- I  S 1 , S - 1  = 1, 
I 

bestimmt ist. 
Vergleichen wir die Relation (33) mit (17), so erkennen wit die 

Gleichheit dieser beiden definierenden Relation, entsprechend dem Um- 
stande, dag alas eine topologische Verh~ltnis in das andere dutch eine 
blol3e Vertauschung des Innenraumes mit dem Augenraume unseres 
Toruses hervorgeht. Inzwischen ben0tigen wir die Ableitung dieses 
Punktes ftir das Kommende, dies der Grund fiir obige Rechnungen. 

Ill Anlehnung all 'alas Vorangehende bezeichnen wir einen ~u~s~,r~n 

T o r ~  yon a ~ e n  umschlipflenden Kreis als cinch ..b;Kreis", eineJ~ ihu 

con inueu ~tmschlie~enden mit  , ,R-Kreis".  
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3. Gruppe fiir die Vorkottung einos S- und R-Kroises 
mit einem Torusknoten. 

Wir bezeichnen in bekannter Reihenfolge die Verzweigungen li~ngs 
des Torusknotens, analog wie frfiher mit: 

, . 4 ( e  ) Ao, Az, . . . ,  A(m-,),., Ao, . . .  (m-l),.. 

Dann sind die Verzweigungen unseres R-Kreises: 

(34) 

/~  . A(o- 1) ~ ( e - l )  . A(O-1) (m--,~)~., ."(~a--a)r.~ R(m-a+l )~ . ;  / l (m-a -1)z~  �9 �9 �9 : ( ~ - l ) Z ;  
.((~) 

Ro; A(o e), . . .  R(m-~-2),.; A(m-a-2)x, R(m-,~-,),,; 

A(r S ;  R ( m - a - l ) Z ;  (m-O'-l)z~ Rol~,-a)z~ 

wobei die yon den Ri verschiedenen Operationen die Verzweigungen 
jeues Kurventeiles sind, der die zwei aufeinanderfolgenden Ri fiberkreuzt. 

Die WIRTINGERscheu Relationen lassen sich, insofern sie sich auf 
dell Torusknoten beziehen, durch den gleichen SchluB, wie man (24) 
aus (22) folgert, durch folgende ersetzen: 

~(e  -1) CAo A~. - . -  A(m-1)z  A~ . . .  ~(m-a-1)x .R(m-a)x : P ,  

' . .  4(~ - I )  A~. A2z.. - - .  A(m-1)z  Ao �9 . (m-,r)x R ( m - , r + l ) z  ~--- P ,  
�9 �9 �9 �9 �9 , . . . . . . . . .  , �9 �9 �9 * �9 �9 

(35) A6,.  A(a+i) , .  A(m-1) ,. A'o A(r " ' "  ~ m - - 1 ) ~  R o  ~ P ,  

A(,r+l) y. A(a+2) r . ' "  A(m-1)  r. A~ . . .  A(o e) R~  = P ,  

A(m-1) z A~... Alg[-~-x), U(m-~-x),. ---- P. 

Ftir die Verkettung mit den beiden Kreisen ergeben sich folgende 
Gleichungen, 

(36) P - '  ,~'P = S 

und mit Berficksichtigung yon (34): 

(37) 

�9 r~(~--l)  ]-- i  ~((~-I)  
[-t'-(m--~) y. l R(m-~)z -~(m-,~) y. ~-- Rr  

[ A l ~  - 1  R<m-,~-l,z Al~ = R<m-a+2)r . ,  
. . . . . . . . . . . . . . .  �9 �9 �9 �9 �9 

[~((~--I) l - - I  A(r 
21(m--l) zJ .R(m-1) z 21(m-1) $r ~ Ro~ 

[A~e)] - '  Ro Ao (e' = Rx, 
�9 . . . . . .  , * . . . .  ~ ~ �9 . �9 ~ �9 

�9 [ (m--6--1)~] R ( m - a - 1 ) x  ~q R(m-a)x.  
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Zwecks Vereinfachung der Schreibweise ffihren wir folgende neue Ele- 
mente unserer Gruppe ein: 

To A~ e) (e ~(e-~) 4 (o-~) ~--- "" A ( m - ~ - l ) x  , ~ ( m - ~ ) x  " ' '  - ()a--1)x 

e) *(r  

~  
A ( , a - a - 1 ) x  S . "  " " X l ( ~ i - - q )  Z " " " - 1 ( m - - - l )  Z 

�9 ' '  . a - ( m - - l )  z 8,  
�9 . . . . . �9 , . . , �9 . . . . .  . 

T(,~-,-1), A(g , ,~ - (e - ' )  .. A~. ~ (e) = ( ~ - -  - - 1 ) z  ~ - ~ x l ( m - - O ' ) Z  " ' " �9 �9 �9 ACra-a-2)z  

~ ' O )  A ( r  . ( o + 1 )  , 

T ( m - a ) x  ~ ( ~ - 1 ) .  . ( o - : - 1 )  ( e )  
�9 ,~(m--a)x " ' '  AO" " ' '  A ( ra -a -1 ) r .  8 ,  

�9 , �9 . . . . . . . .  �9 . �9 . . . . . . . .  

(3Sb) 
Y ( m - 1 ) x  ~ x ' x ( m - 1 ) x  �9 �9 �9 r  ~ . z ' l ( m - a ) z  �9 �9 �9 

A(. ~ A(0 r Al,~_a)~. (e) ~- �9 �9 A ( , n - ~ ) ~ .  S .  ( m - - l )  x * * * 

Vergleicht man obige Relationen (38a) und (38b) mit den Rela- 
tionen (37), so gewinnt man aus letzteren: 

(39) T [  1 R k T k  ~ Rk (k = 0, 1, 2, . -- ,  m - - 1 ) .  

Ffihrt man in den linken Seiten von (35) unsere Elemente T~ 
(i ~ 0, 1, 2, . . . ,  m - - 1 ) ,  jeweils entsprechend der zweiten Definition in 
den Relationen (38a) und (38b), ein, so gehen diese fiber in: 

(40a) 

TH-  A(oe) A(O .(o) �9 " ' "  . l ( m - - a - - 1 ) x  S ~ P S  ~ R(m-a)z, 
T ~  a(e) A(~ -1 (0). ~ (m-a+l)x~ -~z -~2~ . . . .  (;,~-a)y. S P S  ~ R - 1  

o -  I (~ ) )  T(~,~-~-2)~ A(m-,-2)~ ,Y p s  e - 1  �9 �9 �9 ~ R(2,~-2a-")  ~, 

T(,O-I (o) - I  
m - a - 1 ) z  A ( N - a - 1 ) x  �9 ". ~b' ~ P S '  .R(',.m-',,-1)~.. 

Analog ergeben sich die weiteren Beziehungen: 

(40b) 

T,O-1 / (Q - l ) ,  ~ , , - , , ~  .1(,,~-,~)~ . . . .  p , y e - I  R~_a+l)Z+l,l) 
i . . . �9 . . . . . . . . . . .  �9 . . . .  

~ o - - 1  . ( o - - 1 )  ~ . ( 0 )  . .  ~ o - - 1  o - - 1  
T(m--1)z A(m-1)z  �9 �9 * ]'~(m--6-2)z - -  Y ~ '  ( m - 6 - 1 ) z *  

1) Die linken Seiten schliel~en mit einer Operation A, deren unterer Index mn 

Eins kleiner als tier des R der rechten Seite ist, und dessen oberer yon a abh~ingt, 

nRmlich , o -  1 oder o ist. 
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Wendet man die Transformationen von (37) auf ein bestimmtes 
Ri, (m - -  a) mal an, so verschiebt sich der Index tier Operation R, um 
( m - - a ) x  ~ 1 (m) und mit Hilfe yon (40a) und (40b) findet man fflr 
diese Transformationen: 

S - "  p - 1  Ro P S "~ -~- tio+(~_~), R , ,  
. - , ,  p - 1  

,~ " R ,  P S  e -~  R , + I ,  
�9 . . �9 . . . ~ . . 

(41) { .-o -I o S " P R( , . - , . -1) .  P S "  ~ R( , , , - . - , ) .+I ,  
I 

[ k ~ - 0 + 1  D - 1  O D 0 ~  D ] o " - ~  l t . ( m - - a ) z  ~ . . ~ "  = J t t . ( m - - a ) z + l  

. . . . .  . . . . . .  . . , . . 

| 0 - - ~  1 D - 1  D D 0 ~  O 
( ~ , ~  " . E  - L t ( m - - 1 ) ; r  �9 ~ v O "  : - ~ ( m - - 1 ) ; r  

Die Beziehungen (41) erm6glichen es uns, die gesamten Ru aus Ro 
durch Transformation mit Aggregaten, bestehend aus P und S, zu ermitteln. 

Ein Vergleich der Relationen (41) mit (26a) und (26b) liefert 
nnmittelbar: 

Ro = Ro,  

S -x P - *  Ro P* S ~ ~- R. ,  
. . . . . . . .  ~ . 

S -~ P - *  R(m-~-.~), P* S ~ ~ R(,~-~-I),, 
(42) S - * - 1  p - .  R( , . -~-I ) .  P* S 1+1 ~ R(,,,-6)., 

S-;~ p - ,  R(,~-,,), p ,  S ~ ~ R(,,-,~+I),, 
�9 . ~ ~ . . ~ . . . . . . .  �9 . 

S -;~ P - *  R(, ,-1),  P*  S ;~ ~--- Ro.  

Die auftretenden Indizes sind durch (1) und (21) bestimmt. 
Endlich erhMt man die gesuchten Relationen: 

(42a) 

S - x  p - t  Ro P *  S ~. = R . ,  

S-~(,,- , ,- . ,)  p-,(,n-,~-'2) Ro p,(,,,-,~-'..) S~(,n-~-~) . ~  R(m-a-2)x, 

S-).(m-a:-l) p-r (m-a-1)  Ro 1 Dx:m-a-l) ~(m-a-1)  = R(m-a-1)x~ 

S-*(.~-.)-* p-.(,.-a) Z �89 p*o,t-,o S *('~-a)+I ~ Ran-a)., 

�9 S-*"' - '  P-*"~ Ro P*" S *"+* ~--- Ro. 

Zun~tchst k6nnen wir die Beziehungen (28) vollst~tndig unverandert 
iibernehmen, denn die Ri in unserem Falle st6ren die Ableitung yon (28) 
nicht im geringsten. 
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Fiihren wir zunitchst die Relationen (28) in (35) ein, so ergibt sieh: 

(Ao S -x  P-'~)'~ P(e -1)'~~'t-('~-"~y" ,~(,,-1),,~-(,~-~)~. R(,,-,T);~ ---- P ,  

und mit Beriicksichtigung von (42a), namentlieh der letzten Zeile, erhMt 
man welter: 

(Ao ,~,'-~ P-~')'~ S-o` Ro S '  P ' ~  S ''~" = 1. 

Setzen wir ffir: 

(43) S-- '  Ro So  ̀ ~ R ,  

so erhalten wir: 
(~t4) (Ao S ~ P-~.)" R P  "~x S ''~ = 1. 

Zur weiteren Vereinfachung der definierenden Rela.tionen unserer 
Gruppe bilden wir die neue Erzeugende: 

Q : Ao A~. �9 �9 �9 A(m-1)z  8 ---- 8 - ( '  T o S 0. 

Aus (38) und (39) erhiilt man zun~tehst: 

(45) (2 1 R Q  = R .  

Ftir Q~ k6nnen wir schreiben: 

Q~ Ao AoA~. A(,~-I)~.A'oA' 4' A"  / t ( ; ' -1)  ~(~-1) ~(~) ,~ �9 " -  . 7 .  �9 �9 �9 - C n t - - l ) ~  0 " " " . a O  �9 �9 �9 ~ t ( t n  1 ) y . - ~ O  ~ 

pROlong,  ps+o, -1  -1 ,,-o+1 D ~,2e L) - 1  
- -  / ' ~ ( m - - a ) z + l  ' ~  " .L *~ - t ~ ( m - - a ) z 4 - 2  

�9 . L )  ~ . , - z  4 ,  c~). S - 2 0  �9 P S z ~  o . 

Man hat zu beachten, dal~ eventuell das im Exponenten der Elemente S 
auftretende q durch o --  1 zu ersetzen ist, jedenfalls bleibt dieser Exponent 
mit den Formeln (41) im Einklange, wie man aus den Relationen (40a) 
und (40b) leicht erkennt. 

Es lit~t sich unter Berticksichtigung yon (41) fiir Q~ Ao folgender 
Ausdruck schreiben: 

Q~ Ao : PR~,-,~)~. P~--~ S ~'. 

Aus der ersten Zeile der Beziehungen (41) ergibt sieh abet: 

Somit 

(46) 

w y ,  
PR(m-,)~. = 8 -~ R o  ~" S ~ p v t  __ R-~. p.  

Q~. = R -~. p~. ,r A o  1. 
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Aus: Q --- Ao,tz �9 �9 �9 A(,,,-~)7. S erhhlt man unter Beriieksichtiguno~- 

yon (28): 

Q --~ (Ao .~'-~ P-~')"* ,s ' ' '~+1P"'~ 

und mit Hilfe (46) 
q - -  (q  ~. R-~),,,  S, ,~: ,  p, ,~.  

Nach (45) ist abet Q mit R vertauschbar, so daI~ aus (11 umnittelbar 

die Relation: 

(47a) Q ~.,* R --~-,,, ,s".,, 1 '~. . . . . . .  1 

l~olgt. 
Die Relation (44) ]/illt sich aber mit (46) auf die cinfa('he Form: 

(47b) ~ ~'' R -~''' S ''~ P"'~ ~--- 1 

brino'en. 
Aus (47a) und (47b) sowi(, unter Berii('k.~i('htiguno' yon (36) und 

c45) erhiilt man fib" die (lefinieren(len Relationen unserer Gruppe die 

einfache Gestalt: 

(48) 
R "~Q-" I'"' ,~'" == 1. 

(2 -1 R Q R -1 -~ 1. 

p - i  ,~, 1',~'--~ = 1. 

dcnn (48) wurde aus den "NmTIX(~EE~Sehen Relationen, nut  dutch 
Erweiterungen bzw. Reduktionen erster und zweiter Art erhalten. 

Die Erzeugenden R ,  Q, P, S haben wieder die denkbar einfachste 
geometrische und fimktionentheoretische Bedeutung. 

Unser ebe~ besprochene Fcdl enlhiilt .bet ,  w/e im .[blgemle~ /u 
eiJtfachster Ar t  und l|~4se gezetlqt wird. den all qemeiJ~stcJl F~tll, (leJ~ die 
einqangs erwiihnten fit~d,'tioneulheoretischen l~rhiilht&se gestcttlen. Fs 
flie~en somit aus den definierenden Relationen (48) ffir jeden tol,ologisch 
mtigliehen Fall die zugeh0rigen definierenden Relationen, wenn man nut  
R und S die entsprechende Deutung zukommen liil~t. 

4. 6ruppe der Schlauchknoten. 
Wit legen unsereu Knoten I', entsprechend dem Vorhergehenden 

durch k-Zahlenpaare: 
[.4,0) O,ilai) (i = l ,  2, . . . ,  l,') 

lest. Als ! )  wollen wir jenen Knoten bezeichnen, der durch die ersfen 
j -Zahlenpaare  aus (49) bestimmt ist. 
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Die Kurve ~ liegt daher auf einem j-ten Schlaueh, dessen Bildungs- 
weise restlos festgelegt ist. Wir k0nnen nun dureh Deformation yon 
rj  stets erreichen, daft samtliche Meridianwindungen unserer Kurve F; 
derart auf einen Teil obigen Schlauches zu liegen kommen, der yon 
keinen weiteren Teflen tier Kurve fiberkreuzt wird. Die obigen Ver- 
hMtnisse sind daher ahnlieh, wie die bei der Verkettung eines Torus- 
knotens mit einem S-Kreise. Entspreehend den ri-H0chststellungen 
unserer Kurve r i  k6nnen wir als Erzeugende unserer Grnppe die 
Operationen: 

(5o) 

Ao, Ax, �9 " ,  A(,,,-1)7.; 

w~thlen und wo 

, A(.~? ,~, Ao, A~.,, �9 �9 "-(,,,-1)x,, 

lt, i = Vi q i - -  f f i .  

Ohne zuuachst zu berticksichtigen, dag die Substitution b' noch weiter 
aufgel6st werde'n kann, erhi~lt man mit Hilfe der WIRTL~ERsehen 
Relationen: 

QT"' P~" s{" = 1, 
(50 a) 

P71 & Pi S :~ = -  1 

als definierende Relationen unserer Gruppe trod wo Q; und ri  ihre 
bekannte Bedeutung beibehalten haben. 

In analogur Weise bestimmen sich die (50a) i~quivalenten Relationen 
ffir den Knoten I'~ als: 

[ 0 - ,  u~-~ P"-~ ,~7~-' 
(50b) ~'~-1 --i-1 ~i-1 -~-- 1, 

--1 ~ ~--1 
[ Pi-I 8i--1 Pi-1 ~i--1 l ,  

Dabei bestehen zwischen den Relationen (50a) und (50b)folgende 
sehr einfache Beziehungen, die sich leieht ergeben, wenn man berfick- 
sichtigt, dab die Relationen (50b) auch als definierende Relationen des 
Tri~gerschlauches der Kurve I'~ augesehen werden k(hmen. 

Das Element Pi hat somit fiir den Knoten ]~_~ die gleiehe Be- 
deutung, die tier Operation .40 in den Relationen (50b) zusteht. Somit 
bestehen zuni~chst die Beziehungen 

(51a) :_ O-gi-i .. 

Ffir die Substitution Si findet man jene, durch welche das Element Pi 
transformiert wird, bei einer vollstimdigen Durchlauflmg des Trfiger- 
schlauches yon /'i. Unter Berficksiehtigung der _~quivalenz der Gruppe 
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des Tr~igemchlauches von 1"/ und. der der Kurve /'/_~ finder man ffir 
Si leicht folgende Beziehung: 

(51b) s~ . =  5 -",-, P;',~, C- ' r ' .  

Zufolge (51b) erkennt man, daft die zweite Zeile yon (50a) bereits 
erffillt ist und daher aus dem System der definierenden Relationen 
gestrichen werden kann. Die Relation (51b) li~fit sich mit Hilfe yon 
(50b) in die Form 

(5.9) s~ = ~ - " , - ,  Q~",-, 

bringen. Setzt man in obiger Relation (52) fiir i i - - 1  und ffihrt dieses 
so erhalteue Element in (51a) ein, so erhi~lt man: 

(52a) P i  = i - 1  " -  i - 2  " 

Nan findet nun unter Berfieksiehtigung von (50a), (50b), (52) und 
(52a) leicht alas vollstiindige System yon definierenden Relationen unseres 
Knotens F: 

(53) 

Q;,,,, p:,~-v,-,t,, ~ , ] ,~ , ,  = 1, 

O -z'-' P["_I '-''-'-~''-' a u'-'i''-' (i ~--- 2, 3, �9 k), Pi = "vi--1 "%i--2 " " 

Q ~ , " , P ; ' ,  = 1 

Es ist zunaehst ersichtlieh, dab in den definierenden Relationen (53) die 
Erzeugenden: 

P~,P.~ , . . . ,Pk  

ohne Sehwierigkeiten eliminiert werden k6nnen; es gesehah dies nieht, 
mn den Aufbau dieser Relationen deutlicher hervortreten zu lassen. 

In  &'n definierenden Relatiot~en unserer Gruppe kommen daher 
urn' die k-~ 1 w~sentlichen Erzeu.qenden 

P 1 ,  Ql~ Q2~ . . . ~  Q k  

cot, zwischen denen k coneinandcr tmabhiing(qe Relationen bestehen. Sdm# 
lithe dieser k@ 1 Etzeu.qende~ haben wieder eine einfache geometrische 
als atu:h fimktionentheoretische Bedetdung. So ist das Element Pt die 
Verzwe~qung, die man erhdlt auf  jenem geschlossenen Wege, der in der 
Meridianebene liegt und alle Sdmit/punkte der Kurve einschlieflt, wi~hrc~zd 
ma~ Qi als Verzwe@mg erhiilt, wenn man die Kurve Fi-1 durchliit~'f. 

4* 
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5. frappe ffir die Verkettung yon Torusknoten. 
Wit nehmen vorerst drei Mannigfaltigkeiten M~, M~ und M~ all, 

die sich s~mtliehe in den Punkt x~ ~--- x~ = y~ = ye : 0 sehneiden 
und in der Umgebung dieser Stelle analytische Funktionen yon den 
Variablen x~ @ix2 and yt @iy~ sind. Jede dieser einzelnen Mannig- 
faltigkeiten entsprieht naeh dem Friiheren nach Wahl der Projektions- 
kugel x ein ganz bestimmtes stereographisehes Bild, welches wir in 
ohiger Reihenfolge mit /"1, ~ bzw. /'s bezeiehnen werden. Von jedem 
dieser Knoten /~i wollen wir annehmen, daft er ein Torusknoten sei, 
also dm'ch die Zahlenpaare (mi, hi) (i ~ 1, 2, 3) alles eindeutig fest- 
gelegt ist. 

Beziiglieh der gegenseitigen Lage obiger Torusknoten wollen wir 
annehmen, dal~ der Tr~gertorus yon Fs den yon F_~ und dieser wieder 
den yon F~ vollst~ndig umschliefit. 

Wir k6nnen die definierenden Relationen der Gruppe obiger Ver- 
kettung in einfachster Weise auf bereits im frfiheren behandelte Fhlle 
zurfickffihren, indem wir zun~ichst jene Gruppen aufstellen, die einzig 
uud allein yon den Elementen des Knotens/11 bzw. I~ erzeugt werden. 
Deformiert man die Knoten auf den Kreisringii~chen so, dal~ eine yon 
den drei Kurven Fi nur dort iiberkreuzt wird yon einer anderen, wo 
sie keine Selbstiiberkreuzungen mehr aufweist, so ist unmittelbar ersicht- 
lich, dab die letzteren Gruppen definierende Relationen haben werden, 
welche die Gestalt der Gruppe einer R- bzw. S-Kreisverkettung aufweisen. 

So wird (lie yon den Elementen des Torusknotens I t  erzeu.qte Gruppe 
die Gestalt der Gruppe einer S-Verkettung besitzen, wiihrend die yon l~ 
die Form der Gruppe einer R- und S-Verkettunq hat und c~ndlich die 
des Knotens F.~ die Gestalt einer R-Kreis-Verkettung. 

Auf Grund obiger Uberlegung k6nnen wir unmittelbar die definie- 
renden Relationen obiger Gruppe ansetzen uud aus ihnen die des Ge- 
samtbildes leicht ableiten. So erhalten wir drei Typen yon definie- 
renden Relationen. 

Fiir den Knoten Fi: 

(54a) 
fiir I'.o 

(54b) 

fiir 1~ 
(5 e) 

S~ ~ P~'~ Q)~-"' = 1, S 1 l~ S11 p~ l  = 1. 

~S'~- P.~Q.:'~R~, "~ : 1. 

~ p~ ,q._, 1 p._7-1 = 1, R~ Q~ R._; -1 Q.-;-1 : 1. 

R.~(.~sR~1(~81 = l ,  

wofin die Elemente ,%. P/, Qi und /~i, sowie die Exponenten ni und q~i. 
die gleiehe Bedeutung wie im vorhergehenden besitzen. 

p~3 Q~n8 R~-"~ = 1, 
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Wir erhalten aus den Relationen (54) unmittelbar die Oruppe der 
Verkettung 1], / '~,  l's, wenn wit die Beziehungen der Si und Ri unter- 
einander als auch in bezug auf die Elemente Pi und Q~ festlegen. 

Bezeichnen wir in 10bereinstimmung mit dem Frfiheren die Ver- 
zweigung in den Punkten der H6chststellungen der Kurven 1'1, /~ bzw. ]!~ 
mit Ai, Bj bzw. ('/, so findet man: 

IS, = Bo BT. -- .  B(%-1)7.., Co (' . . .  (~,,,:,-,~<~, 2 . . 'Z3 

= A 0 A x ,  A o q - 1 ) x  3, 

[ Rn = Bo B7.= B~n.,-1)z., Ao .47. . . . .  4 ( .  1 1)7. l �9 

Aus den Relationen (55) ergeben sich mit Hilfe yon (54a. b) und (54e) 
die folgenden : 
(55a) & = Qs, ~s't ~ Q~, R_~ =-- /'1, Ra = P,.,. 

Aus (55a) und (54) sch6pft man abet  umnittelbar die &;fiJ~ierenden 
Relationen der eingangs erwahnten Gruppen: 

(56) 

nl I1'1 -- ~'1 Q,; P; Qt - -  1, 
n a m= (_)--n. 2 1 ) - - m _ ~  _ _  

Q3 P.~ "~'2 1 - -  1, 

Qa P~ - - 1 ,  

P1 Q',P~I ~" - -  1, 

P e  Qa P . ]  1 Q8 1 = 1. 

Fih' den Fall, dal] mehrere Manni~alt igkeiten M1, JR, "-. My, die 
sich s~tmtliehe im Punkte x - ~ - y - - 0  sehneiden, vorhanden sind und 
deren stereographisehe Bilder Torusknoten sind, die eine gegenseitige 
Verkettung aufweisen wie die eingangs erw~ihnten, lassen sieh die 
zugeh0rigen Gruppen in gleieher Weise auf R- und N-Verkettungen 
zurfickffthI'en, und man findet: 

(56 a) 

Q~q P~"' Qi -n' = 1. 

Q"!+~ P"~' o - " '  -""  i~-I i ~ ' i  P i - 1  = 1 

(~1, P k - 1  = I . 

Pi Qi+, PF* - '  Qi+l -== 1. 

(,; = :~,3 . . . .  .k) ,  

(i =: 1. "2 , . . . .  / , - 1 )  

) fi " ~tls d~ffi.icre.de l~elCwnen, we .n  ,.m' Kurre I'i die ('h.aral,'terisl/ke~ 
(mi. ~i) ( i :  1~9_;...,1,') .q,~hlir,,n . . d  der Triiyerlortts c . .  ['i&l r~elt 
to .  I' i roll,~.tii.&iq m,.~,'hli,,fit. 
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Zu erwahnen ist noeh der Fall, daft die Trennung der Torusknoten 
durch den Winkel ~ fiir alle oder einzelne unserer Kurven stattfindet, 
dann k6nnen wir abet die Kurven, weld~e au f  einem gleichen Torus liegen, 
sofort au f  verschiedene konzentrische Tori legen. 

Wir lainnen nun zu den h0heren Verkettungen fibergehen. 

6. HShere Vorkettungen. 
Wir nehmen vorerst zwei Kurven F u n d  A an, die entspreehend 

dem ffiiheren als Schlauchkurven gegeben sind. I'~, Fz, . . . ,  Fk ~ I" 
und A~, Az, . . . ,  A, ---~ A seien die einzelnen Schlauehknoten, aus welchen 
unsere Knoten F u n d  A aufgebaut werden kOnnen. Mit (#i vi) bzw. 
(oo; ~i) wollen wir die zugehOrigen Charakteristiken bezeichnen. 

Nehmen wir an F ,  ~ A,  ( ,  ---- 1, 2 , . . . ,  i) und r i§  :~ -4i+1, 
d. h. es liegen die Tragersehli~uehe der Kurven I'i+1 bzw. "4i+a kon- 
zentriseh bzw. kOnnen so gew~thlt werden. Um einen bestimmten Fall 
vor Augen zu haben, nehmen wir etwa an, der Sehlaueh yon A~+I um- 
fasse den yon Fi+~ vollsti~ndig, dannis t  aber sofort ersiehtlieh, dab die 
Knoten F,. bz.w. A~ so auf ihre Tragersehlauehe gelegt werden k6nnen, 
daft zun~ehst die den Relationen (53) entspreehend ver~tndert fiir Fr als 
aueh fiir A~, wo r = k, . . . ,  i + 2, bzw. r : l, . . - ,  i +  2, iibernommen 
werden k6nnen. Fiir die restliehen Kurven I" bzw..4 tritt nur insofem 
eine ~_nderung ein, als die entspreehenden Relationen (51b) bzw. (52) 
ffir die S abgeimdert werden mtissen. Wir wollen die erzeugenden 
Substitutionen fiir die Knoten I" mit P,  Q, S, R bezeiehnen und deren 
Bedeutung aus dem Friiheren iibernehmen, die des Knoten _4 entspreehend 
mit P ,  (2, S und R. 

Es ergeben sieh, wie bereits oben erwiihnt, als definierende Relation 
die Gteiehungen (53) fiir die Indizes i - ~ - k ,  k - - l , . - . ,  i + 2  bzw. 
i ----1, l - - I ,  . . . ,  i + 2 ,  entsprechend dem Knoten I" bzw. _4. Fiir 
die weiteren Relationen findet man leicht: 

(57) 

Qi+~l+, p,,i+, .~,'~+, ~ 1 ~ i + 1  ~ i + l  
I 

Qi+l,+, i5,,,+, 5n,+, = 1 ~ i ~ l  ~)i+1 

t3i..•.1 - 6i " o~ ~  

~ / + 1  = Pi+l--~ pT~i S T i  ' 

ki. =/-'i, 
Pi+J ---- Qi -~'' Pi  Si , 

~--1 "~ -- A~ i , , = v , 7  21 ," " '  

wo xv : ~p,-}- 1 und ~ : a o , + l .  
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Die weiteren Relationen ergeben sich ~us denen yon (53), wenn 
wir Q, P,  S durch (~./5, ~ sowie fiir i ~ 2, 3 , . . - ,  i setzen und diese 
sind mit den Gleichungen (57) durch folgende Beziehungen verbunden: 

(57 a) ] = k? 

Ganz analog findet man aber die definierenden Relationen ftir dell 
Fall, daft sich vom Index i mehr als zwei verschiedene Reihen yon 
Charakteristikenpaaren ergeben, aber auch fiir den Fall, dab an anderen 
Stellen sich die Reihen der Charakteristikenpaare verzweigen, kann man 
nach dem Frfiheren leicht die Relationen (57) und (57a) erganzen. 

Hiermit sind ab~" cinch die de:finierenden Relationen aller m6glichen 
_~'ille ersch6pft, und es u~trde~'~ z~t ihrem Aufbau nur solche .Erzeugende 
~:erwendet, dene~ eine mehr oder u'eq~iger ausgezeichnete funktionen- 
theoretische Bede~tung z~kommt. Wie in einer weiteren Arbeit gezeigt 
werden soll, erm(iglichen uns diese Relationen eine einfache Bestimmung 
der Verzweigungsgruppe. 


