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SU UN TEOREMA DI WOLFF E DENJOY

(Conferenza tenuta il 24 ottobre 1988)

SUNTO. — Si illustrano alcune estensioni di un classico teorema di Wolff
e Denjoy alle iterazioni di applicazioni olomorfe di domini limitati in spazi
di Banach complessi.

Sia D un dominio (insieme aperto e connesso) limitato di uno
spazio di Banach &, e sia f un’applicazione olomorfa di D in D.

Si consideri la successione {f*} delle iterate f* = /f-... - f (n volte)
di f. In questa relazione, dopo aver esaminato nel § 1 il caso in cui
A é il disco unita del piano complesso, verranno indicate nei §§ 2
e 3 condizioni per la convergenza della successione {f*} ad un’ap-
plicazione olomorfa di D in sé, traendo alcune conseguenze relative
all’insieme Fix f dei punti uniti di f.

§ 1. - UN TEOREMA DI WOLFF E DENJOY.

Sia A4 il disco unita aperto di €, 4={z€({: |2|] < 1}, e siano
Hol(A, A) e Aut 4, rispettivamente, il semigruppo delle applicazioni
olomorfe di A4 in 4 ed il gruppo degli automorfismi olomorfi di 4.

Le considerazioni ed i risultati che verranno indicati nei §§ 2
e 3 trovano la loro origine in un teorema di J. Wolff [8, 9] e
A. Denjoy [3] sulla convergenza delle iterate di una f € Hol(4, A).
Di questo teorema verra illustrata qui una dimostrazione elementare,
nella quale compaiono alcune idee che saranno utilizzate nel caso
dei domini limitati di spazi di Banach ().

(1) 11 lettore troverd in [1] un’esposizione ed un’ampia bibliografia sull’ite-
razione delle applicazioni olomorfe del disco in sé.
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TEOREMA 1.1. - Sig f € Hol(4, A) tale che, se f € Aut 4, f non
abbia punti fisst in A. Esiste un punto 7 € A tale che la successione

{fr} converga all'applicazione costante z > v uniformemente sui com-
patti di A.

Se fecAut A (e quindi Fixf—= (%), f & la restrizione a A di
un’applicazione olomorfa di un intorno della chiusura Adi A in un

intorno di 4, la quale ha uno o due punti uniti sulla frontiera 34
el |z
e —2z
trasforma A nel semipiano superiore I7, ={z€(C: Imz >0} e
manda il punto ¢¢ nel punto all’infinito di I7,. L’automorfismo

olomorfo f—_-_-cofec-‘ di 17, ha la forma

di 4. Se €9 & uno di essi, 1a trasformazione di Cayley c:2 >t

f(z) = az+ 8

con a > 0 e f € R costanti. Ne segue che, se o > 1, per ogni z€ 17,
e lim ?“(z): 0, mentre, se 0 <a <1, ?"(z) converge (puntual-

n— 4oo

mente, e quindi uniformemente sui compatti di /7, , per il teorema

di Vitali) al punto 1 8 . (che & punto unito dell’estensione di ?

a I1.). Cid prova Passerto nel caso in cui sia f € Aut 4.
Se I'applicazione f non & un automorfismo di 4, dal lemma di

Schwarz-Pick segue che, denotando con « la distanza di Poincaré
in 4,

(1.1) o(f**1(z), 1 (W) < o(f(2), f(¥))

per tutti gli x e ¥ (x*y) in 4 e per n=20, 1, .... Per il teorema
di Montel, esiste una sottosuccessione di {f"} uniformemente con-
vergente sui compatti di 4 ad una funzione olomorfa » : 4 » ¢, per
la quale si ha h(d4) c A.

Proviamo che, se h(4) c 4, per tutti gli x e y in 4 la succes-
sione decrescente {w(f*(z), f*(¥))} converge a zero:

(1.2) ”lin+l o @), ) = 0.
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Supponiamo infatti che esistano x e ¥ in A4 (x5~ y) tali che

nli'fw“’(f'(x)' ") = 46>0.
Per il lemma di Schwarz-Pick
w(f o h(x), < h(2)) < w(h(z), h(¥)) = &;
il che & assurdo, avendosi

w(foh(@), fh®) = lm o), f@) = 3.

Risulta cosi provato che, se uno dei valori limiti della succes-
sione {f*} per la topologia della convergenza uniforme sui compatti
di 4, applica A in 4, vale la (1.2) per tutti gli x ey in 4. Se'h & un
valore limite siffatto e r = h(¥) per un ¥ € 4, risulta lim ™ (z)=1
per ogni z € 4, in virtu della (1.2). nhe

Resta da considerare il caso in cui ogni valore limite » sia tale
che k(4)N 94 == . Dal principio del massimo segue che esiste allora
7» € 04 per il quale h(4) = {1»}. Proviamo che 7, non dipende da &,
e quindi che, posto t=1,, lim f*(z)=1 per ogni z€ 4. A tal

n — 4o

uopo stabiliamo il

LEMMA 1.2. - Se ogni valore limite della successione {f*} per la
topologia della convergenza uniforme sui compatti applica A in un
punto di 94, esiste un punto z € A ed una successione 1 <n, <Ny < ...
tale che

IF(F @) = If9 ()l per j=1,2,...

DIMOSTRAZIONE. - Ragionando per assurdo, supponiamo dunque
che, per ogni z € A esista un indice n, = n,(z) tale che

|/**+1(2)] < |f*(2)] per ogni n = n,(2).
Fissato zo, per n = n,(f(z,)) si ha

[f*+2(20)| < [f***(20)] .



20 E. VESENTINI

Sia n2 = n2(20) > max(n(20), 11(f(20))). Per ogni n > 7,(*(z,)) si ha
[f*+3(20)| < |F*+2(20)] -

Sia 73 = n3(20) > max(n2(20), 71(/*(2))). Risulta

|17+8(20)| < f*+2(20)| < - < [f*2(20)| < |fPr+1(20)] <

< oo < |fM*1(20)], ece.

La successione {f”*7(20)} ha pertanto un valore limite in 4, il
che & assurdo.
QED

Ritornando alla dimostrazione del Teorema 1.1, siano z e {n;}
come nel Lemma 1.2, sicché risulta

n.+1
lim inf L= G
§ > tee 1—|f" (2)]

Non & restrittivo supporre che ambedue le successioni {f7(z)} e

{f7"! (2)} tendano a 1. Per il teorema di Julia (cf. ad es. [2. n. 271).
esiste una costante a, con 0 < « < 1, tale che

L—f@)E _  [1—ep
I—f@)F =% TP

per ogni z € A, ossia tale che, indicando con E,, per 0 <k <1,
Poriciclo

—_— |2
E, = |zea: I11—|::2 < l_lik ,
risulta
f(Ek)CEk',
con
"’=ﬁ3’zﬁtf
e
¥ ek _ _k
1— kK~ 1—k —~1—k%°
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Ne segue che ogni sottosuccessione di {f*} convergente per la
topologia della convergenza uniforme sui compatti di 4 converge
all’applicazione z > 1. Pertanto lim f*(z) = r =— 1 per ogni z € 4.

n —» 4 oo

Per il teorema di Vitali, la convergenza & uniforme sui compatti,
e la dimostrazione del Teorema 1.1 & completa.

OSSERVAZIONI. - a. Se f€ Aut 4, f+id e Fix f + (), la succes-
sione {f"} non converge.

b. Con le notazioni del Teorema 1.1, sia 7 € 4. L’applicazione
Zz > 7 € un idempotente del semigruppo Hol(4, 4). Posta in Hol(4, A)
la topologia della convergenza uniforme sui compatti, f genera allora
un semigruppo relativamente compatto in Hol(4, 4), cioé la chiusura
S(f) di {f,f3 ...} per la topologia della convergenza uniforme sui
compatti di 4 & compatta in S(f).

¢. Se S(f) c Hol(4, A), per il teorema di Montel S(f) & com-
patto. Quindi, se inoltre f € Aut 4, risulta Fix f+* ¢j. Nel qual caso
S(f) & un gruppo.

Quanto osservato in b. ed in ¢. pud essere confrontato con il
seguente risultato sui semigruppi topologici (cf. [6, 71):

Sia S un semigruppo topologico compatto. Per f €8, sia S(f)
la chiusura dellinsieme {f, 12, ...} in S. S(f) ¢ un semigruppo com-
patto abeliano per il quale valgono le affermazioni seguenti:

a) S(f) contiene uno ed un solo idempotente, h.

b) Se h é un’identitd in S(f), cioé se gh — g per ogni g € S(f),
allora S(f) ¢ un gruppo, ¢ f é invertibile in S(f).

c) Se h ¢ uno zero di S(f), cioé se gh—"h per ogni g € S(f),
allora lo successione {f*} converge a h.

§ 2. - GLI IDEMPOTENTI DI Hol(D, D).

A questo punto possiamo delineare piu nitidamente il tema di
questa relazione. Sia D un dominio limitato di uno spazio di Banach
complesso €. Con Hol(D, €) indichiamo I'insieme delle applicazioni
olomorfe (cioeé differenziabili secondo Fréchet, od equivalentemente,
analitiche secondo Gateaux e localmente limitate) di D in . Sia
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Hol(D, D) = {f € Hol(D, €) : f(D) c D}. La topologia della conver-
genza uniforme locale nel semigruppo Hol(D, D) & definita nel modo
seguente.

Se H & un sottoinsieme di D, diremo che H & completamente
interno a D, e scriveremo H cc D, se inf{|lt —y|l : z € H,
Y€ /D) > 0. La topologia della convergenza uniforme locale &
definita dalla convergenza uniforme sulle unioni finite di dischi
chiusi completamente interni a D.

OSSERVAZIONI. - d. Se {f*} converge puntualmente ad un ele-
mento h € Hol(D, D), h & un idempotente di Hol(D, D).

e. Sia f€ Hol(D, D), e sia S(f) la chiusura di {f, /% ..} in
Hol(D, €) per la topologia della convergenza uniforme locale. Sotto
quali condizioni su D e su f risulta S(f) = Hol(D, D)?

Se Fix f = ¢, una condizione sufficiente & che D soddisfi il se-
guente principio del massimo: Se 1€ Hol(D, €) é tale che I(D) — D
e U(DYNaD @4, risulta (D) c aD.

Ad esempio il dominio D —={z€A4: seImz2=0¢é —1 <Rez<0}
non soddisfa il principio del massimo.

f. Se Fix f = (j, sotto quali condizioni esiste 2 € Hol(D, D)
tale che Fix f —= h(D)? Se cio accade, Fix f & connesso ed inoltre
risulta

(2.1) foeh = h.

Viceversa, se due elementi f e & di Hol(D, D) soddisfano la (2.1), &
Fix f o h(D).

g. La (21) e soddisfatta se la successione {f"} converge
puntualmente ad una funzione % € Hol(D, D). In tal caso risulta
Fix f=h(D).

Illustreremo ora alcuni risultati concernenti gli idempotenti di
Hol(D, D) e, per una f € Hol(D, D), la convergenza della successione
{f*} per la topologia della convergenza uniforme locale. Appliche-
remo- questi risultati alla ricerca dei punti uniti di f.

Sia h € Hol(D, D) un idempotente, e sia x, € h(D). Differen-
ziando leguaglianza h-h=~h in z,, si vede che dh(z,) & un idem-
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potente nell’algebra di Banach £ (&) degli operatori lineari continui
in €. 1l teorema seguente concerne I'inversione di questo risultato.

TEOREMA 2.1. - Sia D limitato e soddisfi il principio del mas-
simo, Sia f € Hol(D, D), con Fixf+ (), e sia X, € Fixf. Se df(x,)
¢ un idempotente in £ (L), la successione {f*} converge, per la
topologia della comvergenza uniforme locale, ad un tdempotente
h € Hol(D, D).

Poiché vale la (2.1), per quanto visto in g. & Fix f = h(D).

Risulta dh(x,) = df(x,), ed & noto che lo spettro dell’idem-
potente dh(z,) di ¥ (&) consta al pil deil punti 0 e 1, riducendosi
al primo se, e solo se, dh(xy) =0, ed al secondo se, e solo se,
dh(xo)==1I. Ne segue che Fix f — {x,} se, e solo se, Sp df(z,) = {0}.
L’altro caso estremo, Sp df(x,) = {1}, implica che df (z,) =='I, e
— per un teorema di H. Cartan — che f(x) =z per ogni z € D.

§ 3. - CONVERGENZA DI {f*}.

Sia D un dominio limitato di &, sia f€ Hol(D, D) tale che
Fix f+« (5, e sia z € Fix f.

La limitatezza di D implica [4, Lemma IV.2.5, pp. 94-95] che il
raggio gpettrale o(df(2)) di df(z) soddisfa la condizione o(df(x)) <1,
ciod lo spettro Sp df(z) di df(x) & tale che Sp df(x)€ 4.

Se la successione {f*} converge ad un elemento di Hol(D, D)
per la topologia della convergenza uniforme locale, il limite h=lim f*
¢ un idempotente del semigruppo Hol(D, D), e, per ogni « € Fix f,
dh (z) == lim df* (x) = lim (df (x))", per la topologia definita dalla
norma di £ (£), &€ un idempotente di ¥ (&).

Cosa pud dirsi dello spettro di df(z)?

Vale la proposizione seguente:

PROPOSIZIONE 3.1. - Se la successione {f»} converge ad un ele-
mento di Hol(D, &) per lao topologia dello convergenza uniforme
locale, ¢ se Fix f+< (), e, per ogni x € Fixf, &

3.1) Sp df(x) c A4U{1}.
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Inoltre, é Sp df(x) c A oppure 1 é un punto isolato di Sp df(x), nel
quale la funzione risolvente & +» (§1 — df(x))~* ha un polo del primo
ordine.

Le condizioni su Sp df(x) espresse dalla Proposizione 3.1 sono
sufficienti per la convergenza di {f*} ad un elemento di Hol(D, &)
per la topologia della convergenza uniforme locale?

~

La risposta, affermativa, é espressa dal seguente

TEOREMA 3.2. - Sia f un’applicazione olomorfa di D in D avente
un punto unito x € D. Se

(3.2) Spdf(z) c 4,

oppure se Spdf(x)Ndd-={1} e 1 é un punto isolato di Sp df(x)
nel quale la funzione risolvente & —>(§1 — df(x))-! ha un polo, allora
la successione {f"} converge, per la topologia della convergenza uni-
forme locale, ad un’applicazione h € Hol(D, €) tale che h(D) c D.
Se D soddisfa il principio del massimo, h é un idempotente di
Hol(D, D).
Se vale la (8.2), risultea h(D) = {x} ¢ Fix f = {x}.

Il Teorema 3.2 — e precisamente il caso in cui vale la (8.2) —
da luogo alla seguente estensione del Teorema del punto fisso di
Earle-Hamilton [4, Theorem V.5.2, p. 138].

TEOREMA 3.3. - Se la chiusura S(f) di {f,f?,..} per la topo-
logia della convergenza wuniforme locale contiene un’applicazione
g € Hol(D, D), tale che g(D) — c D, Fix f consiste di un solo punto
X, e la successione {f*} converge allapplicazione costante z > x per
la topologia della convergenza uniforme locale.

Se df(z) & un operatore compatto Sp df(x)\ {0} consta di auto-
valori isolati con autospazi di dimensione finita, e quindi la funzione
risolvente ha un polo (isolato) in ogni punto di Sp df(z)\ {0}.
Ne segue il

COROLLARIO 3.4. - Se df(x) é un operatore compatto, la succes-
sione {f*} converge per lu topologia della convergenza wuniforme
locale se, e soltanto se, vale la (3.1),
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In particolare, se lo spazio € ha dimensione finita, la succes-

sione {f*} converge in ogni punto di D per la topologia della con-
vergenza uniforme sui compatti se, e soltanto se, tutti gli autovalori
di df(x) hanno modulo minore di uno oppure 1 ¢ il solo autovalore
di modulo uno.

SuMMARY. — Extending a classical result due to Wolff and Denjoy

iterations of holomorphic maps of bounded domains in complex Banach spaces
are investigated.
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