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SU UN TEOREMA DI W O L F F  E DENJOY 

( C o n f e r e n z a  t e n u t a  i l  24  o t t o b r e  1 9 8 5 )  

SUNVO. --  Si illustrano alcune estensioni di un classico teorema di Wolff 
e Denjoy alle iterazioni di applicazioni olomorfe di domini limitati in spazi 
di Banach complesai. 

Sia D un dominio (insieme aperto e connesso) l imitato di uno 
spazio di Banach C ,  e s i a f  un'applicazione olomorfa di D in D. 

Si consideri la successione (f~ } delle i terate  f" ~ f . . . . .  / (n volte) 
di f. In questa relazione, dopo aver esaminate nel w 1 il caso in cui 
A ~ il disco unit~ del piano complesso, verranno indicate nei w167 2 
e 3 condizioni per la convergenza della successione {f~} ad un'ap- 
plieazione olomorfa di D in s~, t raendo alcune conseguenze relative 
all 'insieme Fix f dei punti uniti  di f. 

w 1. - UN TEOREMA DI WOLFF E DENJOY. 

Sia A il disco unit~ aperto di ~;, A ~ { z E E :  Izl < 1}, e siano 
Hol(A, A) e Aut  A, rispett ivamente,  il semigruppo delle applicazioni 
olomorfe di A in A ed il gruppo degli automorfismi olomorfi di A. 

Le considerazioni ed i r isultati  che verranno indicati nei w167 2 
e 3 t rovano la loro origine in un teorema di J. Wolff  [8, 9] e 
A. Denjoy [3] sulla convergenza delle i terate di una f E Hol(A, A). 
Di questo teorema verr~ i l lustrata qui una dimostrazione elementare, 
nella quale compaiono alcune idee che saranno utilizzate nel caso 
dei domini l imitati  di spazi di Banach (1). 

(1) II lettore trover~ in [1] un'esposizione ed un'ampia bibliografia sull'ite- 
razione delle applicazioni olomorfe del disco in s~. 
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TEOREMA 1.1. - S/a f E Hol(A, A) tale che, se f E Au tA ,  f non 

abbia punti  f issi in A. Esiste un punto r E ~ tale c h e l a  suecessione 

{ f* } eonverga all'applieazione eostant~ z ~-~ v uniformemente sui corn- 

patt i  di A. 

Se f E A u t A  (e quindi F ix f~ - - -~ ) ,  f ~ la restrizione a A di 

un'applicazione olomorfa di un intorno della chiusura A di A in un 

intorno di )], la quale ha uno o due punti uniti sulla f ront ie ra  OA 
e ~ + z  

di A. Se e ~e ~ uno di essi, la t rasformazione di Cayley c:z  ~-> i e~e~----- ~ 

t r a s fo rma  A nel semipiano superiore H+ ~ {zE (~: I m z  > 0} e 

manda il punto e 'e nel punto all ' infinito di H + .  L 'automorf ismo 

olomorfo 7~--- c o f .  c -~ di H+ ha la forma 

~'(z) ~ ~ z  + / ~  

con a > 0 e fl E JR costanti. Ne segue che, s e a  >_ 1, per ogni z E H+ 

lira ~(z)~--- oo, mentre, se 0 ~ a ~ 1, ~ ( z )  converge (puntual- 

monte, e quindi uniforrnemente sui compatti  di H + ,  per il teorema 

(che ~ punto unito dell'estensione di di Vitali) al punto 1 - - a  

a /Z+). Cib prova rasser to  nel caso in cui s i a f  E Aut  A. 

Se rapplicazione f non ~ un automorfismo di A, dal lemma di 

Schwarz-Pick segue che, denotando con co la distanza di Poincard 

in A, 

(1.1) co(p+'(x), f"+'(y)) < co(f"(x), f"(y)) 

per tutti gli x e y (x ~-y) in A e per n---~ O, 1 ..... Per il teorema 

di Montel, esiste una sottosuccessione di {f"} uniformemente con- 

vergente sui compatti di ,:J ad una funzione olomorfa h : A -~ ~, per 

la quale si ha h(A) c -A. 

Proviamo che, se h(A) c A, per tutti gli x e y in ~J la succes- 

sione decrescente {co(f"(x), }~(y))} converge a zero: 

(1.2) lira ~ ( p ( x ) , . ~ ( y ) )  ~ O. 
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Supponiamo infat t i  che esistano x e y in A (x ~: y) tali che 

lira oJ(f~(x), f" (y ) )  ---- 5 > O.  
n ~ -~oo 

Per  il lemma di Schwarz-Pick 

o~(f o h(x) ,  f ~  h (x ) )  < ~o(h(x), h(y) )  ~ ~ ; 

il che ~ assurdo, avendosi 

co(f oh(x), f o h (y ) )  ~ lim w(f~(x), f~(y)) ~ 5 .  
n ~ ol-co 

Risulta cosi provato che, se uno dei valori limiti della succes- 

sione {fn} per  la topologia della convergenza uniforme sui compatt i  

di A, applica A in A, vale la (1 .2 )pe r  tut t i  gli x e y in A. S e h  ~ un 

valore limite s i f fa t to  e v : h(y )  per un y E A, r isulta lira f~(x) ~ T 

per  ogni x E A, in virtfi della (1.2). 

Resta  da considerare il caso in cui ogni valore limite h sia tale 

che h(A)N0A r Q. Dal principio del massimo segue che esiste allora 
v~ E 0A per il quale h(A)----{ rh}. Proviamo che rh non dipende da h, 
e quindi che, posto r : r h ,  lim f ~ ( z ) ~ r  per  ogni z E A. A tal 

uopo stabiliamo il 

LEMMA 1.2. - Se  ogni  valore l imite  del/~ success/one {fn} per  la 

topologia della convergenza  u n i f o r m e  sui  compa t t i  atrplica A in un  

pun to  di  aA, esiste un  pun to  z E A ed una  successione 1 <_ nl < n2 < ... 

tale che 

[ f ( f~ (z))] >_ If'J (z)l per  ]---~ 1, 2 . . . . .  

D I M O S T R A Z I O N E .  - Ragionando per assurdo, supponiamo dunque 

che, per ogni z E A esista un indice nl-~--nl(z)  tale che 

I +l(z)l < Ifn(z)l per ogni n >_ n l ( z ) .  

Fissato  Zo, per  n >_ nl ( f (zo))  si ha  

If"+=(Zo)l < If * (zo)l , 
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Sia n~ = n2(Zo) > max(n,(zo), n~(f(zo))). Per ogni n _> n~(f2(zo)) si ha 

IP"+3(zo)l < If~+~(zo)l. 

S i a m  =n3(zo)  > max(n2(zo), nl(P(zo))). Risulta 

I.r < P',+~(zo)l < ... < I f~+~(zo)l  < IP' ,+'(zo)l  < 

< ... < If,,~+~(zo)l, ecc. 

La successione {fJ+~(zo)} ha per tanto un valore limite in A, il 

che ~ assurdo. 
QED 

Ritornando aUa dimostrazione del Teorema 1.1, siano z e {ns} 

come nel Lemma 1.2, sicch~ risulta 

lira inf  1--1f~+~(z)l _< 1 .  
J ~ + ~ 1 - -  I f ~  (z)l 

Non ~ restr i t t ivo supporre che ambedue le successioni { fJ (z)}  e 

{f~+l (z)} tendano a 1. Per  il teorema di Julia (cf. ad es. f2. u. 27]k 
esiste una costante a, con 0 < a _< 1, tale che 

[1 -- . f (z ) r '  i1 -- zl ~ 
1 --If(z)l 2 < a 1 --Izl" 

per ogni z 6 A ,  ossia tale che, indicando con E~, per 0 < k <  1, 

l'oriciclo 

r isul ta  

con 

I ll--~l ~ k 1 

f(E~) c E~., 

ak 
k "  --m- 

1 + a k - - k  

k' r 
l ~ k ' - -  l ~ k  

k 
<-1-------~" 
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Ne segue che ogni sottosuccessione di {f~} convergente per la 

topologia della convergenza uni forme sui compatti  di zJ converge 

all'applicazione z ~-~ 1. Per tan to  lim f~(z) -~- r ~ 1 per ogni z E ~. 
n ~ -~-c~ 

Per  il teorema di Vitali, la convergenza ~ uni forme sui compatti,  

e la dimostrazione del Teorema 1.1 ~ completa. 

OSSE~VAZIOm. - a. Se f E Aut 4, f ~ id e Fix f r •, la succes- 
sione {fn} non converge. 

b. Con le notazioni del Teorema 1.1, sia ~ E A. L'applicazione 
z ~ ~ ~ un idempotente del semigruppo Hol(A, 4). Posta in Hol(Ll, ~) 
la topologia della convergenza uniforme sui compatti,  f genera  allora 
un semigruppo relat ivamente compatto in Hol(A, ~), cio~ la chiusura 
S(f)  di {f, f2 .... } per  la topologia della convergenza uni forme sui 
compatti  di ~ ~ compat ta  in S(f). 

c. Se S ( f )  c Hol(zl, 4), per il teorema di Montel S(f)  ~ com- 
patto. Quindi, se inoltre f E Aut A, risulta Fix f ~  Q. Nel qual caso 

S(f)  ~ un gruppo. 

Quanto osservato in b. ed in c. pub essere confrontato con il 
seguente risultato sui semigruppi topologici (cf. [6, 7]):  

Sia S un semigrup~po to~pologico campatto. Per f E S, ~;a S(f) 
l~ chiusura dell'insieme {f, if, ... } in S. S(f) ~ un semigmeppo com- 

patto abeliano per il qu~le v~lgono le af fermazioni  seguenti: 

a) S(f) contiene uno ed un solo idempotente, h. 

b) Se h ~ u n ' i d e n t i ~  in S(f), eio~ se gh ~ g per ogni g E S(f), 
allora S(f) ~ un gruppo, e f ~ invertibile in S(f). 

c) Se h ~ uno zero di S(f), cio~ se gh ~ h per ogni g E S(f), 
aUora la successione {f~} converge a h. 

w 2 .  - G L I  I D E M P O T E N T I  DI  Hol(D, D). 

A questo punto possiamo delineare pi~ ni t idamente il tema di 
questa relazione. Sia D un dominio limitato di uno spazio di Banach 
complesso C .  Con Hol(D, e )  indichiamo l 'insieme delle applicazioni 
olomorfe (cio~ differenziabili  secondo Fr~chet, od equivalentemente, 
analitiche secondo Gateaux e localmente limitate) di D in e .  Sia 
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H o l ( D , D ) : { f E  HoI(D, e )  : f(D) ~ D}. La topologia della conver- 

genza uniforrne locale nel semigruppo Hol(D, D) ~ definita nel modo 

seguente. 

Se H A un sottoinsieme di D, diremo che H ~ completamente 

interno a D, e scriveremo H e e D ,  se inf{ l[x--y[[  : x E H ,  
y E .e/D} > 0. La topologia della convergenza uniforme locale 

definita dalla convergenza uniforme sulle unioni f ini te  di dischi 

chiusi completamente interni a D .  

OSS~tVAZIONL d. Se {f"} converge puntualmente ad un ele- 
mento h E Hol(D, D), h ~ un idempotente di Hol(D, D). 

e. S i a f  E Hol(D, D), e sia S(f)  la chiusura di {f, p ,  ...} in 

Hol(D, e )  per  la topologia della convergenza uniforme locale. Sotto 

quali condizioni su D e su f r isulta S(f )  c Hol(D, D)? 

Se Fix f r O,  una condizione sufficiente ~ che D soddisfi il se- 

guente p~/ncip/o del massimo:  Se l E Hol(D, C )  e tale che l(D) c D 
e /(D)NOD ~ •, risulta l (D)c  aD. 

Ad esempio il dominio D ~ { z E ~ : se Im z ~ 0 ~ - -1  < Re z < 0 ) 

non soddisfa il principio del massimo. 

f. Se Fix f -~ Q, sotto quali condizioni esiste h E Hol(D, D) 
tale che Fix f---~ h(D)? Se cib accade, Fix f A connesso ed inoltre 
risulta 

(2.1)  / o h  ---- h .  

Viceversa, se due elementi f e h di Hol(D, D) soddisfano la (2.1), 

Fix  }' D h(D). 

g. La (2.1) ~ soddisfat ta  se la successione {f"} converge 
puntualmente  ad una funzione h E Hol(D, D). In tal caso risulta 

F ix  f ~ h (D). 

I l lustreremo ora alcuni risultati  concernenti gli idempotenti  di 

Hol(D, D) e, per  una f E Hol(D, D), la convergenza della successione 
{f~) per  la topologia della convergenza uniforme locale. Appliche- 

r e m o  questi risultati  alla ricerca dei punti  uniti di f. 

Sia h EHol(D,D) un idempotente, e sia xoEh(D). Differen- 

ziando l 'eguaglianza h .  h -~ -h  in xo, si vede che dh(xo) ~ un idem- 
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potente nell'algebra di Banach ~ ( ~ )  degli operatori lineari continui 

in ~. II teorema seguente concerne rinversione di questo risultato. 

TEOREMA 2.1. - S/a D limitato e soddisfi il principio del mas- 

simo. S/a f E Hol(D, D), con Fix  f r O, e s/a xo E Fix  f. Se df(xo) 
un idempotente in ~_ ( ~ ) ,  /a successione {f.} converge, per la 

topologia della convevgenza uniforme locale, ad un idempotente 
h E Hol(D, D). 

Poich4 vale la (2.1), per quanto visto in g. ~ Fix f--~ h(D). 

Risulta dh(xo)-~df(xo) ,  ed ~ noto che lo spettro dell'idem- 

potente dh(xo) di ~ ( e )  consta al pih dei punti  0 e 1, riducendosi 

al primo se, e solo se, dh(xo)-~O, ed al secondo se, e solo se, 

dh(xo) ~ I. Ne segue che Fix  f ~ { so } se, e solo se, Sp df(xo) -~- { 0 }. 
L'al t ro caso estremo, Sp df  (xo) ~ { 1 }, implica che df  (so) ---- I, e 
- -  per un teorema di H. Cartan - -  che f ( x ) ~  x per ogni x E D. 

w 3. - CONVF2~ZNZA Vl {f~}. 

Sia D un dominio limitato di C, sia f E HoI(D, D) tale che 

Fix f ~ ~, e sia x E Fix f. 

La limitatezza di D implica [4, Lemma IV.2.5, pp. 94-95] che il 

raggio spettrale o(df(x)) di dr(x) soddisfa la condizione o(df(x))<_ 1, 

cio~ lo spettro Sp dr(x) di dr(x) ~ tale che Sp dl(x)E ~. 

Se la successione {f"} converge ad un elemento di HoI(D,D) 

per la topologia della convergenza uniforme locale, il limite h~-limf" 

un idempotente del semigruppo HoI(D, D), e, per ogni x E Fix f, 

dh (x) -~- lira df ~ (x) ~ lira (dr (x))", per la topologia definita dalla 

norma di ~ (~), ~ un idempotente di :~ (~). 

Cosa pub dirsi dello spettro di dr(x)? 

Vale la proposizione seguente: 

PROPOSIZIONE 3.1. - Se la successione {f~} converge ad un ele- 
mento di Hol(D, ~ )  per Ia topologia della convergenza uniforme 
locale, e se Fix  f v~ ~ ,  e, per ogni x E Fix  f, 

(3.1) Sp df(x)  c ~ U { 1 }. 
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Inoltre, ~ Sp df(x)  c A oppure 1 ~ un  punto isolato di Sp df(x), nel 
quale la funzione risalvente ~ ~-~ ( 5 I -  dr(x)) -1 ha un polo del primo 

ordine. 

Le condizioni su Sp dr(x)  espresse dalla Proposizione 3.1 sono 
sufficienti  per la convergenza di {f"} ad un elemento di Hol(D, C )  
per la topologia della convergenza uniforme locale? 

La risposta, affermat iva,  ~ espressa dal seguente 

TEOREMA 3.2. - S/a f un'applicazione olomo~,fa di D in D avente 

un pun:to unito x E D. Se 

(3.2) Sp d/(x) c A, 

oppure se Sp df(x)N 0A = (1} e 1 ~ un punto isolato di Sp df(x) 
nel quale la funzione risolvente ~ ~ - + ( ~ I -  dr(x)) -1 ha un polo, allora 

la successione {f'} converge, per la tapologia della convergenza uni- 

fo~me locale, ad un'applicazione h E Hol(D, e )  tale che h(D) c D. 
Se D soddisfa il principio del massimo, h ~ un idempotente di 

Hol(D, D). 
Se vale la (3.2), r /su/ta h(D)---~{x} e F i x f =  {x}. 

I1 Teorema 3.2 - -  e precisamente il caso in cui vale la (3.2) 
d~ luogo alla seguente estensione del Teorema del punto fisso di 
Earle-Hamilton [4, Theorem V.5.2, p. 138]. 

TEOItEMA 3.3. - Se la chiusura S(f)  di {f,f_o .... } per la topo- 

logia della convergenza uni farme locale contiene un'applicazione 

g E Hol(D, D), tale che g(D) c c D, Fix f consiste di un  solo punto 
x, e la succession~ (f-} converge all'applivazione costante z ~ x per  

la topologia della convergenza uni forme locale. 

Se dr(x)  ~ un operatore compatto Sp d f ( x ) \ { O }  consta di auto- 
valori isolati con autospazi di dimensione finita, e quindi la funzione 
risolvente ha un polo (isolato) in ogni punto di S p d f ( x ) \ { O } .  

Ne segue il 

COROLLARIO 3.4. - Se dr(x)  ~ un operatore campatto, la succes- 

s~one {fn} converge per la tapologia della convergenza uni farmr 

locale se t e soltanto se t vale la (3.1), 
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In  par t ico lare ,  se lo spazio e ha  d imens ione  f ini ta ,  la succes- 

sione {f~} conve rge  in ogni  pun to  di D per  la topologia  della con- 

ve rgenza  u n i f o r m e  sui compa t t i  se, e so l tan to  se, tu t t i  gli au tova lor i  

di d r ( x )  h a n n o  modulo  minore  di uno oppure  1 ~ il solo au tova lo re  

di modulo  uno. 

SUMMARY. - -  Extending a classical result due to Wolff and Denjoy 
iterations of holomorphic maps of bounded domains in complex Banach spaces 
are investigated. 
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