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In6galit6s de Morse Holomorphes 
Singuli res 
By Laurent Bonavero 

ABSTRACT. We generalize Demailly's holomorphic Morse inequalities to the case of  a line bundle E 

equipped with a singular metric on an arbitrary compact complex manifold X. Our inequalities give an 

estimate of  the cohomology groups with values in the tensor power E | twisted by the corresponding sequence 

of  multiplier ideal sheaves introduced by Nadel. The allowed singularities are of  the following type: the metric 

is locally given by a weight exp(-q~) where (a ~ ~ l o g ( ~  ]f  j [2) with holomorphic f j .  As a consequence, 

we obtain a necessary and sufficient analytic condition, invariant by bimeromorphism, for  a manifold X to be 

Moishezon. This characterization improves a result given by Ji and Shiffman. We finally recall and improve 

some results of  Kolldr in order to show that the corresponding sufficient conditions obtained by Siu and 

Demailly in the smooth case are not necessary. 

1. Introduction 

L'objet de r travail est de g~n6raliser les in6galit~s de Morse holomorphes de J.-P. Demailly au 
cas d'un fibr6 en droites E muni d'une m6trique singuli~re au dessus d'une vari&6 complexe compacte 
X. Ces in~galit~s nous permettent de caract6riser analytiquement les vari6t~s de Moishezon. 

Avant d'6noncer nos propres r6sultats, faisons quelques rappels de notions et r6sultats bien 
connns: 

D~finition. Une varidt6 complexe compacte X de dimension n est de Moishezon si elle possbde 
n fonctions m6romorphes alg6briquement ind6pendantes. [B 

Une telle vari6t6 n'est pas tr~s loin d'etre projective comme l'illustre le r6sultat suivant de 
Moishezon [ 10]: 

Theorem. Une varidtd X est de Moishezon si et seulement si il existe une varidtd projective X et 
une application tx : X ~ X compos6e d'un hombre fini d'dclatements de centres lisses. [] 

Dans la lign6e de la c61bbre caract6risation analytique des vari6t6s projectives par Kodaira [8], 
Grauert et Riemenschneider conjecturaient une caract6risation analogue pour les vari&ds X de 
Moishezon, sous la forme de l'existence de certains fibr6s en droites ?a courbure semi-positive et 
g6n6dquement positive. 

Siu [14, 15] et Demailly [2] ont donn6 la r6ponse affirmative suivante: 
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Th6or~m.  X est de Moishezon d~s que X poss~de un fibrd E holomorphe de rang 1 muni d'une 
mdtrique hermitienne lisse dont la forme de courbure | ( E) vdrifie l'une des conditions suivantes: 

(i) O( E) est partout semi-positive et ddfinie positive en au moins un point. 

(ii) fX(<_I,E) | > 0 of 1 X (<  1, E) ddsigne l'ouvert de X des points oh la signature de 
0 ( E ) est d'indice infdrieur h I (c'est-h-dire les points ofz @)( E ) est non ddgdndrde et poss6de au plus 
une valeur propre strictement ndgative) . 

La preuve propos6e par Demailly repose sur ses in6galit6s de Morse holomorphes qui donnent 
une estimation des groupes de cohomologie de Dolbeault h valeurs dans les puissances tensorielles 
E | fonction d'int6grales de courbure [2]. 

Cependant, les conditions suffisantes donn6es par le th6orbme pr6c6dent ne sont pas n6cessaires 
en g6n6ral: Kollhr a donn6 des exemples de vari6t6s de Moishezon ne poss6dant pas de fibr6 big et nef 
dans le cadre des m6triques lisses, donc en particulier ne v6rifiant pas (i) (voir [9]) (rappelons qu'un 
fibr6 E est nef si pour tout e > 0 et toute m6trique hermitienne 09 sur X, E poss~de une m6trique 
lisse hE telle que Oh, (E) > -eo9 ; et que E est big si dim H~ E | > Ck n pour k > k0). 
Dans ce travail, nous d6taillerons la construction de KollS_r, donnerons une preuve 616mentaire de 
son affirmation et montrerons que sa construction permet aussi d'obtenir des vari6t6s de Moishezon 
ne poss6dant pas de fibr6 muni d'une m6trique lisse v6rifiant la condition (ii) (voir paragraphe 4). 

Dans le but d'obtenir une condition n6cessaire et suffisante pour qu'une vari6t6 soit de Moishe- 
zon, l'id6e est d'autoriser des singularit6s aux m6triques des fibr6s consid6r6s (cette id6e est d6jh 
pr6sente dans les travaux de Ji et Shiffman [7]). Plus pr6cis6ment, consid6rons un fibr6 E muni 
d'une m6trique singulibre h = I.I exp(-~b) off ~b est localement int6grable. La forme de courbure 
d'un tel fibr6 est alors naturellement un courant sur X, que l 'on note encore O(E) ,  courant donn6 
par la  (1, 1)-forme/00~b. 

Dans ce travail, nous d6montrons des in6galit6s de Morse holomorphes pour de tels fibr6s 
hermitiens singuliers. Ces in6galit6s donnent une estimation des groupes de cohomologie h valeurs 
darts les puissances tensorielles E | tordues par une suite d'id6aux Zk (h) naturellement associ6e 
aux poids exp(-k~b) : la suite des faisceaux d'id6aux multiplicateurs de Nadel. La pr6sence de ces 
faisceaux d'id6aux constitue le ph6nombne nouveau par rapport au cas off la m&rique est lisse. 

Le type de singularit6s autoris6es est le suivant : la m6trique est donn6e localement par un poids 
exp(-~b) off ~b(x) --~ ~ l o g ( ~  I f j  12), et o~ les f j  sont holomorphes [hypoth~se (S)]. Nous verrons 
plus loin en quoi cette restriction est naturelle. Notre r6sultat est le suivant: 

T h 6 o r b m  1.1. Pour tout fibrd F de rang r et pour tout q compris entre 0 et n, on a: 

q 

< - -  ( - 1 ) q O ( E )  n -+- o(k n) ~ ( - 1 ) q - J d i m H J ( X ' O ( E k | 1 7 4  (<q,E) 
j=0 

(avec dgalitd si q = n ), ofl X ( <  q,  E)  ddsigne l '  ou vert de X des points lisses de la mdtrique d'indice 
infdneur h q. 

On obtient comme application des conditions n6cessaires et suffisantes, invariantes par mor- 
phisme bim6romorphe, pour que la vari6t6 X soit de Moishezon. 

Donnons par exemple le: 

T h e o r e m  1.2. fine varidtd compacte X de dimension n e s t  de Moishezon si et seulement si il 
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existe sur X un courant T de bidegr6 (1, 1) tel que: 

(i) {T} �9 H2(X,  Z), 

(ii) T : i 00r § or, oh r vdrifie l'hypoth~se (S) et ot est un reprdsentant C ~176 de T, 

(iii) f X ( < l,r) Tn > 0 Oh l'intdgrale est prise sur les points lisses de T. 
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Remerciements : je  tiens gt remercier trbs sincbrement J.-P. Demailly ; ce travail, tant par le 
fond que par la forme, lui doit beaucoup. 

Les r~sultats des trois premikres parties de ce travail ont ~t~ annonc~s dans la note [1] 

2. Notations et 6nonc6 du r6sultat principal 

2.1. Notations 

Dans tout ce travail, X d6signe une vari6t6 complexe compacte de dimension n, E un fibr6 
holomorphe de rang un sur X, muni d'une m&rique h singulibre : h est donn6e localement par un 
poids e x p ( - r  oh r est dans L]o c (pour des d6finitions et exemples pr6cis, on renvoie ~ [3]). 

A (E, h), on associe pour tout entier k positif le faisceau d'id6aux des germes de fonctions 
holomorphes f telles que I f  12e-2kr est L]o c, faisceau que l 'on note Zk(h). Ce faisceau est connu 
sous le nom de "faisceau multiplicateur de Nadel" [11]. 

On fait enfin l'hypothbse suivante sur h (c'est-?a-dire localement sur r 

Hypoth~se (S) : 

dp s' ~crit localement: 

c 

oft les f j sont holomorphes, les ~.j sont  des fonctions rgelles positives C ~ ,  ~ est C ~ ,  et c est un 
rationnel positif  ou nuL 

Cette hypoth~se implique que la fonction r est presque plurisousharmonique (ce qui signifie que 
son hessien complexe est minor6 par une (1, 1)-forme ~ coefficients continus) et donc en particulier 
que le faisceau Zk (h) est un faisceau coh6rent d'apr~s un r6sultat de Nadel [ 11 ]. 

Remarque. C'est pr6cis6ment par des fonctions ayant ce type de singularit6s que Demailly ap- 
proche une fonction presque plurisousharmonique quelconque [4]. Ceci aura une importance capitale 
dans les applications et c'est en ce sens que cette restriction est naturelle. [ ]  

Pour un germe de fonction holomorphe f ,  le fait d'appartenir ~ Zk(h) 6qnivaut ~t certaines 
conditions d'annulation comme l'illustre l 'exemple suivant: 

Exemple : 

Plagons nous dans C n au voisinage de l' origine et posons: 

1 (iz112ol iz 12op)+ r = ~ log  + - . .  + 7t(z).  
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~J 03: Alors, Zk(tp)cn,0 est Ocn,o-engendrg par les IqP=I zj 

p 
- - > k .  

j=l  o~j 

On note enfin |  = /00q~ le courant de courbure de E, X(q, E) l 'ouvert  de X form6 
des points x au voisinage desquels tp est bom6e et | poss~de exactement q valeurs propres 
strictement n6gatives et n - q valeurs propres strictement positives; et finalement X ( <  q, E) = 
X(O, E) U . . .  U X(q,  E). 

L'hypoth6se (S) implique en particulier que le courant de courbure |  = /00~p est presque 
positif selon la terminologie de [3] (c'est-~-dire minor6 par une (1, 1)-forme ~ coefficients continus). 

2.2. Enonc~ du r~sultat principal 

Sous les hypotheses pr6c6dentes et si F d6signe de plus un fibr6 de rang r sur X, on a le  r6sultat 
suivant: 

T h 6 o r ~ m  2.1. Pour tout q compris entre O et n, on a: 

q kn f x  < ( -1)q|  n q- o (k n) E ( - 1 ) q - J  d imHJ (X'  (Q (Ek | F)  |  - r--M. (<q,E) 
j=0 

(avec 6galit6 si q = n). 

Comme dans le cas off la m6trique est lisse, on en d6duit les in6galit6s de Morse faibles: 

C o r o l l a i r e  2.2. Pour tout q compris entre 0 et n, on a: 

k n f x  - -  ( -1)qO(E)  n + o (k n) . d i m n q ( x ' O ( E k @ F ) @ ~ ' k ( h ) )  ~ r n ]  (q,E) 

2.3. Plan de la preuve 

La d6marche suivie est la suivante: 

a) apr~s ~clatement de X le long de sous-vari&6s d6finies par les singularit6s de h, on se ram~ne 
~t un fibr6 muni d 'une m6trique lisse ; on peut alors appliquer les in6galit6s de Morse holomorphes 
dans le ca sh  lisse ~t la vari6t6 obtenue )~. 

b) on relie les groupes de cohomologie stir X ~ ceux de X grace ~ l '&ude de la suite spectrale 
de Leray. 

3. D6monstration du Th~or~me 2.1 

3.1. Quelques remarques sur l'hypoth~se (S) 

L'hypoth~se (S) nous dit que les singularit6s de la m6trique h sont localis6es le long d'un 
ensemble analytique A, d6fini Iocalement par {xl V j, f j  (x) = 0}. Cet ensemble analytique n'est 
pas n~cessairement irr~ductible ct ses composantes irr~ductibles sont de dimension quelconque (celui 
de l'exemple du Sectionbona.secl.1 est de dimension n - p). 
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3.2. R6duction au cas lisse 

La r6duction au cas lisse consiste dans un premier temps h se ramener ~ une vari&6 X, obtenue 

en 6clatant X le long de centres lisses: J~ --~ X de telle sorte que la m6trique h = Jr*h sur le fibr6 
= n*E n'ait ses singularit6s qu'en codimension 1 (ou de telle sorte que le faisceau 5~(h) soit 

inversible). 

Dans un deuxi~me temps, nous appliquerons les in6galit6s de Morse dans le cas lisse. 

3.2.1. D6singularisation de Zk (h) 

a) Enongons la proposition suivante: 

Proposition 3.1. Sous les hypotheses prdcddentes, il existe une varidtd X et zr : X --> X une 
composde d'un hombre fini d'dclatements de centres lisses tels que E = Jr*E muni de la mdtrique 

singuli~re h = :r* h de poids local e -~ vdrifie la propridtd suivante: pour tout xo ~ X, il existe des 
Coordonndes holomorphes w] . . . . .  w~ centrdes en xo telles que: 

~(w) : c. ~ a j  log [gj(w) I + @(w) 
J 

o~ les aj sont des entiers >_ 0 et ofl les g j sont irrdductibles darts O yc,xo et ddfinissent des diviseurs 
lisses ~ croisements normaux. 

D~monstration. 

Observons d'abord qu'il e• un faisceau d'id6aux global Z, qui coincide avec la cloture 
int6grale du faisceau d'id~aux engendr~ par les f j  sur chaque ouvert off q~ s'6crit comme dans 

l'hypoth~se (S): en effet, 5~ est donn6 par: 

Zx = { f  ~ Ox,x ; 3C,  [f(z)l < C. exp( !q~(z ) )  auvoisinagedex} . 

Eclatons cet id6al Z de sorte que l ' image inverse zr-lZ.Ox, soit un faisceau inversible. Par le 
th6or~me d'Hironaka [5], on peut dominer cet 6clatement par une vari6t6 Jf obtenue par une suite 
d'6clatements de centres lisses dans X, et l ' image inverse de 2? est toujours inversible! 

Mais alors, la m6trique image r6ciproque sur Jr*E est donn6e par 

c ( E l   )lCJo l ---- ~ log ~.j 0 -[- ~ 0 n 

C 
_-  + + = 

off on a not6 g le g6n6rateur local du faisceau d'id6aux engendr6 par les f j  o zr. D6composons g en 

facteurs irr6ductibles dans O2,xo : g = I-Ij g~J. I1 suffit enfin d'appliquer ~ nouveau le th6orbme 

d'Hironaka pour rendre le diviseur d6fini par les gj h croisements normaux. [ ]  

b) Dans tout ce qui suit, les notations sont celles obtenues par application de la Proposition 3.1. 

Notons 27~(h) le faisceau d'id6aux des germes de fonctions holomorphes sur X telles que 
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[ f 12 e-2~ est L]o c. Cette condition s'6crit localement: 

I f l  2 
L )o c 117=, Igj[ 2caj~ 

soit encore, si pj d6signe l 'ordre d'annulation de f le long de {gj --- 0} : 2pj - 2cajk > - 2 ,  soit 
pj  > E(cajk)  (E(x) d6signe la pattie entEre de x). 

Notons bj,k = E(cajk),  et Dj le diviseur d~fini localement par gj = O. 

Nous venons de prouver le lemme suivant: 

Lemme 3.2. Sous les conditions prdcddentes, le faisceau d'id6aux Z~(h ) s'identifie au faisceau 
inversible de rang 1: 0 ( -  Y~j bj,k 1)j). 

C) Exemples 

Illustrons ce qui pr6c~de en reprenant les notations de l 'exemple du Section 2.1. Dans ces 
cas ~videmment simples, il n 'es t  nul besoin d'appliquer le th~or~me d 'Hironaka : on explicite 
directement le choix des 6clatements! 

(i) Si on suppose que tous les ot i sont 6gaux h a ,  alors Zk(q~)cn,0 est Ocn 0-engendr~ par les 

H;=I  Z~ j Oh: E j = I  p flJ - > ka  - p + 1, soit Zk(~P) = ~yTka-P+l off Y = {Zl = .. �9 = Zp = 0}. 

S i p  = 1, le faisceau d'id6aux est d6jh inversible, sinon 6clatons C n le long de Y. L'expression 
de la nouvelle mdtrique est donn6e dans la premiere carte par q~ (w) = ot log([w 1 I) + �89 log(1 + I w212~ + 

�9 .. + I wp 12a) si bien que Zk (q~) = O(-kot  D) o?a D est le diviseur exceptionnel de l '6clatement. I1 
suffit dans ce cas d 'un 6clatement en codimension p pour obtenir le rdsultat souhait6. 

(ii) Si ~b(z) = �89 log(Izl [ 2 + Iz212a) dans C ' ,  il faut cette fois ot 6clatements en codimension 2. 

En effet, 6clatons le long de {z~ = z2 = 0}. L'expression de la nouvelle m6trique est donn6e 
dans la premiere carte par q~ ( w ) = log (I w 1 l) + �89 log (1 + I w 1 to2 [ 2cr ) qui est de la forme voulue alors 

qu 'on  obtient dans la deuxi~me carte q'~(to) = log(Iw2 I) + �89 log(Iwl 12 + Iw2 [2(~-1)). On 6clate alors 
dans la deuxibme carte le long de {Wl = w2 = 0}. En r6pEtant ce proc6d6 a fois, on obtient une 
m6trique de la forme voulue en tout point. 

D6crivons le faisceau d'id6aux obtenu: notons, pour tout j compris entre 1 et or, Dj la trans- 

form6e stricte dans X du diviseur exceptionnel du j - i~me 6clatement. Alors Dj et D j+l se coupent 

transversalement et on a ~Tk(q~) = O ( - k D )  o6 D d6signe le diviseur h croisements normaux 

O = E j = I  jO: .  

3.2.2. 

On montre maintenant comment  appliquer les in6galit~s de Morse holomorphes classiques h 
et/~. Pour cela, la remarque suivante est essentielle" 

Remarque 3.3. N o t o n s  c = p- et supposons que k est un multiple du ddnominateur de c :  k = q U .  

On a Mors bj,k = cajk, et donc: q 
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oft D = p y~j aj [ ) je t :  

Ek@~.k( f l )  : (Eq ~ 0 ( - - [ ) ) )  | . 

De plus, le fibrd E = F,q ~ O(--D) est muni de la mdtrique produit naturelle donnde localement 
par le poids: n 

)( (z) = q .(o(z) - Z paj l~ lgJl = q" (P(z) . 
j=l 

Ainsi, E est muni d'une mdtrique hermitienne lisse. 

Cette remarque nous permet d'estimer les groupes de cohomologie qui nous int6ressent: les 
n q (X, O(~'k@P)@~.k (h)) qui s'identifient aux groupes de cohomologie de Dolbeault H q (f~, O(Ek@ 
F) | 0 ( -  ~-~j bj,kDj)). 

Proposition 3.4. On a pour tout k: 

q  nfx < - -  ( - 1 ) q O ( E )  n + o ( k  n) Z ( - - l ) q - J  dimH j (X, 0 (~,k | | ~: (/~)) _ rn  ! (<q,E) 
j=O 

oh l'intdgrale est prise sur les points lisses de la m6trique de E. 

D~monstration. 

D'apr~s la remarque pr6c6dente, on peut appliquer les in6galit~s de Morse de Demailly au fibr6 
/~, si bien que pour k = k'q, on a: 

q kin 
- -  ( - l ) q ~ ( E ) n - q - o ( k t n )  . Z( - - 1 )  q-j dimHJ (X, O ( E k  | ~') |  ( h ) )  < r n, (<q,/~) 

j=0 

Relions alors l'int~grale de courbure sur X ?~ une int6grale de courbure sur X. 

Comme | = q.| sur les points lisses de la m&rique de/~ si k = Uq (toujours d'apr~s 
la Remarque 3.3), on a: 

(<q,E) (<q,E) 

Notons alors S la r6union des diviseurs exceptionnels de zr : X --+ X ; S est n6gligeable pour 
la mesure de Lebesgue et on a: 

ff~(<q,~) (~ (~)n ~ fff(<q,E,)\S ~ (~)n ~ ff~(<q,E)\S (~) (y~* E)n 

= f2(<_q,~)\sZr*(|174174 

On a donc pour les entiers k multiples d'un entier fixe: 

q k n f x  < - -  ( - 1 ) q O ( E )  n q- o(k n) Z ( - 1 ) q - J  dim H j ()~, O (/~k @/~) @ ~k (]/)) r n! (<q,E) 
j=0 
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off l'int6grale est prise sur les points lisses de la m6trique de E. 

Pour terminer cette preuve, il suffit de montrer que l'esfimation pr6c6dente est valable sans 
restriction sur k. 

En reprenant les notations du Lemme 3.2 et en posant c = P, on a, pour k = ktq + r: 

bj,k = p a j k  I q- r ~ 

off r tne prend qu'un nombre fini de valeurs enti~res ; on a alors: 

: . ~ | 1 7 4  = E q | 1 7 4 1 7 4  
J J 

= G O - k ' p y ~ a j D j  |  

J 

On raisonne alors comme pr6c6demment: on munit F d'une m6trique lisse quelconque tandis que 
(/~q)k' | ( .9( -k 'p  ~ j  a j D j )  est muni de la m6trique lisse naturelle donn6e localement par q .~ ( z ) .  

3.3. Lien entre cohomologie sur X et cohomologie sur X 

Pour achever la preuve du Th6or~me 2.1, il reste h relier les groupes H q (X,  O ( E  k ~ F)  |  (fO) 
de la Proposition 3.4 et les H q (X, O ( E  k | F) | Zk(h)) qui nous int6ressent directement. 

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante: 

Proposition 3.5. 11 existe un fibr6 F et un entier ko tels que pour tout k >_ ko, on a un isomor- 
phi  s m e : 

n q (f~, 0 (~k ~ 17) @ ~k (h)) -~ n q (X, O (E k @ F) ~ ~T,k(h)) . 

Cette proposition achbve bien entendu la preuve du Th6or~me 2.1 ! 

3.3.1. Un lemme de changement de variables 
~ ~ 

On relie ici Ik (h) et Zk (h) en prouvant le r6sultat suivant: 

Lemme 3.6. II existe un fibrd L sur f~, inddpendant de k, de rang 1 tel que: 

D~monstration. 

Supposons dans un premier temps que 7r consiste en l'6clatement le long d'une sous-vari6t6 Y, 
et soit x0 ~ Y. 
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Soit U un voisinage de x0 dans X sur lequel E est trivialis6. 

Alors pour toute fonction holomorphe f sur Jr -1 (U),  on a l '6galit6: 

ceci d 'apr~s la formule de changement de variables z = st(w), la notation f ( s r  -1 (z)) &ant sans 
ambigu'fl~, m~me pour z dans Y car f est constante stir les fibres de st. 

On en d~duit dans ce cas, s i s  est la codimension de Y: 

Le passage au cas g~n6ral off sr est une compos6e tinie d '6clatements de centres lisses ne pose 
pas de difficult6s. [ ]  

On d6duit imm6diatement de ce lemme le: 

C o r o l l a i r e  3.7. I1 existe un librd L sur ~i, inddpendant de k, de rang 1 tel que: 

3.3.2. Etude de la suite spectrale de Leray 

Consid6rons la suite spectrale de Leray associ6e au faisceau (_9(/? k | F )  | Z/r 

D'apr~s l '&ude pr6c6dente, il suffit de montrer, grace au th6or~me de Leray, que les images 
directes sup6rieures sont nulles, soit: 

Lemme 3.8. On a pour tout q >_ 1 et k > ko: 

D6monstration du Lemme 3.8. 

Supposons dans un premier temps que Jr est l '6clatement du point x0 c X. 

Alors R q rr.5[k (f~) | O(L )  est un faisceau "gratte-ciel" dont la seule fibre 6ventuellement non 
nulle est celle au dessus de xo, Fk,xo, donn6e par: 

Fk,xo ~- lim H q (7t-](U),~k (h)| . 
xoEU 

Pour U ouvert de Stein, notons/ . ]  = zr -1 (U). Alors U est 1-convexe et on a une projection 
naturelle p : U ~ ~n-1 sur le diviseur exceptionnel. I1 existe alors des entiers d et d ~ tels que: 

Affirmation 1 L'entier  d est positif. 
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D~monstrat ion .  

En effet, le fibr6 27k(h) | O(L)  est de la forrne O(-k~_, j  a jDj )  ofa les aj sont positifs et off 

l 'un des Dj est le diviseur exceptionnel; il suffit alors de se rappeler que O ( - D ) I o  ~-- O?n-~ (1). [~ 

I1 reste donc ?a montrer: 

Aff irmat ion 2 On a pour q > 1, pour d > 0 et pour k _> k0: 

n q  (ffJ, p*(Qw-l ( k d + d ' ) l o ) = O .  

D~monstrat ion .  

Pour kd + d '  + n > 0, le fibr6 K~,, l | 0~-~ (kd + d') sur I? n-1 est muni d 'une m&rique 

lisse ~ courbure dtfinie positive. Le fibr6 p*(K~,_~ | 0~-~ (kd + dZ)) muni de la mttrique image 

rtciproque est donc positif sauf dans la direction des fbres. En le tensorisant par le fibr6 trivial muni 
de la mttrique exp(-Isr(w)12), on obtient alors un fibr6 positif. 

Comme U est faiblement pseudo-convexe, on en d6duit par les estimations L 2 de H6rmander 
(voir par exemple [13] ou [12]) que, pour q > 1: 

( ( , ) ) _o  H n'q ~J,p* O?.-,(kd+d')| If; 

d'ofi le r6sultat. 

I1 reste enfin le cas off on 6clate X le long d 'une sous-vari&6 Y de codimension s: alors, cet 
6clatement est isomorphe localement au produit de l ' tclatement d 'un point en dimension s par Y. 
On se ram~ne au cas prtctdent  par la formule de Ktinneth: en effet, cette dernibre affirme que si l 'on 
choisit U = U'  x U" off U '  est un voisinage de x0 dans Yet  U" un voisinage de ztro dans C s, on 
a" 

Hq(7"s ) 
~ Hi (Yl:-I (Ut')'~k ([1) ~o(g)br-l(u,,))*nJ (Ut, Ou') 

i+j=q 
off ~ dtsigne le produit tensoriel compl&6. Si U est Stein, tous les termes sont nuls sauf celui pour 
i = q et j = 0 qui nous ram~ne ~t la situation dtj~ &udite. 

4. Caract~risat ion analyt ique  des vari~t~s de M o i s h e z o n  

Dans la lignte des conditions suffisantes donntes par Y.-T. Siu et J.-P. Demailly pour caracttriser 
les vari~t~s de Moishezon, on obtient ici la caract&isation analyfique suivante: 

T h e o r e m  4.1. Une vari6t6 compacte X de dimension n est de Moishezon si et seulement si il 
existe sur X un courant T de bidegr6 (1, 1) tel que: 

(i) {T} ~ H2(X, Z), 

(ii) T = i O-gdp + a, o3 cp v6dfie l'hypoth~se (S) e ta  est un repr6sentant C ~176 de T, 

(iii) fX(<I,T) Tn > 0 o3 l'intdgrale est prise sur les points lisses de T. 
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D6monstration. 

Supposons donc que X possbde un courant T vErifiant (i), (ii) et (iii). Alors il existe un 
fibre holomorphe E de rang 1 sur X muni d 'une m&rique hermitienne singulibredont le courant 
de courbure est donne par T. On dEduit comme dans le cas lisse que la vari&E X donnEe par la 
Proposition 3.4 est de Moishezon : en effet, le fibre/~ a sa dimension de Kodaira 6gale f in car 
f2(_<l,~) | > 0. On en dEduit que X est de Moishezon car bimEromorphiquement Equivalente 

5 2 .  

REciproquement, si X est de Moishezon, il existe une composEe d 'un hombre fini d'Eclatements 

de centres lisses X --~ X avec X projective. Si ~ est une (1, 1) forme C ~176 dEfinie positive sur )~ 
telle que {~} ~ H2()~, Z), et si w e s t  une (1, 1) forme C ~ dEfinie positive sur X, alors il existe 
une constante A > 0 telle que & >_ A/z*o~, donc le courant T = /z.~b vErifie : T > Aw. Par le 
thEor~me d'approximation des courants de Demailly [4], il existe un courant T t E {T}, vErifiant (ii) 
- c'est-fi-dire ayant localement les singularitEs de l 'hypothbse (S) - tel que T' >_ A / 2 .  w. Afortiori,  
T t vErifie (iii). [] 

On retrouve aussi le rEsultat suivant, dEmontrE indEpendamment par Ji et Shiffman [7]: 

Th6or~m 4.2. Une varidt~ compacte X de dimension n e s t  de Moishezon si et seulement si il 
existe sur X un courant T de bidegrd (1, l) tel que: 

(i) {T) e H2(X,  Z), 

(ii) T > O, ce qui signifie qu 'il existe une (1, 1) forme w ddfinie positive, C ~176 sur X telle que 
T - co est un courantpositis 

D6monstration. 

Supposons que X poss~de un courant T vErifiant (i) et (i i). Alors, par le thEorbme d' approximation 
des courants, il existe un courant Te sur X, dans la m~me classe de cohomologie que T, ayant lo- 
calement les singularitEs de l 'hypothbse (S) et telle que Te - (1 - e)w est un courant positif. Alors 
X(q ,  T~) = 0 pour q >_ 1 et on conlut fi nouveau comme dans le cas lisse, que X, donc X, est de 
Moishezon. 

La rEciproque a dEj~ EtE vue dans la demonstration du ThEor~me 4.1. [ ]  

Ces deux rEsultats illustrent l'intEr~t de travailler avec des mEtriques singulibres ; nous allons 
montrer en effet dans la prochaine pattie que les conditions de semi-positivit6 donnEes par Demailly 
et Siu rappelEes dans l 'introduction ne sont pas en gEnEral nEcessaires. 

5. Exemples dans le cadre des m6triques lisses 

Avant d'Enoncer le rEsultat principal, nous allons rappeler en detail la construction de KollS.r 
esquissEe dans [9]. 

5.1. La construction de J. Kolldr 

La construction qui suit exhibe une famille de vari6t6s de dimension 3 complexe d6pendant 
d 'un parambtre entier m. 

Prenons Q c ~3 une quadrique lisse, donn6e par exemple par l'6quation homog~ne xy  = zt, 
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off [x : y : z : t] sont les coordonn6es homog6nes sur ]?3. 

On a un isomorphisme pl  x PJ _~ Q c p3 donn6 explicitement par: 

( ~1 x ~ l  __+ Q c ] ~ 3  

q9 : ([/gO : U l ] ,  [UO : Vl ] )  b-->" [UO1)O : U l l )  1 : U o U  1 : g lUO]  

Notons L1 : go([0 : 1] • p1) : {x = z = 0} et L2 : ~o(~ 1 • [0 : 1]) = {x = t = 0}. 
On a 6videmment Li �9 Li  : 0, et L~ - L2 = 1. De plus, tout diviseur D de Q est num6riquement 
caract6ris6 par un couple d'entiers (a, b) donn6 par l'intersection de D avec L~ et L2 : (a, b) = 
(D �9 L1, D �9 L2) 6 Z 2. Ce couple est appel~ le type de D. 

E x e m p l e  : le diviseur canonique KQ est  de type ( - 2 ,  - 2 ) .  

Affirmation 1: Pour tout n et  m entiers positifs,  il existe une courbe lisse Cn, m de type (n, m). 

Une telle courbe est  de genre gn,m = (n - 1)(m - 1) et de degrg n + m. 

D~monstration. 

L'existence de Cn,m r6sulte du fait que O(n ,  m)  = pr~O(n) | pr~O(m) est tr~s ample sur 
p1 x p l .  

Le calcul du genre est donn6 par la formule classique 2gn,  m -- 2 = Cn,m �9 (Cn,m 4- K Q ) .  Ici, 
Cn,m �9 Cn,m = 2nm et Cn,m " KQ : - 2 ( n  + m). [ ]  

Eclatons ]P 3 le long de Cn,  m : on obtient une vari&6 projective X, et un morphisme 3~ -% p3. 
Notons En,m le diviseur exceptionnel de l'6clatement : En,m ~ ]P(Ncn,m/?3). Le groupe de Picard 

de 3~ est Z 2 et est engendr6 par 7r~O73 (1) et O(En,m) .  

Si Q d6signe la transform6e stricte de Q,/~i celle de Li ,  alors le type du fibr6 normal NO/y; de 

dans 3~ est donn6 par l'affirmation suivante: 

Affirmation 2: on a ." NO_/y; �9 1~1 = 2 - n e t  NO/y; �9 lf,2 = 2 - m 

D~monstration. 

La suite exacte 

0 ~ T Q  ---> TXIo  " --+ NO_/~ --> 0 

donne l'6galit6 : NO/y; KO_ K2[O_ avec Ky; * K : - -  : 7r l p3 q- O ( E n , m ) .  

D e  l~t : NO_/y; �9 f~i = K 0 �9 L i  - -  7r~ K/?3 �9 Z i  - O ( E n , m )  �9 Z i  : K Q  �9 L i  - K1?3 �9 L i  - C n , m  " L i .  

Or, K Q  = O173(--2)10 e t  K173 = 0 / ? 3 ( - 4 ) .  

Le r6sultat s 'en suit imm6diatement. [ ]  

Comme cas particulier de l'affirmation pr6c6dente, considErons le cas off n = 3. La restriction 
/S1 du fibr6 NO/y; est donc isomorphe au f i b r 6 0 ~  ( - 1 ) .  

71"2 , , 
I1 existe donc une vari&6 Xm et une application 3~ --+ Xm de sorte que zr2 est 1 6clatement d u n e  

courbe lisse rationnelle Cm, de fibr6 normal projectivement trivial tel que le diviseur exceptionnel 
de 7r 2 est exactement Q. 
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Evidemment, Xm est bim6romorphiquement 6quivalente ?~ ]?3 done est de Moishezon. De plus, 
le groupe de Picard de Xm est Z. 

5.2. Deux propri~t~s de X m 

Theorem 5.1. On ales deux assertions suivantes: 

(i) si m est strictement plus grand que 3, Xm ne possbde pas de tibr6 holomorphe de rang 1 h la 
lois big et nef (rappelons que Les t  ne f  signitie ici que pour tout e > 0 et toute m6trique hermitienne 
w surX, L poss~de une m6trique lisse h~ telle que Ohe(L) >_ --Eo9). 

(ii) Si m est strictement plus grand que 5, Xm ne possbde pas de fibr6 holomorphe L de rang 1 
muni d'une m6trique hermitienne lisse h telle que la forme de courbure v6rifie: 

f x  ( ~ h ( L )  3 0 .  > 
(_<I,L) 

L'affirmation (i) est due h KollS_r, nous en donnerons une preuve 616mentaire, tandis que (ii) 
est nouveau h notre connaissance. 

5.2.1. D~monstration de (i) 

Soit L un fibr6 holomorphe de rang 1 sur Xm, que l 'on suppose non trivial (le fibr6 trivial, bien 
que nef, n 'es t  pas big!). 

I1 existe des entiers k et I tels que : rr~L = yr~O~3 (I) - O(kE3,m). 

Comme/S1 est une fibre de zr2, on a : : r fL  -/Sl = 0. On en d6duit la relation I = 3k et done: 
rr~L = k (3y r~O?3  (1)  - O ( E 3 , m ) ) ,  Ofl k est un entier non nul (sinon L serait trivial). 

En particulier, si P e s t  une fibre de rq dans 3~, on a les  calculs d'intersection suivants: 

{ rr~L./S2 = k(3 - m) 

P = k 

On en d6duit que pour m > 3, n~L n 'es t  pas nef (sinon son intersection avec toute courbe serait 
positive ou nulle). On conclut alors facilement que L n 'est  pas nef. [ ]  

5.2.2. D~monstration de ( i i )  

Notons dans la suite E le g6n6rateur du groupe de Picard de X m tel que rr~E = zrtO?3 (3) - 
O(E3,rn). 

Affirmation 3: On a H~ E | = O pour tout entier k < 0 et done le fibrd E est big. 

D6monstration. 

Cet espace de cohomologie s'identifie ~ l 'espace des sections de O73(3k) qui ont un p61e 
d'ordre inf6rieur ou 6gal ?~ Ikl le long de C3,m. Mais alors, une telle section se prolonge en une 
section holomorphe de O~,3 (3k) qui doit ~tre nulle car k < 0. 

Ainsi, la dimension d 'f i taka de - E  est - ~ .  Comme Xm est de Moishezon de groupe de Picard 
Z, Xm poss~de un fibr6 big qui n 'est  pas - E ,  c 'es t  done que/2 est big. 
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Affirmation 4: On a KXm = -2s  

D~monstration. 

On a K 2 = Jr~Kxm + O ( Q )  par construction. Si comme pr~c~demment, F d~signe une fibre 

* P - 2 ,  ce qui donne le r6sultat car rr~s F 1. [ ]  de J r l , o n e n d M u i t q u e J r  2Kxm �9 = �9 = 

Corollaire. On a H 3 ( Xm, s174 = 0 pour tout entier k > -2 .  [] 

D6monstration. 

On a dim H 3 ( X m , / : |  : dim HO(Xm, ~|  par dualit6 de Serre et l 'Affirmation 4. Le 
r6sultat s 'en suit par l 'Affirmation 3. [ ]  

On est en mesure de passer ?a la preuve de ( i i )  : raisonnons par l 'absurde et supposons que s 
poss~de une telle m6trique. D'apr~s les in6galit6s de Morse holomorphes de Demailly, il existe une 
constante C strictement positive telle que: 

dimHO (Xm, s174 - d imHl (Xm, ]"_.. | > Ck 3 +o(k3) .  

Or, on a ici: 

k 3 
dimH ~ (Xm,~-~ | - d i m H  1 (Xm, s | + d i m H  2 (Xm,s | :- (c1 (s 3) 6 -}- ~ (k3) �9 

I1 suffit donc de montrer pour obtenir la contradiction cherch6e que pour m > 5, on a: Cl (s < 0. 

Or 

Cl(/~) 3 =Cl (7r~O~3(B)--O(E3,m)) 3 

=Cl ((Q~3(3)) 3 -  3 ~,~3m c' (~O~3(3)) 2 -t- 3 -,~ Cl (7r~O,3(3))ACl (O(E3,m)) 2 -  E 3 3,m " 

On a ~videmment Cl (Oy3 (3)) 3 = 27 et 

[ Cl (7r{O~73(3)) 2 = 0 .  
dE 3,m 

Pour les deux derniers termes, on commence par remarquer que Cl (O(E3,m))le3, m est ~gale 

- h  of 1 h = cl ( O?( Nc3,m/?3 ) (1) ) d6signe la classe fondamentale de l '6clatement. 

On en d6duit que: 

f_ Cl (7r~O~3(3))A Cl (O (E3,m))2 =- f_ 7r~Cl (Op3(3))A h 
dA dL 3,m 

= -- [ Cl (O~3(3)) = --3(3 + m), 
dC 3,m 

la demi~re 6galit6 venant du fait que C3,m est de degr6 3 + m dans ~3 (rappelons que O~,3 (1)IQ = 
O(1, 1)). 
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Finalement, il reste ~ calculer E33,m . Pour c e l l  rappelons que h v6rifie la formule fondamentale 
suivante: 

qui se r6duit ici ~ h 2 - * c  ""'* "h 0. -- jI 1 11,1u C3,,n/~3) : 

I1 vient alors: E33,m = fE3�9 h2 = fE3.., zr 1. Cl t~N*C3,m/~ 3 )'h = fc3,~ Cl (Nc3,m/73).* 

Or la suite exacte: 

0 --+ TC3,m --+ T173~3,~,~ --~ NC3,m/U --~ 0 

f C 3 , m C l ( g f 3 , m / ] ~ 3 ) : f f 3 . m  

donne de suite: 

I1 reste finalement: 

Cl ( O U ( - 4 ) )  - 2g3,m + 2 = - 6 -  8m . 

c1(s = 2 7 -  2 7 -  9m + 6 +  8m = 6 - m ,  

quantit6 n6gative ou nulle d~s que m > 5. 

6. Une question et un d~but de r~ponse 

Dans ce dernier paragraphe, ind6pendant de ce qui pr6c~de, on se donne une vari&6 X complexe, 
compacte de dimension n, E un fibr6 de rang 1 et F u n  fibr~ de rang r sur X. 

On conjecture alors le r6sultat suivant: 

Conjecture. On a pour tout q compris entre 0 et n: 

d i m H q ( X , E ~ |  E k ) + o ( k n )  . 

[] 

Cette conjecture est motiv6e par le r6sultat partiel suivant: 

Th6or~m 6.1. On a: 

d i m H q ( X ,  E k |  E k ) + o ( k  n) 

dans les cas suivants: 

(i) pour tout q compris entre 0 et n si X est de Moishezon (et donc en particulier si X est 
projective), 

(ii) pour q = 0 et q = n si X est quelconque, 

(iii) pour tout q compris entre 0 et n si X est une surface. 
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6.1. D~monstra t ion  dans  le cas X project ive  

6.1.1. Le cas r - 1 

L e m m e  6.2. Soit D u n  diviseur effectif irrdductible lisse, alors: 

d i m H q ( X ,  E k | 1 7 4  E k |  . 

D~monstrat ion .  

Consid&ons la suite exacte: 

0-+ Ek | F | O ( - D )  --~ Ek | F -+ Ek | FID ~ 0 . 

Comme on a dim H q (D, E k | F ID) = o (k n) car D est de dimension n - 1 [2], la suite exacte longue 
de cohomologie donne de suite le r6sultat. [ ]  

Maintenant, si X est projective, tout fibr6 de rang 1 est de la forme O(D1 - D2) off D1 et D :  
sont effectifs, lisses et irr6ductibles. Le lemme pr6c6dent appliqu6 deux fois conclut le cas r ----- 1, 
X projectif. [ ]  

6.1.2. r que l conque  

Soit L un fibr~ ample de rang 1 sur X et consid6rons pour m entier posi t i f  les sections s : 
L -m ~ C r -+ F. 

Pour m assez grand, et x0 E X fix6, il existe une telle s de sorte que Sxo soit un isomorphisme 
et donc de sorte que s soit g6n6dquement un isomorphisme. 

En notant coker s = F / s (L  -m | C r) le faisceau conoyau, on a la suite exacte de faisceaux: 

0 --~ E k | L -m | C r ~ E k | F ~ E k | coker s ~ 0 ,  

sachant que coker s est h support dans un ensemble analytique de codimension _> 1. 

On a donc comme pr6c6demment dim Hq (x ,  E k | coker s) = o(kn). 

En passant h la suite longue de cohomologie: 

d i m H q ( X ,  E k |  = d i m H q ( X ,  E k | 1 7 4  

= r . d i m H q ( X ,  E k |  q -o(k  n) 

= r . d i m H q ( X ,  E k ) + o ( k n )  . 

Ceci ach~ve la preuve du cas X projective, et du m~me coup celui off X est de Moishezon: dans 

ce cas, il  existe en effet une compos6e d 'un  nombre fini d '6clatements de centres lisses X --~ X avec 
projective et l ' i somorphisme d6jfi rencontr6: 

Hq(X,  L ) ~_ Hq (ff ,  zr*L) 

donne le r6sultat. 
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6.2.  D 6 m o n s t r a t i o n  d e s  eas  q = 0 e t  q = n 

Par dualit6 de Serre, il suffit de traiter le cas q = 0. 

Si la dimension de Kodaira de E, x ( E ) ,  est diff6rente de n, l'6galit6 h montrer est triviale car 
les deux dimensions consid6r6es sont des o(kn-1), sinon la vari&6 X est de Moishezon,  cas trait6 
pr6c6demment. 

6 .3 .  C a s  o / l  X e s t  u n e  s u r f a c e  

C'est un corollaire imm~diat du point pr6c6dent pour les cas q = 0 et q = 2 et de l'6galit6 des 
caract6ristiques d'Euler: 

x(x, Ek| Ek)+o(kn) , 

pour le cas q = 1. 
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