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Inégalités de Morse Holomorphes
Singulieres

By Laurent Bonavero

ABSTRACT.  We generalize Demailly’s holomorphic Morse inequalities to the case of a line bundle E
equipped with a singular metric on an arbitrary compact complex manifold X. Our inequalities give an
estimate of the cohomology groups with values in the tensor power E Ok rwisted by the corresponding sequence
of multiplier ideal sheaves introduced by Nadel. The allowed singularities are of the following type: the metric
is locally given by a weight exp(—¢) where ¢ ~ 51og(3_1f; 12) with holomorphic f ;. As a consequence,
we obtain a necessary and sufficient analytic condition, invariant by bimeromorphism, for a manifold X to be
Moishezon. This characterization improves a result given by Ji and Shiffman. We finally recall and improve
some results of Kolldr in order to show that the corresponding sufficient conditions obtained by Siu and
Demailly in the smooth case are not necessary.

1. Introduction

L’objet de ce travail est de généraliser les inégalités de Morse holomorphes de J.-P. Demailly au
cas d’un fibré en droites E muni d’une métrique singuliére au dessus d’une variété complexe compacte
X. Ces inégalités nous permettent de caractériser analytiquement les variétés de Moishezon.

Avant d’énoncer nos propres résultats, faisons quelques rappels de notions et résultats bien
connus:

Définition. Une variété complexe compacte X de dimension n est de Moishezon si elle posséde
n fonctions méromorphes algébriquement indépendantes. ]

Une telle variété n’est pas trés loin d’étre projective comme I’illustre le résultat suivant de
Moishezon [10]:

Théorem. Une variété X est de Moishezon si et seulement si il existe une variété projective X et
une application y : X — X composée d’un nombre fini d’éclatements de centres lisses.

Dans la lignée de la célebre caractérisation analytique des variétés projectives par Kodaira [8],
Grauert et Riemenschneider conjecturaient une caractérisation analogue pour les variétés X de
Moishezon, sous la forme de 1’existence de certains fibrés en droites a courbure semi-positive et
génériquement positive.

Siu [14, 15] et Demailly [2] ont donné la réponse affirmative suivante:
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Théorem. X est de Moishezon dés que X posséde un fibré E holomorphe de rang 1 muni d’une
métrique hermitienne lisse dont la forme de courbure ® (E) vérifie I'une des conditions suivantes:

(i) ©(E) est partout semi-positive et définie positive en au moins un point.

@i} fX(<1,E) O(E)" > 0 ot X(< 1, F) désigne I'ouvert de X des points ot Ia signature de
©(E) est d’indice inférieur 4 1 (c’est-a-dire les points ol ©(E) est non dégénérée et posséde au plus
une valeur propre strictement négative) .

La preuve proposée par Demailly repose sur ses inégalités de Morse holomorphes qui donnent
une estimation des groupes de cohomologie de Dolbeauit & valeurs dans les puissances tensorielles
E®* en fonction d’intégrales de courbure [2].

Cependant, les conditions suffisantes données par le théoréme précédent ne sont pas nécessaires
en général: Kollar a donné des exemples de variétés de Moishezon ne possédant pas de fibré big et nef
dans le cadre des métriques lisses, donc en particulier ne vérifiant pas (i) (voir [9]) (rappelons qu’un
fibré E est nef si pour tout € > O et toute métrique hermitienne w sur X, E posséde une métrique
lisse k. telle que ©, (E) > —ew ; et que E est big si dim HYX, E®) > Ck" pour k > kp).
Dans ce travail, nous détaillerons la construction de Kolldr, donnerons une preuve élémentaire de
son affirmation et montrerons que sa construction permet aussi d’obtenir des variétés de Moishezon
ne possédant pas de fibré muni d’une métrique lisse vérifiant la condition (i7) (voir paragraphe 4).

Dans le but d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une variété soit de Moishe-
zon, I’idée est d’autoriser des singularités aux métriques des fibrés considérés (cette idée est déja
présente dans les travaux de Ji et Shiffman [7]). Plus précisément, considérons un fibré E muni
d’une métrique singuliere 4 = |.| exp(—¢) ol ¢ est localement intégrable. La forme de courbure
d’un tel fibré est alors naturellement un courant sur X, que 1’on note encore ® (E), courant donné
par la (1, 1)-forme 7’#354{).

Dans ce travail, nous démontrons des inégalités de Morse holomorphes pour de tels fibrés
hermitiens singuliers. Ces inégalités donnent une estimation des groupes de cohomologie a valeurs
dans les puissances tensorielles F ®k  tordues par une suite d’idéaux Zy (h) naturellement associée
aux poids exp(—k¢) : la suite des faisceaux d’idéaux multiplicateurs de Nadel. La présence de ces
faisceaux d’idéaux constitue le phénomene nouveau par rapport au cas ou la métrique est lisse.

Le type de singularités autorisées est le suivant : la métrique est donnée localement par un poids
exp(—¢) ol ¢ (x) ~ 5 log(3>_ I f; %), et ot les f "+ sont holomorphes [hypothése (S)]. Nous verrons
plus loin en quoi cette restriction est naturelle. Notre résultat est le suivant:

Théoreém 1.1. Pour tout fibré F de rang r et pour tout q compris entre 0 et n, on a:

q n
3 (=17 dim HY (X, o (Ek ® F) ®Ik(h)) < rk-‘ / (—=D4O(E)" + o(k")

(avec égalité siqg = n), ou X (< q, E) désigne I’ouvert de X des points lisses de 1a métrique d’indice
inférieur a q.

On obtient comme application des conditions nécessaires et suffisantes, invariantes par mor-
phisme biméromorphe, pour que la variété X soit de Moishezon.

Donnons par exemple le:

Théorém 1.2. Une variété compacte X de dimension n est de Moishezon si et seulement si il
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existe sur X un courant T de bidegré (1, 1) tel que:
@(T) € H*(X, D),
)T = %85{1& + a, ot ¢ vérifie I’hypothése (S) et « est un représentant C*° de T,

(iii) |, X(<1.T) T" > 0 ou I'intégrale est prise sur les points lisses de T .

Remerciements : je tiens a remercier trés sincérement J.-P. Demailly ; ce travail, tant par le
Jond que par la forme, lui doit beaucoup.

Les résultats des trois premiéres parties de ce travail ont été annoncés dans la note [1]

2. Notations et énoncé du résultat principal

2.1. Notations

Dans tout ce travail, X désigne une variété complexe compacte de dimension n, E un fibré
holomorphe de rang un sur X, muni d’une métrique h singuliére : % est donnée localement par un
poids exp(—¢) ot ¢ est dans L 110 . (pour des définitions et exemples précis, on renvoie a [3]).

A (E, h), on associe pour tout entier k positif le faisceau d’idéaux des germes de fonctions
holomorphes f telles que | f|?e~2¢ est Ll1 oc» faisceau que I’on note Zy (h). Ce faisceau est connu
sous le nom de “faisceau multiplicateur de Nadel” [11].

On fait enfin I’hypothése suivante sur h (c’est-a-dire localement sur ¢):

Hypothese (S) :

¢ s’écrit localement:
¢
¢ = Elog(Z)\j |f]|2) + ¢

ou les f; sont holomorphes, les X ; sont des fonctions réelles positives C*, ¥ est C*, et c est un
rationnel positif ou nul.

Cette hypothese implique que la fonction ¢ est presque plurisousharmonique (ce qui signifie que
son hessien complexe est minoré par une (1, 1)-forme a coefficients continus) et donc en particulier
que le faisceau Zy (k) est un faisceau cohérent d’apres un résultat de Nadel [11].

Remarque. C’est précisément par des fonctions ayant ce type de singularités que Demailly ap-
proche une fonction presque plurisousharmonique quelconque [4]. Ceci aura une importance capitale
dans les applications et c’est en ce sens que cette restriction est naturelle. O

Pour un germe de fonction holomorphe f, le fait d’appartenir & Z;(h) équivaut a certaines
conditions d’annulation comme 1’illustre 1’exemple suivant:
Exemple :

Plagons nous dans C* au voisinage de l'origine et posons:

1 o
$(2) = 5 log (1z1|2“1 o [z 7) + v @
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Alors, Ti(¢)cn g est Ocn g-engendré par les ]_[j’f:l zfj ouw:

14

1
Z’BJ+ >k.
=1 %

On note enfin O(E) = 7’[485¢ le courant de courbure de E, X(g, E) I'ouvert de X formé
des points x au voisinage desquels ¢ est bornée et @(E), possede exactement g valeurs propres
strictement négatives et n — g valeurs propres strictement positives; et finalement X (< g, E) =
X(0,Eyu...UX(q,E).

D’hypothése (S) implique en particulier que le courant de courbure ®(E) = %85(1) est presque
positif selon la terminologie de [3] (¢’est-a-dire minoré par une (1, 1)-forme a coefficients continus).

2.2. Enoncé du résultat principal

Sous les hypotheses précédentes et si F' désigne de plus un fibré de rang r sur X, on a le résultat
suivant:

Théorem 2.1. Pour tout g compris entre 0 et n, on a:

q n
> (1 dim B/ (X, 0 (E* @ F) @ Te(h)) < o / (~DIO(E)" + o (k")
nt Jx(<q,E)

j=0
(avec égalité siq = n).

Comme dans le cas oll la métrique est lisse, on en déduit les inégalités de Morse faibles:

Corollaire 2.2. Pour tout q compris entre 0 et n, on a:

n

. k n n
dim HY (X, 0 (E* @ F) @ Tu(h) ) frE/X(q,E)(_l)qG(E) +o(k") .

2.3. Plan de la preuve
La démarche suivie est la suivante:

a) apres €clatement de X le long de sous-variétés définies par les singularités de /2, on se raméne
a un fibré muni d’une métrique lisse ; on peut alors appliquer les inégalités de Morse holomorphes
dans le cas h lisse a la variété obtenue X.

b) on relie les groupes de cohomologie sur X  ceux de X grace a I’étude de la suite spectrale
de Leray.

3. Démonstration du Théoréme 2.1

3.1. Quelques remarques sur ’hypothése (S)

L’hypothése (S) nous dit que les singularités de la métrique % sont localisées le long d’un
ensemble analytique A, défini localement par {x| ¥j, f;(x) = 0}. Cet ensemble analytique n’est
pas nécessairement irréductible et ses composantes irréductibles sont de dimension quelconque (celui
de I’exemple du Sectionbona.secl.1 est de dimension n — p).
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3.2. Réduction au cas lisse

La réduction au cas lisse consiste dans un premier temps a se ramener a une variété X, obtenue

en éclatant X le long de centres lisses: X 5 X de telle sorte que la métrique 2 = *h sur le fibré
E = n*E n’ait ses singularités qu’en codimension 1 (ou de telle sorte que le faisceau Zy (k) soit
inversible).

Dans un deuxiéme temps, nous appliquerons les inégalités de Morse dans le cas lisse.

3.2.1. Désingularisation de Z (h)
a) Enoncons la proposition suivante:

Proposition 3.1. Sous les hypothéses précédentes, il existe une variété X et : X — X une
composée d’un nombre fini d’éclatements de centres lisses tels que E = n* E muni de la métrique

singuliére h = 7*h de poids local e=% vérifie la propriété suivante: pour tout xy € X, il existe des
coordonnées holomorphes w1, . .., wy, centrées en xq telles que:

$w) =c.y_ajlog|g;w)| + ¥ (w)
J

oil les a; sont des entiers > 0 et ol les g sont irréductibles dans Oy | et définissent des diviseurs
lisses a croisements normaux.
Démonstration.

Observons d’abord qu’il existe un faisceau d’idéaux global I, qui coincide avec la cloture
intégrale du faisceau d’idéaux engendré par les f; sur chaque ouvert oli ¢ s’écrit comme dans
I’hypothése (S): en effet, 7 est donné par:

- 1
I, = [f € Oxx; AC, |f(@)] = C.exp (Edi(z)) au voisinage dex} .

Eclatons cet idéal Z de sorte que I'image inverse 7 ~'Z.Oy soit un faisceau inversible. Par le
théoréme d’Hironaka [5], on peut dominer cet éclatement par une variété X obtenue par une suite
d’éclatements de centres lisses dans X, et I'image inverse de Z est toujours inversible!

Mais alors, la métrique image réciproque sur 7 * E est donnée par

é %10g<2(kjon)|fjon|2)+1//on

glog (|g|2) + glog (Z (Ajom) lhj|2) +Yom= glog(lglz) +,

ol on a noté g le générateur local du faisceau d’idéaux engendré par les f; o 7. Décomposons g en
facteurs irréductibles dans Oy - 8= I j g;’ . 11 suffit enfin d’appliquer a nouveau le théoreme
d’Hironaka pour rendre le diviseur défini par les g; a croisements normaux. []

b) Dans tout ce qui suit, les notations sont celles obtenues par application de la Proposition 3.1.

Notons fk (h) le faisceau d’idéaux des germes de fonctions holomorphes sur X telles que
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| f|?e=? est L] . Cette condition s’écrit localement:

|1 )

H?=1 !gj|2cajk loc

soit encore, si p; désigne ’ordre d’annulation de f le long de {g; = 0} : 2p; — 2cajk > —2, soit
Pj = E(cajk) (E(x) désigne la partie entiere de x).

Notons b, x = E(ca k), et D; le diviseur défini localement par g; = 0.

Nous venons de prouver le lemme suivant:

Lemme 3.2. Sous les conditions précédentes, le faisceau d’idéaux Tx (k) s’identifie au faisceau
inversible de rang 1: O(— Zj bjixDj).

¢) Exemples

Ilustrons ce qui précéde en reprenant les notations de I’exemple du Section 2.1. Dans ces
cas évidemment simples, il n’est nul besoin d’appliquer le théoréme d’Hironaka : on explicite
directement le choix des éclatements!

(i) Si on suppose que tous les «; sont égaux a «, alors Zg(¢)cr o est Ocn g-engendré par les

P o Y By = ke — p+ Lisoit Tu(@) = 4" P od ¥ = {z1 = ... =2, = 0).

Si p = 1, le faisceau d’idéaux est déja inversible, sinon éclatons C" le long de Y. L’expression
delanouvelle métrique est donnée dans la premiére carte par p(w) = « log(lw])+ % log(1+4|wy|*+

st |w plz"‘) si bien que Ti (@) = O(=kaD) ol D est le diviseur exceptionnel de I’éclatement. Il
suffit dans ce cas d’un éclatement en codimension p pour obtenir le résultat souhaité.

(i) Si ¢(z) = 1 log(|z(]? + 1z2|%*) dans C", il faut cette fois o éclatements en codimension 2.

En effet, éclatons le long de {z; = z2 = 0}. L’expression de la nouvelle métrique est donnée
dans la premiére carte par d(w) = log(Jwi]) + % log(1 + |wiwz[|**) qui est de la forme voulue alors
qu’on obtient dans la deuxi¢me carte d(w) = log(|wa]) + % log(|lwi|? + w2 [2@=1)y, On éclate alors
dans la deuxieéme carte le long de {w; = wy = 0}. En répétant ce procédé « fois, on obtient une
métrique de la forme voulue en tout point.

Décrivons le faisceau d’idéaux obtenu: notons, pour tout j compris entre 1 et &, D; la trans-
formée stricte dans X du diviseur exceptionnel du j-iéme éclatement. Alors D; et D1 se coupent

transversalement et on a fk@) = O(—kD) ou D désigne le diviseur a croisements normaux
D= Zj’t=1 JDj.
3.2.2.

On montre maintenant comment appliquer les inégalités de Morse holomorphes classiques X
et E. Pour cela, la remarque suivante est essentielle:

Remarque 3.3. Notonsc = g et supposons que k est un multiple du dénominateurdec: k = qk’.

Onaalorsbj x = cajk, et donc:
% (k) =0 (kD)
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ou D = pzjajbj et:
Sy (- - ~\\ ®k
Eoni(h)=(E'00(-D)) .

De plus, Ie fibré E = E1® O(=D) est muni de la métrique produit naturelle donnée localement
par le poids:

n
X@=q-$@~ ) pajloglgjl =q- ¥ ().
j=1
Ainsi, E est muni d’une métrique hermitienne lisse.

Cette remarque nous permet d’estimer les groupes de cohomologie qui nous intéressent: les
H1(X,O(E kQF )®Zy (h)) quis’identifient aux groupes de cohomologie de Dolbeault H4 (X, O(E kg
F)y® O(=3%;bjxDj)).

Propeosition 3.4. On a pour tout k:
n

é:o(—l)q—j dim H/ (f(, 0 (Ek ® F) ® I (ﬁ)) < r% /X(gq,E)(_l)qG)(E)n + oK)

ou I’intégrale est prise sur les points lisses de la métrique de E.

Démonstration.

. D’apres la remarque précédente, on peut appliquer les inégalités de Morse de Demailly au fibré
E, si bien que pour k = k'g, on a:

q ) . N . - . k/n 1

S vidmHl (%,0(Er @ F) oL (k) <r— f 170 (E) +o(k") .
‘ n! J%<q.B)

j=0 =t

Relions alors I'intégrale de courbure sur X 2 une intégrale de courbure sur X.

Comme @(12" ) = q.@(E ) sur les points lisses de la métrique de Esik=k g (toujours d’apres
la Remarque 3.3), on a:

Notons alors S la réunion des diviseurs exceptionnels de 7 : X — X ; S est négligeable pour
la mesure de Lebesgue et on a:

[ = [, 00 =, o0
X(=q.B) X(2q,ENS X(<q.ENS
=f ) ﬂ*(@(E)"):f @(E)”:/ B(E)" .
X(<q,ENS X(<q,ENn(S) X(=q,E)

On a donc pour les entiers k multiples d’un entier fixe:

n

izo(—l)q_j dim Hj (}2, O (E'k ® F) ®j-k (ﬁ)) < rk— /;((Sq’E)(_l)q(.)(E)n + o(k")

n!
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ou I'intégrale est prise sur les points lisses de la métrique de E.

Pour terminer cette preuve, il suffit de montrer que 1’estimation précédente est valable sans
restriction sur k.

En reprenant les notations du Lemme 3.2 et en posant ¢ = g, ona,pourk =k'q +r:

bjx = pajk +r

ol 7’ ne prend qu’un nombre fini de valeurs entiéres ; on a alors:

E*@FRO |- bubD;| = (E“q)k/eai”@ﬁ@o —k'p)_a;D;
j i

0 —r/ZDj
J

(Eq)k/ ®O0|-kp) aD;|®F.
j

On raisonne alors comme précédemment: on munit F d’une métrique lisse quelconque tandis que
(EDHF @ O(—K'p Y. ;a;Dj) est muni de la métrique lisse naturelle donnée localement par g.v/(2).

]

3.3. Lien entre cohomologie sur Xet cohomologie sur X

Pour achever la preuve du Théoréme 2.1, il reste a relier les groupes H? (X, O(EF® QI (ﬁ))
de la Proposition 3.4 et les HY (X, O(E k® F)® I (h) qui nous intéressent directement.

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante:
Proposition 3.5. I existe un fibré F et un entier ky tels que pour tout k > ko, on a un isomor-
phisme:
H (%,0(E' @ F)oL (k)= n (x.0(E* @ F) o Tuh) .
Cette proposition achéve bien entendu la preuve du Théoreme 2.1!
3.3.1. Un lemme de changement de variables

On relie ici 7 (I;) et 7y (h) en prouvant le résultat suivant:

Lemme 3.6. 1l existe un fibré L sur X, indépendant de k, de rang 1 tel que:
7. (% (R) © O) = Tuth .

Démonstration.

Supposons dans un premier temps que 7 consiste en 1’éclatement le long d’une sous-variété Y,
etsoit xg € Y.
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Soit U un voisinage de xo dans X sur lequel E est trivialisé.

Alors pour toute fonction holomorphe f sur 7 ~!(U), on a I"égalité:
. 2
[ @l inwie ¥ nw = [ |ra @] ¥ 0ae
==lU) U

ceci d’apres la formule de changement de variables z = w(w), la notation f (7~ !(z)) étant sans
ambiguité, méme pour z dans Y car f est constante sur les fibres de 7.

On en déduit dans ce cas, st s est la codimension de Y:

T (ik (h) QO((s — 1)D)) =T, (h).

Le passage au cas général ou 7 est une composée finie d’éclatements de centres lisses ne pose
pas de difficultés. UJ

On déduit immédiatement de ce lemme le:

Corollaire 3.7. [l existe un fibré L sur X, indépendant de k, de rang 1 tel que:

. (0(EoFoL)eL(i))=0(E o F)oTh.

3.3.2. Etude de la suite spectrale de Leray

Considérons la suite spectrale de Leray associée au faisceau O(E* @ Fy @ Ti(h).

D’apres 1'étude précédente, il suffit de montrer, grice au théoreme de Leray, que les images
directes supérieures sont nulles, soit:

Lemme 3.8, Onapourtoutq > 1etk > kp:

Rin,7, (h) ®OL) =0.

Démonstration du Lemme 3.8.
Supposons dans un premier temps que m est I’éclatement du point xg € X.

Alors Ri7,Z;(h) ® O(L) est un faisceau “gratte-ciel” dont la seule fibre éventuellement non
nulle est celle au dessus de xg, Fy x,, donnée par:

Fexo = lim HY (n_](U),fk (}}) ®O(L)‘HA1(U)) .

xoeU

Pour U ouvert de Stein, notons U = 7~ !(U). Alors U est 1-convexe et on a une projection
naturelle p : U — P"~! sur le diviseur exceptionnel. Il existe alors des entiers d et d’ tels que:

L (h) @ Owy = p*Opas (kd +d) .

()]

Affirmation 1 L'entier d est positif.
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Démonstration.
En effet, le fibré Zj (h) ® O(L) est de la forme O(—k Zj ajDj) oules a; sont positifs et ol
I'un des D; est le diviseur exceptionnel; il suffit alors de se rappeler que O(—D)|, =~ Opr-1(1). [

11 reste donc a montrer:

Affirmation 2 On a pour g > 1, pourd > 0 et pour k > ko:

HY (U, p*Opres (kd +d'), ) =0.

lg

Démonstration.

Pour kd +d' +n > 0, le fibré K];,H ® Opn-1(kd + d') sur P"~! est muni d’une métrique
lisse a courbure définie positive. Le fibré p*(K];j,,_l ® Opn-1(kd + d’)) muni de la métrique image
réciproque est donc positif sauf dans la direction des fibres. En le tensorisant par le fibré trivial muni
de la métrique exp(—|m(w) |2), on obtient alors un fibré positif.

Comme U est faiblement pseudo-convexe, on en déduit par les estimations L? de Hormander
(voir par exemple {13] ou [12]) que, pour g > 1:

H™4 (f], p* ((’)Pnﬁl (kd+d) ® KH’J‘M)| ) =0,
U

d’ot le résultat. O]

11 reste enfin le cas ol on éclate X le long d’une sous-variété ¥ de codimension s: alors, cet
éclatement est isomorphe localement au produit de I’éclatement d’un point en dimension s par Y.
On se raméne au cas précédent par la formule de Kiinneth: en effet, cette derni¢re affirme que si1’on
choisit U = U’ x U” ot U’ est un voisinage de x( dans Y et U” un voisinage de zéro dans C°, on
a:

B (77 ) Zi () ® Oy, )
- P # (n_l "), % (ﬁ) ® O(L)|”_1(U")) QHI (U', Oy/)
itj=q

o & désigne le produit tensoriel complété. Si U est Stein, tous les termes sont nuls sauf celui pour
i = g et j = 0 qui nous rameéne a la situation déja étudiée. [

4. Caractérisation analytique des variétés de Moishezon

Dans la lignée des conditions suffisantes données par Y.-T. Siu et J.-P. Demailly pour caractériser
les variétés de Moishezon, on obtient ici la caractérisation analytique suivante:

Théorem 4.1. Une variété compacte X de dimension n est de Moishezon si et seulement si il
existe sur X un courant T de bidegré (1, 1) tel que:

@) {T} e HY(X, Z),

T = ]’1435¢ + «, otl ¢ vérifie I’hypothése () et est un représentant C* de T,

(iii) [ (<1.T) T" > 0 ot I'intégrale est prise sur les points lisses de T .
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Démonstration.

Supposons donc que X possede un courant T vérifiant (i), (ii) et (iii). Alors il existe un
fibré holomorphe E de rang 1 sur X muni d’une métrique hermitienne singuliére dont le courant
de courbure est donné par 7. On déduit comme dans le cas lisse que la variété X donnée par la
Proposition 3.4 est de Moishezon : en effet, le fibré £ a sa dimension de Kodaira égale a n car
/ R(<1.B) O(E)" > 0. On en déduit que X est de Moishezon car biméromorphiquement équivalente

aX.
Réciproquement, si X est de Moishezon, il existe une composée d’un nombre fini d’éclatements

de centres lisses X = X avec X projective. Si & est une (1, 1) forme C* définie positive sur X
telle que {®} € H 2(X,Z), et si w est une (1, 1) forme C> définie positive sur X, alors il existe
une constante A > 0 telle que @ > Ap*w, donc le courant T = u.@ vérifie : T > Aw. Par le
théoreéme d’approximation des courants de Demailly [4], il existe un courant T’ € {T'}, vérifiant (ii)
- ¢’est-a-dire ayant localement les singularités de I’hypothése (S) - tel que T’ > A/2 - w. A fortiori,
T’ vérifie (iii). O

On retrouve aussi le résultat suivant, démontré indépendamment par Ji et Shiffman [7]:
Théorem 4.2. Une variété compacte X de dimension n est de Moishezon si et seulement si il
existe sur X un courant T de bidegré (1, 1) tel que:

(T} e HX(X, D),

(ii)) T > 0, ce qui signifie qu’il existe une (1, 1) forme w définie positive, C* sur X telle que
T — w est un courant positif.

Démonstration.

Supposons que X possede un courant 7' vérifiant (i) et (ii). Alors, parle théoréme d’approximation
des courants, il existe un courant T, sur X, dans la méme classe de cohomologie que T, ayant lo-
calement les singularités de 1’hypothese (S) et telle que T, — (1 — &)w est un courant positif. Alors
X{g,T;) = @ pour g > 1 et on conlut a nouveau comme dans le cas lisse, que X, donc X, est de
Moishezon.

La réciproque a déja été vue dans la démonstration du Théoréme 4.1. O
Ces deux résultats illustrent I’intérét de travailler avec des métriques singulieres ; nous allons

montrer en effet dans la prochaine partie que les conditions de semi-positivité données par Demailly
et Siu rappelées dans I’introduction ne sont pas en général nécessaires.

5. Exemples dans le cadre des métriques lisses

Avant d’énoncer le résultat principal, nous allons rappeler en détail la construction de Kollar
esquissée dans [9].

5.1. La construction de J. Kollar

La construction qui suit exhibe une famille de variétés de dimension 3 complexe dépendant
d’un paramétre entier m.

Prenons Q C P> une quadrique lisse, donnée par exemple par 1’équation homogene xy = zt,
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ot [x : y: z: ] sont les coordonnées homogénes sur P>.
On a un isomorphisme P! x P! ~ 0 ¢ P? donné explicitement par:

(p_(]P’lxIP’l - Qcp )

(Iuo :url, [vo - v1]) = [wovo : urvy : ugvy : uivo]

Notons L1 = ¢([0 : 11 x P = x=z=0}etLy =P ' x[0:1]) = {x =1 = O}
On a évidemment L; - L; = 0, et L1 - Lo = 1. De plus, tout diviseur D de Q est numériquement
caractérisé par un couple d’entiers (a, b) donné par 'intersection de D avec Ly et Ly : (a,b) =
(D - Ly, D- L) € Z2. Ce couple est appelé le type de D.

Exemple : le diviseur canonique K g est de type (—2, —2).

Affirmation 1:  Pour tout n et m entiers positifs, il existe une courbe lisse C,, , de type (n, m).

Une telle courbe est de genre g, = (n — 1)(m — 1) et de degré n + m.

Démonstration.

Lexistence de Cp » résulte du fait que O(n, m) = priO(n) ® pr;O(m) est tres ample sur
P! x Pl

Le calcul du genre est donné par la formule classique 2g, » —2 = Cpm - (Com + Kg). Ici,
Chom - Com=2nmetC, - Kg = —2(n+m).

Eclatons P3 le long de C,, ,, : on obtient une variété projective X, et un morphisme X I p.
Notons E, ,, le diviseur exceptionnel de I’éclatement : E, , =~ P(Ncn ” /]P,3). Le groupe de Picard

de X est Z? et est engendré par 7 Op3 (1) et O(E;, ).

Si Q désigne la transformée stricte de Q, L; celle de L;, alors le type du fibré normal N 5, ; de

0/X
Q dans X est donné par I’ affirmation suivante:

Affirmation 2: ona: NQ/}}'Ll =2——netNQ/)~(-L2=2—m

Démonstration.

La suite exacte . B

donne I'égalité : N,z = K5 — K}?'Q avec Ky = n}Kps + O(Ep ).
Dela: Ny z-Li=Kp-Li =7} Kps - Li = O(Enm)-Li = Ko - Li = Kp3 - Li — Cym - Li.
Or, Kg = Ops (=2)p et Kps = Op3(—4).

Le résultat s’en suit immédiatement. il

Comme cas particulier de I’affirmation précédente, considérons le cas ol n = 3. La restriction
aLydufibré N 5/% est donc isomorphe au fibré Op: (—1).

I existe donc une variété X,, et une application X Bx m de sorte que 77 est ’éclatement d’une
courbe lisse rationnelle C,,, de fibré normal projectivement trivial tel que le diviseur exceptionnel
de m; est exactement Q.
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Evidemment, X,, est biméromorphiquement équivalente 2 P* donc est de Moishezon. De plus,
le groupe de Picard de X, est Z.

5.2. Deux propriétés de X,

Théorem 5.1. On a les deux assertions suivantes:

(i} sim est strictement plus grand que 3, X, ne posséde pas de fibré holomorphe de rang 1 4 Ia
fois big et nef (rappelons que L estnef signifie ici que pour tout ¢ > 0 et toute métrique hermitienne
o sur X, L posséde une métrique lisse h, telle que © (L) > —sw).

(ii) Sim est strictement plus grand que 5, X,, ne posséde pas de fibré holomorphe L de rang 1
" muni d’une métrique hermitienne lisse h telle que la forme de courbure vérifie:

/ Ou(l) >0.
X(<1,L)

L affirmation (i) est due &4 Kollar, nous en donnerons une preuve élémentaire, tandis que (i)
est nouveau a notre connaissance.

5.2.1. Démonstration de (i)

Soit L un fibré holomorphe de rang 1 sur X,,, que I’on suppose non trivial (le fibré trivial, bien
que nef, n’est pas big!).

1l existe des entiers k et [ tels que : 7y L = 7y Ops(l) — O(KE3 pn).

Comme L 1 est une fibre de 7>, 0n a : n;L L 1 = 0. On en déduit la relation / = 3k et donc:
75 L = k(3 Ops(1) — O(E3 m)), ol k est un entier non nul (sinon L serait trivial).

En particulier, si F est une fibre de 771 dans X, on a les calculs d’intersection suivants:
n5L- Ly =k(3 —m)
nyL - F=k

On en déduit que pour m > 3, 7y L n’est pas nef (sinon son intersection avec toute courbe serait
positive ou nulle). On conclut alors facilement que L n’est pas nef. ]

5.2.2. Démonstration de (ii)

Notons dans la suite £ le générateur du groupe de Picard de X, tel que 75 L = 7 Op3(3) —
O(E3,m)-
Affirmation 3: Ona HO(X, £L%%) = 0 pour tout entier k < 0 et donc le fibré L est big.

Démonstration.

Cet espace de cohomologie s’identific a 1’espace des sections de Op3(3k) qui ont un pole
d’ordre inférieur ou égal 4 |k| le long de C3 ;. Mais alors, une telle section se prolonge en une
section holomorphe de Op3 (3k) qui doit étre nulle car k£ < 0.

Ainsi, la dimension d’litaka de — £ est —oo. Comme X,, est de Moishezon de groupe de Picard
Z, X, posséde un fibré big qui n’est pas —L, ¢’est donc que £ est big.
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Affirmation4: Ona Kx, = -2L.

Démonstration.

OnaK; =n;Ky, + O(Q) par construction. Si comme precedemment F désigne une fibre

de i, onen dedu1t que 75 Ky, - F = —2, ce qui donne le résultat car L - F=1 ]
Corollaire. Ona H3(X,,, L&) = 0 pour tout entierk > —2. U
Démonstration.

On a dim H3(X,,, £8%) = dim H(X,,, £L827%)) par dualité de Serre et 1’ Affirmation 4. Le
résultat s’en suit par 1’ Affirmation 3. O

On est en mesure de passer a la preuve de (ii) : raisonnons par 1’absurde et supposons que £
posséde une telle métrique. D’apres les inégalités de Morse holomorphes de Demailly, il existe une
constante C strictement positive telle que:

dim HO (X, £) = dim H' (X, £2) 2 CF° + 0k .
Or, on a ici:
dim H (X, £9%) = dim H' (X, £5%) + dim H (X, L) = (e1(0)° ) +o (k).
11 suffit donc de montrer pour obtenir la contradiction cherchée que pour m > 5, on a: ¢1(£)* < 0.
Or
a1(L) =1 (7 O0p(3) — O (E3.m))’
— a1 (Op®)’ -3 fE o1 (11 OpB) +3 /X &1 (T Op3) At (O (Esm))> — EL, -
3,m

On a évidemment ¢1(Ops @) =27et
/ Cl (nl*(’)Ps (3))2 =0.
E3,m
Pour les deux derniers termes, on commence par remarquer que ¢1(O(E3 ) Ey , est égale a

—houh =0 ((’)]p(N 3)(1)) des1gne la classe fondamentale de 1’éclatement.

On en déduit que:

/X o1 (7FOp®) At (O (Esm)) = — /E wier (Op(3) AR
3m
- _/ c1 (Op®) = =3B +m),
C3,m

la derniére égalité venant du fait que C3 ,, est de degré 3 4+ m dans p3 (rappelons que Ops M)y =
aoa, n).
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Finalement, il reste a calculer E ; - Pour cela, rappelons que h vérifie 1a formule fondamentale
suivante:

2
h - nikCI (N;&m/uﬁ) h + nikcz ( 2:3,»*)2/]13’3) = O
qui se réduit ici 3 k% — n;‘cl(NZlm/W)h =0.
e s, = [, 1= f 71N = Ly 10N

Or la suite exacte:

0~ TCym —> TP > Ne, 12— 0

donne de suite:
* — — —
/;3 i (4] ( Cs,m/P3) = /C3 ) c1 (O]Pa(——4)) 283m +2=—-6—-8m.

11 reste finalement:
ALy =27-27-m+6+8m=6—m,

quantité négative ou nulle dés que m > 5.

6. Une guestion et un début de réponse

Dans ce dernier paragraphe, indépendant de ce qui précede, on se donne une variété X complexe,
compacte de dimension r, E un fibré de rang 1 et F un fibré de rang r sur X.

On conjecture alors le résultat suivant:

Conjecture. On a pour tout q compris entre 0 et n:

dim H? (X, E* @ F) =7 -dim HY (X, E*) +0 (k") .

Cette conjecture est motivée par le résultat partiel suivant:
Théorem 6.1. Ona:
dim HY (X, E* ® F) = r -dim HY (X, E*) + o (¥")

dans les cas suivants:

(1) pour tout q compris entre 0 et n si X est de Moishezon (et donc en particulier si X est
projective),

(ii) pourq = 0 et g = n si X est quelconque,

(iii) pour tout g compris entre O et n si X est une surface.
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6.1. Démonstration dans le cas X projective

611.Lecasr =1
Lemme 6.2. Soit D un diviseur effectif irréductible lisse, alors:

dim H? (X, E* ® F ® O(~D)) = dim H (X, E* @ F ) + 0 (") .

Démonstration.
Considérons la suite exacte:
0> E'®F®O(-D)—>E®@F > EX®@ F, > 0.

Comme onadim H4(D, E¥ ® F,) = o(k™) car D est de dimension n — 1 [2], la suite exacte longue
de cohomologie donne de suite le résultat. L]

Maintenant, si X est projective, tout fibré de rang 1 est de la forme O(D; — D;) ou D; et Dy
sont effectifs, lisses et irréductibles. Le lemme précédent appliqué deux fois conclut le cas r = 1,
X projectif. O

6.1.2. r quelconque

Soit L un fibré ample de rang 1 sur X et considérons pour m entier positif les sections s :
L7"®C — F.

Pour m assez grand, et xo € X fixé, il existe une telle s de sorte que sy, soit un isomorphisme
et donc de sorte que s soit génériquement un isomorphisme.

En notant coker s = F/s(L™"™" ® C") le faisceau conoyau, on a la suite exacte de faisceaux:
0> Ef@L™®C - EX®QF - E*®coker s - 0,

sachant que coker s est a support dans un ensemble analytique de codimension > 1.
On a donc comme précédemment dim HY (X, E k ® coker s) = o(k").

En passant 2 la suite longue de cohomologie:
dimH* (X, E*®@ F) = dimH!(X,E*®@L™" &C') +ok")
= r-dimH? (X, E*® L") +0 (k")
= rdimH? (X, EY) +o (k") .

Ceci acheve la preuve du cas X projective, et du méme coup celui ot X est de Moishezon: dans

. . . . , . Lol 4
ce cas, il existe en effet une composée d’un nombre fini d’éclatements de centres lisses X — X avec
X projective et ’isomorphisme déja rencontré:

HI(X, L)~ HY (X zr*L)

donne le résultat.
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6.2. Démonstrationdescas g =0etg =n
Par dualité de Serre, il suffit de traiter le cas ¢ = 0.

Si la dimension de Kodaira de E, «x (E), est différente de n, 1’égalité a montrer est triviale car

les deux dimensions considérées sont des o(k"~1), sinon la variété X est de Moishezon, cas traité
précédemment.

6.3. Cas ou X est une surface

C’est un corollaire immédiat du point précédent pour les cas ¢ = 0 et ¢ = 2 et de I’égalité des

caractéristiques d’Euler:

X(X,Ek®F>=r-x(X,Ek)+o(k") ,

pourlecasg = 1.
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