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LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM: 
UNE GENERALISATION DES OPERATEURS SEMI FREDHOLM 

JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

The present paper is concerned with the study of a new class of  linear operators 
on a Hilbert space: the class of quasi-Fredholm operators, which contains many 
operators already studied in the litterature (in particular semi-Fredholm operators). 
An operator A is said to be quasi-Fredholm of degree d if the following conditions 
are satisfied : 

a) For  all n greater than d, R (An) ~ N (A) = R (Aa) 0 N (,4); 

b) N ( A )  N R (Aa) is closed in H;  

c) R (.4) + N (,4 a) is closed in H. 

Two characterisations of quasi-Fredholm operators are given: 

1) A is quasi-Fredholm iff there exists a direct decomposition of H into the sum 
of two subspaces Ht and / /2  which are invariant under A and such that the restriction 
of A to H1 is quasi-Fredholr~ of degree 0 and the restriction of A to //2 is nilpotent 
(Kato decomposition). 

2) A is quasi-Fredholm iff there exists a neighborhood D of 0 in C such that for 
all k ~ 0 in that neighborhood A -  k I has a generalized inverse which is mero- 
morphic in D -  {0} (The generalized inverse is holomorphie in D iff A is of 
degree 0). 

The bulk of the paper is devoted to the proofs of these characterizations and 
of related results, making use of the theory of operators ranges and of generalized 
inverses. Most of the results extend easily to the Banach ease. 

The rest of the paper deals with the class of quasi-normal operators, which is 
closely related to the class of spectral operators. Some applications of the first part 
of the paper are given in this context. 

Introduction. 

Ce travail est destin6 h fournir les d6monstrations des r6sultats annonc6s 
darts [32] et [33].  I1 est con~u tl partir de troix axes. 

Le premier axe est constitu6 par la th6ode, d6sormais classique, des opdrateurs 
semi Fredholm dans un espace de Hilbert, c'est tt dire d'opdrateurs lin6aires 
ferm6s A de domaine D (A) et image R (A) contenus dam un espace de Hilbert 
H tels que R(A)soit ferm6 et min(d imN(A) ,  cod imR ( A ) ) <  oo. Ces o1~rateurs 
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ont deux propri6t6s importantes. Tout d'abord, une propri6t6 de stabilit6 qui peut 
s'~noncer ainsi: si on munit l'espace de tous le s  op~rateurs ferm6s (bome:s ou 
non) sur H de la m6trique g (A, B ) =  [[ PGCA)- PG~B) 1[ OU Pc(a) et Pc(m ddnotent 
respectivement les projections orthogonales darts H X H sur le graphe G (A) de 
l'op6rateur A et le graphe G (B) de l'op6rateur B, alors l'ensemble des op6ra- 
teurs semi Fredholm est ouvert dans cet espace. 

En d'autres mots, l'ensemble des op6rateurs semi Fredholm est stable par 
rapport ~ toutes les cc petites ,~ perturbations. En outre, on peut facilement d6- 
montrer que la condition rain (dim N (A), codim R (A) )<  oo est n6cessaire pour 
l'existence de cette stabilit6 (cI. [31]). 

D'autre part, dans [29] T. Kato a montr6 que si un op6rateur A est semi 
Fredholm, on peut lui associer une d6cornposition de H comme somme directe 
de deux sous-espaces ferm6s M e t  N, invariants par A et tels que 3 k E N tel que 
N c N ( A  k) et que si A0 d6note la restriction de A h M on ait: V h E N ,  
N (A~) ~ R (Ao). 

Dans ce travail nous donnons uric condition n6cessaire et suffisante pour 
qu'un op6rateur poss~de cette deuxi~me propri6t6: nous appelons quasi-Fredholm 
ces op6rateurs (qui contiennent 6videmment les semi-Fredholm comme cas parti- 
culiers). Le chapitre III  est consacr6 h cette 6tude ainsi qu'h 6tablir d'autres 
propri6t6s pour les it6r6s des opdrateurs quasi-Fredholm. A la fin du w 1 du cha- 
pitre I lI  on donne une liste non exhaustive d'op6rateurs dfjh 6tudi6s qui se 
trouvent ~tre des cas particuliers d'op6rateurs quasi-Fredholm. 

Dans le chapitre IV on montre que les op6rateurs quasi-Fredholm sont eux 
aussi dou6s d'une propriet6 de stabilit6 si 1'oi1 ne consid~re que les perturbations 
du type L1, ~,E C, perturbations fondamentales pour l'6tude du spectre d'un 
op6rateur. 

Pour 6tablir les r6sultats du chapitre III, nous avons eu besoin d'une part 
d'affiner les r6sultats classiques de gdom6trie hilbertierme (voir par exemple [28]) 
-- c'est l'objet du chapitre I -- et d'autre part d'utiliser et d'amdliorer les r6sultats 
de la th6orie des sous-espaces paracomplets d'un espace de Hilbert, th6orie qui 
constitue le deuxibme axe de ce m6mode. Si H est un espaee de Hilbert, K sera dit 
sous-espace paracomplet de H si K est un sous-espace hilbertisable de H tel que 
l'injection de K, muni de sa topologie propre, dans H est continue. Notamment on 
d6montre que si la somme de deux sous-espaces paracomplets M e t  N d'un espace 

de Hilbert H est ferm6e, alors M fq N = ~r f ) ~ .  Cette th6orie fait l'objet du 
chapitre II. 

Le troisi~me axe de ce m6moire est co~stitu6 par la th6ode des inverses 
g6n6ralis6s ou pseudo inverses d'op6rateurs. Si A est un op6rateur sur H on dit 
que A + est un inverse g6n6ralis6 de A si les propri6t6s suivantes sont satisfaites: 

D (A) ~ R (A*); D (A~-) ~ R (A); A * A A-'- =A-~; A A "- A = A.  
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Le chapitre IV contient le r6sultat suivant: un op6rateur A est quasi Fre- 
dholm si et seulement si A -- L 1 admet un inverse gdndralis6 mdromorphe dans 
un voisinage de l'origine (clans ce cas lh tousles  inverses gdn6ralisds de A -- L I 
ont cette propridtd). Ce r6sultat a 6t6 obtenu inddpendamment et par des mdthodes 
diffdrentes par Bart et Kaba/lo, [4] dans le cas ou A est born6 mais darts le cadre 
plus gdndra/ des espaces de Banach. 

Fina/ement, dans le chapitre V on applique les r6sultats pr6cddents ~ la 
thdorie des op6rateurs spectraux de Dunford. On introduit la notion d'op~rateur 
quasi normal, notion qui est ~t rapprocher des rdsultats de Colojoara et Foias, 
[13] sur les op6rateurs d6composables. Cette notion est trbs proche de celle 
d'op~rateur spectral (nous conjecturons m~me que les deux notions sent dquiva- 
lentes). Les rdsultats principaux de ce chapitre sent que si un op6rateur est 
spectral, a/ors il est quasi-norma/ et r6ciproquement que si un opdrateur est 
quasi normal et son spectre satisfait certaines conditions, alors il est spectral. 
Tout ol~rateur normal est quasi normal. 

Les chiffres entre crochets renvoient ~ la liste des rdfdrences situde ~t la fin 
du m6moire. 

L'auteur souhaite exprimer ici sa profonde reconnaissance h J. A. Dieudonn6 
qui a bien voulu lire le manuscrit de ce mdmoire et qui a suggdrd de nombreuses 
amdliorations de sa rddaction. 

CHAPITRE I 

QUELQUES RESULTATS DE GEOMETRIE HILBERTIENNE 

S 1. Sous-norme d'un operateur. 

Dans ce chapitre H et K d6noteront deux espaces de Hilbert et A sera un 
op6rateur continu non identiquement nul de H dans K (done [[ A I1 > 0). 

DEFINITION 1.1.1. Avec les notations introduites, posons: 

(1.1.1) 
IlAull =llall Ilull.X 

z<A*>={vCKI IIA*vII.=IIA*II IIvlI X. 

PROPOSITION 1.1.1. 

I(A) = ker (A* A - - [ I A  [[21n) 

l(A*) = ker(A A* -- [[ A* [[2 I~). 
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Ddmonstration. D6montrons, par exemple, la premiere 6galit~. 

Soit u E l (A). Alors : 

II A 11211 u I1~ = II A u I1~, = 

= (A* A u, u) ,  _< I I a *  A u II, 11 u 11~ ___ 

<-- II A II 2 II u I1~" 

Do~c II A II 2 II u II~ = II A* a u [Ix d'o~ 

llA*.~u-- IIA 112u II~ = llA*.~ull~ +ItA II'llutl~-- 211~ It 2 !lAullS~= 

= 2 II a I1'(11 a I1'11 u I1~-- II a u 119 = 0.  

Bode u C t ( a )  ~ u ~ ke~ (A* a - 11 A 112 t~). 
Inversement 

u E ker (A* A --  11 a If x I n ) ~  A* A u = It A tt2u 

IIA u I1~, = (A* a u ,  u)~ = I!A [[2llull~u~Z<A). 

REMARQUES. 

l(A), l(A*) sont des sous-espaces vectoriels ferm6s de N et K respecti- 

2) I(A) _.L. kerA, I(A*) _.1_ kerA*. 

En effet uEl(A)=~u_ 

tenue darts ker A ~-. 

1 
,i~- A * A u E R ( A * ) ,  l ' image de A* qui  est con- 

i l a  I1" 

DEFINITION 1.1.2. On appelera sous-norme de A, le nombre rdel non-n6gatif 
not6 (A) ainsi d6fini: 

(1.1.2) (A) = sup 

Si l(A) = H, on pose (A) = O. 
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REMARQUE. 

V A :  0 < _ ( A )  < I IA t l ,  

Si I ( A ) - - { 0 }  on a: 

V~,EC:  ( ~ , A } = I ~ . I ( A  }. 

(1.1.3) <A > = II A 11. 

PROPOSITION 1.1.2. Si A ~, A* sont les restrictions de A ?t l ( A )  ~ et de A* gt 
1 (A*) ~- respectivement aIors 

A : 1 (A)" --. l (A*)* 

~ *  : l ( A * )  * -- .  i ( A )  ~ 

et (~])* - -  J~*. 

Ddmonstration. Posons 

v v 

A = A It(A), A* = A* It(A*) �9 

N/ N/ 
Alors  A : l(A)---, l(A*) et A * :  l(A*)---, l(A) sont des bijections, c o m m e  on le 

volt  sans difficult6. En  outre, u _.~ l ( A ) ~  A u .j_ l(A*). E n  effet, si w El(A) 
o n  a "  

1 1 
v w(u,  w)~ = o _ II AII -------~ (u, A * A  w)n _ 1[ AII ~ (A u, A w ) K ~ A  u .  Z(i*>. 

Doric la premiere  pal'tie de la proposi t ion est ddmontrde. 

E n  outre V uEl(A)% V v'El(A*)"- on a :  

(A u, v)K = (u, A* v ) . .  

^ f,, 
Donc (A u, V)l(A,) ~ = (u, A* V)l(A)~ et  par  consequent  

^ ( X * )  ^ (A)* = A*,  * - -  A. 

COROLLAIRE 1 . 1 . 1 .  

(1.1.4) ( A )  = ( A * ) .  

Ddmonstration. 

<A) = II~ill = I1~*11 = (A*) .  
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w 2. Ecartement de deux sous-espaces ferm~s. 

Notons Px la projection orthogonale sur un sous-espace fermd X de H. 
Si M, N sont deux sous-espaces fermds de H posons: 

UN~ = (1 - -  PN)I'M, 

VN~ = PN PM , 

g ( M ,  N) -- [[P~ - e~[[, 

~(M, S) = IIVN~ll. 

Alors g ( M ,  N )  ddfinit une m6trique sur la famille des sous-espaces fermds 

de H (c.f. [14]). En outre: 

(1.2.1) ~(M, N ) =  I IV~l l  = IIU*MII = I I U ~ ! l - -  S(N~, M~) �9 

(1.2.2) 8(M, N ) <  I = M  fq N ~ - -{0} .  

DEFINITION 1.2.1. Posons J~ = M O ( M  Iq N~'). Alors ~/ f) N ~- -- {0} et par 

cons6quent M = M. Posons encore: 

~(M, IV) --_ I[(l - -  P ~ ) P ~  [] = ~ (/~4, N). 

E (M, N) sera appeld l '~cartement de M e t  de N.  

PROPOSITION 1.2.1. 

(M, N) = (UNM). 

Ddmonstration.  Montrons d'abord que I ( U s M ) =  M N N ~. En effet: 

u E 1 ( U ~ )  r uEke r  { P u ( l  - -  PN) Pu --  1} 

r = P ~ ( I  - -  P N ) P M u ~  u E M  

u = u --  P M P N u ~ P ~ P ~ u  = 0 

IIV~ ull' = (e,~u, u) = (PNu, e~,u) = o ~  uE N ~. 
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Donc u E 1 (UNM) ~ U E M fq N ~" et l'inclusion r6ciproque est 6vidente. 

Alors : 

E ( M , N ) =  sup IIq-e.)eMull sup IIU.~P. - II  
. ~  Ilull = u ~_ ~(u.~) Ilull = (u.M).  

REMARQUE. On d&luit de la proposition 1.2.1: 

(1.2.3) M ['1 N* = { 0 } ~  e(M, N) = ( U N . )  = IlU~.lt = S(M, ~0 

(en utilisant (1.1.3) et le fait que l (UNM) : M • N*). 

En outre, on a toujours: 

(1.2.4) ~(M, ~O = <v.~> _< lieN.i[ = ~(M, N) 

(en utilisant encore (1.1.3)). 

DEFrmTIOS 1.2.2. Soit B u n  op6rateur lin6aire pas n~cessairement ferm6 ni 

bored, de domaine D (B) et image R (B), tous deux contenus darts H. Posons: 

cW) = ~ lIB u l l / I lu l l  

ou l'inf est pris sur tons les u # 0 tels que u E D ( B )  et u 2_ N(B)  (Si B = 0 

on posera c (B) = + ~) .  c (B) sera appel6 la conorme de B. 

REMARQUE. Rappelons le r6sultat suivant: ([21] Thm IV.1.6). 

Si B e s t  ferm6, alors: 

(1.2.5) R (B) est ferm6 dans H r c (B) > 0. 

PROVOSITION 1.2.2. 

(1.2.6) ~2 (M, N) + c 2 (VNM) = 1. 

d'oi~ 

Ddmonstration. On trouve 

U* M UNM + V *  M VNM = PM 

v u e H :  I IU.~,ull  ~ + I IV. , . ,ul l ,  = I IPM.I I  ~. 

Or ker V~u = M ~ t~ M N N% 
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Donc 

JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

et si 

u _.l_ M N N ~ - ~  Pn u ...t_ ker V~u :::o 

iiv,,Mull2 = IIV~MPMulI2 >_ c~(VNM) IIPMu[12~ 

I[W~Mull 2 _< [1 - -  c2 (VNu)] IIP~ull ~ ___ [1 - -  c2(VNn)] Ilul?. 

Donc si 

M N N ~- = {0}, E2(M, N) = iiU.~l[ ~ <_ 1 - -  c:(VNM) 

M N N * ~ {0}, u ..t.- l (UNM)~ IlU~ull2 ~ [1 --c2(VnM)] Ilull 2 

c'est  h dire que 

~2 (M, IV) = (UNn)2 < 1 - -  c 2 (VNM). 

Donc, dans tous los cas s2 (M, N)<__ 1 - - c  a (VNu). 

Inversement u -I- ker  V~u ~ u E M e t  u _1_ M N N ~-. 

Donc  Pu u = u, u E M et par  cons6quent:  

IIVN~ ull 2 >__ Ilull ~ - ! [ u ~  II 2 Ilull~ ~ 

~ e(VNM) >--- 1 - -  ~2(M, N). 

COROLLAIRE 1.2.1. 

(1.2.7) 

Ddmonstration. 

d ' o h  

e(M, N) = e(N, M). 

v~* M = VMN, 

c (I"MN) = c (V~M) 

(cf. [21] Cor. IV.l .9.)  et par  cons6quent:  

E(M, N) = E(N, M). 
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COROLLAIRE 1 . 2 . 2 .  

(1.2.8) [ (M, N) = ~ (M-L N*). 

D~monstration. 

169 

uM~_ ,,_~ = P. ,  ( I  - PN) = u *  M . 

D6s lors : 

e (N*; M*) ---- ( U M ~-u "~ ) = ( U*M ) = (UNM) 

en utilisant (1.1.4). Donc E ( N % M  ~) = E(M, N)  et le corollaire s'en d6duit en 

utilisant (1.2.7). 

PROPOSITION 1.2.3. 

g (M, N) = max { ~ (M, N), ~ (N, M )  }. 

Ddmonstration. 

~ ( M ,  N ) _ - - I I ( / -  P N ) P ~ [ [ - -  [[WM - P~)P~I[  -< []P~ - P " I [ - -  g(m,N) .  

De m~me: ~ (N, M) < g (M, N) et par cons6quent: 

max { ~ (M, N), ~ (N, M) } _< g (M, N). 

Inversement si u E H on a: 

[[(PM -- PN)U[I 2 = 1[(1 -- P N ) P u u  --  PN(t - PM)ull  ~ = 

= lift - Pn)Puu]12 + IIPN( I - PM)u]I2 < 

max {~2(M, N), ~2(U, M)} [[IVMull  2 + II(1 - eM)ull ~] <__ 

< [max{~(M,  N), 8(N, M)]211ul12 

d'ou on d6duit le reste de la d6monstration. 

COROLL~RE 1.2.3. 

(1.2.9) e(M, N) < min {~ (M, N), 8(N, M)} < g ( M ,  N). 
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Ddmonstration. La premiere in6galit6 est une cons6quence imm6diate de 

(1.2.4) et de (1.2.7); la seconde in~galit6 d6coule directement de la proposition 

pr6c&lente. 

COROLLAIRE 1.2.4. 

(1.2.10) M fl N* - - M  ~" c) N = {0}==~,(M, N) = 

= ~(M, N) = 8(N, M) = g(M,  N). 

(1.2.11) g ( M , N )  < I ~ M  f) N "~ = M *  fq N = { 0 } .  

Ddmonstration. (1.2.10) se d6duit imm&liatement de (1.2.3), (1.2.7) et tic 

la proposition pr6:&tente. 

(1.2.11) se d~duit de (1.2.2) ct du fait que g(M,  N ) <  1 entraine, d'apr~s 

la proposition pr6c~dente, que ~ (M, N ) <  1 et 6 (N, M ) <  1. 

REMARQUE. On a:  

(1.2.12) (U.M) < I ~ E ( M , N )  < 1 ~ c ( V ~ u )  > 0. 

La premiere 6quivalence se d6duit de (1.2.4), la seconde de (1.2.6). 

PROPOSITION 1.2.4. Soit M, N deux sous-espaces ferrnds d'un espace de 

Hilbert H et soit P, Q deux projections quelconques sur M e t  N respectivement. 

A lors: 
g ( g ,  N) < lIP -- QIl- 

Ddmonstration. Soit PM et PN les projections orthogonales sur M et N res- 

pectivement. On a: 

P P u = P M ,  P u P = P ,  Q P N - - P N ,  P N Q - - Q  

d'oh 

(1 - -  P)(PM -- e~) = P I N  -- Ps  = (P -- Q)PN, 

( P M  - -  P~)P = P -- PN P -- (1 -- PN)(P -- Q) 

et par consequent 

P* (Pu - e , , )  = ( e*  - Q*)  (1 - P , ) .  
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Soit maintenant u E H, alors: 

ll.ll~ + t l (P-  p,)ull2 = 

= I l u l l 2 - w u .  P , n ) - ( e *  ~. e u ) +  lle~ll~ + IIe*-l12 = 

= Ilull 2 -  r u ) - ( ~ ,  eu)  + IIeull 2 + Ile*, l l~_- 

= II(t - e)ull ~ § IIe*,ll ~ 

Doric si u = ( P u  - -  P~)v, v dldment quelconque de H on a: 

II(e~ - PN) vii 2 + II(P - P*)(PM -- eN)vl l2  = 

= l :  - Q)P~ ~11 ~ § II (P* - Q*)(I - P,~) ~ll ~ _< 

_ l i P -  QI:(IIP~II ~ + I I ( t -  P ~ ) ~ l : ) =  II e - Q I I  ~. 11~112 

g(M, N) ~ i! P - Oil .  

171 

3. Somme de sous-espaces ferm6s. 

PROPOSITION 1.3.1. Soit M, N deux sous-espaces fermds de H. Alors: 

(1.3.1) M + N* est fermd r M + N "~ = (M* n ~ ' .  

Ddmonstration. 

M + N  ~-= (M*  fl N) - ~ M + N  ~ est fermd 

puisque l 'orthogonal d'un sous-espace de H est toujours fermd. 

Inversement: 

M ~ M *  f i n  et N ~ _ M ~  A N  

entrainent 

d'o6 

M c _ ( M ~ n b O  ~- et N ; c _ ( M ~ - n N ) ~  

M + N * c ( M  ~ n N )  ~. 
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De m~me: 

et 

d'ofa 

et par cons6quent 

Donc 

JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

M + N *  D M::::>(M + N * )  ~- c M ~ 

M + N ~- ~ N ~ ( M  -k N*)* c N 

( M + N * ) * ~ M  ~- A N  

M + N *  = (M-t- N~) '-~ _~ (M* O N)*. 

M + N *  = ( M  * O N)% 

PROPOSITION 1.3.2. Soit Q la projection orthogonale de H sur M* N N e t  

T celle de H sur M N N*. Alors Ies trois conditions sufi~antes sont dquivalentes: 

a) E = ~ ( M , N ) <  1; 

b) M + N ~ est ferrn~; 

c) ll existe deux projections R et S de H sur M O ( M  n N ~) et sur 

N* @ (M N N ~) respectivement telles que: I -- Q - T = R + S. 

On a alors : 

IIRII ~ 0 ~  IIRII = ( 1  - ~2)-i/2 
(1.3.2) 

Ilsll ~ 0 ~  IlsII = ( 1  - E2) - 1 / 2  . 

Ddmonstration. a ) ~  b). Soit {u.} une suite d'61dments de M - t - N * ,  con- 
vergent vers u. On peut 6crire 

un = xn + yn + tn 

OH 

x. f M O ( M  N N*), y. E N * |  O N~), t. E M  O N* 

sont uniquement d6termin6s. On a: 

[lu, II 2 = IIx. + y.[I  2 + IIt.II 2 = IIx.II ~ + Ily.II 2 + I[t.II ~ + 2 R e ( x . ,  yn) 
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[IXnl[ 2 -I'- [ly.ll 2 + Ilt,,ll 2 ~ I[u,,l[ 2 d- 2 l (x . ,  y,,)[ = 

= I1..11 ~ -4- 2 I(PMx,,, (I - P~)y.)] ~ Ilu~ll 2 -4- 2 e  [Ix,,ll [ly,,l[. 

Done= IIt~ll ~ ~ llu~ll ~ et: 

(1.3.3) Ilxoll 2 __ (1 - e )  -I i1,.112, [/y.112 < (1 - -  ~2)-, ilu.l[2. 

Donc c o m m e  {un} est une suite de Cauchy,  on en d~duit que {x.} .  {yn} 
et {in} le sont aussi et on a :  

x . - - - . x E M O ( M  N N~-), y ~ y E N * |  N N~-), t n - - . t 6 M  N N* ,  

d'ofa 

u . - - . u = x  + y q - t E M  q - N  ~- 

ee qui mont re  bien que M + N "  est fe rmi .  

b ) ~  c). Soit u E M - t - N * .  C o m m e  plus haut  on peut  6crire u = x q - y  + t 

et on pose:  x = Ru,  y = Su, t = Tu. 

Si z E H ,  z = w + u, w E M  ~ N N.  On  pose alors w = Q z ,  x = R z ,  y = S z ,  

t = T z, Q et T sont 6videmment  des projections orthogonales et on v6rifie imm6- 
dia tement  que R 2 = R ,  S 2 = S .  Par  d6finition 1 - - Q - - T = R + S .  I1 reste 
donc seulement ~t mont re r  (en utilisant le tMor~me  du graphe ferm6) que R et S 

sont eontinus. Mont rons  le pour  R par  exemple.  

Soit {z.} une suite dans H telle que z~ ~ z et R z . - - - x .  

Alors z .  : wn + u . ,  w.  ---. w, u .  --- u E M + N ~- puisque M q- N* est ferm~ 

et si 

un = x .  + y .  + t . ,  t .  ~ t, x .  = R z .  ~ x, 

done y ~ - - . y 6 N  ~ O ( N  ~- N M). Donc  z = w + x + y q - t  et R z = x .  

c ) ~ a ) .  Si ~ I = N |  on voit  que z ( M , N ) = 0 .  

Si N ~ {0}, posons RN = R I~' .  Ev idemmen t  IIR~II -< IIR[I etRNestunebi- 

jection de N sur M = M | (M N N'~). E n  effet u E: iV, RN u = 0 ~ R u  = 0, T u  = 0, 

Q u = 0 .  Donc  u = S u E N * ~ u E N N N *  d 'oh  u = 0 ,  ce qui mont re  que RN 

est iniectif et que IIRNII ~ 0. 
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Soit main tenan t  v E ~t. Alors v = Vl + vz avec vl = P~" v e t  v2 = (1 - -  P~)  v; 

et comme  / V ~ = N  ~ - + N t q M  "~ et v = R v = R v l + R v 2  on a :  v = R N v l  car  

R v 2 = 0  puisque ( S + T + Q ) v 2 = v 2  ce qui mont re  que R s  est surjectif et 

par  cons6quent bijectif. Or :  

d 'oh  

car  

et comme:  

on trouve 

d 'oh  : 

llvl12 = I1,.,11 ~ + IIv2112 = I I R 2  vi i :  + I1(# - P ~ )  vii ~ 

I1(~ - P-)~ '~ r i t e =  ItvlI : -  IIR;, ' ' ' l l  2 

(1  - -  P ~ ) P ~  v = ( I  - -  P ~ ) P f f  v 

Ilvl12 = IIRNR2vlI~<--tlR.II'-IIRz,','II: 

l l ( / -  e.)P~7 vii 2 ~ Ilvll ~ - I1,,112 / I IR~, I I :  

1 
e 2 _  1 ]lRtr < 1 ce qui 6tablit a) 

r aussi 

(1.3.4) I IR.I[  2 >__ (1 - -  ~z)-l. 

En  rdcrivant (1.3.3) sous la fo rme  

IIRII ~ _< (1 - e ) - ,  

on t rouve:  

r par  consdquent:  

(1 - -  ~z)- ,  _ IIR~i[2 ~ IIRII 2 ~ (1 - -  ~2)-1 

IIRll # 0 ~  IIRNII 2 = [IRll2 = (1 - Er) -1 

et de m~me,  en interchangeant  les rbles de  M e t  do N*,  on trouvr 

IISll ~ 0 ~  Ilsll 2 = (1 - e ) - '  

REMARQrOE. Cette  proposi t ion gdn6ralisr le lemmr de  [30].  
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COROLLAIRE 1.3.1. 

M + N* fermd r M ~ + N ]erred, 

M + N termd r M* + N* = (M fT N) ~. 

Ddmonstration. La premiere ligne est une cons6quence imm6diate du fait 

que e(M, N ) =  E(M*. N*). La seconde se d6duit de la premiere et de (1.3.1) 
puisque tout sous-espace ferm6 est l'orthogonal d'un autre sous-espace ferm6. 

PROPOSITION 1.3.3. Soit M + N ~" fermd et soit M" un sous espace ]ermd 

de H tel que M c _ M ' c _ M  + N ~. Alors M ' +  N* est fermd et e(M',N)<_ 

< ~(M,N). 

Ddmonstration. 

Donc 

M + N * c M '  + N * c _ M  +N* .  

et 

M + N - = M ' + N * ~ M - N N = M ' * n N  

(M', N) : ~ (N @ (N f) M'-~), M') = ~ (N O (N [7 M*), M') = 

= II(~ - P~OP~ II - tl (~ - PM,) or - P~)P~ I1 ~ ~ ( ~ ,  M )  = ~ (M, N). 

PROPOSITION 1.3.4. Pour M, M', N, sous-espaces fermds de H posons D : 

= M  f) N*, D ' = M "  f) N ~" on a: 

(1.3.5) ~ (D', D) [1 -- E 2 (M, N)]'/2 < S (M', M). 

Ddmonstration. Etablissons d'abord ridentit6: 

IIVD,,.ull~ = IIU,.,,,,.PD.ull ~ + IIU*.M uoD, ull~. 

En effet: 

IIUM,~'e,,'ull ~= I1(' - PM)PM'P')'ull ~= II( z - e ~ > ( ~ -  PD)PD" u!l ~ =  

= I[(1--P,,,)UDD, ull ~ car P~.P,, ,=P,, .  et e - P , . , ) P o = O ;  

Ilu~,~ uD~,ul]~= IlP,~(x- P ~ ) ( / -  P~,)P~.u]]= = I[PM(1 - PD)P~.ull: = 

= [IP, , ,u, , , , ,ul l  2 c a r  P , ( 1 - - P , , ) P , , . = P , , P , , , = O .  
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De l'identit6 on d6duit: 

car 

llU o, ull  Ilull + ~2 (M*, N ~) IlU o. ull = 

U* M = UM~_N.~. I(UM_~,N~_ ) : N *  N M = D .  

Done [[UoD. UlI=[i __< a (M'  llull et la proposition est d6- 
montrde. 

PROPOSITION 1.3.5. Soit  M,  N deux  sous-espaces  fermds de H tels que M + N ~ 

soit  Ierm~ et M N N -~ = { 0 }. Soit  M" un  sous-espace  ferrnd de H tel que : 

(1.3.6) a2 = ~2 (M',  N)  < 1 - -  ~2 (M,  N).  

A lor s  M '  + N ~- est Ierrnd et M" N N ~ = { 0 }. 

D~monstra t ion .  En utilisant (1.3.6) avec la proposition 1.3.4 on obtient: 
(D', D) < 1. Comme D = M N N -~ = {0 } on trouve: 

{ 0 } = D "  N D + = D ' = M '  N N +. 

Soit maintenant {x.}  une suite convergente d'61fments de M ' +  N% Comme 
M ' N  N~-=  {0} il existe des u.  E M '  et des v. f iN ~ uniquement d6termin6s 
tels que: x. = u. + v . .  

En outre, on peut 6cdre: (I -- PM)u. = r .  + sn + t. ou les r . ,  s . ,  t.  sont 
uniquement d6termin6s (puisque M N N "~ = { 0 }) par  les conditions: 

Done:  

r . E M ,  s .  E N  ~, t .  E M  + f] N = (M + N *)  ~. 

X n P M u .  + r .  + v .  + s .  + t,, 
1 I I ' r I 

E M  E N  ~- E M *  N N 

Avec les notations de la proposition 1.3.2 on a: 

PM u .  + r .  = R x .  . v .  + s .  = S x .  , t .  = Q x .  , 

et par cons6quent la suite { PM u~ + r~ } est une suite convergente, done de Cauchy. 
Or:  

et 

(1 - -  PM) u .  = (1 - -  PM) 2 u .  = (1 - -  Pu)  sn + t .  

0 = (s~, t~) - -  (~n, (I - -  Pu) t~ )  = ((1 - -  P u ) s n ,  t~). 
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et 

d'ofl : 

Donc : 

II(l - -  eM) Unll2 _.~. [1(I -- P~)snII 2 + lit=I[ 2 ~ ] l ( l  - -  P ~ ) s = I I ~  

r n :  - - P u s ~ :  - - P M ( I - - P ~ ) s .  

puisque 

et 

et 

on a:  

[I r~ - r~l l  : IIe~< / - e ~ ) < ~  - ~)11 ~ ~<M, N~ 1[~ - -  ~11 : ~ I I s ~ -  ~11 

d'aprbs (1.2.2), 

M f) N * = { 0 } ~  ~(M, N ) =  ~(M, N ) :  E 

[l~n - s~[l~ : IIP~ (sn - ~)11 ~ + I1<I - eM)<s~ - s~)l[ 2 

_< IIr~- r~ll 2 + [ l ( l -  eM)(u.- u~)[l~ 

~2 
]lSn - -  Sm]12 ~ -  1 - -  E 2 I lun  - -  uml]2  

~2 ~z 
II,'~ - r~ l l  2 < 1 - -  ~----~ I lu~ - -  ~mll 2. 

Comme 

I[u~ - u~ll  2 :  IIeM(u~ - u~>ll 2 + I1(~ - e M ) e M , ( u n  - u~)ll 2 

{{PM(u.  - -  Um>]l z >-- (1 - -  ~2) {{Un --  umll' 

et finalement 

I IPMun  + rn - e M u . ,  - r~ll > ( V ~ -  ~n - ~/y-s-d_~2 

ce qui entralne que { un } est une suite de Cauchy puisque 

~ 2 <  1 --  ~ z ~  a / - i - -~ -~ - -  ~ > 0 .  

) flun - u~ll 

12 
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Donc u~ ~ u ~ M" et par  cons6quent v~ ~ v E N = d 'ou  

x , ~ x  = u + v 6 M '  + N ~- 

ce qui montre bien que M '  + N ~- est ferm6. 

COROLLAIRE 1.3.2. Soit  M,  N deux  sous-espaces fermds de H tels que M q- N -~ 

soit /erm~ et d im M O N ~- < oo. 

Soit M" un sous-espctce ferrr~ de H tel que : 

(1.3.7) ~2 = 82 (M', M) < 1 --  ~2 (M, N). 

Alor~ M" q- N ~- est ]ermd et dim M" N N ~- < dim M n N ~. 

Ddmonstration.  Posons 

M A N = = D ,  M ' N N ~ = D  ", L = N ~ D .  

Alors 

et 

N ~ - = L - ~ O D  

U~L = ( / -  PM) PL = (1 - PM) (PN + P~) --  (!  - PM) P~ = UM~. 

En o u t r e  

I(UML)_--L A M  ~ - - N  N M  ~-- l (UMN).  

Donc d'apr~s la proposit ion 1.2.1, ~(M, L ) =  ~(M, N ) =  ~. En  outre :  

L ~- N M = N  ~- A D ~ - N M = D  p D~ = {0}. 

Donc ~2 < 1 - -  F et la proposit ion 1.3.5 montrent  que M" + L* est ferm~ et 
M" p L * = { 0 }. Comme M '  + N ~- = M" + L ~- + D et dim D < oo on voit que 

M '  + N ~ est ferm6. 

Finalement 

{0} = M '  n L ~ - ~ M  ' n N* N D -~ = { 0 } ~ d i m M '  n N = _< d i m M  N N ~. 

COROLLAmE 1.3.3. Soit  M,  N deux  sous-espaces fermds de H tels que M + N ~- 

soit fermd et dim M ~- N N < ~ .  

Soit M" un sous espctce fermd de H tel que 

(1.3.8) ~ = ~2(M, M ' )  < 1 - -  ~2(M, N). 

Alors  M" + N "~ est ]erred et d im M "~- n N <_ d im M -~ n N .  
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Ddmonstration. Posons 

M ~ = K ,  M "~- = K ' ,  N ~ = L .  

Alors M + N ~- ferm6 r + L ~- ferm6 (corollaire 1.3.1) 

d i m M  ~- O N <  ~ r  N L  ~ <  

et (1.3.8) r  1 - -E2(K, ,L)  puisque en utilisant (1.2.1) on a 

~(M, M ' ) =  ~(K' ,  K). Donc d'apr6s le corollaire 1,3.2, K ' +  L est ferm6 et 

dim K'  n L ~- ~ dim K N L + et le r6sultat cherch6 est d6montr6 puisque K '  + L* 

ferm6 r  N ~- ferm6 (corollaire 1.3.1). 

COROLLAmE 1.3.4. Soit M, N deux sous espaees termds de H. Posons: 

D : M A N ~ ;  E = M ~ - A N .  

Soit M '  un autre sous espace ferm~ de H. Posons 

D ' = M ' O N  +, E ' = M ' +  O N ,  g : g ( M , M ' ) ,  e : ~ ( M , N ) .  

Supposons les deux conditions suivarttes remplies: 

a) ~2 + g2 < 1 (ce qui entraine que ~ < 1, donc que M + N ~- est ]erme'); 

b) d i m D <  ~ ou d i m E <  ~ .  

A lors: 

1) 

~ (D', D) < e < 1, 
~ / 1  - ~2 

~ (E', E) ___ g < 1; 
~ / 1  - -  ~2 

2) D O D '~ = { 0 } r  O E '~ = {0}. 

(Dans ce cas Igt ~ (IY, D) : g (D', D), ~ (E', E) = g (E', E)). 

Ddmonstration. 1) est une consequence imm6diate de (1.3.5). On d6montre 

2) par l 'absurde: supposons E O E  " * = { 0 }  et D O D ' * g u ~ O .  
Alors en utilisant le corollaire 1.3.2 si dim D < ~, ou le corollaire 1.3.3 

si dim E < ~ on trouve que M'  + N ~- est ferm6, et par  cons6quent, en utilisant 
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le corollaire 1.3.1, que M"- + N est ferm6 et que: 

u E D ' ~ u E ( M "  NN~)  * = M  "~ + N ~  q x , y  

tels que 

u = x + y, xEM'% yEN.  

D'autre part, 

en utilisant (1.2.4). 

et 

~(E', E) < I ~ ( E ' ,  E) < 1 

Donc E -~ + E '  est ferm6 et d'apr~s la proposition 1.3.1 on a: 

E ~ + E ' =  (E N E'*) + = H. 

Alors 3 v , z  tels que y = v + z  avee v E E  ~-, zEE ' .  

En outre: v = y - - z E N ,  done v E N  N E  -~---NO(M -~ N N ) = / V .  

En posant w = x + z  on obtient: u = v + w ,  vE/V, w EM'* .  

Donc: 

l l ( l -  e ~ ) w l l  = II(l - P~>vll = tl(~ - e~ )P~  vii <- ~ Ilvll 

IIPMwll = lleM(l - PM,)wll ~ ~(M', M)Ilwll ~ g<M', M)IIw[l. 

Finalement 

u E N  +, v E N ~  [lwll 2 = IIull 2-t-  [Iv[I 2, 

Ilwll ~ --  11(1 - PM~wll ~ + IIP~ wll ~ -< ~ Ilvll ~ + g~ l l w l l ~  Ilvll ~ -< Ilwll ~ -< 

<- 1 - ~  I l v l l ~ < I I v l l ~ v = ~ 1 7 6 1 7 6  

contradiction. 

Done E M E'  ~ - = { 0 } ~ D  n D ' * = { 0 }  et la r6ciproque se d6duit de la 
sym6trie des hypotheses en M, M', N* d'une part et M ~, M "~ et N de l'autre. 

COROLLAIRE 1.3.5. Darts le cadre de la proposition 1.3.5 posons: 

H I = M + N * ,  H z = M ' + N  ~. 

A lots: 

g(H1, n2) <_ g(M, M')(1 -- E2(M, N)) -v2. 
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Ddmortstration.  Soit u E H 1 ,  on a :  u = v q - w  avec v E M O ( M  N N ~) et 

w E N  ~-. 

~aors :  

( 1  - -  P n 2 ) P n i u  = (1 --  en2) v : (I - -  en2)(eu,  q- ( l  - -  P u , ) ) v  = 

= (I - -  P"z)  (1 - -  Pu')  v .  
Donc : 

I l ( 1 -  Pu2)P ,~u l l  < [ t ( t -  PM')PM vii <--- ~ ( M , M ' ) t t v ] I  

et en utilisant la proposit ion 1.3.2 on voit  que 

Ilvll -- II R nil _< (1 --  E2) -1/2 Ilull 

d'ofa on d6duit que 

(1.3.9) ~ (HI,  H2) < ~ (M, M')  (1 --  Er) -m  < 1. 

Soit maintenant  u E H 2 N H ~ ,  on a :  u = v + w  avec v E M '  

Or u E H-~ =:~ u E N e t  par  cons6quent :  

(1.3.10) l lvI l2_ - llull 2 + l l w l l ' =  Ilw[I _< llvll . 

Par aiUeurs : 

I [ v l l~ -  - Ile~ I1~ = ]IPMPM, vII ~ + [1(1 - PM)~M, vlI~ <__ 

_< [[e~e~,vl l2  + n2(M', ~ Ilvll 2 

Donc :  

(1.3.11) 

Finalement:  

et w E N * .  

iiP~ P~. vll z _> (1 - ~Z(M', M))[IvII  2. 

]IPMPM, vII 2 = (PMe~ v, v) = ( e ~ P ~ , v ,  u) - (P~PM.v ,  w) = 

= --(PMPM, v,P,~(t--P,,)W><_ ~(N% M~)Ilwll. IIPMPM, vll . 

Or M N N ~ = {0}. Donc, en utilisant (1.2.1) et (1.2.3) on voit que 

~ ( N % M * )  = ~ ( M , N ) =  ~ ( M , N ) =  [. 
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Doric: 

lIP: e:" vtl: - --:  ll~ll �9 ti v,~'~ ~ll 

et en utilisant (1.3.6) on trouve: 

lle~P~, vii 2 ~ e IIv[I ~ < (1 - ~2(M, M))[Ivl12 

ce qui contredit (1.3.11). Done He O H~ = {0}, et comme (1.2.2) et (1.3.9) 

entrainent que HI P H 2 = {0} on voit, en utilisant (1.2.10), que ~(Ht ,  H2) = 
= g (H1, H2). Or d'apr~s la proposition 1.2.3 ~ (M, M') ___ g (M, M'). 

Le corollaire est donc d6montr6 en utilisant (1.3.9). 

CI-~PrrRE II 

LES SOUS-ESPACES PARACOMPLETS 

S 1. Definition et exemples. 

DEFINITION 2.1.1. Soit M un sous-espaee vectoriel d'un espace de Banach B. 
Nous dirons que M est un sous-espace paracomplet de B si M est un espace de 
Banach et l'injection de M darts B e s t  continue. 

EXEMPLE. T o u s l e s  sous-cspaces fermds de B. 

PROPOSITION 2.1.1 (lemme de Neubauer [35]). Soit M, N deux-sous-espaces 

paracomplets de B tels que M + N e t  M n N soient fermds dam B. Alors M 

et N sont des sous-espaces ferrnds de B. 

Ddmonstration. On considbre d 'abord le cas partieulier M O N - - { 0 } .  Soit 
alors J l'applieation lindaire du Banaeh M • N dans M + N ddfinie par: 
J :  (u, v ) ~  u + v. C'est une application bijective et continue. Done d'aprbs 
le thdorbme de Banach elle est bicontinue, d'ofi on ddduit que M = I ( M  • {0}) 
et N = J ({0 } • N) sont fermds dans B. Pour le cas gdndral, on remarque que 
M n N dtant fermd dans B e s t  fermd ~t fortiori darts M e t  darts N. Done en 
posant 

M" = M / (M O AT); N" = N / (M N iV) 

on voit que M" et N" sont des sous-espaces paracomplets de B / ( M  N N). En 
ou t r e ,  

M' O N ' =  {0}; M ' + N ' = ( M + N ) / ( M N N )  
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sont ferm6s dans B / ( M  f-)N). D'apr~s ce qui pr6c6de M' et N" sont ferm6s 
darts B / ( M  17 N) et on en d6duit que M et N sont ferm6s dans B. 

PaOPOSITION 2.2. Soit M, N deux sous-espaces paracomplets de B. Alors 

M + N e t  M fl N sont dgalement des sous-espaces paracomplets de B. 

Ddmonstration . 

a) M + N:  Soit w E M + N et soit fl I IM, II I I~ les normes de M e t  de N 
consid6r6s comme espaces de Banach. Posons: 

Ilwll~+N= inf(llull~ + Ilvll%) 

ou l'inf est pris sur tous les  couples (u, v)E M X N tels que u + v = w. Alors, 
en utilisant un cas particulier de l'in6galit6 de Minkowski on voit facilement 
que I I IIM+~ est une norrne, sur M + N. Verifions maintenant que, muni de cette 
norme, M + N e s t  complet. 

Soit {w~} une suite de Cauchy dans M + N. Par un proc~d6 classique on 
peut en extraire une sous-suite que nous noterons {z~} telle que V j E  N on ait 
I l z i  - z~+,ll~+~ --- 2~-~. n existe alors u l E M  et v l E N  tels que zl = ul + vl. On 
peut alors h partir de la d6finition de II IIM+~, construire inductivement deux 

suite {uj} _c M e t  { vi} c_ N telles que V j E N on ait: 

2 
r, + v i -- Z i e t  11~ - ~+IlI.+N > Ilu~ - U,+lll~, + IIv , -  v i+~l l~-  2-2,-~. 

On en d6duit que V ] E  N on a: 

I l u i -  u/+,[]~ < 2 -2i-2 + 2 -2i-2 < 2 -2' 

d'o/1 

I lu~-  uj+lllM < 2-'. 

Donc si m > n  on a: 

011 e n c o r e  �9 

m--n m--n 

Ilum - u~[l~, _< x I lu .+~-  u~§ < z 2 -"- i+ '  
i=1 i=l 

et par cons6quent { un } est une suite de Cauchy. De la m~me far on voit que 
{ vn} est une suite de Cauchy. 

Doric il existe u E M et v E N tels que { un}---u et {Vn}---" V. 
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Posons w = u + v. Alors {z~}---w dans M + N et comme {w~} est une 

suite de Cauchy, si elle contient une sous-suite convergente vers w elle est 
elle-m~me convergente vers w, ce qui montre que M + N e s t  complet. 

b) M fl N :  soit u E M  fl N:  Posons /lull~ = Ilull~,+ Ilull~,. 
Alors M fq N muni de cette norme est un sous-espace paracomplet  de B. La 

d6monstration de ce fait est imm6diate. 

REMAaQU~. Dans le cas ou B : H est un espace de Hilbert et ou M e t  N 
sont 6galement des espaces de Hilbert, M + N e t  M fq N munis des normes 
ddfinies ci-dessus sont encore des espaces de Hilbert. En effet, pour qu'un 
espace de Banach soit un espace de Hilbert,  il suffit que sa norme v6rifie l'iden- 
tit6 du paralldlogramme. Or dans Ie cas de M - t - N  on a: 

Si wl, w2 sont des r de M + N, 

2 2 2 IIw~l]~+~ + 2 [[w~l]~§ ~ = 2inf{  [[Ul[[~ + IIv, ll~ + [tu~[[~ + ilv~l[%) 

ou l'inf est pris sur routes les paires de couples (ul, v~), (us, v2) de M X N 

telles que u ~ + v l = w l  et u s + v s = w 2 ,  ou encore sur routes les paires de 
couples (ul + u2, Vl + v2), (ul --  Us, Vl --  v2) telles que Ul + us + Vl + v2 = wl + 

+ w 2  et U l - - U 2 + V ~ - - v 2 = w x - - W 2 .  Or :  

2{[lu, ll~ + 11~111~ + Ilu2ll~ + IIv~ll~} = I[ u, + u~ll~ + llv, + ~s[l~ + 

+ I l u , -  usll~ + I l v , -  v211~ 

et on en d&tuit imm6diatement que 11 ][M+~ v6rifie l'identit6 du paral161ogramme. 
Dans le cas M N N la v6dfication est imm6diate. 

DEFIlqI~Or; 2.1.2. Soit A un op~rateur lin6aire non n6cessairement born6 
de domaine D (A) contenu dans un espace de Banach B e t  h valeurs darts un 

espace de Banach B~. On notera G (A) le graphe de A c'est h dire le sous-espace 
lin6aire de B X BI constitu6 par les couples (u, A u) avec u E D (A). Alors on 
dira que A est un op4rateur paracomplet si G (A) est un sous-espace paracomplet 

de B • B~. 

REMARQUE. Les sous-espaces et les op6mteurs paracomplets ont 6t6 6tudi6s 
en d6tail dans [15] et dans [17]. Nous avons repris ici les notations et une 

partie des rdsultats de [35]. 
Remarquons aussi que si A est un op~rateur paracomplet,  D(A)  est un 

sous-espace paracomplet  de B. En effet si u E D (A) on pose 

II"lr,,~) = It(u, A ")11~(~,. 
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A l o r s  : 

Ilull~ ~ Ilull~ + II h ~ll~, < g II<u. A u)[l~(A) = K Ilull~(a, 

ce qui 6tablit notre assertion. 

PROPOSITION 2.1.3. Soit A, B deux opdrateurs paracomplets d'un espace de 
Banach B clans un espace de Banach B1 et soit C un opdrateur paracomplet de 
BI darts un espace de Banach [12. A lors: 

a) A q-B est un opdrateur paracomplet de B dans [11; 

b) C A est un opdrateur paracomplet de [1 dans [12. 

D6monstration : 

a) Soit u E D ( A  + B) = D(A)  fq D(B). (6ventuellement r6duit ~t {0}) .  
On pose: 

ii u. <a + n>u[l~(A+~) = II<u. A u>llL, + ll<u. n ull~<~," 

Alors, muni de cette norme, G (A q-B) est un sous-espace paracomplet de R • BI. 
Si {(u., (A + B)u.)} est une suite de Cauchy dans G(A  q-B)  on voit que 
{ ( u . , A u . ) }  et { ( u . , B u . ) }  sont des suites de Cauchy dans G(A)  et G(B) 
respectivement, donc convergentes puisque A et B sont paracomplets. On a: 

{(u. ,Au.J}--- . (u,  A u )  et { ( u . , B u ) } - . ( v ,  Bv )  

mais comme {u. } est aussi une suite de Cauchy dans [1 on doit avoir u----v 
et on en d6duit que 

{ (u . .  (A + B) u.) } ---. (u, (A + B) u) dans G (A + B). 

La continuit6 de l'injection de G (A + B) dans [1 X R1 se d6duit imm6diatement 
de la continuit6 des injections de G (A) et G (B) dans [1 X [11. 

b) Soit u E D ( C A ) = { u E D ( A ) I A u E D ( C ) }  (6ventuellement r6duit h 
{ 0 }). On pose 

2 = 2 II<A C A  u>llG(c,. IJ(u. C a  u)llG(., II(u. A u)ll~,a, + u. 2 

Alors muni de cette norme, G ( C A )  est un sous-espace paracomplet de 
B • [12. Si {(u. ,  C A  u.)} est tree suite de Cauchy dans G ( C A ) o n  voit que 
{(u.,  A un)} et {(A u., C A  u.)} sont des suites de Cauchy darts G(A)  et G(C) 



186 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

respectivement, done convergentes puisque A et C sont paracomplets. On a: 

{ ( u ~ , A u , ) } ~ ( u ,  A u )  et {(Au~,CAu,)}-- ,(Cv,  Cv) 

mai comme {A u~} est aussi une suite de Cauchy dans B~ on doit avoir v = A u 
et on en d6duit que { ( u , , C A u , , ) } ~ ( u ,  C A u )  dans G(CA).  Ici encore, la 
continuit6 de l'injection de G (C A) darts B )< B2 se d6duit imm6diatement de la 
continuit6 des injections de G (A) dans B X B1 et de G (C) dans B1 • B2. 

REMARQUE. On peut montrer que la famille des op6mteurs paracomplets 
est la plus petite famille d'op~rateurs ferm6e pour la somme et le produit d 'ol~- 
rateurs et contenant les op6rateurs ferm6s (c.f. [15]). 

PROPOSmON 2.1.4. Soit A un opdrateur paracomplet d'un esp~ce de Banach 

B dans un espace de Banach BI et soit M un sous-espace paracomplet de B et 

M~ un sous-espace paracomplet de I]2. 

Alors : 

a) A ( M  N D(A))  = {vEBI[  3 uED(A)  N M avec v =  A u }  est un sous- 
espace paracornplet de B~ ; 

b) A -1 (M1) = { u E B N D (A) I A u E Mi } est un sous-espace paracomplet 
de B; 

c) A[M est un opdrateur paracomplet de B dam BI. 

a) 

Posons: 

Ddmonstration : 

Soit v E A (M N D (A)). 

ilvll%, , =  {ll(u, A u>II <A, + Ilull } 

ou l'inf est pris sur tons les u E D (A) N M tels que A u -- v. On v6rifie alors 
-- en proc6dant exactement comme pour la d6monstration de la proposition 
2.1.3. -- que, muni de cette norme, A (M N D(A)) est un espace complet et 
que son injection clans B1 est continue. 

b) Soit u E A-1  (MI)" 

Posons: 

= iI(u, A + II A ull ," 

Bien que dans ce cas aussi la d6monstration soit r6p6titive, donnons la explici- 
tement. Soit {u~} une suite de Cauchy dans A-I(MI). Alors {~u~,Au,)}  et 
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{A u,} sont aussi des suites de Cauchy clans G (A) et Mt respectivement. Donc: 

{(u~, A u,)}--,  (v, A v) et {4  u~}-ow. Comme l'injection de G ( A )  darts B • B1 

et l'injection de MI dans B~ sont continues, on a w = A v e t  { u , } - o v  darts 

A -1 (M0. Donc A -~ (M1) est complet. La  continuit6 de l'injection de A-I(MO 

dans B d6coule des in6galit6s suivantes: 

d'o~ 

2 U 2 _ _  Ilull~ --- Ilutl~ + 114 ullB, + II 4 liB, < K, II(u, A u)llG,a, + K+II A ull~,  ' 

- -  2 1 ilull~ < K+ ilullA_ ,M,, 

ou KI et K2 sont les normes des injections de G (A) dans B X B1 et de Mt dams 
Bt respectivement et K3 = max {K1, K2}. 

c) Le graphe G(A[M) de AIM est donnd par: G(AIu) = G ( A )  N (M X B1) 
et par cons6quent est un sous-espace paracomplet de B • Bt. 

PROPOSITION 2.1.5. (Thdor~me du graphe paracomplet - Foias, cit6 dam [17]). 

Soit A un opdrateur paracomplet ddfini en tout point d'un. espace de Banach B 
et ~ valeurs dans un espace de Banach B1. Alors A est bornd (donc jerme'). 

Ddmonstration. L'application J de G (A) sur B d6finie par: i : (u, A u ) ~  u 

est continue et bijective, donc bicontinue d'apr~s le th6or~me de Banach. En 

d'autres mots, il existe une constante K telle que 

d'o~ 

v u ~ B llull~, + II A ull~, < K, II(u. A u)llL, , ~ K ,K  Ilull~ 

v u~ e I1~.11~,, -< K ,K Ilull~, 

at par cons6quent A est bomb. On voit aussi que dans ca cas lh G (A) est ferm~ 

dans B • Bt. 

REMARQUE. Lorsque nous parlerons de sous-espaces paracomplets d'un 

espace de Hilbert nous entendrons par l~t que muni de sa norme propre le 

sous-espace est de Hilbert (et pas settlement un Banach). De m~me lorsque nous 

parlerons d'op6rateurs paracomplets d 'un espace de Hilbert dans un autre nous 

supposerons toujours que le graphe de cet op6rateur, muni de sa norme propre, 

est de Hilbert. 
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2. Cas des espaces de Banach. 

PROPOSITION 2~2.1. Soit B~, B 2 des sous-espaces paracomplets d'un espace 
de Banach B tels que B2 et B~ + B2 soient fermds. Alors: 

a) B I = B I + B 1  N B2, 

b) B1N Bz---- B1 N B2. 

Ddmonstration. Posons B0 = B~ + B~ N B2. Alors B0 est un sous-espace 

paracomplet de B e t  on a: 

Bo + B2 G B1 + B2 G Bo + B2 

puisque B1 N B2 c_ B2. 

Donc B0 + B2 est ferm6 et en outre: 

B0N Bzc_B1 N B2C_BoNB2. 

Donc B0 N B2 est ferm6 et en utilisant le lemme de Neubauer on trouve que 

B0 est ferm6. 

Or, B~ c 13o ~_ BI et par eons6quent B0 = BI = B1 + B1 N B2. 

Finalement B~ n B2 -- B0 n B2 = B~ N B2 et la proposition est d6montr6e. 

PROPOSITION 2.2.2. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Banach 

B dans un espcwe de Banach B', tel que son image R ( A )  soit ferm~e. Alors: 

G ( A ) = G ( A ) + N ( / I )  X {0} et A est fermable si et seulement si 

N (A)  n D ( A ) =  N(A).  

Ddmonstration. On a: B • 2 1 5  ferm6 

dans B X B'. Donc, en utilisant la proposition pr6c6dente G ( A ) =  G ( A ) +  

+ N (A) N { 0 }. Si A est fermable et u E N (A) fl D (A), alors il existe une suite 

{ un } c N (A) telle que un --, u. Done u -- u, --, 0 et A (u -- u~) = A u --- A u et 

par eonsSquent A u = 0 ~ u E N (A). 

Inversement, soit (0, v )EG(A)  = G(A)  + N ( A )  X {0}. Alors q u E D ( A )  

et 3 w E N ( A )  tels q u e 0 = u + w  et v = A u .  

Alors u = - - w E N ( A )  N D ( A ) = N ( A ) ~ v = A u = O .  

Done G ( A) - - -G  (A--) est le graphe d'un op6rateur, c'est ~ dire que A est 

fermable. 
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PROPOSITION 2.2.3. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Banach 

B darts un espace de Banach B', tel que N (A) soit jermd dans B e t  R (A) soit 

]errr~ clans B'. A lors A est un opdrateur fermd. 

Ddmonstration. De nouveau on 6crit: 

B •  B X { 0 } + { 0 }  xR(A) 

ferm6 darts B X B' et 

(B X {0}) r'l G(A) = N(A) X {0}  

ferm6 dans B X B'. 

En utilisant le lemme de Neubauer on en d6duit que G (A) est ferm6 dam 

B • B', c'est ~t dire que A est ferm6. 

PROPOSITION 2.2.4. Soit M i une [amille ddnombrable de sous espaces para- 

complets d'un espace de Banach B telle que ~ Mi = B. Alors il existe un jo 
i=l  

tel que Mio = B. 

Ddmonstration. On utilise les cat6gories de Baire. Soit ij l'injection continue 
oo 

de M i clans B. Alors U ij (Mi) = B. Donc 3 ]0 tel que ii0(Mj0) soit de deuxi~- 
i= l  

me cat6gorie. Or d'apr~s un th6or~me de Banach ([1] Chap. III, w 3, Th6or~ne 3) 

on a alors ii0 (Mj0) = n e t  d'apr~s le th6or~me des homomorphismes de Banach, 

iio est ouvert; d'oh Mio est ferm6 dans B; d'ofi Mio = B. 

COROrrAmE 2.2.1. Soit A un opdrateur d'un espace de Banach dans lui rn~me 

tel que ~ N (A i ) = B .  Alors 3 Jo tel que B = N  (Aio). 
i=l 

S 3. Cas des espaces de Hilbert. 

Darts le cadre des espaces de Hilbert il est possible d'obtenir des r~sultats 
plus fins. 

PROPOSITION 2.3.1. Soit H~ et 1-12 deux sous-espaces paracomplets d'un espace 
de Hilbert H tels que H1 + 112 soit fermd dans H et que HI fl H2 soit Jermd 
dans HI muni de sa topologie propre. Alors: 

a) H2 est lerrnd dans H; 
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b) I1 existe un sous espace Ho fermd dans H tel que Ho c HI et que 

Ho + H2 = H1 + H2 ; 

c) (H, N Hz) ~- = H~ + H~. 

D~monstration. Soit H0 le compldment orthogonal de H1 n H2 dans HI. 
Alors : 

H I = H o + H t  n H2 et Ho n H 2 c H 0  N H2 n H I = { 0 } ,  

ct comme H0 c_ HI, Ho +/-/2 c_ HI +/-/2 c_ H0 + H2, on volt quc Ho + H2 est 

ferm& En utilisant lc fait que Ho N H2 = {0 } et le lemmc de Ncubaucr on cn 

d~duit que H2 est form6 dans H, quc H0 est ferm6 dans H et que (en utilisant 

la proposition 2.2.1) H1 N H2 = H1 N H2. 

Or H~ + H2 fcrm6 cntraine (Corollaire 1.3.1) que: 

B~- + H 2 = H; + H; = (H, n H2)* = (HI N H2)*. 

PROPOSITION 2.3.2. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Hilbert 
14 dans un espace de Hilbert K tel que R (A) soit ]erm~ et D (A) dense dam H. 
Alors A* ex&te et R (.4*)= N(A)  ~- est ]erm~ darts H. 

Ddmonstration. L'existence de A* est un rdsultat bien cormu (avec G (A*) = 
-: G ( - - A )  + ou le compMment orthogonal est pris dans 14 • K). En outre: 
(cf. Proposition 2.2.2) 14 • {0} + G(- -  A) = H • {0} + {0} • R ( A )  est ferm6 
dans H • K. 

Alors la proposition pr6cddente donne: 

(N(A) X {0})* = [(H • {0}) N G(- -  A)]* = {0} X K + G (/l*) = 

= {0} X K + R(A*)  X { 0 } ~ R  (A*) = N(A)% 

PROPOSITION 2.3.3. Soit M e t  N deux sous espaces paracomplets d'un espace 

de Hilbert H tels que M + N soit [ermd dans 14. Alors: 

a) M = M + ( M N N )  N N - - - - M + M N N ;  

b) /V= N +  (M N h0 f l M = N + M f l N ;  

c) M N N = ( M N N )  A N ;  M N N = ( M N N )  N M ;  

d) K t N N = M n N + M N N = M N N .  
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D~monstration. Posons M0 = M + (M n N) n N. Alors Mo + N = M + N 

est ferm6, et M c Mo c ~ .  En outre: 

Mon N c ( M  N N) A N C M o  N N. 

Done M0 n N -- (M N N) N Nes t  ferm6 dans N muni de sa topologie propre. 

En utilisant la proposition 2.3.1, on voit que M0 est ferm6; donc que 

~/---M0 et a) s'en d6duit imm6diatement; b) se d6montre sym6triquement; 

c) se d6duit de a) et de b) puisque M0 O N = (M N N) O N. 

Finalement, en utilisant c) on trouve: M n N c M n N e t  de mSme 

M O N c_ M N N. On trouve aussi: 

M N N c M  N~I + ( M  A N )  A N c  M A ~ I + M A N c M A N c M A N  

ce qui ach~ve la d6monstration de la proposition. 

COROLLAIRE 2.3.1. Soit M et N deux sous espaces paracomplets d'un espace 
de Hilbert H tels que M + N soit [erred dans H. Alors: 

M * + N ~ = ( M A N )  *. 

D~monstration~ D'apr~s le corollaire 1.3.1 on a: 

M ~ -I-N* ----M* q-N* = ( M  n Fo = ( M  n = (M n ~ 

en utilisant d) de la Proposition 2.3.3 pour l'avant demi~re 6galit~. 

COROLLAmE 2.3.2. Soit M e t  N deux sous espctces paracomglets d'un espace 

de Hilbert I-I tels que M + N soit [ermd dans H et M, N soient denses dans I-I. 

Alors M fi N e s t  dense dans H. 

Ddmonstration : 

( M A N )  ~ - = M * + N  ~ - = { 0 } + { 0 } = { 0 }  

d'apr6s le corollaJre 2.3.2. 

PROPosrrtoN 2.3.4. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Hilbert 
I-I darts lui m~me et soit m, n E Iq, m >_ 1, n >_ 1, avec la convention A ~  L 
Alors : 

D (A "-l) + R (A") ferrr~ darts H t ~ D (A "-~) + R (A "+1) ]erm~ dans H. 

D (A m) + R (A") [erm~ darts H 
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Ddmonstration. Montrons tout d 'abord que R (A") est un sous espace para- 

complet de H. 

En effet, soit v E R (An). Posons : 

j~rl  

Ilvll  an> : Z I[(A u,  A, 
i=1 

o?a l'inf est pris sur t o u s l e s  u E D (A") tels qlae v = A n u. Alors par  un raison- 

nement en tout point analogue ~t celui employ6 pour la demonstration de a) 

de la proposition 2.1.2, on constate que muni de cette norme R (A n) est complet. 

En outre -- voir la remarque suivant la Proposition 2.1.2 --  on constate que 

R (A n) est ainsi un espace de Hilbert. 

Soit maintenant 

Mm,, = D ( A  m-x) O R ( A " )  + R ( A  n+~) = R ( A " )  M {D(A n'-~) + R (A"+~)}. 

Montrons que Mm,~ est ferm6 darts R (A n) muni de sa topologie propre. 

En effet soit {Vk} une suite d'61fmcnts de Mm,n convergente vers v dans R (An). 

Alors il existe une suite {uk} c_ D (A n) telle que Vk = A"Uk et telle que V i, 

0 < j _ < n ,  o n a i t :  

{A  i uk} ---, A i u darts H avec A" u : v. 

Or 

A"ukEM,n,n : D ( A  'n-l) N R ( A  n) + R'(An+I) =:> A " - l u k E D ( A  '') q- R(An).  

Comme ce dernier espace est ferm6 dans H par hypoth~se, on en d6duit 

que An-~u est darts cet espace, d 'oh v = A ( A n - l u ) E D ( A  '~-1) + R ( A  n+l) ce 

qui montre bien que v E M~,n et par cons6quent que Mm,, est ferm6 dans R (An). 

En outre {D (A m-l) + R (An+t)} + R (A n) = D (A m-l) + R (A n) est ferm6 darts 

H par  hypoth6se. Nous pouvons done appliquer a) de la Proposition 2.3.1 et 

en d~duire que D (A m-l) + R (A "+~) est ferm~ dans H. 

COROLLAIRE 2.3.3. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Hilbert 

H dar~ lui-m~me tel que V m E l~i tel que 1 <_ m < d, of~ d C [q est donnd, on 

ait: D ( A " ) +  R ( A )  est fermd dans H. Alors: 

(2.3.1) 'd m, nE bl m + n < d + 1 ~ D (A m) + R (,,4 n) 

est lermd darts H. 
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D~monstration. Pour m = 0 ou n = 0 (2.3.1) est 6vident. On peut done 

supposer que m _> 1 et n >_ 1. On proc~de alors par induction s u r n .  Pour n = 1, 

(2.3.1) est vrai par hypoth6se, pour tout m tel que m __< d. Supposons (2.3.1) 

d6montr6 pour n = k et pour tout m tel que m < d --  k q- 1. Alors la propo- 

sition 2.3.4 entraine que (2.3.1) est vrai pour  n = k + 1 et pour tout m tel que 

m __< d -  k et le corollaire est d6montr6. 

PROPOSITION 2.3.5. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Hilbert 

14 dans lui-m&me, et soit m, n E bl tels que : 

1) R (Am+") est fermd clans H; 

2) R (A") + D (Am) est ]ermd dans H. 

Alors R (A n) + N (A m) est fermd dcms H. 

Ddmonstration. Pour m = 0, la proposition est 6vidente. Supposons done 

que m _> 1 et montrons qu'alors D (A m) est un sous espace paracomplet  de 14. 

En effet soit u E D (Am). Posons : 

/'=m 

Exactement comme dans la d6monstration de la Proposition 2.3.4 on voit que 

muni de cette norme D (A m) est un sous-espace paracomplet de H. Posons: 

Nm,. : N (A m) -n t- D (A m) n R ( A n )  : D (A m) n {N(A m) q- R (A")}. 

Nous allons voir que Nm,, est ferm6 darts D(Am). En effet, soit {Uk} une suite 

d'616ments de Nm,, convergente dans D (A m) muni de sa topologie propre, vers u. 

Alors { A " u k } ~ A m u  dans H et comme AmUkER(A m+") qui est ferm6 par 

hypoth~se dans H, on a Am uER(Am+"), ce qui entra'me que u E N,,,,. Done 

Mm,, est ferm6 dans D (A m) (muni de sa topologie propre). Or 

{ R (A") + N (Am) } + D (A m) = R (A") + D (A") 

est ferm6 dans H. On peut donc utiliser le a) de la Proposition 2.3.1 et on en 

d6duit que R (A n) + N (A m) est ferm6 darts H. 

13 
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CHAPITRE I I I  

LES OPERATEURS QUASI-FREDHOLM 

S 1. D6finition et exemples. 

NOTATtONS. Dans ce chapitre A d6notera un opdrateur paracomplet d'un 
espace de Hilbert H dans lui-m~me et 'v' m E N on posera: 

Si m _ > l :  D(Am)={uED(A) IAJuED(A) ;  / = 1 , 2  . . . . .  m - -  1}; 

R ( A  m) : {vEH[ 3 uED(am) ,  Ainu = v}; 

N ( A  m) = {U ED(A~)IAmU = 0}. 

Si m = 0: A ~ = 1; D ( A ~  H; N(A ~ = {0}. Sauf mention explicite D(A) 
n'est pas supposd dense dans H. 

D~FII~ITION 3.1.1. Soit: 

A ( A ) =  { n E N [  V mEN,  m >_ n ~ R ( A  m) N N(A) D R(A")  N N(A)}.  

Alors on appelera degr~ d'itJration stable de A la quantitd dis ( A ) =  infA(A) 

(avec dis ( A ) =  oo si A ( A ) =  ;3). Notons que si m, nEA(A)  on a en fait: 

R (A m) N N (A) = R (A") N N (A). 

REMARQUES. Dans [38] A. Taylor a introduit la notion d'cc ascent ~ d'un 

opdrateur A (notd ~z (A)) de la manibre suivante: si 

v(A)=  {n~N I V meN, m > _ n ~ N ( A m ) = N ( A " ) }  

alors ~ (A) = inf V (A). 

On voit facilement que si ~ ( A ) <  o0 alors dis ( A ) =  0~(A) et que si 

m > ~(A) alors R ( A ' )  fl N(A) -- {0}. 

Ajoutons que dans [5] H. Bart M.A.  Kaashoek et D.C.  Lay  ont d6fini la 
notion de ~ reduced ascent ~ (not6 r ~(A (z))) d'une function A (z) holomorphe 
dans un ouvert U c C et ~t valeurs darts s (H). 

Cette notion est tr~s proche de dis (A). 

Notons enfin que dans [4] H. Bart et W. Kaballo ont introduit la notion de 
gradient d'un op6rateur qui coincide avec celle de degr6 d'it6ration stable. 
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PROPOSlTtON 3.1.1. Les trois propositions suivantes sont ~quivalentes: 

a) d E a(,4); 

b) V m E N ,  V n E N ,  

c) V mEN, V nEN, 

N (A") c_ N (A a) + R (A"); 

R (A") O N (A") _D R (A a) N N (A n). 

D~monstration. a):=> b): Si m __< d et quel que soit n, b) est toujours vrai. 
Supposons le r6sultat 6tabli pour m >_ d et n quelconque et proc6dons par in- 

duction. 

Soit uE N (Am+I). Alors AmuE R (A m) n N (A) = R (A "+") N N(A), puisque 

d E A  (A), m > d ~  m + nEA(A) .  

Donc 3 vEN(A m+"+~) tel que A"  u = A"+"v et par cons6quent u - -A"vE 
E N (A") c_ N (A a) + R (A') par hypoth~se d'induction. 

Ainsi N (.4'~+1) c N (A a) + R (,4 ") et a) ~ b). 

b)=>c):  Ici aussi, quand m __< d, quelque soit n, c) est toujours vraJ. 

Si r e > d ,  soit u E R ( A  n ) O N ( A " ) .  Alors q v C N ( A  n+n ) tel que u = A  nv. 

Or b)=> N (A "+a) c N (A a) + R (A m-d) d'ott u E R (A m) c'est4t-dire que R (A n) n 

o N (A) c_ R (Am). Donc b) ~ c). 

c) :::> a): Evident en prenant n : 1. 

PROPOSITtON 3.1.2. Les quatre propositions suivantes sont gquivalentes: 

a) dis(A) = 0; 

b) V mEN, N(A) c_R(A":); 

c) V n E N ,  N (A") _c R (A); 

d) V m E N ,  V m E N ,  N ( A " ) c R ( A " ) .  

D~monstration. 

a ) = ~ b ) :  dis(A) = O:::~A(A) = b i ~  V mEN, R ( A m ) A N ( A ) - - R ( A  ~ 

N N ( A ) = N ( A ) = ,  V mEN,  N ( A ) c R ( A " ) .  

b ) ~ c ) :  Par induction sur n. Pour n = 0, c) est 6vident et pour n = 1 

c'est une cons6quenee imm6diate de b). Supposons donc c) d6montr6 pour n -- k, 

et soit uEN(Ak+I). Alors AkuEN(A)  c_R(A k+l) et par cons6quent il existe 

url v 6 N ( A  k+2) tel que AkU=Ak+lV. Doric u = A v + w  avec wEN(Ak) c_ 

c R (A). Donc u E R (A) et c) est d6montr~. 
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c ) ~  d): Par induction sur m. Pour m = 0, d) est 6vident pour tout n E N. 

De m~me, pour m = 1, d) est v6rifi6 pour tout n E I~1 [d) se rdduit alors h c)]. 

Supposons donc d) d6montr6 pour m = k et pour tout n E I~1 et soit u E N (A n) 

avec h E N  quelconque. Alors c ) ~  3 vEN(A "+1) tel que u = A v e t  comme par 

hypoth~se d'induction N (A "+l) c R (A k) on voit que v E R (A k) et par cons6quent 

que u E R (Ak+l), ce qui 6tablit d). 

d ) ~ a ) :  En prenant n =  1 dans d) on voit que V m E N ,  R ( A ' ) D N ( A ) ,  
d'ott V m E N ,  R ( A " ) N N ( ~ I ) = N ( A ) c e  qui entraine que A ( / I ) = N  et 

donc que dis (A) = 0. 

DEFINITION 3.1.2. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Hilbert 

H dans lui-m~me. On dira que A est quasi-Fredholm de degr~ d (d E N), ce qui 

sera not6 A E q �9 (d), si: 

(i) dis (A) = d; 

(ii) R (A a) O N (A) est ferm6 dans H; 

(iii) R ( A ) +  N (A a) est ferm6 darts H. 

On dira que A est quasi-Fredholm (A E q r s'il existe un dE I~1 tel que 

A Eq~(d). 

REMARQUES. On a: N (A) N R (A) et N (A) + R (A) ferm6s dans H ~ N (A) 

et R(A) ferm6s dans Hc:c,A est ferm6 et R(A) est ferm6 dans H (en utilisant 

successivement la proposition 2.1.1 et la proposition 2.2.3.). Donc, d'apr~s la 

d6finition pr6c6dente on peut 6erire: 

(3.1.1) A E q �9 (0) r dis (A) = 0, A est ferm6, R (/1) est ferrn6 dans H; 

(3.1.2) A E q �9 (1) r dis (A) = 1, A est ferm6, R (A) est ferm6 dans I-I. 

Finalement, en utilisant la proposition 3.1.2 on trouve aussi: 

(3.1.3) A Eq@(O)c:~ VnEN,  N(A~)~R(~'I), 

A est fermi, R (A) est ferm~ darts H. 
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Exemples d'opdrateurs quasi-Fredholm: 

1) Soit P une projection (pas n~essairement orthogonale) de H sur un 

sous espace ferm6 M. Alors dis (P)_< 1 ( :  0 seulement si P----1) et comme 

N (P), R ( P ) =  M sont ferm6s P est quasi-Fredholm. 

2) Soit A un op6rateur nilpotent de degr6 d. Alors dis (A) = d, R (.4 d) N 

N N(A) = {0}; R(A) + N(A a) = H. Donc A E q r  

3) Soit A un op~rateur normal. Alors R(A m) N N ( A ) = { 0 }  si m>__ 1. 

Donc dis ( A ) <  1 et A E q d9 si et seulement si R (A) est ferm6. 

4) Soit A un op6rateur semi-Fredholm, c'est-h-dire tel que R(A) soit 

ferm6 et tel que soit dim N ( A ) <  co, soit codim R ( A ) <  oo. 

En utilisant les lemmes 2.2 et 3.5 de [26] on obtient l'6galit6: 

(3.1.4) 'v' m E N ,  dim{N(A) / [N(A)  N R (Am)] } = 

= dim { [R (A) + N(Am)] / R (A)} 

d'ofa on peut d6duire que si A est semi-Fredholm la codimension de R (A m) f] 
N N(A) dans N(A) est bom6e ind6pendamment de m. On en d6duit que 

d = dis(A) < oo puisque les R (A m) N N(A) constituent une suite d6croissante 

en m dont les dimensions ne peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs. 

En outre dim { N (A) / [R (A d) N N(A)]  } < oo entra*me R(A a) N N(A) ferm6 

dans H. De m~me d i m { [ R ( A )  + N (Aa)] / R (A) } < oo j R ( A )  + N (A d) fer- 
m6 dans H puisque R (A) est ferm6. Donc les op6rateurs semi-Fredholm sont 

quasi-Fredholm. 

5) Soit A un op6rateur de Kaashoek (cf. [26]) c'est4t-dire un op6rateur A 

tel que R (A) soit ferm6 et tel qu'il existe k E lq avec 

o o  

dim [N (A) / { N (A) N [ N R ( A g ] } ]  < k .  
i=0 

Alors, en utilisant (3.1.4) et en proc6dant comme ci-dessus on voit que A E q O. 

6) Soit A un op6rateur de Taylor (cf. 

d E N  avec: 

'q m > d, N (A m) = N (Aa); 

[38]) c'est-~-dire tel qu'il existe 

R (A m) = R (A d) 

ferm6 dans H. 
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Taylor a d6montr6 que A v6rifie alors la condition: 

R (Ad) ~ N (A9 = H. 

Done dis (A) = ~t (A) = d et 

R(A  d) 1"] N ( A ) =  {0}; R(A)  + N(A  a) = H 

d'oh A E q ~ ( d ) .  

7) Soit A un opdrateur de Lay (cf. [34]) c'est-h-dire tel que: 

V i ,  k E N :  D(A ~ ) + R ( A  k ) = H ,  0 ~ ( A ) = d  et aussi q q E N  tel 
V m ~ q, R (A") = R (A~). 

A partir des Lemmes 2.2 et 3.2 de [26] on obtient imm&liatement: 

ClUe 

V i, k E N dim {R (A i) / R (Ai+k)} = 

= dim { [R (A~) + D(Ag] / [R(A9 + N(A')] }. 

Alors d i s ( A ) = 0 ~ ( A ) <  ~ et R ( A ) + N ( A q ) = R ( A ) + N ( A  d ) =  H r 
fermi, tandis que R ( A  d) N N ( A ) =  {0}. Done A Eq ~ ( d ) .  

8) Soit A un op~rateur de Gokhberg (cf. [19]) e'est-~-dire tel que A soit 
born~, dis(A) = k < oo, d i m { R ( A  k) 17 N(A)} = m < oo et R(A')  soit ferm~ 
clans H pour i :  1,2 . . . . .  k +  1. 

Comme A~:  R ( A ) +  N (Ak) --, R (A k+l) est un op~rateur h image ferrule, 
on en d6duit que R (A) + N (A ~) est form6 dens H, ce qui est 6galement vrai 
de R ( A  k) fl N(A),  sous-espace de H de dimension finie. Done A E q r  

9) Soit A un op~rateur de Gokhberg-Markus (cf. [20]) e'est-h-dire tel que 
d i s ( A ) = d <  oo, dim{R(Ad) f 7 N ( A ) } <  oo, A born6 avec R(Aa), R ( A  'f+~) 
ferm6s darts H. Alors comme darts le eas pr~xlen t  on constate que A EgO.  

10) Soit A un op~rateur de Goldman-Krashkowsky (cf. [22]) e'est-~t-dire 
tel que V m E N, N(A m) c_ R (A) ferm6. Alors d i s ( A ) =  0 et par cons6quent 
A Eqr 

11) Soit A un ol~rateur de Saphar (cf. [36]) e'est-h-dire, en utilisant les 
termes de Saphar, tel que A soit parfait et r6gulier. On trouve que A parfait 

dis (A) = 0 et A r6gulior ==~ R (A) est fermi. Done A E q @ (0). 

12) Soit A un op6rateur de Kate (ef. [29]) c'est-h-dire un op~rateur tel 
que v (A; 1 ) =  oo (notations de Kate) et que R (A) soit ferm6. Alors v (A; 1)= 
= o~ r dis ( A ) =  0 et par eons6quent A E q@ (0). 
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Ces exemples montrent que la classe des op6rateurs quasi-Fredholm contient 

de nombreux op4rateurs 6tudi6s dans la litt6rature. Dans le paragraphe suivant 

nous aUons donner deux caract6risations des op~rateurs quasi-Fredholm. 

2. Deux caract6risations des op6rateurs quasi-Fredhohn. 

THEOREME 3.2.1. Soit A un op~rateur quasi-Fredholm de degr( d. Alors 

il existe deux sous-espace /erm~s M e t  N de H tels que: 

M + N = H ;  M M N = { 0 } ;  

A ( D ( A )  N M) c_M; N c _ N ( A O c _ D ( A )  ( d o n c A ( N ) c _ N  et R(Ad)c_ 

a) 

b) 
c_ M); 

c) Si Ao = A]u, A o E q ~ ( 0 )  (donc A0 est /errnd et R(Ao) est lerme'). 

D(monstration, Si d = 0. on prend M = H, N = {0}. Supposons done que 

d > 0, Commen~ons par construire N e t  p~sons: 

N0 = {0} 

Ni+~ =A-~(Nj )  N [R(A a) N N(A)] ~, jEN. 

On a 6videmment A (Ni ,~ )c  N i. Montrons par induction que V jEN  on a: 

N i c_ Ni§ 1 . 

Pour j = 0, c'est 6vident. Supposons que c'est vrai pour j = m e t  soit 

u E N,,§ . Alors A u E N,, c_ Nm§ . Donc u E A-~ (Nm~) et comme u E N , , + I ~  

~ u - L  [R(A ~) N N(A)]  on voit que uEN,,§ On a donc: 

(3.2.1) V j E N, A (Ni+1) c_ N i c Ni+ 1 c N (Ai+~). 

Nous allons d~montrer maintenant que: 

(3.2.2) 'v' jEN,  N(A ' )  = N j ~ R ( A  d) N N (A,). 

Montrons d'abord, par induction, que: 

(3.2.3) VjEN, N(Ai)  c _ N i +  R(Ad)  f7 N(Ai).  
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Pour j = 0 ou j = 1, c'est 6vident. Supposons (3.2.3) d6montr6 pour j = 
= rn ___ 1, et soit uEN(A~§ Ators:  

A u E N (A'~) N R (A) c_ N (A '~) 

et par hypoth~se d'induction on a:  

v1E Nm , ~ v2 E R (A a) N N (A m) 

tels que A u = vl + v2. 

Or v ~ = A u - - v 2 E R ( A ) .  Donc 3 u~ tel que A u  l = v ~  et on peut choisir 

ul _1_ [R(A a) N N(A)]  (donc ulENm+I). De m~me: 

v2 E R (A a) N N (A m) ~ v2 E R (A a+l) N N (A' )  

(proposition 3.1.1, c)). 

Done q u2E R (A a) N N (A ''§ tel que v2 = A u2. 

Alors A u = A u t + A u 2 ,  d'or u = u t + u 2 + u 3 ,  avec 

u3 E N (A) ~ NI + R (A a) N N (A) c N,,,+I + R (A a) (1 N (A'+~). 

Doric u E Nm§ + R (A d) N N ( A  re+l) et (3.2.3) est d6montr~. 

Comme il est 6vident que ~' j E N ,  N i + R ( A  a) N N ( A ' ) c N ( A  i) on voit 

que 

(3.2.4) V j E N, N (A J) = N i + R (A a) N N (AJ). 

Montrons maintenant que: 

(3.2.5) V j E N ,  '7' kEN,  Ni N R ( A  a) N N(A  k) = {0}. 

C'est 6videmment vrai si j = 0, quel que soit k. Si j >__ 1 (3.2.5) est encore 
6vident si k = 0 ou si k = 1. Proc6dons par  induction sur k et supposons (3.2.5) 

d6montr6 pour k = m e t  quel que soit j E N. 

Soit u E Ni+ l N R ( A  a) fl N ( A ' + I ) ;  alors A u E Nj N R (A a+l) fl N (A') c_ 
c N i N R (A 'e) N N(A")  et en utilisant I'hypoth~se d'inductiola A u = 0 ou 

encore u E N (A). 

Done u E N  i f l  R ( A  a) N N ( A ) =  {0} et par consequent u = 0. 

On a done montr6 que (3.2.5) est vrai pour k = rn + 1 et pour tout j >__. 1, 
et comme (3.2.5) est toujours vrai pour  j = 0, il en r6sulte que (3.2.5) est d6- 
montr6. En  prenant k = j dans (3.2.5) on trouve: 

(3.2.6) V j E N ,  Ni n R ( A  a) f'l N(A  i) = Nj N R ( A  a) --- {0}. 
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I)6s lors (3.2.2) est ddmontrd (on utilisant (3.2.4) ct (3.2.6)). 

Montrons maintenant quc 

(3.2.7) V j 6 N, j >_ d =~ N i = Na . 

En effet: j >__ d et (3.2.1) ~ Na c_ N i. 

Inversement, b) de la proposition 3.1.1 et (3.2.1) entraincnt que 

N i c_ N (A') c_ N (An) + R (An) N m (a9 

et par cons6quent, en utilisant (3.2.4) avec j = d, on trouve: 

N i C Ne + R (A 'z) f3 N ( A  i) N Ni = Ne 

(en utilisant (3.2.6) et le fait que j >__ d). 

Donc (3.2.7) est d6montr6. Posons N = Ne. Alors: 

(3.2.8) (3.2.1) ~ N c_ N (An) c_ D(A)  

(3.2.9) (3.2.6) ~ N N R (A n) = {0}. 

Finalement (3.2.2) ~ N (A e) + R (An) c_ N + R (A n) c_ N (An) + R (A n) d'ofa 

on d6duit, en utilisant (3.2.9), que: 

(3.2.10) N (An) + R (An) = N @ R (An). 

Remarquons enfin que par construction N est un sous espace paracomplet 
de 14. 

Passons maintenant h la construction de M e t  posons: 

M 0 = H  

Mi+ ~ = [R (A) + N(Ad)] ~ + A (D(A) N Mi), jE N. 

Montrons d'abord que: 

(3.2.11) V j E N ,  R(Ai+t) c A ( D ( A )  fq Mi~,c_Mi+t c M j .  

La seconde inclusion est 6vidente. La premi6re se d6montre par induction 

sur j. Pour j = 0 elle est 6vidente. Supposons la vraie pour j =  m e t  soit 

uER(Am+2). Alors 3 r E D ( A ) 1 7  R ( A  re+t) tel que u = A  v. Or, par hypoth~e 

d'induction v E D (A) N Mm+~ et par consequent u = A v E A (D (A) N Mm+t). 
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La troisi~me inclusion se dEmontre Egalement par induction sur j. Pour 

j = 0 elle est Evidente. Supposons la vraie pour j----m et soit u E Mm+2. Alors 

q v E A ( D ( A )  NMm+0 et q w E [ R ( A ) + N ( A d ) ]  ~- tels que u = w + v .  En 

outre q x E D ( A )  O Mm+l tel que v = Ax .  Or par hypoth~se d'induction xE 

ED(A)  NMm. Donc v = A x E , 4 ( D ( A )  N Mm) et par consequent u E M m . l ,  

ce qui ach~ve la demonstration de (3.2.11). 

DEmontrons ensuite que: 

(3.2.12) V j E N, A (D (A) N Mi) + N (Aa) = R (A) + N (Aa). 

L'inclusion A (D (A) n Mi) + N(AO c R (A) + N (A d) Etant Evidente, 

(3.2.12) sera dEmontrE si nous Etablissons que: 

(3.2.13) V j E N ,  R ( A ) c _ A ( D ( A ) N M ~ ) + N ( A d ) .  

Nous proc2derons encore par induction sur ]. Pour j = 0, (3.2.13) est Evident. 

Supposons le donc dEmontrE pour j = m e t  soit u E R (A). Alors 3 v E D (A) 

tel que u = A v  et 3 x E [ R ( A ) + N ( A 0 ] ~ - ,  3 y E R ( A ) + N ( A  d) tels que 

v = x + y. Or, par hypoth~se d'induction 3 s E A  (D(A)N Mm) et 3 t E N ( A  d) 
tels que y = s + t .  Done, si w = x + s ,  on voit que wEM,~+x et comme 

w = v - - t E D ( A )  o n e n d E d u i t q u e u = A v  = A w + A t E A ( D ( A )  NMm+x)+ 

+ N(AO ce qui dEmontre (3.2.13) et par consequent (3.2.12). 

On a aussi: 

V j E N ,  H =  [ R ( A ) + N ( A d ) ]  ~ + R ( A ) + N ( A  d) 

= [R(A)  + N(Aa)] * + A (D(A) N Mi) + N(AO = Mi+; + N(Ad). 

Donc: 

(3.2.14) V j E N, M i + N (A d) = H 

(car pour j = 0, c'est Eviden0. 

Montrons encore que: 

(3.2.15) V j E N, V k E N, Mi n N (A k) = R (A i) N N (Ak). 

L'inclusion Mj N N (A k) ~ R (A i) n N (A k) est une consequence immediate 

de (3.2.11) quand j _> 1 et est Evidente quand j = 0. DEmontrons l'inclusion in- 

verse par induction sur j. Pour j = 0, elle est Evidente quel que soit k. Supposons 

la dEmontrEe pour j = m, quel que soit k, et soit u EMm+l f'l N(Ak). Alors 
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3 v E D ( A )  N M m  et 3 w E [ R ( A ) + N ( A n ) ]  ' tels que u = A v + w  et 

w =  -- A v + u E R (A) + N (A k) C_ R (A) + N (A d) en utilisant b) de la pro- 

position 3.1.1. Donc w E [ R ( A ) + N ( A a ) ]  ~ N [R (A) + N (An)] d'ott w = 0  et 

par cons6quent u = A v, ce qui entraine que vEM,,, N N(Ak+I). En utilisant 

l'hypoth~se d'induction on en d&tuit que v E R ( A ' ) N  N ( A  TM) et doric que 

u ER (A ''+1) N N ( A  k) ce qui 6tablit (3.2.15). 

Finalement. montrons que: 

(3.2.16) V j E Iq, / >_ d ~ M i = M d .  

En tenant compte de (3.2.11), il suffit de montrer que V jEIq, , /_>d::~ 

M i ~ M d . Soit donc u E M d .  Alors : 

(3 .2 .14)~  3 v E M  i et 3 w E N ( A  a) tels que u = v + w .  

Or 

w = u --  v E Md N N (A a) = R (A a) N N (Ad) = R (A i) M N (A a) 

en utilisant (3.2.15), puis c) de la proposition 3.1.1. 

Donc w E R ( A i )  c M  i (en utilisant (3.2.11)) et par cons6quent u = v +  

+ w E M j ,  ce qui d6montre (3.2.16). 

Posons M = Md. Alors: 

(3.2.17) (3.2.11) ~ R(Ad)  c_M;  A ( D ( A )  N M) c_ M 

(3.2.18) (3.2.12) =:> A ( D ( A )  N M ) + N ( A ' ~ ) = R ( A ) + N ( A  a) 

(3.2.19) (3.2.14) :=~ M + N (A a) = H 

(3.2.20) (3.2.15) ~ V k E Iq, M N N (A ~) = R (Ad) N N (A k). 

Remarquons que par construction M est un sous espace paracomplet de 14. 

Nous sommes maintenant en mesure de d6montrer le th6or~me. Pour 6tablir a) 

remarquons que 

M + N = M + R (A a) + N (en utilisant 3.2.17)) 

= M + R ( A  d) + N ( A  a) (en utilisant (3.2.10)) 

= M + N ( A  a) = H (en utilisant (3.2.17) et (3.2.19)). 



204 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

De m~me 

M O N = M N N (A d) n N (en utilisant (3.2.8)) 

= R ( A  d) O N(A  e) O N (en utilisant (3.2.20) avec k = d) 

= R ( A  a) N N = {0} (en utilisant (3.2.8) et (3.2.9)). 

Done I - I - - M  G N et en utilisant la proposition 2.1.1 on en d6duit que M 
et N sont des sous espaces ferm6s de H. 

b) se d6duit imm6diatement de (3.2.17) et de (3.2.8). 

Entin, pour 6tablir c) remarquons que si A0 = AIM on a: 

R ( A 0 ) = A ( D ( A )  N M ) = R ( A )  N M. 

En effet (3.2.17) ~ A (D(A) n M ) c  R (A) n M. 

Inversement, soit u E R ( A )  N M .  Alors 3 vED(A)  tel que u = A v  et 

3 x E M  et 3 y E N  tels que v = x + y .  Alors u = A x + A y  et A y  = u - -  

- - A x E M  n N, d'olh A y = 0  et par cons6quent u = A x E A ( D ( A )  N M). 

Done 

(3.2.21) (3.2.17) ~ R (A e) c A (D(A) N M ) c  M. 

Alors : 

A (D (A) N M) + N = R (A0) + R (A d) + N (en utilisant (3.2.21)) 

= R (Ao) + R (A a) + N(A e) (en utilisant (3.2.10)) 

= R (A0) + N (A d) = R (A) + N (A d) (en utilisant (3.2.21) 

et (3.2.18)). En outre R(Ao) N N c M O N = {0} et par cons6quent: 

(3.2.22) R (A0) (~ N = R (A) + N (Ae). 

Donc en utilisant la proposition 2.1.1 et le fait que R ( A ) + N ( A  d) est 

ferm6 on en d6duit que R (A0) est fermi. 

En outre, en utilisant (3.2.20) avec k = 1, on trouve que 

(3.2.23) N (Ao) = N (A) N M = N (A) N R (Aa). 

Done N(Ao) est ferm6 et la proposition 2.2.3 entraine que A0 est fermi. 
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Or, d'apr~s la d6finition de d : dis (A), (3.2.23) peut s'6crire: 

(3.2.24) V / E N ,  j ~ d  ~ N ( ` 4 o ) = N ( A )  fl R ( A ~ ) ~ R ( ` 4 9  

et comme H = M G N ,  avec N c_ N(Aa), on voit que: 

V jEN; j ~  d =:~ R ( d ~ ) = R ( A g :  

D~s lors, on d6duit de (3.2.24) que V j E N; j ~ d =:~ N ( A o ) ~  R (A~); ce 

qui montre bien que ,40 E q r  (0) et ach~ve la d6monstration du th6or~me. 

REMARQUE. Comme A est paracomplet  et partout d6fini, la proposition 

2.1.5 entraine que ,41,, est ferm6, et comme A0 = A[u l'est aussi, il en d6coule 

que: A E q ~  =:> A est ferm6. 

DEFINITION 3.2.1. On dira qu'un ol~rateur paracomplet A d'un espace de 

Hilbert H dans lui-m~me est ddcomposable au sens de Kato de degrd d >_ 1 

s'il existe deux sous espaces ferrnds M e t  N de H vdrifiant les conditions a), b), 

et e) du Thdorkme 3.2.1 et tels que N ~: N (Aa-1). 

REMARQUE. Le degr6 d 'un opdrateur d6composable au sens de Kato est bien 

d6fmi. En effet supposons qu'il existe deux triplets M, N, d et M' ,  N', d" v6ritiant 

les conditions de la d6finition. Supposons, sans perte de g6n6ralit6, que d<d'.  Soit 

alors uEN'. On a:  u = v + w  avec v E M  et w E N c  N(A  d) d'oia A d u = A d v E M .  

D'autre part  AduEN" c_ N(Ad'); d'oft A a u E M  N N(A d') = N(Aao') ou A0 = 

= A I M  : Or AoEqd9(O) ==~ N(Aao')~R(A~') (Proposition 3.1.1 b)). 

Done comme R (A0d") c R (A d') on a montr6 que A d u E R (A d') et par  con- 

s6quent il existe u'  E D (A d') tel que A'~u = A a" u'. En outre u ' =  v ' +  w" avee 

v" E M" et w" E N" c N (A'V). Alors Aa u = Aa" v' E M ". 

Done A d u E M '  N N" = { 0 } et par  cons6quent A d u = 0 ou encore u E N (A~). 

Nous avons montr6 que N ' c  N (A '~) et comme N'~= N (A A'-t) il en r6sulte 

que d > d'  --  1 ou encore d > d'. Comme d < d'  on a b i e n d  = d'. 

THEOREME 3.2.2. Soit A un opdrateur paracomplet de H dans lui-m~me. 

Alors A est ddcomposable au sens de Kato de degrd d(d > 1) si et seulement si 

`4 6 qr  

Ddmonstration. ~c Si �9 a 6t6 d6montr6 par le Th6or~me pr6c6dent. I1 suffit 

done d'6tablir ~ seulement si ~. 



2 0 6  JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

Supposons A d6composable au sens de Kato de degr6 d. On volt imm6- 

diatement que si m >_ d; R (A m) N N (A) = R (Ao) O N (A) = R (A~) N N (Ao) = 

= N(A0)= R(A0d) N N ( A ) = R ( A O  N N(A): Done dis(A)_< d. 

Montrons maintenant que 

(3.2.25) A (D (A) N M) + N est ferm6. 

Le fait que H = M @ N  entraine que H est isomorphe ~t M • N et par 

cons6quent que A (D (A) N M) + N est isomorphe ~t A (D (A) O M) • N. 

Or, A (D (A) N M) est ferm6 darts M, d'o~ on d6duit que A (D (A) N M) • N 

est ferm6 et donc que A (D (A) N M) + N l'est aussi. 

En outre : A (D (A) N M) + N c_ R (A) + N (A d) et, r6ciproquement 

R(A)=A(D(A) )cxA(D(A)  n M) + A (N) c_ A (D (A) O M ) + N .  

De m~me: 

N(A '~)C_M+N d'ott N(A a) C_M N N(A ~ ) + N = N ( A 0 0 + N c R ( A 0 ) + N  

puisque A0 = AIM E qd~ (O) et par cons6quent: N (A d) c_ A (D (A) N 191) + N. 
Done 

d'o0. 

est ferm6. 
Comme 

R (A) + N (An) c_ A (D (A) O 1VO + N 

R(A)  + N(A  n ) =  A ( D ( A )  N M) + N 

R (A d) O N (A) = Aa(D(A) n 11,1) n N (A) = R (A~) n N (Ao) -- N (Ao) 

est ferm6 la d6monstration sera compl~te si nous montrons que d i s (A)=  d. 
Soit do = dis (A). Ce qui precede montre que A E q ~  (do). Or, d'apr~s le Th6or~me 
3.2.1 il s'ensuit que A est d6composable au sens de Kato de degr6 do et en 
vertu de la remarque suivant la d6flnition 3.2.1 on en d6duit que do = d. 

REMARQUE. Le th6or~me 3.2.2 reste encore vrai dans le cadre plus g6n6ral 
des espaces de Banach si dans la d6finition 3.1.2 les conditions (i) et (ii) sont 
remplac6es par: 

(i') R (A d) N N(A)  admet un suppl6mentaire dans B; 

(ii') R ( A ) +  N(A  n) admet un suppl6mentaire dans B. 
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En effet, les ddmonstrations des thdorbmes 3.2.1 et 3.2.2 peuvent ~tre alors 

utilisdes pratiquement sans modification. 

DEFINITION 3.2.2. Soit A un op6rateur paracomplet de H dans lui-m~me. 
Alors A sera dit normalement d~composable de degr~ d s'il existe deux op6- 
rateurs paracomplets D et T de H dans lui-m~me tels que: 

~) A = D + T ;  T D = 0 ;  D T = 0 ;  

~) D E q O  avec dis(D)___ 1; 

y) T est nilpotent de degrd d, ofa d est le plus petit entier naturel tel qu'il 

existe D et T satisfaisant 00, 13), y). 

Notons que y ) : o D ( T ) = H ;  ~ ) ~  D(A)  = D(D) N D(T)  = D(D). Les 

produits D T et T D sont ddfinis sur leur domaines naturels (ef. Proposition 

2.1.3 b)). 

THEORI~ME 3.2.3. Soit A un opdrateur paracomplet de H dans lui.rr~me. 

Alors A est normalement ddcomposable de degrd d si et seulement si A E q �9 (d). 

Ddmonstration. Si: Quand d = 0 il suffit de prendre D = A e t  T _-- 0. 

Supposons done que d _> I. Soit PM et Ptr les projections correspondantes 
~t la d6composition H = M t~ N. Posons D = A PM et T = A PN. On voit alors 

que 

u E D ( D ) ~  PMuED(A)  ~ ( 1 -  PM)uE D ( A ) ~  uE D(A). 

Done D ( D ) = D ( A )  et D ( T ) = H .  D + T = A P M + A P N = A  tandis que 

D T = A P M A P N = 0  et T D = A P ~ A P M = 0 .  Done ~) est vdrifid. Comme 

N c N ( A  a) on voit aussi que T e s t  nilpotent de degrd do < d. En outre, si 

Ao = AIM, N (D) = M N N (A) + N 

d'ot~ 

M N  N ( D ) = M  N N(A)=N(A0)__CR(A j) V j E N  

(cl'aprbs la proposition 3.1.2 b)). Alors si ] > d on a A i = D i et par consdquent 

R(D)[7  N(D) c_M[7 N(D) c R ( A 9  f7 N ( D ) = R ( D  i) N N(D) 

d'oh dis (D) < 1. 
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On a en outre montr6 que 

R (D) N N (D) = R (A d) N N (D) = R (A d) N N (A) 

est ferm6. 
Or R ( D ) + N ( D ) = A ( D ( A ) N  M ) + N  est ferm6 (cf. (3.2.25)). Done 

D E q ~  et [3) est vdrifi8. I1 reste ~t montrer que d 0 = d .  Soit ]>_d0. Alors 
A i = D i d'o~l R (A i) - -  R (D i) et  par consdquent 

R (A i) N N (A) = R (D i) N N (D) = R (D) 17 N (D) 

d'o~ dis (A) _< do. Comme on a d6j~t vu que do < d et done T) est v6rifi6. 
Seulement si: Soit T et D satisfaisant a), ~) et y). Alors ~' ] >__ 1 si 

u E R (D i) N N (D) 3 v E D (D i) tel que u = D i v. Done A u = (D + T) D i v = 

= D u = 0  et par cons6quent R ( D  i) N N ( D ) = R ( D  i) NN(A) .  Alors ~']___d 
011 a :  

R (A j) N N (A) = R (D i) N N (A) = R (D i) (7 N (D) = R (D) N N (D) 

ferm6 dans H ce qui entraine que dis (A) __< d et que R (Ado) N N (A) est ferm6 
ou do = dis (A). 

En outre, soit u E D ( A ) :  alors A u = D u  + T u  et par cons6quent 

R (A) + N ( A  '~) c_ R (D) + N(DO -- R (D) + N ( D )  

(Proposition 3.1.1 b)). 

Inversement 

done 

R (D) + N (D) c_ R (A) + N (An); 

R (A) + N (A'ro) = R (D) + N (D) 

est ferm6 dans H. Done A E q �9 (do) avec do < d. Alors, d'apr~s la premiere partie 
de la ddmonstration il existerait D'  et T" satisfaisant cz), ~) et T) avec T' nilpotent 
de degr6 do. Si do < d cela contredit nos hypotheses. 

Donc do = d et le thdor~me est d6montr6. 

w 3. Propri6t6s des op6rateurs quasi-Fredholm. 

PROPOSITION 3.3.1. Soit A un op&ateur paracomplet de H clans lui-m~me 
tel que d i s ( A ) =  d et que R (A) + N ( A  ~) soit fermd dans H. Alors 

V n E N, R (A n) + N (A n) est term~ dam H. 
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D~monstration. On procbde par induction sur n. Pour n = 0, R (A ~ - - H  

et le r6sultat est dvident. Pour n = 1 c'est vrai par hypothbse. 

Supposons la proposition vraie pour n E N, n > 1, et posons : 

M - - _ D ( A  n) M [ R ( A ) + N ( A a ) ] .  

Alors M est un sous espace fermd de D (A ") oil D (A ") muni  de la norme 

JJulJ~~ : ~x ]l{a'-'u' A'u}II~<A' 

est un sous-espace paracomplet  de H, et par  consdquent il existe un sous espace 

fermd M" de D (A n) muni de sa topologie propre tel que: D (A ~) = M @ M ' .  

Montrons que R (A ") + N (A a) = R (A ~+1) + N (A a) + A ~ (M'). I1 est dvident 

que le deuxibme membre est contenu dans le premier. Inversement soit u E R (An). 

Alors 3 v E D ( A  ~) tel que u = A  ~v et v = z + w  avec z E M  et w E M ' .  

Donc u = A~z  + A n w  et comme A ~ z E R ( A  "+~) + N ( A  a) on en ddduit rin- 

clusion cherchde. 

En outre: u E A  ~ ( M ' ) N  [R(A " + I ) + N ( A O ]  ~ 3 v E M '  tel que u = A  nv 

et 3 w E D ( A  ~+~) et 3 y E N ( A  a) tels que u = A " + l w + y .  Alors y = u - -  

- - A ~ + I w E R ( A  n) et par consdquent 3 z E N ( A  ~+d) tel que y = A " z .  Done 

v : A w + z + x ou x E N ( A  ~) d'otl on tire en utilisant b) de la proposit ion 3.1.1 

que 
v E [ R ( A ) + N ( A a ) ]  N D ( A  ~ ) = M .  

Donc 

v E M N M'  ~ v = O ~ An (M ") M [ R (A"+I) + N (Aa)] = { 0 } .  

En utilisant le lemme de Neubauer on en ddduit que R ( A  n+l) + N ( A  d) 
est fermd. 

PROPOSITION 3.3.2. Soit A E qqb(d). Alors V m, n E N tels que m + n >__ d 
on a: 

R (A n) + N (A m) 

est fermd dam H. 

Ddmonstration. La proposition est vraie quel que soit n si m >__ d (Propo- 

sition 3.3.1). Nous allons montrer que si la proposition est vraie pour  n et m, 

elle est vraie pour n + 1 et m -  1 s i m  _> 1, ce qui ddmontrera la proposition 

par induction. 



2 | 0 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

Soit 

M = [N (A m-l) + R (A"+I)] N N (A m) = N (A m-~) + R (A n+l) N N (Am). 

Soit u E N (Am). Posons 

m-I 

u ___ IIz,ull , II liNe,m, ,z0 

Comme A est ferm6 on voit que muni de cette norme N ( A  m) est un espace de 
Hilbert. Alors M est ferm6 dans N(Am). 

En effet u E M c : ~ A  m-~uER(A d) N N ( A )  puisque m + n _ _ _ d  et si u i - . u  

dans N (a m) muni de sa topologie propre alors A m-~ u i --, Am-~ u darts H. Commr 

R ( A  d) N N ( A )  est ferm6, on en d&luit que A m - l u E R ( A  d) N N ( A )  et par 

cons6quent que u E M. Donc il existe un sous espace M'  de N ( A  m) (muni de 

sa topologie propre) tel que : N (A m) = M (~ M'. 

Montrons que R (A "+1) + N (A m-l) + M" = R (A n+l) + N (Am). 

II est 6vident que le premier membre est inclus darts le second. 

Soit u EN(Am). Alors 3 v , w  tels que u = v + w  avec v EM, w EM" et 

comme M c N ( A  m-l) q - R  (A n+l) l'inclusion dans l'autre sens est d6montr6e. Or 

M'  N [R (A n+l) + N(Am-I)] c__ N ( A  m) N [R (,4 n+l) + N (Am-l)] = M. 

Done M ' N  [R(A n+l)+N(Am-~)]  c_M N M ' = { O } .  

En appliquant de nouveau de lemme de Neubauer on finit de d6montrer la 

proposition. 

COROLLAI~ 3.3.1. Soit A E q r (d). Alors, V n E N, n > d ~ R (A n) est ferra~. 

COROLLAn~E 3.3.2. Soit A E q t~ avec dis (A) <_ 1. 

Alors V j E N, R (Ai) est fermd. 

PRoPosrno~ 3.3.3. Soit A E q �9 (0) avec D (A) dense darts FI. Alors A* existe 
et on a: 

A* E qO(0) ;  V n E N ,  N(An)~ '=R(A*n) ,  N(A*n)~-=R(An) .  

Ddmonstration. On d6montre d'abord par induction que 

VnEN, N(A~)~c_R(A*~). 
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C'est dvident quand n = 0. En outre, d'aprbs le Lemme 1.5 de [ 14], on a:  

(3.3.1) R (A) ferm6 ~ R (A*) = N(A)  ~-. 

Donc l'inclusion est encore vraie pour  n = 1. Supposons la dtablie pour 
n(n >_ 1) et soit uEN(A"+I) ~-. 

Alors u EN(A") ~- et par 
u = A  *"v. Done:  

V w E N (A"+I), 

d'o~ 

hypothbse d'induction 3 v E D ( A  *n) tel que 

0 = (u, w)  = (A*n v, w ) =  (v, Anw), 

v -I- R ( A  n) N N ( A ) =  N ( A ) ~  v EN(A)  ~- -= R ( A * ) ~  uER(A*n+I). 

v _ I _ R ( A - )  N N ( A ) = R ( A )  N N ( A )  

puisque d i s ( A ) =  1. Comme R ( A ) +  N(A)  est ferm6 

v f { R (A) n N(A)}* ~ v E R (A*) + N (A*) 

d'o~ 

VwEN(A"+I) ,  O = ( u , w ) = ( A * " v , w ) = ( v ,  Anw) 

Or R (A*") ~_ N (A") * et par consequent V n E N : N (An) * = R (A*"). 

Egalement dis (/1) = 0 ~ ~/ m, n E N, N (A") c_ R (A m) ((d) de la proposition 

3.1.2). Done R(A")*  c N(A")* d'o~ N ( A  *m) c_ R(Am) ~" C__ R(A*"), ce qui en- 

tmine (Proposition 3.1.2) que dis (A*) = O. Le reste de la proposition se ddmontre 

ell utilisant la symdtrie des conditions ell A et en A*. 

PROPOSITION 3.3.4. Soit A E q r  tel que D(A)  soit dense dana H. Alors 
A* existe et on a: 

A* E q r  VnEbl ,  N(An)*=R(A*~);  N(A*")-~=R(A").  

Ddmonstration. On d6montre d 'abord par induction que 

V n E N, N (A")* c_ R (A * "). 

C'est dvident quand n = 0. En vertu de (3.3.1) l'inclusion est encore vraie 
si n =  1. Supposons la dtablie pour n(n>_ 1) et soit uEN(An+I) *. Alors on 

voit que N(A"+I) ~- c_N(A")* et par  hypoth6se d'induetion 3 vED(A*") tel 
que u = A*n v. 

Doric 
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(cf. Corollaire 1.3.1). I1 s'ensuit que u E R ( A  *"+t) et comme on a toujours 
R(A*") c N(A , )  ~- on a d6montr6 que V hEN,  N(A") ~- = R(A*"). 

Comme (Proposition 3.1.1) V n E N, N (A") + R (A) = N (A) + R (A) ferm6 
on d6duit, en appliquant la Proposition 2.3.1, que: 

'v" n E N ,  N(A*)  N R(A*") -- N(A*)  N N ( A ' )  ~- = 

= [R (A) + N (A)] " = N (A*) f'l R (A*). 

Done d i s ( A * ) <  I et comme la proposition pr6c6dente montre que 
dis(A*) = 0 entraine d i s ( A ) =  0, nous avons d6montr6 que d i s ( A * ) =  1. 

Le reste de la proposition se d6montre en utilisant la sym6trie des condi- 
tions en A et en A*. 

PROPOSITION 3.3.5. Soit A E q ~  (d) tel que D(A) soit dense dans H. Alors 
A* existe et on a: 

1) A* E q g)(d); 

2) V nEN,  N(A")* =R(A*");  N(A*") -~ - -R(An) ;  

3) '7 'm, nEN,  m + n > _ d  ~ R ( A " ) + N ( A " )  = (N(A*") N R(A*m))~'; 

4) V m ,  nEN,  m + n > _ d  ~ R ( A * " ) + N ( . 4 * " ) = ( N ( A " )  N R(Am))~'; 

5) V n E N ,  n>_d ~ N(A")-~=R(A*n); N ( A * ' ) * : R ( A " ) .  

D~monstration. Par hypoth~se A est normalement d6composable de degr6 d. 
Done A = D + T avec D E q ~,  dis (D) < 1 et T e s t  nilpotent de degr6 d. 

Alors comme T est born6 on a A * =  D * +  T* et d'apr~s les propositions 
3.3.3 et 3.3.4 on voit que D* E q ~  avec d i s ( D * ) =  dis (D). En outre T* est 
nilpotent de degr6 d. Finalement D T = 0 ~ (D T)* = 0. Or (D T)* est une exten- 
sion de T'D*.  Done T ' D * =  0. De m~me T D =  O ~  (TD)* et eomme 
(TD)* est une extension de D* T* on en d6duit clue D* T * - - 0 .  I1 en r6sulte 
que A* est normalement d&omposable de degr6 do < d avec do = dis (A*). Done 
A Eq~(d)  ~ A* Eq~(do). 

En appliquant ce r6sultat ~t A* on trouve de m~me d i s ( A ) =  dis(A**)<__ 

< dis (A*). Done dis ( A * ) =  dis(A) et 1) est d~montr6. 

En outre V n E N, si n >__ 1, R (A") = R (D ") + R (T ~) et eomme R (D ~) c M, 
R ( T " ) c N  on a: 

R (A ~) : R (D ~) + R (T ~) 

d'otl 

R (A")* = R (O") ~- N R (T")* : N (D *~) N N (T *") -- N (O *~) N N (T *") 
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compte tenu de la Proposition 2.2.1 et du fait que 

N (D*") + N (T*") D N (D*) + N (T*) _~ N* + M* = H, 

ou N* et M* sont les deux sous espaces correspondant h la d6composition de 
Kato de A*, et que par cons6quent N (D *~) + N (T *~) = H. Or 

N (D*") N N (T*") = N (A*'). 

En effet N(D*") N N (T*") c N (A*')  puisque A*" = D*" + T*". 

Inversement soit uEN(A*") .  AIors D*"u = -- T*"uEM* N N* = {0} et 
par cons6quent D*" u = T*" u = 0 d'ofi u E N (D*") N N (T*"). On a done montr6 

que R(A")* = N(A*"), ce qui est encore vrai quand n = 0 .  

En utilisant la sym6trie entre A et A* on volt clue R (A*") ~- = N(A")  et 2) 

est ddmontr& 
Pour 6tablir 3) il suffit d'appliquer la proposition 3.3.2 et la proposition 2.3.3 

(et son corollaire). 4) se d6duit de 3) en utilisant la sym6trie entre A et A*. 
Enfin, 5) est une cons6quence imm6diate de 3) et de 4) en prenant m -- 0. 

Nous terminerons ce ehapitre en donnant una autre caract6risation des 

op~rateurs quasi-Yredholm. 

PROPOSITION 3.3.6. Soit A un opdrateur paracomplet d'un espace de Hilbert 
H darts lui-m~me. Alors A est quasi-Fredholm si et seuIement si les condition~ 
suivantes sont satisfaites. 

a) N (A) N ( ~ R (Ai)) est ferrnd darts H. 
i=I 

o o  

b) R ( A ) +  U N (A i) est fermd darts H. 
i=1 

Ddmonstration: c( seulement si ~. Soit A E q �9 (d). Alors en utilisant la Pro- 
position 3.1.1 on voit que: 

o o  

R(A)+ ~ N(A;)= U [R (A) + N (A,)] =R(A)+N(A9 
i=1 i=1 

est ferm6 dans H, 

De m~.me: 

N(A)  N ( ~  R ( A ' ) ) =  ~ (N(A) N R ( A ' ) ) = N ( A ) [ 3  R ( A  '~) 
i=1 i=l 

est ferm6 dans H. 
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si ~). Soit A paracomplet satisfaisant a) et b). Alors en posant: 

r 

U (R (A) + N (Ai)) = H0 
i = l  

on voit que 'q ], R (A) + N (A i) est un sous espace paracomplet de H0 puisqu'il 
est la somme de deux sous espaces paracomplets de H et H0 est ferm6 dans H. 
En utilisant la Proposition 2.2.4 on en d6duit qu'il existe un ]0 tel que 

R (A) + N (Aio) = H0. 

En prenant d 6gal au plus petit ]o tel que cette 6galit6 soit vraie on trouve: 

R (A) + N (A ~) = H0 

est ferrn6 dans H et V n >__ d on a: 

R (A) + N(A")  = R ( A )  + N(A't), 

d'oh en utilisant la Proposition 3.1.1 on d6duit que dis (A) = d < ,o. En outre, 
dans ces conditions on a: 

o o  

N (A) N R (A d)= N (A) N ( N R (AJ)) 
i=1 

est ferm6 dans H. 

CI~PIT~  IV 

L ' O P E R A T E U R  RESOLVANT GENERALISE  ( T H E O R I E  LOCALE) 

w 1. Les points r~guliers. 

DEFINITION 4.1.1. Soit A un op6rateur ferm6 non n6cessairement born6, d'un 
espace de Hilbert H dans lui-m~me. On dira que ~ E  C est un point r6gulier 
pour A si les conditions suivantes sont satisfaites: 

a) R (A - - ) ~ / )  est ferm6 dans H. 

b) I1 existe un voisinage U de ~ darts C tel que: 

V XEC, L E U ~  g ( N ( A  -- ~,1), N (A  -- )~1)) < 1. 

L'ensemble des points r6guliers pour A sera not6 reg (A). 
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REMARQUE. S i p  (A) est l'ensemble r6solvant de A et si o'a(A), o'r(A) sont 
respectivement les spectres discrets et r6siduels de A on a: 

p(A) c_C_ r6g(A) c__. p(A) U o'a (A) U o'r (A). 

En effet, si )~ E o'c(A), le spectre continu de A, alors R (A - -~ , / )  a'est pas 
ferm6 et par cons6quent ~, ~ r6g (A). 

PROPOSITION 4.1.1. Les deux condit ions suivantes sont dquivalentes: 

a) )~ E r6g (A); 

b) X --  ) ~ l E q ~ ( O ) .  

D~monstration. Nous d6montrerons d'abord un lemme: 

LEMME 4.1.1. Soit R ( A - - ~ o l )  Jerrnd et soit c = c ( A - - ) ~ l / )  la conorme 

de A - -  )~1 (c.[. Ddfinition 1.2.2). Alors,  [c.f. (1.2.5)] c > 0 et V )~EO tel que 

[)~ -- ko I <_ c on a :  

6 ( N ( A  --  )~I), N ( A  --  )~1)) <_ I)~ --  ) ~ 1 / c .  

En  outre, si )~Erdg(A) on a: V )~EU, avec I)~--)~1 <_c 

g ( N  (A --  )~1), N (A - -  ~ol)) <__ IX --  ~o I / c. 

Ddmonstration. Soit u E H; alors : 

II(1 - PN(A_XOr))PN(A_x~UII <__ 1 / C iI(A --  )~cI)PN(A_xt)Ul[ = 

= IX - Xol/clle ,A-  ull <--IX - x 0 1 / c  ilull  . 

Done ~ (N (A -- k 1), N (A -- ~,/)) __< IX -- ~[  / c < 1 ce qui d6montre la 
premiere partie du temme. 

Si )~ E r6g (A) et si )~ E U, g (N (A -- )~/), N (A -- L0/)) < 1 entraine, en uti- 
lisant (1.2.11) et (1.2.10), que 

g ( N ( A  --  ~,1), N ( A  --  )~1)) = ~ ( N ( A  --  k l ) ,  N ( A  -- Xol)) 

et le lemme est d6montrd. 
Passons maintenant h la d6monstration de la proposition. Montrons que: 

(4.1.1) a ) ~  V n E N ,  N ( a - - X 0 t ) ~ _ R { ( X - - X 0 ~ } ,  

R { (A -- go/Y'} ferm6 dans H. 
On procddera par induction. 
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S i k E C  avec k # ) ~ o n  a:  

Soit u E N (A - -  ko/). 

Alors : 

D 'o~  

N (A  - -  )~I) c R (A  - -  XoI). 

PN(A-)a) U = U - -  (1 - -  Pu(a-xO) u E R (A --  )~ / ) .  

( I  - PR~a-~ , ) )u  = (1 - PRca-XoD J P ~ a - x o o  - -  P u ( a - ~ ) u  

et par  consdquent  si IX - ~o] < c = c ( A  - Lo l )  

I1(1-e.,A_ 0,)ull < _ _ g ( N ( A  - -  ) ~ l ) ,  N ( A  - -   0 ))Ilull _< I x -  lcllull 
( lemme 4.1.1) et en passant  ~t la  l imite pour  k ~ ) ~ 0  on t rouve :  

(1 - -  PR(a_x0n) u = 0 ~ N (A - -  ~ / )  c R (A --  k01) ferm6 dans H. 

Supposons main tenant  (4,1.1) d6montrd pour  n e t  soit 

u E R  { ( A  - -  XoI)"+').  

Alors il existe une suite { v i }  _c H telle que (A  - -  k o l )  "+1 v i --, u dans H. 

Posons 

wj  = (1 - PN<a_xo~)(A - -  ~ . v j E R { ( A  - -  koX)"} 

puisque par  hypoth~se d ' induction N (A - -  ~o/)  ~ R (A --  Xo ly' .  

A l o r s  

(A  - -  %o/)  wi  = (A - -  ;~ / ) "+~  v i --, u 

et par  cons6quent  { (,4 - -  ~ / )  w i } est une suite de Cauchy  darts H. Or, par  d6fi- 

n i t ion  de c (A - -  Xo/) ,  

I[(A - wk)ll >-- -  o )llw,- 

d 'o~ il r6sulte que {wi} est 6galement une suite de Cauchy dans H et pa r  con- 
s6quent il existe un w E R {(A - - ~ 0 / ) " }  (hypoth~se d ' induction) tel que wj--,  w. 

Donc u = ( / 1 -  k o l ) w E R { ( A -  Xo/) "+1} qui est doric ferm6 dans H. 

C o m m e  ~, # k o ~  N ( A  - -  ~,1) c_ R { ( A  - -  ko/)  n+l} on d6montre  c o m m e  plus 
haut  que N ( A -  ~ / ) _ _ . R { ( A -  ~/)~+~} ce qui 6tablit (4.1.1). 
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Par  la m~me occasion nous avons d6montr6 que :  

)~ E r6g (A) ~ A - -  ~ 1 E q �9 (0) c 'es t  ~t d i re  clue a) ~ b). 

Supposons  ma in tenan t  b) v6rifi6e et  soit  u E N (A - -  ~0 / )  c R (.4 - -  k0/). 

Alors  3 u~ E N { A - -  k0/)2 } (7 (N (A - -  ~0/))~- tel que (A - -  k0/ )  ul = u. 

Comme V n E N. N { (A - -  ~0/)" } c_ R (A - -  L0/) on peu t  ainsi  construire  

induct ivement  une suite u t .  u2 . . . . .  u i . . . .  (avec u0 = u) telle q u e :  

V ) E N ,  ( A  - -  ~ l ) u  i = u i _ l .  avec u i E ( N ( A  - -  k o l ) )  ~. 

Donc :  

tlu,-,ll a c llu, tl I1",11 ll"ll. 

Si [)~ - -  ~0l < c, posons  : w = - -  ~: (~ - -  k0) / u i E ( N  ( A  - -  ~o 1)) ~-. 
i=1 

Cette s6rie est  convergente  puisque  no rma lemen t  convergente.  

En outre  si 
i=n  

w. = - I: (k  - )~Y uj 
i=1 

on voit  que 

( A  - -  k o l ) w .  = - -  X ( k  - -  k o ) i u i - ~ .  
i=1 

Quand  n --. oo, w.  --- w et  (A - -  ~ / )  w,  ~ (k  - -  k0) ( - -  u + w) et p a r  conse- 

quent  comme A est ferm6 on en d~dui t  que (A - -  ~0/)  w = (~, - -  k0 ) ( - -  u + w) 

d'ofa 

( A  - -  ) ~ l ) w  = - -  O, - -  Xo)U = (.4 - -  ) . l ) u  

et done 

u E ( N ( A  - -  ~,ol))  ~- + N ( A  - -  ~ , I )  

Oil e n c o l ' e  

N ( A  - -  ~ I )  c ( N ( A  - -  ~ o I ) )  -~ + N ( A  - -  )~1) 

et par  consequent  

(N ( a  - -  ~ / ) ) ~  + N (A - -  ~./) = H. 

En ut i l isant  main tenant  la p ropos i t ion  1.3.1 (en prenant  M = N ( A -  ~ . I )  

et N = N (.4 - -  ~ / ) )  on trouve : 

H = N ( A  - -  k i0 + ( N  ( A  - -  ~ 1))  ~ = ( ( N  ( A  - -  ). h )  ~ n N ( A  - -  ~,0 I ) )  ~ 

d 'o~  : 

( N ( A  - -  ~ . / ) )~  n N ( A  - -  ~ J 3  = {0}. 
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En outre, (lemme 4.1.1) nous avons vu que si R (A - - ) ~ I )  est ferm6 alors: 

V)~EO,  ] k - - k o l < c ~ 8 ( N ( A - - k l ) ,  N f A - - ) ~ / ) ) < I  

d'ot~ N(A - -  t / )  n ( N ( A  - k0t))* = { 0 }  (c.f. (1.2.2)). 
Donc en utilisant (1.2.10) on voit que: V ~,EO, [ )~-  k0[ < c on a: 

g ( N ( A  --  ~.I), N ( A  --  )~1)) --  8 ( N ( A  --  k l ) ,  N(A - kol))  < 1. 

On a donc montr6 que b ) ~  a). 

REMARQUE. I1 ressort de la d6monstration pr6c6dente que clans la d6finition 
d'un point r6gulier on peut toujours supposer que U ~_ {)~; I t -  ~1 < c}. 

COROLLAIRE 4.1.1. Si D ( A )  est dense darts H et si A est normal on a: 

rdg (A) = p (A). 

Ddmonstration. I1 suftit de montrer que rdg(A)c_ p(A). Soit )~Er6g(A). 
Alors : 

N (A* --  ~,1) = N (A --  ~,1) c_ R (A --  ~,I) = (N (A* - - -~1))  ~ 

d'ofl on tire que N(A  -- L / )  = {0} et R (A -- )~ /) -- H donc que kEp(A) .  

COROLLMRE 4.1.2. Si D ( A )  est dense dans H on a: 

rdg(A*)  = reg (A)  (conjugu~ complexe) .  

Ddmonstration : 

)~ E r6g (A*) r A* -- )~ 1 E q go (0) r A -- ~ I E q �9 (0) (prop. 3.3.3) 

r ~ E r6g (A) r )~ E r6g (A). 

PROPOSITION 4.1.2. Soit A un op4rtaeur fermd de H darts lui-m$me. Alors  

r~g (A)  est ouvert  dans 0 et si U est un ouvert  de r~g (A) les condit ions suivantes 
sont satis[aites : 

a) rapplication )~ ---, N (A --  )~1) de U dans respace des sous-espaces fermds 

de H muni  de la mdtrique g est continue. 

b) l' application ~, --, R (A --  )~ 1) de U dans l' espace des sous-espaces fermds 

de H muni  de la m4trique g est continue. 

Ddmonstrat ion : 

a) Soit ~ E r 6 g ( A ) .  Alors d'apr6s le lemme 4.1.1, V ~,EO tel que 

[ x -  Xol < c = c ( A  - ~ o r )  
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e, (N ( ~  - k t) ,  N (A - -  ~ 1 ) )  <_ 1~. - -  ko] / c < t .  

Alors, d 'apr~s (1.2.9): 

(4.1.2) 

el d 'apr~s (1.2.11): 

d 'oh  

~ ( N ( A  --  k l ) ,  N ( A  --  kol ) )  < 1 

(N (A --  ~. /))~ N N ( A - - X r  

(4.1.3) [ (N(A --  ).1))* N N ( A  --  ~,0/)]* = H. 

Or, d 'apr6s la proposi t ion 1.3.2: 

(4.1.2) ~ N (A --  ) , / )  + (N (A --  ~/))-~ est fermr 

et pa r  cons6quent  en utilisant la proposi t ion 1.3.1 et (4.1.3) on obt ient :  

(4.1.4) N (A --  ~. I) -4- (N (A --  kr = H. 

Soit main tenan t  u E ( N ( A -  ~,I))-L On ddduit  alors de (4.1.4) qu' i l  existe 

ul E N (-4 --  ), / )  et u2 E (N (A --  ~ I))* tels que u = u l + u 2 .  

Done:  

i lu21r-- Ilull ~ + Ilu, ll 2 >-- IInll '. 

Par cons6quent:  

II(a -- ~ u l l  = l[(a - ~ . 0  u211 >- ]1( A - ~ u 2 1 1 -  I ~ -  ~ol Ilu21l > 

> ( c -  I ~ -  ~1 ) I l u~ l l -  (c - 1 ~  - hi)I lul l  - 

Done:  

( 4 . 1 . 5 )  c ( A  - X t )  _> c - -  IX - ~01. 

En utilisant (1.2.5) on en ddduit:  

(4.1.6) I k - -  ~1 < c ~ R (A --  k 1) est ferm6. 
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Soit maintenant g E C tel que 0 < [ X -  1~] < ( c -  IX- x01)/2. 
Alors : 

I ~ -  ~ J - - I ~ -  xr + J~ - ~l < 

< (c - I x - ~ l )  / 2 + I x - Xol -< 

_< (c  + Ix - x~ I) / 2  < c. 

En outre, de (4.1.5) on d6duit que 

c ( A  - x I )  > 2 Ix  - ~1 > Ix - ~l 
et que 

c(A - -  ~ , 0  -> c - [~  - X~ I > (~ - IX - X o l ) / 2  > IX - ~l" 

Donc, en utilisant le lemme 4.1.1 on trouve: 

~ ( N ( A  - -  X l ) ,  N ( A  - -  l~l))  < [X - -  I ~ 1 / c ( A  -- !~1) < 1; 

~ (N (A -- ~ ~ ,  N (A -- X O) < [~ -- Xl / c (A -- X l) < 1. 

Donc, d'apr6s la proposition 1.2.3, g (N (A -- X 1), N (A -- I~/)) < 1 et en 

utilisant (1.2.11) et (1.2.10) on trouve que 

g ( N  (A - -  X l) ,  N (A - -  t~1)) . -  ~ ( N  (A  - -  i~1), N (A - -  X l ) )  < 
(4.1.7) 

< Iv, - X l / ( c  - ix - Xol). 

En d'autres mots, R ( A -  X l) est fermd, et il existe un voisinage V de 

X dans C 

(v = {~; 2 ] ~ - x  I < c - I X -  ~ l } )  

tel que V I ~ E V  on a 

g ( N ( A  -- X b ,  N ( A  -- ~1))  < 1, 

c'est /~ dire que k Er6g(A). 

Doric: XEC tel que ] k -  g0[ < c ~ XEr6g(A)  et on en d6duit que reg(A) 

est ouvert darts C. 

En outre, on d~duit de (4.1.7) clue l'application X - . N ( A  - - L l )  de r~g(A) 

clans l'espace des sous-espaces ferm6s de 14 muni de la m6trique g est continue. 
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b) Soit maintenant  u E R  ( A -  ~ , I ) n  (R  ( A -  Lol))*. I1 existe alors v E 

E D ( A )  tel que u = ( A - ) ~ / ) v  et de (4.1.4) on d6duit qu 'on  peut choisir v 

dans (N (A - -  )~ 1))% Alors : 

Z v - - ~ . V  

d' otl 

..1_. R (A --  ~,o/) ~ --  (~, --  ko) v + (A -- )~ I) v E (R (A -- ~,o/))~ 

Donc 

(4.1.8) 

I ~ -  ~o1211vll 2 ~  [I (A - ~oOvll 2>- c2 Ilv[12 ~ v = o .  

R (A --  k 0 N (R (A - -  Xo I))* = { 0 }. 

Soit s E R (A - -  Xo/) et soit t E H tel que 

(A -- )~o 1 ) t  = PR(a_Xol ) s = s 

avec t E (N (A - -  Xo/))% 

Alors : 

I1(~ - PR(A-xo)P~,~-~0o),II = 

= 1[(1 - -  PmA-xo)(A --  ~, l )  t + (I  --  PR,A-X~))()~ --  kO)tll = 

= Ix - Xol I1(1 - e R o t - u ) ) t ] [ -  ]L - ~1  [ [ t [ ! -  

--- Ix - X0l / c I I(A - ~o i ) t l l  <__ I x - Xol / c I lsll 

(en utilisant la d6finition 1.2.2 de la conorme). 

Doric: 

~ ( R ( A  --  kol ) ,  R ( A  --  X I ) )<_  IX -- L o [ / c  < 1 

et par consdquent:  

(4.1.9) R ( a  - ~ / )  N (R ( a  - -  k/))~- = { 0 }. 

Finalement (4.1.8), (4.1.9) et (1.2.10) entrainent que 

g ( R ( A  - - k o l ) ,  R ( A  --  X/))  = ~ ( R ( A  --  )~/),  R ( A  - - X / ) ) _ <  1 ~ , - - ~ [ / c  

ce qui 6tablit b). 
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w 2. Les op~rateurs r6solvants #n~ralis6s. 

NOTATION. Dans ce paragraphe on notera D (A) l'espace de Hilbert obtenu 

en munissant le domaine D (A) d'un op6rateur ferm6 A de H dans lui-m~me de 

la norme du graphe de A (llull~(a) = Ilull~ + IIA nile,). 

DEFINITION 4.2.1. Soit A un op6rateur ferm6 de H dans lui-m~me et soit 
~, E C. On dira que A admet un opdrateur rdsolvant gdndralisd Rg (.4, X) au point 

k si Rg (A,)0 est un op6rateur continu de H dans D (A) tel que les conditions 

suivantes soient satisfaites: 

1) R ( A -  )~/) est ferm6 dans H. 

2 )  I1 existe une projection Px darts H avec R (Px)= R ( A -  k / )  et une 
projection Qx dans H telle que N (Qx)= N (A --~,/) .  

3) (A -- ~,/) Rg (A, ~,) -- Px. 

4) Rg (A, ~,) (A -- X/) = Qx[o~.) (on a visibilment Qx (D (A)) c_ D (A)). 

Si U est un ouvert de C on dira que A admet un opErateur r6solvant g6n6- 

ralis6 dans U si V X E U, Rg (,4,)Q est un ol~rateur rEsolvant gEnEralis6 de A. 

REMARQUE. En g~n6ral Rg(A,  ~,) n'est pas unique. Si toutefois ~,E 9(,4). 

Alors Px ----- In, Qx = Io(a) et Rg (,4,)~) = R (A, ~,), l'op6rateur r6solvant ha- 
bituel. 

PROPOSITION 4;2.1. Soit A un op~rateur fermd de H dans lui-mdme et soit 
Xo E C. Alors A admet un opdrateur rdsolvant gdndralisd analytique d valeurs dam 

D (,4) dans un voisinage U de ~o si et settlement si koE r~g (tl). 

D~monstration: ~c seulement si D: soit ~0 E C, U un voisinage de X0 dans G 

et soit Rg (A,)0 analytique dans U. Alors R (A - - ~ / )  est fermi. 

V~rifions que A - -Xol  E q *  (0), c'est ~t dire que: 

V n E N ,  N((A - - k o l ) " ) c R ( A  --Xol). 

Or si X # X0 et s i n  E N soit u E N ((A -- X0/)"). 

Posons : 

1 .-1 ( A _ k o O i u  
v - "  ~z 

(X - 1o) i=o (X - XoY 

Alors v E N ((A -- k0/)"). 



LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM: UNE GENERALISATION DES OPERATEURS, ETC. 223 

En outre 

( A  - -  k l ) v  = ( A  - -  k o l ) v  - -  ( i  - -  t o ) v  = 

- -~  ( x  - t o / Y u  --~ ( a  - 1 o t Y u  = - - X  + X  
j-1 ( i - t o )  j j:o ( 1 - 1 o )  j 

Done u E R (A --  k / )  ou encore 

(4.2.1) 

Done 

N ((X --  ~o 1) ~) c_ R (A --  L 1). 

~---U. 

I1(I -  PR<A_ 0 )ull 

g(g(A -- R ( A  --  0 )Ilull IIP -- P 01111ull 

en utilisant la proposition 1.2.4. Or Rg (A, X) est analytique dans U, done eontinu 
dans U et par  eonsdquent P~ = (A --  ) , / )  o Rg (A, ~,), composd de deux appli- 
cations bomdes (car A --)~ 1 est bored de D (A) dans H) done continues en )~, 

est continu en )~ clans U. Par  eonsdquent en passant ~ la limite par  ~,---k0 darts 

U on trouve 

(I --  PRCA_x0~)U = 0 

c'est ~t dire u E R (A --  k0/). 

Done )~ E rdg (A) ~ U c_ rdg (A). 

cc si ~. Soit L0 E rdg (A), et soit 

v = {~.;  I~, - to l  -< c} 

avec c = c ( A -  kol). Nous avons vu (remarque suivant la ddmonstration de 

la proposition 4.1.1) qu'alors U c_ rdg (A) et que V k E U on a : 

g, = g (N (A --  k0 /), N ( A - - ) ~ / ) ) <  1; g2 ---- g (R (A --  ~ I), R ( A - - k / ) ) <  1. 

Or, si M e t  N sont deux sous-espaces fermds de 14 tels que g (M, N ) <  1 

o n  a :  

r (M, 31) = g (M, N) < 1 

(d'aprbs (1.2.11) et (1.2.10)) avec M f7 N "~ = {0} et M ~- 0 N = {0}. 

Done, d'aprbs la proposition 1.3.1 M + NY = (M ~- N N)* = 14. 



224 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

Par consdquent, V L E U on a: 

H = N ( A  --  LI ' )  @ ( N ( A  --  "s ~- ,=  R (A --  )~1) @ (R  (A  --  Xol))  -~. 

Soit Qx la projection sur (N ( A -  k0/)) * correspondant ~t la premiere dd- 

composition et P~ la projection sur R ( A - ) ~ / )  correspondant ~ la deuxiSme. 

Alors, en utilisant la proposition 1.3.2 on trouve: 

(4.2.2) I[Pxl[ __< (1 --  ~)-1/2 et IIa ll- (1 - -  ~)-,/2 

Soit maintenant u E H: alors P~ u E R (A - - L  1) et il existe un v E H tel que 

( A  - - E I )  v = P ~ u .  

On posera par  d6finition Rg (A , )0  u = Q~ v E D (A). 

I1 faut montrer que Rg (A , )0  est ainsi bien ddfini. 

En effet, soit w E H tel que ( A - ) ~ / )  w = Px u, 

Alors v - - w E N ( A - - ) ~ / )  d 'o~ Q ~ ( v - w ) = 0  ou encore Q ~ v = Q ~ w  ce 
qui montre que Rg ( A , ) 0  u ne ddpend pas du choix de v. 

Les conditions de la d6finition 4.2.1 sont vdrifides. 

En effet: 

1) 

2) 

3) 
= P~u; 

4) 

est une consequence du fait que )~ E r6g (A); 

a d6j~ 6t6 6tabli lors de la construction de Rg (A,)~); 

soit u E H. Alors (A --  ~, i0 Rg (A, L) u = (A --  ~,/) Qx v = (A --  k / )  v = 

soit v E D (A). Posons (A --  L / )  v = u = Px u. Alors : 

Rg (A, ~,) (A --  )~ 1) v = Rg (A , )0  u = Qx v. 

Finalement soit u E H et soit 

g~ = g ( N  --  ~.1), N ( A  - -  Xol)) < 1 (car X E U). 

Alors: 

IIP~(A-U) Rg (A,)~)ul]n = 

--IIP~,(a_x~ (1 -P,v(A_~.oi))ag (A,),,) ulIH _ & ]IRg(A, ~,)u]lu 
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(1 - ~) [ IRg(A,  k)ull2u 

I1(1 -- PN(A_~J))Rg(A,  )ull % IIP ull  / a ( A  - 

IIRg(A, )~)ul[~(~, ---- 11.4 Rg(A, ~)ull~+ IIRg( A" = 

I](A -- ~,I) Rg(A, ~.)u + X Rg(A, )~)ull ~ + I/Rg (A, X)uli2n _< 

<_ 21]Pxul[ ~ + (21).[2 + 1)JlRg(A, k)u]12 n �9 

Donc il existe une constante K telle que V ~, E U 

Jlag(A, ).)U[Io(A, < g llu[I . 

(en utilisant (4.2.2)). Done Rg(A, ),) est un op&ateur continu. 
Pour 6tablir l'analyficit6 de Rg (A, X) soit X, Ix E U. On a: 

( t  - P x ) ( 1  - = 1 - 

d'o/J Px P, = Px ; de meme Q~ Qx = Qx. 

Alors, si u E H on a 

Rg (A, X) u -- Rg (A, ix) u = Q, Rg (A, X) u -- Rg (A, it) Px u = 

= Rg (A, IX) (A -- Ix/) Rg (A, ~,) u -- Rg (A, Ix) (A -- X/) Rg (A, X) u = 

= (k -- Ix) Rg (A, Ix) Rg (A, L) u. 

En passant h la limite pour X ~ V; on voit que Rg (A, ~) est continu r k. 
Donc en divisant les deux termes de l'~galitr ci-dessus par ~, -- Ix et en passant 

la limite pour IX---, k on trouve: 

(Rg (A, ~.))' = (Rg (A, k)) 2 

formule qui g6n6ralise la formule bien connue pour la d6riv6e de l'opErateur 
rEsolvant habituel et qui 6tablit que Rg (A, ~) est analytique darts U. 

COROLLAmE 4.2.1. Les projections Px et Qx ddfinies au cours de la ddmonstra. 
tion de la proposition prdc~dente sont analytiques darts U d valeurs dana H. 

D~monstration. C'est une cons6qucnce imm6diate de l'analyticit6 de 
Rg (A,).) et des conditions 3) et 4) de la definition de Rg (A, k). 
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w 3. Caract~risation des poles des op~rateurs r&solvants #n~ralis~s. 

PROPOSITION 4.3.1. Soit A un opHateur ]erm6 de H dans lui-m~me et soit 
~ E C  tel que A -  ~ o l E q O ( d ) ,  dEN.  Alors il existe quatre constantes ~, ~, 
Y e t  ~ positives telles que V ~,EC avec O <  [~,--~.o[ < ~  on a: 

a) A - -  ~ , I E q ~ ( O )  et c (A  - -  ~ ,1 ) > _ _  y 1~. - -   ola: 
b) g ( N ( A  -- )~1), R ( ( A  -- kol)a) O N ( A  - ~ h ) <  ~ l X - X o l ;  

c) g (R ( a  --  ~,/), R ( a  --  ~ / )  + N ((A - -  ~ / )d ) )  < ~ l) " __ Xol. 

Ddmonstration. Soit M e t  N les deux sous-espaces de H correspondant  ~ la 

ddcomposition de Kato  de A - - ~  1. On a :  

A ( M  O D ( A ) ) c _ M  et A ( N )  c N. 

Soit u E N ( A - - ~ . / ) ;  alors u : v + w  avec v E M  et w E N .  

En outre 

entraine 

0 = (A - -  ~ . / )u  = (A --  k / ) v  + (A --  ~ . / )w 

( A  - -  ~ . h v  = ( .4  - -  X / ) w  = O. 

Or w E N ( A - - k 0 1 )  d et par  consdquent ( ~ , - - ~ ) d w = O  d'ofa w = 0 ,  et u = v .  

Doric N (A --  )./3 c_ M, ou encore N (A --  )~/) = N (A --  9~ IIM). 

Or, A - -  )~ I ]MEqO(O)  r ) ~ E r d g ( A )  (proposition 4.1.1) et comme rdg(A)  

est ouvert  (proposition 4.1.2), il existe un ~ > 0 tel que 

VnEN, 

Donc 

(4.3.1) 

V ~ , E e ,  I~. - X0l < 8 ~ ~ , E r d g ( a )  

c 'est  h dire que A --  ~ , I IME q~(O)  ou encore que R ( A  -- kl[~a) est ferm6 et que 

N (A - -  )~ I[M) c R ((A --  k IIM)") c_ R ((A - -  )~/)"). 

V n E N ,  N ( A  - - ) ~ I ) c _ R ( ( A  - - k l y ' ) .  

En outre, si ~, # )~ ,  A - -  ~, l l s  est une bijection de N sur lui-mSme. 

En  effet, s i s  E N posons 

d - I  

t = - 1 / ( X  - X~) x ( i  - ~ ) - J ( A  - -  Xorys .  
i=0 
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Alors : t E N et (A --  ~,/) t = s, et par  consdquent A --  )~ ll~t est une  surjee- 
tion sur N. Par  ailleurs si r E N ( A  - -  ~,I]N) on a:  

A r - - -  )~r d'ofi (A --  )~ol)ar = O ~  (~ , - -  ~o)ar = O ~  r = O  

et par  consdquent A -  LIIN est une bijection de N sur lui-m~me. E n  outre:  

d-1  

(4.3.2) ]1A - ~ll~'l l-< ,L I x -  x01 -'-I k, _< h I ~ -  Xol -~ 

d - I  
o~  k = I IA - ~ IINII et h = r ~ - 1 - i  k'. 

i=0 

Alors, si 0 < [ ) ~ -  k0l < ~ on t rouve: 

R ( A  - -  ~,/) ----- R (A --  ~, llu) + R ( A - -  k / I  N) = R (A --  ~, IIM) + N 

d'o(l on ddduit que R ( A -  ~,I), somme de deux sous-espaces fermds respecti- 
vement de M e t  de N e s t  lui-m~me fermd. Donc A --  )~ 1 E �9 (0). 

En outre, d 'aprbs la proposit ion 4.1.1, il existe ~ > 0 tel que :  

]x - Xol < ~ =  g ( N ( a  - x 1IM), N ( A  - -  X~11M)) _< ~ l X  - -  Xol. 

Or:  

N (A --  ~IIM) = R ((A - -  )~ol) a) N N (A --  ko l )  

(en utilisant (3.2.3)) d'ott on ddduit immddiatement  b). 
De m~me, d'aprbs la proposit ion 4.1.2, il existe to > 0 tel que :  

Ik - )~o[ < ~ ~ g (R (A --  ), IIM), R (A --  ~ I[M)) < to IX --  ~o I. 

R (A --  )~I) - -  R (A --  )~ I[M) + N 

et 

R ( A  - -  kol )  + N ( ( A  - -  Xol)  a) = R ( A  --  ~ I I  M) + N 

(of. (3.2.4)). 
En  utilisant le corollaire 1.3.5 on obtient :  

g ( R ( , 4  --  ~,I), R ( A  - -  ~ I )  + N ( ( A  - -  ko~"))  <_ 

<_ g ( R  ( h  - -  )~ IIM), R ( h  - -  )~o I I M ) ) "  (1  - -  ~Z)-U2 

ou ~ = e (R ( A -  XolIM), N ~') et ell prenant  f] = t o ( 1 -  ~2)-u2 on en ddduit e). 

Or: 
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II restc ~ ddmontrer que c (A -- ~./) >__ y I)~ -- ~.oI d. 

Soit 

u E  D ( A ) ;  v = PMu,  w - -  P ~ u ,  c = c ( A  --  ~o l lu )  > O 

et ~ = ~ (M, N ~-) < I. Alors :  

c ( A  - -  X l l u  ) >_ c - -  tL - -  ~ l  

en utilisant (4.1.5). 

Par  consdquent  si on pose P = project ion or thogonale  sur N (A --  )~/) dans 

H on voit  que (1 - -  P ) v  E M e t  avec la  ddfinition 1.2.2 on obt ient :  

(4.3.3) I](a -- ~.IIM)vll >__ (c - I ~ -  ~01) I1 ( I -  ~ 1 1 "  

Par ailleurs, de (4.3.2) on ddduit :  

ilwll = II(A - ~./IN)-t(A - -  ~.1)w$1 < n I ~ . -  ~o] -a II(A - ~ . l )w l l  

ou encore:  

(4.3.4) II(A --  )~/)w]l > 1 / h l ) ~ -  ~ ld  Ilwll. 

Nous  proedderons maintenant  c o m m e  pour  la  ddmonstra t ion de la propo-  

sition 1.3.2: 

Ilull2 = ll[v + wll' 

= Ilvll ~ + llwll ~ + 2 R e  (v, w) 

= ilvll~ + llwll ~ + 2Re({I--(I-PN)}Puv, {l-(I--P~)}w) 

_< IIv]} 2 + I!w]l 2 + 2 1 } { 1 -  ( I -  P~,))PMI] I[vl] Ilwll. 

Or 

ll(i _ (/_ v~)} v~,ll = ~(M, N *) = ~(M, N*) = 

en utilisant (1.2.10). 

Donc :  

OU e n c o r e  

(4.3.5) 

Ilull2 ~ Ilvll= + Ilwll= + z~llv]l Ilwll 
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De la m~me fa~on on trouve: 

I[(A - X / ) u [ [ :  >__ I[](A - X / ) v l [ '  + 

+ II(J - X/3wl l~_ 2r - Xl)v i l  II( A - XiOwil 

ou encore: 

II(A - X o u I t '  _> (1 - E) [!(A - ~ . / ) v [ [  = + (1 - ~) II(A - x o w l [ ~  

_> (1 - -  E){ (c  - -  I)~ - -  Xol) ~ [[(1 - -  P)  vii2 + IX - xol ~ / h 2 I N T "  

En choisissant 8 suffisamment petit pour que 

- Ix - Xol >-- IX - Xol <' / h 

et en utilisant (4.3.5) on trouve: 

II(X - ~ v l 1 2  + Ilwll: >__ 

>-- llct-e)v+wll~l. +o>-(~ - O l l ( n - e ) v  + wl i  ~ 

et par cons6quent, en posant 3' = (1 - - E ) / h :  

(4.3.6) V XC, 0 < IX-- ~[  < 8 =:* ][(A -- X0ull > 3 ' I X -  X~l' I 1 ( I -  e)  v + wli. 

Finalement, remarquons que (1 - P )u  = (1 - P )v  + (1 - P)w et que par 

txms~luent 

i1(1 - e ) v  + w l l ~ =  

= II(1 - ~ u l l :  + lip wll: >__ I1~1 - e ) u l l  ~ 

Donc, de (4.3.6) il s'ensuit que: 

vxec, O < l X - ~ l < s ~  ll(a-XOull>__3'lX-~l'lt(#-e)u!l 

c'est h dire que c (A -- X I) >__ 3" IX -- ~[a et a) est d6montr~. 

REMAgQUE. Darts les conditions du th6or~me on peut ddmontrer -- en 

utilisant le thdor~me 2 de [!  8] -- que lira [ c ( ( A -  )~/y,)]l/ ,  existe et foumit 

la meilleure valeur possible de 8 (le tMor6me 2 de [18] n'est d6montr~ que 

pour les op~mteurs semi-Fredholm mais sa d6monstration s'6tend sans modifi- 

cation au cas plus gfn6ral des op~rateurs quasi-Fredholm). 
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COROLLA/RE 4.3.1. Soit LoEB tel que A -  LoIEqCp(c O. Alors il existe un 
voisinage U de Lo dons t3 tel que A admet un opdrateur rdsolvant gdndralisd 
analytique dans U -  {LO}, d valeurs darts D(A), admettant un p61e d'ordre 
<__ d au point LO. 

Ddmonstration. On proc~de comme pour la d6monstration de la proposition 
4.2.1 en rempla~ant N (A -- LOI) par R ((A -- LOI) d) N N (A -- X0/) e tR  (A -- L01) 
par R (A -- LO/) + N ((A -- LO/)a). 

En effet, si c0 = m i n { 1 / 0 ~ ,  1/[3,  ~} et si U = { L E 1 3 1 0 <  [ L - L O  I <Co}, 
on a V ) . E U :  

gl = g ( N ( A  --  )~I), R ( ( A  - -  LOI) a) fq N ( A  - -  LO/) )  < 1; 

e2 = g ( R  (,4 - -  k t) ,  R (,4 - -  LO 1) + N ( ( a  - -  ~ 0 / ) 9 )  < 1. 

Donc, tout comme dans la proposition 4.2.1 on en d&luit: 

H = N ( A  - X~O + {R((A -- LOI)9 n N ( A  - -  L O I ) } :  = 

= R ( A  - -  ~.J)  + { R ( a  -- LO0 + N ( ( A  - -  LOt/ )} :  

et on note Qx la projection sur {R ((A -- LO/)~) N N (A -- ),o/)}* correspondant 
la premi6re d6composition et Px la projection sur R (A -- ~, 1) correspondant ~t 

la seconde. D~s lors on d6finit Rg(A,  ~,) comme dans la d6monstration de la 
proposition 4.2.1 et on 6tablit l'analycit6 de Rg(A, 3~) dans U exactement de la 
m~me mani~re. 

On peut alors d~velopper Rg (A, ~,) en s~rie de Laurent dans U: 

o o  

Rg (A, X) = X Bj (~. - LO~ 
tm - o o  

ou les Bj sont des op~rateurs continus de H dans D (A). 

Soit v E H. Alors Rg (A, ~,) v = Rg (A, ~,) Px v e t  il existe un u E D (A) tel 
que P x v = ( A - - ) ~ / ) u  et que U_l_ N ( A - - ) ~ / ) .  

D'apr~s a) de la proposition 4.3.1 et si ~, E U on a: 

Alors : 

IIP~vll = II(A - X ~ u l l  ~ v IX - LOI ~ Ilull �9 

[ ~ -  LOI~ ]IRgfA, X)vll = 

= l L -  Lolall Rg(A,x)(A - ~ u l l  = L~- Lol~ IIQ~ull 

--- IX - LOI ~ IIQ~ll INI - IIQ~[I/Y IIp~ ~[I 



LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM: UNE GENERALISATION DES OPERATEURS, ETC. 231 

et par consdquent I X -  kolellRg(A, k)] I e s t  born6 et on en d6duit que B i = 0 

si ] < -- d, c'est h dire que Rg (A, X) a un p61e d'ordre do < d au point g0. 

REMARQUE. En ddmontrant le corollaire 4.3.1 on a 6galement montr6 que 

Px et Qx sont analytiques /t valeurs clans H dans un voisinage de X0. En effet. 

le corollaire montre que Px et Q~.!o(A) admettent un p61e d 'ordre do en X0 et 

comme par ailleurs nous savons que ces op6rateurs sont bom6s dans un voisinage 

de ce point, on en d6duit qu'ils sont analytiques h valeurs d a m  H darts ce 

voisinage. Comme Qx = 1 sur D (A)% de l'analyticit6 de Qx[o.~) et de la continuit6 

de Qx on d6duit ceUe de Qx. 

PROPOSITION 4.3.2. Soit U un ouvert de C et Xo E U et soit A un opdrateur 

fermi; de domaine  et image contenus darts H, tel que A admet te  un opdrateur 

rdsolvam gdndralisd Rg(A,  ~.) anatytique clans U -- { ~ }  et fi valeurs darts D(A) 

et tel que ~o soit un p61e d'ordre d de R g ( A ,  ~.). Supposons en outre que  

Px = (A -- )~I")Rg(A, )O et Qx = R g ( A ,  k ) ( A  -- X I )  

soient analytiques dans U. 

Alorn A -- g o l E q t ~ ( d o )  ou do <__ d. 

D~monstration. D'apr~s les hypotheses on peut 6crire: 

oo 

Rg(A,~,)  = ~ 0 , - -  ko)iAi 
i= - d  

ou les A i sont des op~rateurs continus de H dans D(A). Alors:  

Px = (A --  X/)  Rg (A, ~,) = { (A --  ),0/) -- (~. -- ),0) 1 } Rg (A, X) -- 

oo 

= (~. -- Xo)-e(A -- ~ o l ) A _ e  + Y, (~. -- ~) /{(A -- X o D A  i - Ai_t } 
i = - d + l  

et en utilisant le fait que Px est analytiqur darts un voisinage de L0 oft en d&luit: 

(4.3.7) ( A - - ~ o l ) A _ a = O  ( A - - ) , o l ) A  i = A i _  1, - - d < / <  - - 1 .  

De m(~mc: 

Qx = Rg(A,  )0(A -- ~,/) = Rg(A,  X){(A --  ~ / )  -- 0,  --  ~ ) 1 }  = 

o o  

= O~-- ~ ) - e A _ d ( A  -- ~ol) + F, (~, -- )~)i{Ai(A -- ~ o l ) - -  Ai_t } 
i = - d + l  
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et encore en utilisant l'analyticit~ de Qx dans un voisinage de ~ on trouve: 

(4.3.8) A _ d ( A  - -  L o l )  = O; A j ( A  - -  k o l )  = A i _ l  , j = - -  d . . . . .  - -  1. 

De (4.3.7) et (4.3.8) on d6duit: ( a v e c l a  convention Aj = 0 si j < -  d) 

(4.3.9) V j E N ,  A _ i _ I  = ( A  - -  L o l ) i  A _ t  = A _ I ( A  - -  ~ l y .  

En outre, puisque Px et Q~ sont continus en ~ on a trouv6: 

(4.3.10) Px o = (A --  )~ / )Ao  --  A_, 

(4.3.11) Qx o = A o ( A  - -  k o l )  - -  A _ I .  

De (4.3.10) on d&luit que 

(4.3.12) R (Pxo) c__ R ( A  - -  ~ I )  -t- N ( (A  - -  X ~ I ) O  

puisque (4.3.9) entraine que 

0 = A - d - t  = ( A  - -  ~ o l y ~ A _ 1  

et par cons6quent que 

R (A_t) c N ((A --  X0/)~). 

Or de (4.2.1) on d&luit que V j E N ,  u E N ( ( A - - ~ 0 1 ) J ) ~ P x u = u .  

Done en passant ~ la limite P~0 u = u ou encore: 

(4.3.13) VjEN, N ( ( A  - -  k o l ) , ) c _ R ( P x ~ .  

Soit maintenant u E R (A -- ~ I). Alors 3 v E D (A) tel que 

u = (A - -  X e l ) v  = (A  - -  k l ) v  + (L - -  ~ ) v  

par consdquent 

P~ u = ( A  - -  ~ . l ' ) v  -t- (~, - -  ~ ) e ) ,  v 

d'otl, en passant h la limite 

P ~  u = ( ,4 - k o O v  = u. 

Done: 

(4.3.14) R (A --  k0/)  c_ R (Pxo). 
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De (4.3.12), (4.3.13), (4.3.14) on d ~ l u i t :  

VjEN, R(A -- Lol) + N((A -- LoIT)~ 

c R (Px o) c R (A  --  ko 1) + N ( (A --  Lo 1) a) 

d 'oh : 

V j > d ,  

ou encore 

R (A - -  ko D + N ((A - -  ko/)i)  = R (Px 0) = N (1 - -  Px~) 
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do=  d i s ( A  - -  ~ I )  < d, R ( A  --  Lo l )  + N ( ( A  --  kol)ao) est ferm6. 

Soit main tenant  

u E R ( ( A  -- k0 ty ')  n N ( A  - -  k0J). 

Alors  3 v E D (A a) tel que u = (A - -  ~ / f  v e t  pa r  cons6quent ,  en ut i l isant  

(4.3.11) on t rouve :  

Qxo u : A o ( A  - )~,ol)u - -  A _ I ( A  --  ~ l ) a v  = 0 

et on en d&luit  que 

(4.3.15) R ((A - -  L o l P )  f7 N (A  --  Lo l )  c N (Qx~). 

Inversement  soit  u C N (Qx~). 

Alors  quand  k ~ ~ ,  Qx u - - - Q x  o u et 

(A  -- ) ~ I ) Q x  u = (A --  k l ) Q x  u + (k  - ko)Q~ u = 

= (A --  X I ) ( Q x  - l ) u  + (A --  k l ) u  + (k - -  L o ) Q x u  

a pour  l imite  (A  - -  k0 I) u puisque (Qx - / )  u c_ N (A - -  k / ) .  

Donc comme A - - ) ~  ! est un op~rateur  ferm6, on t rouve :  

(A - -  L o / ) u  = 0 

d'oi i  : 

(4.3.16) N (Q~o~ c N ( a  -- ~ .  

M o n ~ o n s  m a i n t e n a m  pa r  induct ion que  si u E N(Qxe) on a :  

(4.3.17) V ] E N ,  u = (A - -  ~ / ~ A ~  u. 
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Pour  j = 1 on remarque  qu 'en utilisant (4.3.11) on a :  

~.3.18) Qx 0 = O ~  Ao(A -- ~ol)u -- A_l u = A_t u = 0 

t en utilisant (4.3.10) et (4.3.13) on trouve u = Pxou = (A -- kol )Aou.  

Supposons maintenant  (4.3.17) d6montr6 pour  j _< m. 

Alors  A o U E N ( ( A  - - ~ 0 / )  re+l) et en utilisant de nouveau (4.3.10) et (4.3.13) 

,n t rouve:  

A T  u = P,.o A~g u = (A - -  X o t ) a o + ~  u - -  A _ ,  A ~  u 

t e n  utilisant l 'hypoth~se de r6currence on obt ient :  

u = ( A  - -  X o l ) m A ' ; u  = ( A  +1 m + l  - X o l y  ~ :10 u - ( a  - k o X ) m a _ , a g ' u  = 

+1 m + l  = (A --  )~o/) m A o u 

,uisque 

(A -- kol)~ A_t  A ~  u = A_I (A -- Xol)m A~  u = A_l U = 0 

n utilisant (4.3.18). 

Done  (4.3.17) est d6montr6 et on en d6duit que 

~" j E N, N (Qx)  c R ((a -- ),,o/~). 

Avec  (4.3.15) et (4.3.16) on peut en conclure que 

N (Qx0) = R ((A --  k0/)a) N N (A - -  X0 i0 = R ((A -- L0/)do) N N (A - -  ~,0/) 

ui est done ferm6, ce qui termine la d6monstrat ion de la proposition. 

REMARQUE. De [6] on tire que t o u s l e s  otxSrateurs r6solvants g6n6ralis6s 

ssoci6s h un op6rateur A dans un domaine U ont un tx31e de m~me ordre  en 
n point  L0 de  U. Done  le eorollaire 4.3.1 permet de conclure que clans la pro- 

osition 4.3.2 on peut en fait affirmer que do = d. 

COROLL,~RE 4.3.2. Soit )~ E C. Alors les trois conditions suivantes sont ~qui. 

~lentes : 

a) A - -  X0t Eq(1)(d) E N; 

b) ll existe un voisinage U de ~o dans C tel que A admette un opgrateur 

!solvant gdndralis~ R g ( A ,  k) dans U -  { ~ }  tel que: 
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bl) R g ( A ,  X) est analytique d valeurs darts D(A) darts U -- {k0} et admet 
un pdle d'ordre d au point ~ .  

b2) Les projections Px et Qx correspondantes sont analytiques darts U. 

c) 11 existe quatre constantes positives ~, ~, T et ~ et deux sous-espaces 
fermds Ht et H2 de H tels que les conditions suivantes soient satisfaites pour tout 

X tel que O <  ]X- -~o  I < ~ :  

el) g ( N ( A  -- ~,I), Hi) < o;[X -- )~1; 

c~) g ( R ( A  - X t ) ,  n~) < t3 IX - ;~l; 

c3) c (A -- X IO > T I )~ -- MI d, d dtant le plus petit entier tel que l'in~galitd 
soit v~ritide. 

et 

REMARQUE. r  R (A -- X/) ferm6, et par cons6quent c2) a un sens. 

Ddmonstration. a)=~ c) se d6duit de la proposition 4.3.1 en prenant 

H, ~ R ((A -- Lo/),,) f'l N (A -- ko/) 

H2 = R (A --  ko 1) + N ((A -- ~ r~). 

c ) ~  b). I1 suffit de reprendre la d6monstration du corollaire 4.3.1 
remplaqant 

R ((,4 - ;~ t y )  n N (A -- ~ 

par H1 et 

(en 

R(A -- ~ / )  + N ((A -- ~ 1 )  ~) 

par Hz) et de tenir compte de la remarque suivant la proposition 4.3.2. 

b) =~ a) se d6duit de la proposition 4.3.2 et de la remarque suivant cette 

proposition. 

REMARQUE. Sous les conditions du corollaire on a: 

1) A -- ~ , lEq~ , (0 ) ;  

2) n l  = R ((A -- k o ~ )  n N (A -- kot); 

3) H ~ = R ( A - - ~ / ) + N ( ( A - - k 0 / ) n ) .  

CONJECTURE. NOUS avons vu plus haut que Rg(A, X) n'est pas uniqnement 
d6termin6. I1 semblr probable que si la condition bl) est v6rifi6e pour un choix 
de Rg (A, X), il ,xiste un autro choix pour lequr bl) et bz) sont v6rifi6s. 
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CHAPITRE V 

APPLICATIONS 

w 1. Ol~rateurs born6s dont le spectre essentiel est vide. 

De la proposition 4.3.1 il dEcoule que l'ensemble rEsolvant quasi-Fredholm 
d'un opErateur ferm6 A, c'est ~ dire l'ensemble { X E C [ A -- X 1 E q �9 } est ouvert 
dans C. En outre, chaque point de cet ensemble possb, de un voisinage dans lequel 
A -  L I admet un inverse gEnEralis6 m~romorphe. En utilisant le tMor~me 1 
de [37] on peut montrer que par consequent A admet un op~rateur r~solvant 
g6nEralis6 dont le domaine de m6romorphie est prdcisEment l'ensemble rEsoNant 
quasi-Fredbolm de A. Nous n'utiliserons pas ici ce rEsultat, mais il permet de 
justifier l'emploi du terme spectre essentiel (dEjh employ6 dans des sens divers 
par plusieurs auteurs) dans la definition suivante. 

DEFINITION 5.1.1. Soit A un ol~rateur ferm6 de domaine D ( A ) c  H. L'en- 
semble { X E C ] A -  X1r  q ~ }  sera appelE le spectre essentiel de A et sera 
note o', (,4). 

REMARQUE : 

r ( .4) c_ cr (.4) 

et c'est un sous ensemble fermE de C. 

PROPOSITmN 5.1.1. Soit T u n  op&ateur lindaire bornd de H darts lui-m~me, 

tel que cry(T) soit vide. Alors il existe un n E N  et ~.t,X2 . . . . .  )~.EC, tous 

distincts, tels que : 

o ' (T )  = { k t ,  7,2 . . . . .  7,,,}. 

Ddmonstration : 

o'e(T) ----- ~ ::~ V ~EC, T-- ;LIEqO. 

Or les points ~. tels que T -  X 1 E q �9 (d) avec d >_ 1 sont des points isolds 
(proposition 4.3.1 a)). 

Par ailleurs, comme T e s t  borne ces points sont tous contenus dans le 
disque ferm6 de centre 0 et de rayon IITII. Par cons6quent, ils sont en nombre 
tini, soit ~,1, X2 . . . . .  X.. 

Donc r~g (T) : C -- { 7,1. L2 . . . . .  X. }, ensemble ouvert et connexe. 



LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM: UNE GENERALISATION DES OPERATEURS, ETC. 237 

Comme l'application )~--, N (T -- L / )  est continue dans rdg (T) (proposition 

4.1.2 a)) et que N ( T - - X / ) =  {0} quand IX l > IITtl o n  e n  ddduit qur 
N ( T - - X / ) =  {0} pour tout L E r d g ( T ) .  De m~me, comme l'application 

k---, R ( T -  ~,i0 est continue dans rdg(T) (proposition 4.1.2 b)) et que 

R ( T  - -  k l )  = H quand > IlZll , o n  en ddduit que R ( T  -- LI )  = H pour tout 

k E rdg (T). Donc r d g ( T ) =  p (T) l'ensemble rdsolvant de T et la proposition est 

ddmontrde. 

REMARQUE. Si dim H < oo alors V k E C, T -  X I est de Fredholm, donc 

quasi-Fredholm et par consdquent ere ( T ) =  ~5. 

PROPOSITION 5.1.2. Soit T bornd avec u, ( T ) =  93. 

A lors: 

1) 3 N ~ , N 2  . . . . .  Nn, sous espaces fermds de H tels que H =  ~ N  i et 
i = l  

avec V ] : T (Ni) c N i ; T -- k i I]N i nilpotent. 

2) 3 Q, opdrateur nilpotent et q S = Z Xj Pi, ou Pi est la projection de 
i=l 

H sur N i correspondant ~ la ddcomposition It = ~ N i , tels que T = S -t- Q et 

S Q = Q S .  

Ddmonstration. D'aprbs la proposition prdcddente o" (T) = { k : ,  ~,2 . . . . .  )~ }. 
Soit Mj et N i les deux sons espaces de H correspondants h la ddcomposition de 
Kato de T -  )~il (c.f. thdorbme 3.2.1) et soit d i = d i s ( T -  ki/) .  

Alors pour tout j tel que 1 < j _ n on a: M i (~ Nj. 

Montrons par induction que pour tout k tel que 1 < k <__ n on a: 

k k 

(5.1.1) H =  fl M j ( ~ ( ( ~ N i )  
i=1 i=1 

(5.1.2) 
i=I i=I 

i,.,k 

Commen~ons par  (5.1.1): pour k = 1 on trouve H = M~ ~)N1 qui est vrai. 

Supposons (5.1.1) ddmontrd pour k < n. 

Alors 

(5.1.3) 
k 

Nk+l C f'] Mi. 
i=I 



238 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE 

k 
En effet, soit u ENk+l. Alors il existe un vE  f] M i et un 

j= l  
k 

(j = 1, 2 . . . . .  k) tels que u = v + X wj (par hypoth~se d'induction).  
j = t  

Mais alors 

wi E Ni 

k 
0 = (T  --  )~k+l 1) dk+l U = (T  --  ~,k+~ 1) dk+l V + Y_, (T  --  ~,k+l I) d~+l Wi 

i=1 

k 

et comme fq M i e t  chaque N i sont stables pour  T --  ~,k+~ 1 on en d6duit (hypho- 
j = l  

th~se d ' induction) que 

Or  

V j(1 < j < k) : (T - -  )~k+ll) dk+l W] ~ -  O. 

V j ( l < _ j < - - k ) :  ( T - - X j I )  d j w  i = O .  

Donc : 

V j(1 ___ j _< k) : O~k+~ - -  ~q) dj+dk+l Wi = 

= {(T --  ~,il) --  (T  --  ~,k+tl)} dj+dk+l W i = 

diWdk+l( di +hdk+l ) = ~ ( - -  l )h(T - -  )~il)dj -t 'dk+l-h (T  -- )~k+ll)hWj ~ 0 
h=0 

puisque 

~' h (0  <__ h _< d i + dk+0 

on a soit h _> dk+~ ou  bien 

di + d k + l  - -  h >_ d i . 

Comme ~,k+~ # Li on a donc:  

V j ( l < _ j < _ k ) :  w i = O  

et par  cons6quent 

k 

u = v 6  f'l M i j=l 
et (5.1.3) est d~montr~. 
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k 

Soit maintenant xE fq M i. Alors il existe y~Mk+l et  zEN~+t tels 
i=1 

k k+�94 

x - - y  + z. Mais alors y = x - - z E  fl M i d'og yE  rl M i et par consdquent 
i=t i=t 

que 

k+l k+l 

Hc_ n M i @ ( O N i ) c _ H  
i=1 i=1 

ct (5.1.1) est ddmontrd. 
Rcmarquons maintenant quc (5.1.3) est vrai quel que soit l'ordre dans 

lequel on a choisi d'~numdrer les points de o-(T). On en ddduit que:  

(5.1.4) V ] ( 1 < ] < n ) ,  V k ( l < _ k < n ) , k ~ j ~ N k ~ M  i. 

De m6me (5.1.1) est vrai quel que soit l 'ordre dans lequel on a choisi d'cnu- 
mdrer les points de cr (T). Donc: 

(5.1.5) V k( l  <_k <__n), H =  fl M i O (  Ni). 
i=l  i=t  

Posons : 

Mj~(~Ni) :M'k ,  No: ~ M,. 
/=1 j=1 i=1 

]#k 

Alors, en utilisant (5.1.4) et (5.1.5) on trouve: 

V k (1 _< k < n); Mk = H N Mk c_ M" k c_ Mk 

et (5.1.2) cst ddmontrd. 

Posons maintenant To = T[~ 0, la restriction de T ~ No et Io = 1[~0 la 
restriction de l 'opdrateur identiquc tt No. Nous allons montrcr que rdg (To) = C. 

En cffct, si ~, E p (T), l'cnsemblc rdsolvant de T, on voit sans difficultd que 
X E p (To). Si pax contrc X E o" (T), alors ~, = ~.i pour un certain ] (I < ] < n). Or, 
cn prenant k = ] dans (5.1.2) on trouvc: 

(5.1.6) Mi = No ~ ( ~ Nh) 
h=l 
h,. t  

d'oi~ 

R (T -- ~.j/IM) = R (To -- ),j to) ~ ( ~ R (T -- Xj 11. ~) 
h=l 

ct commc Ic premier membrc de l'dgalitd est fcrmd (thdor~mc 3.2.1) on cn ddduit 

(proposition 2.1.1) que R(To--~,iIo)est fcrmd. 
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En outre, soit 

u E N (To - -  k i  lo) = N ( T  - -  k t  l )  N No c_ N (T -- Xi) N M i . 

Alors: ~ ' k E N  3 v iEMi  tel que u = ( T - - ) ~ i l )  kv i .  

En effet, d'apr~s (3.2.3) 

N (T -- ~.i I) N Mi = N (T -- ~,i 1) fl R ((T -- Xi l)d,) c_ 

c_ N (T -- ki I) N R ((T -- ki I~) 

pour tout k E N. 

Or, en utilisant (5.1.6) on voit qu'il existe Vh E Nh avec (0 < h < n), h # ], 
tels que 

v i = V o +  ~ Vh 
h=l 
h,"i 

d'of~ 

u = (To - -  )~i loY Vo + X (T -- )~i I) k Vh 
h=l 

et comme ( T o -  ~.i Io) ~ vo E No on en d~duit que 

~. ( T - -  ~. i lyvhENo N ( ~ Ni} = {0}, 
h=l  h=l  
h. ' i  h~,i 

donc: 

ou encore 

V k E N ,  

c'est h dire que ~,j E r6g (To). 

u = (To -- ki 1o) k vo 

N (To -- ~i to) c R ((To -- ~i Io) k) 

Donc r6g(To)=  C et comme To est born6 on en d6duit comme dans la 

d6monstration de la proposition 5.1.1 que p ( T o ) =  C, ce qui n'est possible que 

si No = {0} .  

Doric, en prenant k = n dans (5.1.1) on d6montre la premiere pattie de 

l'6nonc6 de la proposition. 

Pour d6montrer 2), remarquons tout d 'abord que V j(1 < ] < n ) T P  i = Pi T 
d'otl 

(5.1.7) T S = S T. 
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En outre, si nous posons Qj = (T - -  Xi/) Pj on a: 

n n 

T =  Y. T P i = S + Q  ou Q =  Z Q i ,  
i=I i=1 

et par  cons6quent, comme (5.1.7) entraine Q S = S Q, il reste seulement a montrer 
que Q est nilpotent. Pour celh posons: d = max {d~, d2 . . . . .  dn }. 

Alors, si u E H quelconque on a:  

n n 

Q a u :  Z Q a p i u :  ~. (T - -~ , j ) aP iu=O 
i = l  /=1 

et la proposition est d6montr6e. 

COROLLAIRE 5.1.1. Soit T bornd avec o',(T) = r Alors T e s t  spectral au sens 
de Dunford (c.f. [16]). 

D#monstration. Evident d~s lors que tout op~rateur spectral est caract6ris6 
par le fait qu'il peut s'6crire comme la somme d'un op6rateur scalaire et d'un 
op6rateur quasi-nilpotent commutant  entre eux. 

REMARQUE. Dans le cas ou dim H < ~ on retrouve le rdsultat bien connu 
qui exprime le fait que toute matrice carr6e finie est semblable h une matrice 

de Jordan. 

$ 2. Compl~ments sur les op~rateurs quasi.Fredholm. 

Soit A un op~rateur ferm~ de domaine D (A)c_ H et d ' image R (A)c_ H 

avec A E q O. 

Posons 

c ( A ) =  n R(Ag. 
IEN 

Rappelons que d'apr~s le thdor6me 3.2.1, A E q �9 entraine qu'il  existe deux 
sous espaces ferm6s M et N de H, invariants par A, tels que: 

M + N = H ,  M / 7 N = { 0 }  

avec N c_ N (A d) ou d = dis (A). 
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En outre si A0 est la restriction de A ~t M on a: AoEqea(0),  ce qui entraine 

en particulier que R (Ao) est fermr. 

Comme N c_ N (A d) on voit que si j _> d, R (A i) c_ M. 

Finalement (3.2.22) peut s'rcrire: 

N @ R (A0) = R (A) + N (Ad). 

Dans le reste de ce chapitre nous utiliserons frrquemment ces notations et 

ces rrsultats. 

PROPOSITION 5.2.1 : 

1) C(A) est un sous-espace fermd de H, et on a: C (A)c_ M; 

2) A envoie C (A) sur lui.m~me; 

3) il existe un opdrateur lin~aire continu S de C (A) clans lui.mdme tel que 

V nEbl, V uEC(A) ,  S~uED(A n) et A n S " u = u .  

Ddmonstration : 

I) Soit d = dis (A). Alors C ( A ) =  N R (A i) est une intersection d'espaces 

fermrs (car d'apr~s la proposition 3.3.5 j >_ d ~ R (A/) fermr) et par consrquent 

C (A) est fermr. En outre j >_ d ~ R (AJ) c M. Done C (A) c M. 

2) Soit maintenant u E C (A) c_ R (A) N M = A (M n D (A)). 

Alors 3 v E M  N D(A) avec v _ I . N ( A )  N M  tel que A v = u .  

Ce v e s t  unique et on a: 

Ilvll 1/c(A0 llull 

ou c (A0) -- la conorme de la restriction A0 de A ~ M -- est strictement positive 

en vertu de (1.2.5) et du fait que R(Ao) est ferret. Posons S u = v. Alors 

IlSll -< 1 I c(ho) < 
Done S est bien drfinie et continue comme application lindaire de C(A) 

dans H h valeurs dans D(A), et on a: A S u  = u. 

Montrons maintenant que S u E C (A), c'est h dire que 'V ] E N, S u E R (Ai). 

Procddons par induction. 

u E C (A) ~ u E R (A2) ~ S u E (R (A) + N (A)) N M c (R (A) + N (Aa)) fq M. 
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Done S u E A (M N D (A)) puisque N ~ A (M N D (,4)) = R (A) + N (A9 

d'apr~s (3.2.22). Donc S u E R (A0). 

Supposons d6montr6 maintenant que S u E R ( A ~ ) .  

Alors 3 x E M  N D(Ai)  tel que A J x = S u ,  d'ou u = A S u = A i o + l x .  

Comme u E C ( A ) c  R (,4 j+2) on en ddduit que 

x E (R (,4) + N(Ai+~)) N M c (R (,4) + N(Aa)) N M c R (Ao) 

(en utilisant b) de la proposition 3.1.1). Donc Su  = A i x E R  (Aio+~), et nous avons 

ainsi ddmontr6 que S u E C(A)  et par eonsdquent que A envoie C(A)  sur lui- 

m~me. 

3) Nous avons ddjt~ 6tabli 3) pour le c a s n  = 1. Le eas g6ndral se d~montre 
par induction: supposons le r6sultat vrai pour n. Alors 

et 

et 

S "+I u E C (A) 

Done 

A S "+1 u = S" u E D (A"). 

S "+~ u E D (A "+I) 

A"+I S~+l u = A" S" u = u. 

REMARQUE. Le  fait que A envoie C ( A )  sur lui m~me montre que si A E q r  
C(A)  est le coeur de A tel qu'il a 6t6 d6flni par P. Saphar dans [36]. 

COROLLAIRE 5.2.1. Soit ,4 la restriction de A d C (A). Alors: 

(5.2.1) 

et si d = dis (,4), 

(5.2.2) 

R (.~) = c (A) 

N (,4) - R (A d) n N (A). 

DJmonstration. (5.2.1) n'cst qu'une autrc faqon d'~crirr 2) de la proposition 
pr~c6dentr En outre: 

N (,4) = N (A) O C(A)  c_ N (A) n R (A 9. 

Or d'apr~s la proposition 3.1.1: 

N (A) n R (A9 c_ c (A). 
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Doric 

N (A) N C (A) = N (A) (3 R (Aa). 

PROPOSITION 5.2.2. Soit T E q CP (d) et soit T bornd. Soit encore X un opd- 

rateur bornd, inversible de H sur lui-m2me tel que X -1 soit ~galement borne. 

Alors 

(5.2.3) X T X -1E q �9 (d). 

D~monstration. Par transport de structure. 

COROLLAmE 5.2.2. Soit T u n  op~rateur born~ sur 14 et soit X comme darts 

la proposition pr~c~dente. Alors ere (X  T X -1) =cre (T). 

D~monstration. Par transport de structure. 

3. Les ol~rateurs paranormaux born6s. 

Dans ce paragraphe T ddnotera toujours un op~rateur lin~aire born~ H 
dans lui-m6me. Posons: 

[T]o = T*. 

Pour jE N, [T]i+t = i [T, IT]j], le commutateur de T et de [T]i ,  multipli6 

par i =  V - ] .  

PROPOSITION 5.3.1. 

VjEN, (5.3.1) 

(5.3.2) 

V )~EC, j > _ I ~ [ T ] i - - [ T - - ) ~ I ] j  

V ]EN, [T]~ _-- [T*]i .  

Dgmonstration. Par induction. Commen~ons par (5.3.1) 

[T -- ~,1], -- i { (T  -- )~I)(T* -- X l )  -- (T* -- ~ I ) ( T  -- )~1)} : 

-= i ( T r *  -- T , T )  ._=. [T], 

ce qui dtablit (5.3.1) pour n---- 1. 
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Supposons maintenant (5.3.1) vrai pour n .  Alors: 

[ T - -  )~1],+, = i [ T - -  ~,1, [ T - -  )~I],] 

et (5.3.1) eat d4montr6. 

Par ailleurs: 

245 

= i [ T - -  XI. [T].] 

= i [T, [T].]  -- L i  [I, [T].] = [T].+, 

I T ] *  = (T*)* = T _- [ T * 1 0 .  

Supposons maintenant (5.3.2) vrai pour n. Alors: 

r * {i  [T,  }* , = [ ],+, = [T],] = -- i[[T],*, T*] i[T*, [T*],] = IT*],+, 

et (5.3.2) est d4montr4. 

NOTATIONS. Dam le reste de ce paragraphe nous omettrons d'~crire le 

crochet, c'eat-h-dire que nous 6crirons T, au lieu de [T] , .  

DEFINITION 5.3.1. Nous dirons que T e s t  paranormal si lira IIT, II , / -= o. 
n ~  

Nous 6crirons alors T E p N. 

REMARQUES : 

1) Si T eat normal, T, = 0 s i n  >_ 1. Done T normal ~ T paranormal. 

2) T E p N  r T*EpN.  En effet: lim l l r~ l l ' , .=  lim lIT:If TM 
n...oo ~1...~oo 

PROPOSITION 5.3.2. T quasi-nilpotent ~ T paranormal. 

Ddmonstration. Montrons d'abord, par induction, que 'V' n E N on a: 

(5.3.3) T. = i"i=0 ~ ( n ) ( _ j  1)/T ~-'T* T i 

en effet, pour n = 0, (5.3.3) se r6cluit h To = T*, qui eat vrai. 
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Supposons donc (5.3.3) v6rifi6 pour n. Alors: 

,.+  0(n) i= J (-- 1)j T"+I-i T* T i - -  (--  1) i T " - i  T* T i+l i 
0 i t 

l.+,( ) ) 
=i"+I  i=z0\n n j (-- 1)/T "+I - iT*T ~+ Z j - -  1 ( -  I)~T"+'-~T*T i ~ 

i=1 t 

"§ + 1) 
: i n+l ~E ( - -  ]~ T "+l - j  T* T i 

t=0 J 

et (5.3.3) est d6montr6. 

Donc V n E N  on a:  

-() IIT.II ~ z n ,=0 J IIT'-ilIIIT*IIIIT'II 

(n) et c ~ t m e  j _<2", V p E R  + on a: 

n n 

III".11 -<- p" IITII Z (2/p) "-i IIZ'-Jll ( 2 /py  liZ'll_< p" IITLI Z (2/p)~' ]lZJll' 
t-o i=o 

(on utilisant l'in6galit6 de Schwarz). 

Posons : 

o(p) = ~ (2/pyJ liT'II ~. 
/=0 

Notons que 0(p) existe est fini pour tout p E R + puisque lira [!TJll2/i= 0 (T 6tant 
i-+oo 

suppos6 quasi-nilpotent). 

d'o/l : 

Donc: 

V pER +, l/r~ll -< p-/?r?? o(p) 

v pEn +. IIT~II TM ~ P(IITIIO(p)~ '~ 

et par cons6quent 

V p E R  +, lim IIr.l l ' / '_< p ~  lim liT.Ill'" = 0. 
n . . a ~ o  n. . .~eo 

Doric T est paranormal. 

Darts ce qui suit nous allons utiliser plusieurs notions et r6sultats du chapitre 

XV du Tome III  de [16]. 
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PROPOSITION 5.3.3. Si T e s t  un opdrateur spectral born~ (au sens de Dunyord) 

il exbte un op~rateur continu inversible X de H dans lui-m~me (avec X - '  continu) 

tel que X T X - '  E p N. 

Ddmonstration. Le th6or~me 5 de [16] (p. 1939) dit que si T e s t  spectral il 

peut s'6crire comme la somme d'un op4rateur scalaire S e t  d 'un op~rateur quasi- 

nilpotent Q tels que S Q  = QS. Le th~or~me 4 (p. 1947) dit que pour tout Ol~- 

rateur scalaire S il existe un op~rateur continu inversible X tel que X- '  soit 
^ 

continu et que X S X - '  = S soit normal. Posons alors Q = X Q X - ' .  On voit par 

transport de structure que Q est encore quasi-nilpotent et que X T X- '  = S + 

avec S Q Q . Finalement le lemme 6 (p. 1948) dit que puisque S est normal 
A A A 

on doit avoir 6galement S* Q = Q S* et par cons6quent S Q* = Q* S. 

Posons T = X T X - '  et montrons par induction que pour nEN,  n >__ 1 on a: 

A A 

(5.3.4) T, = Q, .  

En effet, pour n = 1 on a: 

A A A ^ 

T, = i (TT*  -- T* = 

= + + & ) -  (g* + + 6 ) )  = 

" "  Q* S*S S * Q - Q * S  Q* } = Q I .  = i { S S *  + QS* + SQ* + - - 

Supposons maintenant (5.3.4) vrai pour n. Alors: 

A ~ A A A A ,% 

T.+, = i [T, T.] = i [S, Q.] + i [O. Q.]. 

^ A A 

Or S commute avec et avec Q*. Donc [S, Q,] = 0 et par consequent 
A A 

T,+t = Q,+t ce qui d6montre (5.3.4). 

Finalement, d'apr~s la proposition 5.3.2: 

A A 

lira IIT.II,,- = lira l l P . l { "  = 0 

d'oh T E p N .  

DnFImTION 5.3.2. Si T est tel qu'il existe un op~rateur bornd inversible X 

tel que X - '  soit ~galement born~ et tel que X T X -I soit paranormal, nous dirons 

que T est quasi-normal. 
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REMARQUE. La  proposition 5.3.3 peut s'6noncer ainsi: 

T spectral, born6 ~ T quasi-normal. 

PROPOSITION 5.3.4. Soit n E N. Alors: 

(5.3.5) T* T" = i ~ Z ( - -  i T) / r . _ j .  
i=O 

D~monstration. Par induction. Pour n = 0, (5.3.5) est 6vident. Supposons 
le vrai pour n. Alors: 

T* T"+I = i" z ( n ) iffio ] (-- iT~T"-iT 

__in ~ ( n ) ( _ i T ) J ( T . _ i T _  TT._i)+i.+ , ~ ( 1  ) ( - iT) j+'T ' - i  
"= /=0 so J 

-" i"+1 ~ ( 7  ) ( - iT) iT"+' - '+ i"+I ~ (1 ) (-iT)i+IT"-i 
/=0 i=O 

-,(n),, -+,( n ) 
: in+l ~0 (-- iTy Tn+l_ i .-]- i"+1 i=o ~" ]--1 (-- i T~ Tn+l-i 

"+'// n ) -~ - ( j _  l Z . n T,+l_i 

"'(n+l) 
-- i "+I Z (-- i T) i T,,+I-i 

j=o J +  

et (5.3.5) est d6montr6. 

w 4. Op~rateurs quasi.Fredholm paranormaux. 

PROPOSmON 5.4.1. Soit TCqcb(d) et TEpN. Alors, avec les notations de 
la proposition 5.2.1, T* envoie C (T) dans lui-m~me. 

Ddmonstration. Soit u E C (T) et soit S l'op~rateur d6fini dans la  proposition 
5.2.1. Soit nEN,  k E N  avec n ___ k >__ 1. Alors, en utilisant (5.3.5) on a: 

T * u = T * T " S " u = i "  Z ( n )  j=0 ] (--iT)iT"-iS~u 



donc: 

o r  : 
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T ' u - - i "  X ( - - i T F T . _ i S " u E R ( T k )  
i=O 

k-,(n) 
I[i" X ( - - i T y T . _ i S " u i l  <__ x ITII ' I IT._~II I ISl I" I lu l l  < j=o i i=o J - 

n 
puisque ( j 

V n E N ,  

Posons : 

k - I  

< Z (2 [IZll II511~(2 IIT.-AP ' '"-i '  IISII)"-' Ilull 
i=0 

< 2". Or, comme T e s t  paranormal, 3 no E N tel que 

n _> no::=> 'V' j(O "< j ~ k -- 1)IlT~_;IW (~-~, ~ 1 / 4  IlSll. 

k - I  

K = ~: (4 [!TI] IlSll) ~. 
j=0 

Alors : 

n a n o ~ l [ i . Z  n _o J ( - i T ~ T ' - i s ' u l l < 2 - " K l l u l l "  

Comme lim 2-" K!luj[ = O, on en dOduit que T*u E R (T k) et par cons6quent 
tl-r 

que T * u E R ( T  k) si k>__d. 

Come ceci est vrai pour tout k >_ d, on voit que T* u E C (T). 

REMARQUE. I1 dOcoule des propriOt6s des op6rateurs quasi-Fredholm et 
paranormaux que si T e s t  h la lois quasi-Fredholm et paranormal il en va de 
m0me pour T*. 

NOTATIONS. Darts le reste de ce paragraphe nous 6crirons seulement C au 
lieu de C (T) et C* au lieu de C (T*). 

COROLLAIRE 5.4.1. Soit T E q �9 (d) N p N. A lors : 

(5.4.1) C = T * ( C ) e R ( T  a) N N(T)  

(5.4.2) C* = T (C*) @ R (T *d) N N (T*). 

Ddmonstration. Soit 2r la restriction de T ~ C. La proposition pr6c6dente 

montre que ( T ) * =  2r,. Comme R ( ~  = C est ferm6, il en va de m0me pour 
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R ( T * )  et on  a :  C = R ( T * ) ( ~ ) N ( T )  ou encore C = T * ( C ) ( ~ R ( T  d) N N(T)  
en utilisant (5.2.1) et (5.2.2), ce qui 6tablit (5.4.1). 

On d6duit (5.4.2) de (5.4.1) en vertu de la symdtrie des hypotheses en T 

et en T*. 

I~OPOSITIOS. 5.4.2. Soit T E q r (el) N P N : 

(5.4.3) C = C N C * ~ C  N C *~ 

(5.4.4) C* = C* N C ~ ) C *  N C ~. 

Ddmonstration. Evidemment  T envoie C N C ** dans lui-m~me. Montrons 
que l 'application est surjective. Pour  cel~ so t x E C N C *~. 

Posons y = S x. Alors y E C et x = T y. Soit z un 616ment quelconque de 

C*. Alors 3 z ' E C *  tel q u e z = T * z '  et on a :  

(y, z) = (y, T* z') - -  (T y, z') : (x, z') : 0 

et par cons6quent  y E C * ' ,  c'est-~-dire que y E C N C * ' .  

Soit maintenant  C" le compldment  orthogonal  de C N C * * d a n s  C, et soit 
uEC'.  Alors u E C  et d'apr~s (5.4.1) 3 v E C  et 3 w E R ( T  a) N N ( T )  tels que 
u = T* v q- w. Comme U _l_ C N C* ~ ~ R (T d) N N (T) on a :  

o = (u, w) = (Z* v, w) + (w, w ) =  Ilwl12 

Donc w = 0 et u = T* v. Soit encore x un 616ment quelconque de C N C* ~ 

et soit y EC  N C* ~- tel que x = T y .  Alors :  

(v, x) = (v, T y) --  (T* v, y) = (u, y) --  0. 

Doric v E C" et par  consdquent T* envoie C" sur lui-m6me. Donc C ' _ c  C* 

c'est-~-dire que C ' c  C N C* ou encore :  

C c _ C  N C * ~ ) C  N C  *~C_C, 

d'oh on dSduit (5.4.3). 
(5.4.4) se ddduit  de (5.4.3) en utilisant la symdtrie des hypotheses en T et T*. 

PROPOSITION 5.4.3. En reprenant les notations du w 2 on a: 

(5.4.5) M = C + C*. 

Ddmonstration. Montrons d ' abord  que C* _c M. En  effet, avec les notations 

de la d6monstrat ion du th6or~me 3.2.1, nous allons montrer  que V ]EIq  on a 
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C*_c M i . Pour j = 0 c'est 6vident, puisque M0 = H. Supposons le vrai pour j 
et soit u E C*. Alors d'apr~s (5.4.2) 

3 vEC*,  3 w E R ( T  *d) N N ( T * ) = ( R ( T ) + N ( T a ) )  * 

tels que u = T v + w .  

Or, par hypoth~se d'induction v E M i , d'oil on d6duit que 

u E T ( M i )  + (R (T)  + N(Ta))  - = Mi+ ~ 

d'o/a C* c_ Mi+ l . Donc M = Md ~_ C*. 

Soit M" le suppl6mentaire orthogonal de C* dans M. Evidemment, T envoie 
M'  dans lui-m~me. Montrons que l 'application est surjective. 

Pour celh soit x E M'. Comme:  

M = T (M) @ R (T  *a) N N (T*), 

3 y E M  et q z E R ( T  *a) 17 N ( T * )  

tels que x = T y + z. Comme 

x _1_ C* D R (T *d) N N (T*) 

on trouve : 

0 = z)= (T y, + Cz, z) = Ilzll 

Donc z = 0  et x = T y .  

Soit tEC*:  alors 3 t'EC* tel que t = T * t "  et: 

(y, t) = (y, T* t') = (T  y, t') = (x, tO = O. 

Donc y E M n c * * =  M'  et par cons6quent T envoie M '  sur lui-m~me, 
d 'oh M'  c C. Donc M c_ C -4- C* c M ce qui entraine (5.4.5). 

COROLt.AIRE 5.4.2. T* envoie M dans lui-rr~me et on a: 

(5.4.6) M = T* (M) @ R (T a) N N (T). 

Ddmonstration. Soit u E M. Alors 3 v ~ C et 3 v* E C* tels que u = v + v*. 
En outre, 3 w* E C* tel que v* = T* w* et d'apr~s (5.4.1) 

3 y E C ,  3 z E R ( T  4) n N ( T )  

tels que v = T*y + z. 
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Dbs lors : 

et comme 

Comme 

on a done: 
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u = T* (y + w*) + z 

y + w * E C  + C* = M ,  

u E T* (M) + R (T 'z) N N (T). 

T* (M) c_ T* (C) + T* (C*) c_ C + C* c M 

M c_ T* (M) + R (T d) f7 N (I") c_ M 

d'ofa on ddduit (5.4.6). 

PROPOSITION 5.4.4. Toujours avec les notations du w 2, si T E q �9 (d) M p N, 
on a: 

(5.4.7) M ~ = N. 

Ddmonstration. Reprenons encore Ies notations de la ddmonstration du 
thdorbme 3.2.1. 

Nous allons montrer  par  induction que V ] E  N, N i c__ M ~. C'est vrai pour 

] = 0 ,  puisq'alors N 0 = { 0 } .  Supposons le vrai pour ] e t  soit uENi~t .  Alors 

u _1. R ( T O  N N ( T )  et T u E N i c  M ~-. Done u _.L T * ( M ) @ R ( T ~  N N ( T )  : 

= M, d'oia Ni+ t c_ M +. Par consdquent N = Na c_ M ~. 

Soit maintenant vEM*.  Alors 3 x E M  et 3 y E N  tels que v = x + y  
done x = v - - y E M  ~ d'o~ x E M  * N M : { 0 } ~ x = 0  et par  consdquent 
M ~- c N  d'ofa N = M * .  

COROLLAIRE 5.4.3. Si T E q r O p N on a: 

(5.4.8) M = C  N C * @ C  N C*~'@C ~ N C* 

(5.4.9) N = C ~" O C*% 

Ddmonstration. (5.4.8) se ddduit immddiatement de la proposition 5.4.3 et 
de (5.4.3) et (5.4.4). 

(5.4.9) se ddduit du fait que 

N = M * = ( C + C * ) ' = C *  n C *~'. 
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(5.4.11) 
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COROLLAIRE 5.4.4. Si T E q ~ (d) N P N on a: 

M = R (T d) + R ( T  *~) 

N = N ( T  a) f7 N (T'd).  

N c N ( T  a) ~ M ~_ R ( T  *~) 

(en utilisant la proposition 3.3.5). 
Donc 

M = C + C* c_ R ( T  d) + R ( T  *d) c M 

d'oh (5.4.10). 

N = M ~ = (R  (T d) + R (T'd))  ~ = N (T *a) f) N (T d) 

(en utilisant encore la proposition 3.3.5). Donc (5.4.11) est d6montr6. 
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S 5. Op~rateurs borngs quasi-normaux dont le spectre essentiel est r6duit fi un 
point. 

PROPOSITION 5.5.1. Soit T bornd tel que 0"e(T)= {~} .  Alors  il existe une 
suite {~,,} c G d'dldments distincts de C telle que tr(T) = {)~} U {~}.  

Deux cas peuvent  alors se prdsenter : 

(I) La  suite {)~} est finie. 

(II) La suite {X~} est intinie et converge vers Lo. 

Ddmonstration.  Comme dans la d6monstration de la proposition 5.1.1, on 
remarque que les ~, E C tels que T -  )~ 1 E q �9 (d) avec d >_ 1 sont des points 
isol6s. 

Soit {)~} la suite de ces points. On a: 

et 
{;",n} { eC F [XJ < ftrjl} 

C -- ({~,.} U {Xo}) c_ rdg(T) 

et comme dans la demonstration de la proposition 5.1.1 on en d6duit que 

Donc: 
c - ({;},.,,,} u { ~ } )  ~ p ~ .  

o ( ~  = {;,,,,} u {),,o}. 
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En outre, comme T est born6, la suite { Ln} l'est aussi, et si elle n'est pas 

finie, elle doit avoir au moins un point d'accumulation. Soit IX un tel point 

d'accumulation. Alors T -- IX I r q (I) ou encore t~ E 0"e (T ) ,  c'est-h-dire Ix ---- ~ .  
Donc {)~} poss~de un et un seul point d'accumulation, ~ ,  et par cons6quent 

converge vers L0. Les cas (I) et (II) sont donc les seuls cas qui peuvent se 

pr6senter. 

PROPOSITIO~ 5.5.2. Soit T bornd tel que ere ( T ) =  {)~0}. Supposons que nous 
soyons dans le cas (1). A lors: 

avec 

1) 3 No, N1 . . . . .  Nn, sous-espaces fermds de H, tels que: 

H =  ~ ) N  i , 
j=0 

V j :  T(Ni)  c N  i 

et si Qi est la restriction de T -- )~j I ~t Nj ,  Qo est quasi-nilpotent et si 1 <_ j <_ n, 

Qi est nilpotent. 

2) En posant Q =  X QiPi et S =  X )~iPi of~ Pi est la projection de H 
i=o j=o 

sur N i correspondant ~ la ddcomposition H = ~) Nj alors T = S + Q, S scalaire 
i=O 

et Q quasi-nilpotent, avec S Q = Q S. 

Ddmonstration. La d6monstration est identique h celle de la proposition 5.1.1 
ceci pros que darts le cas pr6sent, en g6n6ral No # { 0} et aue par cons6quent 

Q = QoPo + ~ QiPi 
i=l 

n'est plus n6cessairement nilpotent mais seulement quasi-nilpotent. 

PrtOI'OSITION 5.3.3. Soit T bornd tel que cr , (T)= {~}.  Supposons que nous 
soyons darts le cas (I1) et supposons que T soit paranormal. A lors: 

1) 3 une suite {N i} de sous espaces ferm~s de H, mutuellement ortho- 
gonaux et tels que 

~) N i = H, T (Nj) c_ Ni; 
i=0 

si Qi ddnote la restriction de T -  )~jI gz Nj ,  alors Qo est quasi-nilpotent et 
Qi (j >__ 1) est nilpotent. 
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o o  

2) En posant S = X ki Pj et Q = X Qi Pi oft Pi est la projection orthogo- 
i=0 i=0 

nale de H sur N i (nous verrons que ces deux sdries sont convergentes dans un 

certain sens), alors: 

T = S + Q ,  S Q = Q S ,  

S est normal et Q est quasi-nilpotent. 

Dgmonstration. Soit M i, N i les deux sous-espaces de H correspondant h 

la d6composition de Kato de T - - ~ , i l .  En combinant (5.4.7) et (5.1.4) nous 

voyons que : 

VjEN, V k E N k # j N k c _ M j c _ N ~ ,  

c'est-~t-dire que les N i sont mutuellement orthogonaux (avec No d6fini comme 
c o  

darts la d6monstration de la proposition 5.1.2, par No = N Mi). 
i=1 

Soit u E H. Alors: 

Ilull ~ _> ~: I leiul l  ~. 
i=0 

Posons 

un = ~ Pi u. 
i=0 

La suite {un} est convergente. Soit w sa limite. D'apr~s (5.1.1) k / n E  N, 

3 vnE N M i tel que u = v, + u , .  Comme u~--. w, la suite { v,}  est ~galement 
/=1 

convergente et sa limite est v = u -  w. Comme les M i sont ferm6s, v E N0. 

Pour fmir de d6montrer 1) il nous reste seulement h montrer que Q0 est quasi- 

nilpotent. 

Notons To la restriction de T h No et I0 celle de l'identit6 h No. Alors 

Q0 = T o -  ~010. Exactement comme darts la d6monstration de la proposition 

5.1.2 on voit que o ' (T0)= {)~} et par cons6quent que Q0 est quasi-nilpotent. 

Finalement, comme 

o o  

I~jl 2 [[eju[I ~ ~ liT41 ~ I[ull = 
i=O 

pour tout u E H et comme 

~, I [Qie iul ]  2 ~ 4 [ITll 2 Ilull 2 
i=0 



256 JEAN-PHILIPPE I-~BROUSSE 

6galement pour tout u E H on voit que les s6des 

c o  

Y. k iP ju ,  ~ ,QiPiu 
j=O /=0 

sont convergentes pour tout u E H. Donc S e t  Q sont bien d6finis, et on a bien 
T = S + Q; S Q = Q S. Exactement comme dans la d6monstration de la pro- 
position 5.1.2 on v6rifie que o ' ( Q ) =  {0}, c'est-~-dire que Q est quasi-nilpotent. 

Finalement, comme S* = N ~,. Pi, on voit que S est normal. 
i=0 

PROPOSITION 5.5.4. Soit T bornd, avec un spectre essentiel, soit vide, soit 
rdduit ~ u n  point. Alors T e s t  spectral si et seulement si T est quasi-normal. 

Ddmonstration. Nous avons d6j~t vu (proposition 5.3.3) que T spectral ~ T 
quasi-normal. R6ciproquement, si le spectre de T e s t  fini et si son spectre 
essentiel est soit vide soit r6duit ~t un point, nous avons d6j~t vu (propositions 
5.1.2 et 5.5.2) que T e s t  spectral (et par cons6quent quasi-normal). I1 nous reste 
~t montrer que si le spectre essenfiel de T se r6duit h u n  point et si son spectre 
est infini, ators T quasi normal ~ T spectral. 

Or T quasi-normal ~ 3 X op6rateur continu inversible sur H avec X -1 
contmu tel que X T X  -1 : T' est paranormal. Comme la proposition 5.2.2 mon- 
tre que T' a aussi un spectre essentiel r6duit ~t un point et un spectre infini (ce 
dernier point est imm6diat) on peut appliquer la proposition 5.5.3: 

3 S' norrnal et 3 Q" quasi-nilpotent tels que T' = S' q- Q' avec S' Q' : Q" s'. 

Posons 
S = X - 1 S ' X ;  Q = X - 1 Q ' X .  

Alors : 
T -  S -F  Q; S est scalaire (au sens de Durdord); Q est quasi-nilpotent et 

S Q _ -Q  S. Done T e s t  spectral. 

COROLLAIRE 5.5.1. Soit R u n  opdrateur de Riesz (cL [12], [39]). Alors R 
est spectral si et seulement si il est quasi-normal. 

Ddmonstration. Si R e s t  un op6rateur de Riesz, alors o'e ( R ) =  {0} et le 
corollaire se d6duit immddiatement de la proposition pr6c6dente. 

Nous terminerons en 6non,ant une conjecture: 

CONJECTURE: Un opdrateur fermd sur un espace de Hilbert est spectral si 
et seulement si il est quasi-normal. 
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