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LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM:
UNE GENERALISATION DES OPERATEURS SEMI FREDHOLM

JEAN-PHILIPPE LABROUSSE

The present paper is concerned with the study of a new class of linear operators
on a Hilbert space: the class of quasi-Fredholm operators, which contains many
operators already studied in the litterature (in particular semi-Fredholm operators).
An operator A is said to be quasi-Fredholm of degree 4 if the following conditions
are satisfied:

a) For all n greater than d, R(4") N N(4) = R(49) N N (4);

b) N(4) N R(A49) is closed in H;

c) R(A) 4+ N (A9 is closed in H.

Two characterisations of quasi-Fredholm operators are given:

1) A is quasi-Fredholm iff there exists a direct decomposition of H into the sum
of two subspaces H, and H, which are invariant under 4 and such that the restriction
of A to H, is quasi-Fredholm of degree 0 and the restriction of 4 to H, is nilpotent
(Kato decomposition).

2) A is quasi-Fredholm iff there exists a neighborhood D of @ in C such that for
all & 52 0 in that neighborhood A — A has a generalized inverse which is mero-
morphic in D — {0} (The generalized inverse is holomorphic in D iff A4 is of
degree 0).

The bulk of the paper is devoted to the proofs of these characterizations and
of related results, making use of the theory of operators ranges and of generalized
inverses. Most of the results extend easily to the Banach case.

The rest of the paper deals with the class of quasi-normal operators, which is
closely related to the class of spectral operators. Some applications of the first part
of the paper are given in this context.

Introduction.

Ce travail est destiné 4 fournir les démonstrations des résultats annoncés
dans [32] et [33]. 1l est concu a partir de troix axes.

Le premier axe est constitué par la théorie, désormais classique, des opérateurs
semi Fredholm dans un espace de Hilbert, c’est & dire d’opérateurs linéaires
fermés A de domaine D (A) et image R (A4) contenus dans un espace de Hilbert

H tels que R (A) soit fermé et min (dim N (4), codim R (4)) < . Ces opérateurs
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ont deux propriétés importantes. Tout d’abord, une propriété de stabilité qui peut
s’énoncer ainsi: si on munit ’espace de tous les opérateurs fermés (bormnés ou
non) sur H de la métrique g(4, B) = || Py — Ps) || ou Pgyy et Pge dénotent
respectivement les projections orthogonales dans H X H sur le graphe G(A) de
Popérateur A et le graphe G (B) de P'opérateur B, alors ’ensemble des opéra-
teurs semi Fredholm est ouvert dans cet espace.

En d’autres mots, I’ensemble des opérateurs semi Fredholm est stabls par
rapport 4 toutes les « petites » perturbations. En outre, on peut facilement dé-
montrer que la condition min(dim N (4), codim R (A4)) < o est nécessaire pour
I'existence de cette stabilité (cf. [31]).

D’autre part, dans [29] T. Kato a montré que si un opérateur A est semi
Fredholm, on peut lui associer une décomposition de H comme somme directe
de deux sous-espaces fermés M et N, invariants par A4 et tels que 3 K €N tel que
Nc N(A¥ et que si A, dénote la restriction de 4 &4 M on ait: V h€EN,
N (4" < R (4y).

Dans ce travail nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un opérateur posséde cette deuxieme propriété: nous appelons quasi-Fredholm
ces opérateurs (qui contiennent évidemment les semi-Fredholm comme cas parti-
culiers). Le chapitre III est consacré a cette étude ainsi qu’a établir d’autres
propriétés pour les itérés des opérateurs quasi-Fredholm. A la fin du § 1 du cha-
pitre III on donne une liste non exhaustive d’opérateurs déja étudiés qui se
trouvent étre des cas particuliers d’opérateurs quasi-Fredholm.

Dans le chapitre IV on montre que les opérateurs guasi-Fredholm sont eux
aussi doués d’une proprieté de stabilité si 1’on ne considére que les perturbations
du type M1, L€C, perturbations fondamentales pour I’étude du spectre d’un
opérateur.

Pour établir les résultats du chapitre III, nous avons eu besoin d’une part
d’affiner les résultats classiques de géométrie hilbertienne (voir par exemple [287)
— c’est I'objet du chapitre I — et d’autre part d’utiliser et d’améliorer les résultats
de la théorie des sous-espaces paracomplets d’un espace de Hilbert, théorie qui
constitue le deuxieme axe de ce mémorie. Si H est un espace de Hilbert, K sera dit
sous-espace paracomplet de H si K est un sous-espace hilbertisable de H tel que
P'injection de K, muni de sa topologie propre, dans H est continue. Notamment on
démontre que si la somme de deux sous-espaces paracomplets M et N d’un espace
de Hilbert H est fermée, alors M N N = M N N. Cette théorie fait I'objet du
chapitre II.

Le troisitme axe de ce mémoire est constitué par la théorie des inverses
généralisés ou pseudo inverses d’opérateurs. Si A est un opérateur sur H on dit
que A* est un inverse généralisé de A si les propriétés suivantes sont satisfaites:

D(A)DR(A*);, DA D R(A); A*AA*=A*; AA*A=A.
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Le chapitre IV contient le résultat suivant: un opérateur 4 est quasi Fre-
dholm si et seulement si 4 — A J admet un inverse généralisé méromorphe dans
un voisinage de l'origine (dans ce cas 14 tous les inverses généralisés de 4 — )\ 1
ont cette propriété). Ce résultat a été obtenu indépendamment et par des méthodes
différentes par Bart et Kaballo, [4] dans le cas ou A est borné mais dans le cadre
plus général des espaces de Banach.

Finalement, dans le chapitre V on applique les résultats précédents i la
théorie des opérateurs spectraux de Dunford. On introduit la notion d’opérateur
quasi normal, notion qui est 4 rapprocher des résultats de Colojoara et Foias,
[13] sur les opérateurs décomposables. Cette notion est trés proche de celle
d’opérateur spectral (nous conjecturons méme que les deux notions sont équiva-
lentes). Les résultats principaux de ce chapitre sont que si un opérateur est
spectral, alors il est quasi-normal et réciproquement que si un opérateur est
quasi normal et son spectre satisfait certaines conditions, alors il est spectral.
Tout opérateur normal est quasi normal.

Les chiffres entre crochets renvoient 4 la liste des références située a la fin
du mémoire.

L’auteur souhaite exprimer ici sa profonde reconnaissance 4 J. A. Dieudonné
qui a bien voulu lire le manuscrit de ce mémoire et qui a suggéré de nombreuses
améliorations de sa rédaction.

CHAPITRE 1

QUELQUES RESULTATS DE GEOMETRIE HILBERTIENNE

§ 1. Sous-norme d’un operateur.

Dans ce chapitre H et K dénoteront deux espaces de Hilbert et 4 sera un
opérateur continu non identiquement nul de H dans K (donc “ A || > 0).

DEFINITION 1.1.1. Avec les notations introduites, posons:

IA)y={ucH]| ||Au|lx=|[4] |||}
(1.1.1)
IA* = {vEK]| || A*V|z = || 4*|] || v|lx}

PropositioN 1.1.1.
1(A) =ker(A*A — HA |[21H)
1(A*) = ker (4 A* — HA* H’Ix).
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Démonstration. Démontrons, par exemple, la premiere égalité.
Soit u€1{A4). Alors:

AT = 1 4] =
= (A*Au uy < || A du x| u|jz <
< |4 [P )il -

Douc || A ||| jla = || A* A ulx dob
[|4xAu—||d|Pulf, = ||4* Aulf, + [[4[]*[lu]f, - 2|l 4]F || du|f =
=2{[ APl A|P{u]f =[] 4w =0

Donc u€l(A)=> u€ker(A* A — || A | Iy).
Inversement
ucker(A*4 — HA HZIH)=> A*Au = HA “%t:)

=>||Au]|§( =(A*Adu, uy = {IA [[2”14”2K:>u€l(A).

REMARQUES.

1) 1(A4), I(A*) sont des sous-espaces vectoriels fermés de H et K respecti-
vement.

2) I(A) 4_kerA, 1(A*) 3 kerA*.
En effet ucl(Ay)=>u = ﬁp— A*AucR (A%, I'image de A* qui est con-

tenue dans kerA4+.

DEFINITION 1.1.2. On appelera sous-norme de A, le nombre réel non-négatif
noté {A) ainsi défini:

|| Au|le
- - A : T Nulla
(1.1.2) (A)= sup — el

Si I1{A)=H, on pose {4) = 0.
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REMARQUE.
VA:OS(A)SHAH, Y MEC: (XA)=|X|(A).
Si 1(4)={0} on a:

(1.1.3) (Ay=||4]|-

PrOPOSITION 1.1.2. Si /f, AA* sont les restrictions de A @ 1(A) et de A* a
1 (A*)* respectivement alors

A

A 1A =14*
A% 1A% S 1A
el (A = A*.
Démonstration. Posons

A4 v
A.=A|1(A), A*zA*II(A*) .

Alors ;1/ P 1AY= 1A% et Z* : [(A*)— [(A) sont des bijections, comme on le
voit sans difficulté. En outre, u | I(A)= Au 1 I(A*). En effet, si we€l(A4)
on a:

V wix, w),,:O:ﬁ(u,A*A Wy = —'Tzl—”;(A u, AWy = Au __ 1(A*).

Donc la premiere partie de la proposition est démontrée.
Enoutre YV ucl(4), YV vel(4A** on a:

(Au, vix = (u, A*v)y.
A A
Donc (A u, v)l (ns = (u, A*v) 14y et par conséquent
(A* = A%,  (A*)* = A.
CoROLLAIRE 1.1.1.
(1.1.4) (A) = (A4*).

Démonstration.
(4) = [|A]| = |4*]| = (4%,
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§ 2. Ecartement de deux sous-espaces fermés.

Notons Py la projection orthogonale sur un sous-espace fermé X de H.
Si M, N sont deux sous-espaces fermés de H posons:

Unu = (I — Py) Py,
Viu = Py Py,
g(M, N) = ||Py — Pyl

8§ (M, N) = |[Una|.

Alors g(M, N) définit une métrique sur la famille des sous-espaces fermés
de H (c.f. [14]). En outre:

(121 (M, N) = ||[U] = ||U%, || = ||Usenl] = 8OV*, M*).
(1.22) 5(M,N) < 1= M 0 N* = {0}.

DEFINITION 1.2.1. Posons M = M@ (M N N*). Alors M 0 N* = {0} et par

conséquent M=M. Posons encore:
e(M,N)y=||(l — PP || = 5(M, N).
e(M, N) sera appelé Pécartement de M et de N.

ProrosiTION 1.2.1.

E(M, N) = (UNM)-
Démonstration. Montrons d’abord que !(Uwy) =M N N*. En effet:
ucl(Uyy) ucker {Py(l — Py)Py 1}
SuUu=Py(l—PY)Pyu=ucM

=>Uu=U—PyPyu=PyPyu=20

= ||PNu]|2= (Pyu, u) = (Pyu, Pyu) = 0= u€N-.
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Donc u€l(Uym)=u€M N N* et linclusion réciproque est évidente.
Alors:
I — Po)Pyu| _ || U Pag ]|

e(M, Ny = su sup —————— = {Unp).
P~ I (] (U
UueEM

REMARQUE. On déduit de la proposition 1.2.1:
(1.2.3) M N N*={0}>e(M, N) = (Unu) = ||Un|| = §(M, N)

(en utilisant (1.1.3} et le fait que {(Uyy) =M N N*).
En outre, on a toujours:

(1.2.4) e(M, N) = (Unu) < ||Unu|| = 8(M, N)
(en utilisant encore (1.1.3)).

DEFINITION 1.2.2. Soit B un opérateur linéaire pas nécessairement fermé ni
borné, de domaine D (B) et image R (B), tous deux contenus dans H. Posons:

¢(B) = inf ||Bul| / ||u|

ou I'inf est pris sur tous les u = 0 tels que u€D(B) et u 1 NB) (Si B=0
on posera ¢ (B) = + ). c(B) sera appelé la conorme de B.

REMARQUE. Rappelons le résultat suivant: ([21] Thm IV.1.6).
Si B est fermé, alors:

(1.2.5) R (B) est fermé dans He e (B) > 0.
PRrOPOSITION 1.2.2.

(1.2.6) 2(M, N) + @ (Van) = 1.

Démonstration. On trouve
U,y Unu + V3, Vau = Py
d’olu
Y ueH s [[Uneul + ||Vl = |[Pus

Or kerViu=M>@M N N-.
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Donc
u 1L MNN=>Pyu 1_kerVyy=
= ||V u|]* = HVNMPMUH2 =2 (Vam) HPM ulff=

= [|Unu|* < [1 — @ Via)] [Pue|? < [1 — & V)] || "

Donc si
M N N ={0}, &M, Ny=||{Uw|! =1 — (V)
et si
M N N* = {0}, u 1 l(Uww= ||Uwmu|]’ < [1 — S (Vin)] ||u| |2
c’est a dire que
M, N) = (Uw) <1 —Viw)-

Donc, dans tous les cas (M, N) <1 — & (Vyn)-
Inversement ¥ | ker Vyy=u€M et u 1 M N N-,
Donc Pyu=u, u EIQ et par conséquent:

Vrae el = ([l 2 — [[U i1 [[*[Jue]} =
:}CZ(VNM) =>1-— EZ(M’ N)
COROLLAIRE 1.2.1.

1.2.7 e(M, Ny =¢(N, M).

Démonstration.
V;M == VMN ’
d’olt
c(Vun) = ¢(Vm)
(cf. [21] Cor. IV.1.9.) et par conséquent:

g(M, N) = (N, M).
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COROLLAIRE 1.2.2.

(1.2.8) (M, N) = ¢(M*, N*).

Démonstration.

U, . . =Pull —Py)=1U* .

M

Dés lors:

eN“s M*) = (U,., ) = (UL,) = (Unu)

en utilisant (1.1.4). Donc ¢ (N*, M*) = ¢ (M, N) et le corollaire s’en déduit en
utilisant (1.2.7).

ProPOSITION 1.2.3,

g(M, Ny =max {§(M, N), 5§(N, M)}.
Démonstration.

5(M, N) = ||(I — Pu)Pul| = ||(Pu — Pn)Pul| < ||Pu — Pu|| = 2(M, N).

De méme: §(N, M) < g(M, N) et par conséquent:

max {§ (M, N), §(N, M)} < g(M, N).
Inversement si “€H on a:

[Py — Py u|* = ||I — Pa)Pyu — Py (I — Pyyul| =
= |[ — Py Pyul? + ||[Py(I — Pw)ulf <
< max {8§*(M, N), 6*(N, M)} [“PM u”z 4 H(I — Py) u”z] =<
< [max {8 (M, N), §(N, M}]?||u|]?
d’ou on déduit le reste de la démonstration.

COROLLAIRE 1.2.3.

1.2.9) ¢(M, N) < min {5 (M, N), §(N, M)} < g(M, N).
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Démonstration. La premiére inégalité est une conséquence immédiate de
(1.2.4) et de (1.2.7); la seconde inégalité découle directement de la proposition
précédente.

COROLLAIRE 1.2.4.
(1.2.10) MNN=M*NN={0}=¢M,N)=
=5M,N)=5(N, M) =¢gM,N).

(1.2.11) eMN)<1=MnON-=M-nNN={0}.

Démonstration. (1.2.10) se déduit immédiatement de (1.2.3), (1.2.7) et de
la proposition précédente.

(1.2.11) se déduit de (1.2.2) et du fait que g(M, N) < 1 entraine, d’apres
la proposition précédente, que §(M, N) <1 et §(N, M) < 1.

REMARQUE. On a:
(1.2.12) (Unu) < loeM,N) < 1 (Vi) > 0.
La premiere équivalence se déduit de (1.2.4), la seconde de (1.2.6).

PropPosITION 1.24. Soit M, N deux sous-espaces fermés d'un espace de
Hilbert H et soit P, Q deux projections quelconques sur M et N respectivement.

Alors:
gM,N) < ||P — Q|]
Démonstration. Soit Py et Py les projections orthogonales sur M et N res-
pectivement. On a:
PPM=PM, PMP=P, QP,\Z:PN; PNQ::Q

d’on

(I —PY(Py — Py)=PPy —Py=(P—Q)Py,

Py —~Py)P=P—PyP=(1—Py)(P—-Q)
et par conséquent

P* (Py — Py) = (P* — Q*) (I — Py).
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Soit maintenant u € H, alors:
([ + P — Pyulf =
= |4 — ®u, P*uy — (P*u, Pu) + |Pu|f + ||P* u|]* =
= |4} = (Pu, u) — (u, Pu) + ||Pulft + ||P*u|? =
= || — Pyu[]? + ||P* ul]2.
Donc si u = (Py — Py)v, v élément quelconque de H on a:
[(Pus — Py v + [|(P — P*) (Pu — Py V][ =
= || = Q) Puv|]t + ||(P* = Q¥ — PV} <
< ||P = Q| ([|Pw Y[ + || — P V|P) = ||P — Q|1 - []V]]
dou

gM,N) < |IP-Q||

§ 3. Somme de sous-espaces fermés.

ProrosITION 1.3.1. Soit M, N deux sous-espaces fermés de H. Alors:

(1.3.1) M 4 N* est fermé &M 4- N* = (M* N N)*.

Démonstration.
M4+ N =M*"NNy=M+ N~ est fermé
puisque l'orthogonal d’un sous-espace de H est toujours fermé.
Inversement:
M*DOM NN et NDM-NN
entrainent
Mc (M NNy et N-c (M NNy
d’ot
M 4+ N-c (M* 0 N)-.

171
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De méme:

M4+ N DODM=M + N cM*
et

M+ N-DN'=M-NYCN
d’ou

M+ NYyYcM-NN
et par conséquent
M + N* = (M + Ny 2 (M* n Ny~

Donc
M—}—NJ':(M* nN)A'

ProOPOSITION 1.3.2. Soit Q la projection orthogonale de H sur M* (N N et
T celle de H sur M (Y N*. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes:

a) e=eM,N)< 1;
b) M 4+ N* est fermé;

c) Il existe deux projections R et S de H sur MO(M N N*) et sur
N+@® (M N N*) respectivement telles que: 1 —Q —T =R 4 8.

On a alors:

IR)) 5 0= [|R|| = (1 — &)
(1.3.2)
I51] = 0= [IS]| = (1 — &1

Démonstration. a)=b). Soit {u,} une suite d’éléments de M + N*, con-
vergent vers u. On peut écrire

Uy =Xp 4+ Yn+ 1
ou
xEMOM NN, y.€EN-OMNN*), t,eMNN*

sont uniquement déterminés. On a:

[l 2 = (1% + Yal P+ [l = |5l + {19l + ||l + 2Re (xa, y)
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d’ou
1%l P+ [l + |[2a] P =< ([l + 21k )| =

= |[4al? + 2|(Pr X, (I — Pw) y)| < |[ta|[* + 2 [[Xal[ | |7a]]-
Donc: ]|t,,”2 < “u,,“z et:

(13.3) [P < (1 — &) [Ju,

B el = A=

Donc comme {u,} est une suite de Cauchy, on en déduit que {x,}. {y.}
et {#,} le sont aussi et on a:

X,—>XEMOMNN), y,—-yeEN*"®@MNN*), t,—-teMNN-,
d’olt
U, >uUu=x-+y+teEM 4N+
ce qui montre bien que M 4 N* est fermé.

b= c¢). Soit u€M 4 N*. Comme plus haut on peut écrire u =x 4+ y + ¢
et on pose: x = Ru, y = Su, f = Tu.

Siz€H, z=w+u weM- NN.Onposealos w=0z, x=Rz, y =Sz
t =Tz Q et T sont évidemment des projections orthogonales et on vérifie immé-
diatement que R?=R, $2=S. Par définition I — Q@ —T =R + S. Il reste
donc seulement & montrer (en utilisant le théoréme du graphe fermé) que R et §
sont continus. Montrons le pour R par exemple.

Soit {z,} une suite dans H telle que 2, — z et Rz, — x.
Alors 2z, = Wy, + U,, Wy,— W, U,—UEM + N* puisque M + N* est fermé
et si

Uy =Xpn -+ Yo+ 1., t,— 1t X, =R2z,—>x,

donc y, - YyEN*"@(N* NM). Donc z2=w+x+4+y-+t et Rz=ux
0=2). Si N=N@N N M*)= {0}, on voit que (M, N) = 0.

Si N 5 {0}, posons Ry = R| ;. Evidemment ||Ry|| < ||R]| et Ryestunebi-

jection de N sur AZ::M@(M N N+). En effet ueiﬁ, Ryu=0=Ru=0 Tu=0,
Qu=0. Donc u =Su€N*=ueN N N* dou u=0, ce qui montre que Ry
est injectif et que |[Ry|| 0.
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Soit maintenant v€M. Alors v=v, + v, avec vy =Py vetv, = (I — Pyyv;

et comme N* =N*"+NNANM-etv=Rv=Rvi+Rv,0on a: v=Ryv, car
Rv,=0 puisque (§S+ 7T + Q)v.=v, ce qui montre que Ry est surjectif et
par conséquent bijectif. Or:

IVIP = [l + [val P = [|RG VI + || — PRy v

d’ol
| — Py Pg v = ][ — [|RY ¥|f?
car
(I —P)Prv=(I—PyP;v
et comme:
[IV[[? = ||Rw R V][ < [|Ru|[[[RS V]
on trouve
|| — Py Py v|]P < ||V — |[v|[*/ ||R|?
d’ol:
<1 __WI%WIT <1 ce qui établit a)
et aussi
(1.3.4) ||RN”2 >0 -

En récrivant (1.3.3) sous la forme
IR|F < (1 — o
on trouve:
(1 — eyt < |[Rul < [[RIP < (1 — &
et par conséquent:
IR 0= |Ru|f = ||RIF = (@ — -
et de méme, en interchangeant les rbles de M et de N*, on trouve

IS = 0= ISP = 1 — e

REMARQUE. Cette proposition généralise le lemme de [30].
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COROLLAIRE 1.3.1.
M 4 N* fermé < M* 4+ N fermé,
M + N fermé oM + N* =M 1 N)*.
Démonstration. La premiere ligne est une conséquence immédiate du fait

que ¢(M, N) = ¢(M~, N*). La seconde se déduit de la premiere et de (1.3.1)
puisque tout sous-espace fermé est l'orthogonal d’un autre sous-espace fermé.

ProposITION 1.3.3. Soit M 4+ N~ fermé et soit M’ un sous espace fermé
de H tel que Mc M C M 4 N-. Alors M’ + N* est fermé et e(M', N} <
<e¢(M, N).

Démonstration.
MJ{+N-CcM {+N-CcM+ N,
Donc
M4iN =M +N=>M-AN=M*QAN
et
eM,N)=8(NONNM)M)=8NO(N NM)M)=
= || = Pw) P || = || — Pu) U — PP || <8N, M) = e (M, N).

- PROPOSITION 1.3.4. Pour M, M’, N, sous-espaces fermés de H posons D =
=MNONN+* DD=M N N*ona:

(1.3.5) 5§ (D, D) [1 — (M, Ny]'\? < §(M’, M).
Démonstration. Etablissons d’abord l'identité:
||Unp 4] = ||Unae: Po- ] [* + ||U%,, Unp 4[]
En effet:
||Unse Por [ = ||(1 — Pu) Py Py ][> = || — Pyy(d — Po) Py ul[? =

= ”(l — Py) UDD»uHZ car Py Py, =Py et (I —PypPp=0;

|U%y Uso u[* = ||Pul — Pu) — Po) Pyt = ||Pu( — Pp) Py || =

= ”PMUDD'unz car PN(I—PD)PD'Z-'PNPD':O.
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De I'identité on déduit:
||Upp u][* < & (M, My [[u]|* + & (M*, N*) [|Upp- 4|
car

U:;M=UMJ.N.L, I(UMJ_,NJ_):N*DM=D_

Donc |{Upp u||*[1 — (M, N)] < §(M’, M) ||u||* et la proposition est dé-
montrée.

ProposITION 1.3.5. Soit M, N deux sous-espaces fermés de H tels que M + N+
soit fermé et M N N* = {0}. Soit M’ un sous-espace fermé de H tel que:

(1.3.6) 8=8M,N) <1 —gM,N).
Alors M’ + N* est fermé et M’ N N* = {0}.

Démonstration. En utilisant (1.3.6) avec la proposition 1.3.4 on obtient:
8(D', D)< 1. Comme D=M N N* = {0} on trouve:

{O}ZD, ND =D =M N N-.
Soit maintenant {x,} une suite convergente d’éléments de M’ 4 N*. Comme
M N N> ={0} il existe des u,EM’ et des v,€N* uniquement déterminés
tels que: x, = u, + v,.

En outre, on peut écrire: (I — Pyu, =r,+sS,+1, ou les r,,s,,t sont
uniquement déterminés (puisque M N N* = {0}) par les conditions:

r.€M, s,eN*, t,€ M* N N = (M + N*)*.
Donc:

xn=PMun+rn+vn+sn+ t,
€M EN-  EM*NN

Avec les notations de la proposition 1.3.2 on a:
Pyu, +r,=Rx,, Vv,+8,=8x,, t,=0x,,

et par conséquent la suite { Py u, + r,} est une suite convergente, donc de Cauchy.
Or: '

(I—PM)u,,:(I——PM)Zu,,:(I—-PM)s,,-}-t,,
et

0=(Su, 8) =, I — Pty = (I — Py)s,, t,).
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Donc:
1 = Pyl = ||t = Pa o]+ |1 = [ = B i

et
r,,::——PMs,,:—PM(I—PN)Sn

d’our:
7w = ] = [1Pucl = P 50 = 5,0]] < 8L N[5, s = 5 —
puisque d’aprés (1.2.2),

MNAN ={0}=8M Ny=eM,N)=c¢

et
“sn - smHz = ||PM(sn - sm)”2 + ”(lI - PM)(sn - m)”2 <
< ||t = Pl 4 (| = Py (o — )| P
= |[$n — S|} (1 — &) < || — Pa) Py (4 — t)|[ =
= |l50 = sl < =g e —
et
282
[ = rall? < o [l — a2
Comme
”un - umHZ = ”PM(un - um)”2 + H(I — PM)PM'(un - um)llz
on a:

”PM(un - um)Hz = (1 - sz)Hun - um”2

et finalement

£d
vVi-¢

||PMu,,+r,,—PMum—rmnz(v—f1— -

) it — 1|

ce qui entraine que {u,} est une suite de Cauchy puisque

)

1 —¢ >0

F<l—ed= V-6 —

12
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Donc u, — u €M’ et par conséquent v,— vEN* d'ou
X,—>Xx=u+vEM + N*
ce qui montre bien que M’ + N~ est fermé.

CorOLLAIRE 1.3.2. Soit M, N deux sous-espaces fermés de H tels que M 4 N*
soit fermé et dimM N N* < oo.
Soit M’ un sous-espace fermé de H tel que:

(L.3.7) §=8M, M <1—¢(MN)

Alors M’ 4+ N* est fermé et dimM’' N N* <dimM N N-.

Démonstration. Posons

MNN =D, MON-=D, L=N@D.
Alors
N=L-@®D
et
U=U~PPr=( —-P)(Py+Pp)=(— PPy = Upwn.
En outre

IUp)=LNM-=NONM = I(Uun).
Donc d’aprés la proposition 1.2.1, e(M, L) = ¢(M, N) = &. En outre:
L"‘ﬂM:N"ﬂD"ﬂM:DﬂD*z{O}.

Donc § < 1 — ¢ et la proposition 1.3.5 montrent que M’ + L* est fermé et
M nL*={0}. Comme M’ + N* =M 4+ L* 4+ D et dimD < ~ on voit que
M 4+ N* est fermé.

Finalement

{0}=M'nL*=M 0N D ={0}=>dimM N N* < dimM n N-.

CoRrOLLAIRE 1.3.3. Soit M, N deux sous-espaces fermés de H tels que M - N*
soit fermé et dimM* N N < oo.
Soit M’ un sous espace fermé de H tel que

(1.3.8) F=8MM)y<1-—e(M,N).
Alors M’ 4~ N* est fermé et dimM'~ N N <dimM* N N.
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Démonstration. Posons
M+ =K, M+ =K, N~ = L.
Alors M + N* fermé < K + L+ fermé (corollaire 1.3.1)

dmM* NN< oadimK N L < «

et (1.38) ©8(K'.K)y<1—¢(K,.L)y puisque en utilisant (1.2.1) on a
§M, M) =8’ K). Donc d’aprés le corollaire 1.3.2, K’ + L est fermé et
dimK’ N L* <dimK N L* et le résultat cherché est démontré puisque K’ 4 L*
fermé & M’ + N+ fermé (corollaire 1.3.1).

COROLLAIRE 1.3.4. Soit M, N deux sous espaces fermés de H. Posons:
D=MQnNN-+; E=M"NN.

Soit M’ un autre sous espace fermé de H. Posons

D'=M N N+, E=M"*NN, g=2M M), e = ¢ (M, N).

Supposons les deux conditions suivantes remplies:

a) € + 82 < 1 (ce qui entraine que ¢ < 1, donc que M | N* est fermé);
b) dimD < « ou dimE < .

Alors:

7 g
DrD —_

S(E”E)S—\/lgfsz'—< 1;

2) DND*={0}=EnE*={0}.
(Dans ce cas la §(D’, D) = g(D’, D), §(E', E) = g(E', E)).

Démonstration. 1) est une conséquence immédiate de (1.3.5). On démontre
2) par l'absurde: supposons E N E™* = {0} et D N D"* 3 u=0.

Alors en utilisant le corollaire 1.3.2 si dimD < o ou le corollaire 1.3.3
si dimE < o on trouve que M’ 4 N* est fermé, et par conséquent, en utilisant
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le corollaire 1.3.1, que M’* + N est fermé et que:

UED " =ueM NNY=M*4+N=3TJ=xy
tels que

U=x+y, xXEM, YEN.

D’autre part,

SE.E)<1=e(E,E)< ]
en utilisant (1.2.4).

Donc E* + E’ est fermé et d’aprés la proposition 1.3.1 on a:
E-+F =(EQNE*) =H.

Alors 3 v, z tels que y=v + z avec VEE*, Z€FE"

En outre: v=y —z€EN, donc vVENNE* =Ne@M* N N):f\?.

En posant w = x 4z on obtient: u =v 4 w, veﬁ, weM™*.
Donc:

| — Py w|| = || — Puyv|| = || — Pu) Py v|| < eV
et

Puwl|| = [|Pul — Pu)w|| < 8 (M, M) ||w|] < g (M', M) ||w]].

Finalement

uEN*, vEN= |[W|P2 = [[u|? + ||v

%

I = (|0 — P w|]* + |[Puw|f < & |V + g |Iw]f=> [v]]P < [[w]}? <

IA

TP < b= v=0=w=0=u=0

contradiction.

Donc EN E* ={0}=D N D'+ = {0} et la réciproque se déduit de la
symétrie des hypotheses en M, M’, N- d’une part et M*, M’~ et N de lautre.

CoRrOLLAIRE 1.3.5. Dans le cadre de la proposition 1.3.5 posons:

H =M {+ N-, H, =M 4+ N*.
Alors:

gH,, H) <gM, M)(1 — &M, Ny~~~
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Démonstration. Soit u€H;, on a: u=v 4w avec vEMOAM N N*) et
weEN™.

Alors:
(I —Py)Pyu=1U—-Py)v=(1U—Py)(Puw+{U—-Py)v=

={I- Py — Py)v.
Donc:

I — P Py ] = [[( — PuyPuv|| = 84, M) |y
et en utilisant la proposition 1.3.2 on voit que
V] = [|Ruj| < (@ — &) [|u]
d’ol on déduit que
(1.3.9) S(H;, H) < §(M, M)(1 — )2 < 1.

Soit maintenant uEHzﬂH;, on a: u—=v+w avec VEM et weEN".
Or uEHT-_—:.uEN et par conséquent:

(1.3.10) VI = ([ + [PwllE= W] = {[Vil-
Par ailleurs:
[[VI[* = |[Par][* = || Pra Par ¥[[* + [[(1 = Pa) Prrrv[* <
< [1PuPuy| [+ 802, M)
Donc:
(1.3.11) [{Pa P v|[2 = (1 — 8 (M, M) ||| [~
Finalement:
||PuPus V|2 = (PuPy-v, V) = (PuPyv, ) — (Py Py v, w) =
= — (P Pivi Py (I — Py)w) < §(N*, M*) |[w|| - ||Ps Py v]].
Or M N N* = {0}. Donc, en utilisant (1.2.1) et (1.2.3) on voit que

S(IN. MY)Y=86M,N)=ec(M,N) ==
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Donc:

|1Pae Pag vI[ = € [[¥]] - [P Par v
et en utilisant (1.3.6) on trouve:
PuPu v = 2o < (1 — 80, My v

ce qui contredit (1.3.11). Donc H, N H; = {0}, et comme (1.2.2) et (1.3.9)
entrainent que H; N H; = {0} on voit, en utilisant (1.2.10), que §(H,, H) =
= g(H,, Hy). Or d’aprés la proposition 1.2.3 § (M, M) < g(M, M").

Le corollaire est donc démontré en utilisant (1.3.9).

CHAPITRE 11

LES SOUS-ESPACES PARACOMPLETS

§ 1. Definition et exemples.

DEeFINITION 2.1.1. Soit M un sous-espace vectoriel d’un espace de Banach B.
Nous dirons que M est un sous-espace paracomplet de B si M est un espace de
Banach et I'injection de M dans B est continue.

EXeMPLE. Tous les sous-espaces fermés de B.

ProrosITION 2.1.1 (lemme de Neubauer [35]). Soit M, N deux-sous-espaces
paracomplets de B tels que M + N et M N N soient fermés dans B. Alors M
et N sont des sous-espaces fermés de B.

Démonstration. On consideére d’abord le cas particulier M N N = {0}. Soit
alors J lapplication linéaire du Banach M X N dans M 4 N définie par:
J: (u,v)—>u 4 v. Cest une application bijective et continue. Donc d’aprés
le théoréme de Banach elle est bicontinue, d’ot on déduit que M = J(M x {0})
et N=J({0} X N) sont fermés dans B. Pour le cas général, on remarque que
M N N étant fermé dans B est fermé & fortiori dans M et dans N. Donc en
posant

M=M/MNN), N=N/ MO N)

on voit que M’ et N’ sont des sous-espaces paracomplets de B /(M N N). En
outre,

M AN ={0) M+N=M+N/MnN)
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sont fermés dans B /(M N N). D’aprés ce qui précéde M’ et N’ sont fermés
dans B/ (M N N) et on en déduit que M et N sont fermés dans B.

PrOPOSITION 2.2. Soit M, N deux sous-espaces paracomplets de B. Alors
M 4+ N et M N sont également des sous-espaces paracomplets de B.

Démonstration .

a) M4 N: Soit wéEM + N et soit || ||lu, || ||v les normes de M et de N
considérés comme espaces de Banach. Posons:

1Pt = 8 L[], (12153

ou I'inf est pris sur tous les couples (¥, VYEM X N tels que u 4+ v = w. Alors,
en utilisant un cas particulier de I'inégalité de Minkowski on voit facilement
que || ||usnv €St une norme, sur M 4+ N. Verifions maintenant que, muni de cette
norme, M 4 N est complet.

Soit {w,} une suite de Cauchy dans M + N. Par un procédé classique on
peut en extraire une sous-suite que nous noterons {z,} telle que V j€N on ait
[12i — Zjsa|[man < 2777 11 existe alors u, €M et v €N tels que 2, = ¥ + v;. On
peut alors & partir de la définition de || ||y.~, construire inductivement deux
suite {u;} © M et {v;} & N telles que V jEN on ait:

vy = 5t [ = Zl e > [l s+ [ vl = 27
On en déduit que V jEN on a:
[ty = [, < 2722 4 2972 < 273
d’ou
Il — il < 277,
Donc si m > n on a:

m—-n m-n
|t — U] s < Z; Netusj — Unijaa||m < }:1 2-n-i+l
1= i=

ou encore:
i = s < 27

et par conséquent {u,} est une suite de Cauchy. De la méme fagon on voit que
{v.} est une suite de Cauchy.
Donc il existe u€M et vEN tels que {u,} —u et {v,} - w.
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Posons w = u + v. Alors {z,} —>w dans M + N et comme {w,} est une
suite de Cauchy, si elle contient une sous-suite convergente vers w elle est
elle-méme convergente vers w, ce qui montre que M 4 N est complet.

b) MNN: soit u€M N N: Posons ””||2Mn~ = ||u||2M+ ||u||§V
Alors M N N muni de cette norme est un sous-espace paracomplet de B. La

démonstration de ce fait est immédiate.

REMARQUE. Dans le cas ou B = H est un espace de Hilbert et ou M et N
sont également des espaces de Hilbert, M + N et M N N munis des normes
définies ci-dessus sont encore des espaces de Hilbert. En effet, pour qu'un
espace de Banach soit un espace de Hilbert, il suffit que sa norme vérifie 1'iden-
tit€ du parallélogramme. Or dans le cas de M + N on a:

Si wy, w, sont des éléments de M 4 N,
2{[wil[igan + 2|l i = 208 {[[aa] [} + W]} + [l + [2l[33

ou linf est pris sur toutes les paires de couples (i, v)), (u,, ;) de M X N
telles que u, + v =w; et u, 4 v, =w,, ou encore sur toutes les paires de
couples (4 + Uy, vy + Vo), (U — Uy, Vi — Vy) telles que uy + u, + v, + V2 =w; +
+woet Uy —uU+v,—v,=w —w,. Or:

2 (||l P+ [l (ol P+ 11Vl 3 = [+ 2l o+ [[or ol +
+ {1 = [y + [ = vy

et on en déduit immédiatement que || ||un Vérifie I'identité du parallélogramme.
Dans le cas M N N la vérification est immédiate.

DEFINITION 2.1.2, Soit 4 un opérateur linéaire non nécessairement borné
de domaine D (A) contenu dans un espace de Banach B et & valeurs dans un
espace de Banach B;. On notera G (4) le graphe de A4 c’est & dire le sous-espace
linéaire de B X B, constitué par les couples (¥, 4 u) avec u€ D (A). Alors on
dira que A est un opérateur paracomplet si G (A) est un sous-espace paracomplet
de B X B;.

REMARQUE. Les sous-espaces et les opérateurs paracomplets ont été étudiés
en détail dans [15] et dams [17]. Nous avons repris ici les notations et une
partie des résultats de [35].

Remarquons aussi que si 4 est un opérateur paracomplet, D(A4) est un
sous-espace paracomplet de B. En effet si u €D (4) on pose

Hu”D(A) = ”(u, A u)”G(A) .
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Alors:

s =< ||l + |4 qul < K| Au)|[5,, =K|uf,,

ce qui établit notre assertion.

PRrOPOSITION 2.1.3. Soit A, B deux opérateurs paracomplets d'un espace de
Banach B dans un espace de Banach B, et soit C un opérateur paracomplet de
B, dans un espace de Banach B,. Alors:

a) A 4+ B est un opérateur paracomplet de B dans B,;

b) C A est un opérateur paracomplet de B dans B,.

Démonstration :

a) Soit u€D(4 + By = D(A) N D(B), (éventuellement réduit a {G}).
On pose:

A+ By = [ A+ [ B

G(A+B) G(4) G(B) .

Alors, muni de cette norme, G (4 - B) est un sous-espace paracomplet de B X B;.
Si {(u,,(4 4+ B)u,)} est une suite de Cauchy dans G (A + B) on voit que
{(u,, Au,)} et {(u,, Bu,)} sont des suites de Cauchy dans G(4) et G(B)
respectivement, donc convergentes puisque A et B sont paracomplets. On a:

{(u,, Au)} - W, Au) et {(u,, Bu)}-> (v, Bv)

mais comme {#,} est aussi une suite de Cauchy dans B on doit avoir u = v
et on en déduit que

{(ur, (4 + Byuy)} > (1, (4 + Byw dans G (4 + B).

La continvité de l'injection de G (4 + B) dans B x B; se déduit immédiatement
de la continuité des injections de G (A4) et G (B) dans B X B;.

b) Soit ueD(CAY={ucD(A)|AuecD(C)} (éventuellement réduit a
{0}. On pose

|6 CA W[y = || AW|[G) + [[(Aw CAB[5e, -

Alors muni de cette norme, G (C A) est un sous-espace paracomplet de

BXxB,. Si{(v.,CAu,)} est une suite de Cauchy dans G (C A) on voit que
{(Un, Auy)} et {(Au,, CAu,)} sont des suites de Cauchy dans G (A4) et G(C)
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respectivement, donc convergentes puisque A4 et C sont paracomplets. On a:
{(, Auy} >, Au) et {{(Au,, CAuy)}—iv,Cv)

mai comme {A u,} est aussi une suite de Cauchy dans B, on doit avoir v = 4 u
et on en déduit que {(u,, CAu)}— @, CAu) dans G(C A4). Ici encore, la
continuité de l'injection de G (C 4) dans B X B, se déduit immédiatement de la
continuité des injections de G (4) dans B X B, et de G (C) dans B, X B,.

REMARQUE. On peut montrer que la famille des opérateurs paracomplets
est la plus petite famille d’opérateurs fermée pour la somme et le produit d’opé-
rateurs et contenant les opérateurs fermés (c.f. [15]).

PrOPOSITION 2.1.4. Soit A un opérateur paracomplet d’'un espace de Banach
B dans un espace de Banach B; et soit M un sous-espace paracomplet de B et
M, un sous-espace paracomplet de B,.

Alors:

a) AMND(A)={veB,|JueD(A) NM avec v = Au} est un sous-
espace paracomplet de B, ;
by A-'(M)={u€BND(A)|Au€M,} est un sous-espace paracomplet
de B;

c) Aly est un opérateur paracomplet de B dans B,.

Démonstration :
a) Soit vEA M N D(A)).
Posons:

”v”fa(u) = inf { ||(u, 4 u)HZG(A) + ”"HZM}

ou l'inf est pris sur tous les u€ D(A) N M tels que Au =v. On vérifie alors
— en procédant exactement comme pour la démonstration de la proposition
2.1.3. — que, muni de cette norme, 4 (M N D(4)) est un espace complet et
que son injection dans B, est continue.

b) Soit u€ A-1(M,).
Posons:

1] Pty = 1104 A [E + || 2]l .

Bien que dans ce cas aussi la démonstration soit répétitive, donnons la explici-
tement. Soit {u,} une suite de Cauchy dans A-'(M,). Alors {(u,, Au,)} et
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{Au,} sont aussi des suites de Cauchy dans G (4) et M, respectivement. Donc:
{(u,, Au)} — (v, Av) et {Au,}—w. Comme l'injection de G(4) dans B X B,
et I'injection de M, dans B, sont continues, on a w=Av et {u,} — v dans
A-1(M,). Donc A-'(M)) est complet. La continuité de I'injection de A-!(M,)
dans B découle des inégalités suivantes:

|l = |Jeell5+ 14wl + |4 |l < Ki|Ge Aw)|[5, + Ka||du|f},

G(A
d'ou
1]/ = Ks || -100,

ou K, et K, sont les normes des injections de G (4) dans B X B, et de M, dans
B; respectivement et K; = max {K,, K,}.

c) Le graphe G (A|y) de Ay est donné par: G(A|w) = G(A4) N (M X By
et par conséquent est un sous-espace paracomplet de B X B;.

ProposITION 2.1.5. (Théoréme du graphe paracomplet - Foias, cité dans [17]).
Soit A un opérateur paracomplet défini en tout point d'un espace de Banach B
et @ valeurs dans un espace de Banach B,. Alors A est borné (donc fermé).

Démonstration. L’application J de G (A4) sur B définie par: J: (., Au)—u
est continue et bijective, donc bicontinue d’aprés le théoréme de Banach. En
d’autres mots, il existe une constante K telle que

VuEB |lull} + [ldu|l} = Ki[j@ AW, < KK|[u[f;

2
G(4)

V u€B Al < KiK|Ju[;

et par conséquent 4 est borné. On voit aussi que dans ce cas 12 G(A) est fermé
dans B X B, .

REMARQUE. Lorsque nous parlerons de sous-espaces paracomplets d’un
espace de Hilbert nous entendrons par 13 que muni de sa norme propre le
sous-espace est de Hilbert (et pas seulement un Banach). De méme lorsque nous
parlerons d’opérateurs paracomplets d’'un espace de Hilbert dans un autre nous
supposerons toujours que le graphe de cet opérateur, muni de sa norme propre,
est de Hilbert.
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§ 2. Cas des espaces de Banach.

ProrosiTiON 2.2.1. Soit B, B, des sous-espaces paracomplets d'un espace
de Banach B tels que B, et B, + B, soient fermés. Alors:

a) E:B1+Bl N B,,
b) BlnBz':ElnBz.
Démonstration. Posons By, = B; -+ B; N B,. Alors B, est un sous-espace
paracomplet de B et on a:
By+ B, € B, +B, S B+ B,
puisque B; N B, € B,.
Donc By 4+ B, est fermé et en outre:
BN B, =B, N B,C B, N B,.

Donc By N B, est fermé et en utilisant le lemme de Neubauer on trouve que
By est fermé.

Or, B, € B, C B, et par conséquent By=B, =B, + B, N B,.

Finalement B, N B,=B,NB,=B, N B, et la proposition est démontrée.

PROPOSITION 2.2.2. Soit A un opérateur paracomplet d’'un espace de Banach
B dans un espace de Banach B’, tel que son image R (A) soit fermée. Alors:

G(A)=G(A) + N(A) X {0} et A est fermable si et seulement si
N({A) N D(4) = N(A).

Démonstration. On a: B Xx {0} + G(4)=B x {0} + {0} x R(A4) fermé
dans B x B’. Donc, en utilisant la proposition précédente G (4) = G (4) +
+ N(A) N {0}. Si A est fermable et u€ N (4) N D (A), alors il existe une suite
{u,} S N(A) telle que u,—u. Donc u —u, -0 et Au—u)y=Au—>Au et
par conséquent 4 u = 0= u€ N (A4).

Inversement, soit (0, V)€ G (A) = G (4) + N(A) x {0}. Alors I ueD(A)
et IwecNU A tels que 0=ut+wetv=2dAdu |

Alors u= —weNM@WNDA=NA)=>v=A4u=0.

Donc G (A4) = G (A) est le graphe d’un opérateur, c’est 4 dire que A4 est
fermable.
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PROPOSITION 2.2.3. Soit A un opérateur paracomplet d’'un espace de Banach
B dans un espace de Banach B', tel que N (A) soit fermé dans B et R (A) soit
fermé dans B’. Alors A est un opérateur fermé.

Démonstration. De nouveau on écrit:
BXx{0}+G(4) =B x {0} + {0} X R(A)
fermé dans B X B’ et

Bx{0hNGMA) =N x {0}
fermé dans B X B'.
En utilisant le lemme de Neubauer on en déduit que G (A) est fermé dans
B X B, c’est & dire que A est fermé.

PROPOSITION 2.2.4. Soit M; une famille dénombrable de sous espaces para-

complets d'un espace de Banach B telle que U M; = B. Alors il existe un j
i=1

tel que M; =B.

Démonstration. On utilise les catégories de Baire. Soit #; I'injection continue
de M; dans B. Alors U i;(M)) =B. Donc 3 j, tel que i;,(M;) soit de deuxi¢-

i=1

me catégorie. Or d’aprés un théoréme de Banach ([1] Chap. III, § 3, Théoréme 3)
on a alors Z; (M) = B et d’aprés le théoréme des homomorphismes de Banach,
ij, est ouvert; d’ou M; est fermé dans B; d’ou M; =B.

COROLLAIRE 2.2.1. Soit A un opérateur d’'un espace de Banach dans lui méme

tel que U N () =B. Alors 3 j, tel que B =N (4.

i=1

§ 3. Cas des espaces de Hilbert.

Dans le cadre des espaces de Hilbert il est possible d’obtenir des résultats
plus fins.

PROPOSITION 2.3.1. Soit H, et H, deux sous-espaces paracomplets d'un espace
de Hilbert H tels que H, + H, soit fermé dans H et que H, N H, soit fermé
dans H, muni de sa topologie propre. Alors:

a) H, est fermé dans H;
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b) Il existe un sous espace H, fermé dans H tel que H,C H; et que
Hy+ H,=H, + H,;

¢ (HyNH) =H'+H}.
Démonstration. Soit H, le complément orthogonal de H, N H, dans H,.
Alors:
H1:H0+H10H2 et HoﬂHZC_:_HoﬂHZOle{O},

et comme Hyc H,, H,+ H,C H, + H, € Hy 4+ H,, on voit que Hy,+4 H, est
fermé. En utilisant le fait que Hy N H, = {0} et le lemme de Neubauer on en
déduit que H, est fermé dans H, que H, est fermé dans H et que (en utilisant
la proposition 2.2.1) H N H, = H, N H,.

Or H, + H, fermé entraine (Corollaire 1.3.1) que:
H: + H: =H: + Hy = (H 0 H)* = (H, N H)".

PrOPOSITION 2.3.2. Soit A un opérateur paracomplet d’'un espace de Hilbert
H dans un espace de Hilbert K tel que R(A) soit fermé et D (A) dense dans H.
Alors A* existe et R(A*) = N(A)* est fermé dans H.

Démonstration. 1’existence de A* est un résultat bien connu (avec G (4*) =
= G(— A)* ou le complément orthogonal est pris dans H X K). En outre:
(cf. Proposition 2.22) H X {0} + G(— A) =H x {0} + {0} X R(A) est fermé
dans H x K.

Alors la proposition précédente donne:

(N (4) x {0} = [(H X {0} N G(— A)]* = {0} Xx K+ G(4*) =
={0} XK+ R(A*) X {0}=R(A*) =Ny
PRrOPOSITION 2.3.3. Soit M et N deux sous espaces paracomplets d'un espace
de Hilbert H tels que M 4+ N soit fermé dans H. Alors:
a) M=M+MONNNN=M+MQN,;

b) N=N+MnNNM=Ni+MnN;
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Démonstration. Posons My=M + (M N N) N N. Alors My + N =M + N
est fermé, et M © M, C M. En outre:

M,NnNcMNNNNCMNN.

Donc My N N = (M 1 N) N N est fermé dans N muni de sa topologie propre.

En utilisant la proposition 2.3.1, on voit que M, est fermé; donc que
M =M, et a) s’en déduit immédiatement; b) se démontre symétriquement;
¢) se déduit de a) et de b) puisque My N N = (M N N) N N.

Finalement, en utilisant ¢) on trouve: M NNCM N N et de méme
M NNcMQAN. On trouve aussi:
MANNcMANN+MONNNCSMNN+MANNCMONCSMON
ce qui achéve la démonstration de la proposition.

COROLLAIRE 2.3.1. Soit M et N deux sous espaces paracomplets d’un espace
de Hilbert H tels que M + N soit fermé dans H. Alors:

M* 4+ N* =M N N)*.
Démonstration. D’aprés le corollaire 1.3.1 on a:
M-+ N*=M*4+N-=MnN*=MnN*=M™n Ny
en utilisant d) de la Proposition 2.3.3 pour P'avant dernitre égalité.

COROLLAIRE 2.3.2. Soit M et N deux sous espaces paracomplets d’un espace
de Hilbert H tels que M + N soit fermé dans H et M, N soient denses dans H.
Alors M N N est dense dans H.

Démonstration :
MNN =M+ N-={0}4{0}={0}

d’aprés le corollaire 2.3.2.

PROPOSITION 2.3.4. Soit A un opérateur paracomplet d'un espace de Hilbert
H dans lui méme et soit m,n€N, m=>1, n>=1, avec la convention A’ =1.
Alors:

DA™Y 4 R(A") fermé dans H
= D (A" Y 4+ R(A™Y) fermé dans H.
D (A™) 4+ R (A") fermé dans H
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Démonstration. Montrons tout d’abord que R (4" est un sous espace para-
complet de H.
En effet, soit v € R (A"). Posons:

j=n

VP, = it Z, ([, A,
ol l'inf est pris sur tous les u € D(A”) tels que v = A"u. Alors par un raison-
nement en tout point analogue & celui employé pour la demonstration de a)
de la proposition 2.1.2, on constate que muni de cette norme R (A" est complet.
En outre — voir la remarque suivant la Proposition 2.1.2 — on constate que
R (A") est ainsi un espace de Hilbert.

Soit maintenant

My = D(A™) | R(A") + R (4™) = R(A) N {D(A") + R (A"},

Montrons que M, . est fermé dans R (A") muni de sa topologie propre.
En effet soit {v;} une suite d’éléments de M,,, convergente vers v dans R (4").
Alors il existe une suite {#:} € D (A" telle que v, = A" u; et telle que V j,
0 <j<mn, on ait:

{A7u.} > A'u dans H avec A"u =v.

Or
Aru €M, ., = DA™Y N R(A™) 4+ R A" = A" u € D (A™) 4+ R (A".

Comme ce dernier espace est fermé dans H par hypothése, on en déduit
que A" 'u est dans cet espace, dout v=AA"'u)eD(A™Y) 4 R(A™Y) ce
qui montre bien que v€M,,, et par conséquent que M,,, est fermé dans R (4").
En outre {D(A™ " 4+ R(A"Y} + R(A") = D(A™") + R(A") est fermé dans
H par hypothése. Nous pouvons donc appliquer a) de la Proposition 2.3.1 et
en déduire que D (4"') + R (4"*!) est fermé dans H.

COROLLAIRE 2.3.3. Soit A un opérateur paracomplet d’'un espace de Hilbert
H dans lui-méme tel que ¥ meN tel que 1 <m <d, o dCN est donné, on
ait: D(A™) + R(A) est fermé dans H. Alors:

23.1) VmneN m+n<d+ 1=D(A™) 4+ R(A")

est fermé dans H.
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Démonstration. Pour m =0 ou n =10 (2.3.1) est évident. On peut donc
supposer que m > 1 et n > 1. On procede alors par induction sur n. Pour n =1,
(2.3.1) est vrai par hypothése, pour tout m tel que m < d. Supposons (2.3.1)
démontré pour n = k et pour tout m tel que m <d — k + 1. Alors la propo-
sition 2.3.4 entraine que (2.3.1) est vrai pour » = k 4+ 1 et pour tout m tel que
m<d — k et le corollaire est démontré.

PRrOPOSITION 2.3.5. Soit A un opérateur paracomplet d’un espace de Hilbert
H dans lui-méme, et soit m, n€N tels que:

1) R (A™") est fermé dans H;
2) R(A™ 4+ D(A™) est fermé dans H.
Alors R (A™) 4 N (A™) est fermé dans H.
Démonstration. Pour m = 0, la proposition est évidente. Supposons donc

que m =1 et montrons qu’alors D (A™) est un sous espace paracomplet de H.
En effet soit u € D(A™). Posons:

j=m . :
[ [ouam, = Z, (|47, AT 0]f5

Exactement comme dans la démonstration de la Proposition 2.3.4 on voit que
muni de cette norme D (A™) est un sous-espace paracomplet de H. Posons:

Npn=NA™ + DA™ N RADHY=DA™ N {N(4™ + R(A"}.

Nous allons voir que N,,, est fermé dans D (A™). En effet, soit {u,} une suite
d’éléments de N,,, convergente dans D (A™) muni de sa topologie propre, vers u.
Alors {A™u} — A™u dans H et comme A™u € R(A™™) qui est fermé par
hypothése dans H, on a Am"u€R(A™™"), ce qui entraine que U EN,,,. Donc
M, ., est fermé dans D(A™) (muni de sa topologie propre). Or

{R(A") + N(A™)} + D(A™) = R(A") + D (4™)

est fermé dans H. On peut donc utiliser le a) de la Proposition 2.3.1 et on en
déduit que R (A" 4+ N (A™) est fermé dans H.

13
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CHAPITRE II1

LES OPERATEURS QUASI-FREDHOLM

§ 1. Définition et exemples.

NoTATIONS. Dans ce chapitre A dénotera un opérateur paracomplet d’un
espace de Hilbert H dans lui-méme et ¥V m€N on posera:

Si m=1: D(A™) = {u€D(4)| A ueDA); j=12...,m— 1}
R(A™) = {vE€H| Fu€D(A™), A"u=v};
N(A™) = {u€D (A™)| A"u =0},

Si m=0: A°=1;, D(A% =H; N(A% = {0}. Sauf mention explicite D (4)
n’est pas supposé dense dans H.

DerINITION 3.1.1. Soit:
AA)={neN|VmEN, m=n=R(A" N NA)2 R(A") N N}

Alors on appelera degré d'itération stable de A la quantité dis (4) = inf A (4)
(avec dis (4) = o si A(4) = @). Notons que si m,n€A(A4) on a en fait:

R(A®MNN(A)=R(@A"N N N(4).

REMARQUES. Dans [38] A. Taylor a introduit la notion d’«ascent» d’un
opérateur A (noté a(A)) de la manitre suivante: si

V(A)={neN|V meN, m=n=N(4™) = N(4"}

alors a(A4) = inf Vv (4).

On voit facilement que si o(A) < o alors dis (4) = a(4) et que si
m > a(A) alors R(A™ N N(4) = {0}.

Ajoutons que dans [5] H. Bart M. A. Kaashoek et D.C. Lay ont défini la
notion de « reduced ascent» (noté ra (A (z))) d’une function A (z) holomorphe
dans un ouvert U € C et & valeurs dans £ (H).

Cette notion est trés proche de dis (A).

Notons enfin que dans [4] H. Bart et W. Kaballo ont introduit la notion de
gradient d’'un opérateur qui coincide avec celle de degré d’itération stable.
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ProposITION 3.1.1. Les trois propositions suivantes sont équivalentes:
a) deA(A);

b) VmeN, VneN, N(A™ < N(A4% 4 R(A");

¢) YVmeN, VnéeN, R(A") N N(A") 2 R(4%) N N 4".

Démonstration. a)=>b): Si m < d et quel que soit n, b) est toujours vrai.
Supposons le résultat établi pour m > d et n quelconque et procédons par in-
duction.

Soit u € N (A™+Y). Alors A™u€ R(A™ N N(4) = R(A™*") N N(A), puisque
deA(A), m=>=d= m+ neA(A).

Donc 3 vEN (A™m+"+1) te]l que A™ u = A™+"v et par conséquent u — A"V E€
EN(A™) < N (4% + R(A™) par hypothése d’induction.

Ainsi N (4™ © N(49) + R (A4") et a)=b).

b)=>c¢): Ici aussi, quand m < d, quelque soit n, ¢) est toujours vrai.
Si m>d, soit u€R(AY) N N(4"). Alors I vEN(A™9) tel que u = A%v.
Or b)= N (A" € N (A% + R(A™¢) d’ou u€ R (A™) c’est-a-dire que R (A9 N
N N(4) € R(A™). Donc b)=c).

c)=>a): Evident en prenant n = 1.

ProrosITION 3.1.2. Les quatre propositions suivantes sont équivalentes:
a) dis(A4) =0;

b) VmeN, N(4) S R(A™);

¢ VneEN, NAH S R(A)

d) VmeN, VmeEN, N(AH) S R(4™).

Démonstration.

a)=b): dis@) =0=2AA=N=VYmeEN, RAMNNA)=RAYN
NNA) =NA)= VmeN, N(A)yc R(A™).

b)=c¢): Par induction sur n. Pour n =0, ¢) est évident et pour n=1
c'est une conséquence immédiate de b). Supposons donc ¢) démontré pour n =k,
et soit u€N (A*+1). Alors A*u€N (A) < R(A**!) et par conséquent il existe
un vEN (A% tel que A*u = A*1v. Donc u=Av +w avec wEN(MAYC
C R(A). Donc u€ R (A) et c) est démontré.
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¢)=> d): Par induction sur m. Pour m = 0, d) est évident pour tout nEN.
De méme, pour m = 1, d) est vérifié pour tout n€N [d) se réduit alors a c)].
Supposons donc d) démontré pour m = k et pour tout n€N et soit u€N(4")
avec n €N quelconque. Alors ¢)= I vEN (A"*!) tel que u = 4 v et comme par
hypothese d’induction N (4*+') € R (A% on voit que v € R (4%) et par conséquent
que u€ R (A*), ce qui établit d).

d)=>a): En prenant n =1 dans d) on voit que V m€E€N, R(4™ 2 N(A4),
dot VY meN, R(A™y N N(4) = N(4) ce qui entraine que A(4)=N et
donc que dis (4) = 0.

DErRINITION 3.1.2. Soit 4 un opérateur paracomplet d'un espace de Hilbert
H dans lui-méme. On dira que A est quasi-Fredholm de degré d(d €N), ce qui
sera noté A €q ®(d), si:

() dis(4)=d;
(i) R(A% N N(A) est fermé dans H;
(iii) R (A) + N (A9 est fermé dans H.

On dira que A est quasi-Fredholm (A €q ®) s’il existe un dEN tel que
A€qo(d).

REMARQUES. On a: N(4) N R(A) et N(A) 4+ R(A) fermés dans H= N (4)
et R(A) fermés dans H<> A est fermé et R (A) est fermé dans H (en utilisant
successivement la proposition 2.1.1 et la proposition 2.2.3.). Donc, d’aprés la
définition précédente on peut écrire:

(3.1.1) Aeqd(0)edis(4) =0, A est fermé, R(A) est fermé dans H;
(3.1.2) Aegd(Dedis(4)=1, A est fermé, R(A) est fermé dans H.

Finalement, en utilisant la proposition 3.1.2 on trouve aussi:

3.1.3) AEqd 0y VnEN, NAHC RA),
A est fermé, R (A) est fermé dans H.
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Exemples dopérateurs quasi-Fredholm:

1) Soit P une projection (pas nécessairement orthogonale) de H sur un
sous espace fermé M. Alors dis(P) <1 (= 0 seulement si P = Iy et comme
N (P), R(P) = M sont fermés P est quasi-Fredholm.

2) Soit A un opérateur milpotent de degré d. Alors dis(4) =d, R(A) N
N N(4) ={0}; R(A) + N(A%) = H. Donc A4 €qd(d).

3) Soit A4 un opérateur normal. Alors R(A™) N N(4)= {0} si m= L
Donc dis(4) <1 et A€g® si et seulement si R{A) est fermé.

4) Soit A un opérateur semi-Fredholm, c’est-a-dire tel que R(A) soit
fermé et tel que soit dimN (4) < o, soit codim R (4) < oo.
En utilisant les lemmes 2.2 et 3.5 de [26] on obtient I’égalité:

(3.14) V meN, dm{N(A4)/[NA) N RAM]}=
= dim{[R (4) + N(4™] / R (4)}

d’olt on peut déduire que si 4 est semi-Fredholm la codimension de R(4™) N
N N(A4) dans N(A) est bornée indépendamment de m. On en déduit que
d = dis (4) < o puisque les R (4™ N N(A) constituent une suite décroissante
en m dont les dimensions ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs.
En outre dim{N(4)/[R(4A%) N N(4)]} < = entraine R(4%) N N(4) fermé
dans H. De méme dim{[R(A) + N(49] /R(A)} < = R(4) + N(4%) fer-
mé dans H puisque R (A) est fermé. Donc les opérateurs semi-Fredholm sont
quasi-Fredholm.

5) Soit A un opérateur de Kaashoek (cf. [26]) c’est-a-dire un opérateur A
tel que R (A4) soit fermé et tel qu'il existe K €N avec

dm [NA)/{NA N[N RAN} sk
i=0
Alors, en utilisant (3.1.4) et en procédant comme ci-dessus on voit que 4 €q ®.

6) Soit A un opérateur de Taylor (cf. [38]) C’est-a-dire tel qu’il existe
d€N avec:

Vm=d N(A™) = N(A49; R(A™ = R (A%

fermé dans H.
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Taylor a démontré que A vérifie alors la condition:
R(AY P N(AY) =H.
Donc dis{(A) = a(d)=4d et

R(AYNNA)={0}; R(A)+NUA)=H
d’ou A €9 ®(d).

7) Soit A un opérateur de Lay (cf. [34]) c’est-a-dire tel que:

Vi, keN: DAY+ R(AY=H, a(A)=d et aussi F g€EN tel que
VY mz=gq, R(A™) = R (A49).

A partir des Lemmes 2.2 et 3.2 de [26] on obtient immédiatement:
Vi, kéeN dim{R(A)/RA"H} =
= dim {[R (4%) + D (49)] / [R(A*) + N (49]}.

Alors dis(A)=a(d)< « et RA)+ N(AY=R(A)+ NAYH)=H est
fermé, tandis que R (4% N N(4) = {0}. Donc 4 €q® (d).

8) Soit 4 un opérateur de Gokhberg (cf. [19]) c’est-a-dire tel que A soit
borné, dis(A) =k < o, dim{R(AY N N(A)} =m < » et R(A) soit fermé
dans H pour i = 1,2,..., k4 1.

Comme A*: R (A) 4+ N(4% — R (A**1) est un opérateur 2 image fermée,
on en déduit que R (A) 4 N(A*) est fermé dans H, ce qui est également vrai
de R(A% N N (A), sous-espace de H de dimension finie. Donc 4 € g ®.

9) Soit A un opérateur de Gokhberg-Markus (cf. [20]) c’est-a-dire tel que
dis(A) =d < o, dim{R(4%) N N(A)} < o, A bomé avec R (A9, R (4%
fermés dans H. Alors comme dans le cas précédent on constate que A €g®.

10) Soit A un opérateur de Goldman-Krashkowsky (cf. [22]) c’est-a-dire
tel que ¥V m€EN, N(A™) < R(A) fermé. Alors dis(4) = 0 et par conséquent
A€qo(0).

11) Soit A un opérateur de Saphar (cf. [36]) c’est-a-dire, en utilisant les
termes de Saphar, tel que A4 soit parfait et régulier. On trouve que A4 parfait
= dis (4) = 0 et A régulier = R (A) est fermé. Donc 4 € g @ (0).

12) Soit A un opérateur de Kato (cf. [29]) c’est-d-dire un opérateur tel
que v(A4; I) = o (notations de Kato) et que R (A4) soit fermé. Alors v(4; I) =
= oo & dis(4) = 0 et par conséquent A € g (0).
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Ces exemples montrent que la classe des opérateurs quasi-Fredholm contient
de nombreux opérateurs étudiés dans la littérature. Dans le paragraphe suivant
nous allons donner deux caractérisations des opérateurs quasi-Fredholm.

§ 2. Deux caractérisations des opérateurs quasi-Fredholm.

THEOREME 3.2.1. Soit A un opérateur quasi-Fredholm de degré d. Alors
il existe deux sous-espace fermés M et N de H tels que:

a) M4+ N=H MO N={0};

b) A(DA)NM)cM: NcCN(A)cD(A) (doncA(NYCN et R(AHC
c M);

c) Si AO:AIM, Ay €qd(0) (donc A, est fermé et R (A,) est fermé).

Démonstration. Si d = 0, on prend M = H, N = {0}. Supposons donc que
d > 0. Commengons par construire N et posons:

N, = {0}
Niny=A'(N) N [R(4%) N N(A)]*, jEN.
On a évidemment A4 (N;,,) € N;. Montrons par induction que V j€N on a:
NS Nj..

Pour j=0, c'est évident. Supposons que c'est vrai pour j—=m et soit
U€N, . Alors Au€N, C N,,,;. Doncu€ A-'(N,.;) et comme UEN 1=
=u 1 [R(A%) N N(A)] on voit que 4u€N,,,,. On a donc:

(3.2.1) VieEN, AN, )S N, SN, SN
Nous allons démontrer maintenant que:

(3.22) VieEN, N(A)=N;@®R(A9 N NA).
Montrons d’abord, par induction, que:

(3.2.3) V€N, N(A)CSN;+ R(49) N N(4).
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Pour j=0 ou j=1, cest évident. Supposons (3.2.3) démontré pour j =
=m=1, et soit u€N(A™). Alors:

AueNAM N RA) S N(A™
et par hypothése d’induction on a:
AweEN,, IV,ERMA)NNA™

tels que Au=v, 4+ v,.
Orvi=Au —v,;ER(A). Donc 3 u; tel que Au, = v, et on peut choisir
u 1 [R(AD N N(4)] (donc 4 €N,yy). De méme:

v2E€R(A) N N(A™) = v;€R(AH) N N(4™)

(proposition 3.1.1, c)).
Donc J ;€ R(AH) N N(A™) tel que v, = Au,.
Alors Au=Au; + Au,, dolt u = u, + uy + u,, avec

# EN(A) S Ni + R(AY) N N(A4) S Ny + R(A9) 1 N (4™,

Donc u €N, + R(A9) N N(A™1Y et (3.2.3) est démontré,
Comme il est évident que V jEN, N; 4+ R(A49 N N(4A") < N(4’) on voit
que

(32.4) V€N, N(4)=N;+4+ R(4%) N NA).
Montrons maintenant que:
(3.2.5) VJjEN, VkEN, N;NnR(4%) N N4 ={0}.

Cest évidemment vrai si j = 0, quel que soit k. 8i j =1 (3.2.5) est encore
évident si k = 0 ou si k = 1. Procédons par induction sur k et supposons (3.2.5)
démontré pour k = m et quel que soit j€N.

Soit u€N;;y N R(A) N N(A™+Y); alors Au€N; N R(A*) N N(A™ ©
SN, NRAHN N(A™) et en utilisant I'hypothése d’induction Au =0 ou
encore u €N (A).

Donc u€N; N R(A9) N N(A4) = {0} et par conséquent u = 0.

On a donc montré que (3.2.5) est vrai pour Kk = m + 1 et pour tout j = 1,
et comme (3.2.5) est toujours vrai pour j =0, il en résulte que (3.2.5) est dé-
montré. En prenant k = j dans (3.2.5) on trouve:

(3.2.6) ViEN, N;NR(AHNNA)=N;n R(4% = {0}.
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Des lors (3.2.2) est démontré (en utilisant (3.2.4) et (3.2.6)).
Montrons maintenant que

(327 Vi€EN, j=d= N,=N,.

En effet: j > d et (3.2.1) = N, C N;.
Inversement, b) de la proposition 3.1.1 et (3.2.1) entrainent que

N; S N(A) C N(4% + R(4%) N N(4)
et par conséquent, en utilisant (3.2.4) avec j = d, on trouve:
N, SN, +R(AHYN NA) N N; =Ny

(en utilisant (3.2.6) et le fait que j = d).
Donc (3.2.7) est démontré. Posons N = Ny. Alors:

(3.2.8) (32.1) = N C N(4%9) C D(A)
(3.2.9) (3.2.6) = N 0 R (4% = {0}.

Finalement (3.2.2) = N(A) + R(AHYCS N 4+ R(AHY S N(A9) + R(A% d’ou
on déduit, en utilisant (3.2.9), que:

(3.2.10) N (A% + R (A% = N @ R (4%).

Remarquons enfin que par construction N est un sous espace paracomplet
de H.
Passons maintenant 4 la construction de M et posons:

My=H
M, = [R(A) + N(A9)]* + A(D(4) 0 M)), jEN.
Montrons d’abord que:
(3.2.11) ViéEN, RMANMCADANMCM, cM,.

La seconde inclusion est évidente. La premiére se démontre par induction
sur j. Pour j=0 elle est évidente. Supposons la vraie pour j=m et soit
LER(A™Y, Alors F veED(A) N R(A™) tel que u = A v. Or, par hypothese
d’induction v €D (A) N M., et par conséquent u = AvEA(D(A) N Mp,,y).
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La troisitme inclusion se démontre également par induction sur j. Pour
j = 0 elle est évidente. Supposons la vraie pour j = m et soit u€M,,,,. Alors
IveADA NM,y) et IWE[R(A) + N(A9]* tels que u=w4v. En
outre 3 x€D(A) N M,y tel que v=Ax. Or par hypothése d’induction x¢
eD(AYNM,,. Donc v=Ax€eA(D(A)N M,) et par conséquent u€M,,,,,
ce qui achéve la démonstration de (3.2.11).

Démontrons ensuite que:

(3.2.12) VJiEN, ADA)yN M)+ N(A%) = R(A4)+ N(49.

L’inclusion A (D(A) N M;) + N(4%) € R(4) + N(4% étant évidente,
(3.2.12) sera démontré si nous établissons que:

(3.2.13) VieN, R(4)c ADA) N M)+ N(49).

Nous procéderons encore par induction sur j. Pour j = 0, (3.2.13) est évident.
Supposons le donc démontré pour j=m et soit u€R(A). Alors I vED(A)
tel que u=Av et Fx€[R(A)+N(A49)]*, T yER(A) + N(4% tels que
v = x + y. Or, par hypothé¢se d’induction 3 s€A4(D(4) N M,) et I teN (49
tels que y=s+1 Donc, si w=x+4s5, on voit que wEM, , et comme
w=v—téD(A)onendéduit que y = Av = Aw 4+ AteADMAY N M,,) +
-+ N (A9 ce qui démontre (3.2.13) et par conséquent (3.2.12).

Cn a aussi:

V€N, H = [R(4) + N(49]* + R(4) + N (4%
= [R(4) + N(A)]* + A(D(4) N M) + N(4% = My, + N (49).
Donc:
(3.2.14) VJieEN, M;+N(A9)=H

(car pour j = 0, c’est évident).
Montrons encore que:

(3.2.15) VieEN, VEkeN, M;n N@AYH=R@A)NN(A.

L’inclusion M; N N (4¥) 2 R(A”) N N (A*) est une conséquence immédiate
de (3.2.11) quand j =1 et est évidente quand j = 0. Démontrons l'inclusion in-
verse par induction sur j. Pour j = 0, elle est évidente quel que soit k. Supposons
la démontrée pour j=m, quel que soit k, et soit u€M,, N N(4¥). Alors
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IveDAYN M, et IwWE[R(A)+ N(AD]* tels que u=Av4w et
w=—Av + u€R(A) + N(A*) S R(A) + N(4% en utilisant b) de la pro-
position 3.1.1. Donc w€ [R(A) + N(AY)]* N [R(A) + N(A%)] dout w=0 et
par conséquent u = Av, ce qui entraine que vE€M, N N(4*+!). En utilisant
I’hypothése d’induction on en déduit que v€R(A™ N N(A**') et donc que
UER(A™)Y N N(A* ce qui établit (3.2.15).

Finalement, montrons que:

(3.2.16) ViEN, j=d= M;=M,.

En tenant compte de (3.2.11), il suffit de montrer que V jéEN, j=d=
= M; D M,. Soit donc u€M,. Alors:

(3214)= I veEM; et I WEN(AY tels que u=v + w.

Or
w=u—veEM; N N(A%) = R(4% N N(49) = R (4) N N(4%)

en utilisant (3.2.15), puis ¢) de la proposition 3.1.1.

Donc w€R(4) © M; (en utilisant (3.2.11)) et par conséquent u =v +
+ w€EM;, ce qui démontre (3.2.16).

Posons M = M,. Alors:

(3.2.17) (3.211) = R(AYCM; ADMANM)CM
(3.2.18) (32.12) = A(D(A) N M) + N (A% = R (A4) + N (4%
(3.2.19) (3214 > M £ N(49) =H

(3220) (3215 = V k€N, M 0 N(4 = R(A%) N N (4.

Remarquons que par construction M est un sous espace paracomplet de H.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme. Pour établir a)
remarquons que

M4+ N=M4R(AY) 4+ N (en utilisant 3.2.17))
=M 4+ R(A%) + N(A% (en utilisant (3.2.10))

=M 4 N (A% = H (en utilisant (3.2.17) et (3.2.19)).
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De méme
MNN=MNNUAHN N (en utilisant (3.2.8))
=RAHY N N(A9) N N (en utilisant (3.2.20) avec k = d)
=R(AY N N = {0} (en utilisant (3.2.8) et (3.2.9)).

Donc H=M @ N et en utilisant la proposition 2.1.1 on en déduit que M
et N sont des sous espaces fermés de H.

b) se déduit immédiatement de (3.2.17) et de (3.2.8).
Enfin, pour établir ¢} remarquons que si Ay = A(M on a:
RA)=ADA) N M =RUANM.

En effet 3.2.17) = ADA NM)c R(4) N M.

Inversement, soit u€R(AYN M. Alors FveED(A) tel que u=Av et
JxeM et FyeN tels que v=x+y Alors u=Ax4+ Ay et Ay=u—
—AxEM NN, dou Ay =0 et par conséquent u = Axc A (D (4) N M).

Donc

(3.2.21) (32.17) = R(A) S ADA) N M)C M.
Alors:
AD(A) N M)+ N =R(Ay) + R(4%) + N (en utilisant (3.2.21))
= R(Ay) + R (4% + N (A% (en utilisant (3.2.10))
= R(Ag) + N(A4%9) = R(A) + N(A4% (en utilisant (3.2.21)
et (3.2.18)). En outre R(4) N NS M N N = {0} et par conséquent:
(3.2.22) R(A)@ N = R(4) + N(49.

Donc en utilisant la proposition 2.1.1 et le fait que R (A) + N(A% est
fermé on en déduit que R (A4y) est fermé.
En outre, en utilisant (3.2.20) avec k = 1, on trouve que

(3.2.23) NA)=NAYNM=N(@A)N R(A4Y.

Donc N{Ay) est fermé et la proposition 2.2.3 entraine que A4, est fermé.
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Or, d’aprés la définition de d == dis (4), (3.2.23) peut s'écrire:
(3.2.24) Vi€EN, j=d = N(4y)=N(4) N RA)cR(4)
et comme H=M @ N, avec N C N(49), on voit que:
ViEN;, j=d= R(4))=R):

Des lors, on déduit de (3.2.24) que V jEN; j=d = N(4p) € R(4)); ce
qui montre bien que A,€ g ® (0) et achéve la démonstration du théoréme.

REMARQUE. Comme A|N est paracomplet et partout défini, la proposition
2.1.5 entraine que A|y est fermé, et comme 4, = A|y Test aussi, il en découle
que: ACqP = A est fermé.

DErFINITION 3.2.1. On dira qu'un opérateur paracomplet A d'un espace de
Hilbert H dans lui-méme est décomposable au sens de Kato de degré d >1
s'il existe deux sous espaces fermés M et N de H vérifiant les conditions a), b),
et ¢) du Théoréme 3.2.1 et tels que N ¢ N (447Y).

REMARQUE. Le degré d’un opérateur décomposable au sens de Kato est bien
défini. En effet supposons qu’il existe deux triplets M, N, d et M’, N’, & vérifiant
les conditions de la définition. Supposons, sans perte de généralité, que d<d’. Soit
alors u€N’. On a: u=v4w avec vVEM et wENCN (4% d’oll A?u=A4vEM.
D’autre part A°u€N C N(4%), dou A%ue€M N N(A*)=N(4%) ou 4, =
=Alu : Or 4 €q®(0) > N(4]) < R(A4]) (Proposition 3.1.1 b)).

Donc comme R (A7) C R(A%) on a montré que A%u€R(A%) et par con-
séquent il existe @ € D (A%) tel que A%u = A¥w. En outre &' =v' 4 w’ avec
VEM et weEN C N(AY). Alors A%u = A v EM'.

Donc A€M’ 1 N’ = {0} et par conséquent 4?4 = 0 ou encore u € N (49).

Nous avons montré que N’ C N (49) et comme N’ ¢ N(44-Y) il en résulte
que d >d — 1 ou encore d > d’. Comme d <d on a bien d =4d'.

THEOREME 3.2.2. Soit A un opérateur paracompletr de H dans lui-méme.
Alors A est décomposable au sens de Kato de degré d(d = 1) si et seulement si

A€qd(d).

Démonstration. « Si» a été démontré par le Théoréme précédent. Il suffit
donc d’établir « seulement si ».
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Supposons 4 décomposable au sens de Kato de degré 4. On voit immé-
diatement que si m = d; R(A") N N(A) =RAY N N(A) = R(A") N N(4)=
=NA)=R(AHNNA)=R(A) N N(4): Donc dis(4) <d.

Montrons maintenant que

(3.2.25) ADMA) N M)+ N est fermé.

Le fait que H=M @ N entraine que H est isomorphe 3 M X N et par
conséquent que A (D(A) N M) + N est isomorphe a2 A (D(4) N M) X N.

Or, A(D (A) N M) est fermé dans M, d’olt on déduit que A (D(4A) N M) X N
est fermé et donc que 4 (D(4) N M) + N T'est aussi.

En outre: A (D(4) N M) + N < R(A) + N (49 et, réciproquement

RA)y=ADANSADANM)+ AN)SADMA) NM)+N.
De méme:
NAHCM 4+ N dot NAYSMNNAY)+ N=NAH)+ NCR(4y) + N

puisque A; = A|y€q@(0) et par conséquent: N(AHc ADA)N M)+ N.
Donc

R(A)+ NAHYc ADA) N My+ N
d’olt

RA) + NAY=ADA) N M)+ N

est fermé.
Comme

R(AY) N N(4) = A4*(D() N M) N N(4) = R(47) N N(4o) = N(4,)

est fermé la démonstration sera compléte si nous montrons que dis{4) = d.
Soit dy = dis (4). Ce qui précéde montre que 4 € g ® (d,). Or, d’apres le Théoréme
3.2.1 il s’ensuit que A est décomposable au sens de Kato de degré d, et en
vertu de la remarque suivant la définition 3.2.1 on en déduit que dy = d.

REMARQUE. Le théoréme 3.2.2 reste encore vrai dans le cadre plus général
des espaces de Banach si dans la définition 3.1.2 les conditions (i) et (ii) sont
remplacées par:

(i R(A4% N N(A) admet un supplémentaire dans B;
(ii) R(A) + N(49 admet un supplémentaire dans B.
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En effet, les démonstrations des théorémes 3.2.1 et 3.2.2 peuvent &tre alors
utilisées pratiquement sans modification.

DEFINITION 3.2.2. Soit 4 un opérateur paracomplet de H dans lui-méme.
Alors A sera dit normalement décomposable de degré d s’il existe deux opé-
rateurs paracomplets D et T de H dans lui-méme tels que:

a,) A=D+T,' TD=0,DT =0,
B) Deqg® avec dis(D) < 1;

v) T est nilpotent de degré d, ol d est le plus petit entier naturel tel qu’il
existe D et T satisfaisant a), §8), v).

Notons que v)=>D(T)=H; a)=>DA)=DD) N D(T) = D(D). Les
produits DT et T D sont définis sur leur domaines naturels (cf. Proposition
2.1.3 b)).

THEOREME 3.2.3. Soit A un opérateur paracomplet de H dans lui-méme.
Alors A est normalement décomposable de degré d si et seulement si A € q ® (d).

Démonstration. Si: Quand d = 0 il suffit de prendre D = A4 et T = 0.

Supposons donc que 4 = 1. Soit Py et Py les projections correspondantes
3 la décomposition H =M @ N. Posons D = A Py et T = A Py. On voit alors
que

u€DD)= PyueD(A)= (I — PyueD(A)= ueD(A).
Donc D(D)=D(A) et D(T)=H. D4+ T =APy,+ APy=A tandis que

DT =APyAPy=0 et TD=APyAPy=0. Donc a) est vérifi€&. Comme
N c N(A% on voit aussi que T est nilpotent de degré d, < d. En outre, si

Ay=Aly, ND)=MNNA)+N
d’ou
MNND)=MNN(A)=NA)cS R(A) VjeEN

(ci’aprés la proposition 3.1.2 b)). Alors si j >d on a A’ = D/ et par conséquent
RDONNDYCMONND)SCRANYNND)=RMD)H)NND)

d’ou dis(D) < 1.
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On a en outre montré que

R(D) N N(D) =R (4% N N(D) = R(4%) N N(A)

est fermé.

Or RD)+ NDy=AMDA)N M)+ N est fermé (cf. (3.2.25). Donc
Deqd et B) est vérifié. Il reste & montrer que dy=d. Soit j=> d,. Alors
Ai = D/ d’ot R(A') = R (DY) et par conséquent

R(A) N N(4)=R(D) N ND)= R(D)N N (D)

d’ou dis(4) < d;. Comme on a déja vu que dy < d et donc v) est vérifié.

Seulement si: Soit T et D satisfaisant o), B) et y). Alors Vj=>1 si
uecRMDYNNMD) AveEDD) tel que u=Div. Donc Au={D + THDv =
=Du=0 et par conséquent R(DYN ND)=RDHYNN(A). Alors Vj=d
on a:

RAYNNMA)Y=RDYNNA)=RD)YNND)=RD)n ND)
fermé dans H ce qui entraine que dis(4) < d et que R(4%) N N(A) est fermé

ou dy = dis(4).
En outre, soit #u€D(A): alors Au=Du 4+ Tu et par conséquent

R(A)+ N(49 < R(D) + N (D% = R(D) + N (D)

(Proposition 3.1.1 b)).
Inversement

R (D) + N(D) € R(A) + N (4%,
donc

R (A) + N (A%) = R(D) + N (D)

est fermé dans H. Donc A € g @ (dy) avec d, < d. Alors, d’aprés la premigre partie
de la démonstration il existerait D’ et T” satisfaisant o), B) et v) avec T” nilpotent
de degré d,. Si d; < d cela contredit nos hypoth&ses.

Donc dy = d et le théoréme est démontré.

§ 3. Propriétés des opérateurs quasi-Fredholm.

ProOPOSITION 3.3.1. Soit A un opérateur paracomplet de H dans lui-méme
tel que dis(A) = d et que R(A) + N (A% soit fermé dans H. Alors

V neEN, R(A" 4 N(A9 est fermé dans H.
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Démonstration. On procéde par induction sur n. Pour n =0, R(AY=H
et le résultat est évident. Pour n = 1 c’est vrai par hypothése.
Supposons la proposition vraie pour n€N, n =1, et posons:

M = D (4" N [R(A) + N (49].

Alors M est un sous espace fermé de D (4") ou D(A") muni de la norme
il = E 405 Al

est un sous-espace paracomplet de H, et par conséquent il existe un sous espace
fermé M’ de D (A”) muni de sa topologie propre tel que: DA =M P M.

Montrons que R (A4") + N (A% = R(4"*) + N (A% + A"(M"). 11 est évident
que le deuxiéme membre est contenu dans le premier. Inversement soit u € R (4").

Alors JveD(A") tel que u = A"v et v=2z 4+ w avec ZEM et weM’.
Donc u= A"z + A"w et comme A"ZER (A" + N(4% on en déduit l'in-
clusion cherchée.

En outre: u€A*(M’y N [R(A™) + N(49] = I vEM' tel que u = A"v
et IweED(A™Y) et FJyEN(AY) tels que u = A™'w 4+ y. Alors y=u —
— Artlw € R(A") et par conséquent 3 zE€EN(4"tY) tel que y = A"z. Donc
v=Aw4 z 4 x ou xEN(4") d’ol on tire en utilisant b) de la proposition 3.1.1
que

VE[R(A+NAHY] N DA =M.
Donc

VEM N M = v=0= A4"(M) N [R(4™) + N (49] = {0}.

En utilisant le lemme de Neubauer on en déduit que R (A"*Y) 4 N(49
est fermé.

ProroSITION 3.3.2. Soit A€qd(d). Alors VYV m, n€N tels que m 4+ n>d

on a:
R(A") 4+ N (4™

est fermé dans H.

Démonstration. La proposition est vraie quel que soit n si m = d (Propo-
sition 3.3.1). Nous allons montrer que si la proposition est vraie pour n et m,
elle est vraie pour # 4+ 1 et m — 1 si m =1, ce qui démontrera la proposition
par induction.
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Soit
M — [N(Am—l) +R(An+l)] N N(A"') — N(Am—l) + R(An+l) n N(Am)_

Soit u € N (A™). Posons

m—1
”“va(m) = ]_2::0 ”A’uHZH'

Comme A est fermé on voit que muni de cette norme N (A™) est un espace de
Hilbert. Alors M est fermé dans N (4A™).

En effet ue M A" 'u€R(AY) N N(A) puisque m +n=>d et si u;—u
dans N (A4™) muni de sa topologie propre alors A™~'u; — A"~y dans H. Comme
R(A%) N N(A) est fermé, on en déduit que A™'u€R(A9) N N(A) et par
conséquent que u €M. Donc il existe un sous espace M’ de N(A™) (muni de
sa topologie propre) tel que: N(AM =M PM’.

Montrons que R (A"™!) 4 N(A™Y) 4+ M’ = R(A"**!) 4 N(4A™).

Il est évident que le premier membre est inclus dans le second.

Soit u€N(A™). Alors 3 v,w tels que u=v 4w avec VEM, weM’ et
comme M C N(A™!) + R (A"*!) l'inclusion dans 'autre sens est démontrée. Or

M’ 0\ [R(A™Y) + N(A™)] € N(A™) N [R(A™Y) + N(4™] = M.

Donc M’ N [R(A™) + N(A™ )] <M N M ={0}.
En appliquant de nouveau de lemme de Neubauer on finit de démontrer la
proposition.

CoROLLAIRE 3.3.1. Soit A €q® (d). Alors, ¥ n€N, n > d = R (A") est fermé.

COROLLAIRE 3.3.2. Soit A€q® avec dis(A) < 1.
Alors ¥ j€EN, R(A') est fermé.

PRrOPOSITION 3.3.3. Soit A € q ® (0) avec D(A) dense dans H. Alors A* existe
et on a:

A*€q®(0); VneN, N(A4Y)" =R(4*), N(4*) = R(4").
Démonstration. On démontre d’abord par induction que

VneN, N(A")" c R(4*).
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C’est évident quand # = 0. En outre, d’aprés le Lemme 1.5 de [14], on a:
(3.3.1) R (A) fermé = R (A*) = N (A4)".

Donc l'inclusion est encore vraie pour n — 1. Supposons la établie pour
n(n = 1) et soit u € N(A"+) .

Alors u€N(A"* et par hypothése d’induction 3 veED(4*") tel que
u=A*v. Donc:

VWEN(A™Y, 0=(u w)=(4A%*v, w)=(, A*w),
d’ou
v I RAYNN(A)=NA) = vEN(A)* = R(A*) = u€R (A*+),

Or R (A*") € N (A")* et par conséquent V n€EN : N (A")* = R (A*").

Egalement dis(4) = 0= V m, n€N, N(4") € R(A™) ((d) de la proposition
3.1.2). Donc R(A™* € N(A")* d’'oit N(4*") C R(A™* < R(4A*"), ¢ce qui en-
traine (Proposition 3.1.2) que dis (4*) = 0. Le reste de la proposition se démontre
en utilisant la symétrie des conditions en A et en A*.

ProPoOSITION 3.3.4. Soit A€q® (1) tel que D(A) soit dense dans H. Alors
A* existe el on a:

A*€qd (1), VneEN, N(AD =R(A*), N@A*)" = R(4".
Démonstration. On démontre d’abord par induction que
VneEN, N(@A4" € R(4*).

C’est évident quand » = 0. En vertu de (3.3.1) l'inclusion est encore vraie
si n = 1. Supposons la établie pour n(n = 1) et soit u €N (4"+)*, Alors on
voit que N(A"t)* < N(A")* et par hypothése d’induction 3 v€D (A4*") tel
que u = A*v.

Donc

VweNA"Y), 0= (u w)=(A*"Y, w)=(v, A"W)
d’oll
v RA)NN()=R(A)NNHA)

puisque dis(4) = 1. Comme R (4) 4+ N (A4) est fermé

VE{R(A) N N(A)} = VER(A*) + N (4%
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(cf. Corollaire 1.3.1). 1l s’ensuit que u€R(A**!) et comme on a toujours
R(A*) C N(A"y* on a démontré que VYV n€N, N (A" = R(A*").

Comme (Proposition 3.1.1) ¥V n€N, N(4") + R(A) = N(4) + R(A) fermé
on déduit, en appliquant la Proposition 2.3.1, que:

VneEN, N@A*) N R(A* =N@A* O NAY =
= [R(A4) + N(4)]* = N (4% N R(4%).

Donc dis(4*) <1 et comme la proposition précédente montre que
dis (4*) = 0 entraine dis(4) = 0, nous avons démontré que dis(A*) = 1.

Le reste de la proposition se démontre en utilisant la symétrie des condi-
tions en A et en A*,

ProposITiON 3.3.5. Soit 4 €qd(d) tel que D(A) soit dense dans H. Alors
A* existe et on a:

1) A*€qd(d);

2) V nEN, N4 = R(A™); N(4*)* =R (A"

3) VmneN, m+n=d = R(AY) + N(@™) = (N(A*) 0 R(A*))*;
4 VmneN, m+n=d = R(A*) + N(4*) = (N(4") N R(A™)*;
5) VneN n=>d= N(AY)* = R(A*); N(A*)* = R (4"

Démonstration. Par hypothése A est normalement décomposable de degré d.
Donc A =D + T avec Deq®, dis(D) <1 et T est nilpotent de degré d.

Alors comme T est borné on a A* = D* 4 T* et d’aprés les propositions
3.3.3 et 3.34 on voit que D*€q @ avec dis(D*)=dis(D). En outre T* est
nilpotent de degré d. Finalement DT = 0 = (D T)* = 0. Or (D 7)* est une exten-
sion de T*D* Donc T*D* =0. De méme TD =0= (TDy* et comme
(T D)* est une extension de D* T* on en déduit que D*T* = 0. 1l en résulte
que A* est normalement décomposable de degré dy < d avec dy = dis (4*). Donc
A€q(d)= A*€q®(dy).

En appliquant ce résultat 3 A* on trouve de méme dis(4) = dis(4**) <
< dis (4*). Donc dis (A*) = dis(4) et 1) est démontré.

En outre V né€N, si n=1, R(A") = R(D")+- R (T") et comme R (D) C M,
R(Tyc N on a:

R(4" = R(D") + R(T"
d’on '

R(A"* = R(D" N R(TH* =ND*) N N(T*) = N(D*) N N(T*)
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compte tenu de la Proposition 2.2.1 et du fait que
N(D*) + N(T*) 2 N(D*) + N(T*) 2 N* 4 M* = H,

ou N* et M* sont les deux sous espaces correspondant a la décomposition de
Kato de 4*, et que par conséquent N (D*") 4 N(T*") = H. Or

N(D*") 0 N (T*") = N (A*").

En effet N(D*") N N (T*"y € N(A*?) puisque A*" = D*" | T*~,

Inversement soit u€N (4*"). Alors D*'uy = — T**uecM* N N* = {0} et
par conséquent D**y = T**u = 0 d’olt u € N(D*") n N (T*"). On a donc montré
que R (A" = N(A*"), ce qui est encore vrai quand n = 0.

En utilisant la symétrie entre 4 et A* on voit que R (A*7)* = ITA") et 2)
est démontré.

Pour établir 3) il suffit d’appliquer la proposition 3.3.2 et la proposition 2.3.3
(et son corollaire). 4) se déduit de 3) en utilisant la symétrie entre A et A*.
Enfin, 5) est une conséquence immédiate de 3) et de 4) en prenant m = 0.

Nous terminerons ce chapitre en donnant una autre caractérisation des

opérateurs quasi-Fredholm.
PrOPOSITION 3.3.6. Soit A un opérateur paracomplet d'un espace de Hilbert
H dans lui-méme. Alors A est quasi-Fredholm si et seulement si les conditions

suivantes sont satisfaites.

a) N(A) N (N R(A)) est fermé dans H.
j=1

b) R(A)+ U N(A') est fermé dans M.
i=1

Démonstration: « seulement si». Soit 4 € q® (d). Alors en utilisant la Pro-
position 3.1.1 on voit que:

R()+ U N(4)= U [R(4) + N(4)] = R(4) + N (49

est fermé dans H.
De méme:

N@)N (A RAD= N V@A) N RAY=NA) N RAY

est fermé dans H.
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«si». Soit A paracomplet satisfaisant a) et b). Alors en posant:
~U1 (R(A)+ Ny =H,
j=

on voit que V j, R(A4) + N (A4’) est un sous espace paracomplet de H, puisqu’il
est la somme de deux sous espaces paracomplets de H et H, est fermé dans H.
En utilisant la Proposition 2.2.4 on en déduit qu’il existe un j, tel que

R(A) + N(4') = Hy.
En prenant d égal au plus petit j, tel que cette égalité soit vraie on trouve:
| R(A) + N (A9 = H,
est fermé dans Het Vnr>d on a:
R(A) + N(A4") = R(A) + N (49,

d’ou en utilisant la Proposition 3.1.1 on déduit que dis(4) = d < «. En outre,
dans ces conditions on a:

N(4) N R(AY) = N(4) N ( _a R (4)

est fermé dans H.

CHAPITRE IV

L’OPERATEUR RESOLVANT GENERALISE (THEORIE LOCALE)

§ 1. Les points réguliers.

DEFINITION 4.1.1. Soit A un opérateur fermé non nécessairement borné, d’un
espace de Hilbert H dans lui-méme. On dira que A€ C est un point régulier
pour A si les conditions suivantes sont satisfaites:

a) R(A — MDD est fermé dans H.
b) 1l existe un voisinage U de A, dans C tel que:
VAEC MeEUgNMA —-AD. N4 -MD) < 1.

L’ensemble des points réguliers pour A sera noté reg (4).
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REMARQUE. Si p(A4) est 'ensemble résolvant de A4 et si ¢4(A4), o,(A) sont
respectivement les spectres discrets et résiduels de 4 on a:

p(A) € rég(4) C p(A)U 04(A) U o, (A).

En effet, si )\ €o.(A4), le spectre continu de A4, alors R(4 — A1) n'est pas
fermé et par conséquent A ¢ rég(A).

ProOPOSITION 4.1.1. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

a) hErég(A4);
by A—I€qd(0).

Démonstration. Nous démontrerons d’abord un lemme:

LEMME 4.1.1. Soit R(A — M 1) fermé et soit ¢ = c(A — WD) la conorme
de A — )1 (c.f. Définition 1.2.2). Alors, [cf. (1.2.5)] ¢ >0 et ¥V L€C tel que
A —ho| <cona:

SN — A, N4 —dD) < [\ — M| /c.
En outre, si ) €1ég(A) on a: Y LEU, avec [\ —h| <c
gNA =MD, N4 —daD) < [h— A /c.
Démonstration. Soit u€H; alors:
I = Prason) Prosn ]} = 1/¢l(4 — hoD) Praory ]| =
= M=ol /| [Prcacso ]| < = ] /¢ [

Donc §(N(4 —AD, N(4 —MD) <A —h|/c<1 ce qui démontre la
premiére partie du lemme.

Si L€rég(A) et si AEU, g(N(A — AD), N(A — D) < 1 entraine, en uti-
lisant (1.2.11) et (1.2.10), que

ENMA —-AD, NA—-2D)=8(NA —~\D, N(4 - W)

et le lemme est démoniré.
Passons maintenant & la démonstration de la proposition. Montrons que:

@11) )= VneN, N — D) € R{(4 =Dy},

R {(A — NI’} fermé dans H.
On procédera par induction.
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Si MEC avec A2 Mg On a:
NA-ADCSRA— D).

Soit uEN (A — WD)
Alors:
PN(A—M)u = U — (I — PN(A_M))UER(A — Xol).

D’ou
(I — Prasyn) # = (I — Priasn) PPriacsgn — Prnuan)u

et par conséquent si A — do| <c=c(4d ~ D)

[0 — Peargp) ]| < e N (4 — LD, N(4 —doD) |[u]] < A = ho] / [
(lemme 4.1.1) et en passant a la limite pour A — Ay on trouve:

(I — Praan)u=0=N(A4 — M) S R(A — W) fermé dans H.
Supposons maintenant (4.1.1) démontré pour n et soit
u€R{(4 — XD}

Alors il existe une suite {v;} € H telle que (4 — A Iy"*'v; — u dans H.

Posons
w; = (I — Pypaagn) (A — ho D' v;€ER{(A — ho D}

puisque par hypothése d’induction N (4 — }o DS R (A — M Iy
Alors
(A —dDw; = (4 — NIy*'v;—u

et par conséquent {{4 — AoI)w;} est une suite de Cauchy dans H. Or, par défi-
nition de ¢(4 — A\ D),

A = 3aD 0wy = w| = c(d — Do) s — |

d’ou il résulte que {w;} est également une suite de Cauchy dans H et par con-
séquent il existe un wé€ R {(4 — M I)*} (hypotheése d’induction) tel que w; — w.
Donc u =(A4 —MDwWER{(A — M D)**'} qui est donc fermé dans H.
Comme A d= N(A —AD) S R{(4 — N Iy'*'} on démontre comme plus
haut que N(4 — MI) © R{(4 — N Iy*!} ce qui établit (4.1.1).
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Par la méme occasion nous avons démontré que:

MEMg(A) = A — M1€qd(0) cest a dire que a) = b).

Supposons maintenant b) vérifiée et soit ¥EN(4A — M) © R4 — WD)
Alors 3 u EN{A —MIP} N (N(A — doD)* tel que (4 — Dy, = .

Comme V ne€N, N{(4 — NI} < R(A —)I) on peut ainsi construire
inductivement une suite u;, u,,..., u;,... (avec Uy = u) telle que:

VieEN, (4 - Dhu;=u;_,, avec u;€(N(A — M I)".

Donc:
[i-s| = e [jusf| = JJu| = 7 Ju].

Si |h— M| < ¢, posons: w= — ; A=Wy, eN(A — D).

i=1
Cette série est convergente puisque normalement convergente.
En outre si

j=n
W, = — Z()\.—)»O)’u;
i=1
on voit que

(A = MoD)Wo= — I (b — DoV thy_s.
j=1

Quand 7 — o, w, = w et (4 — AgD)w, — (A — M) (—u + W) et par consé-
quent comme A4 est fermé on en déduit que (A — M Dw =0 — M) (— u + W)
d’ou

A-rDhw=—-O—-Mu=A—-©\Du
et donc
UEN(A = MDY + N4 —\D)
ou encore
NA-MDS(NUA - WDy +NA-™\D
et par conséquent
N(A =MDy + N(A -\ =H

En utilisant maintenant la proposition 1.3.1 (en prenant M = N(4 — A D)
et N=N(4 — WD) on trouve:

H=NA - LD+ NA - MDDy =((NA - A" N N(A — D)

d’olt:
(N(A —wD)* N N4 — D ={0}.
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En outre, (lemme 4.1.1) nous avons vu que si R (A — A I) est fermé alors:
VMIEC =M <c 8N — 1D, N(4— WD) < 1

dot NA-ADNNA - WD) ={0} (cf. (1.2.2)).
Donc en utilisant (1.2.10) on voit que: V L€C, |A — %o <c on a:

gN(A —AD, NA—-MD)=8(NA - LD, N4 - D)< 1.
On a donc montré que b) = a).

REMARQUE. 1l ressort de la démonstration précédente que dans la définition
d’un point régulier on peut toujours supposer que U 2 {\; |h — M| < c}.

CoROLLAIRE 4.1.1. Si D(A) est dense dans H et si A est normal on a:
rég (4) = p(A).

Démonstration. 11 suffit de montrer que rég(A)y < p(A). Soit A €rég(A4).
Alors:

N@A* -AD=N@A - ADS R -\ =NMUA*-LD)
d’oll on tire que N(4A — A1) ={0} et R(A —XI)=H donc que LA€p(A).
COROLLAIRE 4.1.2. Si D (A) est dense dans H on a:
rég(A*) = rég (A) (conjugué complexe).
Démonstration ;
MEXég(A*) & A* —MI€q0(0) & A —NIEGD(0) (prop. 3.3.3)
© MErég(4) & L Erég ().

PROPOSITION 4.1.2. Soit A un opértaeur fermé de W dans lui-méme. Alors
rég (A) est ouvert dans C et si U est un ouvert de rég (A) les conditions suivantes
sont satisfaites:

a) [lapplication )\, — N (A — W1y de U dans l'espace des sous-espaces fermés
de H muni de la métrique g est continue.

b) [lapplication ), — R(A — \I) de U dans l'espace des sous-espaces fermés
de H muni de la métrique g est continue.

Démonstration :
a) Soit ) €r1ég(A4). Alors d’apres le lemme 4.1.1, ¥V L€C tel que

= <c=c(d—aD)
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on a:
ENA —AD, NA—-MD<|h=k|/c< L
Alors, d’aprés (1.2.9):
(4.1.2) e(N( A =AD, N4 - (D) <1
et d’apres (1.2.11):
(N(4 =Dy N N4 =) = {0}
d’ou
(4.1.3) [N(A—=AD)y N N(A—=2xD]* =H.
Or, d’aprés la proposition 1.3.2:
(412)=> N(A — MDD + (N(4 — A D)y*  est fermé
et par conséquent en utilisant la proposition 1.3.1 et (4.1.3) on obtient:
(4.1.4) NA - WD+ (NA - 2Dy =H

Soit maintenant u € (N (4 — A I))*. On déduit alors de (4.1.4) qu’il existe
WENMA =MD et €(N(A — N D) tels que u = u; + U,.
Donc:

sl = [l e = [
Par conséquent:
e = 2D = [[(d = D] = [[(4 = e D] — =] 1] >
> (e = b — Do ]| = (€ — Pr = N .
Donc:
.15 cA—AD=c— |\ — .
En utilisant (1.2.5) on en déduit:

(4.1.6) =2 <c= R(A— LD est fermé.
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Soit maintenant . €C tel que 0 < |A — pu| <(c— A — M)/ 2.
Alors:

=2 <|u—M+ A=A <
<Ce—A=MD/2+N =N =
S+ M—MP/2<c

En outre, de (4.1.5) on déduit que

cld—AD>2[h—p| > —p
et que

cA—puD=c—ju—Q|>C—|A=Dh/2> |\ —
Donc, en utilisant le lemme 4.1.1 on trouve:

SN A —AD, NA—pD) < [A—p|/cAd—uDh < L;

BN(A —pD), N(A —LD) < Ju— M /c(d —AD < 1.

Donc, d’aprés la proposition 1.2.3, g(N(4 — A}, N(A —puD) <1 et en
utilisant (1.2.11) et (1.2.10) on trouve que

gN(A = \D. N(A —pD) =8N —pD), N(4 — LI <
<=M/~ =)

4.L.7)

En d’autres mots, R(4 — A I) est fermé, et il existe un voisinage V de
) dans C

V={w2p—A<c— =N}
tel que V€V on a
gN(A—AD, NA4—-pD)<1,

c’est a dire que A €rég(A4).

Donc: L€GC tel que [ — Xo| < ¢ = A ETég(A) et on en déduit que reg(4)
est ouvert dans C.

En outre, on déduit de (4.1.7) que I'application A —> N(4 — L) de rég(4)
dans I'espace des sous-espaces fermés de H muni de la métrique g est continue.
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b) Soit maintenant u€R(A — A N (R(A — M D)*. 11 existe alors vE
ED(A) tel que u=(4 —rDv et de (4.1.4) on déduit qu'on peut choisir v
dans (N(A — AgD)*. Alors:

Av—Av L RA—MD= — O — W)y + (4 — MDVERA — WD)

d’ol
A= M|V = |[(4 — X DV|P = P |y|f = v =0.

Donc
(4.1.8) RA—-ADNRMA — 2Dy ={0}.
Soit sER(A — Aol) et soit t€H tel que
(A =MDt =Prurgns=s

avec tE(N(A — WD),
Alors:

I = Pras) Pracsn) 5] =
= || = Prucan) (4 — A Dt + (I — Pruaan) O — Do) f|| =
= b= M| [0~ Praa) ] = = ][] <
< A= ol /][4 = DDt < =] /s

(en utilisant la définition 1.2.2 de la conorme).
Donc:

S(R(A — oD R(A A=\ —)|/c<1
et par conséquent:
4.1.9) RA—- DN RMA-LDy ={0}.
Finalement (4.1.8), (4.1.9) et (1.2.10) entrainent que
gR(A —MD. R(A—AD) =8 R — WD RA-AD) <\~ /c

ce qui établit b).
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§ 2. Les opérateurs résolvants généralisés.

NotATION. Dans ce paragraphe on notera D (A4) I'espace de Hilbert obtenu
en munissant le domaine D (4) d’un opérateur fermé A de H dans lui-méme de
la norme du graphe de A (”u”2 = ||u”2H + ”A u”zﬂ).

D(4)

DEfFINITION 4.2.1. Soit A un opérateur fermé de H dans lui-méme et soit
M EC. On dira que 4 admet un opérateur résolvant généralisé Rg(A4, \) au point
L\ si Rg(A, )\) est un opérateur continu de H dans D (A4) tel que les conditions
suivantes soient satisfaites:

1) R(A — A est fermé dans H.

2) . Il existe une projection P, dans H avec R(P) =R(A — \I) et une
projection Q, dans H telle que N(Qy) = N(A4 — A1)

3) (A—ADRg(4,\M) =P

4) Rg(4, M)A —=AD=Q\pu (on a visibilment O, (D (4)) g_ D (4)).

Si U est un ouvert de C on dira que 4 admet un opérateur résolvant géné-
ralisé dans U si V L€ U, Rg(4, \) est un opérateur résolvant généralisé de A.

REMARQUE. En général Rg(4, \) n’est pas unique. Si toutefois A €p(A).
Alors Py, = Iy, Q) = Ipy et Rg(A4. \) = R(A4, )), l'opérateur résolvant ha-
bituel.

PrOPOSITION 4.2.1. Soit A un opérateur fermé de H dans lui-méme et soit
M €C. Alors A admet un opérateur résolvant généralisé analytique a valeurs dans

D (A) dans un voisinage U de Ay si et seulement si ), € rég (A).

Démonstration: « seulement si»: soit ho € C, U un voisinage de A, dans C
et soit Rg(A, A\) analytique dans U. Alors R(A — A I) est fermé.
Vérifions que A — Ml €g®(0), cest a dire que:

VneN, N(A-2DDCSRA - WD

OrsiAhs=hetsi n€EN soit u€N (A — A D).
Posons:

1 (A= MDu
A—M = A=k

V= —

Alors vEN (A — M D).
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En outre
A—-ADv=(UA —-2Dv—-00Q—N)Vv=

(A —delyu " (A —doDiu
—EToow TE oW

= U.

Donc u€ R(A — \I) ou encore
4.2.1) N4 -2Iy)SRA-LD.
Donc
|0 = Prucrgnu|| <
< @R (A —MD), R(A = doD) |Ju] <[P — Py |Ju]

en utilisant la proposition 1.2.4. Or Rg(4, A) est analytique dans U, donc continu
dans U et par conséquent P, = (4 — A I) o Rg(4, )\), composé de deux appli-
cations bornées (car 4 — M1 est borné de D(A4) dans H) donc continues en A,
est continu en ) dans U. Par conséquent en passant & la limite par A — Ao dans
U on trouve

u— PR(A—).OI))u =0

c’est & dire u€R(A — Mo D).
Donc A €rég(4) = U C rég(A).
« si». Soit ) €rég(A), et soit

U={M|N—h|=c}

avec ¢ =c(A — M D. Nous avons vu (remarque suivant la démonstration de
la proposition 4.1.1) qu’alors U € rég(A) et que V A€U on a:

gi=8NA—-2MD, NA-AD) <1, &=8RMA—-N]) RA-LD) <L

Or, si M et N sont deux sous-espaces fermés de H tels que g(M, N) < 1
on a:

eM,N)=¢gM,N)<1

(d’aprés (1.2.11) et (1.2.10)) avec M N N- = {0} et M~ N N = {0}.
Donc, d’aprés la proposition 1.3.1 M + N = (M- N N)* = H.
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Par conséquent, V L €U on a:
H=NA-A)PNUA-MD)=RA-ADDRMA — N D).

Soit @, la projection sur (N (A — M I))* correspondant & la premitre dé-
composition et P, la projection sur R(4 — A I) correspondant a la deuxieme.
Alors, en utilisant la proposition 1.3.2 on trouve:

(422) 1P| < — &2 et ||Qf < — gy

Soit maintenant ¥ € H: alors P,u€ R(A — L\ I) et il existe un v€H tel que
(A-\Dv=Pu.

On posera par définition Rg(A4, M)u = Q,vED (A).

I faut montrer que Rg(A4, A) est ainsi bien défini.

En effet, soit weH tel que (4 —ADw =Pu

Alors v —wEN(@A — ANy dot O, (v —w) =0 ou encore O, v=0w ce
qui montre que Rg(A4, A)u ne dépend pas du choix de v.

Les conditions de la définition 4.2.1 sont vérifiées.

En effet:

1) est une conséquence du fait que )\ €rég(4);

2) a déja été établi lors de la construction de Rg (A, A);

3) soit u€H. Alors (4 — ADRg(Ad, Vu=A-\D) Gv=A—-\NDv=

= P, u;

4) soit vED(A). Posons (A —AD)v =u = P, u. Alors:
RgA4, M)A —=ADv=Rg(4, Vu=0v.
Finalement soit u € H et soit

sg=gN-AND, N4 —-MD)<1 (car L €D

Alors:
||PN(A_)J) Rg (A, )\,) ul |H =

= ||Pnu-and — Praayn) R84, M u||n < 8 ||Rg(4, M u|n
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d’ou
(1 —g)||Re4, M|}y <
< || — Puuan)Re (4, Mu|ft, < ||Pru|[}, /(4 — A D)
et
IR (4, Mulfy,, = ||4Re A, M|+ |[Red Mulf, =

(4 —XDRg(4, Wu+ ARg(4, Vulf}; + |[Re . M|}y, =<
< 2[[Puufy + @M + D [[Re A
Donc il existe une constante K telle que V LEU
R, %)l < K [fr

(en utilisant (4.2.2)). Donc Rg(A, )\) est un opérateur continu.
Pour établir ’analyticité de Rg(A, )) soit A, p€U. On a:

(I—PYI—P)=1—P,

dou P,P,=P,; de méme Q, 0, = Q.
Alors, si u€H on a

Rg(4, M)u —Rg(4, pu=0,Rg(A4, Nu —Rg(4, p)PLu=
=Rg(4, p)(4 — uDRg4, Mu — Rg(4, p)(4 —ADRg(A4, M u =
= —pRg4, pRg4, Mu.

En passant 4 la limite pour A — p on voit que Rg(A4, A) est continu en A.
Donc en divisant les deux termes de 1'égalité ci-dessus par A — p et en passant
a la limite pour p — ) on trouve:

(Rg (4, M) = (Rg (4, MY

formule qui généralise la formule bien connue pour la dérivée de I'opérateur
résolvant habituel et qui établit que Rg(A4, A) est analytique dans U.

COROLLAIRE 4.2.1. Les projections P, et Q, définies au cours de la démonstra-
tion de la proposition précédente sont analytiques dans U a valeurs dans H.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de Danalyticité de
Rg (A4, )) et des conditions 3) et 4) de la définition de Rg(4, A).
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§ 3. Caractérisation des poles des opérateurs résolvants généralisés.

ProOPOSITION 4.3.1. Soit A un opérateur fermé de H dans lui-méme et soit
MEC tel que A —M1€qd(d), dEN. Alors il existe quatre constantes a, P,
v et § positives telles que ¥ L€C avec 0 < A —Xo| <8 on a:

a) A—MEqdO) et c(A—AD=y |\ — %
b) N —-AD, R(A4A—-MDHINNMA —MD) <alh— N
) gR(A LD, R(A— QD+ N4 =A< Bh— -

Démonstration. Soit M et N les deux sous-espaces de H correspondant a la
décomposition de Kato de A — X;1. On a:

AMNONDMANCM et AN)CN.

Soit u€ N(A — 7\ 1I); alors u=v +w avec VEM et weN.,
En outre

entraine
(A—XI)V:(A—XI)W:O

Or weEN(A — MDY et par conséquent (A — AW =0 doll w=0, et u=rv.
Donc N(A —AD) S M, ou encore N(A —\D)=N(A4 — \|y).
Or, A —NIu€q®(0) & M €Erég(A) (proposition 4.1.1) et comme 1ég(A)
est ouvert (proposition 4.1.2), il existe un § > 0 tel que

VAEC, |h—h| <8 NErég(4)
c’est a dire que 4 — A I|» € P (0) ou encore que R (A4 — X I|y) est fermé et que
VneEN, N@A -\l S R4 — Ny S R((A—-1D.
Donc
43.1) VneN, NA-ADCR(A - LIy,

En outre, si A 3« A, 4 — )J|~ est une bijection de N sur lui-méme.
En effet, si s€ N posons

t= —1/0 =T =274 — hall's.
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Alors: t€N et (4 — LMD}t =y, et par conséquent 4 — A I|y est une surjec-
tion sur N. Par ailleurs si rEN(4 — LI|y) on a:

Ar=xAr dot (A —0DPr=0=0A—A)fr=0=>r=0

et par conséquent 4 — \I|y est une bijection de N sur lui-méme. En outre:
d-1 .

(43.2) 4 =M = Z [ — o[ TR < BN = d|
i=

d-1
ol k=4 —NI|y|| et h= X 8§11 ki,
j=0

Alors, si 0 < |h —Xg| <& on trouve:
RA-AD=RA —\) + R(A—- 1) =RA — A+ N

d’oi on déduit que R(4 — A I), somme de deux sous-espaces fermés respecti-
vement de M et de N est lui-méme fermé. Donc A — LI € ® (0).
En outre, d’aprés la proposition 4.1.1, il existe « > 0 tel que:

A= <82 g N — M) N4 — Molju) < [N — M-

NA - Ml =R({(A - WD) NNA - D

(en utilisant (3.2.3)) d’oll on déduit immédiatement b).
De méme, d’aprés la proposition 4.1.2, il existe w > 0 tel que:

= <85=> 2R — M R(A = Mollu) < w | — ha-

R(A—-AD=RA - VW +N
et
RA—-MD+N(A—-2D)=RA -l +N

(cf. (3.2.9)).
En utilisant le corollaire 1.3.5 on obtient:

g(R(A ~AD. R(A—MD+N(A—-NDY) =<
<gRMA =M R(A =Ml - (1 — D2

ou ¢ =e(R(A — hoI|u), N*) et en prenant 8 = w(l — ¢)~"2 on en déduit c).
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Il reste & démontrer que c(4 — A= y|h — ho|%
Soit
u€D(A); v="Pyu, w=Pyu, c=c(Ad — hlju) >0

et e =e(M, N*) < 1. Alors:

cA =Ml = c— =
en utilisant (4.1.5).

Par conséquent si on pose P = projection orthogonale sur N(4 — )\ I) dans
H on voit que (I — Pyv €M et avec la définition 1.2.2 on obtient:

(4.33) 14 = M) V|| = € = = M || = PV,
Par ailleurs, de (4.3.2) on déduit:
Wil = {[4 = M= (A = MDwl| < Ak — M= [(4 = 2D w|
ou encore:
(43.4) 1A = MDW)| = 1/h[\ — e |w].

Nous procéderons maintenant comme pour la démonstration de la propo-
sition 1.3.2:

[ = [[lv -+ wif
= [P+ |[wlf +2Re . w)
= ||+ [|w]}2 + 2Re ({1 — (d — P} Pyv, {1 — 0 — P} w)
< |PIP + IwIF + 2] — @ = P} Pu ][]} |]w]]-

||{1 —~(d — P} Pu|| =8 (M, N*) =e(M,N*) =¢

en utilisant (1.2.10).
Donc:
][ =< I+ (W] + 2 [|v]] []w]]

ou encore

@35 I < 4+ o[+ [
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De la méme fagon on trouve:
14 =2 Duff = [[j(4 — A DV]|r +
+ [i¢4 =D Wi — 2¢|}4 —1D]| 4 — ADw)
ou encore:
(4 = ADu|ff = (1 — &) [I(4 — A D V[P + (L = D]|(4 = ADw|p
2 (1= {(c = [\ = MF [ = PV = M/ |
En choisissant § suffisamment petit pour que
c— = o[ = = M|/ B
et en utilisant (4.3.5) on trouve:
[ = Py + [w]p =
= ||=Pyv+w/0+a=U -9 - P+ w|?
et par conséquent, en posant y = (1 — ¢) / h:
(436) VLG 0< |\ — | <8= [[(4 —2Du| >y [\ — Mol || — P)v + w]].

Finalement, remarquons que (Il — P)u= (I —P)yv4 (I — P)w et que par
conséquent

[ =Py 4wl =
= (It = Pyu + P> [t~ Pyu

Donc, de (4.3.6) il s’ensuit que:
VAEC, O< A=A <8 [[(4—2Dul| =y |k — Nl || - Pyul|
c’est a dire que c(4 — A1) = v |k — ho|* et a) est démontré.

REMARQUE. Dans les conditions du théoréme on peut démontrer — en
utilisant le théoreme 2 de [18] — que lim [c((A — A I))]V* existe et fournit

la meilleure valeur possible de § (le théoréme 2 de [18] n’est démontré que
pour les opérateurs semi-Fredholm mais sa démonstration s’étend sans modifi-
cation au cas plus général des opérateurs quasi-Fredholm).
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CoROLLAIRE 4.3.1. Soit )€C tel que A — Mgl €qd(d). Alors il existe un
voisinage U de )\, dans C tel que A admet un opérateur résolvant généralisé
analytiqgue dans U — {)}, a valeurs dans D(A), admettant un péle dordre
< d au point rg.

Démonstration. On procéde comme pour la démonstration de la proposition
4.2.1 en remplagant N(4 — D) par R((A — W DH N N({A — 0D etR(A — WD
par R(A4 — Mo D)+ N((4 = doI¥).

En effet, si o =min{1/a, 1/8, 8} et si U={A€C|0 < |\ — M| < oo}
on a VAEU:

g1=8WN@A - \D, R(A-MIHNNA-MWD<];
8 =8RMA—-AD, R(A-ND+ N4 -MD)N<L
Donc, tout comme dans la proposition 4.2.1 on en déduit:
H=NA-AD+{R((A-%DHNNMA - XD} =
=R(A —-AD+{RA —-XMD+ N4 - MW}

et on note Q, la projection sur {R (A — M ID)¥) N N(A — WD)} correspondant
3 la premitre décomposition et P, la projection sur R (4 — A I) correspondant &
la seconde. Des lors on définit Rg(A4, \) comme dans la démonstration de la
proposition 4.2.1 et on établit I'analycité de Rg(A4, \) dans U exactement de la
méme maniere.

On peut alors développer Rg(4, \) en série de Laurent dans U:

Re4, V)= % B0 —N)

f=—o0

ou les B; sont des opérateurs continus de H dans D (4).

Soit vEH. Alors Rg(4,\)v=Rg(4, \)P, v et il existe un ueD(A4) tel
que Lv=(A—-ANDuetqueu_ NUA-—-LND

Drapreés a) de la proposition 4.3.1 et si A€EU on a:

IPuv]| = [|(4 — X Dul| = v |\ — Nof* [[u]|.
Alors:
IX — h,]“ ||Rg(A. k)vH =
= b — M|*||Rg (. N (4 — N Du|| = [h — Mff||Qr 1| <

= [h =Nl ||| [[u]] = J|@al| / ¥ [1Pa vl
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et par conséquent |\ — Ao|¢||[Rg(4, L\)|| est borné et on en déduit que B; =0
si j < —d, c’est a dire que Rg(A4, )) a un pdle d’ordre d, < d au point Ay.

REMARQUE. En démontrant le corollaire 4.3.1 on a également montré que
P, et O, sont analytiques & valeurs dans H dans un voisinage de ),. En effet,
le corollaire montre que Py et Q,!p4, admettent un pdle d’ordre dy en ), et
comme par ailleurs nous savons que ces opérateurs sont bornés dans un voisinage
de cc point, on en déduit qu'ils sont analytiques a valeurs dans H dans ce
voisinage. Comme Q) = I sur D (A4)*, de I'analyticité de Q;|pu, et de la continuité
de O, on déduit celle de Q, .

PROPOSITION 4.3.2. Soit U un ouvert de C et €U et soit A un opérateur
fermé de domaine et image contenus dans H, tel que A admette un opérateur
résolvant généralisé Rg (A, \) analvtique dans U — {),} et & valeurs dans D (A4)
el tel que ) soit un pole d’ordre d de Rg(A, \). Supposons en outre que

P,=(A—-ADRg(4,)) e Oy, =Rg(4, M)A -\

soient analytiques dans U.
Alors A — )l €qd(d) ou d, < d.

Démonstration. D’apreés les hypothéses on peut écrire:

Rg(A. M= I (h=M)4,

j=-d

ou les A4; sont des opérateurs continus de H dans D (A). Alors:
P,=(4 — \DRg(4,)) = {(4 — hD — (O, — W)} Rg(4, ) =

=0 - MU= hDAat T 0= (A= MDAy — )

]

et en utilisant le fait que P, est analytique dans un voisinage de A, on en déduit:
4.3.7) (A—-—MDA_4=0 (A—WDA;=4;_,, —d<j=< —1.
De méme:
O =Rg(A4, MNA - AD=RgA, N{(A -MD—-\—-M)}=

SO =M A A =MD+ T =M {4 —doD)— A1}

j=—d+1
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et encore en utilisant I’analyticité de (), dans un voisinage de A, on trouve:
438) A_4A—-2D=0; AA—-2ND=4,,,j=—4d,..., — L.
De (4.3.7) et (4.3.8) on déduit: (avec la convention 4; =0 si j < —d)
4.3.9) VieEN, A 1=A - MDA =44 NI
En outre, puisque P, et O, sont continus en Ay on a trouvé:
(4.3.10) Py, =(A4d—-MD4—- A4,
(4.3.11) Oy =A4o(Ad — WD) —A4_,.
De (4.3.10) on déduit que
43.12) RMPYSRA - MDD+ N4 - WD)
puisque (4.3.9) entraine que
0=A_ 4= - NIr4,
et par conséquent que
R(A_ DS N(A - MDD

Or de (4.2.1) on déduit que V jEN, ue€N(A — 1)) = PLu=u.
Donc en passant a la limite P, # = u ou encore:

(4.3.13) VieEN, N4 —-WD)<SRE).
Soit maintenant u € R (A — A I). Alors 3 vED (A) tel que
u=A-MDv=A-ANDv+ (- NV

par conséquent
Pu=A~—-ADv+QO—WPv

d’ol, en passant a la limite

P;‘)u=(A —_ MI)V:M.
Donc:

(4.3.14) R(A - MDCS RP).
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De (4.3.12), (4.3.13), (4.3.14) on déduit:
VieEN. R(A—-2D+N(A4-lD)c
SRPYCSRMA - QD+ N4 - hI))
d’oli:
Vizd RA-MD+N(A-MD)=RPFP)=NI-P)
ou encore
dy=dis (4 — WD <d, R(A — dol) + N(A — W I)%) est fermé.

Soit maintenant

UER((A =M D) NN — XD,

Alors 3 vED (A% tel que u = (A — XDy v et par conséquent, en utilisant
(4.3.11) on trouve:

Qs = Ag(A —doDyu — A_ (A — Mo l¥'v=0
et on en déduit que
(4.3.15) R((A —-MIF)NNA — MDD S NQ).

Inversement soit u € N (Q,,)-
Alors quand A — )y, Qv — O u et

A—-2DQu=A- DG u+ -l u=
=A-AD(Q—-Du+(A—-rADu+ A —r)Qru

a pour limite (4 — Xy I)u puisque (@, — DucC N(A — A1)
Donc comme 4 — ),/ est un opérateur fermé, on trouve:

(A —2Du=0
d'ou:

(4.3.16) NS NMA - XD
Montrons maintenant par induction que si u€N(Qy) on a:

(4.3.17) ViEN, u=(4d—-hly4u
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Pour j=1 on remarque qu'en utilisant (4.3.11) on a:
1.3.18) Oy=0=> 44— hDu—A ju=A_u=0

t en utilisant (4.3.10) et (4.3.13) on trouve u = P\ ju = (4 — WD) Ayu.
Supposons maintenant (4.3.17) démontré pour j < m.

Alors A7 u €N ((4 — hoI)™*") et en utilisant de nouveau (4.3.10) et (4.3.13)
n trouve:

Aru =P ATu=(4 — )WI)A’;“u — A_,Ag‘u
t en utilisant I’hypothése de récurrence on obtient:
u=A—-MDrA7u=(A — Iy A7 u — (4 — MD"A_ A7 u =
=(A - JDyt AT u
uisque
A - MDA A7Tu=A_ (A - hD"A7u=A4_u=0

n utilisant (4.3.18).
Donc (4.3.17) est démontré et on en déduit que

ViEN. N(@,) S R4 — D).
Avec (4.3.15) et (4.3.16) on peut en conclure que
N@Q)=R{(A-MDHINNA-XMD=R(A-D)NNA-D
ui est donc fermé, ce qui termine la démonstration de la proposition.

REMARQUE. De [6] on tire que tous les opérateurs résolvants généralisés
ssociés & un opérateur A dans un domaine U ont un pdle de: méme ordre en
n point ), de U. Donc le corollaire 4.3.1 permet de conclure que dans la pro-
osition 4.3.2 on peut en fait affirmer que dy = d.

COROLLAIRE 4.3.2. Soit )\, € C. Alors les trois conditions suivantes sont équi-
alentes:

a) A—MI€EqO(dEN;

b) Il existe un voisinage U de )y dans C tel que A admette un opérateur
isolvant généralisé Rg(A, )\) dans U — { )} tel que:
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b)) Rg (A, )\) est analytique a valeurs dans D (A) dans U — {)\,} et admet
un péle d'ordre d au point ).

b,) Les projections P, et Q, correspondantes sont analytiques dans U.
c) Il existe quatre constantes positives a, B,y et § et deux sous-espaces

fermés H, et H, de R tels que les conditions suivantes soient satisfaites pour tout
A tel que 0 < |\ — ho| < 8:

c) gN(A—-ADH)<a|h— M!;

&) g(R(A—ADH)<B\ o

c) (A — NI =y |h— M| d étant le plus petit entier tel que l'inégalité
soit vérifiée.

REMARQUE. ¢;) = R(A — A1) fermé, et par conséquent c;) a un sens.
Démonstration. a) = c) se déduit de la proposition 4.3.1 en prenant

H=R(A-MWDHYNNMA-ND
et
Hy=R(4 —MD+ N4 = NIY).

¢)= b). 1l suffit de reprendre la démonstration du corollaire 4.3.1 (en
remplagant

R((A-NID)NNMA-=ND
par H; et
R(A—MD+ N4 - WD

par H,) et de tenir compte de la remarque suivant la proposition 4.3.2.

b) = a) se déduit de la proposition 4.3.2 et de la remarque suivant cette
proposition.

REMARQUE. Sous les conditions du corollaire on a:

D A—-NI€Eq®(0);

2) HH=R(A —0DHNNMA - WD

3) H,=R(A - MDD+ N({(4 — D))

CONJECTURE. Nous avons vu plus haut que Rg(A4, \) n’est pas uniquement

déterminé. Il semble probable gue si la condition b,} est vérifiée pour un choix
de Rg(A4, A), il existe un autre choix pour lequel b;) et b,) sont vérifiés.
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CHAPITRE V

APPLICATIONS

§ 1. Opérateurs bornés dont le spectre essentiel est vide.

De la proposition 4.3.1 il découle que ’ensemble résolvant quasi-Fredholm
d’un opérateur fermé A, c’est a dire 'ensemble {A€C|A4 — A1 €g®} est ouvert
dans C. En outre, chaque point de cet ensemble possede un voisinage dans lequel
A — ) I admet un inverse généralisé méromorphe. En utilisant le théoreme 1
de [37] on peut montrer que par conséquent 4 admet un opérateur résolvant
généralisé¢ dont le domaine de méromorphie est précisément 'ensemble résolvant
quasi-Fredholm de A. Nous n’utiliserons pas ici ce résultat, mais il permet de
justifier 'emploi du terme spectre essentiel (déja employé dans des sens divers
par plusieurs auteurs) dans la définition suivante.

DEFINITION 5.1.1. Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) € H. L'en-
semble {L€C|A —\I¢ gd} sera appelé le spectre essentiel de A et sera
noté ¢, (A).

REMARQUE:
g.(A4) S g (A)

et c’est un sous ensemble fermé de C.

PRrROPOSITION 5.1.1. Soit T un opérateur linéaire borné de H dans lui-méme,
tel que o.(T) soit vide. Alors il existe un n€N et A, hy,..., M€GC, tous
distincts, tels que:

c(T) ={h>Ms- s M}
Démonstration

c.(N=@ = VAEC, T—Ll€q.

Or les points )\ tels que T —AI€qd(d) avec d=1 sont des points isolés
(proposition 4.3.1 a)).

Par ailleurs, comme T est borné ces points sont tous contenus dans le
disque fermé de centre O et de rayon ||T|l. Par conséquent, ils sont en nombre
fini, soit Ay, Naseves M-

Donc rég(T) = C — {M. X2...., \n}, ensemble ouvert et connexe.
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Comme l'application A — N (T — )\ I) est continue dans rég(T) (proposition
412 a)) et que N(T —AIy={0} quand |\ > ||T|| on en déduit que
N{T —AD = {0} pour tout L€rég(T). De méme, comme [application
A—=R(T —AD est continue dans rég(T) (proposition 4.1.2 b)) et que
R(T — M) =H quand |\| > ||T||, on en déduit que R(T — A I) = H pour tout
A €rég (7). Donc rég(T) = p(T) I'ensemble résolvant de T et la proposition est
démontrée.

REMARQUE. Si dimH < o« alors V A€C, T — Al est de Fredholm, donc
quasi-Fredholm et par conséquent o.(T) = &.

PROPOSITION 5.1.2. Soit T borné avec ¢.(T) = &.
Alors:

n

) 3IN,,N,,...,N,, sous espaces fermés de H tels que H = @N; et
avec YVj: TIN)SN;; T~ )\ IlNi nilpotent.

i=1

n
2) 3 Q, opérateur nilpotent et 1 S = X \;P;, ou P; est la projection de
1

i=
H sur N; correspondant @ la décomposition H = @ N;, tels que T =S + Q et
j=1
SO =0S.

Démonstration. D’apres la proposition précédente o (T) = { M, A2s--s A
Soit M; et N; les deux sous espaces de H correspondants & la décomposition de
Kato de T — A;1 (cf. théoréme 3.2.1) et soit d; = dis(T — ;).

Alors pour tout jtel que l <j<nona: M;@N,.

Montrons par induction que pour tout k tel que 1 <k <n on a:

(5.1.1) H= 61 M, @(Gfr)le)
(5.12) M; = _r’:jl M;® (e:al N)).
fmk

Commengons par (5.1.1): pour £ =1 on trouve H = M; @ N, qui est vrai.
Supposons (5.1.1) démontré pour k < n.
Alors

k
(5.13) Nia S N M;.
j=
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k
En effet, soit #€Ng,. Alors il existe un v€ N M; et un w;€EN;

j=1
k
(G=1,2,....k) tels que u =v + X w; (par hypothése d’induction).
j=1

Mais alors

k
0= =M D u = (T — My D%41v 4 £ (T — Newg D1 w;
i=1

k
et comme N M; et chaque N; sont stables pour T — \x.;/ on en déduit (hypho-

j=1
thése d’induction) que

Vid<i<h: (T — D% w,=0.

Vil<j<k: T =xD%w=0.
Donc:
Vid<i<hk: Qs — a5t w =
= {(T = 4D — (T = hgs DY %t ;=

ditdir( d; 4 dy
h>

h )(—1YUZ—M04+%“_hﬂ“—MnD“W=0

h=0

puisque

VhO<h=d +dyy)
on a soit A = di,, ou bien
d; + dpyy — h = d;.
Comme Aiy1 7% A; On a donc:
Vil=sj<sk: w;=0

et par conséquent

et (5.1.3) est démontré.
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k
Soit maintenant x € n M;. Alors il existe y€EM;,, et ZEN,,, tels que

i=1
k+1

k
xX=y-+4 2z Mais alors y=x—2z€ N M; d'ou y€ N M, et par conséquent
i= i=1

1

k+1 k+1

HC N M;®(@GN)SH
=1 j=1

et (5.1.1) est démontré.
Remarquons maintenant que (5.1.3) est vrai quel que soit l'ordre dans
lequel on a choisi d’énumérer les points de o (7). On en déduit que:

(5.1.4) Vil<sj<n, Vk(l<k<n,ksxjN,CM,.

De méme (5.1.1) est vrai quel que soit ’'ordre dans lequel on a choisi d’enu-
mérer les points de ¢ (7). Donc:
(5.1.5) Vk(l<k<n, H= N M®(@N).

Posons:

NM@@N)=Mi, No= 0 M.
j= = =
v

eyt
-

Alors, en utilisant (5.1.4) et (5.1.5) on trouve:
Vk(lSksn), Mk=HangM’kng

et (5.1.2) est démontré.
Posons maintenant To = T|y,, la restriction de T & Ny et h,=1I|y, la
restriction de P'opérateur identique & N,. Nous allons montrer que rég(Ty) = C.
En effet, si A €p(T), 'ensemble résolvant de T, on voit sans difficulté que
A€p(Ty). Si par contre A€o (T), alors ) = A; pour un certain j(1 <j =< n). Or,
en prenant kK = j dans (5.1.2) on trouve:

(5.1.6) M;=N@® ("691 Ny)
hwuj
d’od

R(T — M1|u) = R(To— M) ® (@ R(T — A dlw,)
h=1

hoj

et comme le premier membre de 1’égalité est fermé (théoréme 3.2.1) on en déduit
(proposition 2.1.1) que R (Ty — A;lp) est fermé.
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En outre, soit
UEN(To — MI)=NT - DN NS NT - \) N M.

Alors: ¥V k€N 3 v,eM; tel que u = (T — \;DFv;.
En effet, d’apres (3.2.3)

NT-MDNM;=NT-NDNR(T -\ I¥)C
SN@T — N DN RAT - 1P

pour tout k€N.
Or, en utilisant (5.1.6) on voit qu’il existe v,€N, avec (O <h <n), h = j,
tels que

n

Vi =V + X v,
h=1
heji

d’ol

U= Ty—Nlo}vo+ X (T — N\ D*v,
h=1

hoef

et comme (T — A; Ip)* vo € Ny on en déduit que

I (T = ,DENo N { @ N} = {0},
hoaj hwj
donc:
u= (T, — )vjlo)kvo
ou encore
V keN., N(To— 2l S R(U(To— N1

c’est a dire que \; € rég (Ty).

Donc rég(Ty) = C et comme T, est borné on en déduit comme dans la
démonstration de la proposition 5.1.1 que p(T,) = G, ce qui n’est possible que
si No = {0}

Donc, en prenant k = n dans (5.1.1) on démontre la premire partie de
I’énoncé de la proposition.

Pour démontrer 2), remarquons tout d’abord que V j(1 <j<nm)TP;,=P;T
d’ou

5.1.7) TS=ST.
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En outre, si nous posons Q; = (T — ;) P; on a:

M

T = 1TP,~:S-|—Q ou Q=130;,
=1

7

i

et par conséquent, comme (5.1.7) entraine @ S = S Q, il reste seulement a montrer
que O est nilpotent. Pour cela posons: d = max {d,, d,....,d,}.

Alors, si u€H quelconque on a:
Qdu:EQdP,u:Z(T—)\,])"P]uzo
j=1 i=1

et la proposition est démontrée.

COROLLAIRE 5.1.1. Soit T borné avec o, () = @. Alors T est spectral au sens
de Dunford (c.f. [16]).

Démonstration. Evident dés lors que tout opérateur spectral est caractérisé
par le fait qu’il peut s’écrire comme la somme d’un opérateur scalaire et d’un
opérateur quasi-nilpotent commutant entre eux.

REMARQUE. Dans le cas ou dimH < « on retrouve le résultat bien connu

qui exprime le fait que toute matrice carrée finie est semblable 4 une matrice
de Jordan.

§ 2. Compléments sur les opérateurs quasi-Fredholm.

Soit A un opérateur fermé de domaine D (A) S H et d’image R(A)CH
avec A €qd.
Posons
CAy= N R(4’).
jEN

Rappelons que d’aprés le théoreme 3.2.1, 4 € g @ entraine qu’il existe deux
sous espaces fermés M et N de H, invariants par A, tels que:

M{N=H MnN={0}

avec N C N (49 ou d = dis(A4).
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En outre si A, est la restriction de 4 3 M on a: A,€ g ® (0), ce qui entraine
en particulier que R (A est fermé.

Comme N € N(A9 on voit que si j=d, R(4)C M.

Finalement (3.2.22) peut s’écrire:

N@® R(Ag) = R(A) + N (49).

Dans le reste de ce chapitre nous utiliserons fréquemment ces notations et
ces résultats.

ProrosiTION 5.2.1:
1) C(A) est un sous-espace fermé de H, et on a: C(A) < M;
2) A envoie C(A) sur lui-méme;

3) il existe un opérateur linéaire continu S de C (A) dans lui-méme tel que
VneN VueC(A4), STueD@A™ et A*S"u = u.

Démonstration:

1) Soit d = dis (4). Alors C(A4) = _ndR (A7) est une intersection d’espaces
fermés (car d’apres la proposition 3.3.5 j ; d = R (A4’) fermé) et par conséquent
C(A) est fermé. En outre j > d = R(A) S M. Donc C(A)c M.

2) Soit maintenant u€C(AYCS R(AYN M =AM N D (A)).

Alors 3 veEM N D(A) avec v 1 NA) N M tel que Av=u.
Ce v est unique et on a:

V] = 1/ ¢ Ao [[u)]

ou ¢ (Ag) — la conorme de la restriction A, de 4 & M — est strictement positive
en vertu de (1.2.5) et du fait que R (Ay) est fermé. Posons Su = v. Alors
[IS]| < 1/c(Adp) < oo.

Donc S est bien définie et continue comme application lindaire de C(A)
dans H A valeurs dans D(4), eton a: A Su=u.

Montrons maintenant que Su € C(A), c’est a dire que V jEN, SucR(4).

Procédons par induction.

UECA > ueR(AY)= SUERAD +NAYNMC (RA) +NA) N M.
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Donc Su€AM N D(A)) puisque NPAMN D(A) =R(A)+ N(49
d’aprés (3.2.22). Donc Su€R (Ay).

Supposons démontré maintenant que Su € R (4)).

Alors 3 x€M N D(A) tel que A'x =Su, dou u =4 Su=Aix

Comme u€C(A) € R(A’*?) on en déduit que

XERMA)+NA*"YNMS (R(A)+NAD N MC R4

(en utilisant b) de la proposition 3.1.1). Donc Su = 4’ x € R (A7+"), et nous avons
ainsi démontré que Su € C(A4) et par conséquent que A envoie C(A) sur lui-
méme.

3) Nous évons déja établi 3) pour le cas n = 1. Le cas général se démontre
par induction: supposons le résultat vrai pour n. Alors

Sty e C(A)
et
ASHu=S"u€ebD(A4A".
Donc
Sty € D (An+Y)
et

AM1S+ly = A7 S"u = u.

REMARQUE. Le fait que 4 envoie C(A4) sur lui méme montre que si A €q®,
C(A) est le coeur de A tel qu'il a été défini par P. Saphar dans [36].

COROLLAIRE 5.2.1. Soit /'1\ la restriction de A a C(A). Alors:
(5.2.1) R(A) = C(A4)
et si d = dis(A),
(5.2.2) N(4) = R (4% N N(A).

Démonstration. (5.2.1) n’est qu'une autre fagon d’écrire 2) de la proposition
précédente. En outre:

N(A) = N(4) N C(4) S N(A) N R(49).
Or d’aprés la proposition 3.1.1:

N@) N RAH < C(A).
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Donc
NANCMU =N N R(AYD.

PrOPOSITION 5.2.2. Soit T€q® (d) et soit T borné. Soit encore X un opé-
rateur borné, inversible de H sur lui-méme tel que X-' soit également borné.
Alors

(5.2.3) XTX'eqd(d).
Démonstration. Par transport de structure.

COROLLAIRE 5.2.2. Soit T un opérateur borné sur H et soit X comme dans
la proposition précédente. Alors ¢, (XT X~ = ¢, (7).

Démonstration. Par transport de structure.

§ 3. Les opérateurs paranormaux bornés.

Dans ce paragraphe 7 dénotera toujours un opérateur linéaire borné H
dans lui-méme. Posons:

[T]o = T*.

Pour j€N, [T+ =i [T, [T];], le commutateur de T et de [T];, multiplié

par i = V — 1.
ProrosITION 5.3.1.
(5.3.1) VJieEN, VAEC, j=l= [T);=[T -\I];

(5.32) ViEN [T]* = [T*%);.

Démonstration. Par induction. Commengons par (5.3.1)

[T ML =i{T-ADT* =D~ T*-1DT - D} =
=i(TT* —T*T) = [T},

ce qui établit (5.3.1) pour n = 1.
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Supposons maintenant (5.3.1) vrai pour n. Alors:
[T — A =i[T = ML [T — V1],
=i[T — AL [T]]
= i [T, [T]s] — Vi [L [T]s] = [T]us

et (5.3.1) est démontré.
Par ailleurs:

[T]* =T =T = [T*],.
Supposons maintenant (5.3.2) vrai pour n. Alors:
(T1%,, = ([T [T]a]}* = — Qi [[T]} T*] =i [T* [T*]a] = [T*]nu
et (5.3.2) est démontré.

NoTATIONS. Dans le reste de ce paragraphe nous omettrons d’écrire le
crochet, c’est-a-dire que nous écrirons T, au lieu de [T],.

DEFINITION 5.3.1. Nous dirons que T est paranormal si lim ||T,||V" = 0.

Nous écrirons alors TE€pN.

REMARQUES :

1) Si T est normal, T, =0 si n = 1. Donc T normal = T paranormal.

2) TepN o T*€pN. En effet: lim ||T,]|/" = lim ||T*||".

PrOPOSITION 5.3.2. T quasi-nilpotent = T paranormal.

Démonstration. Montrons d’abord, par induction, que ¥V n€N on a:
(5.3.3) T,=i" X ( " ) (= 1y Tr-iT* Ti
j=0

en effet, pour n = 0, (5.3.3) se réduit 3 T, = T*, qui est vrai.



246 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE

Supposons donc (5.3.3) vérifié pour n. Alors:

T,,, = in*! g - (") (= 1y Tr+1-i T* Ti — ¥ ( n ) (— 1y T-iT* Ti+!
j=0 l i=0 ] S

. n+l1 n . i . n+l n ) . )
— jn+l g p ( ] )(_ l)r Trn+l-i T* Ti + h (] _ 1) (_ 1)/ Tr+i-i T* TlS
=1

j=0
n+1

— iy (" “; 1) (— 1y T 1= T* T

i=0

et (5.3.3) est démontré.
Donc V n€N on a:

" n ; .
Tl =< £ () 1= e
j=0
et comme ( ';) <2 Vp€ER* on a:

Il = o IT) E @ /ey T @/ ¥ T < ¢ [T B @/ 0P 17

(en utilisant I'inégalité de Schwarz).
Posons:

0@ = X @/ |ITP

Notons que 6§ (p) existe est fini pour tout p € R* puisque 1jm ||T||% = 0 (T étant
supposé quasi-nilpotent). -
Donc:
Vo€R ||T.l <" ||T]]0()
d’ou:
Vp€RY  [|Tu|["" < p(||T][6 ()"

et par conséquent

V p€R*,  lim ||T,||Y" < p=> lim ||T.||"" = 0.

Donc T est paranormal.

Dans ce qui suit nous allons utiliser plusieurs notions et résultats du chapitre
XV du Tome III de [16].



LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM: UNE GENERALISATION DES OPERATEURS, ETC. 247

PROPOSITION 5.3.3. Si T est un opérateur spectral borné (au sens de Dunford)
il existe un opérateur continu inversible X de H dans lui-méme (avec X-! continu)
tel] que XTX-'€pN.

Démonstration. Le théoréme 5 de [16] (p. 1939) dit que si T est spectral il
peut s'écrire comme la somme d’un opérateur scalaire S et d’un opérateur quasi-
nilpotent Q tels que SQ = 0 S. Le théoréme 4 (p. 1947) dit que pour tout opé-
rateur scalaire S il existe un opérateur continu inversible X tel que X-! soit

continu et que X S X-! = S soit normal. Posons alors é =X Q X-\. On voit par
transport de structure que é est encore quasi-nilpotent et que X T X! = 3’ + é
avec gé = Q§ Finalement le lemme 6 (p. 1948) dit que puisque § est normal
on doit avoir également §* é = Q §"‘ et par conséquent S’é"‘ = é“‘ .§

Posons % = X T X! et montrons par induction que pour €N, n=>1 on a:

(5.3.4) T,=0,.

En effet, pour n=1 on a:

A A

T,=i(TT*—T*T) =
—i{E+0)E*+0M - +0HE+ O} =
—i{SS* +OS* +850*+ 00" —§*S_$+0 —0*S—0*0} = Q.-

Supposons maintenant (5.3.4) vrai pour n. Alors:

A

T =i [T, T.] =i [S, Q] +1[0. Qu].

Or § commute avec é et avec é* Donc [§, é,.] =0 et par conséquent

Tp = A,,H ce qui démontre (5.3.4).
Finalement, d’aprés la proposition 5.3.2:

tim ||T,[|¥" = tim [|0,|"" = 0

dot T€pN.

DEefFINITION 5.3.2. Si T est tel qu'il existe un opérateur borné inversible X
tel que X! soit également borné et tel que X T X~ soit paranormal, nous dirons
que T est quasi-normal.
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REMARQUE. La proposition 5.3.3 peut s’énoncer ainsi:
T spectral, borné = T quasi-normal.

ProrosITION 5.3.4. Soit n€N. Alors:

(5.3.5) T*Tn=i" % (']’ )(_ iTyT,.,.

j=0

Démonstration. Par induction. Pour n =0, (5.3.5) est évident. Supposons
le vrai pour n. Alors:

n

TH T — v % (’]’ )(_iT)"T,,,,-T

j=0

—in ¥ ('; ) (— iTY (T, T — TTo )+ X ('})(— iTy+ T,

i=0

=z ('; ) (—iTYyTpyyj+ = X (l; )(— iTy+'T,_;
i=0

j=0
. ntl/p . . n+1 n . ;
= it ) o(j)(—lT)’Tn_H_i-}- i+t 20(]__1)(— IT)’T,,_H_.,'
j= i=

=B (1) +(; 7)) i1 Ty

n+l .
=iy (’.‘+ 1)(_ iTYToor;

et (5.3.5) est démontré.

§ 4. Opérateurs quasi-Fredholm paranormaux.

PROPOSITION 5.4.1, Soit T€q® (d) et T€pN. Alors, avec les notations de
la proposition 5.2.1, T* envoie C(T) dans lui-méme.

Démonstration. Soit u€ C(T) et soit § 'opérateur défini dans la- proposition
5.2.1. Soit n€N, k€N avec n = k > 1. Alors, en utilisant (5.3.5) on a:

Tsu—T*T"S'u=in g ('].’)(_i:r)fr,,_,.S"u

=0
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donc:

k-1
Tou—in % (’]?)(_~ iTy T,  S'u€R(T%

i=0
or:
k-1

k—1
2 (7)) (= iy Tl < 5 (5 I IToci SIF el <

j=
k—1 . i .
< T @TIHISIY @ [Tl 18] ]
j=

puisque ( ';) < 2% Or, comme T est paranormal, 3 ny€N tel que

VneEN, n=n= Vj0<j<k—D|T, |V <1/4]S]
Posons:
k-1 .
K=z @[Tl ]ISl
j=

Alors:
k—1
nz s (i s (1) (=i TS ul) < 27K |Jul|.

§=0

Comme lim 2-"K ||uj| = 0, on en déduit que T*u € R(T*) et par conséquent
que T*u€R(T¥) si k> d.
Come ceci est vrai pour tout kK > d, on voit que T*u€C(T).

REMARQUE. Il découle des propriétés des opérateurs quasi-Fredholm et
paranormaux que si T est 4 la fois quasi-Fredholm et paranormal il en va de
méme pour T*.

NotaTiOoNS. Dans le reste de ce paragraphe nous écrirons seulement C au
lieu de C(T) et C* au lieu de C (T*).

COROLLAIRE 5.4.1. Soit T€q®(d) N pN. Alors:
(5.4.1) C=T*CO)ORTHYN N
(54.2) C*=T(CH»PR(T* N NT™.

Démonstration. Soit T la restriction de T 2 C. La proposition précédente

montre que (IA’)* = f*. Comme R(f') = C est fermé, il en va de méme pour
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R(JA"*) et on a: C= R(%*)@N(f) ou encore C=T*(C)@R(T%) NN
en utilisant (5.2.1) et (5.2.2), ce qui établit (5.4.1).

On déduit (5.4.2) de (5.4.1) en vertu de la symétriec des hypotheses en T
et en T*,

PrOPOSITION. 5.4.2. Soit T€q®(d) N pN:
(5.4.3) c=Ccnc*gpcCnc
(5.4.9 Cr=C*NC@PC*NC-.

Démonstration. Evidemment T envoie C N C** dans lui-méme. Montrons
que l'application est surjective. Pour cela sot x€C N C**,

Posons y = Sx. Alors y€C et x = T'y. Soit z un élément quelconque de
C* Alors 3 7€C* tel que z=T*2Z et on a:

0)=0T*)=Ty»2N=x2)=0

et par conséquent y € C**, c’est-a-dire que y€C N C**.

Soit maintenant C’ le complément orthogonal de C N C** dans C, et soit
u€eC. Alors u€C et d’aprés (54.1) 3 veC et IwWeER(TH N N(T) tels que
Uu=T*vy4+w. Comme u | CNC*ODR(THYNNT) on a:

O=(@uw)y=T*v, w)+ (w, w) = Hw“z

Donc w = 0 et u = T*v. Soit encore x un élément quelconque de C N C**
et soit yEC N C** tel que x =T y. Alors:

) =WTY=T*v,y)=(Wy) =0.

Donc vE€C’ et par conséquent T* envoie C’ sur lui-mé€me. Donc C' € C*
c’est-a-dire que C’ < C N C* ou encore:

ccener@cnc*cC,

d’ot on déduit (5.4.3).
(5.4.4) se déduit de (5.4.3) en utilisant la symétrie des hypotheses en T et T*.

PROPOSITION 5.4.3. En reprenant les notations du § 2 on a:

(5.4.5) M=C4C*

Démonstration. Montrons d’abord que C* € M. En effet, avec les notations
de la démonstration du théoréme 3.2.1, nous allons montrer que V j€EN on a
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C* C M;. Pour j =0 c’est évident, puisque My, = H. Supposons le vrai pour j
et soit u €C*. Alors d’aprés (5.4.2)

JveCx, JweRT*)NNT*)=RT+ N@TY)

tels que u =Tv 4+ w.
Or, par hypothése d’induction v € M;, d’ou on déduit que

ueT (M) 4+ (R(T) + N(T%) =M;,,

dou C*C M;,,. Donc M =M, D C*.
Soit M’ le supplémentaire orthogonal de C* dans M. Evidemment, T envoie
M’ dans lui-méme. Montrons que 'application est surjective.

Pour celd soit x ¢ M’. Comme:
M=TM)® R(T*) n N(T*,
dyeEM et JzeR(T*)NNT*
tels que x =Ty + z. Comme

x 1 C* D R(T*) n N(TY
on trouve:

0=x2=(Ty. 20+ (z 2 = |z|~

Donc z=0et x=Ty.
Soit 1€C*: alors 3 reC* tel que t =T*¢ et:

)= T*)=Ty.)=x1)=0.

Donc y€EM N C** =M’ et par conséquent T envoie M’ sur lui-méme,
dot M"c C. Donc Mc C + C* € M ce qui entraine (5.4.5).

COROLLAIRE 5.4.2. T* envoie M dans lui-méme et on a:
(5.4.6) M=T*My® R n NT).

Démonstration. Soit u€M, Alors 3 veEC et J v*€C* tels que u = v + v*.
En outre, 3 w*€C* tel que v* = T*w* et d’apres (54.1)

3yeC, I zeRTHN N

tels que v=T*y 4 z.
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Dés lors:

u=T*(y +w* 4z
et comme

y+wreC 4+ C* =M,

ueT*(M) + R(TY) N N(T).
Comme
rrMcr*O+T*H(CHcC+Cr M

on a donc:

McT*M)+ RTHYNND M
d’olt on déduit (5.4.6).

PropOSITION 5.4.4. Toujours avec les nctations du § 2, si Teqd(d) N pN,
on a:

(5.4.7) M+ =N.

Démonstration. Reprenons encore les notations de la démonstration du
théoreme 3.2.1.

Nous allons montrer par induction que V j€N, N; € M*. Clest vrai pour
i =0, puisq’alors N, = {0}. Supposons le vrai pour j et soit u€N;, . Alors
u_ L RMYNNT) et TueN,;,CcM*. Donc u 1 T*M)P RTH)N N(T) =
=M, d’'oi N;,, € M+. Par conséquent N = N; C M*.

Soit maintenant vEM*. Alors J x€M et J y€EN tels que v=x 4y
donc x =v—-y€EM* doit xéEM* N M={0}=x=0 et par conséquent
M*c N d’ou N = M~

CoOROLLAIRE 54.3. SiTeqd N pN on a:

(5.4.8) M=Cnc*@CncC*@®C*NnCH
(5.4.9) N =C*n C*.

Démonstration. (5.4.8) se déduit immédiatement de la proposition 5.4.3 et
de (5.4.3) et (5.44).
(5.4.9) se déduit du fait que

N=M'=(C+C"» =C*n C**.
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COROLLAIRE 54.4. Si T€q®(d) N PN on a:

(5.4.10) M = R (T + R(T*%)
(54.11) N = N(T9) (} N (T*9).
Démonstration :

NS N(T)=> M2 R((T*)

(en utilisant la proposition 3.3.5).
Donc
M=C4+C*CR(TH+R(T*HcC M

d'ol (5.4.10).
N=M'=R(TH 4+ RT*))y-=NT*HNNT%

(en utilisant encore la proposition 3.3.5). Donc (5.4.11) est démontré,

§ 5. Opérateurs bornés quasi-normaux dont le spectre essentiel est réduit a un
point.

PROPOSITION 5.5.1. Soit T borné tel que o.(T) = {)). Alors il existe une
suite {\.} © C d'éléments distincts ce C telle que o(T) = { M} U {Xo}.

Deux cas peuvent alors se présenter:

(I) La suite {\,} est finie.

(ID) La suite {\,} est infinie et converge vers ).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 5.1.1, on
remarque que les LEGC tels que T — AI€q®(d) avec d =1 sont des points
isolés.

Soit {)\.} la suite de ces points. On a:

{M}c{LeC|]\ = |7}
et

C — ({M} U {h}) S rég(D)

et comme dans la démonstration de la proposition 5.1.1 on en déduit que

C—({M}U{MPcp
Donc:
o (M) ={\} U {h}



254 JEAN-PHILIPPE LABROUSSE

En outre, comme T est borné, la suite {\,} 'est aussi, et si elle n’est pas
finie, elle doit avoir au moins un point d’accumulation. Soit p un tel point
d’accumulation. Alors T — pul ¢ g® ou encore p€c.(T), Cest-a-dire p = ).
Donc {\.} posséde un et un seul point d’accumulation, ), et par conséquent
converge vers lo. Les cas (I) et (IT) sont donc les seuls cas qui peuvent se

présenter.

PROPOSITION 5.5.2. Soit T borné tel que o.(T) = { o). Supposons que nous
soyons dans le cas (I). Alors:

1 3 Ny, Ny,...,N,, sous-espaces fermés de H, tels que:

H=@N,,
ji=0 .
avec
Vi: TIN)SN;

et si Q; est la restriction de T — \;1 @ N;, Q, est quasi-nilpotent et si 1 <j <n,
Q; est nilpotent.

2) En posant Q = T Q;P; et S= X \;P; ou P; est la projection de H
j=0 j=0
sur N; correspondant & la décomposition H = @ N; alors T =S + Q, S scalaire
j=0
et Q quasi-nilpotent, avec SQ = Q S.
Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 5.1.1
A ceci prés que dans le cas présent, en général N, == {0} et que par conséquent

Q=0P+ 'leiPi
i=

n’est plus nécessairement nilpotent mais seulement quasi-nilpotent.

PROPOSITION 5.3.3. Soit T borné tel que ¢.(T) = {h}. Supposons que nous
soyons dans le cas (II) et supposons que T soit paranormal. Alors:

1) 3 une suite {N;} de sous espaces fermés de H, mutuellement ortho-
gonaux et tels que

Nj = Hy T(Nl)gNl;

@©1

i=0

si Q; dénote la restriction de T — \;I a N;, alors Q, est quasi-nilpotent et
Q;(j = 1) est nilpotent.
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2) Enposant S= X \;P;et Q = X Q;P; ou P; est la projection orthogo-
i=0 i=0

nale de H sur N; (nous verrons que ces deux séries sont convergentes dans un
certain sens), alors:

T=8+0, S0=0S§,
S est normal et Q est quasi-nilpotent.
Démonstration. Soit M;, N; les deux sous-espaces de H correspondant a

la décomposition de Kato de T — ;1. En combinant (5.4.7) et (5.1.4) nous
voyons que:

ViEN, VEKENKs=jN,CM;CN,

cest-a-dire que les N; sont mutuellement orthogonaux (avec N, défini comme
dans la démonstration de la proposition 5.1.2, par Ny = N M)).
j=t
Soit u€H. Alors:

el = = [|P;u] .
=0

Posons

La suite {u,} est convergente. Soit w sa limite. D’aprés (5.1.1) V n€N,
n
dv.€ N M; tel que u=v,+ u,. Comme u,—w, la suite {v,} est également
j=1
convergente et sa limite est v =u — w. Comme les M; sont fermés, v€N,.
Pour finir de démontrer 1) il nous reste seulement & montrer que Qg est quasi-
nilpotent.
Notons T, la restriction de T a4 N, et I, celle de l'identité & N,. Alors
Qo =Ty — Mlp. Exactement comme dans la démonstration de la proposition
5.1.2 on voit que o(Tg) = {h} et par conséquent que Q, est quasi-nilpotent.
Finalement, comme

Z [l [Py uf[? =< [T {ul?
pour tout #u€H et comme

Z 11O Pyul[* = 4 [T [u?
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également pour tout u€H on voit que les séries

rMs

NPiu, TQ;Piu

i =0
sont convergentes pour tout #u€H. Donc § et Q sont bien définis, et on a bien
T=8S+0Q;, SQ=0S. Exactement comme dans la démonstration de la pro-
position 5.1.2 on vérifie que ¢ (Q) = {0}, C’est-a-dire que Q est quasi-nilpotent.

Finalement, comme $* = X A;P;, on voit que § est normal.

i=0

PrOPOSITION 5.5.4. Soit T borné, avec un spectre essentiel, soit vide, soit

réduit @ un point. Alors T est spectral si et seulement si T est quasi-normal.

Démonstration. Nous avons déja vu (proposition 5.3.3) que T spectral = T
quasi-normal. Réciproquement, si le spectre de T est fini et si son spectre
essentiel est soit vide soit réduit 2 un point, nous avons déja vu (propositions
5.1.2 et 5.5.2) que T est spectral (et par conséquent quasi-normal). Il nous reste
4 montrer que si le spectre essentiel de T se réduit & un point et si son spectre
est infini, alors T quasi normal — T spectral.

Or T quasi-normal = 3 X opérateur continu inversible sur H avec X~
continu tel que X T X-! = T” est paranormal. Comme la proposition 5.2.2 mon-
tre que T” a aussi un spectre essentiel réduit & un point et un spectre infini (ce
dernier point est immédiat) on peut appliquer la proposition 5.5.3:

3 § normal et 3 Q' quasi-nilpotent tels que 7V = S’ + Q" avec Q" = 0’ S".

Posons

S=X"'8X; Q=X'Q'X.
Alors:

T =S84+ Q; S est scalaire (au sens de Dunford); Q est quasi-nilpotent et

SQ =0S. Donc T est spectral.

COROLLAIRE 5.5.1. Soit R un opérateur de Riesz (cf. [12], [39]). Alors R
est spectral si et seulement si il est quasi-normal.

Démonstration. Si R est un opérateur de Riesz, alors ¢.(R) = {0} et le
corollaire se déduit immédiatement de la proposition précédente.
Nous terminerons en énongant une conjecture:

CoNJECTURE: Un opérateur fermé sur un espace de Hilbert est spectral si
et seulement si il est quasi-normal.



(1]
(2]

(3]
(4]
[51
(6]

[7)

(8]

[9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
(17]
(18]
[19]
[20]
[21]
[22]
(23]

[24]

[25]

LES OPERATEURS QUASI FREDHOLM: UNE GENERALISATION DES OPERATEURS, ETC. 257

REFERENCES

Banach S., Théorie des opérations linéaires, Mon. Mat., Varsovie 1932.

Bart H., Holomorphic relative inverses of operator valued functions, Math. Annalen,
208 (1974), 179-194.

Bart H., Poles of the resolvent of an operator function, Proc. Roy. Ir. Acad.,, T4 A
(1974), 169-184.

Bart H.-Kaballo W., Local invertibility of meromorphic operator functions (A paraitre
dans Proc. Roy. Ir. Acad.).

Bart H.-Kaashoek M. A.-Lay D. C., Relative inverses of meromorphic operator
functions, Univ. of Maryland Techn. Report TR 74-71 (1974).

Bart H.-Kaashoek M. A.-Lay D. C. Relative inverses of meromorphic operator
functions and associated holomorphic projection functions, Math. Annalen, 218
(1975), 199-210.

Bart H.-Lay D. C., Poles of a generalized resolvent operator, Proc. Roy. Irish Acad.,
74 A (1974), 147-168.

Caradus S. R., Operators of Riesz type, Pac, Jour. Math., 18 (1) (1966), 61-71.

Caradus S. R., On meromorphic operators (I} et (II), Can. Jour, Math., 19 (1967),

Caradus S. R., Operator theory of the pseudo-inverse, Queen’s papers in pure and
applied mathematics n. 38. Queen university, Kingston, Ontario 1974,

Caradus S. R., Generalized inverses and operator theory, Technical report (3 paraitre).

Caradus S. R.-Pfaffenberger W. E.-Yood B., Calkin algebras and algebra of operators
on Banach spaces, Lecture notes in pure and applied mathematics, Marcel Dekker
Inc New York 1974,

Colojoara 1.-Foias C., Theory of generalized spectral operators, Gordon and Breach,
New York 1968.

Cordes H. O.-Labrousse J. P., The invarigance of the Index in the Metric space of
Closed Operators, Jour, of Math. and Mech., 12 (1963), 693-720.

Dixmier J., Etude sur les variétés et les opérateurs de Julia, Bull. Soc. Math. France,
77 (1949), 11-101,

Dunford N.-Schwartz J., Linear Operators Part I1I, Wiley Interscience, New York 1971.

Fillmore P.-Williams J., On operators ranges, Advance in Math., 7 (1971), 254-282.

Forster K. H.-Kaashoek M. A., The asymptotic behaviour or the reduced minimum
modulus of a Fredholm operator, Proc. AM.S., 49 (1975), 123-131.

Gokhberg 1. C., Quelques propriétés d’opérateurs normalement solubles (en Russe),
Dok. Akad. Nauk SSSR (N. S.), 104 (1955), 9-11.

Gokhberg I. C.-Markus A. S., Propriétés caractéristiques de certains points du spectre
dopérateurs linéaires bornés (en Russe), Izv., Utch., Zaved. Matematika, 2 (1960),
74-87.

Goldberg S., Unbounded Linear Operators, New York, Mc Graw Hill 1966.

Goldman M. A.-Kratchowsky S. N., Sur la stabilité de quelques propriétés dun
opérateur linéaire fermé (en Russe), Dok. Akad. Nauk SSSR, 209 (1973) (traduction
anglaise: Sov. Math. Dokl., 14 (1973) n. 2).

Grabiner S., Operators with eventual uniform ascent and descent, Technical report
Pomona college, Claremont, California.

Grabiner S., Operators with almost uniform ascent and descent, Technical report
Pomona college, Claremont, California.

Kaashoek M. A., Stability theorems for closed linear operators, Proc. Acad. Sci.
Amsterdam A, 68 (1965), 452-466.



258
(26)
[27]

(28]
[29]

(30]

[31]
[32)
[33]
[34]

[33]
[36]

[37]
[38]

(39]

JEAN-PHILIPPE LABROQUSSE

Kaashoek M. A., Ascent, descent, nullity and defect, Math. Annalen, 172 (1967),
105-115.

Kaashoek M. A., On the Riesz set of a linear operator, Nederl. Akad. Wetensh. Proc.
Ser. A, 71 - Indag. Math, 30 (1968), 46-53.

Kato T., Perturbation theory for linear operators, Springer Verlag, Berlin 1966.

Kato T., Perturbation theory for nullity, deficiency, and other quantities of linear
operators, Jour. Anal, Math., 6 (1958), 261-322.

Labrousse J. Ph., Une caractérisation topologique des générateurs infinitésimaux de
semi-groupes analytiques et de contraction sur un espace de Hilbert, Acad. Naz.
dei Lincei, (8) 52.

Labrousse J. Ph., On a metric space of closed operators on a Hilbert space, Rev.
Mat. y Fis. T. Ser. A Univ. Nat, de Tucumdn (Argentine), 16 (1966), 45-77.

Labrousse J. Ph., Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un opérateur soit
décomposable au sens de Kato, C.R. Acad. Sci. Paris, 284 (1977), 295-298.

Labrousse J. Ph., Opérateurs spectraux et opérateurs quasi-normaux, C.R. Acad. Sci.
Paris, 286 (1978), 1107-1108.

Lay D. C., Spectral analysis using ascent, descent, nullity and defect, Math., Annalen,
184 (1970), 197-214,

Neubauer G., Espaces Paracomplets, Conférence a Nice, juin 1974,

Saphar P., Contribution a létude des applications linéaires dans un espace de Banach,
Bull. Soc. Math. France, 92 (1964), 363-384.

Shubin M. A., Familles holomorphes de sous-espaces d’'un espace de Banach (en
Russe), Math. Issled., § (1970), 153-165.

Taylor A. E., Theorems on ascent, descent, nullity and defect of linear operators,
Math. Annalen, 163 (1966), 18-49.

West T. T., Riesz operators in Banach spaces, Proc. Lond. Math, Soc. (3) 16 (1966),
131-140.

Pervenuto il 30 marzo 1979

Institut de Mathématiques
et Sciences Physigues
Parc Valrose, Nice
(Francia)



