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EXTENSION A L '~QUATION DE LA CHALEUR 

D'UN TH~ORI~ME DE A. HARNACK 

par J. Hadamard (Paris) 

Deux th6or~mes de A. Harnack sont bien connus dans la th6orie des 
fonctions harmoniques. 

I. Une s~rie de fonctions r~guli~rement harmoniques clans une aim D et con- 

tinues sur son contour S qui converge uniform~ment sur S converge uniform~ment 

clans D ainsi que toutes ses s~ries d~riv~es. Elle repr~sente une fonction harmonique 

dans D. 

II. Une sdrie de fonctions r~guli~rement harmoniques et positives qui converge 

en un point ddtermind quelconque a intdrieur ~ D converge clans tout l'intdrieur 

de D, et cela uniform~ment clans tout domaine int~rieur D',, ainsi que routes ses 

ddrivdes et reprdsente par consdquent une fonction harmonique. 

Le premier de ces deux th~or~mes s'~tend ais~ment (i) aux fonctions 

,, paraboliques ,,, c'est /l dire aux solutions de 1'6quation de la chaleur 

02u Ou _ O .  

(E) 0 x ~ 0 y 

Je ne sais si une semblable extension, 6galement utile h la th~orie, a ~t~ 
obtenue pour le th~or~me II. Par une analogie ~vidente avec ce qui se passe 
en th6orie des fonctions harmoniques, toute la question est d'obtenir une limite 

inf~rieure de la fonction de Green G(a, M) ainsi que de l'une de ses d6riv~es 

int~rieures en se donnant, d'autre part, une limite inf~rieure de la distance du 

point a au contour. 

(i) Voir p. ex. S. T~lcklind, Acres de ia Soc. Roy. Sc. Upsal, t. X4, 1936. 
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Dans le cas des fonctions harmoniques, on commence par prendre pour D 

un cercle. Dans le cas actuel, nous consid~rerons un rectangle A~A~a~a~ de 

c6t~s parall~les aux axes, le c0t6 sup6rieur aia 2 ~tant men~ par notre point 

a(x, y ) e t  dont nous pouvons, sans diminuer la g~n6ralit6, supposer que les 

c6t~s A~al, A~a~ ont les abscisses - - I ,  + 1 pendant que A~A~ peut ~tre pris 

provisoirement comme axe des x. 

Dans un pareil rectangle, la fonction de Green se d~duit de la solution 

616mentaire 

v = v (x, y;  X, 1I) ----- (y - -  Y) -'/2 exp. {-- (x --  X)~/4 (y --  Y)} 

en rempla~ant l'abscisse X du point M, sans changement de l'ordonn~e Y, suc- 

cessivement par les valeurs 

(1) t X,  = X-I-  4 k l  
( X'~,= 21- -  X + 4k'l ,  

et formant les quantit~s successives 

v, = v(x,  y; x , ,  V), w,, = v(x,  y; x~,,  Y) 

-boo +oo 
o = a ( x , r ; x ,  

--oo - - o o  

Avec cette expression de G, la solution de (E) qui prend, sur les trois c6t~s 

AtAs, At at ,  A SaS, .des valeurs donn~es (lesquelles, ici, seront suppos~es toutes 

non n~gatives) a, en un point a (x, y) situ~/t l'int~rieur du c6t~ a~a s, la valeur 

donn~e par 

2 N u ( a )  = u ( G a x  - -  ~ - ~ d l , ' )  
a l A 1 A 2 a  2 

= f§  o)o(x, y; x, o)dx (3) 
.~ ol- 

Leg abscisses x, X ~tant arbitraires dans l'intervalle ouvert ( - - l ,  -4-l), X - - x  

est de signe variable; mats t o u s l e s  autres X , -  x ont le signe de k; t o u s l e s  

A~, �9 - - x ,  le signe de k'. Comme les valeurs (1) se suivent dans l'ordre 

(4) - -  x Z , < x , < x ~ <  � 9  

et la s~rie 

(2) 
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les valeurs positives de k, k' d'une part ainsi que, d'autre part, les valeurs 

n6gatives des memes quantit6s donnent respectivement deux sgries altern6es 

qui, chacune de son c6t6, satisferont /~ la double condition classique de con- 

vergence. 

Nous consid6rerons comme donn6s: 

un premier point a(x, y )que  nous supposerons non seulement int6rieur /! la 

demi-bande D, mais suffisamment distant de son contour, soit 

(5) l - - I x J  > 8, y > ~'; 

un second point a" (x', y'),  auquei nous imposerons, outre des conditions analo- 

gues /l celles auxquelles nous venons d'assujettir le premier, la condition sup- 

pl~mentaire (laquelle n'avait pas son analogue dans la th~orie des fonctions 

harmoniques) que l'ordonn~e y '  soit inf~rieure /t y 

Dans ces conditions et avec des choix convenables de y, 8, nous allons 

obtenir une limite inf~rieure positive pour les coefficients de la formule (3) et 

une limite sup6rieure pour ies coefficients analogues avec remplacement de x, y 

par x', y ' ,  de manit~re /~ comparer ces derniers aux premiers. 

Nous effectuerons cette comparaison en r6duisant G /~ son terme prin- 

cipal Vo-----v et nous plaqant, d'autre part, dans des conditions telles que cette 

substitution ne change pas le r6sultat. 

I. INTEGRALES SUIVANT LE SEGMENT DE L'AXE DES x. 

Le segment consid6r6 ne sera pas AIA~ tout entier: nous en d~tacherons, 

aux extr6mit6s, deux petits segments AtA~, A~A2 de Iongueur ~t, que nous con- 

sid6rerons b. part. 

Puisque chacune des s6ries 

V - - W o - J r - v ~ - - w i ~  " "  v , - - w , - q -  . . . .  

v - w _ 1  . . . . .  

converge clans les conditions du th6or~me g6n6ral des s6ries altern6es, si le 

terme initial v qui leur est commun est sup~rieur b. la somme Wo + w_t des 

premiers termes soustractifs, la valeur positive de la diff6rence ne pourra qu'~tre 

accrue par l 'ensemble des termes suivants. Nous choisirons les abscisses x, X 

de manii~re h satisfaire aux conditions 

w o < 1/2 v, w ~ < 1/2 v, 

ce qui, d'apr/~s I'expression de v ( e t e n  accord avec le fair que les valeurs (1) 
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des X, X'  ont dtd choisies de mani~re h annuler G pour x = ___ l et pour 

X = - t - l )  se rdduit /l 

] x - - ~ l  I ]X- -~ l]  ~ y l o g 2  ( ~ = •  1) 

el aura lieu si les facteurs du premier membre -c 'es t  h dire les distances de 

chacun des points a, a '  au contour-  satisfont /t la condition 

~t > k > log 2, 
Y 

ce qui d'une part fournit la limitation attendue de la distance du point a aux 

deux c6tds verticaux et, de l'autre, nous a obligds h ddtacher du segment AIA2, 
pour les traiter sdpardment, les deux petits segments At A~, A~A2 de longueur ~i. 

Nous prendrons 8~ = 8/2. 
Lorsque le point (X, 0) sera pris sur la partie restante A]A~, on aura pour 

G rdvaluation par ddfaut 

G(x, y;  X, 0) > v - -  Wo - -  w_t > v(1 - -  2e-*). 

Si doric on a l'indgalitd 

(6) 2[~  > t/2k = 0~ 

G sera avec v dans un rapport bornd infdrieurement. D'autre part, ce m~me 

rapport est bornd supdrieurement, comme il rdsulte aisdment du mode de con- 

vergence des sdries (2). Ainsi, h des facteurs pros que nous pouvons assigner 

connaissant le domaine rectangulaire D et le point a, l'dvaluation de G, lorsque 

le point (X, 0) est pris sur le segment A~A~, est ramende h celle de v. Mats 

cette derni~re quantitd reste bornde quel que soit X dans l'intervalle (--l-l-8, l--~), 

l 'exposant de e dtant ndgatif et bornd en valeur absolue. 

II. INTt~GRALES SUIVANT X -~ -4- I. 

d e  OX' 
d'existence (ies portions d'intdgrales relatives /~ y '  < Y < y ayant 

d'assurer afor t ior i  les indgalitds que nous nous proposons d'dtablir). 

La quantitd 

Ov 1 X - - x  (x  X) g 
t g X -  2 (y y)3/2 exp - -  4 ( y -  Y),  

Ces intdgrales font intervenir non plus les valeurs de G, G', mats celles 

cnG ~G '  
0 X '  qu'il s'agit de comparer entre elles dans leur segment commun 

pour effet 
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fair intervenir la variable 

par la fonction 

_ I x -  xl 
21/y--  Y 

~0(~) ___= ~e -~'. 

Cette derni6re, lorsque z va de z6ro h co, part de z6ro et revient h z6ro. 

Sa d6riv6e iogarithmique 6rant 

1 
( 0  - 2 ~, 

1 
son maximum correspond /l z = ~ .  Cette valeur 6tant sup6rieure au second 

membre 0 o de (6), on volt que, pour "~ ~ 0 i > ~ ,  la fonction ~(~) sera tou]ours 

d6croissante, sa ddriv~e logarithmique 6tant en valeur absolue sup&ieure ~ un 

nombre fixe ~i = ~(Oi). 

Les d6riv~es cgvk/c3X ont des expressions semblables; mais (puisque 

dX 'k , /dX  = -  1) on a 

0 wr/O X = - -  c9 v~./O x. 

Formons, par exemple, la d6riv6e normale OG/c3X pour X = + l, ce qui 

correspond /l k ' =  k. Les deux termes Ov/c3X, cgwo/cgX, et, d'une mani6re 
g6n6rale 

- -  0 v,lO X,  0 w, lc3 X 

au lieu de se d6truire, "se doubleront. 

La valeur commune de 

temps que k, consid6rons 

segment A2a2, soit 

0 ~ Vk t9 Wk 
OX et de ~ 6tant positive (n6gative) en m~me 

par exemple les valeurs de X~ correspondant au 

x~ = x~ = i(1 + 4 k) 

et examinons le rapport de v /t w_, ou, plus g6n6ralement, de v, /~ wk_~ (le 

point d'abscisse X~_, 6tant l'image de X, par rapport h la droite X - - - - - - / ) :  la 

difference X -  x est au moins 6gale /l ~. Si donc 

(7) 2 r > o, 

u n e  telle valeur de "~ tombera darts l'intervalle de d6croissance de la fonction V. 
22 - R e n d .  Circ .  t d a f e m .  P a l e r m o ,  - -  $erie 11-Tomo I11 - Anno 1954. 
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D'autre part cette diff6rence X - - x  est au plus 6gale :~ 2 l - - 8  pendant que, en 

valeur absolue, la diff6rence analogue X ' I -  x est au moins ggale /~ 2 l  d -8 .  

I I e n  rgsulte que le rapport des valeurs correspondantes de q~, ~gal au rapport 

3 w- 13_v_ 
~ X / c ) X '  est moindre que e -~ avec 

8 

O w_l c~ v 
Ainsi le terme soustractif ~ ne diminuera le terme principal ~ .  que 

dans un rapport au plus 6gal ~t e -~ Quant aux autres diii6rences analogues 

vk ~ v k 
tgX OX ' il nous suffit de noter qu'elles sont positives. Nous avons donc 

c3G lOv  
bien une 6valuation par d6faut du rapport ~ - ~ / ~ ' "  

c~v 
II y a lieu ici de tenir compte du rapport entre ~-~ et la quantit6 analogue 

c3 v" 
c3X- off v' ~ v(x' ,  y '  ; l, Y) avec Y variable de 0 / l  y' .  C'est ce qu'il est ais6 de 

faire en donnant /l X -  x, dans v, sa valeur minima 8 et 6crivant, d'autre part, 

Ov 1 
0 X = - -  2 ( X  - -  x ) '  "c3 e-'~2 

o~ le premier facteur est connu pour une figure donn~e, pendant que ie second, 

seul variable avec Y, sera fonction d6croissante de "~ du moment que "c sera 

sup6rieur ~ ] / 3 ,  condition qui remplacerait ceiles que nous avons jusqu'ici 

impos~es /l x. 

III. INTI~GRALES SUIVANT LES SEGMENTS EXTRI~MES A,A~, A2A2. 

Ici, nous ne pouvons plus chercher un minimum de G, cette quantitg 6tant 

nulle pour X :  ___ l; mais, par contre, cette circonstance nous permet d'gvaleur 

G pour X pris dans l'un des deux intervalles en question -l 'intervalle A~A3, 
par exemple-  par l'int6grale 

XoG X G =/ I I~ -XO . 

La comparaison de cette quantit6 avec la quantit6 analogue G' sera donc 
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OO c3G" 
ramende h la comparaison des valeurs de 0 X '  0 X  pour un m~me X. La que- 

stion est donc tout analogue /t celle qui raft l'objet d u n  o pr6cddent. Il y a seu- 

lement la diffdrence qu'au lieu de I X -  x l > 8 nous connaissons seulement 
8 

i'indgalitd IX - -  x[ ~ -~ .  Nous sommes donc obligds de remplacer la condition 

(6) par 

8 
(69 2 > 20o, 

indgalitd qui comprend les prdcddentes. 

Nous avons, dans ce qui prdc~de, obtenu une limite infdrieure pour chacune 

des quantitds G:v- lorsque  a restant fixe, le point M(X, Y) ddcrit le segment 

A~A'~ de l'axe des x - - -  0 G  0v ' OX:OX lorsque M ddcrit l'un des segments Alal, 
t 

A2a2, AxAt, A2A ~ si le second point a" est assujetti /i avoir une abscisse com- 

prise entre - - l  + 8 et l -  8 et une ordonnde comprise entre une limite positive 

quelconque 8' et l 'ordonnde y de a;  nous sommes en dtat de limiter supdrieu- 
V t 

rement le rapport -~-, cette borne supdrieure ne ddpendant que de l, y, 8, 8'. 

Nous allons maintenant limiter aussi supdrieurement, en fonction des quan- 

titds prdcddentes, les rapports G':v" OG':v,. Cette limitation est beaucoup 
' 0 X  

plus facile que la prdcddente. Dans l 'expression de G', chaque terme autre que 

v' diff~re de ce dernier en ce que ~ = l X - - x l  (ou 1 2 l - - X  - x l )  es t  majord 

de 4kl (ou de 4k' l ) .  De ce faR, en remplaqant le carrd (~ + 4k l )  2 par la quantitd 

plus petite ~2 + 16k 2l 2, on voit que G" s'obtient en multipliant v' par une quan- 

titd plus petite que la sdrie 
4k2l 2 

(8) I + 2 E e 

0 0 "  
regarde la ddrivde 

0 X '  
En ce qui il y a /l tenir compte du facteur 

0 v, 
% = - c +  )/Y--2kl Y qui figure dans l 'expression de ~ - .  Mais nous avons choisi 

y et 8 de mani~re /l rendre la fonction ~0(.c) Constamment ddcroissante et de 
1 c~v~ 

ddrivde logarithmique supdrieure en valeur absolue ~ 4,. D~s Iors v-70--X sera, 

pour tout k, au plus dgal en valeur absolue ~ e -k~ 
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t~ l~ k" De m~me, ~ - ~  sera inf6rieur en valeur absolue au produit de Wo ou de w_~ par 

e -*~ et comme, d'autre part, i X~- -  x le t  I X ' x - -  x l sont plus grands que I X - -  xl, 
I 

nous aurons pour v' 0 X  la m~me limitation que tout fi l'heure. 

Nous sommes d~s lots en mesure de limiter le rapport u(a'):u(a) et cela 

en fonction des seules quantitSs l, y, 8, ~', de sorte que st, en a, une sSrie de 

solutions positives de (E) est convergente, cette m~me s6rie sera, en a', non 

seulement convergente, mats uniform6ment convergente dans toute r6gion int6- 

rieure fi notre demi-bande et off les quantites ~ ,  ~' seront born6es infdrieu- 

rement. 

Mais nous aurons aussi /~ limiter en a" les d6riv6es de u et /~ cet effet, /~ 

limiter les d6riv6es correspondantes de G" et (pour X-----+-/)  de O G~" Cette 
- -  c ~ X "  

limitation ne souffre pas de difficult6 quel que soit I'ordre de diff6rentiation; 

mais en fait il suffira de I'obtenir pour les d6rivges des deux premiers ordres 

par rapport ~ x', lesquelles mettent en jeu les dgrivges des trois premiers ordres 

de v~, ou de w~, par rapport /~ X ou /~ x'. 
Les d6rivges successives de vk par rapport /~ X ou /t x s'obtiennent en 

2kl  
multipliant v, par des polyn6mes en ~k = - c  q- y l / ~ _ ~  , d o n c  en k, de degr6s 

6gaux aux ordres de diffgrentiation; et de m~me pour les d6riv6es successives 

de w%. Formant ainsi les d6riv6es de v~ et de w~, par rapport ~ X ou/~ x', on 

voit qu'on aura, pour les grandes valeurs de k ou de k', 
[ 4*212\ c)2v; 02w; O(k2e-V_-r) 

5x 
a3v2 a3w  - o 

Ox ~ , ~x  ,~ 

Les seconds membres de ces relations 

4h212\ 
k 3 e - ~ - u  

6tant les termes g~n6raux de s6ries 

convergentes ne d6pendant que de l, y, 8, nous voyons bien que les s6ries 

k OX "~' k c~X '~ 

seront uniform6ment convergentes dans les m~mes conditions que (2), de sorte 

que : 
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1) leurs sommes repr6senteront bien les d~riv~es de G' ou de O__G'. c3x '  

2) ces quantit~s seront, avec v, darts des rapports uniform~ment born6s lorsque 

a '  variera arbitrairement sous les conditions indiqu~es. 

En particulier, u(x', y')admettra bien des d~riv6es 

ordres par rapport /l X '  et aussi une dgriv6e par rapport 

b y -  ,gx~/' donc  sera  solution de (E). 

des deux premiers 

y '  (attendu que 

Les conclusions que nous avons en rue sont donc compl~tement 6tablies 

si les deux points a, a '  sont int6rieurs ~ un m~me rectangle parallble aux 

axes, et cela de mani~re que leurs distances 8 aux cOt6s parall~les h l'axe des 

y e t  la hauteur y du rectangle v6rifient -c ~> V 3 ainsi que 

y ~ y '  ~ ~' > 0. 

Si maintenant la diff6rence d'ordonn6es y -  y '  est sup6rieure ou ~gale h 

celle qui, par rapport h ~ -~- max ( l -  Ix ' l) ,  satisferait h (7), on introduira des 

points interm6diaires. Le premier d'entre eux a (x, y) sera pris h l'int6rieur du 

rectangle primitif (soit y ~> ~', I l - -  x I > 8) ce qui permettra de limiter le rap- 

port u (a)/u (a). 
Puis on pourra inclure un second point clans un rectangle limit~ aux mOmes 

abscisses que le premier et aux ordonn6es y, y - -  0~  2 lequel par consequent 

empi~tera sur le premier par une tranche d'6paisseur 8'. En un point a stric- 
2 2 tement int6rieur ~ ce second rectangle (et tel que y - -  y < 0,~ ), la valeur de 

u sera, avec u ( a ) e t ,  par cons6quent, avec u(a), dans un rapport que nous 

serons en mesure de iimiter. 

On pourra continuer ainsi rant que cela sera possible sans sortir de i'aire 

D, en diminuant 6ventuellement la largeur de ces rectangles successifs h partir 

d'un certain moment ou en augmentant la marge ~ interdite aux points inter- 

m6diaires h partir des c0t6s parall~les h l'axe des y, ce qui permettra d'augmenter 

ia hauteur. 

On pourra aussi passer d'un de ces rectangles h u n  autre qui lui soit adja- 

cent lat6ralement et empi~terait sur lui par une tranche d'6paisseur ~ (compt~e 

parall~lement ~ l'axe des x). En combinant convenablement cette operation 

a v e c l a  pr~c~dente, on pourra passer du premier point donn~ a au second 
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a" s'il existe h l'int~rieur de D un chemin allant du premier point au second 

par ordonn6es constamment d6croissantes (~). 

Ainsi, a(x, y) et a'(x', y') avec y '  < y 6tant deux points strictement int6- 

rieurs h D et cela sous l 'hypoth~se g6om6trique qui vient d'etre formul6e, on 

pourra limiter sup6rieurement le rapport u(a')/u(a) entre les valeurs de la 

fonction u suppos6e positive dans tout D, ainsi que les rapports analogues 

obtenus en remplaqant u(a') par ses d~riv~es. 

Paris, mai 1954 

(~) Un tel chemin existera si l'aire D est limit6e par deux lignes ~t ordonn6es monotones: 
condition toujours suppos6e remplie clans les probl6mes relatifs ~t 1'6quation de ia chaleur. 


