PRODOTTI SGHEMBI DI INSIEMI
E STRUTTURE DI GRUPPO COLLEGATE

CESARINA MARCHIONNA TIBILETTI

1. Siano dati due insiemi G e T e si indichino con (lettere latine)
a, b, .. e con (lettere greche) «, §,... i rispettivi elementi.

Consideriamo !'insieme delle coppie (@, @) e supponiamo che per
tale insieme sia definito un prodotto

(1) (a, a)(b, B): (f(a: %; b, ﬁ)’ 9la, =; b, B))

ove f(a, a; b, B)€G, of{a, 2; b, B)ET e le funzioni f e ¢ (di a, a, b, §)
hanno uho ed un solo valore nei rispettivi campi G e T, per una qual-
siasl quaterna di elementi a, @, b, §1).

Un tale insieme di coppie (¢, @) con ’assegnata legge del prodotto
(1) lo diciamo, secondo la nomenclatura di REDEI « prodotio sghembo »
GoT dei dati insiemi G e T'; ed appunto ai problemi di Repe1?) si
ispira la presente nota pur discostandosene ampiamente.

Qui diamo prima una immediata condizione necessaria e sufficiente
perché G oI sia un gruppo Agr.

Mostriamo poi che l'essere G oT un gruppo, senza o con l'aggiunta
di eventunali ulteriori condizioni, porta all’esistenza di certi sottogruppi
particolari in G oT'; introduce delle strutture di gruppo in G, in T’ od
in loro softinsiemi; ed importa per G oI wuna scomposizione in prodotti
di gruppi permutabili ed in amplivinenti di Schreier,

1) Naturalmente si suppone che due coppie (¢, «) e (b, §) siano uguali solo
sea—=bed o= B.
2) Cfr. [4] anche per la nomenclatura.
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Quest’ultima proprieta risulta essere estensione di risultati gia
conseguiti altrove ®) per certi prodotti sghembi che si presentano come
casi particolari dei prodotti sghembi trattati nel presente lavoro.

2. Enunciamo anzitutto il seguente banale teorema.

TrorEMA 1. Condizione mnecessaria e sufficiente perché Uanzidetto
prodotto sghembo G oT degli insiemi G e T, sia, in relazione al pro-
dotto definito da (1) un gruppo, Aur, ¢ che, qualunque siano a, b€ G ed
@ PET:

1) esistano due elementi e ed ¢ in G e T, rispettivamente, per cui:
(21) Ha, 25 6, 8)=a; (22  ¢l@, a; e e)=aj;

(31) fle, &; ¢, @) = a; (32) gle, €; a. a) = a;

2) valgano le relazioni:
(41) f(\f(a) o; b, p“ CP(a, o b, ﬁ): c, Y)Zf(ay @, f(b7 B? c, Y)! Cp(b, 3; ¢, Y)>

(412)  9(fla, a3 b, B), g, a5 b, B; ¢, ¥) = (0, &5 F(b, Bs e, v), (b, Bs €, 1))

3) abbiano rispettivamente una soluzione i due sistemi:

fa, a; z, H=e ) flx, E; a, a)=¢

¥a, a; z, E)=-¢ Y v E; 0, 0)=¢

(81)

ove le incognite sono gli elementi x ¢ & (con 2€ @G, EE€T).
Consideriamo l’insieme G oI ed in esso il prodotto dato dalla

legge (1).

Si verifica subito che, per le (2,), (2,), (3;), (3,), la coppia (e, ¢)
¢ unita destra e sinistra in GoT.

Per le (4,) e (4,) si ha

[(a, @)(b, B)](c, v)=(a, &)[ (D, B)(c, Y)I,

il che significa che il prodotto definito da (1) gode (mella presente
ipotesi) della proprietd associativa.

3) Cfr. [2], [3].
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Infine, avendo una soluzione i sistemi (5,) e (5,) per ogni elemento
di G oT esiste un’inversa (destra e sinistra).

Pertanto quando sono soddisfatte le condizioni 1), 2), 3) Plinsieme
G oT, in relazione al prodotto definito da (1) & un gruppo Agr (e con-
seguentemente i sistemi (5;), (5,) ammetteranno una sola soluzione,
uguale per entrambi).

Viceversa, se G oI & (in relazione ad (1)) un gruppo valgono ovvia-
mente le 1), 2), e 3).

Notiamo che le condizioni 1), 2), 3) sono sovrabbondanti affinche
G oI sia un gruppo *).

Abbiamo perd enunciato nel teorema 1 tutte le proprieta ivi indicate
poiché cid sara utile in seguito.

Nel presente lavore si considereranno soprattutto i particolari
gruppi Agr—==G oT per cui valgono anche (oltre a quelle enunciate
nel teorema 1) le condizioni:

(8. fla, €; e, ) =a; (82) ola, e; ¢, @) =

che equivalgono ad

(a, e)(e, @)= (@, a).

Indicheremo questi ultimi gruppi Agr con Agp.
Sono analoghi a questi gruppi Agr i particolari gruppi Agr=GoT
per cui valgono le condizioni

(8:) fle, a; a, ¢ =a; 8) e, @50, ) =a

che equivalgono ad

(e, a)(a, &)= (a, ).

Indicheremo questi ultimi gruppi particolari Agr con Agp.
Naturalmente & possibile immaginare altre particolarizzazioni di
dgr. Per esempio appartengono a tali particolarizzazioni i prodotti

sghembi di ReEper trattati in [4] e [3].

3. In questo paragrafo diamo quattro teoremi, fra loro simili, i
quali mostrano come dalle condizioni imposte nel teorema 1 consegua
I'esistenza di particolari sottogruppi in Agr ed una struttura di gruppo
in certi sottinsiemi di G e T.

+) Cfr. per es. [8], cap. I, n. 4, pag. 16.
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TrorEMA 2. Si considerino tutti gli elementi a, (indicati con let-
tere latine qualsiansi dotate dellindice 1) di G per cuwi si abbia

(99 plar, &5 0, B)=B

qualunque siano gli elementi b€ G e B €T. L'insieme di tutie le coppie
(a,, &) del gruppo Agr==G oT ¢ un sottogruppo Ag,.

Fra gli (e,, ¢) vi & Punitd (e, ¢) e cid in virtd della (3,).

Ponendo in (4,) e =4a,, a=¢, b=1",, = ¢ si ha tenendo conto di (9,)

Cp(f(au €; by, ), €5 ¢ Y)::P(aﬂ’ e; f(b, &5 ¢, %), o(bs, €5 c, Y))=
=9, g5 0 7)=7
cioé
fla,, e by, &) =d,

Allora, per l'ultima relazione e per la (9,), si ha:
(@, €)(bs, & = (flar, &; by, &), Plar, &; by, €)) =(ds, 2).
I’inversa (per esempio a destra) di (e;,, &) & la coppia (#, §) per cui

(101) f(an E; X, 5)_—_: e
Plas, e; x, §)=c¢
Ora o(a,, ¢; @, £)==£ per (9,), e quindi

(11,) E—e

Dalla (4,) ponendo a=—a,, a—¢, b=2, B=¢, si ha, tenendo conto
delle (9,), (10,) ed (11,):
w6, €5 ¢, v)= cp(al; e; flx, &5 ¢ 1) P&, &5 ¢ Y))-——'—CP/QC, €56 Y)

cioé, per (3,),

olz, g5 ¢, 1) =Y.
Quindi =", ed

ay, et = (R, &)

Pertanto linsieme degli elementi (a,, ¢) ¢ un sottogruppo di Agp che
chiamiamo Ag, .

%) Tale relazione equivale alla (a,, ¢)(b, ) = (f(ay, ; b, B), §)
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TroreMA 3. Si considerino tutti gli elementi b, (indicati con let-
tere latine qualsionsi dotate dell’indice 2) di G per cui

<l21} CP«“’: &5 b‘Zv 8} = (6}

qualungue siano a € G ed «€T. L'insieme dclle coppie (b,, &) del
gruppo Agr =G oI € un sottogruppo Ag, .

La dimostrazione di questo teorema & analoga a quella del feo-
rema 2 e pertanto qui non la riferiremo.

TrorEMA 4. Si considerino tutti gli elementi a, (indicati con let-
tere greche qualsiansi dotate dell’indice 1) di T per cui

(92) fle, a1; b, ﬁ): b (7)

gualunque siano b€ G e BET. Linsieme delle coppie (e, @) del gruppo
Agr=GoT ¢ un sottogruppo Ay, .

La dimostrazione di questo teorema, molto simile a quella del
teorema 2 (con opportuni scambi di lettere greche con lettere latine)
¢ la seguente, che riportiamo per chiarezza (in quanto orientativa per
altre dimostrazioni che ometteremo nel seguito).

L'unitd (¢, ¢) appartiene all’insieme delle (e, a,), e cid in virta
della (8,).

Nella (4,) poniame e¢=e, a—=ua,, b=¢, f =, e teniamo conto
della (8,): si ha

fle, #le. av; e, )i ¢, Y) = fle, aus fle, Ba, ¢ YD 9le, Bas €, V)=
Zf(e,v {31; c, Y):—'G
e ciog, per (9,),
wle, ar; e, Bi) = &.

Pertanto

(6, “1)(3’ Bl) = (f(e’ %15 6 ﬁ1)7 CP(G, &5 €, pl)) - (8, 81)'
Sia (@, §) Yinverso di (e, @,); per tale elemento vale, per esempio:

f(e1 @ x, E)=e

10,
( ) CP(G, %5 T, E) =&

¢) In altro modo cio si serive (a, a)(by, &) = (f(a, «; by, =), a)-
7) In altro modo, ovviamente, cid si serive (e, x,)(b, ) = (b, (¢, 2g; b, B)).
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Ora f(e, a,; @, §)=« per la (9,) e quindi
(11z) L= c.

Dalla (4,) ponendo ¢=—e¢, a==a,, b=—e¢, =& si ha, tenendo conto
delle (9,), (10,), (11,):

fle, e ¢ v)="Fle, &5 ¢ 7)

cioé, per (3,):

fle, & ¢ 1) =c.

Quindi §= y, ed
(e, @)™ = (e, Xa)-

Pertanto l'insieme degli elementi (e, @) & un sottogruppo di Agp che
chiamiamo Arp, .

-~

Teorema 3. Si considerino tutti gli clementi @, (indicati con qual-
sianst lettere greche dotate dellindice 2) di T per cui

(12) fla, a5 ¢, B)=2a ()

qualunque signo ¢ € G ed o €. L'insieme delle coppie (e, B,) del gruppo
Agr =G oT ¢ un sottogruppo Ar, .

La dimostrazione di questo teorema é analoga a quella del prece-
dente teorema 4.

CororLARIO 6. Entro un gruppo Agr =G oT si ha

(@1, € (e, Bz) = (a., pz)
(6, 01)(ba, &) = (ba, &)

ove a,, 8,, @, b, sono elementi che soddisfano rispettivamente alle (9,),
(12,), (9,), (12y).

Cio deriva immediatamente dalla legge (1) e dalla definizione degli
elementi in questione.

I precedenti teoremi, basati sul fatto che il prodotto sghembo G oT
definito dalla legge (1) sia un gruppo Agr, tra I’altro, vengono ad intro-
durre delle strutiure di gruppo im certi sottimsiemi di G e T, generati
in relazione alle funzioni f e ¢.

§8) Cio si scrive anche: (a, @) (¢, By) = (@, ¢la, a; ¢, B,)).
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Precisamente, nell’ipotesi che GoT sia un gruppo Agp, conside-
riamo Pinsieme G, degli elementi a, di (@ indicati nel teorema 2 e defi-
niamo prodotto di duc elemenii a, ¢ b, di G, Velemento d, per cui

(a1, 3) (bl , &) = (dy, &).

Allora, in virtt dello stesso teorema 2 Pinsieme G, ¢ un gruppo
avente e per unita.

Analogamente, quando GoT & un gruppo, usando i teoremi 3, 4, 5
si introducono strutture di gruppo wnegli insiemi degli elementi a, di
G ed a,, u, di T; indichiamo rispettivamente tali insiemi (¢ gruppi) con
G,eT,, T,.

4. D’ora in poi considereremo i prodotti sghembi G oI che siano
dei gruppi Agp cioé (cfr. n. 2) dei Agp per cwi valgono anche le condi-
zioni (8,) ed (8,), poiché per tali prodotti sghembi (in cui rientrano molti
casi di prodotti sghembi gia trattati — ecfr. [4], [1], [51, [6], [2],
[8], [7] —) si presentano delle proprietd pit significative che non per
i generici Agr. o

Analoghe proprietd si presentano anche per i gruppi ANer (cfr. n. 2),
ma non riferiremo su queste poiché i risultati (e le relative dimostra-
zioni) sono dello stesso tipo di quelle che daremo per i Agr. .

Per un gruppo Agr indicheremo ancora con G,, G,, I',, T, gli
insiemi definiti dalle (9,), (12,), (9.), (12,), (cfr. Tultimo capoverso del
n. 3) e con Ag, Ag,, Arn, A 1 sottogruppi definiti rispettivamente
come i Ag,, Ag,, Arn,, 4r, di un generico Agr. Per gli elementi di G,,
G,, Iy, T, si userd la stessa nomenclatura introdotta sopra a proposito
dei teoremi 2, 3, 4, 5.

Lemma 7. Entro i gruppi Agr =GoT si ha

(@, €)(b,, B)=(c,, B)

ove a,, b, ¢, €G, e BET.
Infatti dalle (8,), (8,) e dal teorema 2 si deduce:

(@1, &) (b, B) = (a1, &)(bs, €)le, B)=(c1, €)(e, B) = (c1, B)

TroreEMA 8, Condizione necessaria e sufficiente perche Vinsieme degli
elementi del tipo (a,, o) (con a,€G,, «€T) di un gruppo Agr=GoT
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sia un gruppo Agp = G, ol (sottogruppo di Agr) € che:
Ag) sia
(13,) fle, 85 @, 0) € G,
per qualsionsi a, €T e a,€G,; ed, essendo (e, o)~ = (x, &), sia
(14,) ole, &; €, a)=¢
per ogni a €T

La condizione Ag,) é sufficiente.
L’unitd (e, ¢) appartiene all’insieme degli (a,, «).
Per le (8,), (8,), 1a Ag,) ed il lemma 7, si ha

(@, @)(be, B) = (as, €)(e, @)(bs, B) =(ar, &)(cx, V) = (dy, 7).
Calcoliamo l'inversa di (a,, «); si ha
(@, @)™ = (e, @) Ha., & " = (¢, )" (b, €)
e cio per le (8,), (8;) ed il teorema 2.
Ora calcoliamg (e, a)—*; sia
(e, @)t = (w, §).

Allora si ha

(w) E)(G, a)':(e: 5)

cioé
(@, €)(e, E)(()/: a)y= (e, ¢)

da cui, per 4g,),

(z, e)(hy, &)= (e, ¢€)
cioé

(#, )= (hy, ey "' = (K, ¢)
per il teorema 2, e quindi
r=%kK,.

Cosi risulta

(e, oy = (k,, &)
ed
(@, o) = (k;, E)(b,, ).

Di qui, applicando le (8,), (8,), la (13,) ed il teorema 2 si ha

(@1, &)= (k, &)(e, )1, &) = (k1, €)(er, ¥)= (K1, €)(cs, e)(e, V)=
:(dly E)(e7 ‘Y): (d17 Y)'
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Pertanto linsieme delle coppie (a,, 2) é un sottogruppo di Agr che
chiamiamo Agpr.

La condizione Ag,) é necessaria.

L’insieme delle coppie (e,, «) sia un gruppo Agrp. Si ha allora

(e. B)(a,, a)=1(c,, )

donde la (13,), per ogni ¢, € G, ed «, PET.
Sia
{z,, ‘S): (e, o)
cioé

(1’1; E)(G, a)=(e, 5)
ciog, per (8,) e (8,),

(@, €)(e, &)(e, @)= (e, ¢)
cioé, per l'ipotesi attuale,

(@, &)(b,, B)=(e, ¢).
Ora, per il teorema 2, é

(#,, )7 =Y., ¢)
quindi (per quanto scritto sopra):

(e, E)(e, a)y=1(b,, B)=1(y:, ¢)
e pertanto
ofe, &; €, a)=¢.
Ovviamente, nelle ipotesi poste, il gruppo Agr €, a sua vollte, un

prodotto sghembo degli insiemi G, e I rispetto alla stessa legge (1).

Teorema 9. Il sottogruppo Ag, degli elementi del tipo (a,, €) ap-
partenenti al gruppo Agr ¢ normale in Agp stesso se e solo se vale
la seguente proprieta:

Bg) g(e, &5 a,, a)=¢
qualunque siano a, € G, a €T ed essendo (e, ay ' = (2,, &).

Se vale la Bg,) il sottogruppo Ag, é normale in Agyp. Per verificare
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¢io, poiche (b,, a)=(b,, e)(e, «), basta provare (cfr. teorema 2) che
(e, &) (a,, e)e, @)

¢ ancora un elemento di Ag, .
Sia (e, @)~ = (»,, &); allora si ha per Bg,):

(67 a)_] (01, E) (6, “) - (xl ’ &) (al > E) (6, “) - (xl > E) (8, E) ((11, a) ==

= (@1, )(c1, &) = (du, €).
Viceversa Ag, sia normale in Agr, ciod sia

(e, ay*(a,, €)(e, a)=1(d,, &)
cioe
(2, ENa,, e)(e, a)=(d,, e).
Allora
(@, e)e, E)(a,, a)=(d,, )
(e E)((hy B)= (2, &) (d,, &)= (c,, ¢)

per il teorema 2 e quindi

ole, &; a,, B)=c=.

Cororrarro 10. Quando il sottogruppe Ag, ¢ normale nel gruppo
Agyr Vinsieme degli elementi di G del tipo f(e, a; b,, &), per a qualsiasi
ma fisso, ceincide con G, pin precisamente per ogni a €T la corrispon-
denza b, —f(e, a; b, , &) ¢ una sostituzione S\ entro G, .

I laterali di Ag, in Agr si possono scrivere

(67 a)AG] - L&Gl(ey 0().

Di qui segue
(6, <x)(b17 8) = (Cl) E)(er <Z) =(Cl) 1)

cioé

fle, a; by, e)=c¢,
ove, al variare di b,, descrivendo interamente uno dei suddetti laterali,
si hanno tutti gli elementi ¢, di G,. In altre parole cio significa che se
fle, @5 b, e)=7F(e, @; d,, ¢) si ha b, =d,.

Quindi per ogni « la corrispondenza b, — f(e, «; b,, ¢) € una sosti-
tuzione 8 entro @, .
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Da quanto detto sopra segue anche che per b, — f(e, a; b,, ¢)=r¢,
si ha

(e, @)(by, e)e, a) 7 =(c,, ¢)

il che illustra il significato della S{*.

Lemma 11. Entro il gruppo Agr =G oT si ha

(@y, e)(b,y, B)=(c;, 6).

lrd

La dimostrazione & analoga a quella del lemma 7 e segue dalle (8,),
(8,) e dal teorema 3.

TeorEMaA 12. Condizione mnecessaria e sufficiente perche UVinsieme
degli elementi del tipo (e,, a) (con a,€G,, a€T) di un gruppo
Agr=G, 0T sia un gruppo Agr = G,oT (sottogruppo di Agr) é che:

Ag,) st
(15,) fle, a5 by, B) € G,
per qualsiansi «, BET e b,€G,, ed essendo (e, a)t=— (», &), sia

(16,) ole, &; €, a)=z¢")

per ogni o €T.

La dimostrazione & simile a quella del teorema 8, perd per chiarezza
la riportiamo.

La condizione Ag, ) & sufficiente.

Per le (8,), (8,), la Ag,) ed il lemma 11 si ha

(e a)(b27 ﬁ) = (@, E)(ey a)(bs, ﬁ) = (a,, &) (¢, Y) - (dz, Y)
Ora
(@2, &)t = (e, &y " (az, &)~ = (e, a)"*(bs, ¢€)
in virtu del Teorema 3.
Sia
(e, a)=t = (, &)
Di qui si ha
(2, €)(e, E)(e, a)= (¢, &)

9) Notiamo che la (14;) e la (16,) coincidono; quindi le ipotesi Ag,) ed Ag,)
hanno una parte in comune.
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e per Ag,)
(2, &)(h,, €)= (¢, &)
(@, &)= (R, ey =(k,, &),
per il teorema 3, ed infine
c=Fk,.
Quindi l'insieme degli (a,, «) € un gruppo.

N

La condizione Ag,) & necessaria.

L’insieme degli (a,, «) sia un gruppo Agr.

Si ha

(e, 2)(b,, B)=(c2, )

da cui segue la (15,).

Sia

(,, &)= (e, &)
cioé
(@, e)(e, &)(6, @) == (e, ¢).

Di qui, poiché per il teorema 3 si ha

(#, )= (Y, ¢),
segue
(e, &)(e, &) =(¥,, ¢)
¢ quindi la (16,).
Anche il gruppo Agr & prodotto sghembo dei due insiemi G, e T
rispetto alla legge (1).

TrorEMA 13. Il sottogruppo Ag, degli elementi del tipo (a,, ), ap
partenenti al gruppo Agr, é normale in Agr stesso.

Si ha

(,2, @)”1(027 E)(bh @):(6, B)_l(bZJ 5)—1(0’27 3) (b27 E)(e, @)=
:(6, ﬁ)_1(027 E)(e: ﬁ)

per (8,), (8,) ed il teorema 3.

Ora, ponendo

(e, By =(a,, &),
si ha
(67 p)_l(CZ’ 8)(6, B):(xz, E) (02) 5)(6? B): (h2: E)(e; B):
=(h2, e)(e’ E)(e: B)—_—(hz, E)(kz) E)=(l27 E)

e cid in virty, tra Valtro, del teorema 3 e della (16,). Quindi Ag, & nor-
male in Ag,p.
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CoroLLARIO 14. In relozione al gruppo Agp, Uinsieme degli ele-
menti del tipo f(e, a; b,, €) di G per a qualsiasi ma fisso coincide con
G,, piu precisamenté per ogni « €T la corrispondenza b, — f(e, a; b,, ¢)
¢ una sostituzione S entro aq,.

hY

La dimostrazione di tale corollario ¢ analoga a quella del corol-
lario 10.

I seguenti lemmi e teoremi 15, 16, 17, 18 19, 20, 21, 22 sono ana-
loghi rispettivamente ai precedenti 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14. Poiche
le relative dimostrazioni possono condursi in modo rispettivamente si-
mile (con opportuni scambi fra lettere latine e greche), di essi ripor-
tiamo ormai solo gli enunciati.

Lemya 15, Entro i gruppi Agr—=GoT si ha

(b, @1)(6’; @) = (b, 11)-

TroreMA 16. Condizione necessaria e sufficiente perché Uinsieme de-
gli elementi del tipo (a, @) (con a € G, a, €T,) di un gruppo Agr=GoT,
(sottogruppo di Agr,) € che:

Ar,) sig
(13,) gla, a.; b, e) €T
per qualsiansi a, YEG ¢ 2, €T, , ed essendo (a, ey = (x, &) sia
(14,) f(a, e; @, e)==¢
per ogni a € G.

TrorEMA 17. Il sottogruppo Ay, degli elementi del tipo (e, a,) ap-

purtenenti al gruppo Agp, € normale in Agr, stesso se e solo se:

Br) fla; o5 @, ¢} =e,

essendo

(a, &)= (w, &),

qualunque siano ¢ € G, a, €T, .

CoroLLARIO 18. Quando il sottogruppo Arp, ¢ mnormale in Agp
Pinsieme degli elementi del tipo g(e, a,;b, ¢) di T, per b quulsiasi, ma
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fisso, coincide con T,, pin precisgmente per ogni b€ G In corrispon-
; N b
denze o, — ¢{e, a,; b, €} € una sostituzionc S entro I,.

Levma 19. Entro il gruppo Agr=G oI si ha
(b, Ba)(e, @)= (b, 1)

TeoreEMmaA 20. Condizione necessaric e sufficiente perché Vinsieme de-
gli elementi del tipo (a, a,) (con e€G ed a,€T,) di un gruppo
Agr = GoT sie« un gruppo Agr, = GoT (sottogruppo di Agr) € che:

Ar,) sia
(15,) o(b, B;; a, ) €T,
per qualsiansi a. b€ G, 3, €T, ed, essendo (a, ¢y~ = (=, &), sia
(16,) f{a, ¢; @, e)=e?°)

TrorEMA 21. Il sottogruppo Ar, degli elementi del tipo (e, @) ap-
partenenti al gruppo Agr,, ¢ normale in Agp, stesso.

CoroLrario 22, In relagione al gruppo Agp,, Pinsieme degli ele-
menti del tipo g(e, «,; b, ), per b qualsiasi ma fisso descrive tutto T,
¢ precisamiente per ogni b € G la corrispondenza a, — 9(e, a,; b, &) ¢ una
sostituzione S entro T,.

5. Nel seguente paragrafo raccoglieremo alcune possibili scompo-
sizioni del prodotto sghembo Agp=¢G oT in cui rientrano, come casi
particolari, scomposizioni gia note (cfr. [1], [5], [2], [6], [3]).

A questo proposito valgono i seguenti teoremi.

TeorEMa 23, Il prodotto sghembo Agr=— G ol risulta:

1) prodotto dei due gruppi permutabili Agpr e Acp, quando vel-
gono le ipotesi Ag) ed Ap );

2) prodotto dei due gruppi permutabili Agr e Agr, quando val-
gono le ipotesi dg,) ed Ar,);

3) prodotto dei due gruppi permutabili A, e Agpr, quendo val
gono le ipotesi Ag,) ed Ar, );

10) Notiamo che la (14,) e la (16;) coincidono: quindi le ipotesi 4, ) ed Arp)
hanno una parte in comune.
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4) prodotto dei due gruppi permutabili Agr e Agr, quando val-
gono le ipotesi Ag,) ed Ar,);

Per dimostrare la proprietda 1) ricordiamo che per ogni elemento
{a, @) si ha
(a, @) =(a, ¢)(e, &)

ove (¢, &) €Agr, ed (e, a) € Agr.
Di qui segue immediatamente ') la proprieta 1).
In modo analogo si dimostrano le proprieta 2), 3), 4).

TeoreMA 24. Valgono le sequenti proprieta:

1) Vinsieme degli elementi (a,, o) ¢ un sottogruppo Agr, del
gruppo Aer, quando valgono le ipotesi Ag) ed Arp,);

2) Pinsieme degli elementi (a,, a,) ¢ un sottogruppo Agr, del
gruppo  Agp che risulta un ampliamento (che si scinde) di Ap, per G,
quando valgono le ipotesi Aq) ed Ap,);

3) Pinsieme degli elementi (a,, @) ¢ un sottogruppo Agr, del
gruppo Agr che risulte un ampliomento (che si scinde) di Ag, per Ty,
gquando valgono le ipotesi Ag) ed Ap);

4) Pinsieme degli elementi (a,, a,) ¢ un sottogruppo Agr, del
gruppo Agr che risulte il prodotto diretto di Ag, per Ag,, quando val-
gono le ipotesi Ag,) ed Ap,).

La proprieta 1) segue dal precedente teorema 23 in quanto I'insieme
degli elementi (a,, @,) — valendo le ipotesi Ag) ed Ar) — & quello degli
elementi comuni ai due gruppi Agr e Agr e quindi & un gruppo (che
indichiame con Agr,.

Analogamente si verifica che Vinsieme degli elementi («,, «,) € un
gruppo Agr,, Ora per il teorema 21 il gruppo Ar, & normale in Acp, e
quindi anche in Agr,. I laterali di Agn, rispetto a Ap, sono del tipo

(0/1 b S)Arz

e pertanto, tenendo conto delle considerazioni fatte alla fine del n. 3

segue che Agr, ¢ un ampliamento (che si scinde) di Ap, per G, .
Analogamente si verificano le proprietda 3) e 4) (per quest’ultima

conviene tener conto, in particolare, del fatto che Ag,MNAp,= (e, ¢)).

11) Cfr. ad es. {8], cap. IlI, n. 24, pag. 61.
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Si possono ovviamente dare altre proprieta del tipo di quelle indicate
dal teorema 24 introducendo anche le ipotesi Bg) e Br).

6. In questo paragrafo mostriamo che quando per un prodotto
sghembo Agr==G oI valgono aleune delle ipotesi Ag), 4g), 4Ar), Ar),
Bg), Br,), si introduce senz’altro una struttura di gruppo in uno od in
entrambi gli insiemi dati da G e T.

Per esempio vale il seguente teorema.

TrorEMA 25. Se per un gruppo, prodoito sgheinbo Agr—=GoT vale
Iipotesi Ar,), nell’insieme G si riscontra une strutture di gruppo in rela-
zione alle quale G, ¢ proprio un sottogruppo di G.

Per il teorema 21 il sotfogruppo Ar, é normale in Agp, . I laterali
di Ar, in Agr, sono dati da tutti gli

(@, s)AI‘:»

ove a descrive tutto G.
Ora

(17 (@, &AL )((®, e)Ar)) = (¢, ©)Ar, = ((a, ©)(b, ¢))Ar,.

Assumiamo, per esempio, come prodotto a - b Velemento ¢ che compare
nella (17).
Per le ipotesi poste é

(@ )b, ), &)= (a, &)((®, (e, &) =(d, &) = (d, e)(e, o)

Quindi
(@ -b)-c=d=a-+(b-c)

~

Pertanto il suddetto prodotto ¢ associativo.
Poicheé

(a, e)(e, &)= (@, ¢)

N

Punita rispetto al prodotto ora introdotto € proprio e.
Infine, in quanto i laterali (¢, ¢)Ar, formano un gruppo, per ogni

(@, €)Ar, vi & un laterale (#, ¢)Ap, per cui ((a, :-:)An,) ((:c, s)Ar2) = Ap, e
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quindi per ogni ¢« € ¢ vi ¢ un r € ¢ per cui
u-x=ce.

Cosi, nelle ipotesi poste, 1'insieme ¢ forma un gruppo in relazione al
b h
prodotto sopra definito.
Ora
(a,, ¢)(b,, e)=(c,, ¢)

e quindi la struttura di gruppo gia introdotta in ¢, (v. n. 3) & tale che
(7, risulta sottogruppo del gruppo G ora considerato (proprio in rela-
zione alla legge di prodotto ivi definita).

Si possono poi enunciare altri teoremi analoghi al teorema 23 sup-
ponendo verificate alcune altre fra le suddette ipotesi Adg), Ag), Ar),
Ar), Bg), Br), ma per ragioni di brevitd omettiamo i loro enunciati che
il lettore puo facilmente immaginare.

7. Notiamo infine, esplicitamente che i precedenti teoremi 23 ¢ 24
¢ le considerazioni del n. 6 esprimono sostanzialmente la possibilita di
scomporre il prodotto sghembo Agr= G oT in prodotti di gruppi di tipo
pitt semplice e noto: prodotti di gruppi permutabili, ampliamenti di
Schreier e prodotti divetti, ¢ cio quando valgono talune delle ipotesi
Ag), 4¢). Ar), Ar,), Bg), Br).

A titolo d’esempio enunciamo per disteso come si realizza una di
tali scomposizioni; il lettore puo facilmente ritrovarne altre che seguono
tacilmente dai citati teoremi 23 e 24.

TeoreMA 25, Quando per un gruppo prodotto sghembo Agpr—=GoT
valgono le ipotesi Ag,) ed Ap) esso risulte prodotto dei due gruppi
permutabili Agr e Agr, ove Agr ¢ un ampliamento di Schreier di Ag,
per Ty Agr, € un ampliamento di Schreier di Ay, per G ed i sottogruppi
Agr e Agr, hunno in comune il gruppo Agp, che é il prodotto dirctto
di AGg € AI‘Q'

Questo teorema segue immediatamente dai teoremi 23 (proprietia 4)
e 24 (proprieta 4), dalle considerazioni del n. 6, per cui G ¢ T’ risultano
avere struttura di gruppo, e dai teoremi 13 e 21.

OsskErvazIoNE, Ricordiamo infine che la scomposizione di certi pro-
dotti sghembi di Rédei data in [2] e [3] rientra proprio, come caso

[ 2xd

particolare in quella presentata dal teorema 25.

Pervenuty in Redazione 119 smarzo 1960,
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RIASSUNTO

Dati due insiemi G' e I' si considerann le coppie (¢, o) con ¢ €G ed « €T e per
queste una legge di prodotto di tipo affatto generico. L'insieme delle (@, &) risulta
allora un « prodotto sghembos G o I.

Si dimostra che I'essere G o T' un gruppo — con o senza l'aggiunta di ulteriori
condizioni — porta all'esistenza di certi sottogruppi particolari in G o I'; introduce
delle strutture di gruppo in & e in [ od in loro sottinsiemi; ed importa petr
G o' una scomposizione in prodotti di gruppi permutabili ed in ampliamenti di
Schreier.

RESUME

Etant donnés deux ensembles ¢/ et I', on considére l'ensemble des couples (a, «)
ol a€ G et o€ et a propos de celles-ci une loi de produit, tout & fait générique.
L’ensemble des (g, o) est alors un <« produit gauches GoTI'.

On démontre que, lorsque foI' est un groupe (en ajoutant éventuellement
quelques autres hypothéses) on a les propriétés suivantes: en G oI’ existent certains
sous-groupes; en G et en I ou dans (uelques luers sousensembles, on a des stru-
ctures de groupe; le produit G oI peut étre décomposé en produits de groupes per-
mutables et en extensions de Schreier.
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