
P R O D O T T I  SGt=tEMB1 DI  I N S I E M I  

E S T R U T T U R E  DI G R U P P O  C O L L E G A T E  

C E S A R I N A  M A R C H I O N N A  T I B I L E T T I  

1. Siano dati  due insiemi G e F e si indichino con (lettere latine) 

a, b, ... e con (lettere greche) a, ~, ... i r ispettivi  elementi. 

Consideriamo l 'insieme delle coppie (a, a) e supponiamo che per 

tale insieme sia definito un prodot to  

(1) (a, a)(b, ~ ) - - ( f (a :  ~; b, ~), T(a, ~; b, ~)) 

ore f(a, a; b, ~)EG,  ~(a, a; b, ~ ) E F  e le funzioni f e ~ (di a, a, b, ~) 
hanno uno ed un solo valore nei r ispet t ivi  campi G e F, per  una  qual- 
siasi qua te rna  di e]ementi a, a, b~ ~ 1). 

Un tale insieme di coppie (a, a) con ] 'assegnata  legge del prodot to  

(1) lo diciamo, secondo la nomencla tura  di R~D~I (< prodotto sghembo >> 
G o F  dei dat i  insiemi G e F ;  ed appunto  ai problemi di :R~I)EI 2) si 

ispira la presente nota  pu t  discostandosene ampiamente.  

Qui diamo pr ima  una immedia ta  condizione necessaria e sufficiente 

perch~ G o F sia un gruppo AGr. 

Mostriamo poi che l 'essere G o F un gruppo, senza o con l 'aggiunta  

di eventuali  ul teriori  condizioni, por ta  all 'esistenza di certi  sottogruppi  
particolari i~ G o F;  introduce delle s trut ture  di gruppo in G, in F od 
in loro sot t ins iemi;  ed impor ta  per G o F una scomposizione in prodott i  
di gruppi  permutabi l i  ed in ampli(~ttenti di Schreicr. 

~) Naturalmente si sul)pone che due coppie (a, ~) e (b, ~) siano uguali solo 
se a ~ b  ed ~ .  

2) Cfr. [4] anche per la nomenclatura. 
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Quest 'ul t ima proprieth r isul ta  essere estensione di r isul ta t i  gih 
conseguiti altrove 3) per certi prodott i  sghembi che si presentano come 
casi part icolar i  dei prodot t i  sghembi t r a t t a t i  nel presente lavoro. 

2. Enuneiamo anzi tut to  il seguente banale teorema. 

TEOREMA l. Condizione necessaria e sufficiente perch~ l'anzidetto 
prodotto sghembo G o F  degli insiemi G e F, sia, in relazione al pro- 
dotto definito da (1) un gruppo, h , r ,  d the, qualunque siano a, b E G ed 

1) esistano due elemeuti e ed ~ in G e F, rispettivamente, per eui: 

(21) l(a, ~; e, e ) - - a ;  (22) ~(a, :r e, e ) - - a ;  

(3~) f(e, ~; a, ~ ) -  a; (a2) ~(e. a; a. ~ ) -  a;  

2) valgano le relazioni: 

(41) f(f(a, ~; b, ~), ~(a, ~ ; b, ~); c, ~ ' ) - - f (a ,  a; f (b ,  ~; c, y), 

(41~) ~(f(a, ~; b, ~), ~(a, ~; b, ~); c, 7 ) = @ ' ,  ~; f(b, ~; c, % 

3) abbiano rispett ivamente una soluzione i due sistemi: 

(51) I f(a' ~; x' ~ ) = e  (-'2) I f(x'  ~; a' ~ ) - - e  
T(a, a; x, ~ ) - - e  ~(x, ~; a, a ) - - e  

ove le incognite sono gli elementi x e ~ (con xE  G, ~ E F). 

Consideriamo l 'insieme G o F  ed in esso il prodotto 
legge (1). 

Si verifica subito che, per le 
uni th  destra  e sinistra in G o F. 

Per  le (41) e (42) si ha 

dato dalla 

(21), (22), (31), (32), la coppia (e, ~) 

[(a, a)(b, ~)](c, , / ) - -  (a, a)[(b, ~)(c, ~)], 

il che significa che il prodotto definito da (1) gode (nella presente 
ipotesi) della proprietit associativa. 

3) Cfr. [21, [3]. 
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Infine,  avendo una  soluzione i sistemi (51) e (52) per  ogni elemento 
di G o F esiste un ' inversa  (destra  e sinistra).  

Pe r t an to  quando sono soddisfa t te  le condizioni 1), 2), 3) l ' insieme 
G o F, in relazione al prodot to  defini to da (1) ~ un gruppo Ac.r (e con- 
seguentemente i sistemi (51), (52) ammet te ranno  una  sola soluzione, 
uguale per entrambi) .  

Viceversa, se G o F ~ (in relazione ad (1)) un gruppo valgono ovvia- 
mente le 1), 2), e 3). 

Notiamo ehe le eondizioni 1), 2), 3) sono sovrabbondant i  affineh~, 
G o F sia un gruppo 4). 

Abbiamo per6 enunciato  nel teorema 1 tu t te  le propr ie th  ivi indicate 
poich8 ci6 sara ut i le  in seguito. 

Nel presente  lavoro si considereranno sopra t tu t to  i par t i co lar i  

g rupp i  5 ~ r = G o F  per  cui  valgono anche (oltre a quelle enunciate  
nel teorema 1) le cond iz ion i :  

(81) f(a,  ~; e, ~ ) - - a ;  (82) ~(a, e; e, a ) - - a  

che equivalgono ad 

(a, ~)(e, ~ ) =  (a, ~). 

Indicheremo questi  ul t imi gruppi  5Gr con AGr. 
Sono analoghi  a questi gruppi  A~r i par t icolar i  gruppi  A~ r ~ G o F 

per cui valgono le condizioni 

(81') f (e ,  :r a, e - - a ;  (82') ~(e, a ;  a, ~ ) - - a  

the equivalgono ad 

(e, a)(a, ~ ) - - ( a ,  a). 

Indicheremo questi  ul t imi grupp i  par t i co lar i  hGr con h '~ r .  
Na tu ra lmente  8 possibile immaginare  al t re  par t icolar izzazioni  di 

5r Per  esempio appar tengono a ta l i  par t icolar izzazioni  i prodot t i  
sghembi di RI~DEI t r a t t a t i  in [ 4 ] e  [3]. 

3. In  questo paragrafo  diamo qua t t ro  teoremi, f ra  loro simili, i 
quali most rano come dalle condizioni imposte nel teorema 1 consegua 
l 'esistenza di par t ico la r i  sot togruppi  in AGr ed una s t r u t t u r a  di gruppo 
in cert i  sot t insiemi di G e F. 

~) Cfr. per es. [8], cap. I, n. 4, pag. 16. 
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�9 TEORE~IA 2. ~i  considerino t u t t i  gli  e l emen t i  a 1 ( indicat i  con let- 
tere lat ine quals iansi  do ta te  deU'indice 1) di G per citi si abbia 

(91) ~o(al, s;  b, ~ ) - - ~  (5) 

qua lunque  siano gli  e l emen t i  b E G e ~ E F. L ' ins i eme  di  tu t t e  le coppie 
( a l ,  r del gruppo A c . r = G o F  d un so t togruppo  AG1. 

F r a  gli  ( a l ,  ~) vi ~ l 'uniti~ (e, ~) e ci5 in  v i r t ~  del la  (32). 
P o n e n d o  in  (42) a - -  a l ,  ~ = r b = b 1 , ~ - -  r si ha  t enendo  eonto  di  (91) 

~o(f(a~, e; b,,  e), e; c, T ) = ~ ( a , ,  ~; f (b , ,  e; c, y), ~(b~, e; c, y ) ) - -  

: ~ , ( b , ,  ~; c, y ) : ~ ,  

cio~ 

f (a l ,  ~ b~, s) = d~ 

Allora ,  per  l ' u l t ima  re laz ione  e per  la (91) , si h a :  

(al ,  e)(bl, s) = ( f (a l ,  e; bl, ~), ~o(al, s ;  bl, ~ ) ) - - ( d l ,  s). 

L ' i n v e r s a  (per  esempio a des t ra )  di ( a l ,  r ~ la  coppia  (x, ~ )  pe r  cui  

(101) I f (a l ,  ~; x, ~) : e 
( ~(al,  s; x, ~)--- e 

Ora  ~(a~, s; x, ~ ) = ~  per  (91), e qu indi  

(111) = s. 

D a l l a  (4~) ponendo  a =  a l ,  a = ~ ,  b = x, ~ = ~, si ha, t enendo  conto  
del le  (9~), (101) ed (11~): 

~(e, ~; c, T ) - - ~ ( a l ,  ~; f (x ,  s;  c, T), ~(x, a; c, 7 ) ) - -~0 'x ,  e;  c, y) 

cio~, pe r  (32), 

~(x, ~; c, y ) =  ~'. 

Qu ind i  x --- h 1 ed 

~a~, s) -~ = (h~, ~). 

P e r t a n t o  l ' ins ieme degli  e l ement i  (a~, ~) ~ un  so t t og ruppo  di  h~r  che 
ch i amiamo  A o , .  

5) Tale relazione equivale alla (a,, ~)(b, ~)_: (f(a , ,  e; b, ~), i~) 
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T ~ o r ~ g x  3. Si  considerino tu t t i  gli e lementi  b~ (indicati  con let- 

tere latine qualsiansi  dotate del l ' indi te  2) di G per cui  

qualunque siano a E G  ed a EF.  L' ins ieme dclle coppie (b~_, ~) del 

gruppo A ~ r - -  G o F ~ un sot togruppo A6~ . 
L a  d i m o s t r a z i o n e  di ques to  t e o r e m a  ~ a n a l o g a  a que l la  del teo- 

r e m a  2 e p e r t a n t o  qui  non  la  r i f e r i r e m o .  

TEOREMA 4. Si  considerino tu t t i  gli e lementi  ~ ( indicati  con lct- 

tere greche qualsiansi  dotate dell ' indice 1) di F per  cui 

(9~) f(e, ~ ;  b, ~ ) :  b (7) 

qualunque siano b E G e ~ E F. L' ins ieme delle coppie (e, a;) del gruppo 

A6 r - -  G o F ~ un sot togruppo At, �9 

L a  d i m o s t r a z i o n e  di ques to  t eo r ema ,  mol to  s imi le  a quel la  del 
t e o r e m a  2 (con o p p o r t u n i  s camb i  di  l e t t e r e  greche  con l e t t e re  l a t ine)  
6 la  seguente ,  che r i p o r t i a m o  pe r  ch i a rezza  (in q u a n t o  o r i e n t a t i v a  p e r  
a l t r e  d i m o s t r a z i o n i  che o m e t t e r e m o  nel  seguito) .  

L ' u n i t ~  (e~ ~) a p p a r t i e n e  a l l ' i n s i eme  delle (e, %), e ci6 in v i r t h  
del la  (3L), 

Ne l l a  (4L) p o n i a m o  a----e, ~ = a ~  b = e ,  ~ = [ ~  e t e n i a m o  conto  

deI[~ (92}: si  ha 

f(e, ~(e, ~,;  e, ~.); e, T ) -  f(e, ~.; f(e, ~,, c, .~), ~(e, ~., c, u  

- -  f(e,  ~ ;  c, ?) - -  c 

e cioQ p e r  (9~), 

~(e, ~1; e, ~ I ) =  ~1. 

P e r t a n t o  

Sia (x~ ~.) l ' inverso di (e~ ~ ) ;  per tale elemento vale, per esempio: 

(10~) I f(e,  :r x, ~ ) - - e  
( ~(e, ~1; x, ~ ) = ~  

~) In altro modo ci5 si scrive (a, a)(b2, ~] = (f(a, ~; b2, E), q~). 
~) In altro modo, ovviamente, ci6 si scrive (e, .~l)(b, ~t)= (b, ~(~, al; b, ~)). 
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Ora f (e,  a~; x, ~)~--x per  la (9_~) e quindi 

( 1 1 2 )  x - -  e .  

Dalla  (4~) ponelldo a - - e ,  ~ - - a ~ ,  b - - e ,  ~ -~  
delle (92) , (102), (1]~): 

f(e, ~ c, ~ ) = f I e ,  ~; c, y) 

cioS, per (30:  

Quindi ~ - - X ~  ed 

si ha, tenendo conto 

f(e, ~; c, y ) =  c. 

(e, ~)-~  = (e, X~). 

Pe r t an to  l ' insieme degli e lementi  (e, ~ )  ~ un sot togruppo di A~r ehe 
chiamiamo At, �9 

TEOREMA 5. Si  considerino tu t t i  gli c lement i  ~2 (indicati  con qual- 

siansi  lettere greche dotate del l ' indi te  2) di F per cui 

(12~) f(a, ~; e, ~ ) =  a (~) 

qualunque siano a E G ed ~ E F. L ' insieme delle coppie (e, ~ )  del gruppo 
5~r ~-- G o F b ,ten .~ottogruppo Av. �9 

La dimostrazione di questo teorema ~ analoga a quella del prece- 
dente  teorema 4. 

COROLLARIO 6. Entro  un gruppo A ~ v - ~  G o F si ha 

(a~, ~ (e, ~ )  - -  (al, ~2) 
(e, ~1)(b2, ~ ) :  (b2, 0~1) 

ove  (~1 ~ ~2,  ~1 ? b2 s o n o  element i  c]m soddisfano r i spe t t ivamente  alle (90, 
(122), (9~), (12~). 

Ci6 deriva immedia tamente  dalla legge (1) e dal la  definizione d egli 
e lementi  in questione. 

I precedent i  teoremi, basat i  sul fa t to  che il p rodot to  sghembo G o F 
def ini to  dal la  legge (1) sia un gruppo AGr, t r a  l 'a l t ro,  vengono ad intro- 
durre  delle s t ru t ture  di gruppo in certi  so t t ins iemi  di G e F, generat i  
in relazione alle funzioni  f e ~. 

s) Ci6 si scrive anche: (a, ct)(e, ~)~_~(a, ~[a, ~; e, ~z))" 
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Precisamente, ~ell'ipotesi che G o F  sia un gruppo A~r ,  conside- 
riamo l 'insicme G~ degli elcmenti  a~ di G indicati  nel teorema 2 e defi- 
niamo prodotto di due elementi  a 1 e b~ di G 1 l 'elemento d~ per c~li 

(al, e)(bl, e) - - - (dl ,  e). 

Allora, in virtfi de]lo stesso teorema 2 l 'insieme G~ ~ un gruppo 

avente e per uniter. 
Analogamente~ quando G o F ~ un gruppo, usando i teoremi 3, 4, 5 

si introducono s trut turc  di gr,~.ppo .~egli insiemi degli elemcnti  a 2 di 

G ed a~, ~., di F; indichiamo r ispet t ivamente  tall insiemi (e gruppi) con 

4. D'ora in poi considereremo i prodott i  sghembi G o F chc siano 

dei g~tppi  Aar cio~ (cfr. n. 2) dei Aer per cui valgono anche le condi- 

zioni (81) ed (8~)~ poich~ per ta l i  prodott i  sghembi (in cui r ientrano molti  
casi di prodot t i  sghembi gih t r a t t a t i  - -  cfr. [~], [1], [5], [6], [2], 
[3], [7] - - )  si presentano delle proprieth pifi signifieative che non per 

i generici A~r .  : ' 
Analoghe propriet& si presentano anchc per i gruppi  h '6r  (cfr. n. 2), 

ma non riferiremo su queste poich~ i r i sul ta t i  (e le relative dimostra- 
zioni) sono dello stesso tipo di quelle che daremo per i A c . r . .  

Per un gruppo AGe indieheremo ancora con G1, Go, FI ,  F~ gli 
insiemi defini t i  dalle (9,), (121) , (90_), (12=), (cfr. l 'u l t imo capoverso del 
n. 3) e con Av,, AG~, At, ,  Ar= i sottogruppi definit i  r ispett ivamente 
come i AG,, A62, kr , ,  hr, di un generico kGr. Per gli elementi di G, ,  
G~, F1, F~ si user~ la stessa nomencla tura  in t rodot ta  sop~a a proposito 
dei teoremi 2, 3, 4, 5. 

LEMMA 7. Entro  i gruppi AGr ~ G o F si ha 

(al ,  ~)(bl, ~ ) ~  (c:,  ~) 

ore a 1, b 1, c~ E G~ e ~ E F. 
In fa t t i  dalle (8~), (8_~) e dal teorema 2 si deduce: 

(al, ~)(51, ~ ) :  (al, e)(bl, e)(e, ~)~-(c l ,  e)(e, ~ ) :  (c~, ~). 

TEOREMA S. Condizione necessaria e sufficiente perch~ l'insieme degli 

elementi  del tipo (a 1, a) (con a l E G : ,  a E F )  di un gruppo A G r ~ G o F  
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sia un gruppo As,r = G~ o F (sottogruppo di hGr) d che : 

Ao~) sia 

(13~) ](e, ~; a~, ~) E V~ 

per qualsiansi a, ~ E F e ax E G~; ed, essendo (e, ~ ) - 1 ~  (x, ~), sia 

(14 0 ~(e, ~; e, a) ' - -  

per ogni ~ E F. 

La condizione AGO b sufficiente. 
L 'uni t~ (e, r appart iene all ' insieme degli (a~, a). 
Per  le (80, (8:), la AG~) ed il lemma 7, si ha 

(a~, ~)(b~, ~)- - (a~,  e)(e, a)(b~, ~ ) =  (a~, e)(c~, y ) - - ( d ~ ,  7). 

Calcoliamo l ' inversa di (a~, a); si ha 

(al, a ) - l =  (e, a ) - l (a l ,  e) - 1 - -  (e, a)-l(b~, e) 

e ci6 per  le (80, (82) ed il teorema 2. 
Ora calcoliam 9 (e, a)-~; sia 

(e, ~ ) - ~ =  (x, ~). 
Allora si ha 

(x, ~)(e, ~ ) =  (e, ~) 
cio~ 

da cui, per  A~,), 

cio6 

per il teorema 2, e quindi 

Cosi r isul ta  

ed 

(x, ~)(e, ~)(e, ~ ) = ( e ,  ~) 

(x, ~)(hl,  r  ~) 

(x ,  ~) = (h~ , ~)-~ = (k~ , ~) 

X ~ k  1 o 

(e, : ) -~ - -  (k~, ~) 

(a~, a)-~__-- (k~, ~)(b~, ~). 

Di qui, applicando le (8~), (82), la (13 0 ed il teorema 2 si ha 

(a~, a)-~----(kt,  ~)(e, ~)(b~, e ) :  (k~, e)(c~, y ) = ( k ~ ,  e)(c~, e)(e, y ) - -  

- -  (d~, e)(e, y) - -  (d~, y). 
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Pertanto l'insieme delle coppie (al ,  ~) ~ un sottogruppo di AGr che 
chiamiamo AG,r. 

La condizione Av,) ~ necessaria. 
L'insieme delle coppie (a~, a) sia un gruppo AG, r .  Si ha allora 

(e, ~)(a~, ~ ) = ( c l ,  z) 

donde la (13~), per ogni a~ E G 1 ed a, ~ E F. 
Sia 

cio~ 

cio~, per (81) e (82), 

(x~, i ) = ( e ,  ~)-~ 

(x~, i)(e, a)----(e, ~) 

(xl, ~)(e, ~)(e, ~ ) -  (e, .~) 

cio~, per l'ipotesi attuale, 

(x~, ~)(b~, ~ ) =  (e, ~). 

Ora, per iI teorema 2, 

(x~, r ~ (y~, ~) 

quindi (per quanto scritto sopra): 

(e, ~)(e, ~ )=  (bl, ~)----(Yl, 5) 

e pertanto 

~.(e, ~; e, ~)~-~.  

Ovviamente~ helle ipotesi poste, il gruppo AG, r ~, a sua volta, un 
prodotto sghembo degli insiemi G~ e F rispetto a]la stessa legge (1). 

TEOREMA 9. I1 sot togruppo A~, degli e lementi  del tipo (al ,  5) ap- 

partenent i  al gruppo Ao~r ~ normale in AGr stesso se e solo se vale 

la seguente proprietor: 

ffualunque siano a 1 E G1 ~ E F ed essendo (e, ~ ) - i _ .  (x~ , ~). 

Se vale la B~) il sottogruppo AG~ ~ normale in AG~r. Per verificare 
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ci6, poieh~ (bl, g)---(bl, a)(e: ~), bas ta  p rovare  (err. teorema 2) ehe 

(e, g)--l(al, ~)(e, a) 

aneora  un elemento di Ac,~. 
Sia (e, ~ ) -~- - - (x~ ,  ~); a l lo ra  si ha per  Be,:): 

(e, ~)-=(<, ~)(e, ~ ) = ( z l ,  {)(<,  ~)(e, ~ ) = ( z ~ ,  ~)(e, {)(a,, ~) = 
= ( x l ,  ~)(c~, ~)=  (d~, e). 

Viceversa  AG~ sia normale  in AGIF, eio6 sia 

eio~ 

Al lora  

(e, ~)-~(a~, ~)(e, ~ ) = ( d , ,  ~) 

(<,  i)(a, ,  ~)(e, ~ ) = ( d l ,  ~). 

(~1' ~)(e, ~)(al,  ~ ) - - - (d l ,  ~) 
(e, ~)(al, ~ ) = ( x l ,  r  ~ ) = ( c l ,  r 

per  il t eo rema  2 e quindi 

~(e, ~; al,  ~)--~.  

COI~OLLARIO 10. Qua~do il sottogruppo AG~ d. normale nel gruppo 
AG,r l 'insieme degli elementi  di G del tipo f(e, ~; b l ,  ~), per ~ qualsiasi 
ma fisso, coincide con G~, pilt precisamente per ogni ~ E F la corrispon- 

c~(a) denza b , ~ f ( e ,  a; b~, s) d n,na sostituzio,te ,~ entro G, .  
I l a t e ra l i  di A~, in A6,p si possono scrivere 

Di qui segue 

eio~ 

(e, a)A( h = AG~(e, cr 

(e, ~)(b~, s ) = ( < ,  s)(e, ~)-=(e~, ~) 

](e, ~; b 1, e ) : c  1 

ove, al va r i a re  di b 1 , descrivendo in te ramente  uno dei suddet t i  la teral i ,  
si hanno t u t t i  gli elementi  c 1 di G1. In  a l t re  parole  cib signified che se 
f(e, ~; b l ,  r  ~; d l ,  r si ha  b ~ d l .  

Quindi  per  ogni ~ la cor r i spondenza  bl ~ ](e, ~; b l ,  ~) ~ una  sosti- 
t u z i o n e - 1  entro  G1. 
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Da  q u a n t o  de t to  sopra  segue anche  che per  b~ ~ f(e,  a; b~, ~ ) = c j  

si ha 

(e, ~)(b~, ~)(e, ~)-~----(e~, ~) 

il che i l l u s t r a  il s ign i f i ca to  del la  S~ ~1 

LEMMA 11. Ent ro  il gruppo A(;r = G o F si ha 

(a~, ~)(b~, ~ ) =  (e~, ~). 

La d imos t r az ione  ~ a n a l o g a  a quel la  del l emma  7 e segue dal le  (8~), 

(8.~) e dal  t eo rema  3. 

TEORE~IA 12. Condizione neccssaria e suyficientc perch4 l ' insieme 

degli e lementi  del tipo (a 2, a) (con a 2EG2,  a E F )  di un  gruppo 

AGl~= Go o F sia ,ten gruppo AG~r = G2 o F  (sottogruppo di A6r)  ~ che: 

AG~) sia 

per qualsiansi % ~ EF e b2 E G2, ed essendo (e, a ) - l =  (x~ ~), sia 

(16~) ~(e, ~; e, a ) = ~  9) 

per ogni a E F. 

La  d imos t r az ione  ~ simile a quel la  del t eo rema  8, per5  per  chiarezza  

la r ipor t i amo.  

La  condiz ione  Ae~) ~ suff iciente.  

Pe r  le (81), (8.~)~ la  Ac~.~) ed il l e m m a  11 si ha  

(a2, a)(b2, ~) - -  (a2, e)(e, ~ ) ( b 2 , ~ ) -  (a2, e)(c2, 7) - -  (d2, y). 

Ora  

(a2, a ) - l  _____ (e, a ) - l (a~ ,  e ) - l =  (e, a)-~(b2, e) 

in virtfi  del T e o r e m a  3. 

Sia 

Di qui si ha  

(e, ~ ) - l = ( x ,  ~). 

(x, ~)(e, ~)(e, ~)=-(e,  ~) 

�9 ~) Notiamo the la (141) e la (161) coincidono; quindi le ipotesi AG1) ed A6~) 
hanno una l)arte in comune. 
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e per A G~) 
(x, ~)(hs, ~ ) =  (e, r 

(x, ~) = (hs, ~)-~ = (k~, ~), 
per il teorema 3, ed infine 

X-----k s . 

Quindi l 'insieme degli (as, a) ~ un gruppo. 
La  condizione AG~) ~ necessaria. 
L'insieme degli (as, a) sia un gruppo AGr. 
Si ha 

(e, ~)~bs, ~) = (cs, ~) 
da eui segue la (15~). 

Sia 

cio~ 
(x?, i ) =  (e, ~)-~ 

(xs, ~)(e, i)(e, ~ )= (e, ~). 

Di qui, poich6 per il teorema 3 si ha 

(xs, ~)-l --- (Ys, ~), 

segue 

(e, ~)(e, a ) =  (Ys, r 

e quindi  la (161). 
Anche il gruppo AG,r 6 prodotto sghembo dei due insiemi G s e r 

rispetto alla legge (1). 

TEOREMA 13. II sottogruppo AG~ degli elementi  del tipo (as, ~), a p  
partenent i  al gruppo AG~r, ~ normale i~ AG~r stesso. 

Si ha 

(t2, ~)-l(as, r ~)----(e, ~)-l(bs, e)-l(a~, e)(b~, e)(e, ~)- -  

=(e,  ~)-~(c~, ~)(e, ~) 

per (80, (8s) ed il teorema 3. 
Ora, ponendo 

(e, ~)-~ = (xs, ~), 
si ha 

(e, ~)-~(c~, ~)(e, ~ ) = ( x ~ ,  ~)(cs, ,)(e, ~ ) = ( h ~ ,  ~)(e, ~ ) =  
= ( h 2 ,  r ~)(e, ~)--~(h2, e)(ks, e)----(ls, s) 

e ci5 in virtfi, t ra  l 'altro, del teorema 3 e della (160. Quindi AG~ ~ nor- 
male in A~r .  
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(~OROLLARIO 14. [n  relazione al gruppo Ao.s l'insieme degli ele- 
menti  del tipo f(e, a; b2, 5) di G per a qualsiasi ma fisso coincide con 
G2 ~ piit precisamentd per ogni ~ E F la corrispondenza be "~ f(e, a; b2, 5) 
d una sosti tuzione S~ a) entro G2. 

La dimostrazione di tale corol lar io ~ analoga a quella del corol- 
lario 10. 

I seguenti  lemmi e teoremi 15, 16, 17, 18 19, 20, 2],  22 sono ana- 
loghi r i spet t ivamente  ai precedenti  7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14. Poich~ 
le relat ive dimostrazioni  possono condursi  in modo r ispet t ivamente  si- 
mile (con oppor tun i  scambi f ra  le t tere  lat ine e greche), di essi ripor- 
t iamo ormai solo gli enunciati .  

IuE~I:~IA 15. Entro  i gruppi Ac, r ~-~ G o F si ha 

(b, ~)(e, ~1)= (b, ~). 

TEOREMA 16. Condizione necessaria e suffieiente perchd l'insieme de- 
gli elementi del tipo (a~ ~)  (con a E G, al E F1) di un gruppo A6r---- G o F~ 
(sottogruppo di A6r,) d ehe: 

Ar~) sia 

(132) ~(a, a 1; b, 5)E F~ 

per qualsiansi a, b E G e ~ E F1, ed essendo (a, 5 ) - 1 =  (x, ~) sia 

(1~2) f (a ,  5 ; x,  5)----=- e 

per ogni a E G. 

TEOREMA 17. I1 sottogruppo At1 degli elementi del tipo (e, a~) ap- 
pa~:tenenti al gruppo AGr~ 

Br,) 

essendo 

d norn~ale in AGrl stesso s e e  solo se: 

f(a, ~1; x, e)~--e, 

(a, 5)-1-= (x, ~i), 

qualunque siano a E G, a~ E F1. 

(I:OROLLARIO 18. Quando il sottogruppo At, d normale in A(;lr 
l'insieme degli elementi  del tipo ~(e, al;b, r di F~ per b qualsiasi, ma 
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fisso, coincide con F~, pile precisamente per ogni b E G la corrispon. 
denza a~ ~ ~(e, ~ ;  b~ ~) ~ nna sostituzionc S~ b) e~tro F~. 

LEMMA 19. Entro il gruppo A s p ~  Go F .~i ha 

(b, ~)(e, c,2)= (b, z~)- 

TEOREMA 20. Condizione necessaria e sufficiente perehd l'insieme de- 
gli e lementi  del tipo (a~ a2) (con a EG ed a~EF2) di un gruppo 

AGp-- - -GoF sia un gruppo Asr~ = G o F  (sottogruppo di A(;r) d che: 

Ar.~) sia 

(152) ~(b, ~z; a, r E F2 

per qualsiansi a. b E G, ~,, E F~ ed, essendo (a, ~)-~--~ (x, ~), sia 

~J 6~) f(~t, ~ ; x, ~) - -  e ~~ 

TEOREMA 21. II sottogruppo Ap., degli elementi  del tipo (e, %) ap- 
partenent i  al gruppo A~r.~, d ~ormale in A(;p~ stesso. 

COr~OT, LA~m 22. In  relazione al gruppo Aor~, I'insieme degli ele- 
ment i  del tipo ~(e, %; b, ~), per b qnalsiasi ma ]isso descrive tu t to  Fz 
e precisame~ttc per ogni b E G la corrispondenza a~_ ~ q(e, % ; b, ~) d una 
sostituzioJte S~ b~ c~tro Fz. 

5. Nel seguente paragrafo  raccoglieremo alcune possibili scompo- 
sizioni del prodot to  sgherabo A ~ r =  G o F  in cui r ient rano,  come casi 
par t icolar i ,  scomposizioni gih note (cfr. [1], [5], [2], [6], [3]). 

A questo proposito valgono i seguenti  teoremi. 

TEORE51A 23, 

1) prodotto dei due gruppi  permutabil i  Ao,r 
gono le ipotesi At,,) ed At, ); 

2) prodot to  dei due gruppi  permutabil i  AG~r 
gono le ipotcsi .-1~,) ed Ap, ); 

3) prodotto dei due gr,uppi permutabil i  
gono le ipotesi AG~) cd Ar.~ ); 

I1 prodotto sghembo A6F - -  G o F risul ta : 

quando val- e Aar, 

e A6F.~ 

Ao~r e AGrz 

quando val- 

quando val- 

10) Notiamo the la (142 ) e la (162) coincidono: quindi le ipotesi AFL ) ed AFt) 
hanno una Darte in comune. 
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4) prodotto dei due gruppi permutabili  A6:r e A~r~ quando val- 
gono le ipotesi Ao~) ed Ar~); 

Per dimostrare  la proprieth 1) ricordiamo che per ogni elemento 
(a, a) si ha 

(a, ~ ) :  (a, ~)(e, ~) 

ore (a, ~) EAGr, ed (e, ~) ~ A~r.  
Di qui segue immediatamente  ~) la propriet~ 1). 
In modo analogo si dimostrano le proprieth 2), 3), 4). 

TEOREMA 24. Valgono le scguenti proprietgt: 

1) l ' i~sie~e degli elementi (a~, ~ )  ~ un sott. ogruppo A~lr ~ del 
gruppo Aer, quando valgono le ipotesi A6,) ed At,); 

2) l'i~sieme degli ele,menti (al ,  a2) ~ un sottogruppo AG, r~ del 
gruppo A~r clw risulta un a mpliamcnto (the si scinde) di hr.~ per G~, 
quando valgono le ipotesi A(;,) ed Ar~); 

3) Fins@me degli elementi (a2, ztl) ~ un sottogr,uppo AG~r~ del 
gruppo Act  the risulta un ampliamento (che si scinde) di Ar per F~, 
quando valgono le ipotesi A a~} ed Ar~); 

4) Fins@me degli elementi (a2, ~2) ~ un sottogrttppo Aa,_,r_. del 
gruppo Aar the risultr il prodotto diretto di Aa, per At_,, quando val- 
gono le ipotesi Aa.~) ed Ar~). 

La propriet~ 1) segue dal precedente teorema 23 in quanto l'insieme 
degli elementi (ax, ~ )  - -  valendo le ipotesi Ac, ) ed At,) - -  6 quello degli 
elementi comuni ai due gruppi AG,r e Ac t  ~ e quindi ~ un gruppo (che 
indichiamo con Ar 

Analogamente si verifica che ]'insieme degli elementi (a~, a2) e un 
gruppo AG, r.~, Ora per il teorema 21 il gruppo Ar~ ~ normale in Act, e 
quindi anche in Ar I laterali  di Ac.or~ rispetto a Ar.~ sono del tipo 

(ct~, ~)Ar.., 

e pertanto,  tenendo conto delle considerazioni fa t te  alla fine del n. 3 
segue che AG~r~ ~ un ampliamento (the si scinde) di Ar~ per G~. 

Analogamente si verificano le proprieth 3) e 4) (per quest 'ul t ima 
conviene tenet  conto, ill particolare, del fa t to  che A6 ,NAr ~ =  (e, ~)). 

n) Cfr. ad es. [8], cap. III, n. 24, pag. 61. 
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Si possono ovviamente dare al tre proprietor del tipo di quelle indicate 
dal teorema 24 introducendo anche le ipotesi Ba~) e Br~). 

6. In  questo paragrafo mostr iamo che quando per un prodotto 
sghembo Aar~---G o F valgono alcune delle ipotesi Ave), Aa~), Ar,), Ar~), 
Be,), Br~), si introduce senz'altro una s t ru t tu ra  di gruppo in uno od in 
entrambi gli insiemi dat i  da G e F. 

Per  esempio vale il seguente teorema. 

TEOREMA 25. Se per un gruppo, prodotto sghcmbo A a r - - - G  o F vale 
l"ipotesi Ar~), nel l ' ins ie~e G si r iscontra una s t ru t tu ra  di gr~ppo in rela- 

~ione alla quale G 2 ~ proprio un  sottogruppo di G. 

Per ii teorema 21 iI sottogruppo At2 ~ normaIe in Avr~. I IaterMi 
di Ar~ in Acr~ sono dat i  da tu t t i  gli 

(a, ~)Ar. 

ove a descrive tut to G. 
Ora 

(17) ((a, e)Ar~)((b, a)Ar~)) = (c, ~)Ar~ = ((a, e)(b, ,))Ar~. 

Assumiamo,  per esempio, come prodotto a .  b l 'elemento c the compare 
nella (17). 

Per  le ipotesi poste 

((a, e)(b, ~))(c, e ) =  (a, e)((b, e)(c, e ) )=  (d, ~) -~  (d, ~)(e, 82). 

Quindi 

(a . b ) .  e - - - - -d- - - -a . (b ,  e). 

Per tan to  il suddetto prodotto ~ associativo. 
Poich~ 

(a, ~)(e, ~ ) =  (a, ~) 

l 'unith r ispetto al prodotto ora introdot to b proprio e. 
Infine,  in quanto i la teral i  (a, ~)hr.~ formano un gruppo, per ogni 

(a, ~)hr~ vi ~ un laterale (x, ~)hr.. pet. eui /(a, ~)hr2)((x, e )h r~ ) - -At ,  e 
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quindi  per ogni o E G vi 6 un x 6 G per  (.ui 

( /  �9 X : C .  

Cosi, helle ipotesi poste~ l ' insieme (; fo rma  un grUl)pO in relazione al 

l)rodotto sopra definito.  

Ora 

(a2, ~)(b.z, r  (c~, r 

e quindi la s l r u t t u r a  di grupl)O gih in t rodot ta  in G~ (v. n. 3) 5 1ale ('he 
G~ r isul ta  sot togrupl)o del grul)po (I ora ( 'onsiderato (prol)rio in rela- 
zionc alla legge di l)rodotto ivi defiuita) .  

Si possono poi enuuci 'we al t r i  tcoremi analoghi  al t eo rcma  25 sup- 

1)onendo verif icale  ah:une a l t re  fra  le suddel te  ipotesi A.GI), AG.~), AFI), 
Ar~), BG,), Br,), ma per ragioni di brevith omct t iamo i loro enunciat i  the 
il let tore pus  fac i lmente  immagimn'e .  

7. Not iamo infine, Csl)licitamente the  i precedenti  teoremi 23 e 2J~ 
c lc considerazioni  del n. 6 espr imono sos tanzia lmeule  la possibil i lh di 

scomporre il I)rodotto sghembo A c t =  (1 o F in prodot t i  di grut)[)i di til)o 
pifl semplice e noto:  pr()d()tti di grupl)i permutabi l i ,  aml)l iamenti  di 
Schreier e p rodot t i  diret t i ,  e (rib quando valgono ta lune  delle ipotcsi 

AG,), AG~), Ar,), AFt), BG~), Brl). 
A titolo d 'esempio enunciamo per  disteso come si real izza una di 

tall  scomposizioni;  il lct tore pub facihnente  r i t rovarne  a l t re  the  seguono 
faci lmente dai c i ta t i  teoremi 23 e 24. 

TEOREMA 25. Quamlo  per u~l gruppo  prodot to  sghembo A c t =  G o F  
valgono Ic ipotes i  A q~) cd At..,) cs,~.o r i su l ta  prodo t to  dei  due grupp i  

permt~t~bili Ac~r e A~;r~ ore A c t  ~' m~ ampl i ( tmcnto  di  ,~cbrcier d i A c  

per F, Aqr... d un. a m p l i a m e n t o  di Scbre ier  di  At.. per (I ed i so t togrupp i  

Av,r e Acr~ hanno in comutw il gruppo  Acct. ~ che ~ il p rodo t to  d irc t to  

di Ae.. e Ar~. 
Questo teorema seguc immed ia t amen tc  dai teoremi 23 (propr ie th  4) 

e 24 (prol)rieth 4), dalle considerazioni  del n. 6, per cui G e F r i sul tano 
avere s t r u t t u r a  di gruppo,  e dai teovemi 13 e 21. 

OSSFnV.~ZmNE. Rieordiamo infine the  la sc<)mposizione di certi  l)ro- 
dott i  sghembi di l{6dei da ia  in [12.] e [.3.] r i en t ra  propr io ,  come easo 
par t ieolare  in quella l ) resentata  dal teorema '_)5. 

]'crvcmlla i,t Ir il 9 ))tarzo 1960. 
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R I A S S U N T O  

D a t i  due ins iemi  G e 1 ~ si cons ide rano  le Copl)ie (a, a) con a ~ G  ed ~ P  e per  

ques te  u n a  legge di p rodot to  (]i t ipo a f f a t t o  generic(). L ' i n s i eme  delle (a, ~) r i s u l t a  

a l lora  un  << p rodo t to  sghembo >> G o s 

Si d i m o s t r a  che l 'essere  G o F u n  g ruppo  - -  con o senza  l ' agg iun ta  di u l t e r io r i  

condizioni  - -  po r to  all'esistenzt~ di cert i  so t togrupp i  p a r t i c o l a r i  in G o F ;  i n t roduce  

delle s t r u t t m ' e  di g ruppo  in G e in ]] od in h,ro s o t t i n s i e m i ;  ed i m p o r t a  per  

G o F una  scomposiz ione in p rodot t i  di g rupp i  p e r m u t a b i l i  ed in a m p l i a m e n t i  di 

Schreier .  

imsu.~m 

~;~tant donnds  deux ensembles  G e t  P, on considi)re l ' ensemble  des couples (a, a) 

off a ~  G et  a ~ F et h propos  de celles-ci une  loi de p rodui t ,  tou t  h fa i r  g~n~rique. 

L 'ensemble  des (a, ~) est  a lors  un  << p rodu i t  gauche >> G o F. 

On d~mont re  que, lorsque G o F est  un g roupe  (en a j o u t a n t  ~ventue l lement  

quelques  a u t r e s  hypot, hPses) on a les propr i~t6s  s u i v a n t e s :  en G o r ex i s ten t  ce r t a in s  

sous -g roupes ;  en G e t  ell F. Oll d~/ns qnelques  luers  sousensembles ,  on a des s t ru -  

c tures  de groul)e ;  le p rodu i t  G o r i)eut 5tre dPcompos6 en p r o d u i t s  de g roupes  per- 

mu tab l e s  et en ex tens ions  de Schreier .  
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