ANNEAUX PREORDONNES

PAR
J. L. KRIVINE
a Paris, France
Un anneau 4 est dit réel, s’il est commutatif, a un élément unité ,contient le
corps @ des rationnels, et si on a 1+ x7+... +x2#0 quels que soient
X1, ees Xy €A,
Un sous ensemble Q de I’anneau réel 4 est appelé préordre si:
1) Q > A2 (ensemble des carrés des éléments de 4). En particulier 0 e Q
etleQ.
2) si x,yeQ, alors x + yeQ et xyeQ.
3) —1¢Q.
Sur tout anneau réel A il existe au moins un préordre: I’ensemble Q,
des sommes de carrés d’éléments de 4. Tout préordre Qisur A contient
évidemment Q.

L’anneau réel 4 muni du préordre Q est appelé anneau préordonné. Dans
la suite, étant donnés un anneau préordonné (4,Q) et x,y € 4, on utilisera
souvent ’expression “x = y dans (4,Q)" au lieu de "x—y e Q".

Q étant un préordre sur I’anneau réel A on désigne par [Q, I’ensemble
des xe€ A telsque xeQ et —xeQ.

Théoréme 1. |Q| est un idéal strict de A.
Remarquons d’abord que tout x € A est la différence de deux éléments de

x +1\2 x —1\?
Q: par exemple x = 5 - 5 .

Soient alors ac|Q] et xed. On a x=y—z avec y,zeQ. Donc

xa =ya +z.(—a)eQ. De méme —xa=y(—a)+zaecQ. Donc xae|Q|.
D’autre part il est immédiat quesia,be|Q|, alorsa—be|Q[etque1¢ |Q].
C.q.f.d.
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Un préordre Q sur I'anneau réel A est appelé un ordre si [Q| = {0}
c’est-a-dire si x e Q et —x e Q entraine x = 0. (4, Q) est alors appelé un anneau
ordonné. Il est immédiat que pour que le préordre minimum Qg sur A soit un
ordre, il faut et il suffit que quels que soient x,,...,x,€4, X+ ... +x2=0
entraine x; = ... = x, =0.

Théoréme 2. Soit (4,Q) un anneau préordonné et x€ A. Pour qu’il
existe un préordre Q' contenant Q et x, il faut et il suffit que wy +w x# —1
quels que soient wq et wy dans Q. Alors le plus petit préordre contenent Q
et x est ’ensemble des wy + w;x, avec wy,w, € Q.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante car si Q' est
I’ensemble des w, + w;x (w, et w; €Q), alors Q' est un préordre: en effet

(@0 + 0 X)(0h + W}X) = Wewh + W) X* + x(W,04 + V] W)

Théoréme 3. Soit (A,Q) un anneau préordonné et x,,...,x,€ A. Pour
qu’il existe un préordre Q' contenant Q,x,,...,x,, il faut et il suffit que I'on
ait p(xy,...,x,) 7= —1 pour tout polynéme p(X,,...,X,) a coefficients dans
Q et du premier degré en chacune des variables X,...,X,. Le plus petit
préordre contenant Q,x,,...,x, est alors I’ensemble des p(x,,...,x,) pour
chaque polynéme p(X,,...,X,) de ce type.

Immédiat par récurrence sur n, en utilisant le théoréme précédent.
En particulier (le cas n = 2 sera utilisé plus loin) : pour qu’il existe
un préordre Q' contenant €, x, y, il faut et il suffit que ’on ait
wg + 01X + W,y + wa3xy £~ —1 quels que soient wy,w;,w,,w; €.

Théoréme 4. Soit (4, Q) un anneau préordonné. Il existe un préordre
maximal sur A, contenant Q.

Conséquence immédiate du théoréme de Zorn: en effet la réunion d’une
famille de préordres totalement ordonnée par inclusion est un préordre.

Soient (A4,Q) et (4, Q') deux anneaux préordonnés. Une application ¢ :
A— A’ est appelée homomorphisme d’anneaux préordonnés si c’est un
homomorphisme d’anneaux et si ¢(Q) = Q’.

Si¢:4—- A’ est un homomorphisme d’anneaux, et si Q' est un préordre
sur A, il est immédiat que ¢~'(Q’) est un préordre sur 4.
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Théoréme 5. Soit (4,Q) un anneau préordonné et ¢ I’homomorphisme
canonique A— A[|Q|. Alors $(Q) est un ordre sur A/ Q| et $~'$(Q) = Q.

Il est immédiat que @(Q) satisfait les conditions 1 et 2 de définition des
préordres. D’autre part si ¢(a) et — ¢(a) sont dans H(Q) il existe w et »' € Q
tels que a—we |Q] et —a — '€ |Q]; il résulte que a et —a sont dans Q,
donc a € | Q] et ¢(a) = 0.

Il en résulte que —1 ¢ P(Q)(car on aurait 1 et—1 € Q) donc que $(Q) est un
ordre.

Pour tout ae A4, si ¢(a)e@d(Q) on a a—-we]Q] pour un certain w&Q,
donc a € Q. Par suite ¢~ 1¢(Q) = Q. C.Q.F.D.

L’anncau ordonné (A/IQI, d(Q)) est appelé anneau ordonné quotient de
A par le préordre Q et est désigné par A[Q.

Un anneau ordonné (A,Q) est appelé pseudo-corps s’il est totalement
ordonné (pour tout xe A on a xe Q) ou —x Q) et si pour tout xe 4, x£0,
il existe y e 4 tel que xy = 1 (c’est 4 dire xy—1€ Q).

Tout pseudo-corps est un anneau d’intégrité: si x£0 et y#0, il existe
x' ety telsque xx'=1et yy'=21donc xx'yy’'Z1(siazletb=1ona
(a—1)(b—1)=0doncab+1=a + b = 2soitab=1) et par suite on a xy # 0.

L’intérét de la notion de pseudo-corps vient du théoréme suivant :

Théordme 6. Pour gue Q soit préordre maximal sur anneau réel A
il faut et il suffit que A [Q soit un pseudo-corps.

La condition est nécessaire: soit en effet Q un préordre maximal sur A et
soit x —» % "homomorphisme d’anneaux préordonnés A—-> A/Q. On a vu
(Th. 5) que 4 /Q est un anneau ordonné. Soit a € A tel que @ # 0 (soit a ¢ ] Q | ).
On a doncsoit a ¢ Q, soit—a ¢ Q. Si parexemple a ¢ Q, comme Q est maximal,
il n’y a aucun préordre contenant & et a; donc (Th. 2) il existe wy,®, €Q
tels que Wy + w,@a = —1. On a alors w,a = ~1 — w, soit w;a £ —1 dans
(4,9Q). Donc @,d < —1 dans 4/Q, soit —@®,;d = 1; on a une démonstration
analogue si — a ¢ Q. Il en résulte que dans 4/Q, si 50, il existe b tel que
abx1.

Reste & montrer que A /Q est totalement ordonné : soit a € 4 tel que ni d
ni — @ ne soient dans Q (ordre de A4 /Q). 1l en résulte que ni a, ni —a ne sont
dans Q. Puisque Q est maximal, il existe donc (Th. 2) w,,w,,wq, w; €2 tels
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re

que @y + a=—~1;wy—wja=—1.Donc wa=—1—w,;via=1+ wy,

d’ou par produit

w018 = —(1 + wg)(1 + wh)

c’est A dire: —1 =w,w]a’ + w, + 0§ + wewf, soit —1€Q ce qui est une
contradiction.

La condition est suffisante: soit en effet Q un préordre sur A tel que 4/Q
soit un pseudo-corps. Soit x€ 4, x¢Q On a donc ¥ <0 dans A/Q. Donc il
existe >0, tel que —xy=1. Alors yeQ et —xy—1€Q. On a donc
—l=w+xy avec weQ et yeQ. Cela montre qu’il n’y a aucun préordre
contenant Q et x. Comme x est quelconque dans A — Q, Q est
maximal. C.Q.F.D.

(A4,Q) étant un anneau préordonné on appelle spectre de (4,Q) et on désigne
par Sp(A4,9Q) (ou par Sp(A4) s’il n’y a pas d’ambiguité sur le préordre Q)
I’ensemble des préordres maximaux Q' contenant Q.

Théoréme 7. Pour que xe€ A ne soit dans aucun des Q' € Sp(4) (c’est
a dire (pour que X soit <0 dans A|Q’ pour tout préordre maximal Q'
contenant Q) il faut et il suffit qu’il existe w = 0 tel que —wx = 1.

En effet il faut et il suffit qu’il n’y ait aucun préordre contenant Q et x
(car un tel préordre se plonge dans un préordre maximal); donc qu’il existe

W, w, €K tels que wy + w;x=—1; soit w;x< ~1.

Théoréme 8. Pour qu’aucun |Q'| (Q' € Sp(A)) ne contienne xy,%,, ..., %,
(c’est-a-dire pour que %,,%,,...,%, ne soient simultanément nuls dans aucun
des AJQ, Q' €Sp(A)) il faut et il suffit qu’il existe Ay, A;,...,A, € A tels que
Ay + oo+ 4x, 21,

La condijtion est suffisante : si Q' est un préordre maximal, comme
A% + ...+ 1% 21dans 4/Q, %, ...,%, ne peuvent pas étre simultanément
nuls.

La condition est nécessaire: 1’hypothése entraine qu’aucun préordre ne
contient Q,x,,...,x,, —X;,..., —X, (car un tel préordre se plonge dans un
préordre maximal). On a donc, (d’aprés le Th. 3):

POy ey Xy =X gy e —=X) = —1, o0 p(Xy,..., X, X150, X))
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est un polyndme 3 coefficients dans Q ;ce qui sécrit
Wo—Agx; — ... —Ax,=—1, avec wy€eQ, et A;,...4,€A4; soit

Aixy + .o+ Ax, 21, C.Q.F.D.

Applications.

L. Théoréme. Soit K un corps ordonné, L une extension réelle fermée
de K et py,...,p; des polynémes € K[xy,...,x,]. Pour que py,...,p, n’aient
aucune racine commune dans L, il faut et il suffit qu’il existe de polyndmes
Qys sy F1s..-s 1y 4 coefficients dans K, et Ay, ..., 4 éléments =0 de K tels
que qipy + ... +q@pe=1+Ar2+ ... +Ark.

Il est évident que la condition est suffisante.

D’aprés le théoréme de Tarski sur 1’équivalence logique de deux extensions
réelles fermées de K (voir [2]) py,..., px n'ont de racines communes dans
aucune extension réelle fermée de K. Par suite p,,...,p, n’ont de racines
communes dans aucune extension ordonnée de K puisque celle-ci se plonge
dans une extension réelle fermée.

Soit Q = K[xy,...,x,] ’ensemble des polynomes de la forme Mria4 e At
ol 44,...,4 sont des éléments =0 de K. Q est évidlemment un ordre sur
K[x;...,x,], prolongeant I’ordre de K. Si Q' est un préordre maximal contenant
Q, K[xq, ..., x,]/Q" est un anneau d’intégrité totalement ordonné (car
c’est un pseudo-corps) dont I'ordre prolonge celui de K. Si on avait
PL =Py =+ =P, =0 dans K[xq,...,x,1/Q’, le corps des quotients de cet
anneau serait une extension ordonnée de K contenant une racine commune:
{%s...,%,}, & py,..., Py, Ce qui est impossible. D’aprés le théoréme précédent
il existe donc q,...,q. € K[x,,...,x,] tels que qp;+..+q@p=1+0w
avec weQ. C.Q.F.D.

IL. Cas ou 4 est un corps réel.

Soit A un corps réel (quels que soient x,,...,x, € Aonax? + ... + x>+ 1#0).
Tout préordre sur A est un ordre; car |Q| est un idéal strict de 4, donc
|Q| = {0}.

Si Q est un préordre maximal sur 4, A/Q est donc le corps A muni d’un
ordre total. On retrouve le fait que tout corps réel peut étre muni d’un ordre
total.
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En appliquant les résultats précédents A 1’anneau préordonné (4,Q,) (ol
Q, est ’ensemble des sommes de carrés d’éléments de 4) on obtient :
1) si xe 4 est > 0 dans tout ordre total de A, x est une somme de carrés
d’éléments de A.
En effet, —x n’appartient & aucun préordre maximal, donc il existe
l+w, 1

e, w; €Q, tels que wg— w;x = —1 soit x = =—w(1 + wy).
: wy w2

2) si x et y ne sont simultanément = 0 dans aucun ordre total sur A, il
existe g, w,;,®,,w;, sommes de carrés d’éléments de A tels que
Wo + WX + Wy + wxy=—1,

En effet, aucun préordre maximal, donc aucun préordre, ne contient
Q,x,y. D’olt le résultat d’apres le Théoréme 3.

III. Soit K un corps ordonné tel que tout élément = 0 de K soit une somme
de carrés d’éléments de K, et Lune extension réelle fermée de K. On sait que
si p(xy,...,%,) € K[x,,...,x,] est 20 sur L, ¢’est une somme de carrés de
fractions rationnelles & coefficients dans K (théoréme d’Artin). On peut
généraliser ce résultat de la fagon suivante :

Si p(x4,...,%,) et g(xy,...,x,) € K[x,, ...,x,] ne sont jamais simultanément
> 0 sur L, il existe wy, wy,@,,w; sommes de carrés de polyndmes A coeffi-
cients dans K, tels que wy + w,p + w,q + w3pq = 0.

D’aprés le théoréme de Tarski, p(x,,...,x,), g(x,,...,X,) ne sont simultané-
ment > 0 dans aucune extension réelle fermée de K, donc dans aucune extension
ordonnée de K. Or le corps K(xy, ..., x,) muni de I’ordre Q, minimum (ensemble
des sommes de carrés) est une extension ordonnée de K ; p et g ne sont donc
simultanément > 0O pour aucun ordre total de K(x,,...,x,). Par suite (appli-
cation II) il existe wg, w,,®,,w; sommes de carrés d’éléments de K(x,...,x,)
tels que wy + @, p + w,q + w3pg = —1. D’ol le résultat en éliminant les

dénominateurs.

Enveloppe et radical d’un anneau préordonné.

Soit IT un préordre sur I’anneau réel A.

On appelle enveloppe de 1’anneau préordonné (4,I1) et on désigne par
Env(4,IT) (ou par Env(4)) lintersection des préordres maximaux de A
contenant I1. C’est évidemment un préordre contenant IT.
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On appelle radical de Uanneau préordonné (A4, IT) et on désigne par
Rad(4,TI) (ou par Rad(A4)) l'intersection des | Q| quand Q décrit 1’ensemble
des préordres maximaux de A contenant I1. C’est un idéal de A et on a en
fait Rad(4) = |Env(4)].

Théoréme 9. Le radical de (A,1I) est I’ensemble des x € A, tels que
pour tout Le A il existe n 20 (c. ad. nell) tel que n(l — Ax) = 1.

Si x satisfait cette condition soit Q un-préordre maximal contenant I1. Si
x ¢|Q| on a £+#0 dans 4/Q et par suite (4/Q étant un pseudo-corps) il existe
e Atel que 28 = 1 dans A/Q. Or il existe = = 0 tel que n(1 — Ax)=1; d’ou
7i(l — %) = 1. Comme 4/Q est totalement ordonné et 7 = 0 dans 4/Q, on a
1—1%>0 dans A/Q ce qui contredit 1% = 1. Donc x€|Q] et par suite
x € Rad(4,1I).

Si x ne satisfait pas cette condition, it existe 4 € 4 tel que pour tout = = 0 on
ait n(1 — Ax) < 1. Donc pour tous #,n' 20 on a n(Aix—1)+7n"> —1,
donc n(dx — 1) + n’ % — 1. Il existe donc un préordre, et par suite un préordre
maximal Q contenant IT et ix — 1 (Th. 2). Dans 4/Q on a Z%¥ — 1= 0 donc
%70 ct pour suite x ¢ |Q]. Donc x ¢ Rad(4,1I).

Théoréme 10. L’enveloppe de (A,T1) est [’ensemble des xe€ A, satis-
faisant une des deux conditions équivalentes suivantes:

1) Vied, 3n,m,,13 20 tels que (n, + m3A)(1 + Ax) -4 2 1,

2) Vied,3n,,n,, 75 20 tels que myx + (ny — 73x)(1 + Ax) = 1.

Si xsatisfait la condition 1, soit Q un préordre maximal contenant II. Si
x¢Qonax<0dans 4/Q. Donc il existe Ae A tel quel>0et —ix=1;
c’est 4 dire 1eQ, et —(1 +Ax)eQ. Or il existe 7ny,7,,m3€ll tels que
A —({ + Ax)(m, + 134) £ —1; donc il existe n, e IT tel que
T + WA — mo(1 + Ax) — m3A(1 + Ax) = —1. Comme A et —(1 +Ax) sont
dans Q, on a —1e€Q ce qui est une contradiction. Donc x € Q et par suite
x € Env(A4, I).

Si x ne satisfait pas la condition 1,ona

g + Ry A — 7,(1 4+ Ax) — m3A4(1 + Ax) > —1

quels que soient m,,7;, 7,73 € II. Donc (Th. 3) il existe un préordre, donc
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aussi un préordre maximal contenant IT, 4, —(1 + Ax). Dans A/Q on a
A20et —Ix=1, donc X <O0. Par suite x¢Q, donc x ¢ Env(4,Q).

Si x satisfait la condition 2, soit Q un préordre maximal contenant II. Si
x¢Q il existe le A, tel que —A£21. On a donc —xeQ et —(1 + Ax)eQ.
Par suite (Th. 3) quels que soient 7y, 7;,7,,n;€Iona

g — T X — My(1 + Ax) + max(l + Ax)# —1,

ce qui contredit la condition 2.
Si x ne satisfait pas la condition 2, on a

Mo — MyX — Mo(1 + Ax) + myx(1 + Ax) # —1

quels que soient 7y, 7y, 7,, 73 € 1. Donc (Th. 3) il existe un préordre, donc
aussi un préordre maximal Q contenant —x et —(1 + Ax). Dans A/Q on a
donc¥<0etl +Jx<0,donc ¥#0. On a donc %<0 et par suite x ¢ Q.
Donc x¢Env(4,Q).

Préordres archimédiens

Un préordre IT sur I’anneau réel A est dit archimédien si pour tout x€ A4,
il existe un entier n = 0 tel que x < n (c’est-a-dire n—x e I1). 1l est clair que
si Q est un préordre quelconque contenant le préordre archimédien II,
alors Q est archimédien.

Si IT est un préordre archimédien, (4,IT) sera appelé anneau préordonné

archimédien.

Théoréme 11. Soit A, IT un anneau préordonné archimédien et a,b € A.
Siabz1etaz=0,il existe un entier M >0 tel que a=1/M et b =1 /M.
En particulier on a b 20.

(A,IT) étant archimédien il existe deux entiers >0 Het Ktels que0<a<H
et b< K. Posons a’=a/H. On a donc 0<a’'<1 et a’b=1/H (car
ab 2 1). En multipliant ’inégalité b< K para’ quiest 20onaa’'b<a’'k,
donc 1/H <a’b < a’K soit a’ = 1/KH.

(On en déduit a = 1 /K ce qui est une partie du théoréme a démontrer).
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Posons a=1—a’. Comme on a 1/KH=Z<a'£1 on a 0Za<80 avec
0=1-1/KH.

L’inégalité a’b = 1 /H s’écrit (1 — &) b = 1 /H. Multiplions ses deux membres
par 1 +a +a® + ... +a" !quiest = 1. On obtient :

1 —a"b g-}l?(l +a 4. +amh,

Donc (1 — a™)b = 1/H quel que soit ’entier n > 0.

L’anneau (4,IT) étant archimédien il existe un entier L > 0 tel que —b < L.
Multiplions par a” (qui est = 0) les deux membres de cette inégalité. On
obtient: —a"b < a"L. Comme 0 £a <0, etdonc0<La"<£60" onaa"L 6L,
Donc —a"b £ 6°L, soit a"b = —0"L.

Ajoutons cette inégalité a la précédente. On obtient
b = 1/H — L8", quel que soit I’entier n > 0.

Comme 0 est un nombre rationnel et que 0 < 8 <1, il existe un entier

1 1 1
- _ > >_—
n > 0 tel que T LG = 2 Onadonc b = T C.Q.F.D.

Théoréme 12. Si (A,TI) est un anneau préordonné archimédien, I’en-
veloppe de (A,II) est I’ensemble des x € A, tels que pour tout entier n >0
on ait x= —1/n(c.ad. x + 1/n €II). Le radical de (A,II) est I’ensemble
des x € A tels que pour tout entiern>0onait —1/n<x<1/n.

Si x € Env(4) d’apres la condition 1 du Théoréme 10, pour tout A€ A4 il
existe m;,m,,m3 =0 tels que (my + m3A)(1 +Ax) —mdi=1.

C’est vrai en particulier si A est un entier n > 0. Mais "alors 7,4 = 0 et par
suite on a (m, + n3n)(1 + nx) = 1.

Comme 7, + nzn 20, d’aprés le Théoréme 11 on a 1 +nx=0. D’od
x Z — 1/n quel que soit ’entier n > 0.

Inversement si on a x = — 1/n pour tout entier n > 0, soit Q un préordre
maximal quelconque contenant I1. Six ¢ Q ona % < 0 dans 4/Q. Doncil existe
ye Atel que 5 =0 et — yx = 1. Comme (A, IMest} archimédien, il existe un
entier K > 0 tel que y < K. On a donc < K dans A4/Q. Comme — %20
ona —%j < — KX et par suite 1 £ — K*. Soit ¥ £ — 1/K. Or par hypothése
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onaxz=—1/2K, soit ¥ = — 1 /2K ce qui est contradictoire.! Donc x e Q et
par suite x € Env(4,11).

Le radical de A étant ’ensemble des x € A, tels que x € Env(4, IT) et
—xeEnv(4, II), on en déduit immédiatement le résultat cherché pour
Rad(4,11).

Théoréme 13. Pour que {(A,II) soit un pseudo-corps archimédien, il
Sfaut et il suffit qu’il soit isomorphe, en tant qu’anneau ordonné, & un sous
anneau de R contenant Q.

Il est clair que la condition est suffisante. Soit alors (4,TT) un pseudo-corps
archimédien. On définit une application ¢ de A dans R de la fagon suivante:
pour chaque x € A, ’ensemble des g€ Q tels que g < x est majoré dans Q
(par un entier M > 0 tel que x < M). Il a donc une borne supérieure o dans
R. On pose ¢(x) = a.

I1 est évident que si xeQ on a ¢(x) = x.

¢ est biunivoque et croissante: soient x,y € A, x 7% y. Comme A est totale-
ment ordonné on a par exemple y> x. Donc il existe w € 4 tel que w(y —x) = 1.
Comme w =N pour un certain entier N>0, on a N(y —x) =1, soit
y—x21/N. Or il existe g Q, g < x, tel que ¢(x)— g £1/2N (d’aprés la
définition de ¢(x)). Comme y=x+1/N, on a y=q+1/N. Donc
¢(y) = g + 1/N et par suite ¢(p) = ¢(x) + 1/2N ce qui montre que ¢ est
biunivoque et croissante.

On a ¢(—x) = — ¢(x) pour tout x € 4 :en effet pour tout g€ Q, g > ¢(—x),
alors g n’est pas < — x. Comme A est totalement ordonné ,on a donc g > —x,
soit x > —q et par suite ¢(x)> —g. Comme g est un rationnel arbitraire
> ¢(—x) on a donc ¢(x) = —P(—x). D’autre part si geQ, q < $(—x),
alors ¢ £ —x, donc x £ —q et par suite ¢(x) £ —g. Donc ¢(x) £ —P(—x)
et par suite ¢(x) = ¢(—x).

Soient x,ye A. Alors ¢(x + y) = ¢(x) + ¢(y). En effet, si p,geQ et si
PEx,gsy,onap+qg=<x+y. Donc ¢(x)+ ¢(y) £ ¢(x +y). On a donc
aussi @(—x) + ¢(—y) = ¢(—x—y) soit P(x) + ¢(y) = d(x + ).

Soit x = 0. Pour tout £>0 dans @, il existe geQ tel que g Ex < q +¢
(il suffit de prendre g entre ¢(x) —&/2 et P(x) + £/2). Alors g2 < x2 < (q + ¢)2
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donc g2 £ ¢(x2) £ (q + &)2. llen résulte qu’on a ¢(x2) = [¢#(x)]2. On démontre
de méme cette inégalité si x £ 0.
Par suite si x,ye A on a ¢(x + y)2 = [¢d(x + y)]2: soit

$(x2) + (y2) +2¢(xy) = [¢()]* + [¢(1)]* + 26(x)p(y)-

D’oll ¢(xy) = d(x)$(y); ¢ est donc bien un isomorphisme de 4 dans R, con-
servant ’ordre. C.Q.F.D.

Soit (A4, IT) un anneau préordonné archimédien. SiQ est un préordre maximal
contenant IT, 4/Q est un sous-anneau de R contenant Q d’aprés le théoréme
précédent. Inversement si y est un homomorphisme d’anneaux préordonnés
de A dans R, comme x(A4) est alors un pseudo-corps le préordre y—'(P)
(ou P désigne 'ensemble des réels = 0) est un préordre maximal dans A.

Le spectre de (A,I1) est donc identifié a I’ensemble des homomorphismes
y d’anneaux préordonnés de A dans R.

Pour tout x € A il existe un entier M(x)> 0 tel que —M(x) < x £ M(x).
Donc x(x) e [— M(x), M(x)] pour tout x € Sp(4). Posons € = [ [ — M(x),M(x)]

xed

c’est un espace compact quand on le munit de la topologie produit et
Sp(A) <« &. Or Sp(A) est I’ensemble des d €& tels que pour tout x et pour
tout y on ait I(x + y) = (x) + 6(y);6(xy) = d(x)é(y); ipour tout x =0,
8(x) 2 0; et 6(1) = 1. Il en résulte que Sp(4) est un fermé de &, donc est
compact pour la topologie induite par &.

Dans la suite on supposera toujours Sp(A) muni de cette topologie qui en
fait un espace compact.

Pour tout x € 4 soit £ la fonction définie sur Sp(4) 2 valeurs dans R par
£(x) = x(x) pour chaque xeSp(4). Il est immédiat que £ est continue sur
Sp(A)(en fait la topologie de Sp(A4) cst la moins fine rendant continues
toutes les fonctions X) et que x — £ est un homomorphisme de A sur un sous-
anneau A4 de I’algébre des fonctions continues réelles sur Sp(4). Son noyau
est le radical de (4,IT). Env(4,IT)est ’ensemble des x € A4 tels que £ soit = 0
sur Sp(4,II).

A est uniformément dense dans I’algébre des fonctions continues réelles sur
Sp(4). En effet c’est une algébre sur Q qui sépare les points de Sp(4) (si
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*(x1) = %(x,) pour tout xe€ A, alors y;(x) = x,(x) pour tout xe 4, c. a d.
X1 = X2)-

Mesures sur le spectre d une R-algébre archimédienne.

On suppose ici que A4 est une algebre sur R, munie d’un préordre archimédien
IT. Une forme linéaire T sur A est dite positive si T(x) 2 0 pour tout x eII.

Théoréme 14. Soit T une forme linéaire positive sur une R-algébre
archimédienne (A,TI). Alors il existe une mesure de Radon p positive sur Sp(A)
et une seule telle que T(x) = [£du pour tout x € A. Inversement toute mesure
positive p sur Sp(A) définit une forme linéaire positive sur A:x— [Rdp.

La deuxiéme partie du théoréme est évidente.

Soitx € Rad(4). Alors pour tout ¢>0 on a —e<x <S¢ (Th, 12). Donc
—eT(1) £ T(x) £ eT(1), et par suite T(x) = 0. Il en résulte que T induit une
forme linéaire U sur A4, par U(%) = T(x)(car £ = j entraine T(x) = T(y)).
U est continue pour la norme uniforme de A:en effet soit yeA; alors
[#] =720 sur Sp(4) ce qui vent dire que [j]—y e Env(4). Donc
(Th. 12) |i7| — y + € 2 0 pour tout nombre ¢ > 0 et ipar suite
(7] +&)T(1) — T(») 20. Il en résulte que T(y)< || T(1). On a de
méme — T(§) < || #|| T(L). Donc| UR)| < || 7] T(D).

Comme A est partout dense dans I’algébre des fonctions continues réelles sur
Sp(4), U s’étend en une forme linéaire continue sur cette algébre c’est & dire
en une mesure g sur Sp(A4). Cette mesure est positive: en effet, soit ¢ une
fonction continue = 0 sur Sp(A). 1l existe une suite y, d’éléments de A4 telle
que | $, — ¢| — 0. Donc pour 7 assez grand on a $, = — & sur Sp(4), donc
y +¢ee Env(4) et par suite (Th. 12) y, + 2¢ 2 0. 1Donc T(y,) = — 2¢ pour
n assez grand. Comme u(¢) = lim T(y,) on a u(¢) = 0.

n—* o0
On a donc une mesure positive u sur Sp(4) telle que [£dyu = T(x) pour
tout x € A. Si p’ aila'méme propriété, u et u’ sont égales sur 4 donc sont égales,
puisque A est dense dans 1’algébre des fonctions continues sur Sp(4). C.Q.F.D.

Soit I un idéal d’une R-algébre archimédienne A. On désigne par
I* P’ensemble des points p de Sp(4) tels que X(p)=0 pour tout xel.
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C’est évidlemment un fermé de Sp(4); (I* est donc un espace localement
compact.

Théoréme 15. Soit I un idéal d’une R-algébre archimédienne A, et
T une forme linéaire positive sur I (xel, x 2 0= T(x) 2 0). Alors il existe
une mesure u positive sur ( I* telle que T(xyz) = [ 2p%dyu quels que soient

x,y,z€l. H

Désignons par I+ I’ensemble des sommes de carrés d’eléments de I. Pour
tout a e I+ soit T, la forme linéaire positive sur A définie par T, (x) = T(ax)
pour tout x € A. D’aprés le théoréme précédent il existe une mesure y, positive
sur Sp(4) telle que T(x)= [#dp, pour tout xe A.

Si a,bel* on a [fddp,= [£bdp,=T(abx) quel que soit xeA.
Comme A4 est partout dense dans I’algébre des fonctions continues sur
Sp(4) on a donc [¢pddu,= [¢pbdu, pour toute fonction continue sur
Sp(4). On définit alors une mesure positive u sur I’espace (I* de la fagon
suivante : pour tout compact K < (I* il existe aeI* tel que d> 0 sur K
(en effet pour tout point p de K il existe a,e I+ tel que d,(p)7#0. Comme
K est compact il existe p;,...,p,€ K tel que 42 +... + 42 > 0 sur K). Si ¢
est continue a support compact K contenu dans (I* on pose u(¢) = j'didu:
91
d,b
est continue sur Sp(4) donc [y ddw,= [Ybdu,). On a ainsi défini une
mesure y positive sur (I*.

pourtoutael+* quiest > Osur K (eneffetsia,bel*sont >0surK,y =

Désignons par g, la restriction de la mesure z, & [I* (c’est & dire la restric-
tion de p, aux fonctions continues a support compact contenu dans (I*). On
a alors ddu = du,."En effet si ¢ est continue & support compact contenu dans

GI* on a d’aprés ladéfi nition de p: [d¢dpu = j'd%dy,, od bel* est > 0 sur

le support de ¢. Donc [dpdu = [¢du, (puisque ddp, = bdp,). Soit xel.
Alors £ = O sur I*. Donc  [£du,= [£du, = T(ax). Par suite £ est intégrable
pour la mesure ddyp et on a [dRdu = T(ax). Soient y,zel. Alors (y + z)2
et (y—z)2 sont dans I+. On a donc [(J +2)2Rdpu=T(y + z)2x;
(9 = H2£dp = T(y — z)2x. D’ol par différence [£pZdp = T(xyz).
C.Q.F.D.
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Algébres de Banach réelles

On appelle algébre de Banach réelle une algebre 4 sur R normée, compléte
qui est un anneau réel (c’est & dirc qu’on a 1 +x? + ... + x2 0 quels que
soient x,, ..., X, € A). On suppose donc en particulicr que A a un élément unité.

Théoréme 16. Sur une algébre de Banach réelle A tout préordre est

archimédien. On a en fait x < || x|| pour tout x € A et tout préordre sur A.

Soit x € A, x #0. Posons y = ﬁ La série

1 1, 1.3.2p—3 ,
A A T

converge puisque |y | = 1. La somme z satisfait z2=1 — y.

D’ou || x [ z2 = x|| — x ce qui montre que || x| — x est le carré d’un élément
de 4.

Nous désignerons par Sp(A4) le spectre de A muni du ‘préordre minimum
(ensemble des sommes de carrés d’éléments de A). Sp(A) est donc I’ensemble
des homomorphismes y de A dans R. (En effet si y est un homomorphisme
de 4 dans R on a y(x2) = [x(x)]? donc x(x2) = 0 pour tout x € 4).

Soient Q, Q' deux préordres sur A4, tels que Q < Q'. Alors Sp(4,Q’) est un
sous-ensemble fermé de Sp(4, Q) (ensemble des ye Sp(4, Q) tels que
2(x) = 0 pour tout x € Q). En particulier pour tout préordre Qsur A, Sp(4,)
est un sous-ensemble fermé de Sp(A).

Pour tout xe A ona x < || x| donc x(x) < | x| pour xe Sp(A) puisque
conserve l'ordre et que y(1)=1. On a de méme —x(x)<|x|[|. Donc si
X € Sp(A), x est continu sur A et on a |x(x)| £ | x].

Théoréme 17. Si £=0 sur Sp(4) et ne s’annule pas sur Sp(A), il
existeac R, a0, et x,...,x,€ A tels que x = o + X2+ ..+ x2.

Comme Sp(A) est compact et que £ est continue il existe fe R, f£0 el
que £ = f2 sur Sp(4). Il résulte que x — B2€ Env(4). Par suite (Th. 12)

2
x— ‘87 = 0 pour le préordre considéré. C.Q.F.D.

Théoréme 18. |£] est la borne inférieure des nombres réels 120
tels que A + x et A — x soient des sommes de carrés d’éléments de A.
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En effet si 1 — x et A + x sont des sommes de carrés d’éléments de 4 on a
x < Aet —x <A Donc | x(x)| £ A pour tout x € Sp(4), soit |[£]| < 4. Donc
si « est la borne inférieure de ces A, on a |£] < «. Mais si u=|%| +¢

*

eréel >0 alors u + £ et u— £ sont > 0 sur Sp(A4). Le théoréme précédent
montre alors que p + x et ¢ — x sont des sommes de carrés, donc que u = a.
Comme ¢ est arbitraire on a | £| = a. C.Q.F.D.

Deux exemples d' algébres de Banach réelles.

1) 4 est I’algébre £'(N) munie du produit de convolution: les éléments

[oo]
de A sont donc les suites (a,), .y de nombres réels telles que X |a,| < 0.

n=0

Le produit est défini par axb(n) = £ a(p)b(n—p). Lanormeest [a ]| = X |a,].
rp=0 n=0

On a immédiatement [axb| < |a]|b].

Désignons par 4, la suite nulle partout sauf au point n ol elle vaut 1. Pour
2]

chaque ac 4 on a donc a= X a,0,= X a,(5,)". Comme |[5,|=1 on a
n=0 n=0

%(6,) = xe[—1,1] pour tout ye Sp(4). Comme y est continu on a donc
L= o]

x(a) = X a,x". Le spectre de A est donc identifi¢ a I’intervalle [—1,1]. La
n=0

topologie de Sp(4) est la moins fine qui rende continues toutesles 4 pour ae A.
Elle est donc moins fine que la topologie ordinaire de [—1,1] et comme
elles sont toutes deux compactes, elles sont identiques.

Le Théoréeme 17 s*énonce ici: si ¢(x) est définie sur [—1,1] par une série
entiére absolument convergente et si ¢(x)>0 sur [—1,1], il existe
@1(x),...,P(x) définies par des séries entiéres absolument convergentes sur
[—1,1], et 2R, a0 tels que ¢(x) = a® + 3(x) + ... + $Z(x).

Soit a un élément quelconque de A, Q le plus petit préordre sur 4 contenant
a. Q est donc ’ensemble des éléments de la forme wq + w,a, w, et w, étant
des sommes de carrés. Le spectre de (4,Q) est I'ensemble des xe Sp(4)
tels que y(a) = 0. C’est donc ’ensemble X des x e [—1,1] tels que d(x) = 0.
Si b e A est tel que b > 0 sur X, comme X est compact on a b—azz0sur X

(2 réel #0). Donc b — a2 €Env(4,Q) et b—gzieﬂ (Th. 12). Donc: Si
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d(x) et Y(x) sont définies sur [—1,1] par des séries entiéres absolument
convergentes et si on a Y(x) >0 pour tout x tel que ¢(x) =0, il existe
F100), ... fil(%), g1(x), ..., g(x) définies sur [ —1,1] par des séries entiéres abso-
lument convergentes et a € R, a7 0 tels que

W) =2 +f2 4+ +fE o)+ ... +8D)

Les formes linéaires T positives sur A munie du préordre minimum sont
celles qui satisfont T(a * a) = 0 pour tout a € A. D’aprés le Théoréme 14, Si T
est une forme linéaire positive sur A il existe une mesure u sur [—1,1] et une

| (D) < | al| (1)

o]

1
seule telle que T(a) = [d(x)du(x). On a donc |T(a)| < | d
-1

ce qui montre que T est continue sur 4. On a donc T(a) = X a(n)t(n) ol
n=0

1€ Z¥(N). La condition T(axa)=0 s’écrit X t(m + n)a(m)a(n) = 0.

m,neN

1 0 1
Légalité [a(x)du(x)= X a(n)t(n) donne 1(n) = [x"du(x). Donc:
~1 n=0 -1

1
Pour qu’'une suite T€ £ *(N) soit de la forme 1(n)= [x'"du(x) pour une
-1

mesure p positive sur [ —1,1] il faut et il suffit quonait £ X (i + jloga; = 0
i=0 j=0

pour tout entier n > 0 et toute suite o4, ...,«, de nombres réels.

Ces théorémes s’étendent facilement au cas des séries entiéres a plusieurs
variables.

2) Désignons par P I’ensemble des réels = 0. A4 est I’algébre #(P) (fonctions
numériques intégrables pour la mesure de Lebesgue) munie du produit de

convolution: f* g(x) = [f(u)g(x—u)du a laquelle on a ajouté un élément
0

unité. Les éléments de 4 sont donc de la forme f + 4 avec f € Z!(P) et A€R.
Lanormeest |f+ 4] = |f]: +|4].

Il est immédiat que I’application o :f +4 — A de 4 dans R est un élément de
Sp(A), qu’on appelle point a I'infini. Yl envoie #'(P)sur 0. Soit x un élement
de Sp(A) qui ne soit pas=0 sur £*(P). C’est une forme linéaire continue sur
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#*(P); il existe donc une fonction y(x) e L®(P) telle que x(f) = fd;‘(x)x(x)d_x
0
pour toute feZ'(P). On a y(fxg) = fpfz Ax +y) f(x)g(y)dxdy ;
N = [ xX)xnf(x)g(y)dxdy. 11 en résulte que la mesure
pi

[x(x + y) = x(x)x(y)]dxdy annule toutes les fonctions intégrables sur P2.
On a donc yx(x + y) = x(x)x(y) presque partout sur P2 Ce qui entraine que
I’ensemble des x € P tels que x(x + y) = x(x) x(y), pour presque tout y a un
complémentaire négligeable.

h
Soit h un nombre réel> Otel que [x(x)dx 70 (il en existe un, sinon
1]

uth

x(x)=0 presque partout). Posons ¢(u) = [ x(x)dx. Il est immédiat que ¢ est

continue sur P.
h

On a par changement de variable ¢(u) = [ x(x + u)dx. Or pour presque
tout uon a x(x + u) = y(x)x(u) pour presqu; tout x. Donc ¢(u) = y(u)¢(0)
pour presque tout u, ce qui montre que y'(x) équivaut a une fonction continue.
Si on identifie y(x) a cette fonction continue on a x(x + y) = x(x) x(y)
pour tout couple x,y e P? Par suite x(x)=e 7" et comme x(x)e.L™(P)
onapz0.

Le spectre de A privé du point a ’infini est donc identifié & P, ensemble
o0

des réels 20 en associant & chaque p € P ’homomorphisme f— [e ~P(x)dx
(V]

de #'(P) dans R.Pour f € £(P), fest donc la transformée de Laplace de f.

Sp(4) es donc P| J{xa}. 11 est immédiat que la topologie de Sp(4) est

celle du compactifié d’Alexandroff de P (elle est moins fine que cette topologie

et toutes deux sont compactes).
Cherchons les formes linéaires positives continues sur £(P). Elles sont de la

forme f— oj)‘ f(x)k(x)dx avec k(x) € Z*(P) et satisfaisant j?o k(X)fxf(x)dx =0
0 o

pour toute f € Z(P).
On a donc [[ k(x + y)f(x)f(y)dxdy = 0 pour toute f e £(P).
P2

Une fonction k(x)e ZL*(P) satisfaisant cette condition sera dite de type
positif.
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En appliquant le Théoréme 15 avec I = £(P) d’ott (I* = P on voit qu’il
existe une mesure positive u sur P telle que

j FPEPi(p)du(p) = J k(x)f* g+ h(x)dx
0 0

quelles que soient f,g,h € £(P). Ce qui s’écrit

P4

Je—p(x+y+z)f(x)g(y)h(z)dxdydzdu(p) = fk(x + y+ 2)f(x)g(y)h(z)dx dydz.

pP3

o0
On en déduit qu'on a k(x +y +z) = [e P*"?*Igyu(p) presque partout dans
0
«0Q
P? donc que k(x) = [e”P*du(p) presque partout.
0

La mesure y est une mesure bornée sur P. En effet, on a k(x) € £ ®(P). Or
quand x -0

k(x)— 0jdu(p). Donc 1.[d;t(p) <00

Théord¢me. Pour que k(x) € L%(P) soit de type positif, il faut et il suffit

o

qu’il existe une mesure positive bornée p sur P telle que k(x)= [ e~ ™ du(p)
0

[20]

Corollaire 1. Si k(x) est de type positif elle est analytihue pour x > 0,
[~e]

En effet on a k(xq +h)= fe™P*° X

V] =0

|h| < xo.Pour | h|<x,

(;.p 5 du(p) pour tout x,>0 et

0 n
fe“’“ pX Mdy(p) < 00,
n=0 N:

0

On peut donc échanger les signes de sommation et d’intégration. D ol :

0] hll 2 . _
k(xq+h)= >=:0 o f (—p) e~ du(p).
[4]
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Cette série convergeant pour |h| < x,.

Corollaire 2. Le produit de deux fonctions de type positif est de type
R © ©
positif. Soit ky(x) = [e P*du,(p) et k,(x) = [e”P*du,(p).
0 0

Soit u = u,*u,; pourtoute ¢ continue dsupport compact

u() = f f B(x+ ). dus (0.
P2

u est une mesure positive bornée sur P. Si k(x)= [ e Pdu(p) on a
0
k(x) = ky(x)ka(x).

Corollaire 3. Soit k,(x) une suite de fonctions de type positif de .£*(P)
telle que I’ensemble des | k, |, (c’est-3-dire ’ensemble des k,(0)) soit majoré.
Si k,(x) converge presque partout sur P sa limite k(x) est de type positif.
De plusila convergence a lieu en tout point de P sauf peut-étre en 0.

Pourtoute fe £(P), {, [k +19)f (Of (N)dxdy — {, Jk(x + nf(a)f (y)dxdy

(théoréme de Lebesgue). Donc k(x) est de type positif. Si x40 et si £ est un
point de convergence de la suite k,, £ <x comme toute fonction de type
positif est continue et décroissante on a lim sup k,(x) < lim k,(§) = k(£).

De méme si n est un point de convergence, 1> x, on a liminfk,(x) =
lim k(n) = k().

Comme k est de type positif donc continue, et que I’ensemble des points
de convergence et partout dense (son complémentaire est négligeable) on a
k(x) = lim k,(x).

La convergence peutne pas avoir lieu au point 0 comme le montre I’exemple
2]
k(x)=e"™= [e P*du(p) ol p, est la mesure de Dirac au point ne N.
]

Relation avec les C*-algébres commutatives.

Soit B une algébre de Banach sur C, avec unité, munie d’une involution con-
tinue x —» x* satisfaisant a (x + y)* = x* + y*; (xy)* =x*y*; A*=1 pour
2eC; 1 +x.x¥ + ... +x,x¥#0 quels que soient x,,...,x,€B.

Soit A I’algébre de Banach réelle formée des éléments auto-adjoints de B
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(c’est a dire les x € B tels que x = x*). Nous désignerons par Sp(B) le spectre
de B (c’est-a-dire 1’espace de ses idéaux maximaux) et par Sp(A4) le spectre
de A (c’est-a-dire I’espace de ses préordres maximaux).

Théoréme 19. Le spectre de A s’identifie (en tant qu’espace topologique)
a I’ensemble des x € Sp(B) tels que y(A) = R. C’est donc une partie fermée

de Sp(B).
Remarquons d’abord que tout élément x de B s’écrit d’une fagon et d’une
. X + x* i
seule sous la forme x =a + ib avec a,be A (a= — b= z(x — x¥)).

Soit X ={xeSp(B);x(4)=R}. Si yeX sa restriccion a3 A est un
homomorphisme de A4 sur R D’autre part si y;,y, € X et si y; =y, sur 4 on
a x, = x, sur B tout entier puisque tout x € B se met sous la forme a + ib

avec a, beA.

Il en résulte que X est un sous-ensemble de Sp(A4). Soit alors ¢ € Sp(A4)
Pour tout x€B, x =a +ib avec a,be A, on définit y(x) = ¢(a) + id(b).
Il est immédiat que ¢ est un homomorphisme de B sur C. Donc ¢ € X.
C.Q.F.D.
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