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Un anneau A est dit r6el, s'il est commutatif, a un 616ment unit6 ,contient le 

corps Q des rationnels, et si on a 1 + x 2 + ... + x~ =ri0 quels que soient 

X1, . . . ,xn ~ A.  

Un sous ensemble fl de l 'anneau r6el A est appel6 pr6ordre si: 

1) fl  ~ A2 (ensemble des carr6s des 616ments de A). En particulier 0 ~ 2  
et 1 e~2. 

2) si x , y ~ ,  alors x + y ~ f l  et x y e ~ .  

3) - 1 ~ 2 .  

Sur tout anneau r6el A il existe au moins un pr6ordre: l 'ensemble ~0 

des sommes de carr6s d'616ments de A. Tout  pr6ordre t)~sur A contient 

6videmment ~2 o. 

L 'anneau r6el A muni du pr6ordre ~ est appel6 anneau pr6ordonn6. Dans 

la suite, 6tant donn6s un anneau pr6ordonn~ (A, ~2) et x,y ~ A, on utilisera 

souvent l'expression "x > y dans (A, fl)" au lieu de " x - y  ~ t)". 

~tant un pr~ordre sur I 'anneau reel A on d~signe par [~21 l 'ensemble 

des x ~ A  te lsque x e t )  et - x e D .  

T h 6 o r 6 m e  1. It) I e s t  un iddal strict de A. 

Remarquons d 'abord que tout x e A est la difference de deux 616ments de 

O: arexe   o  : 

Soient alors a ~ l t )  l et x ~ A .  On a x = y - z  avec y, z e f l .  Donc 

x a = y a + z . ( - a ) ~ ) .  De mSme - x a = y ( - a ) + z a e t ) .  Donc xa~ l t ) [ .  

O'autre  part il est imm6diat que si a, b ~ It) l, alors a - b ~ I~1 et que 1 l a l .  

C.q.f.d. 
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Un pr6ordre f~ sur l ' anneau r6el A est appel6 un ordre si lnl = {0} 

c'est-A-dire si x 6 f~ et - x ~ f~ entralne x = 0. (A, f~) est alors appel6 un anneau 

ordonn& I1 est immddiat  que p o u r q u e  le prdordre minimum f~o sur A soit un 

ordre, il faut et il suffit que quels que soient x~, . . . ,x ,  ~ A, x12+ ... + x~ = 0 

entraine x~ = ... = x.  = 0. 

T h 6 o r 6 m e  2. Soit (A,f2) un anneau prdordonnd et x 6 A. Pout" qu'il 

existe un prdordre f~' contenant f2 et x,  il f au t  et il su.ff~t que COo +COlxr - 1 

quels que soient COo et co x dans fL Alors le plus petit prdordre contenent f2 

et x est l 'ensemble des coo + co~x, avec coo, coa ~FL 

La condit ion est 6videmment n6cessaire. Elle est suffisante car  si f~' est 

l 'ensemble des coo + COl x (COo et co x 6f~), alors t2' est un p r fo rd re :  en effet 

(coo + co x)(CO; + COlx) = COoCO; + colCOi x + x(CO CO; + COi o)- 

T h 6 o r 6 m e  3. Soit (A , f~ )un  anneau pr~ordonnd et x l , . . . , x , ~ A .  Pour 

qu'i l  existe un pr~ordre ~ '  contenant F~,xl . . . .  ,x , ,  il f au t  et il suffit que l'on 

ait p ( x l , . . . , x , ) ~ - 1  pour tout polyn6me p (X1 , . . . ,X , )  ~ coefficients dans 

et du premier degr6 en chacune des variables Xx , . . . ,X~ .  Le plus petit 

prdordre contenant f2,x I . . . .  , x ,  eat alors l 'ensemble des p ( x l , . . . , x , )  pour 

chaque polyn6me p(X1 . . . . .  X , )  de ce type. 

Imm6diat  par  r6currence sur n, en utilisant le th6or6me pr6c6dent. 

En particulier (le cas n = 2 sera utilis6 plus loin) : p o u r  qu ' i l  existe 

un pr6ordre f l '  con tenan t  f~, x, y, il faut  et il suffit que l ' on  ait 

COo +COl x +CO2Y +coaxY~/= - 1  quels que soient coo,col,CO~,CO3 ~f~. 

T h 6 o r 6 m e  4. Soit (A, f~) un anneau pr~ordonnd. I l  existe un prdordre 

max imal  sur A, contenant ~ .  

Cons6quence imm6diate du th6or~me de Zorn :  en effet la r6union d 'une  

famille de pr6ordres totalement  ordonn6e par  inclusion est un pr6ordre. 

Soient (A,f~) et (A' ,  f l ' )  deux anneaux pr6ordonn6s.  Une  application 4): 

A - - , A '  est appel6e homomorph i sme  d ' anneaux  pr6ordonn6s si c 'es t  un 

homomorph i sme  d ' anneaux  et si q~(f~) c fF.  

Si 4) : A - ,  A '  est un homomorph i sme  d ' anneaux ,  et si f~' est un pr6ordre 

sur A ' ,  il est imm6diat  que q~- l ( fg)  est un pr6ordre sur A. 
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T h 6 o r 6 m e  5. Soit (A, fl) un anneau prdordonnd et c~ l'homomorphisme 

canonique A ~ A/ l f~  [ . Alors ~p(~) est un ordre sur A/lf~[ et q~-l~(f~)= ~ .  

I1 est imm6diat  que qS(f~) satisfait les condit ions 1 et 2 de d6finition des 

pr60rdres. D ' au t r e  par t  si ~b(a) et - ~b(a) sont  dans q~(f~) il existe o9 et o9' e f~ 

tels que a - o 9 e  If2[ et - a  - o 9 ' ~  [ f ~ [ ; i l  r6sulte que a et - a  sont  dans f~, 

d o n e  in1  et = 0. 

II en r6sulte q u e -  1 6 ~b(~)(car on aurait  1 e t -  l E ~)  done que ~b(f]) est un 

ordre.  

Pour  tou t  a e A, si qS(a)E q~(fl) on a a - o 9  E lf~ ] pour  un certain o9 ~ f~, 

donc  a e f L  Par suite ~b- lqS(f~) = f~. C .Q.F .D.  

L ' anneau  ordonn6 (A /l f~ I, ff(f~)) est appel6 anneau ordonnd quotient de 

A par" le pr~ordre ~ et est d~sign~ par" A/f~. 

Un anneau ordonnd (A,f~) est appel6 pseudo-corps s'il est to ta lement  

ordonn6 (pour tou t  x e A  on a x e f ~  ou - x  e f t )  et si pour  tout  x ~ A ,  x#O,  

il existe y ~ A tel que xy  >__ 1 (c 'est  b. dire x y -  l ~ f~). 

Tout  pseudo-corps est un anneau d ' int6gri t6:  si x ~ 0  et y : ~ 0 ,  il existe 

x ' e t y ' t e l s  q u e x x ' > l  e t y y ' > l  d o n c x x ) y  > 1  ( s i a > l  et b > l  on a 

(a - 1 ) ( b -  1) > 0 donc  ab + 1 > a + b > 2 soit ab>= 1) et par suite on a xy =/: O. 

L'int6r~t de la not ion de pseudo-corps vient du th6or6me suivant : 

Th~or i~me  6. Pour que f~ soit pr~ordre maximal sur l'anneau r~el A 

il faut  et il suffit que A /f~ soit un pseudo-corps. 

La condit ion est n6cessaire: soit en effet fl  un pr6ordre maximal sur A et 

soit x ~ ~ l ' h o m o m o r p h i s m e  d 'anneaux  pr6ordonn6s A ~ A / ~ .  On  a vu 

(Th. 5) que A/f~ est un anneau ordonn6.  Soit a ~ A tel que r # 0 (soit a 6 In I>. 
On a doric soit a ~ ~ ,  s o i t -  a 6 f~. Si par exemple a $ f~, comme f~ est maximal,  

il n ' y  a aucun pr6ordre contenant  f~ e t a  ; done (Th. 2) il existe ~Oo,~O~ ~f~ 

tels que o9o + og~a = - 1 .  On a alors og~a = - 1 -  o9o soit og~a ~ - 1  dans 
(A, f~). Done  ~ l d  < - 1 dans A/f~, soit - ~ a > 1 ; on a une d6monstra t ion 

analogue si - a ~ fl. I1 en r6sulte que dans A/f~, si ti ~: 0, il existe ~ tel que 

a~__>l .  

Reste h montrer  que A/f~ est totalement  ordonn6 : soit a ~ A tel que ni 

ni - ~i ne soient darts fl  (ordre de A/fl) .  II en r~sulte que ni a, ni - a ne sont  

dans ~ .  Puisque f~ est maximal,  il existe done (Th. 2) ogo, ogx, o9~,o9~ ~ f~ tels 
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! ! 

que co o + cola = - 1  ; c o o -  co~a = - 1 .  Done  cota = - 1  - coo ;cola = 1 + co~)~ 

d ' o h  par  produi t  

' a z - ( 1  + COo)(1 + oo~)) CO1 col  = 

c'est  h dire: - 1 = colco~a 2 + co o + co o + cooco~), soit - 1  ~f2 ce qui est une 

contradict ion.  

La condit ion est suffisante: soit en effet f~ un prdordre sur A tel que A/f~ 

soit un pseudo-corps.  S o i t x ~ A ,  x 6 f ~  On a done o2< 0 dans A / ~ .  Done  il 

existe 37>0 ,  tel que - ~ 3 7 >  1. Alors y ~ f ~  et - x y - l ~ f L  On a done 

- 1 = co + xy  avec co ~ f~ et y ~ fL Cela montre  qu ' i l  n ' y  a aucun pr6ordre 

contenant  ~ et x. Comme x est quelconque dans A -  fl, f~ est 

maximal. C .Q.F .D.  

(A,f~) dtant un anneau prdordonn6 on appelle spectre de (A,f~) et on ddsigne 

par Sp(A,f~) (ou par  Sp(A) s'il n ' y  a pas d 'ambigui td  sur le prdordre f~) 

l 'ensemble des prdordres maximaux f~' contenant  fL 

Th(~or~me 7. Pour que x E A  ne soit dans aucun d e s ~ '  ~Sp(A) (c'est 

?t dire (pour que .~ soit < 0  dans A /f~' pour tout prdordre maximal  ~ '  
contenant f~) il fau t  et il suffit qu' i l  existe co >= 0 tel que - cox  >= 1. 

En effet il faut  et il suffit qu ' i l  n ' y  ait aucun prdordre contenant  f~ et x 

(car un tel prdordre se plonge dans un prdordre maximal);  done  qu' i l  existe 

coo,col Ef~ tels que coo + c o l x = - 1 ;  soit c o ~ x < - 1 .  

T h 6 o r ~ m  e 8. Pour qu'aucun [f~'[ ( ~ ' ~  Sp(A)) ne contienne xl ,  x2 .... , x ,  

(c'est-a-dire pour que ~ , x z , . . . , ~n  ne soient simultandment nuls dans aucun 

des AllY', f~ '~Sp(A))  il fau t  e t i l  suffit qu' i l  existe 2~ ,22 , . . . , 2n~A tels que 

2tx  I + ... + 2nXn > 1. 

La condit ion est suffisante : si f~' est un prdordre maximal,  comme 

/ I ~  + ... + ;In$~ > 1 dans A/~ ' ,  .~, . . . , ~  ne peuvent  pas ~tre simultandment 

nuls. 

La condit ion est ndcessaire: l 'hypoth~se entraine qu ' aucun  prdordre ne 

contient f~,x~ . . . . .  x , , - x t  . . . . .  - x ~  (car un tel prdordre se plonge dans un 

prdordre maximal).  On a done,  (d 'apr~s le Th. 3) : 

p(xt . . . .  , x ~ , - x l , . . . , - x ~ ) = - l ,  o~ p (Xl  . . . . .  X~,X'I . . . . .  X'~) 
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est un polynSme h coefficients dans f~ ;ce qui s '6crit  

C O o - 2 1 x l - . . . - 2 n x , = - l ,  avec O~o~I), et 21 . . . .  2 , ~ A ;  soit 

/llx I + ... + 2,x,  > 1. C .Q.F .D.  

Appl i ca t ions .  

I. T h $ o r 6 m e .  Soit  K un corps ordonnd, L une extension rdelle f erru le  

de K et Pl . . . . .  Pk des polyn6mes  e K [ x ~  . . . . .  x~]. Pour  que Pl . . . . .  Pk n 'aient  

aucune racine c o m m u n e  dans L, il f a u t  et il suffit qu ' i l  existe de po lyn6mes  

q~ . . . .  ,qk, rl . . . .  , r  l ~ coefficients dans K,  et 2t . . . .  ,)-t ~Mments >= 0 de K tels 

que qlPl  + ... + qkPk = 1 + 21r 2 + ... + 2zr ~. 

I! est 6vident que la condit ion est suffisante. 

D'apr~s  le th6or~me de Tarski sur l '6quivalence logique de deux extensions 

r6elles ferm6es de K (voir [2]) Pl, ...,Pk n ' o n t  de racines communes  dans 

aucunc extension r6elle ferm6e de K. Par suite Pl . . . . .  Pk n ' o n t  de racines 

communes  dans aucune extension ordonn6e de K puisque celle-ci se plonge 

dans une extension r6elle ferm6e. 
q . . ,  Soit fl c K [ x l  . . . . .  x~] I en.emble des polynSmes de la forme 2t r  2 + + 2tr ~ 

oh 2~,...,21 sont  des 616ments __>0 de K. fl est 6videmment un ordre sur 

K [ x  1 .... x,] ,  prolongeant  l 'o rdre  de K. Si f~' est un pr6ordre maximal contenant  

f), K [ x  1 . . . . .  xn]/f~' est un anneau d ' int6grit6 tota lement  ordonn6 (car  

c 'est  un pseudo-corps)  dont  l 'ordre  prolonge celui de K. Si on avait 

Pt =/~2 . . . .  =fig = 0 dans K [ x l  . . . . .  x , ] / f Y ,  le corps des quotients  de cet 

anneau serait une extension ordonn6e de K contenant  une racine c o m m u n e :  

{xl . . . .  ,:~}, h Pl . . . .  ,p~, ce qui est impossible. D 'apr6s  le th6or6me pr6c6dent 

il existe donc ql,  . . . ,qk e K [ x D  ... ,X,] tels que qlPl  + " "  + qkPk = 1 + ( . 0  

avec 09 e f~. C .Q.F .D.  

II .  Cas o~ A est  un corps r~el. 

Soit A un corps r6el (quels que soient x l, ..., x,  e A on a x 2 + ... + x 2 + 1 # 0). 

Tout  pr6ordre sur A est un ordre;  car I fll est un id6al strict de A, donc  

Inl=(0 . 
S i f l  est un pr6ordre maximal sur A, A / O  est donc  le corps A muni  d ' u n  

ordre total.  On retrouve le fait que tout  corps r6el peut ~tre muni d ' u n  ordre 

total. 
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En appliquant les r6sultats pr6c6dents ~t l 'anneau pr60rdonn6 (A,f~o) (off 

~0 est l 'ensemble des sommes de carr6s d'616ments de A) on obtient : 

1) s i x  ~ A est > 0 dans tout ordre total de A, x est une somme de carr6s 

d'616ments de A. 

En effet, - x  n 'appart ient  ~ aucun pr60rdre maximal, donc il existe 

1 + 090 1 091(1 + 090). 090,091 ~t)o tels que 090 - 091x = - 1  soit x . . . .  
091 o? 

2) s i x  et y ne sont simultan6ment >__ 0 dans aucun ordre total sur A, il 

existe 090,091,092,093, sommes de carr6s d'616ments de A tels que 

090 + 091 x + r  + 0 9 3 x y  = - -  1. 

En effet, aucun pr60rdre maximal, done aucun pr60rdre, ne contient 

f~o,X, y. D'of l  le r6sultat d'apr~s le Th60r~me 3. 

III .  Soit K un corps ordonn6 tel que tout 616merit ~ 0 de K soit une somme 

de carr6s d'616ments de K, et L une extension r6elle ferm6e de K. On sait que 

si p(x l  . . . .  , x n ) ~ K [ x l  . . . .  ,xn] est > 0  sur L, c 'est  une somme de carr6s de 

fractions rationnelles h coefficients dans K (th60r~me d'Artin). On peut 

g6n6raliser ce r6sultat de la fagon suivante : 

Si p(xz . . . . .  x~) et q ( x l , . . . , x ~ )  E K [ x l  . . . .  ,x~] ne sont jamais simultan6ment 

> 0 sur L, il existe 090,09~,092,093 sommes de carr6s de polyn6mes ~t coeffi- 

cients darts K, tels que 090 + 091P + 092q + 093Pq = O. 

D'apr~s le th60r/~me de Tarski, p(x  I . . . . .  x,,), q(x  I . . . .  ,x,,) ne sont simultan6- 

ment > 0 dans aucune extension r6elle ferm6e de K, done dans aucune extension 

ordonn6e de K. Or le corps K ( x  I . . . . .  x~) muni de l 'ordre f~o minimum (ensemble 

des sommes de carr6s) est une extension ordonn6e de K ; p e t  q ne sont donc 

simultan6ment > 0 pour aucun ordre total de K(x~ . . . . .  x~). Par suite (appli- 

cation II)  il existe 090,091,092,093 sommes de carr& d'616ments de K ( x  I . . . .  , x,,) 

tels que 090 + 09~P + 092q + 093Pq = - 1 .  D'ot'l le r6sultat en 61iminant les 

d~nominateurs. 

Enveloppe  et radical  d'un anneau pr6ordonn& 

Soit I I  un pr60rdre sur l 'anneau r6el A. 

On appelle enveloppe de l 'anneau pr60rdonn6 (A, II)  et on d6signe par 

Env(A,l-l) (ou par Env(A)) l 'intersection des pr60rdres maximaux de A 

contenant II .  C 'est  6videmment un pr~ordre contenant  H. 
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O a  appelle  radical  de l ' anneau  prdordonnd (,4, 1-I) et on ddsigne par  

R a d ( A , I I )  (ou par  Rad(A)) l ' intersect ion des I f  l] quand f~ ddcrit l ' ensemble  

des prdordres max imaux  de A contenan t  FI. C 'es t  un iddal de A et on a en 

fait  Rad(A) = IEnv(a) l. 

T h ~ o r ~ m e  9. Le radical de (A, I I )  est l'ensemble des x ~ A ,  tels que 

pour tout 2 ~ A i l  existe n >= 0 (c. d d. 7~ ~ H) tel que n(1 - 2x) >_- 1. 

Si x satisfait cette condi t ion soit f) un 'prdordre  maximal  con tenan t  H.  Si 

x r  on a ~ r  dans A/ f )  et par  suite (A/ f )  dtant un pseudo-corps)  il existe 

/l e A tel que ~'~ >_- 1 dans A/f) .  Or il existe n > 0 tel que n(1 - 2x) >_ 1 ; d 'o t l  

if(1 - ~-~) _>-- l. C o m m e  A/f~ est to ta lement  ordonn6 et ff __> 0 darts A/f ) ,  on a 

1 -  ,~.~ > 0 dans A/f~ ce qui contredi t  , ~  _>_ 1. D o n c  x ~[f~] et par  suite 

x e Rad(A, II) .  

S i x  ne satisfait pas cette condit ion,  it existe 2 ~ A tel que pour  tout  n >_- 0 on 

ait n ( l - 2 x ) < l .  D o n c  pour  tous n , n ' > 0  on a n ( 2 x - 1 ) + 7 ~ ' > - 1 ,  

donc  n(2x - 1) + n '  ~ - 1. I1 existe donc un prdordre,  et par  suite un prdordre  

maximal  f) con tenan t  YI et 2x - I (Th. 2). Dans  A/f~ on a 7..~ - 1 __> 0 doric 

.~ ve 0 et pour  suite x r [ f~l" Donc  x ~ Rad(A,  H).  

T h 6 o r ~ m e  10. L'enveloppe d e ( A , H )  est l'ensemble des x E A ,  satis- 

faisant  une des deux conditions 6quivalentes suivantes: 

1) V 2 e A ,  3n l ,n2 ,n  3 >=0 tels que (n  2 + n32)(1 + ) . x ) - n 1 2  > 1, 

2) V 2 ~ A ,  37rl,7~2,Tr 3 ~ 0 tels que nix  + ( n  2 - 7Z3X)(1 + 2X) ~ 1. 

Si xsat isfai t  la condi t ion 1, soit ~ un prdordre  maximal  con tenan t  H.  Si 

x r  on a ~ < 0 dans  A/~). Doric il existe 2 e A  tel que,~ > 0 et  - ~_-> I ; 

c ' es t  ~ dire 2 e l l ,  et  - ( I  + ) . x ) e f L  Or il existe 7 q , n 2 , n 3 ~ H  tels que 

n ~ 2 -  (1 + ) .x)(n2 + ha2) < - 1; donc  il existe no e F I  tel que 

n o + 7Zl)~ --  ~Z2(1 + 2X) --  n j . ( 1  + ).X) ---- - -  1. C o m m e  2 et - (1 + i x )  sont  

dans f), on a - 1 e ~ ce qui est une contradic t ion.  D o n c  x e f l  et par  suite 

x e Env(A, H). 

S i x  ne satisfait pas  la condit ion 1, on a 

n o + n l ) . - -  7r2(1 + ~ , X ) - - n 3 2 ( 1  + 2 X ) ~ >  - -1  

quels que soient no,nl ,n2,n  3 e H. Donc  (Th. 3) il existe un prdordre ,  doric 
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aussi un pr6ordre maximal contenant H,  2, - ( 1  + 2x). Dans A/f~ on a 

, ~ 0  et - L / ~  1, done ~ < 0 .  Par suite x r  done x 6 E n v ( A , f 0 .  

S i x  satisfait la condition 2, soit f~ un pr6ordre maximal contenant II.  Si 

x C f l  il existe 2 E A ,  tel que - ~  1. On a done - x 6 f l  et - ( 1  + 2 x ) E ~ .  

Par suite (Th. 3) quels que soient n0, rq, n2, na e I I  on a 

no - z tx  - n2(1 + 2x) + n3x(l + 2 x ) : ~ - l ,  

ce qui contredit la condition 2. 

S i x  ne satisfait pas la condition 2, on a 

n o -  n i x -  n2(l + 2x) + nax(1 + 2 x ) 5 ~ - 1  

quels que soient rco, nl, n2,rc 3 e l-l. Donc (Th. 3) iI existe un pr6ordre, donc 

aussi un pr6ordre maximal f~ contenant - x  et - ( 1  + 2x). Dans A/ t )  on a 

d o n e $ < 0 e t  1 + ~ < 0 ,  d o n c $ # 0 .  On a donc $ < 0  et par su i t ex6 f~ .  

Done x 6 Env(A, f~). 

Pr6ordres  archim~diens  

Un pr6ordre H sur l 'anneau r6ei A est dit archim6dien si pour tout x e A, 

il existe un entier n >= 0 tel que x =< n (c'est-~t-dire n - x  E H). II est clair que 

si f~ est un pr6ordre quelconque contenant  le pr6ordre archim6dien H, 

alors f2 est archim6dien. 

Si H est un pr6ordre archim6dien, (A,H)  sera appel6 anneau pr6ordonn6 

archim~dien. 

T h 6 o r 6 m e  11. Soit A, H u n  anneau prdordonnd archimddien et a,b cA .  

Si ab ~ I e t  a ~_ O, it existe un entier M > 0 tel que a ~_ 1]M let b ~_ 1/M. 

En particulier on a b ~_0. 

(A, H) 6tant archim6dien il existe deux entiers > 0 H et K tels que 0 _< a _ H 

et b___<K. Posons a ' = a / H .  On a done 0 ~ a ' _ _ < l  et a ' b > l / H  (car 

ab _~ 1). En multipliant l'in6gatit6 b _<_ K par  a '  qui est >__ 0 on a a'b <= a'K,  

done 1/H ~_a'b ~_ a 'K  soit a' > 1/KH. 

(On en d6duit a ~ 1 ]K c,e qui est une partie du th6or~me ~ d6montrer). 
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Posons ~ = l - a ' .  C o m m e  on a 1 ] K H < a ' ~ I  on a 0 < ~ t < 0  avec 

0 = 1 - 1 / K H .  

L'in6galit6 a ' b  > 1 / H  s'4erit (1 - ct) b ~ 1/H.  Multiplions ses deux membres 

par  1 + ~  +ct 2 + ... + ~t"-Xquiest  ~ 1. On obt ient  : 

1 
(1 - ~")b > w ( 1  + ~z + ...  + ~ - i ) .  / - /  

Done (1 - 0t")b > 1 / H  quel que soit l 'ent ier  n > 0. 

L ' a n n e a u  (A,l-I) 6tant archim6dien il existe un entier L > 0 tel que - b < L. 

Multiplions par 0t" (qui est > 0) les deux membres de cette in6galit6. On  

obt ient :  - ~ " b  < ct"L. C o m m e  0 < ct < 0, et done 0 < ct"< 0", on a ~"L ~ 0"L. 

Done  - c t ' b  < 0%,  soit ct"b > - 0 % .  

Ajoutons cette in6galit6 h la prdc6dente. On obtient  

b > 1 / H  - LO", quel que soit l 'ent ier  n > 0. 

Comme 0 est un nombre  rationnel et que 0 < 0 < 1, il existe un entier 

n > 0 tel que ~ - L0" = > . On a done  b - > 2H"  C.Q.F .D.  

T h 6 o r 6 m e  12. Si  (A, r I )  est un anneau prdordonnd archim~dien,  l 'en- 

veloppe de (A, II)  est l 'ensemble des x e A,  tels que pour tout entier n > 0 

on air x > - 1 /n(c .  hd.  x + 1In el ' l ) .  Le radical  de (A,I-I) est l 'ensemble  

des x ~ A tels que pour tout entier n > 0 on ait  - 1In < x < 1In. 

S i x  ~ Euv(A) d ' ap res  la condit ion 1 du Th6or~me 10, pour  tou t  2 e A il 

existe 7~1,~2,7t 3 ~ 0 tels que (n2 + 7t3,~)(1 + 2x) - 7t12 ~ 1. 

C'es t  vrai en particulier sl 2 est un entier n > 0. Mais a lo r s  n12 _~ 0 et par  

suite on a (7~2 + 7ran)(1 + nx) > 1. 

C o m m e  n 2 + r q n > 0 ,  d ' ap r~s le  Th60r~me 11 on a l+nx>->_0.  D 'oO 

x ~_ - 1/n quel que soit l 'ent ier  n > 0. 

Inversement  si on a x ~ - 1/n pour  tou t  entier n > 0, soit fl un pr60rdre 

maximal quelconque contenant  1-I. S ix  6f~ on a 2 < 0 dan s A / f L  Done  il existe 

y E A tel que p _~ 0 et - ~.~ > 1. Comme (A, 1-l)estl archim6dien, il existe un 

entier K > 0 tel que y < K. On a done p < K dans A/ fL  C o m m e  - ~  > 0 

on a - s  ~ - Ks  et par  suite 1 ~ - Ks Soit s ~ - 1/K.  Or par  hypoth~se 



316 J .L .  KRIVINE 

on a x > - 1 /2K,  soit ~ > - 1 /2K ce qui est contradictoire.1 Donc  x e f~ et 

par  suite x e Env(A, I I ) .  

Le radical de A 6tant l 'ensemble des x c A ,  tels que x ~Env.(A,  17) et 

- x E E n v ( A ,  II) ,  on en d6duit imm6diatement  le r6sultat cherch6 pour  

Rad(A, I1). 

T h 6 o r ~ m e  13. Pour que I(A,YI) soit un pseudo-corps archimddien, il 

fau t  et il suffit qu' i l  soit isomorphe, en tant qu'anneau ordonnd, Zt un sous 

anneau de R contenant Q. 

I1 est clair que ia condit ion est suffisante. Soit alors (A, 17) un pseudo-corps  

archim6dien. On d6finit une application q~ de A dans R de la fagon suivante: 

pour  chaque x E A, l 'ensemble des q ~ Q tels que q < x est major6 dans Q 

(par un entier M > 0 tel que x < M). I1 a donc  une borne sup6rieure ct dans 

R. On pose qS(x)= ct. 

I1 est 6vident que s i x  E Q on a ~b(x) = x. 

q~ est biuaivoque et croissante:  soient x, y ~ A, x ~ y. C o m m e  A est totale- 

ment  ordonn6 on a par  exemple y >  x. Donc  il existe co E A tel que c o ( y - x )  > 1. 

C o m m e  c o < N  pour  un certain entier N > 0 ,  on a N ( y - x ) > l ,  soit 

y -  x > 1/N. Or il existe q ~ Q, q < x, tel que ~b(x)-  q < 1 / 2 N  (d 'apr~s la 

d6finition de ~b(x)). Comme y > x + l / N ,  on a y > q + l / N .  D o n c  

c~(y) > q + 1 /N  et par  suite q~(y) > ~b(x) + 1 /2N ce qui mont re  que ~b est 

biunivoque et croissante. 

On a q~(- x) = - ~b(x) pour  tout  x e A : en effet pour  tout  q ~ Q, q > q~(- x), 

alors q n 'es t  pas < - x .  Comme A est to ta lement  ordonn6 ,on a donc  q > - x ,  

soit x > - q  et par  suite 4~(x)> - q .  C o m m e  q est un rat ionnel  arbitraire 

> ~b( -x )  on a donc  q ~ ( x ) > - q ~ ( - x ) .  D ' a u t r e  part  si q e Q, q < ~b(-x) ,  

alors q < - x, donc  x < - q et par suite $(x) < - q. Donc  q~(x) < - q~(- x) 

et par suite $(x) = ~b(-x) .  

Soient x , y  ~ A. Alors ~b(x + y ) =  qS(x)+ ~b(y). En effet, si p, q e Q et si 

p < x , q < y ,  on a p + q ~ x + y .  D o n c q ~ ( x ) + $ ( y ) < ~ b ( x + y ) .  O n a d o n c  

aussi $ ( - x )  + ~b( -y)  < ~ b ( - x - y )  soit q~(x) + q~(y) > ~b(x + y). 

Soit x > 0 .  Pour  tou t  e > 0 dans Q, il existe q E Q  tel que q < x < q + 

(il suffit de prendre q entre ~b(x) - e / 2  et ~b(x) + 5/2). Alors q2 _~ x 2 < (q + e)2 
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donc q 2 < qS(x 2) < (q + e) 2. I1 en r6sulte qu 'on  a tp(x 2) = [qS(x)] 2. On d6montre 

de m~me cette in6galit6 s i x  < 0. 

Par suite si x,y c A  on a ~b(x + y)2 = I-~b(x + y)]2 : soit 

q~(x 2) + q~(y2) + 2~b(xy) = [q~(x)] z + [q~(y)]2 + 2~b(x)~(y). 

D'o/~ ?p(xy) = ~b(x)~b(y); ~b est donc bien un isomorphisme de A dans R, con- 

servant l 'ordre.  C.Q.F.D. 

Soit (A, II)  un anneau pr6ordonn6 archim6dien. Si f~ est un pr6ordre maximal 

contenant II ,  A / ~  est un sous-anneau de R contenant Q d'apr~s le th6or~me 

pr6c6dent. Inversement si X est un homomorphisme d 'anneaux pr6ordonn6s 

de A darts R, comme ~((A) est alors un pseudo-corps le pr6ordre X-I(P) 

(oh P d6signe l 'ensemble des r6els > 0) est un pr6ordre maximal dans A. 

Le spectre de (A, I I )  est donc identifid ft l'ensemble des homomorphismes 

Z d'anneaux prdordonn~s de A dans R. 

Pour tout x ~ A  il existe un entier M(x)>  0 tel que - M ( x ) <  x < M(x). 

Donc g(x) ~ [ -  M(x), M(x)] pour tout )~ e Sp(A). Posons e = 1-I [ - M(x),M(x)] 
sEA 

c'est  un espace compact  quand on le munit  de la topologie produit  et 

Sp(A) c 8. Or Sp(A) est l 'ensemble des 6 e go tels que pour tout x et pour  

tout  y on ait 6(x + y) = 6(x) + 6(y);6(xy) = 6(x)c~(y); ipour tout x ~ 0,  

cS(x) ~ 0; et 6(1) = 1. I1 en r6sulte que Sp(A) est un ferm6 de go, doric est 

compact  pour la topologie induite par go. 

Dans la suite on supposera toujours Sp(A) muni de cette topologie qui en 

fait  un espace compact. 

Pour tout x ~ A soit ~ la fonction d6finie sur Sp(A) h valeurs dans R par  

x(x) = X(x) pour chaque X E Sp(A). I1 est imm6diat que ~ est continue sur 

Sp(A)(en fait la topologie de Sp(A) est la moins fine rendant  continues 

toutes les fonctions ~) et que x --* ~ est un homomorphisme de A sur un sous. 

anneau ~ de l 'alg~bre des fonctions continues r6elles sur Sp(A). Son noyau 

est  le radical de (A,H).  Env(A, I I )es t  l 'ensemble des x e A tels que ~ soit > 0 

sur Sp(A,II) .  

.~ est uniform~ment dense dans l' algdbre des fonctions continues rdelles sur 

Sp(A). En effet c 'est  une alg~bre sur Q qui s6pare les points de Sp(A) (si 
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~(X~) =~;~z)  pour tout x cA ,  alors X: (x )=  X~(x) pour tout x c A, c . / t  d. 

;~ = ;~z). 

M e s u r e s  sur le  s p e c t r e  d 'une  R - a l g 6 b r e  arch im~dienne .  

On suppose ici queA est une alg~bre sur R, munie d'un pr~ordre archim6dien 

H. Une forme lin6aire T sur A est dite positive si T(x) ~ 0 pour tout x e II. 

T h ~ o r ~ m e  14. Soit T u n e  forme lin~aire positive sur une R-algJbre 

archim#dienne ( A, H). Alors il existe une mesure de Radon ~ positive sur Sp(A) 

et une seule telle que T(x) = f~dl z pour tout x E A. Inversement toute mesure 

positive # sur Sp(A) d~finit une forme lin(aire positive sur A :x ~ S.~dlz. 

La deuxi~me part ie du th~or~me est ~vidente. 

Soitx c Rad(A). Alors pour tout e > 0 on a - e  < x < ~ (Th. 12). Done 

-8T(1)  ~ T(x) ~_ ~T(1), et par suite T(x) = 0. Il en r6sulte que T indu i t  uric 

forme lin~aire U sur d ,  par U(~) = T(x)(car ~ = )3 entraine T(x) = T(y)). 

U est continue pour  la norme uniforme de .4 :en effet soit y c A ;  alors 

~ )31[ - )3 _> 0 sur S p ( A ) c e  qui vent dire que [ I ) 3 ~ - y c E n v ( A ) .  Done 

(Th. 12) l[*)3l] - y  + e - ~ 0  pour tout  nombre [ e > 0  et ipar suite 

(l[.P[[ + g ) T ( 1 ) -  T ( y ) ~ O .  I1 en r6sulte que T ( y ) ~  HY[[ T(1). On a de 

m~me - T(.P) ~ ~.P ][ T(1). Done[ U()3)] _~ II)]  T(1). 

Comme ~ est partout  dense dans l'alg6bre des fonctions continues r~elles sur 

Sp(A), U s'6tend en une forme lin6aire continue sur cette alg6bre c'est/~ dire 

en une mesure # sur Sp(A). Cette mesure est positive: en effet, soit ~b une 

fonction continue ~ 0 sur Sp(A). I1 existe une suite y ,  d'61~ments de A telle 

que l[)3, - ~b [[ -~ 0. Done pour n assez grand on a )~ _~ - e sur Sp(A), done 

y + 8 c Env(A) et par suite (Th. 12) Yn + 2e ~ O. IDonc T(y,)  _ - 2e pour 

n assez grand. Comme/~(q~) = lira T(y~) on a/~(~b) ~ 0. 
11-#00 

On a done une mesure positive/z sur Sp(A) relic que f:~d# = T(x) pour 

tout x c A. Si #'  a]la:mSme propri6t6, # et # '  sont 6gales sur ,~ done sont 6gales, 

puisque ,,[ est dense dans l'alg6bre des fonctions continues sur Sp(A). C.Q.F.D. 

Soit I un id6al d 'une R-alg6bre archim6dienne A. On d6signe par 

I* l 'ensemble des points p de Sp(A) tels que ~ (p )=  0 pour tout x e l .  
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C'est dvidemment un fermd de Sp(A); CI* est done un espace localement 

compact.  

T h E o r E m e  15. Soit I un iddal d'une R-algibre archimddienne A, et 
T une forme lindaire positive sur I (x e I, x ~_ 0 =~ T(x) ~ 0). Alors il existe 

une mesure #positive sur ~ I * telle que T(x yz) = .f ~ f, ~.d# quels que soient 
Cz* 

x ,y ,z  E l.  

DEsignons par I + l 'ensemble des sommes de carrds d'eldments de I. Pour 

tout  a e l  + soit To la forme lindaire positive sur A ddfinie par To(x) = T(ax) 

pour tout x e A. D'aprEs le thdorEme prdcddent il existe une mesure/~o positive 

sur Sp(A) telle que To(x)= fgdgo pour tout x e A .  

Si a, b e I  + on a f )~Sd /~=  f ~ b d # o = T ( a b x )  quel que soit x E A .  

Comme ,,~ est partout  dense dans l'algEbre des fonctions continues sur 

Sp(A) on a done f r  = fr pour  toute fonction continue sur 

Sp(A). On dEfinit alors une mesure positive # sur l 'espace CI* de la facon 

suivante:pour  tout compact  K c CI* il existe a e I  + tel que 8 >  0 sur K 

(en effet pour tout point p de K il existe a ~ I  + tel que 8p(p)=/:0. Comme 

.2 ... +8~  > 0  K). Si r K est compact il existe Pl, ...,Pn E K tel que ap + sur 

est continue ~ support compact K contenu dans C1" on pose #(r = J'~-d#a 

pour tout a e I + qui est > 0 sur K (en effet si a, b e I + sont > 0 sur K,  ~O = 8, 

est continue sur Sp(A) done S~PSdgb = .~bdl~o). On a ainsi d~fini une 

mesure # positive sur ~I*. 

D6signons par/~" la restriction de la mesure/~, h ~I* (c'est ~ dire la restric- 

tion de/~o aux fonctions continues ~ support compact contenu darts CI*). On 

a alors 8dl~ = dl~,.'En effet s i r  est continue h support compact contenu dans 

on a d'apr~s laddfi nition de # : j'd~bd# = j'8/;49--d#b oh b e I  + est > 0 sur CI* 

le support de r Done J '8r  = j'r (puisque 8dgb = bar#,). Soit x e I .  

Alors ~ = 0 sur I*. Done .f.~ dlt, = .[.~ d#'o = T(ax). Par suite ~ est intdgrable 

pour la mesure 8d/1 et on a S8.~dl~ = T(ax). Soient y , z  e I .  Alors (y + z)a 

et ( y - z ) 2  sont dans I +. On a done . [ ( f i+2)2 .~d#=T(y+z)2x;  

.[(y, - ~.)2.r = T(y -- z)2x. D'oi~ par difference S~:~d# = T(xyz).  

C.Q.F.D. 
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Alg6bres de Banach r~el les  

On appelle alg~bre de Banach r6elle une alg~bre A sur R norm6e,  compl6te  

2 ~ 0  quels que qui est un anneau  r6el (c 'es t  ~t dire q u ' o n  a 1 + x 2 + ... + x~ 

soient x~ . . . .  , x,, c A). On suppose done  en part iculier  que A a un 616ment unit6. 

T h 6 n r 6 m e  16. Sur une algkbre de Banach r~elle A tout pr~ordre est 

archimddien.  On a en f a i t  x < II x I[ pour tout x c A  el tout prdordre sur A. 

X 
Soit x c A ,  x 5 0 .  Posons y = I - ~ "  La s6rie 

1.3..2p - ... 
1 - ~ Y - ~  y ' 2 -  ''" 2ff-pf. 3 y , _  

converge puisque  II Y II = 1. La s o m m e  z satisfait  z E=  1 -- y.  

O ' o ~  ]1 x II z2 = II x II - x ce qui mon t re  que [[x[] - x est le carr6 d ' u n  616ment 

de A. 

Nous  d6signerons par  Sp(A) le spect re  de A muni  du !pr6ordre min imum 

(ensemble des sommes  de carr6s d'616ments de A). Sp(A) est done l 'ensemble 

des homomorphismes  ~ de A duns R.  (En effet si X est un h o m o m o r p h i s m e  

de A dans  R on  a Z(x 2) = [Z(x)-I z done  Z(X 2) ~ 0 pour  tou t  x c A ) .  

Soient f~, fY deux pr6ordres sur A, tels que f~ c ~ ' .  Alors Sp(A, fF)  est un 

sous-ensemble ferm6 de Sp(A, f~) (ensemble des X c Sp(A, f~) tels que 

Z(x) > 0 pou r  tou t  x c f~'). En part iculier  pour  tout  pr6ordre  f~ sur  A, Sp(A,f~) 

est un sous-ensemble  ferm6 de Sp(A). 

Pour  tout  x c A on a x < I1 x I1 done  Z(x) < II x l[ pour  X c Sp(A) puisque X 

conserve l ' o rd re  et que X(1) = 1. On a de m~me - Z ( x )  < II x 11. D o n e  ~ 

•c Sp(A), x est continu sur A et on a Ix(x l ___< llxll, 
Th6or6me 17. Si ~ > 0 sur Sp(A) et ne s 'annule  pus sur Sp(A), il 

z existe 0:oR, 0 : 5 0 ,  et x l  . . . .  , x n c A  tels que x = 0:2 + x 2 + ... + x , .  

C o m m e  Sp(A) est compac t  et que g est continue il existe fl c R, fl ~ 0 el 

que ~ > f12 sur Sp(A). I1 r6sulte que x -  f12 c Env(A). Par  suite (Th. 12) 

x - ~ -  > 0 p o u r  le pr6ordre consid6r6. C .Q.F .D.  

T h 6 o ~ m e  la .  II~11 est la borne infdrieure des nombres rdels ~_o  
tels que 2 + x et 2 - x soient des somrnes de carrds d'dldments de A. 
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En effet si 2 - x et 2 + x sont des sommes de carr6s d'61~ments de A on a 

x =< 2 et - x  =< 2. Done I X(x)[ ~ ;t pour tout X E Sp(A), soit []~ll =< 2. Done 

si ~ est la borne inf6rieure de ces 2, on a I[~][ __< ~. Mais si # = H ~][ +5  

e r6el > 0 alors /~ + ~ et # - ~ sont > 0 sur Sp(A). Le th6or~me pr6c6dent 

montre alors que # + x et p - x sont des sommes de carr6s, done que # >__ ~. 

Comme e est arbitraire on a ]1~ II--> ~" C.Q.F.D. 

Deux exemples d'aig~bres de Banaeh r~elles. 

1) A est l'alg~bre -LPI(N) munie du produit de convolution: les ~l~ments 
oO 

de A sont done les suites (a,), ~s de nombres r6els relies que ~ [a, I < oo. 
n = O  

Le produit est d6fini par a ,b(n)  = ~ a ( p ) b ( n -  p). La norme est/[ a ][ = ~ [an]. 
p=O n=O 

On a imm6diatement [] a �9 b II -<- l[ a 11 [I b I[" 

D6signons par ~, la suite nulle partout sauf au point n o~ elle vaut i. Pour 

ehaque a E A  on a done a =  ~, an6,= a,(6x) n. Comme []6 l ] [ = l  on a 
n=O n=O 

X(61) = x ~ [ -  1,1] pour tout ~ e Sp(A). Comme X est continu on a done 

z(a)  = ~, anX". Le spectre de A est done identifi6 ~t l'intervalle [ - 1 , 1 ] .  La 
n = O  

topologie de Sp(A) est la moins fine qui rende continues toutes les 6 pour a ~ A. 

Elle est donc moins fine que la topologie ordinaire de [ ' - 1 ,1 ]  et comme 

elles sont toutes deux compactes, elles sont identiques. 

Le Th~or~me 17 s'6nonce ici: si (p(x) est ddfinie sur [ - 1 ,  1] par une sdrie 

entidre absolument  convergente et si (p (x )>0  sur [ ' - 1 ,1 ] ,  il existe  

q~l(x) . . . . .  qSk(X ) ddfinies par des sdries.entikres absoh, ment  convergentEs sur 

[ -  1, 1], et r ~ R,  ~ :/: 0 tels que qb(x) = o( 2 + ~2(x)  + . . .  + Lp2(x). 

Soit a un 616merit quelconque de A, f~ le plus petit pr60rdre sur A contenant 

a. f~ est done l 'ensemble des 616ments de la forme tOo + to~a, ~0o et co~ 6rant 

des sommes de earr6s. Le spectre de (A,fl) est l 'ensemble des XE Sp(A) 

tels que x(a) ~ 0. C'est done l'ensemble X des x ~ [ -  1,1] tels que 6(x) > O. 

Si b E A est tel que fi > 0 sur X, eomme X est compact on a b - c(2 > 0 sur X 
~ 2  

(~ r6el ~ 0). Donc b -  ~: eEnv(A,D) et b - - ~ -  ef~ (Th. 12). Done:  Si 
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~b(x) et ~b(x) sont d6finies sur [ - 1 , 1 ]  par des s6ries enti~res absolument 

convergentes et si on a ~b(x)> 0 pour  tout x tel que ~b(x)> 0, il existe 

f l (x)  .. . . .  fk(x), gt(x) . . . . .  gl(x) d6finies sur 1--1,1-] par des s6ries enti6res abso- 

lument convergentes et c( e R, e( 56 0 tels que 

[r = c( 2 + f ~  + ... + f z  + r  + ... + gk 2) 

Les formes lin6aires T positives sur A munie du pr6ordre minimum sont 

celles qui satisfont T(a �9 a) > 0 pour tout a E A. D'apr~s le Th6or~me 14, Si T 

est une forme lin6aire positive sur A il existe une mesure # sur [ - -  1,1-1 et une 
1 

seule telle que T(a) = fd(x)dp(x). On a donc [ r(a)l __< I[ a II lI. II p(1) 
-I 

oo 

ce qui montre que T e s t  continue sur A. On a donc T(a) = Z a(n)~(n) off 
n = 0  

z r La condition T(a,  a) > 0 s'6crit ~, "c(m + n)a(m)a(n) > O. 
m,ne,"i 

1 1 

L'6galit6 fd(x)dp(x) = ~, a(n)z(n) donne z(n) = fx"dp(x). Donc : 
- 1  n = O  - 1  

1 

Pour qu'une suite z E.~~176 soit de la forme z(n)= fxndp(x) pour une 
- 1  

mesure It positive sur [ - -  1, 1] i l faut et il suffit qu'on ait ~ ~ z(i + j)oq~j >= 0 
i = 0  j = O  

pour tout entier n > 0 et toute suite oq, ..., % de hombres rdels. 

Ces th6or~mes s '6tendent facilement au cas des s6ries enti~res ~ plusieurs 

variables. 

2) D6signons par P l 'ensemble des r6els > 0. A est l 'alg~bre Z,O(p) (fonction s 

num6riques int6grables pour la mesure de Lebesgue) munie du produit de 
x 

convolut ion:f* g(x)= f f (u )g (x -u )du  "it laquelle on a ajout6 un 616ment 
0 

unitS. Les 616merits de A sont doric de la f o r m e f  + ;t a v e c f  ~ .Lal(p) et 2 s R. 

La norme est [If + 2 [I = llfll  + 121. 

II est imm6diat que l 'application Z~ : f  +2  -~ 2 de A darts R est un 616ment de 

Sp(A), qu 'on appelle point ~ l'infini. 11 envoie ~ 1 ( p )  sur 0. Soit X un 61ement 

de Sp(A) qui ne soit pas-= 0 sur .~l(p) .  C'est  une forme lin~aire continue sur 
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oo 

.WI(P); il existe donc une fonction Z(x) ~ *La~176 telle que g(]) = f f(x)z(x)dx 
0 

pour  toute f~ .~ l (p ) .  On a z(f*g) = f f  X(x +y) f (x )g(y )dxdy  ; 
p2 

x(f)x(q) = f f  Z(x))~(y)f(x)g(y)dxdy. I1 en r6sulte que la mesure 
p2 

[-g(x + y)-X(x)x(y)]dxdy annule toutes les fonctions int6grables sur p2. 

On a donc X(x + y) = Z(x)x(y) presque partout  sur p2. Ce qui entraine que 

l 'ensemble des x e P  tels que X(x + y) = X(x)x(y), pour presque tout y a un 

compl6mentaire ndgligeable. 

h 

Soit h u n  nombre r6el > 0 tel que fX(x)dx -# 0 (il en existe un, sinon 
0 

u+h 

g (x )=0  presquepartout) .  Posons c~(u)= f g(x)dx. I1 cst imm6diat que ~b est 
iJ 

continue sur P. 
h 

On a par changement de variable cb(u)= f X(x + u)dx. Or pour  presque 
0 

tout u on a Z(x + u) = Z(x) z(u) pour presque tout x. Done ~b(u) = X(u)c~(O) 
pour presque tout u, ce qui montre que X'(x) 6quivaut/i une fonction continue. 

Si on identifie X(x) /t cette fonction continue on a X(x +Y)=Z(x)z(Y) 
pour tout couple x,y EP 2. Par suite X(x) = e -px et comme X(x) ~ La~176 

on a p > 0 .  

Le spectre de A priv6 du point h l'infini est donc identifi6 ~ P, ensemble 
oo 

des r6els > 0  en associant ~t chaque p ~ P  l 'homomorphisme f ~  fe  -PXf(x)dx 
o 

de .~ l (p )  dans R . P o u r f e ~ i ( P ) ,  l e s t  done ia transform6e de Laplace de f .  

Sp(A) es donc PU{goo  }. I1 est imm6diat que la topologie de Sp(A) est 

celle du compactifi6 d 'Alexandroffde P (elle est moins fine que cette topologie 

et routes deux sont compactes). 

Cherchons les formes lin6aires positives continues sur .L~"I(P). Elles sont de la 
oo oo 

f o r m e f ~  ff(x)k(x)dx avec k(x) e.L~'~176 et satisfaisant f k(x)f , f (x)dx ~ 0 
0 0 

pour  toute f ~ Lal(p). 

On a done .If k(x + y)f(x)f(y)dxdy ~ 0 pour toute f 6.~l(p). 
pa 

Une fonction k(x)E.,(e~~ satisfaisant cette condition sera dire de type 
positif . 
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En appliquant le Th6or6me 15 avec I = .Z'I(P) d'ofJ CI* = P on voit qu'il  

existe une mesure positive # sur P telle que 

oo oo 

O O 

quelles que soientf ,  g,h e ~ l ( p ) .  Ce qui s'6crit 

r e- po, + y + =)f(x)g(y)h(z)dx dy dzdit(p) = i k(x + y + z),f(x)g(y)h(z)dx dy dz. 
p4  

oo 

On en d6duit qu 'on  a k(x + y + z) = .[e-P("+Y+')dit(p) presque par tout  dans 
0 

at) 

p3 done que k(x) = .[e-P~dit(p) presque partout .  
o 

La mesure # est une rnesure born6e sur P. En effet, on a k(x) e .s ~(P). Or 

quand x ~ 0 k(x) ~ SdIt(p). Done fdIt(p) < oo 
0 1 

T h 6 o r 6 m e .  Pour que k(x) e..~~176 soit de type positif, il f au t  et il su~t  
oO 

qu'il  existe une mesure positive bornde It sur P telle que k(x )=  j" e-PXdit(p). 
0 

C o r o l l a i r e  1. Si k(x) est de type positif elle est analyti~lue pour  x ~, 0. 
oo 12o 

En effet on a k(x o + h ) =  fe  -vx~ ( - p h ) "  o .=o n! dit(p) pour tout xo > 0  et 

[hl<xo. Pourlhl<xo 
170 

fe -'~~ ~ IPhl" --fiT-. dit(p) < oo. 
, d  n = 0  �9 
0 

On peut done 6changer les signes de sommation et d'int6gration. D ' o h :  

oo 

k(xo + h) = ~ , '  ~. ( -  P)" e-PXO dit(P) �9 
n = O  

O 
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Cette s6de convergeant pour [ hi < x o. 

C a r o l l a i r e  2. Le produit de deux fonctions de type positif est de type 
% 0o oo 

positif .  Soit kx(x) = .[e-PXdl~l(p) et kz(x) = fe-PXdl~2(p). 
0 0 

Soit/~ =/~1"P2; pour toute  ~bcontinue fisupport compact  

~(~) = ( f  ~(x + y). dpl(X)dpz(y). 
p2 

/~ est une mesure positive born6e sur P. Si k(x)= ~ e-PXdll(p) on a 

k (x )  = k d x ) k 2 ( x ) ,  o 

C o r o l l a i r e  3. Soit k,,(x) une suite de fonctions de type positif de .s176176 

telle que l 'ensemble des II k. (c'est-a-dire l 'ensemble des k,(0)) soit major6. 

Si k,,(x) converge presque par tout  sur P sa limite k(x) est de type positif. 

De plusila convergence a lieu en tout point de P sauf peut-~tre en 0. 

Pour toute f e .,~t(p), f f k , ( x  + ! y)f(x)f(y)dx dy ~ f f k ( x  + y)f(x)f(y)dx dy 
p2 p2 

(th~or~me de Lebesgue). Donc k(x) est de type positif. S i x  ~-0 et si ~ est un 

point de convergence de la suite k,, ~ < x comme toute fonction de type 

positif est continue et d6croissante on a lim sup k,(x) < lim k,(O = k(O. 

De mSme si r /est  un point de convergence, r />  x, on a l i m i n f k , ( x ) >  

lim k.(r/) = kO/). 

Comme k est de type positif clone continue, et que l 'ensemble des points 

de convergence et partout  dense (son compl4mentaire est n4gligeable) on a 

k(x) = lim k.(x). 

La convergence peut ne pas avoir lieu au point 0 comme le montre l 'exemple 

k.(x) = e - ~ =  fe-P~dl~,(p) oh p, est la mesure de Dirac au point n e N. 
0 

R e l a t i o n  avee  les  C*-a lg~bres  e o m m u t a t i v e s .  

Soit B une alg~bre de Banach sur C, avec unit~, munie d 'une involution con- 

tinue x ~ x* satisfaisant h (x + y)* = x* + y* ; (xy)* = x ' y*  ; 2" = ]( pour 

2 e C ;  1 + xlx* + ... + x,,x* ~ O  quels que soient xx , . . . , x ,~B .  

Soit A l'alg~bre de Banach r6elle form6e des 616ments auto-adjoints de B 
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(c 'es t / l  dire les x ~ B tels que x = x*). Nous  d6signerons par  Sp(B) le spectre 

de B (c'est-/t-dire l 'espace de ses id6aux maximaux)  et par Sp(A) le spectre 

de A (c'est-~-dire l 'espace de ses pr6ordres maximaux).  

T h 6 o r 6 m e  19. Le spectre de A s'identifie (en tant qu' espace topologique) 

l'ensemble des x ~ Sp(B) tels que x(A) = R. C' est donc une partie fermde 

de Sp(B). 

Remarquons  d ' a b o r d  que tout  616ment x de B s'6crit d ' une  fa~on et d 'une  

seule sous la forme x = a + i b  avec a , b ~ A ( a -  x + x* 2( ;b= x-x*)). 

Soit X = { z 6 S p ( B ) ; x ( A ) = R } .  Si z E X  sa restriction /t A est un 

homomorph i sme  de A sur R D ' au t r e  par t  si Z~, Z2 e X et si Xl =Z2 sur A on 

a Z~ = X2 sur B tou t  entier puisque tout  x e B  se met sous la forme a + ib 

avec a, b6A. 

I1 en r6sulte que X est tln sous-ensemble de Sp(A). Soit alors ~b ~ Sp(A) 

Pour  tout  x E B ,  x = a + i b  avec a , b 6 A ,  on d6finit X(x)=q~(a)+ic~(b) .  

I1 est imm6diat que ~b est un homomorph i sme  de B sur C. D o n c  tk E X. 

C.Q.F.D.  
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