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Si H = Hp + V est une perturbation d’un oscillateur harmonique #p, on montre,
sous des hypotheéses assez faibles sur le potentiel V, que les noyaux des opérateurs
d’évolution &', ¢"Ho ont méme microsupport (en un sens qui sera précisé). En
particulier les points singuliers de Tr ¢, considéré comme distribution de 7,
sont les périodes des trajectoires périodiques de I’hamiltonien de Hy. L’idée
d’une démonstration est d’adapter la démonstration maintenant classique pour
une perturbation d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 comme par exemple
exp it(v—A + V) ot I’erreur V est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre < 0.
Mais ici les méthodes asymptotiques initi€es par Chazarain [16], qui prolongent
le calcul symbolique “standard” des opérateurs pseudifférentiels ou intégraux de
Fourier (méthodes WKB), ne marchent pas et on voit trés vite qu’on ne peut en
aucun cas se limiter au calcul symbolique “classique”.

Pour contourner cette difficulté nous proposons deux méthodes, techniquement
assez différentes, mais dont nous pensons qu’elles ont chacune son intérét propre.
La premiére s’inspire d’idées de R. Beals et exploite le fait que des inégalités
L? qu’impliquent 1’équation d’évolution pour les crochets successifs du *“défaut”
¢~ o™ avec les opérateurs “classiques” produisent une forme de calcul symbol-
ique suffisante pour majorer I’ensemble des singularités. La deuxiéme est inspirée
des méthodes semi classiques, le réle du “petit parametre” étant joué par un rapport
d’homothétie.

Ce probléme nous a été suggéré par une étude faite avec S. Albeverio. Des
problémes similaires ont été étudiés par S. Zelditch, A. Weinstein et S. Zelditch,
D. Robert et nous remercions le referee de nous avoir signalé leur travail.

Nous remercions enfin chaleureusement le referee pour la liste détaillée et précise
de corrections et suggestions qu’il nous a fournie, qui a certinement contribué a
améliorer cet article.

Nous dédions cet article a notre cher ami et maitre S. Agmon.
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0. Introduction

On se propose d’étudier un oscillateur harmonique perturbé:

(0.1) H:Hv:%(—A+q(x))+V

ol g est une forme quadratique réelle définie positive (3> 0) et V = V(x) un
potentiel. Pour qu’il s’agisse vraiment d’une perturbation on suppose que V n’est
pas “trop grand": V = o(q(x)); exemple typique V = Asin(a.x+ b). On se propose
de comparer certaines des propriétés spectrales, en particulier aux hautes énergies,
de I’opérateur Hy a celles de 1’opérateur non perturbé

(02) Ho = 5(~A +q(x).

Nous montrerons que les distributions d’une variable ¢, Tr ¢ et Tr ¢ ont
méme ensemble singulier, et pour cela que les noyaux de Schwartz des opérateurs
¢ et ¢ ont en un certain sens méme microsupport.

Nous donnons en fait de ceci deux démonstrations; 1’une utilise le calcul des
opérateurs pseudo-différentiels “polynomiaux” décrits dans Boutet de Monvel [11];
dans cette théorie on modifie le décompte des degrés des opérateurs définis globale-
ment dans R”, de sorte qu’en particulier ’oscillateur harmonique apparait elliptique
d’ordre 1 (au lieu de 2); la définition de ’ellipticité n’est donc pas la définition
usuelle, non plus que celle du microsupport qui lui est est liée, et qui tient compte
ici a la fois de la régularité et de I’ordre de grandeur a 1’infini. La méthode consiste
a adapter dans ce cadre la démonstration (maintenant classique) qui marche pour
une perturbation d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 comme par exemple
exp it(v/—A + V), ou I’erreur V est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre < 0.
La difficulté est que la perturbation V ci-dessus (qui est naturelle dans ce contexte)
n’est pas I’analogue d’un opérateur pseudo-différentiel “classique” d’ordre 0, mais
plutét d’un opérateur “de type %” ou pire et que, pour de tels opérateurs le calcul
symbolique “standard” des opérateurs pseudo-différentiels ou intégraux de Fourier
ne marche plus du tout. Néanmoins les inégalités L? qu’impliquent 1’équation
#H produisent une forme de calcul symbolique suffisante pour
estimer (comme Beals [6, 7]) les commutateurs itérés des opérateurs qui apparais-
sent dans la comparaison des deux opérateurs d’évolution e et ¢, et finalement
de majorer I’ensemble du microsupport de ¢/

L’autre méthode, suivant une indication de Sjostrand, consiste 2 introduire un
petit parameétre 2 > O jouant le role d’une constante de Planck et a effectuer la
transformation unitaire f(x) — h~"/*f(h='/2x) sur L2. On se raméne ainsi a ’étude
d’un probléme semi-classique asymptotique (2 — 0) faisant intervenir une classe

d’évolution pour e
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convenable d’opérateurs pseudo-différentiels (voir le paragraphe 3.2); probléme
qu’on localise prés des surfaces d’énergie du probleme non perturbé.

Notre assertion résulte alors d’un théoréme de propagation de singularités pour
un opérateur de type principal réel, de degré 1, perturbé par un terme de degré zéro
appartenant A une classe de symbole assez bonne pour qu’une preuve utilisant les
opérateurs de degré variable s’applique (paragraphe 3.4).

0.1 L’opérateur non perurbé

Si on choisit une base orthonormale dans laquelle la forme quadratique g est
diagonale: g(x) = 3" A?x? (X; > 0), les valeurs propres de Hy sont les nombres

1
] A4 =
(0.3) a- A+ 2IAI

(aveca A= ajpoura = (ar,...,a,) €N et |]A] =D X))

Notons que par 'ordre de grandeur de ses valeurs propres Hy se comporte
comme un opérateur elliptique d’ordre 1 (plut6t que 2) a # variables. L’opérateur
d’évolution e*fo se comporte comme un “opérateur intégral de Fourier”
associé au flot intégral du hamiltonien de Hy (c’est a dire le champ de vecteurs
S &0/0x; — qux,0/0&x). La quantité Tr &0 est bien définie comme distribution
sur R: ona

{0.4) TretHo — HIAI/2 H(l _ et

(valeur au bord du prolongement holomorphe pour Im ¢ > 0), et I’ensemble
des singularités de Tr ¢ est donc exactement I’ensemble des périodes du flot
hamiltonien de Hg (c’est 4 dire 1’ensemble des nombres de la forme 2&7x/X,
keZ.j=1,...,n).

0.2 L’opérateur perturbé

On fera dans toute la suite I’hypothése suivante (qui sera renforcée plus loin):
(0.5)  Vestcontinu, V =o(||x]|*) pourx — oo et|lmV|<c™.

Les opérateurs H et Hy ont alors méme domaine, 2 savoir 1'espace hilbertien
des fonctions f € L? telles que ||x|[}f € L? et D*f € L?. En outre la différence
V = H — Hy est un opérateur compact Dom{H) — L2. 11 s’ensuit que le spectre de
H est discret et que les valeurs propres de H ont le méme ordre de grandeur que
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celles de Hy.! En outre I’opérateur e/ est bien défini, en vertu du théoréme de
Hille-Yosida (puisqu’on a |Im V| < ¢*¢). On s’attend en fait 4 des analogies plus
fines entre les propriétés spectrales de H et de Hy. Ici nous nous intéressons a la
question de savoir si ¢ et o ont le méme microsupport (en un sens 3 préciser)
lorsque H n’est pas une trop grosse perturbation de Ho; dans ce cas 1’ensemble des
points singuliers de Tr ¢ est lui aussi contenu dans 1’ensemble des périodes du
flot hamiltonien de Hyp. C’est ce que nous montrons ci-dessous, sous une hypothése
assez faible sur V (il faut que Im V soit borné, et que V et ses dérivées ne soit pas
trop grands—voir §2). Comme il a été indiqué plus haut, il convient de modifier la
définition “usuelle” du microsupport (wave-front) des distributions et opérateurs
sur R” pour I’adapter a ’oscillateur harmonique. La définition que nos utilisons
tient compte a la fois de la régularité et de la croissance a I’infini. Elle est décrite au
§1 ci-dessous. Elle donne lieu & un calcul symbolique essentiellement identique au
calcul usuel, sauf qu’il convient pour une bonne analogie de diviser les degrés des
opérateurs par 2: x et D, sont de degré -é— dans ce contexte (cf. Boutet de Monvel
[11]), et Hy apparait comme un opérateur elliptique d’ordre 1. Pour comparer les
deux opérateurs d’évolution ¢/ et ¢, on introduit 1’opérateur

(06) P= e—itHoeitH
qui vérifie une équation différentielle (opératorielle)
(0.7) dP/dt=iV,P avec V,= e HoyeiHto

oll par abus on a noté V I’opérateur de multiplication par V. Le calcul symbolique
des opérateurs pseudo-différentiels permettrait de résoudre symboliquement cette
équation si V appartenait & un des ‘bons’ espaces de symboles, du type ST avec
b < %, pour lesquels le degré des termes successifs dans les développements
asymptotiques du calcul symbolique tend vers —oo. Ici ce n’est jamais le cas:
si on compte que x et £ sont tous deux homogenes de degré % et si I’opérateur
de multiplication par V = V(x) appartient a2 un espace de symboles S7, on a
nécessairement § > % (4 moins que V ne soit un polynéme). Néanmoins, si Im V
est borné et V € S] avec v = v+ 6 < 1 (ce qui est certainement le cas si V est
de classe C*°, périodique ou presque périodique), nous montrerons que la solution
P, méme si elle n’est pas un opérateur pseudodifférentiel d’une des classes de
Hormander, jouit des propriétés suivantes:

(0.8) P est “d’ordre 0” i.e. continu H* — H* pour tout s

1 Le. le nombre Ny, (s) de valeurs propres < s de Hy est équivalent & Ny (s).
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(ol H* est I’analogue dans notre situation de 1’espace de Sobolev, cf. §1);
(0.9 si Q. ...,On sont N “OPD classiques” d’ordre [,

le commutateur [Q; - - - [Qn, P].] estd’ordre < Nv.

Comme on verra au §1.2 ceci implique que P est microlocal (avec la notion
modifiée de microsupport), donc que /o et ¢H
les distributions de #: Tr ¢ et Tr ¢,

ont méme microsupport, ainsi que

1. Modéles d’Opérateurs Microlocaux

1.1 Modéle des OPD “polynomiaux"

On se place sur R”. Le cotangent T*R” = R?” est muni de la forme symplectique
canonique Y d€;dx;, qui est homogene de degré 1 si on compte que x et ¢ sont ho-
mogenes de degré 7. On note H>, resp. H~°, I’espace de Schwartz des fonctions
C* a décroissance rapide, resp. des distributions tempérées sur R”. Le noyau de
Schwartz d’un opérateur continu > — H~>° est une distribution tempérée sur
R%, Si g € H~>°(R?") on note a(x, D) le composé de la transformation de Fourier
et de ['opérateur de noyau (x,£) — (27) "e*ta(x, £). Ainsi, si a est une fonction
a croissance polynomiale en (x, £) on a la formule usuelle:

(1.1) a{x, D}f(x) = 2x)™" ] e™ Sa(x, E)f(£)dE.

On introduit 1’analogue des espaces de symboles de Hérmander tenant compte
que dans notre contexte les dérivations 8/dx, 8/9¢ sont de degré —1 plutdt que 0
(resp. -1): pour m, 6 réels on note

(1.2) S7 ’ensemble des fonctions a(x, ) € C*(R?")

telles qu’on ait pour tout multi — indice o :
(0%l < (1 + [x] + Jg])>mH2e= 1 /2kel,

Pour abréger on notera §” = S§7 (comme dans Hormander [19], on peut
généraliser en prenant des poids plus variés pour définir le degré m, ou des
“métriques” plus générales pour définir les longueurs des dérivations 9/9x, 9/9¢,
nous n’aurons pas besoin de ceci ici). L’espace correspondant d’opérateurs est
noté OPST. Nous ne le considérerons que dans le cas 0 < é < 1 (on vérifie
élémentairement qu’un élément de S} est somme d’un polynéme et d’un symbole
de degré —oo si 6 < 0; et les estimées qui définissent S7 n’ont plus grand-chose a
voir avec la microlocalisation si é > 1). Dans le cas 6 = 0, les éléments de OPSF'
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sont I’'analogue des opérateurs pseudodifférentiels “classiques” d’ordre m. Ces
opérateurs satisfont au calcul symbolique usuel siae ST, b€ S’é’il avec 6+46' < 1,
onaa(x,D)B(x,D) =c(x,D),ouce S”’+m & = = sup(é, 8")) a pour développement
asymptotique:

(1.3) L~Z afaaab 2
En particulier pour le symbole principal® on a

(14) 0’m+ml(AB) = Um(A)O’mI(B),

(1.5) Omtm +5+5~1([A, B]) = —i{om(A), o (B}}

ou { . } est le crochet de Poisson associ€ a la forme symplectique canonique.

Ce calcul est entiérement analogue au calcul pseudo-différentiel usuel, avec la
différence que x et £ sont ici tous deux de degré % (pour que ) d¢;dx; soit de
degré 1). 1l convient donc de diviser les degrés “usuels” par 2. Ainsi I’oscillateur
harmonique

(1.6) Hy = %(—A +¢g(x)) (g forme quadratique > O sur R")

se comporte comme un opérateur elliptique de degré 1 (et non 2), et dans le mélange
Rusuel X Rpol4 et d/dt — iHy se comporte dans ce contexte comme un opérateur
hyperbolique de degré 1, comme 1’opérateur d’évolution (d/dt — iv/—A) dans le
contexte usuel.

(1.7) Echelle des espaces de Sobolev. Il y aun analogue de I’échelle des
espaces de Sobolev: H* = A~!(L?) od A est n’importe quel opérateur elliptique
d’ordre s (et de type 6 < 1)°, par exemple A ot A = (—A + x?)/2; ’espace

2 Ceci signifie que pour tout & 'erreur ¢ - (les termes de degré > k du membre de droite) est
de degré < k; pour des opérateurs ~ signifie = mod. les opérateurs ou les symboles de degré
- (A~ B & deg(A - B) = —).

3 Le symbole principal de A = a(x, D) € OPSY estlaclasse de a mod les symboles de degré < m—§,
ou encore, si g a un développement asymptotique en fonctions homogenes (§ = 0), le terme de plus
haut degré de ce développement.

4 Comme dans Boutet de Monvel [11], RSol désigne R” muni de I’algébre des opd. de degré modifié

comme ci-dessus, dont les prototypes sont les opérateurs polynomiaux en x et D, et R, désigne R
muni de ’algébre des opd. usuels (cette notation est & améliorer),

5 A est elliptique d’ordre s signifie que A, ou de fagon équivalente son symbole (§ < 1/2), posséde
un inverse d’ordre —s modulo les opérateurs de degré < s.
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H* = YH* est I’analogue de C™, et ™ = UH" est I'analogue de I’espace des
distributions. Il est commode, pour certains calculs, de faire des développements
en fonctions de Hermite (fonctions propres de A): rappelons que celles-ci sont
indexées par les multi-indices «:

fo = Ca (x - %) ¢='/2 oi la constante ¢, > 0 est telle que [|Aqfl: = L.
OnaAh, = (la| + n/2)h,.

Les espaces H* sont invariants par transformation de Fourier, et plus généralement
par le groupe métaplectique, qui opére d’ailleurs sur toute la situation (cf. Leray
(24]).

(1.8) Microsupport. Il y a un analogue du microsupport (alias: spec-
tre singulier, wavefront): dans ce paragraphe, si f est une distribution tempérée,
(x0.60) & SSf signifie qu’il existe A € OPS? elliptique en (xp,&)® tel que
Af € H*>. Le calcul symbolique montre que tous nos opérateurs sont “microlo-
caux": SS(Af) C SS{f) si A €OPS? si é < 1. Au §3 on utilisera une version “avec
petit paramétre” du microsupport. Le microsupport défini ici se manipule comme le
microsupport usuel, en particulier vis & vis des restrictions ou des projections, cf §2.

1.2. Continuité 12

On sait qu’un opérateur A € OPSY opére continiiment dans L? si § < i: cela

résulte simplement du calcul symbolique si § < %, qui montre qu’il existe dans ce
cas des opérateurs B €OPS{ et R € OPS™ tels que A*A + B*B = ¢™(1d + R),
ou du théoréme de Calderon—Vaillancourt dans le cas § = % Dans le cas 6 > %,
I’assertion ci-dessus est fausse et on remplace ’espace S9 par un espace mieux
adapté aux inégalités L2, en s’inspirant de Beals {6, 7].

Définition 1.1 Soit m un nombre réel. On note OPE] I'espace des opérateurs A
réguliers d’ ordre m, i.e. tels que A se prolonge en un opérateur continu H® — H*~"
pour tout s. Pour O < 6§ < 1, on note OPXY I'espace des A € OPZY tels que pour
toute suite finie Q. ...Qn d opérateurs “classiques" de degré 1 (Q; € OPS(‘,), on
ait

[Q1 - [On,A]] € OPZTHYS.

6 La notion d’ellipticité est évidemment microlocale et on peut parler d’opérateur elliptique en un
point (x, €) (i.e. dans un voisinage conique de ce point); rappelons qu’ici conique signifie stable par les
homothéties (x, ) — M/2(x, €). Si (x,€) = (0,0) on convient que A est elliptique en (x, £) si c’est une
constante inversible, et (x,&) ¢ SS(f) signifie f = 0.
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On notera 7 ’espace des symboles correspondant (le symbole d’un opérateur
A € L(S™>,8%) est la distribution tempérée a telle que ¢*¢a soit le noyau de
Schwartz de AF~!; il est déterminé de facon unique d’aprés le théoréme des
noyaux de Schwartz). Il résulte aussitdt de la définition qu’'on a AB € OPZ];""""’ si
A € OPIT et B € OPT™, et aussi [A, B] € OPE7+" ~1+0 4 A ¢ OPE” et B € =T

Les opérateurs A € OPXY sont “microlocaux”, i.e. diminuent le microsup-
port, i.e. on a BAC ~ 0 si B,C € OPS] ont des supports disjoints (il existe
alors Q) ---Qn de support disjoint de C, de degré O, tels que BQy---Qn ~ B,
donc BAC ~ BQ; - - QNyAC ~ [B[Q: - -[On.A] - ]]C qui est de degré < deg(B) +
deg(A)+deg(C)—(N+1)(1-46)), aussi petit qu’on veut. En outre si F est1’analogue
d’un “opérateur intégral de Fourier classique” elliptique, ona FOPE?F~! C OPL?
puisque FOPE}F~! C OPE]: c’est par exemple le cas si F = ¢4 o0 A € OPS},
a un symbole réel homogéne (A déplace alors le microsupport comme le flot du
champ hamiltonien du symbole de A).

Proposition 1.2 Pour 6 < %, on a OPL? = OPS?.

Examinons d’abord le cas ¢ = % 11 suffit de démontrer la proposition pour

m = 0. On note a'® la dérivée (9.¢)*a; c’est le symbole du commutateur itéré
Al) = jlel(Ad(D, —x))*A. Notons £ ’espace des distributions sur R?" noyaux
d’opérateurs continus L2 — L2, Si a € £ la suite de ses coefficients (de Hermite)
est bornée et par suite @ € H*(R*) pour k < —n. Par suite si @ € £9,, on a
a'®) € e &L C H~" pour tout o« donc a est C* et on a une inégalité

|a'*(0.0)| < c||A™)|c pour N assez grand (N > 3n+2|a|)

(AN) désigne la collection des dérivées d’ordre < N). Pour (1,v) € R” x R”,
notons T, l’opérateur f — e~/ +uD)f — o=Xf(x 4 y): les T,, engendrent un
groupe de transformations unitaires de %° isomorphe au groupe de Heisenberg
(on a T,y € OPSY, NOPEY,)). On a F(Tuf) = € "HIf(€ + v) et par suite
Twwa(x, D)T;! = a(x+u, D+v) (a1alimite, onretrouve [u-D—v-x, a(x, D)] = b(x, D)
avecb(x,§) = (u-D,+v-D¢)a(x,€)). Orlanorme|| || estinvariante par translation
en x, & (a(x + u, € + v) est le noyau de T,,‘,AT,;‘1 ); donc on a aussi

') (x,6)| < (T AT YN 2 = || T, ANFDT Y 0

autrement dit toutes les dérivées a'®’ sont bornées, ce qui signifie qu'ona a € 9 /2
Comme on sait, la réciproque est vraie et résulte du théoréme de Calderon—
Vaillancourt. Dans le cas 0 < § < %, on observe que la condition ¢ € §§ implique
a* e E'l"/;_m pour tout a, avec ¢ = 1 — 6, et que ceci équivaut aa € S7'. Dans le cas
& > %,iln’y a pas de relation d’inclusion aussi simple entre S et £7. Néanmoins
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Proposition 1.3 Soit V = V(x) un symbole indépendant de . Alors pour
m>0,6> 1 VeS?impliqueV € £7.

En effet, si V € S§, la formule de Leibniz montre que, pour tout a, V{*) opére
continiment #° — H*~"~¢lel pourtout s > 0, donc aussi par dualité pour tout s < 0.
p p p

Remarque On peut montrer qu’on a ST~ C X7 C ST** pour k assez grand;
mais ceci n’est pas d’ une grande utilité pour la continuité L*.

2. Perturbation de I’Oscillateur Harmonique

On se place toujours sur R* avec les conventions ci-dessus. Notre opérateur non
perturbé est Hy = %—( ~A + g(x)). ot g(x) est une forme quadratique réelle >> 0 sur
R”. L’opérateur perturbé est

(2.1) H=Hy+V

ol V = V(x) est un potentiel. On fait sur V I’hypothése suivante: V € S} (donc
aussi V € X) ol 7, 6 sont deux nombres réels > Otels que y > 0.6 > 1/2 7et
v=7v+6 < 1. Autrement dit

(2.2) [0V < call + |x]?)7elel (avec ¢ = 6 — 1/2).
Le symbole des “opérateurs polynomiaux" H et Hy (cf. note 4) est
(2.3) o(H) = o(Ho) = (€% + q(x))/2.

En particulier H est elliptique de degré 1, comme Hy; il a une paramétrix
H'le OPZ?QS‘l (ou aussi dans ce cas H~! € OPS; ).

Soit Ko = Ko(t,x,y) (resp. K = K(#,x,y)) le noyau de Schwartz de 1’opérateur
d’évolution expitHy (resp. expitH) considéré comme noyau d’opérateur sur
Rusuet X R3,. Ona
(2.4) (0, — iH)K = (6, — i'Hy)K = 0.

Si on mesure I’asymptotique de K comme celle des distributions de Rgue) x Rﬁo} ,
comme indiqué ci-dessus (cf. note 4), on voit que le microsupport SS(K) est

contenu dans la variété d’équations r — oy (x.€) = 7 — oy(y, —n) = 0 (en dehors de

7 Si ces conditions ne sont pas remplies il faut remplacer v par sup(-y, 0) + sup(8, 1/2) dans la suite.
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laquelle 0, — iH, et 9, — i'H, sont elliptiques; on a posé oy = o(H}). On se propose
maintenant de comparer K et Ky et on introduit le “quotient™:

(2.5) P = exp(—itHg) exp(itH)
qui vérifie I’équation
(2.6) 8P = iV,P avec V, = e~ Hoyeitth  p(0) = Id.

Ici Hy se comporte comme un opérateur “classique” elliptique d’ordre 1 et V,
est une famille C> d’opérateurs pseudodifférentiels de type OPX].

Théoréme 2.1 On suppose Im 'V borné, et v = v + é < 1. Alors la solution P
de (2.6) est un opérateur pseudo-différentiel P € OPZ0 (Im V = (V — V*)/2i).

Démonstration L’équation (2.6) définit une famille continue d’opérateurs
bornés dans L? = HO. En fait P € OPX? (i.e. P est borné dans H* pour tout s), car
P, = H)PH " est la solution de 1’équation similaire

(2.6)s 8Py = iViPs  avec Vs = HV.Hy® (= Vi(1))

or Im Vi, = (Vi — V};)/2i est bomé puisqu’on a Vs = V, + [H, ViJH;*, que
Im V; est borné par hypothése et que, comme V; est de degré 1 et de type 6 et Hf
est de degré s et de type O, [H{, V/JH, " estde degré <v+6—-1<0.

Examinons les crochets successifs [Qk ---[Q1,P]--] ot Q; € OPS}. Notons
P'9) un crochet d’ordre ¢ : [Q;, - - - [Q,,, P] - - -] et montrons par récurrence qu’on a
P ¢ OPY Y. En effet P vérifie une équation

(2.6)x oP® — iv,p® =R,

ou le deuxiéme membre R; est somme de 2" — 1 termes de la forme iV,("’ 'pla)
(p+q = k.q < k) et HP*H* vérifie une équation analogue (2.6);,. Comme
VP € OPSTt" ¢ OPSP*) et par récurrence P@ € OPSY ™% le deuxiéme
membre de (2.6); est continu H¥ 7+ — HO donc aussi la solution HP®FH .
Ceci est vrai pour tout k et tout s et donc par définition P € OP Zg 6

Corollaire 2.2 Les distributions K et Ko ont le méme microsupport (au sens de
Rusuet XRY ). L'ensemble des singularités de la distribution Tr e = [K(t,x,x)dx
est contenu dans I’ ensemble des périodes du flot hamiltonien de Hy .

8 Lorsque V est un symbole classique, comme fonction de x, ce résultat est implicitement contenu
dans les résultats de A. Weinstein et S, Zelditch.
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Le théoréme 2.1 implique que P est microlocal donc préserve les microsupports,
en tant qu’opérateur pseudodifférentiel sur Rgol dépendant de fagcon C* de ¢, ou
aussi bien en tant qu’opérateur sur Rygue % Rgg, parcequ’il vérifie I’équation (2.6).
Il en résulte aussitdt que Ko et K = ‘P(Kp) ont méme microsupport.

On a par ailleurs pour le microsupport (au sens de cette section) d’une restriction
ou d’une image directe les mémes régles qu’en général (avec essentiellement la
méme démonstration, que nous ne recopions pas):

-Si ¥ C X est un sous objet la restriction f]Y est définie si SSf ne rencontre
pas le fibré conormal Ty X-i.e. sila projection SSf N (T*X|Y) — T*Y est propre;
SS(f|Y) est alors contenu dans 1’'image de cette projection.

-SiX — Y est une fibration f, /X [ est bien défini si la projection SSfNH — T*Y
est propre, ot H C T*X est I’ensemble des covecteurs horizontaux. SS(f)Y) est
alors contenu dans 1’image de cette projection.’

Sialorsf(¢, x, y) est une distribution sur Ryger X Rggl etsiZ = SSf C T" (Rysuel X
Rgg]) la “trace” Tr f = [ f(¢,x,x)dx est la projection de la restriction de f 3 Rx
la diagonale x = y. Le microsupport SS Tr f est majoré par la régle ci-dessus: il
est contenu dans 1’ensemble des (¢, 7) tels qu’il existe {7, 7, x,&,y,7) € SSf avec
x = y.& +n = 0 (pourvu que SSf ne rencontre pas le fibré conormal de Rxla
diagonale).

Dans le cas qui nous intéresse SSKy est le graphe du flot hamiltonien de Hy:
ensemble des (7, 7, x,£.y,n) tels que 7 = oy, (x.€),(x,€) = ®,(y, —7n) ot P, est le
flot hamiltonien de Hy. La régle précédente montre que SS (Tr ) est contenu
dans I’ensemble des (z, 7) tels que ¢ soit période d’une courbe intégrale périodique
et 7 > 0. Il y a en fait égalité dans ce cas puisque les valeurs propres de Hy sont
les nombres 3" Ai(a; + 1), avec @ = (ai,...,a,) € N (si Hy = 3(—A + q(x)),
avec g(x) = 3 A?x?) et la distribution Tr e est valeur au bord de la fonc-
tion holomorphe pour Imz > 0: Tr e = £A/2T](1 — €**)~1. Le microsup-
port de Tr ¢“o est donc égal a I’ensemble (¢, 7) tels que 7 > O et ¢ soit une
période du flot hamiltonien de Hy (c’est a dire un des nombres de la forme 2kn/A;,
keZj=1,....n).

Comme les distributions K et Ky ont méme microsupport, la remarque ci-dessus
montre que SS (Tr &) est contenu dans I’ensembles des périodes ci-dessus (cette
méthode fournit une inclusion, pas une égalité).

9 Ces énoncés sont cas particuliers de ’énoncé pour un composé: si f est une distribution et A un
opérateur de X vers Y, A(f) est bien défini si la projection SSAx sy SSf — T*Y est propre, et on a
alors SSAf C SSA(SS/), SSA désignant le symétrique du microsupport du noyau de Schwartz de A.



50 A. BOUTET DE MONVEL-BERTHIER ET AL.

3. Deuxieme Méthode: Comportement Asymptotique Pour Les Pe-
tites Valeurs d’Un Parametre

Dans ce paragraphe le microsupport est étudié d’aprés le comportement des
distributions pour les petites valeurs d’un parameétre (ici un rapport d’homothétie)
qui joue un rdle analogue a celui de la constante de Planck. Nous revenons aux
conventions et notations usuelles concernant les opérateurs sur R”, en particulier
leurs degrés.

3.1 Choix d’un petit parameétre

On note encore K (¢, x, y) le noyau de Schwartz de ¢, Si H = Hy et K = Ky on

(3.1) (M) = e~y autrement dit Ky(z,y,x) = Ky(—t,x,y).

On a aussi
1 1
(78, -—Hv(x,Dx)> Ky(t,x,y)=0 et (76, - Hv(y,Dy)>KV(t,x,y) =0.
Pour v € C§°(R) on pose

(32) K(pix,y) = / P (1,5, y)dr,

noyau de Schwartz de I’opérateur / o(t)e™dy.

Pour pouvoir étudier la trace du groupe ¢ on est amené a faire les hypothéses
suivantes sur les dérivées du potentiel V:

(3.3) 102V ()] < Call + |x])Hiele, 10
On suppose
(3:4) 8el01] et 0<y<1—6.

Sous les hypothéses |[Im V| < ¢ et (3.3), P'application ¢ — Tr(K{y)) est
une distribution que 1’on notera comme plus haut Tr(e”). On prouvera que
cette distribution est C* en dehors des périodes de 1’oscillateur harmonique Hy si

10 Avec les notations des §1 et §2 ceci signifie V € SZ/Z avec § = (1 + 6)/2.
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v < 1 — 0. Pour cela suivant une indication de Sjostrand, on introduit un petit
paramétre & (avec 0 < h < hp) et on étudie le noyau

(3.5) K(t.x,yh) = h-n/2K(t,h—l/2xxh—l/2y)'

Remarquons que, si on pose K(p:h) = [p(0)K(t,x,y; k), on a Tr(K{(pi h)) =
Tr(K{y)), car on a simplement effectué la transformation unitaire surl?: flx) —
W= (xh~1/?).  De plus K(z,x,y,4) est le noyau de Schwartz du groupe
exp (i Hy) avec

(3.6) Hy = Z(—h*A + g(x)) + AV (™" %x)

B =

associé¢ a 'opérateur de Schrodinger —ihd, — Hjy,. La preuve des résultats sur la
trace va se faire en suivant essentiellement les techniques d’analyse microlocale
et le calcul pseudo-différentiel. Ici le rapport d’homothétie /i joue le réle de la
constante de Planck.

Dans la suite on fixe un niveau d’énergie £ > 0 et on désigne par U un petit
voisinage de la surface Sg d’énergie E de ’oscillateur harmonique

(3.7) Sg={(x, &) 3E + qlx)) = E}.

3.2 Calcul psendo-différentiel avec parametre

Dans ce paragraphe, on décrit les classes d’O.P.D. naturellement associés a
Poscillateur perturbé H. On pose § = (1 + #)/2 € [1/2. 1], et on rappelle que V
vérifie (3.3). Soit §(m.m’) I’espace des symboles (fonctions) g(x, £, #) vérifiant ies
estimations suivantes:

(3.8)  10202q(x, €. 1)] < Coph™™ "MV (A 4 |x| + |1y~ 1o1(1 + Jx])21P1.

On notera OPS(m, m' j ’ensembie correspoudant des apérateurs de la forme ¢(x, D, £)
(3.9) q(x, hD, h)u = (2nh)™" / e g (x & hyu(y)dydE.

Les opérateurs OPS(0,0) sont bomés (uniformément en 4) sur L?; si g, €
OPS(my,m}),j = 1,2, alors ¢ = q1 0 q2 € OPS(m; + ma,m| + nty) et on a pour
le symbole le développement asymptotique:

Aol
(3.10) CINZmag 10, q2.
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~ signifie que I’erreur a méme ordre de grandeur que le premier terme négligé;
plus précisément quona g — 3, .y € S(m— (1 — )N, m' — (1 — §)N). En fait,
pour |a| = N, le terme d’indice o du développement asymptotique est majoré par
(31 1) Csteh—m’l—m§+N(l—6)( 1+ I)CI + |£|)m|+m2—N( 1-6)

qui, pour N grand, est & la fois petiten 2 et en (1 + |x| + |]) et 1a preuve de (3.10)

s’obtient comme dans le cas usuel (voir I’appendice). De méme, sig € OPS(m, m'),
son adjoint g* appartient aussi 4 OPS(m, m’) et on a pour le symbole:

* = hlal @ Qo
Posons p = 1(£2 + q(x)) + hV(h~"/%x) — E = 1(€? + Z(x)). Ona
(3.12) |0%hV (h~12x)| < cgh!' /2= *IBI(1 4 |x|)7+0171,
Comme ¢g(x) est quadratique, v < 2 et < 6, ceci implique
(3.13) |0°Z(x)] < Cph"181(1 + |x|)2+018!,
Lemme 3.1 Soit W = R\ U (o1 comme plus haut U est un petit voisinage
de la surface d énergie Sg). Pour h €]0, hy), hy assez petit, on a |p(x,&, k)| >

(1 + x% + €2) pour (x,€) € W (avec une constante > 0) et la paramétrix de p
définie par

G~ Zh"Gk
GO(xvévh) = (xlé'h)
Gi(x,&, h) = m E i~l*lggG,82p

Jal=k
J¢k

vérifie Gy € OPS(—2 — (1 — 8)k, 6k) sur W.

Preuve On a |[hAV(h~'/2x)| < Ch'="/%(1 4 |x|) et v < 2 d’ou la premiere
assertion. La deuxiéme assertion résulte par récurrence sur n du fait que p~! €
S(=2,0) et p~lo%p € S(6|a| sjal) pour |a| > 1. Pour vérifier ce dernier point,
on remarque que J¢ (a7 +zu ;) est une combinaison linéaire de termes de la forme

[5—2':5(7&3]7 ou les P; sont des polyndmes de degré < 2j—-2—|a|; puis que &° 9 ( E’TZ(T))

est une combinaison linéaire de termes de la forme

B Z(x)--- 08 Z(x)
[€2 + Z(x)J+*

P &)
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avec |8 > L, |8t] + -+ 5] £ |8|- Orona
[+ Z(0) > (1 + [x] + [€])°

sur W et I’assertion p~! € §(—2,0) résulte de (3.13).
De méme &(3 df (p- ! 927) est une combinaison linéaire de termes de la forme

p oy ML) 0 Zx)
P + Z(xop
p~latp =pTlorZ € S(6]al, é]al).

avec |fo| + - -+ 18] € |aj + 18] d’on aussi

Lopérateur H, = 5(—h> A+ q(x)) +hV(h~'/?x) a pour symbole p + E. Soit alors
9 € C5 et K, 5(x, y) le noyau de I’opérateur [ p(s)e's/"Mids. On a

Hp(x, D.\‘)Kgp‘h(-x. y) = ihK o n(x, ¥),

(3.14) .
Hh(ys Dy)ch,h(xv ,V) = lhKW',/,(X,y)-

Comme, pour # fixé, I'opérateur différentiel H; est elliptique dans la classe
OPS20 pour x> + €2 > ¢*¢, on déduit des identités précédentes que le noyau
K, 4(x.y) est dans I’espace de Schwartz S(R?') en (x, y). Par conséquent K, , est
un opérateur 4 trace et I’application ¢ — K, ; est une distribution,

3.3 Localisation

Dans cette partie on s’intéresse a localiser ’étude du spectre de la distribution
Tr(e™) =Tr(e/"/MHr). Soit donc ¢ € C§°; on cherche a quelles conditions sur
le support de ¢ la fonction 7 — {e~" p(t)Tr(e™)) est a décroissance rapide en
T — 400 (le cas T — —oo se traite de la méme fagon avec H*). Pour cela, on pose
r = E/h ou E désigne un niveau d’énergie (C’est a dire un nombre) > 0 comme
plus haut, et on est ramené & vérifier que I’application 7 — (y(f), Tr(e'!//MHi=£)))
est O(h>) si le support de ¢ ne contient pas de période de 1’ oscillateur harmonique.
On pose donc

(3.15) R, x(x,y) = le noyau de / ()M I=Elgy
et on remarque que comme précédemment
{3.16) (Hin — E)Y(x, Dy, YR, p(x.y) = ihR o (X, y)

et une formule symétrique en y).
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La variété caractéristique de H;, — E est par définition la surface d’énergie Sg
d’équation (3.7). Soit T(x, §) € C>°(R?") telle que T = 0 au voisinage de Sg, T = 1
sur W = R"\ U (U petit voisinage de Sg), et soit T = T(x, hD,) I’opérateur tel que

(3.17) (T -£)x) = @nh)™" [ ¢ €0 ()dye.

Le noyau de 1’opérateur [ o(s)T(x, hD,) o e"Hi/hds est T(x, hDx)R, n(x,y). Pour
tout entier N on a

N
(3.18) (Hh—EWNoT =Y Cin(Hi— E)f
k=0

avecCyn € OPS(0, —(N—k)(1-8)),Cyn = Tet,pourk < N, CyN € OPS(—o0, —0
pour (x,£) en dehors d’un compact.
En utilisant la paramétrix fournie par le lemme et en écrivant

T=GNo(H,—E)VoT,

on obtient Tr(T o Ry(p)) € O(h*°). De méme, on a Tr(Ry(¢) o T) € O(h*) et on

2N 2

est donc ramené a étudier 1’intégrale
[ AL ALy, BD,K (s, .y, )} —slds,

ou L = 1 — T “localise 1a singularité” prés de Sg. L’intégration en x est a présent
a support compact. A ce stade on est ramené au probléme d’analyse microlocale
standard, avec des fonctions u(x, ), avec x € R" h petit parametre réel, et la
définition du front d’onde: (xp,&) ¢ SS(u) si, et seulement si, il existe une
fonction ' € C3°R") avec ¢ = 1 au voisinage de & telle que

(3.19) [ 1wrPizac/mmpds € ().

On ne s’intéresse pas aux problémes a 1’infini du fibré cotangent en supposant
que u est spectralement bien localisé, ou ce qui revient au méme qu’il existe un
opérateur pseudodifférentiel A(x, hD,) avec a(x,£) = 1 pour |x,&| assez grand et
A - u = O(h*) dans I’espace de Schwartz, c’est-a-dire

(3.20) 82Au| < Cap(h), Cap € O(R™).
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Pour les microsupports dépendant d’un petit paramétre on a encore les théorémes
classiques sur la trace et I’image directe propre rappelés au § 2, et qu’on peut résumer
dans les formules suivantes:

ss| / u(x.y, h)dy] C {(x,€);3y, (x.y.€,0) € SS(u)},
SS[utx, y. B)ly=o] C {(x,€):3n, (x,0,€,n) € SS(u)}.

(3.21)

D’aprés ce qui précéde on a

322) SS| / L(x, hD)L(y,hDy)K (¢, x,y, h)e™"E/hp(t)dt]

C{(x.y: &, MIE = (€ + q(x) = 3(n* + q(»)}

(

et on est ramené a prouver le résultat de propagation des singularités suivant:
(3.23) SS(K(t,x,y,n))n{r = E}

est contenu dans 1’ensemble des (¢, x,y; 7, €, ) tels que = E et

() 7= 3(E + q(x) = 3(7* + q(¥) = 4(x,€) = E,
(i) (x,€) = exptHz(y, —n).
On a déja vu (i); reste a voir (ii), ce qui est I’objet du paragraphe suivant.

3.4 Propagation des singularités
Rappelons qu’on a posé g(x, &) = %(52 + g(x)), que H; est réel et non nul sur la
variété caractéristique g(x, &) = q(y,n) = E et que K (¢, x, y, h) vérifie
h

- = [L(—H? -1/2
(3.24) S0 = [3(—H A + q(x)) + RV (A~ 20K,

KII:O = ‘S(x:y)~

On pose Py = S(—H*A + g(x)),R = hV(h~'/2x) et P = P + R; Po est i car-
actéristiques simples réelles prés de Sg de degré zéro et la perturbation R est
de degré < v/2 — 1 < 0 en h; plus précisément R € OPS(y,7/2 — 1). On
fixe mp = (xo, €0, Yo, m0), avec (xp,&0) € Sk, (yo,n0) € Sg et on note [y la bicar-
actéristique de g(x, &) d’origine mig:

(3.25) Lo = {(x,€,y0,m0)|3s, (x,€) = expsHz(x0,&0)}.

On note m(s) = (exp sHz(x0,&0), (Yo, m0))-



56 A. BOUTET DE MONVEL-BERTHIER ET AL.
I1s’agitde prouver quesify € R, m(—to) # (Yo, —70. Yo. o) etsi C (2, x, hD,, y, hDy)
est un opérateur pseudodifférentiel classique (§ = O dans les définitions du §3.2)

o1 a

(3.26) / ||ICK||*dt € O(h™) si le support de C est voisin de (9, m(0)).

s

_%m('fto) m(0)  m(s)

Soit ¥ un petit voisinage de {(¢,m(—t + ¢)),t € [0,T]} = Tou T > ¢t et
g(t,x. €, y,n) est une fonction C* sur ¥ telle que

) -
(3.27) a—é; —{3.8}=-1, gli=o=280; 8&l=r <0, glto,mo)=0

ol go(a) = co — 1o — agl?, a0 = m(—ty),co > 0 et ¢; assez grand pour que
glasnyr>0p < 0. Soit B, I'opérateur h-pseudo-différentiel de degré variable (cf.
aussi Hormander [19], Unterberger [30]) de symbole

(3.28) b(t,x,€,y,m,h) = h~“8xs(1,x,£,y,7)

ou Cgp > O est une grande constante positive et xz € C3°(X), xz = 1 au voisinage
de {g>0}n{r>0}. Onpose Q, = B!B;. Ona
(3.29)

0:/OT«(_?)B,_P)K,Q,K)LZdt: [<?K.Q,K>H+/T<K.AK>dt,
0

A="0/-[P0.0)+ QR R0,

On fixe Ng > 0 grand. En choisissant Cy grand, b est de degré aussi négatif
qu’on veut au voisinage de {xs < 1}. Par le calcul symbolique on obtient donc

h
A=B22sB, 17,
(3.30) reRreT

S =Cologh—Im V(h="2x) + J5 + J3,
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ol

0+5-1

Ji € OPS(0, —Nyp), J» € OPS (O, >

+s),J3 € OPS(0, -1 +¢)etS" =S

(les erreurs a I’autoadjonction de S étant absorbées dans J),z > 0 arbitraire
provenant des puissances de log 2 dans le calcul symbolique des opérateurs de
degré variable.

On a donce S = Cg log A(ld + K)? ot K = K* et K est borné sur L? de norme
f((logh)~!) puisque Im V est borné et #++ < 1. Comme on a, avec N, indépendant
de Ny,

(3.31)

T
<?K,Q,K> € O(h™), <?K,Q,K> O™, /K JiK) € O(hMo~),
=0 t=T 0

on déduit de (3.31) que fOT IB:K |2, € O(hN=N1)(hlogh)~! d’ou le résultat puisque
Ny est arbitrairement grand et g(#p,mp) = 0

3.5 Appendice

Nous démontrons ici 1’estimation du reste dans la formule de composition
3.10; bien qu’elle soit modelée sur les démonstrations standard de la théorie des
opérateurs pseudo-différentiels nous n’avons pas trouvé pour celle ci de référence
précise. La majoration dans la formule d’adjonction se démontre de maniére
anlaogue.

L’opérateur composé€ g = g1 o g2 a pour symbole

(3.32) q(x, &, h) = 2mh)™" / e g (x, €+ 0, h)ga(x + t, & h)dt df

(il s’agit d’une intégrale oscillante).
Soit 7y le reste du développement asymptotique d’ordre N de ¢:

(3.33) g=> aj+rw,

J<N

avec

85 910742

=2

ils’agitde vérifierqu’onary € S(m—(1-8)N,m'—(1-6)N)avecm = my+mp, m' =
my + mj.
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Compte tenu qu’on aa; € S(m — (1 — 6)j,m’ — (1 — é)j) et

M—1
0gdlry = 0g Y [ > ait+rm

J=N

si M > N, on voit qu’il suffit de vérifier qu’il existe, pour tous multi-indices «, 3
et tout nombre A > 0, un entier V tel que |6§6§ ry| < CeRA(L + |x| + |€))~A.
Si on applique la formule de Taylor & g a partir du point x (¢ = 0}, on voit qu’on

a
1
(3.34) W=y cwv/(l —o)V"r, ,do,
Ivl=N 9
avec

Fyo = (27h)™" / e_i"”/hql(x,ﬁ + 0,70 qa(x + ot, &, h)dtdh.

On notera dans la suite f(*7) = Of 82f. Une succession d’intégrations par parties
dans ’intégrale oscillante (3.34), utilisant les opérateurs (1 — Ay) et (1 — A,) déduits
des laplaciens en 8, t montre que rﬁ,‘f&m est, pour |y| = N, une combinaison linéaire

d’intégrales de la forme
(3.35) W / e O hE Fodtdo

avee ,
Fi=(1-hA) (146 4g\ " (x, ¢ + 6, b)),

Fr= (14211 = BA) G (x4 01,6, h)

(ay + a2 = o, By + B2 = B, les entiers ¢, £/, qui repérent le nombre d’intégrations
par partie, restent a choisir).
Comme ¢ est borné€ (0 < o < 1) les F; vérifient les inégalités
(3.37) "
, 83
[F2] < CHeRmm AL ] 4 e 4 gyt I-—I*JT-LD—Z&
(14 |x+ gtl)ﬁ[lﬁzHN-ﬂf]

Fol < CMe —m;—é[ﬁzi-éivl t my—|a|
I 2]_C h ( +IX+U|+'€|) (1+|t|)2£1

En choisissant 2¢ > n + |[my — |aa|| + 6(|32] + N + 2¢), on obtient:

[ 1FuFaldrde < Coeamm= 0N (1 [ fgm e (1 4 ) 120
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avec
dd

[+ x ool
’= / (14 19])2¢
(1 4 |xfyr—feal =N
(14 &)

S Cste l:(l 4+ Ix' +£l)ml—]ml—N +

On obtient alors 1’inégalité cherchée en choisissant d’abord ¢ grand, puis N tel
que N(1 — 6) — 24¢£ soit grand.
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