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Si H = H0 + Vest une perturbation d'un oscillateur harmoaique 11o, on montre, 

sous des hypotheses assez faibles sur le potentiel V, que les noyaux des oprrateurs 
d'rvolution e 'tH, e 't"~ ont mSme microsupport (en un sens qui sera prrcisr). En 

particulier les points singuliers de Tr e itH, considrr6 comme distribution de t, 

sont les prriodes des trajectoires prriodiques de l'hamiltonien de H0. L'idre 

d'une drmonstration est d'adapter la drmonstration maintenant classique pour 
une perturbation d'un oprrateur pseudo-diffrrentiel d'ordre 1 comme par exemple 

exp it(x/L-~ + V) oO l'erreur V est un oprrateur pseudo-diffrrentiel d'ordre < 0. 

Mais ici les mrthodes asymptotiques initires par Chazarain [16], qui prolongent 
le calcul symbolique "standard" des oprrateurs pseudiffrrentiels ou intrgraux de 

Fourier (mrthodes WKB), ne marchent pas et on voit tr~s vite qu'on ne peut en 

aucun cas se limiter au calcul symbolique "classique". 

Pour contoumer cette difficult6 nous proposons deux mrthodes, techniquement 

assez diffrrentes, mais dont nous pensons qu'elles ont chacune son intrr~t propre. 
La premibre s'inspire d'idres de R. Beals et exploite le fait que des inrgalitrs 

L 2 qu'impliquent l'rquation d'rvolution pour les crochets successifs du "drfaut" 
e-itHoe itH a v e c  les oprrateurs "classiques" produisent une forme de calcul symbol- 

ique suffisante pour majorer l'ensemble des singularitrs. La deuxi~me est inspirre 

des mrthodes semi classiques, le rrle du "petit paramrtre" 6tant jou6 par un rapport 

d'homothrtie. 

Ce probl~me nous a 6t6 suggrr6 par une 6tude faite avec S. Albeverio. Des 

problrmes similaires ont 6t6 6tudirs par S. Zelditch, A. Weinstein et S. Zelditch, 

D. Robert et nous remercions le referee de nous avoir signal6 leur travail. 
Nous remercions enfin chaleureusement le referee pour la liste drtaillre et prrcise 

de corrections et suggestions qu'il nous a foumie, qui a certinement contribu6 ~t 

amrliorer cet article. 

Nous drdions cet article h notre cher ami et maitre S. Agmon. 
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O. I n t r o d u c t i o n  

On se propose d'Etudier un oscillateur harmonique perturbE: 

(o.1) H = H v  = I ( _ A  + q ( x ) )  + V 

off q est une forme quadratique rEelle dEfinie positive (>> 0) et V = V(x )  un 
potentiel. Pour qu)il s)agisse vraiment d'une perturbation on suppose que V n)est 

pas "trop grand": V = o(q(x)) ;  exemple typique V = A sin(a.x+ b). On se propose 

de comparer certaines des propriEtEs spectrales, en particulier aux hautes Energies, 

de l'opErateur H v  ~ celles de 1)opErateur non perturb6 

(0.2) Ho = 2 ( - A  + q(x)) .  

Nous montrerons que les distributions d'une variable t, Tr e ittt et Tr e itH~ ont 

mEme ensemble singulier, et pour cela que les noyaux de Schwartz des opErateurs 
e itH et e 'trio ont en un certain sens m~me microsupport. 

Nous donnons en fait de ceci deux demonstrations; l 'une utilise le calcul des 

opErateurs pseudo-diffErentiels "polynomiaux" dEcrits dans Boutet de Monvel [ 11 ]; 

dans cette thEorie on modifie le dEcompte des degrEs des opdrateurs dEfinis globale- 
ment dans R n, de sorte qu'en particulier l'oscillateur harmonique appara~t elliptique 

d'ordre 1 (au lieu de 2); la definition de l'ellipticitE n'est donc pas la definition 

usuelle, non plus que celle du microsupport qui lui est est liEe, et qui tient compte 
ici 5 la fois de la rEgularit6 et de l'ordre de grandeur h l'infini. La mEthode consiste 

adapter dans ce cadre la demonstration (maintenant classique) qui marche pour 

une perturbation d'un opErateur pseudo-diffErentiel d'ordre 1 comme par exemple 

exp i t ( ~  + V) ,  ofa l'erreur Vest  un opErateur pseudo-diffErentiel d'ordre < 0. 

La difficultE est que la perturbation V ci-dessus (qui est naturelle dans ce contexte) 

n'est pas l'analogue d'un opErateur pseudo-diffErentiel "classique" d'ordre 0, mais 
1 ))  plut6t d'un opErateur "de type ~ ou pire et que, pour de tels opErateurs le calcul 

symbolique "standard" des opErateurs pseudo-diffErentiels ou intEgraux de Fourier 
ne marche plus du tout. NEanmoins les inEgalitEs L 2 qu'impliquent l'Equation 

&Evolution pour e itH produisent une forme de calcul symboliqUe suffisante pour 

estimer (comme Beals [6) 7]) les commutateurs itErEs des opErateurs qui apparais- 
sent dans la comparaison des deux opErateurs d)Evolution e itH et e itH~ , et finalement 

de majorer l'ensemble du microsupport de e itH. 

L'autre mEthode) suivant une indication de Sj6strand, consiste ~t introduire un 

petit paramEtre h > 0 jouant le r61e d'une constante de Planck et ~ effectuer la 
transformation unitairef(x) ~ h - ~ / n f ( h  - l /2x) surL 2. On se ramEne ainsi h l'Etude 

d)un probl~me semi-classique asymptotique (h ---, O) faisant intervenir une classe 
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convenable d'op6rateurs pseudo-diff6rentiels (voir le paragraphe 3.2); probl~me 
qu'on localise pros des surfaces d'6nergie du probl~me non perturb6. 

Notre assertion r6sulte ators d'un th6or~me de propagation de singularit6s pour 

un op6rateur de type principal r6el, de degr6 1, perturb6 par un terrne de degr6 z6ro 

appartenant h une classe de symbole assez bonne pour qu'une preuve utilisant les 

op~mteurs de degr6 variable s'applique (paragraphe 3.4). 

0.1 L 'op6ra t eu r  n o n  p e r u r b 6  

Si on choisit une base orthonormale dans laquelle la forme quadratique q est 

diagonale: q(x)  = Z Affa2yy (Aj > 0), les valeurs propres de Ho sont les nombres 

1 
(0.3) + 

(avec a .  A = ~ crjAj pour a = (c~, . . . .  , a ,)  E ~q", et l a l  = al)  

Notons que par l'ordre de grandeur de ses valeurs propres H0 se comporte 

comme tin op6rateur elliptique d'ordre 1 (plut6t que 2) a n variables. L'op6rateur 
d'6volution e all~ se comporte comme un "op6rateur int6gral de Fourier" 

associ6 au riot int6gral du hamiltonien de H0 (c'est h dire le champ de vecteurs 
~jc3/cgxj  - qjkxjcg/c3~k). La quantit6 Tr e ittt~ est bien d6finie comme distribution 

sur R: on a 

(0.4) Tr e itH~ : e 'tl;q/2 ]-[(1 - e#~J) -~ 

(valeur au bord du prolongement holomorphe pour Im t > 0), et l'ensemble 

des singularit6s de Tr e 'tH~ est donc exactement l'ensemble des p6riodes du flot 

hamiltonien de H0 (c'est ~ dire l'ensemble des hombres de la forme 2k:r/Aj ,  

k E  ~ , j =  1 . . . . .  n).  

0.2  L ' o p 6 r a t e u r  p e r t u r b 6  

On fera dans toute la suite l'hypoth~se suivante (qui sera renforc6e plus loin): 

(0.5) Vest continu, V = O(llXJl 2) pourx ~ oG et [Im VJ < c ste. 

Les op6rateurs H et H0 ont alors m~me domaine, h savoir l'espace hilbertien 

des fonctionsf E L 2 telles que Ilxll2f L 2 et D 2 f  E L 2. En outre la difference 

V = H - H0 est un op6rateur compact Dom(H) --~ L 2. I1 s'ensuit que le spectre de 

H est discret et que les valeurs propres de H ont le m~me ordre de grandeur que 
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celles de H0.1 En outre l 'op&ateur e itH est bien dEfini, en vertu du thEor~me de 

Hille-Yosida (puisqu'on a IIm VI < c~te). On s'attend en fait ~t des analogies plus 

fines entre les propriEtEs spectrales de H et de H0. Ici nous nous intEressons h la 
question de savoir si e itH et e itH~ ont le m~me microsupport (en un sens h prEciser) 

lorsque H n 'est  pas une trop grosse perturbation de H0; dans ce cas l 'ensemble des 

points singuliers de Tr e itH est lui aussi contenu dans l 'ensemble des pEriodes du 

flot hamiltonien de H0. C'est  ce que nous montrons ci-dessous, sous une hypoth~se 
assez faible sur V (il faut que Im V soit bornE, et que V e t  ses dErivEes ne soit pas 

trop grands--voir  w Comme il a EtE indiqu6 plus haut, il convient de mod i fe r  la 

definition "usuelle" du microsupport (wave-front) des distributions et opErateurs 

sur R n pour l 'adapter h l 'oscillateur harmonique. La definition que nos utilisons 

tient compte h la fois de la rEgularit6 et de la croissance ~ l'infini. Elle est dEcrite au 

w 1 ci-dessous. Elle donne lieu ~ un calcul symbolique essentiellement identique au 

calcul usuel, sauf qu' i l  convient pour une bonne analogie de diviser les degrEs des 

opErateurs par 2: x et Dx sont de degr6 �89 dans ce contexte (cf. Boutet de Monvel 
[11]), et H0 apparalt comme un opErateur elliptique d'ordre 1. Pour comparer les 
deux opErateurs d'Evolution e all~ et e itH, on introduit l'opErateur 

(0.6) P : e - i t H ~  itH 

qui vErifie une &luation diffErentielle (opEratorielle) 

(0.7) d P / d t  = iVtP avec Vt = e - i t H ~  itH~ 

Off par abus on a note V l'opErateur de multiplication par V. Le calcul symbolique 
des opErateurs pseudo-diffErentiels permettrait de rEsoudre symboliquement cette 

Equation si V appartenait ~ un des 'bons'  espaces de symboles, du type S~' avec 

6 < �89 pour lesquels le degrE des termes successifs dans les dEveloppements 

asymptotiques du calcul symbolique tend vers -c~ .  Ici ce n 'est  jamais le cas: 

si on compte que x et ~ sont tous deux homog~nes de degrE �89 et si l'opErateur 

de multiplication par V = V(x)  appartient ~t un espace de symboles S~', on a 

nEcessairement 6 > �89 (~ moins que V ne soit un polyn6me). NEanmoins, si Im V 

est borne et V E S~6 avec u = 3' + ~ < 1 (ce qui est certainement le cas si V est 
de classe C a ,  pEriodique ou presque pEriodique), nous montrerons que la solution 

P, m~me si elle n 'est  pas un opErateur pseudodiffErentiel d 'une  des classes de 

HErmander, jouit des propriEtEs suivantes: 

(0.8) P e s t  "d'ordre 0" i.e. continu 7-/~ ~ 7-/s pour tout s 

1 I.e. le nombre NHo (s) de valeurs propres _< s de H 0 est &tuivalent ~ NH(S ). 
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(o~ ~s est l 'analogue darts notre situation de l 'espace de Sobolev, cf. w 1); 

(0.9) si QI , - .  -, QN sont N "OPD classiques" d 'ordre  1, 

le commutateur  [Q1 -- �9 [QN, P].] est d 'ordre  < Nu. 

Comme on verra au w 1.2 ceci implique que P e s t  microlocal (avec la notion 

modifi6e de microsupport),  doric que e itH~ et e itH ont mSrne microsupport ,  ainsi que 

les distributions de t: Tr e "n0 et Tr e "H. 

1. Mod61es d'Op6rateurs  Microlocaux 

1.1 ModUle des O P D  "polynomiaux" 
On se place sur R n. Le cotangent T* R n = R 2n est muni de la forme symplectique 

canonique ~ d~jdxj, qui est homog~ne de degr6 1 si on compte que x et ~ sont ho- 

mog6nes de degr6 �89 On note 7t ~~ resp. 7-/-~, l 'espace de Schwartz des fonctions 

C ~ h d6croissance rapide, resp. des distributions temp6rdes sur R ~. Le noyau de 

Schwartz d 'un  op6rateur continu 7-/~ --+ 7-/-~ est une distribution temp6r6e sur 

R 2n. Si a E 7r - ~  (R  2~) on note a(x, D) le compos~ de la transformation de Fourier 

et de l 'opfrateur de noyau (x, ~) ---, (27r)-neix~a(x, ~). Ainsi, si a est une fonction 

croissance polynomiale en (x, ~) on a la formule usuelle: 

(l l) a(x, D~f(x) = (2rr) -n f e ix ga(x, ()f(~)d~. 

On introduit l 'analogue des espaces de symboles de HOrmander tenant compte 

que dans notre contexte les d6rivations O/Ox, 0/0~ sont de degr6 - �89  plut6t que 0 

(resp. -1): pour rn, 6 r6els on note 

(~.2) S T l 'ensemble  des fonctions a(x, ~) E C ~ (R 2n) 

telles qu 'on  ait pour tout multi - indice a : 

t3~a[ <_ cSte(1 -.}-IX[ + [~l) 2m+2(e-1/2)lal. 

Pour abr6ger on notera S m = S'~ (comme dans H6rmander [19], on peut 

g6n6raliser en prenant des poids plus vari6s pour  d6finir le degr6 m, ou des 

"m6triques" plus g6n6rales pour d6finir les longueurs des d6rivations O/Ox, 0/0~, 
nous n'aurons pas besoin de ceci ici). L 'espace correspondant d 'op6rateurs est 

no t60PS~.  Nous ne le consid6rerons que dans le cas 0 < 6 < 1 (on v6rifie 

616mentairement qu 'un 616merit de S~ nes t  somme d 'un polyn6me et d 'un  symbole 

de degr6 - ~  si ~ < 0; et les estim6es qui d6finissent S~ n 'ont  plus grand-chose h 

voir avec la microlocalisation si 6 > 1). Dans le cas 6 = 0, les 616ments de OPS~ 
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sont  l ' a n a l o g u e  des  op6ra teurs  p seudod i f f6 ren t i e l s  " c l a s s ique s "  d ' o r d r e  m. Ces  
tn / op6ra teurs  sa t i s fon t  au ca lcu l  s y m b o l i q u e  usuel :  si a E S~ n, b E S~, avec  6 + 6' < 1, 

r t , "  = sup(& g ) )  a p o u r  d 6 v e l o p p e m e n t  onaa(x,D)B(x,D) = c ( x , D ) , o h c E % , ,  t~, 
a s y m p t o t i q u e :  

(1.3) c ,-.. Z --d-~. Og aO2b" 2 

En pa r t i cu l i e r  p o u r  le s y m b o l e  p r inc ipa l  3 on a 

(1.4) ara+m' (AB) = ~rm(A )~rm, (B), 

(1.5) ffm+m'+6+6'--I([A, B]) = -i{O'm(A), Crra, (B)} 

o6 { , } est  le c roche t  de  P o i s s o n  assoc i6  h la  f o r m e  s y m p l e c t i q u e  canon ique .  

Ce  ca lcul  es t  e n t i b r e m e n t  a n a l o g u e  au ca lcul  p seudo-d i f f6 ren t i e l  usue l ,  avec  la  

d i f f6 rence  que  x et  ~ son t  ici  tous  deux  de  degr6 �89 (pour  que  ~ d(jdxj soi t  de  

degr6 1). I1 conv ien t  d o n c  de d iv i s e r  les degr6s  "usue l s "  pa r  2. A i n s i  l ' o s c i l l a t e u r  

h a r m o n i q u e  

(1.6) Ho = I ( - A  + q(x)) (q f o r m e  q u a d r a t i q u e  >> 0 sur  R n) 

se  c o m p o r t e  c o m m e  un op6ra t eu r  e l l i p t i que  de  degr6 1 (et  non  2), et  dans  le  m61ange 

Rusuel x Rgol 4 et d/dt - iHo se c o m p o r t e  dans  ce  con tex t e  c o m m e  un op6ra teu r  

h y p e r b o l i q u e  de  degr6 1, c o m m e  l ' o p 6 r a t e u r  d ' 6 v o l u t i o n  ( d / d t -  iv/-S-A) dans  le 

con t ex t e  usuel .  

(1.7) E c h e l l e  d e s  e s p a c e s  d e  S o b o l e v .  II y a un a n a l o g u e  de  l ' 6 c h e l l e  des  

e spaces  de Sobo lev :  7/s = A -1 (L 2) o6 A est  n ' i m p o r t e  quel  op6ra t eu r  e l l i p t i q u e  

d ' o r d r e  s (et de  t y p e  6 _< �89 pa r  e x e m p l e  A s 06 A -- ( - - A  + x a ) / 2 ;  l ' e s p a c e  

2 Ceci signifie que pour tout k l'erreur c - (les termes de degr6 >_ k du membre de droite) est 
de degr~ < k; pour des op6rateurs -,~ signifie = mod. les op6mteurs ou les symboles de degr~ 
-oo  (A ,-~ B r deg(A - B) = - ~ ) .  

3 Le symbole principal de A = a(x, D) G OPS~ nest la classe de a mod les symboles de degr6 < m - 6, 
ou encore, si a a un dEveloppement asymptotique en fonctions homog6nes (6 = 0), le terme de plus 
haut degr6 de ce d6veloppement. 

4 Comme dans Boutet de Monvel [11], R n dEsigne R n muni de l'alg6bre des opd. de degr6 modifi6 pol 
comme ci-dessus, dont les prototypes sont les op6rateurs polynomiaux en x et D, et Rusue 1 d6signe R 
muni de l'alg~bre des opd, usuels (cette notation est/~ am61iorer). 

5 A est elliptique d'ordre s signifie que A, ou de faqon 6quivalente son symbole (6 < 1/2), poss6de 
un inverse d'ordre - s  modulo les op6rateurs de degr6 < s. 
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7t ~ = fqT-l" est l 'analogue de C ~ ,  et 7-/-~ : U~  '* est l 'analogue de l 'espace des 

distributions. I1 est commode,  pour certains calculs, de faire des drveloppements  

en fonctions de Hermite (fonctions propres de A): rappelons que celles-ci sont 

indexres par les multi-indices or: 

0 e - 'd/2 oh la constante co > 0 est telle que I[h~llL,_ : 1. 

On aAh,~ : (Ic~l + n /2 )h~ .  

Les espaces 71 s sont invariants par transformation de Fourier, et plus grnrra lement  

par le groupe mrtaplectique, qui oprre  d'ailleurs sur toute la situation (cf. Leray 

[24]). 

(1.8) M i c r o s u p p o r t .  II y a un analogue du microsupport  (alias: spec- 

tre singulier, wavefront): dans ce paragraphe, si f est une distribution temprrre ,  

(x0,~0) ~ SSf  signifie qu' i l  existe A E OPSff elliptique en (Xo,~0) 6 tel que 

Af  E 7~ ~.  Le calcul symbolique montre que tous nos oprrateurs sont "microlo-  

caux": SS(Af) C SS(f)  si A EOPS~ si 6 < I. Au w on utilisera une version "avec 

petit param~tre" du microsupport.  Le microsupport  drfini ici se manipule comme le 

microsupport usuel, en particulier vis h vis des restrictions ou des projections, cf  w 

1.2. C o n t i n u i t ~  L 2 

On sait qu 'un  oprrateur  A E O P ~  opbre continfiment dans L z si 6 _< �89 cela 

rrsulte simplement du calcul symbolique si 6 < �89 qui montre qu' i l  existe darts ce 

cas des op6rateurs B EOPS ~ et R E OPS -~ tels que A*A + B*B = cste(Id + R), 

ou du thdorrme de Calderon-Vaillancourt  darts le cas ~ = �89 Dans le cas 6 > �89 

l'assertion ci-dessus est fausse et on remplace l 'espace S O par un espace mieux 

adapt6 aux inrgalitds L z, en s ' inspirant de Beals [6, 7]. 

D~f in i t ion  1.1 Soit  m un nombre  rdel. On  note  O P E "  t' l' espace  des opdrateurs  A 

r@uliers d 'ordre  m, i,e. tels que  A se  pro longe  en un opdrateur  cont inu 7t s ~ 7-l s-m 

pour touts .  Pour  0 < 6 < 1, on note  OPE~ n l ' e space  des A E OPEl" tels que  p o u r  

route suite f in ie  QI . . . . .  QN d 'opdra teurs  " c lassiques  " de  degrd 1 (Qi E OPS~), on 

air 

[ Q l " "  [QN,A].] E OPZ7  +N~. 

6 La notion d'ellipticit6 est 6videmment microlocale et on peut parler d'oprrateur elliptique en un 
point (x, ~) (i.e. dans un voisinage conique de ce point); rappelons qu'ici conique signifie stable par les 
homothrties (x, () ~ ,\ 1/2(x ' 4). Si (x, ~) = (0, 0) on convient que A est elliptique en (x, ~) si c'est une 
constante inversible, et (x, ~) r SS(f) signifief = 0. 
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On notera E~ n l 'espace des symboles correspondant (le symbole d 'un  oprrateur  

A E L(S  - ~  , S ~ est la distribution temprr re  a telle que e/x ~a soit le noyau de 

Schwartz de Abv-l;  il est drtermin6 de faqon unique d 'aprrs  le th ro r rme  des 

noyaux de Schwartz). I1 rrsulte aussit6t de la drfinition qu 'on  a A B  E OPE~ n+'n' si 
m t A E OPE~' e t B  E OPE~", et aussi [A,B] E OPE~ n+'n'-l+~ s iA E OPE~ n e t B  E ~ . 

Les oprrateurs A E OPE~ n sont "microlocaux",  i.e. diminuent le microsup- 

port, i.e. on a B A C  .v 0 si B, C E OPS~ ont des supports disjoints (il existe 

alors Ql - "  QN de support disjoint de C, de degr6 0, tels que B Q 1 . . . Q u  "~ B,  

donc B A C  ~ B Q l  . . .  QNAC ,-. [B[Q1.. . [QN, A] .. .]]C qui est de degr6 < deg(B) + 

deg (A) + deg ( C ) - (N + 1 ) ( 1 - b )), aussi petit qu 'on  veut. En outre si F est 1' analogue 

d 'un  "oprrateur  int6gral de Fourier classique" elliptique, on a F O P E ~ F -  1 C OPE~ n 

puisque FOPE01F -I  C OPE01: c 'est  par exemple le cas si F = e 'ta ofJ A E OPS0 ~ 

a un symbole rrel  homogrne  (A drplace alors le microsupport  comme le riot du 

champ hamiltonien du symbole de A). 

Proposition 1.2 Pour  6 < �89 on a OPE~ = OPS~. 

Examinons d 'abord le cas 6 = �89 I1 suffit de drmontrer  la proposit ion pour 

m = 0. On note a 1~3 la drriv6e (0~r c 'est  le symbole du commutateur  itrr6 

A ( ~  : iI~I(Ad(D,-x))~'A. Notons/~  l 'espace des distributions sur R 2~ noyaux 

d 'oprrateurs  continus L 2 ~ L 2. Si a E Z~ la suite de ses coefficients (de Hermite) 

est bornre  et par suite a E 7-/k(R 2n) pour k < - n .  Par suite si a E E~ on a 

a I ~ I E e -ix ~s C 7/-~ pour tout ~ donc a est C ~ et on a une inrgalit6 

la(~)(0,0)l < c[[A(N/llc p o u r N  assezgrand (N > 3 n + 2 l a l )  

(A (N) drsigne la collection des drr ivres  d 'ordre  < N). Pour (u, v) E R n x R n, 

notons T,,,, l ' o p r r a t e u r f  - -  e-i(v'~+uD)f -: e - ivaf (x . -b  u): les T~  engendrent un 

groupe de transformations unitaires de 7~ ~ isomorphe au groupe de Heisenberg 

(on a T,,,. E OPS~ M OPE~ On a .T(Tu, f )  = e iu ~x+,.)j~(~ + v) et par suite 

T,~,a(x, D)T~,  1 = a (x+u ,  D + v )  (~ la limite, on retrouve [ u . D - v . x ,  a(x,  D)] = b(x, D)  

avec b(x, ~) = ( u . D , + v . D e ) a ( x ,  ()). O r l a n o r m e  II IIc est invariante par translation 

en x, ~ (a(x  + u, ~ + v) est le noyau de Tu,,AT~, 1 ); donc on a aussi 

[at~)( x, ~)l ~ cI[(T,,,AT~,? )(N+H)II~ = c[IT,,.A(N+I'~I~T~,I I1~ 

autrement dit toutes les drr ivres  a I~/sont  bom6es, ce qui signifie qu 'on  a a E ~ /2"  

Comme on sait, la rrciproque est vraie et r6sulte du thror~me de Calderon-  

Vaillancourt. Dans le cas 0 < 6 < �89 on observe que la condition a E S~' implique 
x ~ m - ~  �89 --  a r E ~1/2 p o u r t o u t a ,  avece  = 6, e t q u e c e c i r q u i v a u t ~ a  E S~'. D an s l eca s  

6 > �89 il n ' y  a pas de relation d ' inclusion aussi simple entre S~' et E~'. Nranmoins  
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P r o p o s i t i o n  1.3 Soit V = V(x) un symbole ind~pendant de ~. 

m >__ O, 6 >_ �89 V E S'{ implique V E ~'~. 

47 

Alors pour 

En effet, si V E S~, la formule  de Leibniz  montre  que, pour  tout a,  V I ~) op6re 

continfiment 7-/s ~ 7-/~-'~-~ I~l pour  tout s > O, donc aussi par  dualit6 pour  tout s < 0. 

R e m a r q u e  On peut montrer qu'on a S~ -k C E'~ C S~ +k pour k assez grand; 

mais ceci n' est pas d' une grande utilit~ pour la continuit~ L z. 

2. Perturbation de I'Oscillateur Harmonique  

On se place toujours sur R n avec les conventions ci-dessus. Notre  op6rateur non 

perturb6 est Ho = �89  + q(x)), oft q(x) est une forme quadratique r6elle >> 0 sur 

R". L'op6rateur perturb6 est 

(2.1) H = H o +  V 

o~ V = V(x) est un potentiel. On fait sur V l 'hypoth~se  suivante: V E S~ (donc 

aussi V E ~ )  ol) 7, b sont deux nombres  r6els > 0 tels que "r _> 0, 6 > 1/2 7 et 

v = 7 + 6 < 1. Autrement  dit 

(2.2) [O~VI < c~(1 + [x12) "~+'1~1 (avec e = 6 - I /2) .  

Le symbole  des "op6rateurs po lynomiaux"  H et H0 (cf. note 4) est 

(2.3) ~r(H) = ~r(H0) = ((2 + q(x))/2. 

En particulier H est elliptique de degr6 1, c o m m e  H0; il a une param6trix 

H -  ~ E OPE~ l (ou aussi dans ce cas H -  1 E OPS~ l). 

Soit K0 = Ko(t ,x ,y)  (resp. K = K( t , x , y ) )  le noyau de Schwartz de l 'op6rateur  

d'6volution expitHo (resp. expi tH)  consid6r6 c o m m e  noyau d 'op6ra teur  sur 

Rusuel • R~o 1. O i l  a 

(2.4) (Or - iHx)K = (Or - itHy)K = O. 

Si on mesure  l ' a sympto t ique  de K c o m m e  celle des distributions de Rusuel x R~o I , 

comme indiqu6 ci-dessus (cf. note 4), on voit  que le microsupport  SS(K) est 

contenu dans la vari&6 d '6quat ions r - an(x, ~) = r - eH(Y, --rt) = 0 (en dehors de 

7 Si ces conditions ne sont pas remplies il faut remplacer u par sup("/, 0) + sup(& 1/2) clans la suite. 
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laquelle 0t - iHx et Ot - i tHy sont elliptiques; on a pos6 an = a(H)) .  On se propose  

maintenant  de comparer  K et K0 et on introduit le "quotient":  

(2.5) P = exp( - i tHo)  exp(itH) 

qui v6rifie l '6quat ion 

(2.6) OtP = iVtP avec Vt = e - i t H ~  itH~ , P(0) = Id. 

Ici H0 se compor te  c o m m e  un op6rateur "classique" elliptique d 'o rd re  1 et Vt 

est une famille C ~ d 'op6rateurs  pseudodiff6rentiels de type OPE~. 

T h 6 o r ~ m e  2.1 On suppose I m  V borne, et u = -y + ~ < 1. Alors la solution P 

de (2.6) est un op~rateur pseudo-diff~rentiel P E OPE ~ (Im V = (V - V* )/2i) .  

D 6 m o n s t r a t i o n  L'6quat ion (2.6) d6finit une famil le  continue d 'op6rateurs  

bom6s  dans L 2 = 7-/~ En fait P E OPE ~ (i.e. P e s t  born6 dans 7/~ pour  tout s), car 

P~ : H~PHo ~ est la solution de l '6quat ion similaire 

(2.6)s O,P~ = iVtsPs avec Vts = H~VtHo s (: Vs(t)) 

or Im Vts = (Vts - VTs)/2i est born6 pu i squ 'on  a Vt~ = Vt + [H~, Vt]Ho ~, que 

Im Vt est born6 par  hypoth~se et que, c o m m e  Vt est de degr6 -~ et de type 6 et H~ 

est de degr6 s et de type 0, [H~, Vt]Ho ~ est de degr6 < 7 + ~ - 1 < 0. 
Examinons  les crochets successifs [ Q k ' " [ Q 1 , P ] ' "  "] ofa Qy E OPS 1. Notons  

P(q) un crochet d 'ordre  q : [ Q i ~  [Q,,, P] "- "] et montrons  par  r~currence qu ' on  a 

OP ~--, k~, p(k~ pikl E ~ 6  �9 En effet v~rifie une 6quation 

(2.6)k OtP Ck~ - iVtP (k~ = Rk 

o?a le deuxi~me m e m b r e  Rk est s o m m e  de 2 n - 1 termes de la forme iV.~)P (q) 

(p + q = k, q < k) et H~PkHo s v6rifie une 6quation analogue (2.6)k,s. C o m m e  

V~ / c OPS~ +p6 C OPS p(v+6) et par r6currence P(q) E O P ~  (7+6), le deuxi~me 

m e m b r e  de (2.6)k,s est continu 7/k(7+~) _+ 7/o donc aussi la solution H6P(k)Ho s. 
0 Ceci est vrai pour  tout k et tout s e t  donc par d6finition P E OP ~7+6" 

C o r o l l a i r e  2.2 Les distributions K et Ko ont le m~me microsupport (au sens de 

Rusuel • R~ol). L'ensemble des singularit~s de la distribution Tr e itn = f K ( t, x, x)dx 

est contenu dans l 'ensemble des p~riodes du f lot  hamiltonien de H0. 8 

8 Lorsque Vest un symbole classique, comme fonction de x, ce r6sultat est implicitement contenu 
dans les r6sultats de A. Weinstein et S. Zelditch. 
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Le th6or6me 2.1 implique que P e s t  microlocal  donc pr6serve les microsupports ,  

en tant qu 'op6rateur  pseudodiff6rentiel  sur R~o I d6pendant de fa~on C ~ de t, ou 

aussi bien en tant qu 'op6ra teur  sur Rusuel x R~o" t parcequ ' i l  v6rifie l '6quation (2.6). 

I1 en r6sulte aussit6t que Ko et K = tp(go)  ont m~me microsupport .  

On a par ailleurs pour  le microsuppor t  (au sens de cette section) d ' une  restriction 

ou d'une image directe les mSmes r6gles qu ' en  g6n6ral (avec essentiel lement la 

mSme d6monstration, que nous ne recopions pas): 

-Si Y c X est un sous objet la restriction f l Y  est d6finie si SSf  ne rencontre 

pas le fibr6 conormal  T~,X-i.e. si la projection SSf  M (T*XIY) ~ T*Y est propre; 

SS(fIY) est alors contenu dans l ' image  de cette projection. 

--Si X - -  Y est une fibration f Y / x f  est bien d6fini si la projection SSf  n H ---. T*Y 
est propre, off H C T*X est l ' ensemble  des covecteurs horizontaux. SS(flY) est 

alors contenu darts l ' image  de cette projection. 9 

Si alorsf( t ,  x, y) est une distribution sur Rusuel x Rp2o~l et si Z = SSf  C T* (Rusuel x 

R~j) la "trace" T r f  = f f ( t , x , x ) d x  est la projection de la restriction d e f  h R x  

la diagonale x = y. Le microsuppor t  SS T r f  est major6 par la r~gle ci-dessus: il 

est contenu dans l ' ensemble  des (t, 7-) tels qu ' i l  existe (t, r ,x ,~ ,y ,  ~) E S S f  avec 

x = y,~ + ~ = 0 (pourvu que SSf  ne rencontre pas le fibr6 conormal  de R x l a  

diagonale). 

Dans le cas qui nous int6resse SSK0 est le graphe du riot hamil tonien de H0: 

ensemble des (t, 7-,x,~,y, ~) tels que 7- = ~rm(x,~), (x,~) = 4Pt(y,-q) o~1 r est le 

riot hamiltonien de H0. La r~gle pr6c6dente montre  que SS (Tr e 'trio) est contenu 

dans l 'ensemble  des (t, 7-) tels que t soit p6riode d 'une  courbe int6grale p6riodique 

et 7- > 0. I1 y a en fait 6galit6 dans ce cas puisque les valeurs propres de H0 sont 

les nombres S Aj(o~j + 1), a v e c ,  = ( o q , . . . ,  ~n) E N n (si H0 = � 8 9  + q(x)), 

avec q(x) = ~ A ~ )  et la distribution Tr e itH~ est valeur au bord de la fonc- 

tion holomorphe pour  Imt  > 0: Tr e itH~ = e i O A [ / 2 I - I ( l -  eitAj) -1 .  Le microsup-  

port de Tr e "ao est donc 6gal h l ' ensemble  (t, 7-) tels que 7- > 0 et t soit une 

p6riode du riot hamil tonien de H0 (c 'es t  h dire un des nombres  de la forme 2kr/Ay, 

kc z , j =  1,...,n). 
Comme les distributions K et K0 ont m~me microsupport ,  la remarque ci-dessus 

montre que SS (Tr e itH) est contenu dans l ' ensembles  des p6riodes ci-dessus (cette 

m6thode fournit une inclusion, pas une 6galit6). 

9 Ces 6nonc6s sont cas particuliers de l'6none6 pour un compos& si f  est une distribution et A un 
op6rateur de X vers Y,A(f) est bien d6fini si la projection SSAXT. X SSf -- T*Y est propre, et on a 
alors SSAf C SSA(SSf), SSA d6signant le sym6trique du microsupport du noyau de Schwartz de A. 
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3. Deuxi~me M~thode: C o m p o r t e m e n t  Asymptot ique  Pour  Les Pe- 
tites Valeurs d ' U n  Param~tre 

Dans ce paragraphe le microsuppor t  est 6tudi6 d 'apr~s  le c o m p o r t e m e m  des 

distributions pour  les petites valeurs d ' un  param~tre (ici un rapport  d 'homothr t i e )  

qui joue  un r r le  analogue ~t celui de la constante de Planck. Nous revenons aux 

conventions et notations usuelles concemant  les opErateurs sur R n, en particulier 

leurs degrrs.  

3.1 Choix  d ' u n  petit param~tre 
On note encore K(t,x,y) le noyau de Schwartz de e itH. Si H = Hv et K = Kv on 

a 

(3.1) (e ' tm) * -- e -itH~ au t rementd i t  Kv(t,y,x) = K~(-t,x,y). 

On a aussi 

Pour ~ E C ~ ( R )  on pose 

(32)  K(~;x,y) = / ~(t)K(t,x,y)dt, 

de Schwartz de l 'opr ra teur  / W(t)eitndt. noyau 

Pour pouvoir  6tudier la trace du groupe e itH on est amen6 ~ faire les hypotheses  

suivantes sur les d r r iv res  du potentiel  V: 

(3.3) IO~V(x)l ~ C~(1 + Ixl) ~+~=l~ lo 

On suppose 

(3.4) O E [ O , I [  et 0 _ < 7 <  1 - 0 .  

Sous les hypothrses  IIm V I < c ste et (3.3), l 'appl icat ion ~ ---, Tr (K(~))  est 

une distribution que l ' on  notera c o m m e  plus haut Tr(eitH). On prouvera  que 

cette distribution est C ~ en dehors des prr iodes de l 'osci l la teur  harmonique  H0 si 

10 Avec les notations des w et w ceci signifie V E S~/2 avec 6 = (1 + ~)/2. 
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7 < 1 - 0. Pour cela suivant une indication de SjiSstrand, on introduit un petit 

param~tre h (avec 0 < h < h0) et on ~tudie le noyau 

(3.5) K(t,x,y; h) = h-nl2K(t, h-~/zx, h-~/2y)~ 

Remarquons que, si on pose K(~;h) = f~( t )K( t , x , y ;h) ,  on a Tr(K(la;h)) :- 
Tr(K(~)), car on a simplement effectu6 la transformation unitaire sur L 2 : f ( x )  

h-"/4f(xh-1/2). De plus K( t ,x ,y ,h)  est le noyau de Schwartz du groupe 

exp (if, Hh) avec 

(3.6) H,~ : l ( - h 2 A  + q(x)) + hV(h-l/2x) 

associ6 ~ l 'op6rateur de SchrOdinger -ih3~ - Hh. La preuve des r~sultats sur ta 
trace va se faire en suivant essentiellement les techniques d 'analyse microlocale 

et le ca/cu/pseudo-diff6rentiel. Ici le rapport d 'homoth&ie h joue le r61e de la 
constante de Planck. 

Dans la suite on fixe un niveau d'6nergie E > 0 et on d6signe par U un petit 

voisinage de la surface Se d'6nergie E de l 'oscillateur harmonique 

(3.7) Se = {(x,,~) 1 �89 2 + q(x)) = E}. 

3.2 Calcul pseudo-diff4rentiel  avec pararn~tre 
Dans ce paragraphe, on d6crit les classes d'O.P.D, naturellement associ6s 

Fosci|la~eur perlurb6 H. On pose ~ : (1 + ~)/2 ~ [1/2, 1[, et on rappelle que V 

v6rifie (3.3). Soit S(m. m') l 'espace des symboles (fonctions) q(x, ~, h) v6rifiant les 

estimations suivantes: 

(3.8) }O~.~q(x,~.h)] <i C~,~h-m'-~l~(l + Ix] + I~])m-I~](1 + Ixl) el~l, 

On notera OPS(m, mCj I 'ensemble correspondant des op6rateurs de la forme q(x, hlg, h) 

(3.9) q( x, hD, h )u = ( 27rh ) -n / eil~-Y)~lh q(x, ~, h )u(y)dyd(. 

Les op6rateurs OPS(0, 0) sont bom4s (uniform~ment en h) sur LZ; si qj E 
f " r OPS(mj,mj),j = 1,2, a/ors q -- ql oq2 E OPS(mt +m2, m I +m~) et on a pour 

le symbole le d6veloppement asymptotique: 

(3.10) q ~ Z ~ a r  qlo x q2. il~lcd 
Ot 
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-~ signifie que l 'erreur a m~me ordre de grandeur que le premier terme n6glig6; 

plus prEcis6ment qu 'on  a q - ~ o < N  E S(m - (1 - 6)N,m'  - (1 - 6)N). En fait, 

pour I~l = N, le terme d ' indice ~ du d6veloppement asymptotique est major6 par 

( 3 . 1 1 )  u~teh-m'l-m~+Nfl-6)( 1 + Ixl + I~l) m'+m2-N(I-6) 

qui, pour N grand, est ~t la fois petit en h et en ( 1 + Ixl + I~1) et la preuve de (3.10) 

s 'obtient comme dans le cas usuel (voir l 'appendice).  De mSme, si q E OPS(m, m'), 

son adjoint q* appartient aussi ~ OPS(m, m ~) et on a pour le symbole: 

n----0 

Posonsp  = �89 + q(x)) + h V ( h - l / 2 x )  - E = 1(~2 + Z(x)) .  On a 

(3.12) ]JhV(h-1 /2x ) l  <_ c~hl-712-~l~l(1 + Ixl) ~+~ 

Comme q(x) est quadratique, 3' < 2 et 0 < 6, ceci implique 

(3.13) IO~Z(x)l < Cflh-61~l(l + Ix]) 2+61~1. 

L e m m e  3.1 Soit W = R 2n \ U (o~ comme plus haut U est un petit  voisinage 

de la surface d'dnergie SE). Pour h E]0, h0],h0 assez petit, on a Ip(x, Ch)l >_ 
cate( 1 + x 2 + ~2) pour  (x, ~) E W '(avec une constante > O) et la paramdtrix de p 

ddfinie par  
G ,~ ~ hkGk 
Go(x, ~, h) = l 

G~(x, ~, h) = - ~  +~=ki-l~'lOZ,~, GjOffp 

j#~ 

v&ifie Gk E O P S ( - 2  - (1 - 6)k, 6k) sur W. 

P r e u v e  On a IhV(h-1/ex)] <__ Chl-~/2(1 + Ixl) ~ et 3' < 2 d 'oh  la premiere 

assertion. La deuxiSme assertion r6sulte par r6currence s u r n  du fait que p-a  E 

S ( - 2 ,  0) et p-lOx~ p E 8(61~1, 6h i )  pour I~1 _> 1. Pour v6rifier ce demier  point, 
on remarque que 0~( l ~ )  est une combinaison lin6aire de termes de la forme 

_ O ~ O o ,  r 1 ", oh les Pj sont des polyn6mes de degr6 < 2 j -  2 -  ]~l; puis que ~ ~ ~ ~ j 

est une combinaison linEaire de termes de la forme 

Z ( x )  �9 �9 �9 o 'Z(x) 
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avec 1/3,1 ~ 1,1/311-t--"-t-I&l ~ 1/31- O r o n a  

[~2 ..}o Z(X) ] ~ c.~r .~_ Ix ] -4-l~{) 2 

sur W et I 'assertion p-  l E S( -2 ,  0) r6sulte de (3.13). 
De m~me ()i~0{' (p-lig~Z) est une combinaison lin6aire de termes de la forme 

p , , ,  0 (3"z(x) . - .  o.~'Z(x) 
, t t)  [ - - ~ - ~ Z ( ~  �9 avec 1/301 + - - - +  [~3x I < Ictl + 1/31 d'o/a aussi 

p O,p=p-'O~ZES(61aI,6Ia[). 

' " n Loperateur  /, �89 Soi ta lors  

E C~  et K~,h(x,y) le noyau de l 'op6rateur  f ~(s)e'l~/h)Hhds. On a 

(3.14) 
Hh(x, O~.)Kr y) = ihK~,,h(X, y), 

Hh(y, Dy)K~,h(X, y) = ihKr h(X, y). 

Comme, pour  h fix6, l 'op6rateur  diff6rentiel Hh est elliptique dans la classe 

OPS 2,~ pour x 2 + ~2 _> cSte, on d6duit des identit6s pr6c6dentes que le noyau 

Kv,~(x, y) est dans l ' espace  de Schwartz S ( R  2") en (x, y). Par cons6quent K~o.h est 

un op6rateur ~ trace et l 'appl icat ion ~ ~ K~oj, est une distribution. 

3.3 Local isat ion 
Darts cette partie on s ' int6resse ~ localiser l '6tude du spectre de la distribution 

Tr(e 'tn) =Tr(eil'/h)n"). Soit donc r E C ~ ;  on cherche gt quelles conditions sur 

le support de r la fonction r ~ (e -itr, w(t)Tr(eltH)) est ~ d6croissance rapide en 

r - -  +eo (le cas r ~ -ec~ se traite de la m~me fa~on avec H*). Pour ceta, on pose 

r = E/h oh E d6signe un niveau d '6nergie  (c 'est  h dire un n o m b r e ) >  0 c o m m e  

plus haut, et on est ramen6 ~ v6rifier que l 'appl icat ion h ~ ( ; ( t ) ,  Tr(ei(t/h)CHh-e~)) 
est O(h ~ ) si le support  de ~ ne contient pas de p6riode de l 'oscil lateur harmonique.  

On pose donc 

(3.15) R~,h(X, y) = le noyau de f ~(t)e'(~/h~tcJ'-eldt 

et on remarque que c o m m e  pr6c6demment  

(3.16) (Hh -- E)(x, D.r, h)Rr y) = ihR~, h(x, y) 

et une formule sym6trique en y). 
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La variEtE caractEristique de Hh - E est par definition la surface d'Energie Se 
d'6quation (3.7). Soit T(x, ~) E C ~ ( R  2n) telle que T - 0 au voisinage de Se, T - 1 

sur W = R ~ \ U (U petit voisinage de Se), et soit T = T(x, hDx) l 'opErateur tel que 

(3.17) (T .f)(x) = (2rh)  -n f e'(x-Y)~/hT(x, ~)f(y)dyd~. 

Le noyau de l 'opErateur f ~(s)T(x, hDx) o eisHh/hds est T(x, hDx)R~.h(X, y). Pour 

tout entier N on a 

(3.18) 
N 

(Hh - E) N o T = E Ck,N(Hh -- E) k 
k=0 

avec Ct.N E OPS(O, - (N-k)(1-6)) ,  CN,N = T et, pourk  < N, Ck,N E OPS( -oo ,  - o ~  

pour (x, ()  en dehors d 'un  compact.  

En utilisant la paramEtrix foumie par le lemme et en 6crivant 

T = G N o (Hh - E )  N o T ,  

on obtient Tr(T o R,(~))  E O(h~ De m~me, on a Tr(Rh(~) o T) E O(h ~ et on 

est donc ramenE ~ Etudier l 'intEgrale 

f eiSE/h~(s) {L(x, hD.,)L(y, hDy)K(s, x, y, h)}y=xdxds, 

off L = 1 - T "localise la singularitC' pros de SE. L'int6gration en x est ~ present 

support compact.  A c e  stade on est ramenE au probl~me d 'analyse microlocale 

standard, avec des fonctions u(x, h), avec x E R n, h petit param6tre reel, et la 

definition du front d 'onde:  (x0,~0) ~ SS(u) si, et seulement si, il existe une 

fonction ~/, E C ~ R  n) avec ~, = 1 au voisinage de ~0 telle que 

(3.19) J 1~(~)121~(Uh, h)12d~ E O(h~ 

On ne s'int6resse pas aux probl6mes ~ l 'infini du fibr6 cotangent en supposant 

que u est spectralement bien localisE, ou ce qui revient au mSme qu' i l  existe un 

op6rateur pseudodiffErentiel A(x, hD.,.) avec a(x, ~) = 1 pour Ix, ~l assez grand et 

A �9 u = O(h ~ )dans l 'espace de Schwartz, c'est-~-dire 

(3.20) [x~'Aul <_ C~,~(h), C~,~ E O(h~). 
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Pour les microsupports d6pendant d 'un petit param~tre on a encore les th6or~mes 
classiques sur la trace et l ' image directe propre rappel6s au w 2, et qu 'on  peut r6sumer 
dans les formules suivantes: 

(3.21) 

f 
SS[J  u(x,y,h)dy] C {(x,,~);qy, (x,y,~,O) E SS(u)}, 

SS[u(x, y, h)ly=0 ] C {(x, ~); 3~, (x, 0, ~, 7/) E SS(u)}. 

D'apr~s ce qui pr6c6de on a 

(3.22) SS[ f L(x'hDx)L(y'hDy)K(t'x'y'h)e-"EIh~(t)dt] 

C {(x,y; ~, r/)lE : �89 + q(x)) = �89 ..[_ q(y))} 

et on est ramen6 h prouver le r6sultat de propagation des singularit6s suivant: 

(3.23) SS(K(t,x,y,h) ) f3 {7" = E} 

est contenu dans l 'ensemble des (t, x, y; r, ~, ~7) tels que ~- = E et 

(i) ~- = �89 + q(x)) = �89 + q(y)) = ~(x,~) = E, 

(ii) (x, ~) = exptH#(y, -q). 
On a d6j~ vu (i); reste h voir (ii), ce qui est l 'objet  du paragraphe suivant. 

3.4 Propagat ion  des singularit6s 
Rappelons qu 'on  a pos6 ~(x, ~) = �89 + q(x)), que Hb est r6el et non nul sur la 

vari6t6 caract6ristique ~r ~) = ~(y, ~) = E et que K(t, x, y, h) v6rifie 

(3.24) 
h otK = [�89 + q(x)) + hV(h-1/Zx)]K, 
1 

Klt=o = 6(x=y ). 

On pose Po = �89 zA + q(x)),R = hV(h-~/2x) et P = Po + R;Po est ~ car- 
act6ristiques simples r6elles pros de SE de degr6 z6ro et la perturbation R e s t  
de degr6 < 7 /2  - 1 < 0 en h; plus prEcisEment R E OPS( 'y ,7/2 - 1). On 

fixe mo = (xo,~o,Yo,~o), avec (xo,~o) E Se, (yo, r/o) E Se et on note I'o la bicar- 
act6ristique de ~(x, ~) d'origine mo: 

(325) Fo = {(x, ~,Yo, r/o)13s, (x, ~) = expsH~(xo, ~o)}. 

On note re(s) = (expsH#(xo, ~o), (yo, 7/o)). 
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I1 s 'agit  de prouver que s i to E R,  m(- to )  # (yo, -r/o, Yo, qo) et s i C(t, x, hDx, y, hDy) 
est un op6rateur pseudodiff6rentiel classique (6 = 0 dans les d6finitions du w 

on a 

(3.26) f llCKll2dt E O(h "~ si le support de C est voisin de (to, m(0)). 

T 1. . . . " "  ' ,. ' 
I / .  

..., 
-~. rn(-t,) m(O) m(s) 

Soit E un petit voisinage de {(t ,m(-to + t)),t E [0, T]} = F o ~  T > to et 

g(t,x,~,y, rl) est une fonction C ~ sur E telle que 

Og {~,g)  = - 1 ,  gb=o = go; g[t=r < 0, g(to, mo) = 0 (3.27) Ot 

o~ g0(c~) = co - CllC~ - c~o[2,~0 = m(-to),co > 0 et CI assez grand pour que 

glo~nit>_o} < 0. Soit Bt l 'op6rateur h-pseudo-diff6rentiel de degr6 variable (cf. 

aussi H/3rmander [19], Unterberger [30]) de symbole 

(3.28) b(t, x, ~, y, ~1, h) = h-C~ x, ~, y, 71) 

o6 Co > 0 est une grande constante positive et X~, E C~(E), Xr, = 1 au voisinage 

de {g > 0} M {t > 0}. On pose Q, = BtBt. On a 

(3.29) 
T 

0 =  fo T ( ( ( h ) o t - P ) K ,  QtK)L2dt= [(hK, Q , K ) ] ~ + / < K , A K > d t ,  
0 

Z = hQ~_ [Po, at] + Q , R - R ' O r  
1 

On fixe No > 0 grand. En choisissant Co grand, b est de degr6 aussi n6gatif 

qu 'on  veut au voisinage de { ,~  < 1}. Par le calcul symbolique on obtient donc 

(3.30) 
A=B;2hsBt+J1,  

l 

S = Co logh - Im W(h-l /Zx)  + J 2  + J 3 ,  
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o3 

JI E OPS(O,-No), J2 E OPS(O, 0 + 7 - 1  ) 2 +~ , J 3 E O P S ( O , - I + e ) e t S * = S  

(les erreurs ?t l 'autoadjonction de S &ant absorb6es dans Jl ), ~ > 0 arbitraire 

provenant des puissances de log h dans le calcul symbolique des op&zteurs de 

degr6 variable. 

On a donce S --- Co log h(ld + K) 2 ofa K = K* et K est born6 sur L 2 de norme 

0((log h)-  l ) puisque Im V est born6 et a+  7 < 1. Comme on a, avec N1 ind6pendant 

deN0, 

(3.31) 
T 

(~K, QtK I E O(h~), (hK, Qt K) ~ O(hN~ /(K,J1K) ~ o(hN~ 
It=O t=T 0 

on d6duit de (3.31) que fo  IIBtKI122 E O(h N~ )(h log h ) -  1 d'ofa le r&ultat puisque 

No est arbitrairement grand et g(to, mo) = O. 

3.5 Appendice 
Nous d6montrons ici l 'est imation du reste dans la formule de composit ion 

3.10; bien qu 'el le  soit model6e sur les d6monstrations standard de la th6orie des 

op6rateurs pseudo-diff6rentiels nous n 'avons pas trouv6 pour celle ci de r6f6rence 

pr6cise. La majoration dans la formule d 'adjonct ion se d6montre de mani6re 

anlaogue. 

L'op6rateur compos6 q = ql o q2 a pour symbole 

(3.32) q(x, ~, h) = (27rh) -n f e - i t  O/hql (X, ~ + O, h)q2(x + t, ~, h)dt dO 

(il s'agit d 'une  int6grale oscillante). 

Soit r u l e  reste du dEveloppement asymptotique d 'ordre  N de q: 

(3.33) q = ~ aj + ru, 
j<N 

avec 

as = ~qlO2qz : 
I-I=J 

il s 'agit de v6rifier qu 'on a ru E S(m - ( 1 - 6)N, m' - ( 1 - 6 )N ) avec m = m 1 +me, m' = 
' + m ~ .  m 1 
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C o m p t e  tenu q u ' o n  a aj E S(m - ( 1 - 6)j, m' - ( 1 - 6)j) et 

0Sr  ' ] O( O~ aj + rM 
I. j = N  

si M > N,  on volt  qu ' i l  suffit de v6rifier qu ' i l  existe,  pour  tous mul t i - indices  ~,/3 

et tout  n o m b r e  a > 0, un ent ier  N tel que 10~0xPrul < c~tehA( 1 + Ixl + I(I) - a .  

s i on appl ique la fo rmule  de Taylor  ~t q2 h part ir  du point  x (t = 0), on volt  q u ' o n  
a 

(3.34) rN = 

1 

f ( l  -- o')N-lr ,ed  , 
I~I---N o 

avec 
P 

rr,~ = (27rh) -n ] e-ir~ (x, ~ + O, h)tTO~q2(x + ~rt, ~, h)dtd& 

On notera  darts la s u i t e f  f ~,;~ ~ ;~ = 0e 0~f.  Une  success ion  d ' in t6gra t ions  parpar t i es  

darts l ' in t6grale  osci l lante  (3.34), uti l isant les opErateurs ( 1 - A0 ) et ( 1 - At) d6duits 

des laplaciens en 0, t mon t r e  que-rv,~/~'~3) est, pour  171 = N ,  une combina i son  lin6aire 

d ' in t6grales  de la fo rme  

(3.35) hN-n / e-it O/hFlF2dtdO 

avec 
F1 = (1 - h2A0)e'[(1 + 02)-e(qll~ + O,h)], 

F2 = (1 + t2)-~'(1 - h2At)eq~2'~2+r~(x + crt,~, h) 

(a l  + a2 = a,/31 + ~32 = /3 ,  les entiers g, g', qui  rep6rent  le nombre  d ' i n t fg ra t ions  

par partie,  restent  ~ choisir) .  

C o m m e  e est born6 (0 < cr < 1) les Fi v6rifient les in6galit6s 

(3.37) 

IFll < csteh-m'l-'13'l( 1 + Ixl + I~ + oI)ml-lall-g(i?" 
- . + 10] )  2e ' 

IF2I < csteh-m'2-6l~zi-6N( 1 + Ix + crt I + I(I) mz-lc~zl (1 + Ix + ~ 
- (1 + ItlU' 

En chois issant  2t '  > n + ]m2 -- I~r2l] + 6(I/321 + N  + 2g), on obtient:  

IFiF2ldtdO <_ csteh-m'-~l~l-~N(1 + Ixl + I~[)mz-1~21(1 + Ixl)~[l~l+N+2t]j 
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avec 
[ (1 -~- ]XI "~ 1~ "~ OI) m'-[eql-N 

J (1 + 10l) 2e dO d 

< C ste [(1 -Jr Ixl -~- ~l) m'-I~'l-N + (1 + {x{) ml-lcell-u 
- (1 + Ig/) 2e-n 

On obt ient  alors l ' i n 6 g a l i t 6  cherchde en choisissant  d ' abo rd  g grand,  p u i s  N tel  

que N (  1 - 6) - 2ag so i t  grand.  
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