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Les g4n4ralisations connues de la formule de Poisson sont fond6es sur 

l'existence de certaines distributions presque p6riodiques sur la droite (i) 

(1) T = ~g a.b~. = ~, bm e-2~O''x. 
n m 

Si f est une fonction h d6croissance rapide, et si f est sa transform6e de 

Fourier, on en d4duit la formule de Poisson g6n6ralis6e 

(2) ~ a , / (2 , )  = Z bmf(ltm). 
n m 

I1 est possible qu 'on  n 'a i t  jamais remarqu4 l'existence de formules de Poisson 

un peu plus g6n6rales, dans lesquelles figure, au second membre,  un reste 

explicite. I1 est ~t rioter, comme nous le verrons, que de telles formules per- 

mettent de reprendre, sans modifications sensibles, le calcul classique de 

Riemann-Hamburger.  Nous en donnons ici un exemple 416mentaire. 

Soient la variable c o m p l e x e s  = a + it et M la bande verticale ferm6e 

- l < a < 2 .  

Soit ~ '(s)  une fonction holomorphe dans ~ h d6croissance rapide (par 

rapport  h t), dans M, et cela uniform6ment par rapport  h a .  On posera 

f ( t )  =~-(�89 + it) pour t r4el, et on notera f l ' image de Fourier de f .  

On obtient un exemple int6ressant de formules de Poisson avec reste en 

appliquant le tMor6me de Cauchy ~t la fonction 

'(s) 
~-(s) ~(s) 

dans la bande ~ .  

(1) Cf. en particulier: J. P. Kahane et S. Mandelbrojt: "l'Equation Fonctionnelle de 
Riemann et la Formule Sommatoire de Poisson" (Ann. Ec. Norm. (3) LXXV - -  Fasc. 1) 
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La d6croissance rapide de ,~(s) pour It] grand, dans &, la majoration 

classique du module de ~'/~ sur certaines horizontales, dans cette bande, 

permettent l'application directe du th6or6me. 

1. I n t 6 g r a t i o n  sur  a ~ - 2 .  

On peut int6grer, terme ~t terme, la s6rie donnant le d6veloppement de 

Dirichlet de ~'/~ sur la verticale a = 2: 

2 4. ioo  

1 ~ A ( n ) f  ff(2+it,nd~S, 
2hi ,=2 

2 - i o o  

mais dans la bande en question, le coefficient diff6rentiel est holomorphe 

et se comporte convenablement pour I tl grand. On peut done aussi int6grer 

chaque terme sur a = �89 ce qui donne 

(3) - 2~ - - - -  f " 
n = 2  ~ q / n  

La convergence absolue est 6vidente. 

2. I n t 6 g r a t i o n  sur  a---- - 1 .  

On utilise ici l'6quation fonctionelle de la fonction ~ qui donne 

~'(s) ~'(1 - s) 
(4) ~(s) + ((1 - s) - ~ ( s )  

off ~(s) a une expression bien connue. 

I1 en r6sulte, sur le c6t6 descendant de 

- 1 - i o o  - 1 - i o o  - 1 - i ~ - o  

2~i ~(s) ~t,)as = 2•i ((1 Z ~  '~(slds + ~ r 
- -  t + i o o  - -  1 + i o o  - -  1 " t - i ~  

Le premier terme du second membre s'6crit aussi: (s ~ 1 - s ) :  

2 4-ioo 

1 f ~'(s) ~-(1 - s)ds. 
2~i 

2 - i o o  
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On peut 6valuer cette int6grale, comme pour le c6t6 ascendant, en intdgrant 

terme ~ terme la s6rie donnant ff'/~ , et en se remenant comme plus haut, 5. 

la verticale a = �89 On trouve, pour ce terme, l'expression suivante 

1 ]~ A(n) f i - l o g n  
(5) 2n ,=2 \/fi  \ - - - ~ - - ]  

la convergence absolue 6tant 6vidente. 

3. Terme Compl6mentaire. 

I1 faut calculer l'int6grale 

(6) 

- 1 - i ~  

1 
2hi f O(s)~'(s)ds. 

- l  ~ i co  

On constate facilement que le seul p61e de ~(s) situ6 dans la bande 

- l_<a<�89 est le p61e 0 avec le r6sidu 1. On peut donc, toujours en raison 

du comportement convenable du coefficient diff6rentiel darts (6) pour It I 
grand, remplacer cette int6grale par 

fi-oo 

'f (7) ~ ( 0 )  - _Tn f ( t )  dp(�89 + it)dt 
--0:3 

avec 

~'(�89 + it) ~'(�89 -- it) 
(8) @(�89 + it)  -- + ((1 + it) ~(�89 - it) 

qui est une fonction r6elle, paire, de la variable t, r6guli~re et ind6finiment 

diff6rentiable pour toute valeur de cette variable. 

Nous noterons cette fonction 

dp(�89 + it) = V(t). 

4. Finalement, l 'application du th6or6me de Cauchy donne la formule 

suivante: 
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(9) Z ~ ( p )  = ~ ( 0 )  + s 0 )  - ~ .=2 
P 

+ o o  

1 

--0(3 

A(n) f logn 

f (  t) ~F( t)dt 

oh on d6signe comme de coutume, par p ,  les zdros non triviaux de la fonction (. 
Si on admet l 'hypoth6se de Riemann, on a 

(10) p = + + iz, 

oh les z sont r6els et la formule (9) s'6crit 

(11) Z,, . f(z)- 2~ ,, =.~ x/g ~-2-~---~ ] + f 2rc " + ?~(.~)(2) 

qui a exactement l 'aspect d 'une formule de Poisson avec reste, ce dernier 6tant: 

(12) 

+ c o  'f  ~(~ = ~ +~ -- 2~  J(t)~(t)dt. 
- - 0 0  

La formule (1 l) peut aussi s'dcrire, en utilisant la notation des distributions 
dans le plan complexe: 

2n ,(~o 6 P ) - - 6 ~  =2pa r t . r 6e l l e  _('(�89189 ,=2Z -n-T~iT ~. 

Au second membre figure la diff6rence entre ('(s)/((s) pris sur la droite 
critique G = �89 et le d6veloppement formel de cette mSme expression en s6rie 
de Dirichlet, lequel converge au sens des distributions. 

5. F o r m u l e  m o d u l a i r e .  

Soit T u n  nombre r~el positif. Prenons 

(2) Une formule plus gdndrale a 6t6 donn6e par Andr6 WELL: "Sur les "formules expli- 
cites" de la th6orie des nombres premiers" (Reprinted from communications du s6minaire 
mathdmatique de l'Universit6 de Iund,  1952, d6di6 fl Marcel RIESZ). Cependant, l'aspect 
"formules de Poisson" et les cons6quences qu'on en peut tirer, ne sont pas signal6s darts ce 
travail. 
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Alors 
J(s)  = exp[nx(s - } - i T ) Z ] .  

f(t) = e x p [ - n x ( t -  7-)2]. 

Et on a 
1 r - . , , '  ] 

f(u) = ~/-~ exp[. x 2niuT . 

Appliquons toujours la formule (10) (off v peut atre 6ventuellement com- 

plexe); on a, par la formule (11) 

(13) 

I X e -~x(*-'r)2- - 1  ~ A(n) exp[ - ( logn)2  
o nx/y . : 2  x/fi L ~ x  cos(Tlogn)  

l e_~X,2U?(t + 2e"X(+-r~)cos(nxT) - ~ + T)dt. 
[. - oo  

laquelle donne, en particulier, pour T =  0, 

(14) 

z e-"'" : =1- ~: A( exp ._(~og.)21 
o ~zx/x "=z \/n �9 4nx J 

4- o o  

+ 2e~X/4 1 f e_,~,2 ~(t)dt. 
t. 2n 

- oo  

6. Premi6re  app l i ca t ion  de la formule  (13). 

Posons 

(15) P(T) = _1_ ~ A(n) exp cos(Tlogn) .  
n . : 2  \ /n 4nx 

Comme P(0) est donn6e par une sdrie absolument convergente, on voit que 

P(T) est une fonction presque p&iodique de Bohr, et que 

(16) IP(T) I ~ P(0). 

On peut alors 6crire, au lieu de (13), 
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(17) ,,/x 12 e-~X(~-r)~ = P(T) + i~(r) 
P 

avec 

-~-oo 

,/x f e_.:2 ~'(t (18) R(T) = 2x/xe =x('*-r:) co s (=xT ) -~ -~  

- - 0 0  

Par ailleurs, la fonction ~ ( t )  a une valeur explicite 

' ~ + i t )  ] 
rc n [-F (~ -I- it) 

(19) ~(t)  = logZrc + 2ch---~i - K e / ~ = ~  
LII ,~  

et on sait que, pour t positif grand, on a: 

+ T)dt .  

(20) ~( t )  ,-, - - log(t)  

donc, si x est tr5s grand, le second terme de (18) a pour partie principale 

1 
2--~ log T 

tandis que le premier terme de R(T) est n6gligeable puisque T est grand, (en 

particulier > �89 On a doric 

l 
(2l) R(T) ~ ~ logT  

pour T et x grands. 

D'apr~s la formule bien connue qui donne le nombre de z6ros non triviaux 

de ~ dont  l 'ordonn6e est comprise entre 0 et T, 

1 
2--~ log 7' 

est la ddriv6e de la partie principale pour T grand, de ce nombre de z6ros. 

On peut donc consid6rer 
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(22) A(T) = ~ log T 

comme une sorte de "densit6 moyenne"  des z6ros au voisinage de l 'ordonn6e 

T, (suppos6e grande). 
Posons encore 

(23) Ax(T) = ,~,/x ~ e -~xr . 
P 

Alors, la formule (17) s'6crit 

(24) Ax(T) - A(T) = P(T) + e(x, T) 

off le second terme du second membre est n6gligeable quand x et Tsont  grands. 

Par ailleurs, la formule (14) montre que le maximum P(0) de la fonction 

presque p6riodique P(T)  est, pour x grand, tr6s voisin de 

2 \ I x  e nx l4  , 

La discussion repose doric sur la comparaison entre A(T) et ce maximum. On 

volt que six est grand, mais n~gligeable devant log. log T, alors la partie win- 

cipale de A~(T) est A(T). C'est-~t-dire la "densit6 moyenne".  Au contraire, 

si x et T sont grands, x 6tant de l 'ordre de grandeur de log.log T ou d 'un 

ordre sup6rieur, la formule (24) montre que lafluctuation 

z L ( r )  - A(T) ,  

est, en premi0re approximation, 0gale fi la fonction presque p6riodique P(T) .  

On peut considOrer Ax(T ) comme donnant une idOe de la densit6 r6elle des 

z6ros au voisinage de l 'ordonn6 T. D'apr~s les propri6t6s bien connues de 

la courbe de Gauss, ceci sera d 'autant plus vrai que x sera grand. Cependant, 

si Tes t  trOs grand par rapport fi x ,  c'est la densit6 moyenne A(T) qui donne 

la meilleure approximation de la densit6 rOelle. 

7. Cons6quences  de l'6quation modulaire.  

Reprenons l'6quation (14). On a pos6 p = �89 + iv. Si l 'hypothbse de Rie- 

mann est valide, les z sont r6els. Sinon, I Ira. z I <  �89 De plus, par sym6trie~ 
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les z sont en tous cas, deux /t deux oppos&. On peut se borner ~t prendre 

(Rer)  > 0 ,  et diviser la sommation par deux; alors (14) devient 

(25) 

_ = _ : _ _  _ _  -9og.) 1 Z e "~: 1 ~ A(n) exp[  4rex J 
Ro~>O 27rx/x ,=2 # n  

+ c o  

0 

car ud(t) est une fonction paire. 

Par ailleurs, reprenons la variable complexes  = o + it et consid6rons la 

s6rie 
1 

(26) qS(s) = ~ - -  
R e r > O  ,~s 

en prenant les d&erminations naturelles. 11 est facile de voir que cette s6rie 

converge dans le delhi-plan o > 1. 

On a, suivant le proc6de classique 

+ c o  

0 
\ , R e r >  0 / 

On partage, suivant la m6thode de Riemann-Hamburger, l'int6grale en deux 

parties: 

| +0-9 

0 1 

B(s) est une fonction entibre de s .  

On transforme A(s )  par la formule modulaire, ce qui donne, compte-tenu 

du reste, A(s )  = A l ( s )  + Az(s) + A3(s), avec 

1 ,fx.23:2[ A n  ( ,,og.,2t] (29) A l ( s ) -  2rr x/~ e x p -  , =2 - - - -  4nx  dx  
q 



(30) A 2 ( s  ) : 

(31) A3(s  ) - 
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1 

f XX[2_ le~Xi4dx 

o 

1 co 
1 f xS/Z-l [f e- X'2a,(t)at ] ax; 

0 0 

dans Al(s), on fait le changement de variable 

x ~ 1/x 

ce qui donne 

(32) A l(s) - lj 
2n 

1 

exp(- x[l~ ]J 

427 

(33) Z(s) = Al (s )+B(s)  

dont l'expression explicite montre qu'elle ne change pas quand on change s 

en 1 -  s, en permuttant aussi les doublets 

et 

on 6crit finalement 

(1 ;r)  :(Re z > 0) 

A(,,) . l o g . ]  
2n~/~ '  2n ] (n > 2) 

(34) F [ 2 )  qS(s)n-s/Z =Z(S)q- Az(s ) + A3(s ) . 

Comme Z(s) est enti6re, tandis que A2(s ) et A3(s ) sont explicites, on a, en (34) 

une vdritable formule de prolongement de la fonction ~. 

et il apparalt sous cette forme que At(s ) est aussi ulle fonction enti6re de s. 

I1 en est de m~me de 
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On peut, en effet, par des intdgrations par parties, prolonger dans tout le 

plan les fonctions A2(s ) et A3(s). On vdrifie par exemple que 

1 

2 A 2 ( s )  = f d(xs/2)e't'/4 = e'~'4 - rr4 
o 

A 2 (s+2 )  

ce qui permet de prolonger A z et prouve que c'est une fonction mdromorphe 

dont les p61es simples sont ceux de F(s/2). 
On traite de m~me A3(s), en ddcomposant prdalablement ~ ( t ) .  La mdthode 

consiste fi faire apparaitre des intdgrates de la forme 

(35) 

1 

f x.~.'Z-~G(x)dx 
0 

off G(x) est inddfiniment ddrivable dans [0 ,1] .  On a d 'abord 

7~ 

(36) W(t) = log2~z - logt + 2 c ~ 7  + ~ l ( t )  

off ~ l ( t )  admet 

positif 

(37) 

On a alors 

un d6veloppement asymptotique pour t infiniment grand 

V~(t)  = 77  + ~2- + + "'" 

(38) A3(s ) = A4(s)+As(s)+ A6(S) q-A7(s) 

avec 

(39) 

A4(s) - 

et 

1 

F(x) = f 
0 

1 

1 
2rr f xS/Z-*F(x)dx 

0 

e - ~x':u/(t)dt 
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1 

1 f x,/2_,Fl(x)dx As(s) = - 2--~ 
0 

a v e c  oo 

z~ f e_~Xt2 dt t Ft(x) = ~-  ch in  
1 
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(41 )  A 6 ( s  ) = - - - -  

1 + o o  

21 f X~/2-1 [ f e-"~t~Wl(t)dt] 
0 I 

dx 

(42) AT(s) = 

1 oo 

1 2rc f x'~/z-l[f (log2n-logt)e-"~'2dt]dx. 
0 1 

I1 est clair que A4(s ) et As(s) sont des int6grales de la forme (35). Ces fonc- 

t ions se compor ten t  donc,  dans le plan s ,  comme A2(s ) et la contr ibut ion 

7gsl 2 
~ - -  [A4(s ) + As(s)] 

est une fonct ion enti~re. 

Pour  A6(s), on a 

(43) 

1 oo 

1 
2 A 6 ( s )  = flo-~ f xs/2 [f  e-nXt2t2tIJl(t)dt] dX 

0 1 

o~ flo est une constante finie, et o/1 

(44) t2~1(t) = fll  + ~ 2 ( t )  = fll  + flz f13 ~-+ ~ -+  ... 

donc  
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(45) 

f 

~A6(s) 
1 oo 

= ~ o - ~  f :  x ~!2 I f  e-~:dt]dx 
0 1 

11 c o  

12 f x "#2 I f  e-~Xt2Wz(t)dt] dx" 
0 1 

Le troisi6me terme aura le m~me comportement que A6(s + 2). Le second 
s'6crit 

2(s + 1) 

1 1 

P:~ f x ~/2 [f  e-'~:dt] dx 
0 0 

la derni~re int6grale &ant de la forme (35). 11 r6sulte de lh que A6(s ) est une 

fonction m6romorphe dont les p61es simples sont 

O; -1 ;  -2 ;  - 3 , . . . , - m , . . .  

La contribution apportde par A6(s ) sera donc une fonction m6romorphe 

dont les p61es, tous simples, sont les entiers impairs n6gatifs. 

Arrivons enfin ~t AT(S), qu'on 6crira 

(46) 

1 +oo 

1 -- log t]e-~Xt2dt] ds AT(s)=As(s)-~--~ f : l [ f [log2n 
0 0 

(As(s) a le m~me coefficient diff6rentiel que AT(s), mais les limites pour t 

sont (0; 1)). Le changement de variable t --* u/x/-~-x permet le calcul 616mentaire 

du second terme de (46), qui vaut 

+ ~  
2 r e ( s - l )  2 s -  1 

o~ ~ est une constante finie. On a,  par le m~me changement de variable 
5! 

t " - ) '  ' ~  



(47) 

avec 

(48) Fz(x)  = 
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! 

Aa(s ) _- _ ~ 1 _  ~ xS/2_3/2F2(x)dx 
2n\/~ ; 

./fi $c 

f 1 -u2 [ log(2nx/n ) + ~ l o g x - l o g u ] e  du; 
0 

ce qui condui t  ~t la formule  

! 

1 (S-- 1)As(s ) 1 f (49) ~ = ~1 -- ~ X~/2 - 1F3(x)dx 

0 

oO cq est une constante  finie et o~ 

1 

(50) F3(x) = e-~X(log2n)+ f 
0 

e- ~Xt2dt 
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c o m m e  p6tes simples. 

s = 0,  - -2 ;  - -4 ;  -.-; - - 2 m , . . .  

En d6finitive, la fonct ion ~b(s) est une fonct ion m6romorphe  de s, dans 
tout  le p lan;  elle admet  un iquement  les p61es suivants:  

s = 1: p61e double  

s = - 1 ;  - 3 ;  - 5 ;  . . . .  (2m + 1); ... (p61es simples). 

Donc  (s - 1)2q~(s) est une fonct ion enti6re. 
F(s) 

(Regu le 13 f6vrier 1966) 

est une fonct ion ind6finiment d6rivable dans [0 ,1 ] .  L ' in t6grale  figurant dans 
(49) est donc  du type (35). I1 en r6sulte que AT(S ) admet  s = 1 c o m m e  p61e 
double ,  puis 


