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INTRODUCTION 

L'objet  de ce travail est la d6finition et l '6tude des applications diff6rentiables 

d 'un espace localement convexe dans un autre et des vari6t6s de dimension 

infinie. Dans le cas des espaces de Banach, la notion de diff6rentiabilit6 au 

sens de Fr6chet [ l a ]  donne une th6orie satisfaisante; de m~me les applications 

diff6rentiables d 'un espace num6rique dans un espace localement convexe 

ont 6t6 compl~tement 6tudi6es. Certaines d6finitions ont 6t~ donn6es dans 

le cas g6n6ral; elles se r6partissent principalement dans les classes suivantes: 

1) Point de vue g6om6trique selon l'id6e de [ lb ] ,  d6velopp6e en parti- 

culier dans [-2a, b] et [3]: Une application f de E dans F, off E et F sont des 

espaces vectoriels topologiques sur le corps des rSels R, est diff6rentiable en 

x si, quelle que soit l 'application diff6rentiable g de R darts E, l 'application 

f o g  est diff6rentiable en t off g( t )  = x .  Cette d6finition n'entraine pas la con- 

tinuit6 de f e n  x. 

2) Etude au point x d 'une application f d 'un  groupe topologique E darts 

un autre F [4a]; si E et F sont des espaces localement convexes, f est dif- 

f6rentiable en x au sens de [4a] si et seulement si f est r6guli~rement diff6ren- 

tiable en x (D6finition 3.2, Chapitre I). 

3) Point de rue analytique [5], [6] : Une application f de E dans F, off 

E et F sont des espaces localement convexes, est diff6rentiable sur un ouvert 

X de E si elle est d6rivable sur X (D6finition 3.1, Chapitre I) et si l 'appli- 

cation: x - ~  D f ( x )  est une application continue de X dans l'espace des ap- 

plications lin6aires continues de E dans F, muni de la topologie de la con- 

vergence born6e. Si E est m6trisable et tonnel6, cette d6finition 6quivaut ~t 

dire que f est b-diff6rentiable sur X (D~finition 3.2, Chapitre Il). En g6n6ral 
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f peut atre diffdrentiable dans ce sens sans ~tre continue sur X; la compos6e 

de deux applications diff6rentiables en ce sens peut ne plus 8tre diff6rentiable. 

Le pr6sent article a pour but de ddfinir une notion tout-&-fait diffdrente 

d'application n fois diff6rentiable, plus adapt6e ~ l'6tude de certaines questions 

&Analyse (distributions g6n6ralis6es, distructures [7a]) et de G6om6trie 

diff6rentielle (th6orie des prolongements [8a]), c'est-~-dire jouissant des 

propri6t6s suivantes: 

I) Si E et F sont des espaces num6riques, une application f de E dans F 

est n fois diff6rentiable si, et seulement si, elle est n fois continuement dif- 

f6rentiable (dans le sens classique). 

lI) La classe des applications n fois diffdrentiables est contenue dans la 

classe des applications continues et stable par rapport aux principales op6ra- 

tions de l'Analyse (compos6e, produit, . . .).  

III) On peut d6finir des varidt6s n fois diff6rentiables de dimension in- 

finie ayant des propri6t6s analogues/t celles des vari6t6s n fois diff6rentiables 

de dimension finie; en particulier le th6or6me de transitivit6 des prolonge- 

ments [8a] est encore valable. 

Darts [7a] j 'ai  introduit la notion d'application n fois diff6rentiable d 'un 

espace localement convexe dans un autre utilis6e ici et j 'a i  montr6 qu'elle 

vdrifie les conditions I e t  II; de plus j 'a i  6tudi6 diverses topologies sur l'espace 

des applications n lois diff6rentiables de X dans F;  le troisi6me chapitre de 

a lbre partie de [7a] est un court expos~ sur les varidt6s diff6rentiables de 

dimension infinie. Malheureusement, en utilisant seulement des structures 

topologiques il 6tait impossible de vdrifier la condition III. 

En effet, la th6orie des vari6tds diff6rentiables de dimension finie utilise 

essentiellement les faits suivants: 

E, F et G sont des espaces nuln6riques, Cg(F,E) (resp. s d6signe 

l'espace des applications continues (resp. lin6aires) de E dans F, muni de 

la topologie de la convergence compacte. 

a) ~'(G, F x E) est isomorphe & cg(~(G, F), E). 

b) L'application: (x,f) ~f(x) ,  off x ~E et feC~(F,E), est continue; l 'ap- 
plication: (g,f) --* go f, off f~  .oq~(F,E) et g s.~e(G,F), est continue, 

lc) Si f est une application n fois diff6rentiable de E dans F, on a: 
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Dnf(x) ~ D'(D"-~f)(x), 

oft D"f(x) d6signe la n-i6me diff6rentielle de f e n  x ~E. 

Si E et F sont des espaces localement convexes de dimension infinie, il 

n'existe g6n6ralement pas de topologie sur C~(F, E) et .Z'(F, E) telle que les 

conditions a et b, et par suite la condition c, soient v6rifi6es (Chapitre II, w 

C'est pourquoi beaucoup de th6or6mes de [7a] utilisaient des hypotheses 

suppl6mentaires (condition (P), espaces bornologiques, ... ) et le th6or6me de 

transitivit6 des prolongements n'6tait valable que sous des conditions tr~s 

restrictives. Pourtant il 6tait naturel de penser que ces hypotheses suppl6- 

mentaires 6taient superflues; les d6finitions m~mes de [7a] sugg6raient qu'il  

fallait munir C~(F,E) d'une structure telle que l 'on ait: a ' ) f~C~(F ,X x E), 

oft X est un ouvert de E, si, et seulement si, l 'application: x ~ Iv ~ f ( x ,  v)], 

o~t x ~ X et v E E, est continue. Mais il n'existe pas de topologie v6rifiant a'), 

et le respect des structures consacr6es de [9] m'a  retenue d'introduire dans 

[7a] la structure appropri~e. 

Le pr6sent travail rem6die 5. cet inconv6nient, en utilisant la notion "plus 

fine" de quasi-topologie (d'une faqon pr6cise, les quasi-topologies forment 

une esp6ce de superstructures des topologies). Une quasi-topologie sur un 

ensemble X est d6finie par une application f de X dans l'ensemble des ensembles 

de filtres sur X telle quef (x)  soit un id6al pour tout x ~ X (c'est la d6finition 

de "Limesraum" de [10] et [4b]); dans [10], cette notion est 6tudi6e sous 

un angle purement alg6brique; dans [4b], elle est adapt6e ~ la structure de 

groupe. Ici je d6finis la notion de quasi-topologie localement convexe 

qui g6n6ralise la notion d'espace localement convexe (re admet une topologie 

localement convexe z(~z) sous-jacente). En particulier je munis l'espace 

~'(F,X) des applications quasi-continues d 'un espace quasi-topologique 

(X, 7 0 dans un espace quasi-localement convexe (F, nF) de la quasi-topologie 

de la convergence locale 2 qui est la quasi-topologie la moins fine rendant 
quasi-continue l'application ( x , f ) ~ l ( x ) ,  de X x cg'(F,X) dans F. Les 

principaux th6or~mes valables dans le cas d'espaces localement compacts 

en utilisant la topologie de la convergence compacte (par exemple le th6or~me 

d'Ascoli) se g6n6ralisent en utilisant 2; de plusl 2 intervient naturellement 

dans plusieurs questions d'Analyse (dans le dual d 'un espace vectoriel topo- 
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logique, un filtre ~ converge vers 0 pour 2 si, et seulement si, ~" converge 

simplement vers 0 et si ~" contient un ensemble 6quicontinu: cette condition 

est implicitement employ6e dans certains th6or~mes de [13a]). La quasi- 

topologie 2 est l 'outil essentiel de ce travail, car elle permet de v6rifier les 

conditions a, b, c, 6nonc6es ci-dessus pour des espaces localement convexes 

E, F et G, en remplagant continue par quasi-continue. 

En munissant l'espace ~ "  des applications n fois diff6rentiables d 'un 

ouvert X de E dans F, off E et F sont des espaces localement convexes, de la 

quasi-topologie de la convergence locale pour les fonctions et toutes leurs 

diff6rentielles, les propri6t6s de r6gularit4 de F (complet, quasi-complet, de 

Montel, . . .)  se transportent ~t ~". De plus, les notions d'espace fibr6 quasi- 

topologique et d'espaces fibr4s quasi-topologiques associ6s peuvent ~tre 

d6finies comme dans le cas topologique [8a], ce qui permet de transposer au 

cas de dimension infinie la th6orie des vari6t6s diff6rentiables de dimension 

finie de [8a] et d'obtenir en particulier le th6or~me de transitivit6 des pro- 

longemen ts. 

CHAPITRE I 

A P P L I C A T I O N S  D I F F t ~ R E N T I A B L E S  EN U N  P O I N T  

Ce chapitre reprend, ~t quelques modifications pros, le texte du Chapitre I 

de [7a], mais en remplagant les structures d'espace vectoriel par des structures 

d'espace affine, qui sont seules h intervenir dans la th6orie de la diff6rentiabilit6. 

Ce chapitre pr61iminaire cherche ~ donner une id6e "g6om6trique" du prob- 

l~me; les chapitres suivants n'en d6pendent pratiquement pas. 

1. E s p a c e s  l o e a l e m e n t  c o n v e x e s .  

Nous appelons espace localement convexe un espace vectoriel E sur le corps 

R des r6els, muni d 'une topologie s4par6e compatible avec la structure vec- 

torielle (c'est-h-dire les applications: 

(x,y)---,x+y et (k,x)--,kx, o6 xEE, yeE ,  k~R,  

sont continues) et telle que tout point admette un syst6me fondamental de 
voisinages convexes. L'origine de E sera toujours not6e 0. Sauf indication 
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contraire, voisinage de 0 signifiera voisinage convexe sym4trique de 0. A un 

tel voisinage U correspond sur E une semi-norme continue p, jauge de U 

[9a], telle que Usoi t  l 'ensemble des points x de E pour lesquels on a p(x) < 1. 

La topologie de E est aussi d6finie par la donn4e de l 'ensemble des semi- 

normes correspondant ~t un syst~me fondamental  de voisinages de 0. Par 

semi-norme, ou norme, sur un espace localement convexe, nous entendrons 

semi-norme, ou norme, continue. 

Soient E un espace localement convexe et M un ensemble contenu dans E. 

Rappelons que M est dquilibrd [%]  si, pour tout k ~ R  tel que - 1 -< k _< 1, 

on a k M ~ M. On dit que M absorbe M '  c E s'il existe k > 0 tel que M'  ~ kM; 

si M absorbe tout ensemble r6duit ~ un point, M est absorbant [ % ] ;  M est 

pseudo-bornd (volt [7b]) si sa trace sur tout sous-espaee de dimension finie 

est born6e. Pour qu 'un  ensemble convexe (resp. un ensemble ferm6 et 4qui- 

libr4) M soit pseudo-born6, il faut et il suffit qu'il  ne contienne pas de demi- 

droite. Pour que la topologie de E admette un syst~me fondamental  de voisinages 

de 0 pseudo-born6s, il faut et il suffit qu'elle puisse ~tre d6finie par la donn6e 

d 'un  ensemble de normes;  darts ce eas, nous dirons que E est pseudo-normS. 

Soit E un espace localement convexe; soit A un ensemble 6quilibr4 et ab- 

sorbant qui contient avec tout  point diff6rent de 0 un voisinage de ce point. 

Ces ensembles A forment une base de filtre; soit o~" o le filtre qu'ils engendrent. 

Un ensemble B de o~" o est un ensemble contenant 0 et tel que route demi-droite 

D issue de 0 soit int6rieure ~ un e6ne point6 de sommet  0 sur lequel la trace 

de B soit un voisinage de 0 pour la topologie induite par  la topologie de E 

sur ce c6ne. 

D6fini t ion 1.1. On appelle "topologie radiale associde 3 l'espace E 

localement convexe" la topologie s u r E  telle que le filtre des voisinages de 

x ~ E soit le filtre x + .~'o, qui est ddduit par translation du filtre ~'o con- 

struit ci-dessus. Un voisinage de x pour la topologie radiale sera appel~ 

"voisinage radial de x . "  

La topologie radiale associ6e h l 'espace localement convexe E est plus 
fine que la topologie localement convexe de E; les applications: x ~ x + y 

et ( k , x ) ~  kx, ofa x ~E,  y E E et k ~R,  sont continues pour la topologie 

radiale, mais la topologie radiale n 'es t  g4n~ralement pas compatible avec la 
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strut ure de groupe additif de E. Sur tout compact de E (pour la topologie 

localement convexe), la topologie localement convexe et la topologie radiale 

associ6e induisent la m~me topologie. 

Propos i t ion  1.1. Soit M un sous-espace ferm~ dquilibr~ de l'espace 

localement convexe E; soit U un voisinage radial de O. Pour toute demi- 

droite D issue de 0 sur laquelle la trace de M est un segment I, il existe 

un cdne C de sommet 0 d l'int~rieur duquel appartient D et tel que M (~ C 

soit absorb~ par U (~ C. 
k 

DSmonstrat ion.  S o i t x u n e e x t r 6 m i t 6 d e l e t s o i t  k > 0 t e l  q u e x e  ~ U .  

Soient x '  un point de D ~ CM n kU et Vun voisinage ouvert de x '  contenu 

dans 2kU; l 'ensemble W =  V(~ CM est ouvert et le cbne C de sommet 0 

engendr~ par W contient D dans son int6rieur. Pour tout m eM (~ C, l 'inter- 

section de CM avec la demi-droite D' issue de 0 passant par m contient un 

point y. Puisque M est 6quilibr~, M n D' est contenu dans le segment [-0,y] 

done clans 2kU. Par suite M n C  est absorb6 par U n C. 

Si un voisinage radial A est convexe, sa jauge p(A) (voir [%3, P. 103, ex. 5) 

sera appel6e norme radiale sur E. L'application p(A) est continue pour 

la topologie radiale. 

Exemples .  1.1. Si E est un espace de dimension finie, la topologie 

radiale associ~e & la topologie de E est identique & cette topologie. 

1.2. Si E est muni de la topologie fine (voir [7b]), un voisinage radial 

dans E est l 'analogue, dans le cas off E est un espace vectoriel sur R, d 'un  

ensemble localement born6 au sens de [,-143 (o~ E est un espace vectoriel sur le 

corps des complexes). 

1.3. Soit E un espace de Hilbert complet, admettant une base orthonormale 

d6nombrable: (el,...,e,, ...); soit g l 'application de la sphere unit6 de E dans E 

telle que: 
g(x) = ~, (xl/2')x, off I[ x II = 1 et x, = (x ]e,). 

t E N  

L'ensemble A form6 des points y de E tels que: 

llylI < IIg(kY)ll, Hky!l = x et k e R ,  

est un voisinage radial convexe de E n e  contenant aucune boule. La norme 

radiale correspondante est l 'application p d6finie par: 
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p(x) = II x II/ll g(x')]l off x'  -- kx et 11 x '  !1 = 1. 

Soit E un espace localement convexe; nous d6signerons par Se /'espace 

sph6rique associ6 ~ E, c'est-~t-dire l'espace topologique quotient de E -  {0} 

par la relation d'6quivalence p: 

x ~ y si, et seulement si, y = kx, ofa k ~ R  et k >0.  

La classe d'6quivalence de x modulo p sera appel6e direction de x. Si F est 

aussi un espace localement convexe, E • F d6signera l 'espace localement 

convexe produit de E par F. 

Soit E '  un ensemble muni d 'un groupe de transformatiens Cgsimplement 

transitif appel6 groupe des translations. Un 616ment x de E '  sera appel6 point; 

nn couple (x,y)  de points, vecteur lid d'origine x, d'extr6mit6 y; la classe 

d'6quivalence x~ de (x,y)  relativement au groupe fCest appel6e vecteur libre. 

Rappelons [7c] que E'  est un espace affine rdeI si l 'ensemble des vecteurs 

libres est muni d 'une structure d'espace vectoriel telle que x---~ + y z =  xz; 

cet espace vectoriel sera not6 E'.  

On appellera espace aJfine localement convexe un espace affine r~el E '  

muni d 'une topologie telle que l'espace E'  des vecteurs libres soit un espace 

localement convexe et que, pour tout point x de E '  les voisinages de x soient 

les ensembles x + U, off U est un voisinage de 0 dans E ' ;  l 'ensemble x + U 

est form6 des points y tels que ~yy ~ U. Alors les vecteurs li6s d'origine x forment 

un espace localement convexe isomorphe fi E '  pour l 'application (x, y ) ~  x-~y; 

cet espace sera appel6 espace tangent 3 E' en x et not6 E'x. Si M est un en- 

semble de E' ,  le c6ne d'appui  [7b] de M en x ~ M  est l 'ensemble obtenu 

par saturation de M relativement fi la relation Px qui d6finit l 'espace sph6rique 

associ6 fi E'~. 

Soient E et F denx espaces topologiques, f une application d 'une partie 

de E dans F; la restriction de f fiun ensemble C de E sera not6ef /C.L 'ensemble  

des applications f continues en un point x de E sera not6 C~(F, E, x). Supposons 

que E et F sont deux espaces localement convexes. Si U est un ouvert de E, 

nous d6signerons par ~(F,  U) l'espace vectoriel des applications continues 

de U dans F. L'espace des applications lin~aires continues de E dans F sera 

not6 L,e(F,E); si T~Z~'(F,E), nous ~crirons T ( x ) =  ( T , x ) ,  off x ~ E .  Si 6~' 

est un ensemble de parties de E, E(F, U) (resp..2~(F, E)) muni de la topologie 



APPLICATIONS DIFFI~RENTIABLES... 

de la Y-convergence sera not6 ~gse(F, U) (resp. ~ ( F , E ) ) .  Soit .L~a~(F,E) 

l'espace localement convexe d6fini par r6currence de la mani6re suivante: 
.LP~ (F,E)  =~f~,se(F,E); ~,c'a P+ l (F,E)  = ~'s~(~f['~e (F, E),E).  Une application 

Y-hypocontinue de E p dans F est une application g de E p dans F, s6- 

par6ment continue, et telle que, pour tout voisinage V de 0 dans F et toute 

famille finie (s~),_~p d'616ments de Y,  il existe un voisinage U de 0 dans E 

tel que l 'on ait: 

g(U x sl x ... x sv) c K 

Soit ,r (F, E) l'ensemble des applications multilin6aires S~-hypocontinues de 

E p dans F, muni de la topologie de la convergence uniforme dans les ensembles 

d e  la forme s I • ... • sp, off s~eY pour tout i < p. ~e~  (F,E)  admet 

pour sous-espace l'espace .r des applications multilin6aires YP- 

hypocontinues de E p dans F, c'est-&-diIe les applications multilin6aires 

sym6triques g telles que, pour tout voisinage V de 0 dans F et toute famille 

finie (s~)i<=p_ 1 d'ensembles de Y,  il existe un voisinage U de 0 dans E tel que 

l 'on ait: 

g(sl x ... x sj-1 x U x Sj+ 1 X " ' "  X Sp) C V 

pour t o u t j  compris entre 1 et p. L'application ap qui associe & g'  e~c~'s~ (F, E) 

l'application : 

(v~ , - . - ,vp)  ~ <...<g',vl>,...,vp> 

est un isomorphisme de LP~ (F, E) sur -~ff, (F, E). L'inverse de ap d6termine 

un isomorphisme canonique de ~v~ (F,E)  sur un sous-espace vectoriel de 

~ (e, e). 
Soit (Ei)~, une famille finie d'espaces localement convexes. Nous noterons 

L(F, I-'[ Ei) l'espace vectoriel des applications multilin6aires continues de 

I-I Ei dans F et, si T' est un 616ment de cet espace, nous 6crirons: 
i<n 

T'((xi)i<_,) = (T',(xi)~<=,,) = ( T ' , ( x l ,  . . . , x , )  ) ,  o~.l x i e  E i. 

Si Y~ d~signe un ensemble de parties de E~, la topologie de la Y~-convergence 

sur cet espace est la topologie de la convergence uniforme dans les ensembles 
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de la forme I-I s~, o3 st ~ ~ .  L'espace topologique ainsi d6fini sera not6 
i~n 

L~ei( F, ~-I E~). On a un isomorphisme canonique b, de L~e(F,E") sur un 

sous-espace vectoriel de .oq~"(F, E), si ~ j  = J pour tout i < n. 

2. Applications l ipschitz ienncs et tangentes ~ 0 

Soient E '  et F '  deux espaces affines localement convexes, f une application 

d 'un  ouvert de E '  dans F ' .  Dans ce paragraphe~ nous allons 6tudier le com- 

portement  de f au voisinage d 'un  point x de A. En nous pla~ant dans les 

espaces tangents E" et F~(x), et en identifiant les espaces E '  et /7,  des vecteurs 

libres de E '  et F '  aux espaces E" et F},x~ resp., nous nous ram~nerons ~t la 

situation suivante: E et F sont deux espaces localement convexes, f une appli- 

cation d 'un  voisinage ouvert A de 0 dans E, ~t valeurs dans F, telle que f (0) = 0. 

Pour g6n6raliser au cas off E et F ne sont pas norm6s les notions classiques 

d'applications lipschitziennes et 0-1ipschitziennes, il semble naturel de poser: 

D6finit ion 2.1. Soient p et q des semi-normes sur E et F resp. et k 

un nombre positif. On dit que f est lipschitzienne en 0 de rapport  k relative- 

ment ~ p e t  q s'il existe un voisinage U' de 0 dans E tel que, pour tout x ~ U', 

on ait: q( f(x))  < kp(x). On dit que f est 0-1ipschitzienne relativement ~ p 

et q si, pour tout k > 0 ,  f est lipschitzienne de rapport k relativement dtp et q. 

On dit que f est lipschitzienne (resp. 0-1ipschitzienne) en 0 si, pour toute 

semi-norme q sur F il existe une semi-norme p sur E telle que f soit lipschitz- 

ienne (resp. O-lipschitzienne) relativement d p et q. 

Si p n 'es t  pas une norme, soit Dune  droite telle que p(D) = 0. Si f est lip- 

schitzienne relativement ~t p et q, on a q(f(D n A)) = O. 

Interpr ~tation g~om~trique. 

Soient B u n  ensemble contenant 0 dans E et B '  un ensemble 6quilibr6 de 

F;  nous d6signerons par c(B,B') le c6ne dans E x F form6 des demi-droites 

issues de (0,0) et dont les points (x ,y)  sont tels que y e B '  lorsque x e B ;  

si B e s t  6quilibr6, soit B* le bord de B, c'est-~-dire l 'ensemble des extr6mit6s 

des segments traces sur B des demi-droites issues de 0; soit B ~ l 'ensemble 

des demi-droites contenues dans B. Le c6ne c(B,B') est le c6ne d 'appui  en 
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(0, 0) de l'ensemble (B* • B') U (B ~ • (0)). Pour tout voisinage U' de 0 dans 

E, soit C(f /U ' )  le c6ne d'appui en (0,0) du graphe de f~ U'; ce c6ne est l'en- 

semble des points ( z , z ' ) ~ E  x F tels qu'il existe k > 0 pour lequel on ait 

f ( k z )  = kz '  et kz ~ U'. Soient U un voisinage de 0 dans E de jauge p et V 

un voisinage de 0 dans F de jauge q. Pour q u e f  soit lipschitzienne de rapport  

k relativement h p e t  q, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage U' tel que 

C(f /U ' )  c c(U, kV). Pour que f soit lipschitzienne en 0, il faut et il suffit 

que, pour tout 11, il existe U et U'  tels que: C ( f / U ' ) c  c(U, 11). Pour que f 

soit 0-1ipschitzienne en 0, il faut et il suffit que, pour tout 11, il existe U v6ri- 

fiant la condition: pour tout k > 0, il existe U' tel que C ( f / U ' ) ~  c(U, kV). 

Proposition 2.1 .  Pour que f soit lipschitzienne en 0, il fau t  et il suffit 

que l'application m, d~finie sur l'ensemble A'  des couples (t,v) tels que 

t>O,  v ~ E  et t v ~ A  par: 

m ( t v ) = f ( t v ) / t  si t ~ 0  et m(O,v) = 0  

soit continue en (0,0.) 

P r o p o s i t i o n  2.2.  Pour que f soit O-lipschitzienne en O, il f au t  et il 
suffit que, pour route semi-norme q sur F, il existe une semi-norme p sur E 

telle que q ( f ( h ) ) = p ( h ) a ( h ) ,  oft h ~ A  et a est une fonction continue 

de A dans F. 

(En abr6g6: a(h) --* 0 si h ~ 0). 

R e m a r q u e  2.1. Si dans la D6finition 2.1, on remplace "voisinage U ' "  

par "voisinage U' pour la topologie d6finie sur E par la semi-norme p " ,  

on obtient la notion d'application r~gulikrement lipschitzienne ou rdgu- 

lidrement O-lipschitzienne en O. Une application lipschitzienne en 0 est aussi 

r6guli~rement 0-1ipschitzienne en 0; mais si E n'est pas normS, f peut ~tre 

0-1ipschitzienne en 0 sans ~tre r6guli~rement 0-1ipschitzienne en 0. On pourrait  

aussi remplacer dans la D6finition 2.1 voisinage U' par voisinage radial U' ;  

on obtient alors la notion d'application radialement lipschitzienne ou radiale- 

ment O-lipschitzienne en 0; une telle application peut ne pas 8tre continue 

en 0. Pour que f soit r6guli~rement (resp. radialement) 0-1ipschitzienne en 0, 

il faut et il suffit que pour route semi-norme q sur F il existe une semi-norme 
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p sur F telle que l 'on ait q( f (h ) )=  p(h)a(h),  ofa a ( h ) ~  0 si p(h).--,, 0 (res- 

pectivement a est continue poor  la topologie radiale). 

E x e m p l e s :  2 .1 .  Toute fonction lin6aire et continue est (r6guli~rement) 

lipschitzienne en 0. 

2.2. Si f est continue en 0 et telle que f ( a x ) =  a"f (x) ,  off n e s t  positif 

e t a  6R,  alors f est 0-1ipschitzienne en 0. 

L 'ensemble des applications (r6guli~rement) lipschitziennes en 0 forme un 

sous-espace vectoriel de C~(F, E, 0). La restriction d 'une application (r6guli~re- 

ment) lipschitzienne /t un sous-espace vectoriel de E est une application (r6- 

guli6rement) lipschitzienne en 0 sur ce sous-espace. 

Proposition 2.3. La composde de deux applications (rdgulikrement) 

lipschitziennes en 0 est (rdguli~rement) lipschitzienne en O. La composde 

dt droite ou dt gauche d'une application (rdgulikrement) lipschitzienne en 0 

et d' une application (rdgulikrement) O-lipschitzienne en 0 est une application 

(rdgulikrement) O-lipschitzienne en O. 

D6monstration. Soient f lipschitzienne en 0 et g une application lip- 

schitzienne en 0 d 'un  ouvert de F dans un espace localement convexe G. 

Pour route semi-norme r sur G, il existe une semi-norme q sur F et un nombre 

k > 0 tels que g soit lipschitzienne de rapport  k relativement /l q et r. A q 

correspond une semi-norme p sur E telle que f soit lipschitzienne de rappor t  

k '  relativement/t  p et q. Alors gofes t  lipschitzienne de rapport  kk'  relativement 

/t p e t  r. La fin de la proposition est 6vidente. 

Proposition 2.4. Soit (Fi)i~ ~ une fami l le  d'espaces localement con- 

vexes. Si pour tout i ~ I  I'application fl  de E dans F i e s t  O-lipschitzienne 

en O, alors l'application produit f = (fi)i~J de E dans F=  I-I Fi est O-lip- 

schitzienne en O. s~ l 

D6monstration. Un syst~me fondamental de semi-normes sur F est 

obtenu en prenant les semi-normes: qr  = sup (qiopri), of a I '  est un sous- 
i G I '  

ensemble fini de I, oh pr~ est la projection canonique de F sur F~ et q~ d6crit 
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un syst~me fondamental de semi-normes sur Fi. A la semi-norme qi corres- 

pondent la semi-norme p~ sur F~ et la fonction a~ (ProFosition 2.2) telles que: 

qi(fi(h)) = p~(h) ai (h), off a,(h) ~ 0 si h --* 0. 

On a alors: 

q r ( f ( h ) ) = ( s u p  p,(h))a(h), oh a(h)-~O si h - ~ 0 ;  
i e l "  

donc f e s t  0-1ipschitzienne en 0. 

En pratique, la notion d'application 0-1ipschitzienne est trop restrictive 

dans beaucoup de questions qui interviennent en Analyse, lorsque les espaces 

ne sont pas norm4s. I1 est donc utile d'introduire une notion plus maniable, 

celle d'application tangente d 0 en O, dont nous nous servirons principalement 

dans la suite. 

D 6 f i n i t i o n  2.2. Soit D u n e  demi-droite issue de 0 dans E. On dit que 

f est tangente ~0dans  la direction de D si, pour toute semi-norme q sur F, 

il existe une semi-norme p sur E vdrifiant la condition: Pour tout k > O, 

il existe un c6ne C de sommet 0 dont l ' intdrieur contient D et un voisinage 

U de 0 dans E tels que, pour tout h E C ( 3  U, on nit: q(f(h))~= kp(h). S i f  

est lipschitzienne en 0 et tangente ~ 0 dans toutes les directions, on dit que 

f est tangente ~t 0 en 0, ou que le 1-jet d e f  en 0 est nul, et on ~crit 

j ls=0 
On ne change pas la notion d'application tangente ~t 0 en 0 si on remplace 

dans cette d6finition voisinage U par voisinage radial U. 

S i f  est tangente ~t 0 en 0, sa restriction ~ tout sous-espace vectoriel de E 

est tangente /t 0 en 0. L'ensemble des applications de A dans F tangentes/t  0 

en 0 est un sous-espace vectoriel de ~(F,A,0) .  

R e m a r q u e  2.2. La consid6ration du contingent [15] en 0 des graphes 

de deux applications ne permet pas de d6finir une bonne notion de tangence. 

En effet, soient F un espace localement convexe admettant une base alg4brique 

d4nombrable (en) . ~ Net muni de la topologie fine et f l 'application de R dans 

F d6finie par: 

f ( x ) = O  si x # 1 / 2 "  et f ( 1 / 2 " ) = e J n .  
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Le contingent  en 0 du graphe de f est r6duit au sous-espace R • {0} de R • F 

alors que pour  tou t  voisinage de 0 dans R le cSne d ' appu i  de la restriction 

de f ~t r voisinage: contient une infinit6 de droites ne convergeant  pas vers 

une droite du contingent.  

T h 6 o r 6 m e  2 . 1 .  Pour  que f soit tangente  ~ 0 en 0, il f a u t  et il suffit 

que l 'appl icat ion m, dgfinie sur l ' ensemble  A '  des couples (t ,v)  tels que 

t > 0 ,  v r  et t v r  par:  

m( t ,v )  = f ( t v ) / t  si t # 0 et m(O,v) = 0 

soit continue en (0,v) pour tout v E E. 

D 6 mo a s  t r a t i o  n.  La  continuit6 de m end(0, 0) signifie que f est lipschitz- 

ienne~en 0 d 'apr~s la Proposi t ion 2.1. Soit q une semi-norme sur F. Supposons 

m cont inue en (0, v) pour  tou t  v ~ E. Soit D une demi-droite issue de 0 darts E. 

Choisissons un point  v sur D et une semi-norme p sur E tels que p(v) = 1. 

Pour  tout  k > 0, soient U '  le voisinage ouvert  de 0 dans E e t a  le nombre  

tels que les condit ions t < a, v '  e v + U '  e t t v '  ~ A entralnent  q( f ( t v ' ) )  < tk. 

Le c6ne C engendr6 par  l 'ensemble B des points  v' tels que v ' e  v + U '  et 

p(v')  > 1 contient  D dans son int6rieur et, pour  tout  h E C tel que p(h) < a, 

il existe v' EB  tel que h = tv'. Alors on a: t < p(h) < a et q( f (h ) )  < kt  < kp(h) ,  

donc  f est tangente  ~ 0 dans la direction de D. Inversement  si j o t f =  O, 

soient v ~ E et p la semi-norme sur E associ6e par d6finition & q et & la direc- 

t ion D de v; on  peut  supposer p(v) = a/2 > 0. Soient U le voisinage ouvert  

de 0 et C le c6ne tels que l ' o n  air q( f (h) )  < p(h) /a  pour  tout  h ~ U n C .  Soit 

a '  > 0 tel que v E a 'U.  L'ensemble  Wdes points v' ~ a ' U  c~ C tels que p(v')  < a 

est un voisinage de v; les condit ions t < 1/a ' ,  v '  ~ We t  tv' ~ A n C entralnent  

tv'  ~ U et p(tv')  < ta, d ' o ~  q( f ( tv ' ) )  < t. Done  m est cont inue en (0,v). 

C o r o l l a i r e .  Si f est tangente ~ 0 en O, l 'appl icat ion  m est continue 

s u r  A ' .  

T h 6 o r 6 m e  2.2. Pour  que f soit tangente ~ 0 en O, il f a u t  et il suffit 

que, pour tout voisinage V de 0 dans F et pour tout v e E ,  il existe deux  
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voisinages U(v) et U'(v) de 0 dans E tels que les conditions: v' ~v + U'(v) 

et tv' E U(v) entratnent: 

f ( tv ' )  E tV. 

D6monstration.  Soit V u n  voisinage de 0 dans F et v~E .  S i j o l f= O ,  

il existe d'apr~s le Th6orCme 2.1 un voisinage U'  de 0 dans E et un nombre 

a > 0 tels que Jes conditions t < a et v' ~ v + U'  entrainent f ( tv )  ~ tV. On 

peat supposer qu'i l  existe un voisinage U de 0 dans E ne rencontrant pas 

v + U'. Alors les conditions v ' ~ v  + U' et t v ' E a U n A  entrainent t < a ,  

donc f ( t v )~  tV. Inversement, soient U(v) et U'(v) des voisinages ouverts tels 

que f ( t v ' ) ~ t V  s i v '  ~v + U'(v) et tv'E U(v). L'enveloppe convexe M de 0 

avec v + U'(v) est un voisinage de v. Soit a > 0 tel que v~aU(v) .  Les con- 

ditions t < l /a, w ~ M n aU(v) et tw ~ A entrainent tw E U(v) et tw = t'v', of J 

t ' < t et v' ~ v + U'(v), donc f ( tw)  ~ tV. Ceci prouve que m est continue en 

(0,v) et, d'aprCs le Th6orr 2.1, que j ~ f =  O. 

Propos i t  ion 2.5. Pour que f~ soit tangente 3 0 en 0, il suffit que f soit 

lipschitzienne en 0 et qu'i l  existe un voisinage radial B de 0 dans E vdrifiant 

l a condition: Pour tout voisinage V de 0 clans F, il existe un voisinage radial 

0 de 0 dans E tel que l'on air: C( f /O)  c c(B, V). 

D6monstrat ion .  Soient V un voisinagc de 0 dans F et v e E .  Soient 

d u n  n o m b r e >  0 tel que v ~ dB, et 0 le voisinage radial associ6 A V/d par 

hyp~Lh~s~. I1 existe un c6ne C tel que C n  dB soit un voisinage U' + v 

deve t  que O n  C soit la trace sur C d 'un voisinage U de 0 dans E. Alors les 

conditions v ' ~ v + U '  et t v ' ~ U n A  entrainent f ( t d ) ~ t V  et j ~ f = O  

d'apr~s lc Th6or~me 2.2. 

Corol laire:  Si f est lipschitzienne et radialement O-lipschitzienne en 

O, alors j ~ f  = O. 

Propos i t ion  2.6. Si f est tangente dt 0 en 0, pour tout voisinage V 

de 0 dans F et pour tout ensemble B fermd ~quilibrd, absorbant et pseudo- 

bornd dans E, il existe un voisinage radial 1.7 de 0 dans E tel que l' on ait: 

c( f /O)  c c(B, V). 
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D 6 m o n s t r a t i o n .  A une demi-droite D dans E et fi une semi-norme q 

sur F, jauge de V, est associ6e par d6finition une semi-norme p sur E. D'apr~s 

la Proposition 1.1, il ex i s t ed  > 0 et un c6ne C '  tels que p(B n C ' )  < d. Au 

nombre 1/d correspondent un voisinage U et un c6ne C tels que q(f(h)) <= p(h)/d 

pour tout h ~ U n C. La trace B(D) de U sur C n C ' n  A est un voisinage 

de 0 darts C n C'  et la r6union 0 des ensembles B(D) lorsque D balaye E 

est un voisinage radial de 0 dans E. Pour tout h ~/.7, il existe v E B tel que 

h = tv; par suite p(h) = tp(v) < td et q( f (h) )  < t. Donc on a: 

C(flO) c c(B, D. 

C o r o l l a i r e .  Si E est pseudo-normal, on a j t o f = O  si et seulement si f 

est lipschitzienne et radialement O-lipschitzienne en O. 

T h 6 o r 6 m e  2.3. Si f est tangente ?l 0 en 0 et si g est une application 

lipschitzienne en O, ~ valeurs dans un espace localement convexe G, alors 

g o f  est tangente d 0 en O. 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Soit r u n e  semi-norme sur G et q la semi-norme sur 

F telle que g soit lipschitzienne de rapport  k relativement ~t q e t r .  Soit q '  

la semi-norme sur F telle que l ' on  ait: 

r(g(h')) < kq(h') si q ' (h ' )  < 1. 

Soit a > 0; ~ la semi-norme q"= sup(q ,q ' )  correspond une semi-norme p 

sur E v6rifiant la condition: A a/k est associ6 un c6ne C et un voisinage U 

tels que q " ( f ( h ) ) < ( a / k ) p ( h ) p o u r  tout h ~ U n  C. Alors les conditions: 

h ~ U ~  C et p(h) < k /a  entralnent r(gof(h)) < ap(h). Donc g o f  est tan- 

genre ~ 0 dans la direction de D et lipschitzienne en 0. 

T h 6 o r 6 m e  2.4. La Proposition 2.4 est vraie en remplafant O-lip- 

schitzienne par tangente d O. 

P r o p o s i t i o n  2.7. Si E est de dimension finie, toute application 

tangente ~ 0 dans toutes les directions est O-lipschitzienne en O. 
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D6monstrat ion.  Suit q une semi-norme sur F; si D est une demi- 

droite dans E et k un n o m b r e >  0, il existe un c6ne C(D) et d > 0 tels que 

si h ~ C(D) et h < d, on ait: q(f(h))  __< k I[ h H" Il existe un nombre fini de droites 

Di, off i < n, telles que les c6nes C(D~) correspondants recouvrent E. Par 

suite, si I[ h [] < infdi on a: q(f(h))  ~ k II h II 
i'-:n 

Remarque 2.3. Si E est de dimension infinie, la proposition n 'est  6videm- 

ment plus vraie. Par exemple, avec les notations de l 'exemple 1.3, l 'applica- 

tion: II I[ p(x) est tangente & 0 dans toutes les directions mais n 'es t  pus 

continue en 0. L 'applicat ion:  x ~ [[ x [[inf (p(x),a), off a est une constante 

positive donn6e, est tangente & 0 en 0 sans ~tre 0-1ipschitzienne en 0. 

D6fini t ion  2.3. Soient f et g deux applications ddfinies sur un voisinage 

A de 0 dans E. On dira q u e f e t  g sont tangentes en 0, ou ont m~me 1-jet en 0 

si j ~ ( f  - g) = O. On dira que f et g sont uniform6ment (resp. r~guli6rement) 

tangentes en 0 si f -  g est O-lipschitzienne (resp. r~guli~rement O-lipschitz- 

ienne) en O. 

3. Appl icat ions  di f f6rent iables  en un point. 

Soient E, F et G trois espaces affines localement convexes, /~ /~ et G les 

espaces des vecteurs libres de E, F et G resp., A une partie de E d'int6rieur 

non vide et x un point de l ' int6rieur de A. Nous d6signerons par f u n e  appli- 

cation de A duns F. 

D6fini t ion  3.1. On dit q u e f  est d6rivable en x dans la directions de v, 

o~ v ~ E et v # 0, si Ia restriction de f dl la demi-droite issue de x et passant 

par x + ve s t  diffdrentiable en x. La ddrivde dl droite en 0 de l 'application: 

t ~ f ( x  + tv), o5 t 6 R, t >= O et x + tv e A, sera notde O J ( x )  et appelde d6- 

riv6e de f e n  x par rappor t  ~t v. Si f est ddrivable en x duns toutes les directions 

et si l 'application D f ( x )  de E dans F ddfinie par: 

0 ~ 0  et v ~ O f f ( x )  si v # O ,  v e E ,  

est lin~aire (resp. lindaire et continue), on dit que f est d6rivable (resp. con- 

t inuement d6rivable) en x et on appelle D f ( x )  la diff6rentielle de f en x. 
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Si f est d6rivable dans la direction de v, on a: 

8~,f(x) = kaf f (x) ,  o4 v ' =  kv et k ~ R. 

D6f in i t ion  3.2. On dit que f est diff6rentiable (resp. uniform6ment 

diff6rentiable resp. r6guli~rement diff6rentiable)~ en x s'il existe une appli- 

cation lindaire continue Df (x )  de E dans ~7 qui soit tangente (resp. uni- 

formdment  tangente, resp. r6gulidrement tangente) en 0 dt l 'application: 

v --* ( f ( x  + v) - f ( x ) ) ,  oft v ~ E. 

Alors, la restriction de Df(x )  ~ toute droite D de E passant par 0 est la 

diff6rentielle de la restriction de f ~t x + D. Ainsi f est d6rivable en x et Df(x )  

est unique. On appelle Df(x )  la diffdrentielle de f e n  x. 

E x e m p l e s  3.1. Toute application lin6aire et continue est diff6rentiable. 

Toute application r6guli&ement diff6rentiable est uniform6ment diff6rentiable. 

Toute application uniform6ment diff6rentiable est diff6rentiable. 

3.2. Si E et F sont norm6s, il y a identit6 entre applications r6guli~rement 
diff6rentiables, uniform6ment diff6rentiables et diff6rentiables au sens de 

Fr6chet. Par contre une application peut 8tre diff6rentiable sans 8tre diff6ren- 

tiable au sens de Fr6chet. La notion de diff6rentiabilit6 introduite ici est plus 

forte que celle de diff6rentiabilit6 au sens de G~teaux [14]. 

3.3. Toute application tangente ~t 0 (resp. 0-1ipschitzienne) en 0 est dif- 

f6rentiable (resp. uniform6ment diff6rentiable) en 0 et sa diff6rentielle en 0 

est l'application identiquement nulle. 

Remarque 3.1. Les notions de diff6rentiabilit6 r6guli~re et uniforme 

s'introduisent d'une mani6re analytiquement tr~s naturelle et c'est pourquoi 

elles sont d6finies ici. Mais dans le cas o4 les espaces ne sont pas norm6s, 

c'est la notion de diffdrentiabilit6 en un point qui est la meiux adapt6e ~ l'6tude 

des probl~mes que nous consid6rerons. Nous utiliserons en particulier le 

fait qu'une condition simple de continuit6 des d6riv6es partielles (voir 

Chapitre II, w entraine la diff6rentiabilit6 en un point (et non la diff6rentia- 

bilit6 uniforme). 
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Les notions de diff6rentiabilit6 en un point d6pendent des topologies de E 

et F. I1 y a d'autant plus d'applications diff6rentiables de E dans F que la 

topologie de E est plus fine et celle de F moins fine. Par suite si E' et F '  

d6signent les duaux topologiques de /~ et /7 munis des topologies donn6es, 

toute application de E dans F diff6rentiable pour les topologies initiales est 

diiff6rentiable si E est muni de la topologie de Mackey z(/~,/~')et F de 

la topologie faible a(F' ,F) (voir [9a]). 

Les r6sultats du paragraphe 2 donnent diff6rentes caract6risations des 

applications diffdrentiables en x. La proposition suivante rappelle les prin- 

pales. 

Proposition 3.1. Pour que f soit diffdrentiable (resp. uniformdment, 

resp. r6guli~rement diff~rentiable) en x, il fau t  et il sufit qu'i l  existe une 

application lindaire et continue D f ( x )  de E dans F et que la condition 

C (resp. C', resp. C ~) soit vdrifi~e. 

C: Pour tout voisinage V de 0 dans F et pour tout v ~/~ il existe deux 

voisinages U(v) et U'(v) de 0 dans E tels que les conditions: v '~  v + U'(v) 

et tv" e U(v) entrainent: 

f ( x  + to) - f ( x )  - <of(x),  to> ~ tv. 

C' (resp. C"): Pour toute semi-norme q sur F, il existe une semi-norme p 

sur E telle que l'on air: 

q( f ( x  + h) - f ( x )  - (Dr(x ) ,  h ) )  = p(h) a(h), 

off a est une fonction continue en 0 pour la topologie de /~ (resp. pour la 

topologie d6finie sur E par la semi-norme p). 

Remarquons que, pour que f soit r~guli6rement diff6rentiable en x, il faut 

et il suflit que, pour toute semi-norme q sur F, il existe une semi-norme p 

sur E telle que f soit diff6rentiable au sens de Fr6chet en x si E ~ et /7 sont 

munis resp. des topologies d~finies par p et q. 

Th6or~me 3.1. Uensemble des applications de A dans F qui sont 

diff~rentiables en x est un sous-espace affine ~ ( F , A , x )  de ~ (F ,A ,x ) .  I I e n  
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est de m~me des ensembles d'applications uniformdment ou rdguli~rement 

diffdrentiables en x. 

La diff6rentielle en x de l 'application k f +  k ' f ' ,  o~ k e R  et k ' ~ R ,  est 

l 'application: kDf (x )  + k'DJ(x).  

Les notions de diff6rentiabilit6 se conservent par restriction h u n  sous- 

espace vectoriel. 

Th~or~me 3.2. La compos~e de deux applications diff~rentiables 

(resp. uniform~ment, resp. r~guliOrement diffdrentiables) en un point est 

diff~rentiable (resp. uniformdment, resp. rdguliOrement diffdrentiable) en 

un point, sa diffdrentielle dtant la composde des diffdrentielles. 

D 6 m o n s t r a t i o n .  On se ram6ne au cas suivant: f est une application de 

c E dans F,  diff6rentiable en 0, et g une application de f(.4) darts G, 

diff6rentiable en f(0), de sorte que l 'on  a: f = Dr(O) + a e t  g -- Dg(O) + b, 

a e t  b 6tant des applications tangentes tt 0 en 0. On a: 

go f = Dg(O) o Df(O) + Dg(O) o a + b of. 

D'apr6s le Th6orbme 2.3, Dg(O) o a est tangente h 0 en 0. Montrons que b o f  

est aussi tangente tt 0 en 0. En effet, soient v ~ E et W un voisinage de 0 dans 

G. A W et ~ (Df(O),v> correspondent deux voisinages Ve t  V' de 0 dans 

tels que les conditions: w ' ~ ( D f ( O ) , v ) + V '  et t w ' E V  entrainent: 

b(tw') ~ tW. A V' et ~t v correspondent deux voisinages U et U' de 0 dan s 

tels que les conditions: v ' 6 v  + U' et t v ' e  U entrainent a( t v ' )~ tV ' /2  et 

(Of(O),v'  - v )  E V' /2 .  Puisque f est continue en 0, ~ V est associ6 un voi- 

sinage U" de 0 dans /~ tel que f ( t v ' )~  V pour tout tv '~  U". Les conditions: 

v' ~ v + U' et tv' ~ U ~ U" entralnent: f ( tv ' )  = tw' ~ Vet w' ~ (Df(O) ,v)  + V', 

donc b of( tv ' )~ tW. I1 en r6sulte que g o f  est diff6rentiable en 0, sa diff6ren- 

tielle 6tant 1'application continue Dg(O)oDf(O). Le reste du th6or6me se 

d6duit de la Proposition 2.3. 

T h 6 o r 6 m e  3.3. Soit (Fi)i~1 une famil le  d'espaces affines localement 

convexes. Soit fi une application diffdrentiable en x de A dans Fi, pour tout 

i EI. Alors l 'application produit (fi)i~i de A dans F = I-I Fi est diff~ren- 

tiable en x, sa diff~rentielle ~tant l'application (Df~(x))i~ ~. 
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R6sulte de la Proposition 2.4 et du Th6or~me 2.4. 

Coro l la , re .  Si T est une applicat ion mult i l indaire de F =  1-IF, 
i e l  

dans un espace localement convexe ~ continue, alors l 'appl icat ion To(fi)i<=, , 

est di f fdrentiable en x, sa diffdrentielle dtant: ~ ( T o g s ) ( x ) ,  olt gj  est 
j<-_n 

l 'applicat ion: 

X ~ ( f l ( X ) ,  "" " ' 5 -  1( X)' D f j ( x ) ' L +  1( X) , ' "  " ' fn(x))  �9 

Exemples .  3.4. Si f est une application~ diff6rentiable (resp. uniform& 

ment diff6rentiable)en x de/~dans/Yet  s i J '  est une application diff6rentiable 

(resp. uniform6ment diffdrentiable) en x de /~ dans R, alors l'application 

f ' f : x ~ f ' ( x ) f ( x )  de /~ darts /7 est diffdrentiable (resp. uniform6ment dif- 

f6rentiable) en x et sa diff6rentielle est donn6e par: 

D (f ' f (x))  = f ' ( x ) D f ( x )  + D f ' ( x ) f ( x ) .  

3.5. Soit B une alg6bre topologique commutative (voir ]-9b], p. 9) et 

(f~)~_<, une famille d'applications f ,  de E dans B diff6rentiables en x. Alors 

l'application : 

• (f3: x --,f~(x).f~(x) . . . . .  L ( x )  
inn 

de E dans B est diffdrentiable en x et, en consid6rant Dfi(x)  comme une 

application de E dans B, on a: 

D(X f/) (x)= ]~ fx(x) . . . . .  f i -  l(x)" Dfi(x)"fi+ 1(x) . . . . .  f,,(x). 
i<_n i<=n 

Th6or6me  3.4. Soit  B une algdbre topologique commutat ive  dans 

aquelle  l 'ensemble  B '  des dldments inversibles est ouvert. Si  l 'appl icat ion I: 

x ~ x  -1 est continue sur B',  alors elle est un i formdment  di fJ&ent iable  en 

tout point  x de B '  et on a: 

(DI(x ) ,  h > = - x - 1. h" x - 1, pour tout h ~ B .  
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D~mons tra t ion .  T o u s l e s  points considdrds sont dans B'. On a: 

( x  + h)  - 1  - x - 1  + x - l " h ' x  - 1  = - x  - l ' h ' ( ( x  + h)  - 1  - x - l ) .  

Soit q une semi-norme sur B e t  soit k > 0. L'application: (x, y) --* x" y &ant 

continue, il existe une semi-norme p sur B e t  k'  > 0 tels que l 'on ait: 

q(x. y .  z) < p(x) p(y)  p ( z ) k ' .  

L'application I 6tant continue, ~t p e t  gt k " =  k[(k 'p(x-1))  correspond une 

semi-norme p' sur B telle que, pour tout h pour lequel p ' (h )<  1, on ait: 

p((x + h) - I  _ x - l )  < k". 

I1 en rdsulte que, si p'(h) < 1, on a: 

q((x + h) -1 - x -1 + x - t "  h ' x  -1) < p (h)p(x -1 )k ,k ,  < p(h)k, 

ce qui prouve le th6or~me. 

C o r o l l a i r e .  Si f est une application de A dans B, diffdrentiable (resp. 

uniformdment diff~rentiable) en x, alors l'application: x ~ ( f ( x ) )  -1 est 

diffHentiable (resp. uniformdment diffdrentiable) en x e f - l ( B  ') et sa dif- 

fdrentielle est l 'application: - ( f ( x ) )  -1 �9 Df (x ) .  ( f (x ) )  -1,  oft D](x)  est 

considdrde comme une application de E dans B. 

CHAPITRE II 

A P P L I C A T I O N S  D I F F I ~ R E N T I A B L E S  SUR UN O U V E R T  

1. Q u a s i - t o p o l o g i e s  l oca l ement  convexes .  

Soit X un ensemble. La classe des filtres sur X sera munic de sa structure 

de classe locale (voir [8b]) pour la relation d 'ordre:  ~ < ~ '  si, et seulemcnt 

si, ~ est plus fin que ~ ' .  Pour cette relation, la borne supdrieure d 'un en- 

semble de filtres sera appelde son agrdgat (filtre qui correspond au filtre inter- 

section de l 'ensemble au sens de [9c]). Nous utiliserons los rdsultats suivants 

([9c] exercices 3, 9, 10 pages 44-45): 
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1) Un filtre est l'agr6gat des ultrafiltres plus fins que lui; 

2) L'agr6gat s u s de deux filtres s et ~ '  est le filtre form6 des ensembles 

u ~ ' ,  oO ~ E ~  et ~ ' ~ ' ;  

3) Un ultrafiltre plus fin que ~ u s est plus fin que s ou que s 

Les filtres seront not6s avec des capitales de ronde s ~-, etc.; un 616ment 

d 'un filtre ~ sera d6sign6 par la minuscule grecque .~ correspondante. Le 

filtre form6 de tous les  ensembles contenant un point x de X sera d6sign6 

par le symbole x'.  

D 6 f i n i t i o n  1.1. On appellera quasi-topologie sur un ensemble X une 

relation 7~ entre filtres ~ sur X et points x de X vdrifiant les conditions 

suivantes : 

1) Pour tout x ~ X ,  on a x'~tx; 

2) Si ~" < ~r et ~rTrx, alors on a aussi ~ '  nx ;  

3) Les relations ~ n x  et ~7~zx' entratnent x = x';  

4) Si ~rcx  et ~ '  r~x, on a (~U~r ' )7~x .  

Le couple (X , z  0 sera appeld espace quasi-topologique. Si ~ n x ,  on dira 

que ~ quasi-converge vers x. 

S i ~  v6rifie seulement les conditions 1, 2, 4, on dira que 7z est une 

quasi-topologie non s6par6e et (X,  rO sera appeld espace quasi-topologique 

non s6par6. 

La condition 1 de la D6finition 1.1 signifie que la restriction de rc aux ultra- 

filtres de X est une pseudo-topologie [11]; d'apr~s la condition 2, si ~ quasi- 

converge vers x, alors f pseudo-converge ['11] pour cette pseudo-topologie. 

Soit (X, rt) un espace quasi-topologique (resp. non s6par6). S in '  est une 

quasi-topologie (resp. non s~par6e) sur X telle que s entraine 5(n 'x ,  

on dira que re' est une quasi-topologie (resp. non s6par6e) moins fine que ~z. 

Tout ensemble de quasi-topologies (resp. non s6par6es) sur X admet une 

borne inf6rieure pour la relation d'ordre ainsi d6finie. 

Remarques: 1.1. Une quasi-topologie non s6par6e 7~ peut aussi ~tre 

d6finie comme une fonction de X dans l'ensemble des ideaux [,16] du treillis 

de tous les  filtres sur X; cette fonction associe h x l'ensemble des filtres s 

tels que ~rnx.  On retrouve ainsi la d6finition des', "Limesriiume" :de [,10] 

ou Fab]. 
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1.2. Deux quasi-topologies sur X peuvent avoir la m@me pseudo-topo- 

logie sous-jacente. La quasi-topologie d6finie par: 

Y'n 'x  si, et seulement si, on a f ' n x  pour tout ultrafiltre f '  plus fin que f ,  

est la plus fine des quasi-topologies admettant m~me pseudo-topologie sous- 

jacente que n; rappelons [11] que la donn& de n' 6quivaut ~t la donn6e de 

la pseudo-topologie sous-jacente ~t n. 

1.3. Si ze s t  une topologie sur X, la relation: 

Y r x  si, et seulement si, Y" converge vers x, 

est une quasi-topologie. C'est toujours de cette quasi-topologie qu'il s'agira 

lorsque nous consid6rerons, sans pr&iser, un espace topologique comme 

un espace quasi-topologique. 

Soit (X,n) un espaee quasi-topologique (resp. non s6par6). 

Si f est un filtre sur X tel qu'il existe un ultrafiltre ~' plus fin que Y" qui 

quasi-converge vers x, on dira que x est un point pseudo-adhdrent h ~.  Une 

partie X '  de X sera dite pseudo-fermde [11] si elle contient tout point pseudo- 

adh&ent h u n  filtre admettant une base form6e d'ensembles de X'.  On sait 

[11] que les ensembles pseudo-ferm6s sont les ensembles ferm6s pour une 

topologie sur X, appel6e topologie associde ~t la pseudo-topologie d6duite 

de n: cette topologie est la topologie la plus fine telle que tout filtre qui quasi- 

converge vers x converge vers x; elle est s6par6e (resp. non s6par6e). 

Si X '  est une partie de X, la relation niX'  d6finie par: 

~'(n/X')x '  si, et seulement si, le filtre engendr6 par 3~' 

dans X quasi-converge vers x 'EX ' ,  

est une quasi-topologie (resp. non s6par6e) sur X' ,  que nous appellerons 

quasi-topologie (resp. non sdparde) induite par n sur X' .  Si X '  est pseudo- 

ferm6 dans (X,n), la topologie associ6e h la pseudo-topologie sous-jacente 

7t n iX '  est la topologie induite sur X '  par la topologie associ6e ~t la pseudo- 

topologie sous-jacente h n. 

Soient (X, n) et (X',  n') deux espaces quasi-topologiques (resp. non s6par6s), 

f une application de X dans X'.  On dira que f est quasi-continue en x si la 

relation 5Fn x entraTne f ( f ) n '  f(x), off J'(Y') d6signe le filtre ayant pour base 
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les ensembles f(~), ~ e Y'. Si f est quasi-continue en tout point x, on dira 

q u e f  est quasi-continue sur X. S i f e s t  quasi-continue sur X, elle est continue 

pour les topologies associ6es aux pseudo-topologies sous-jacentes firc et fi 

n'. Mais une application continue pour ces topologies peut ne pas ~tre quasi- 

continue. Si f est une application biunivoque et si f et f -  x sont quasi-con- 

tinues, alors f e s t  un quasi-homdomorphisme de (X, 70 sur (X',  rr'). 

Remarques: 1.4. Sirc et u' sont des pseudo-topologies, une application 

quasi-continue est une application pseudo-continue au sens de [11]. S i n  

est une pseudo-topologie, une application pseudo-continue peut ne pas &re 

quasi-continue. Si re' est une pseudo-topologie, une application quasi-con- 

tinue peut ne pas ~tre pseudo-continue. 

1.5. Si g' est la quasi-topologie ddfinie par la relation de convergence 

dans l'espace topologique X',  il y a identit6 entre applications quasi-continues 

et applications continues pour la topologie sur X associ6e ~ la pseudo-topologie 

sous-jacente 5 re. 

La classe P (resp. P) des triplets ((X', n'),f, (X, 7t)), off f est une application 

quasi-continue de l 'espace quasi-topologique (resp. non s6par6) (X,n) 

dans l'espace quasi-topologique (resp. non s6par6) (X ' ,n ' )  est une catdgorie 

[8b] pour la loi de composition: 

fix", ~"),f', (x ' ,  ~')) ((x' ,  ~'),L (x,  ~)) = ((x", ~"),f' of, (x, ~)); 

le groupoide des 616ments inversibles est la classe des triplets tels que f so i  t 

un quasi-hom6omorphisme de (X, n) sur (X' ,  ~'); la classe de tousles  espaces 

quasi-topologiques (resp. non s6par6s) est une classe d'objets pour P (resp. 

P). Les applications: 

et 
((x' ,  ~'),f, (x ,  ~)) ~ (x ' , f ,  x )  

( (x  ', ~ '),f, (x ,  ~)) -~ (o,:,,f, ox), 

off 0 x, et 0 x d6signent les topologies associ6es aux pseudo-topologies sous- 

jacentes fi rr et ~t ~', sont des foncteurs de P (resp. P)  dans la cat6gorie ~7 

des applications d 'un ensemble dans un autre et dans la cat6gorie ~" des 
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applications continues d 'un espace topologique dans un-autre (voir [8b]). 

Ces foncteurs d6finissent P (resp. /5) comme cat6gorie d'homomorphismes 

[8b] au-dessus de ~ et de o~- resp. 

La cat6gorie P (resp. P) est une cat6gorie avec produits [22], le produit de 

la famiUe ((Xi, n3)i ,r  6tant l'espace quasi-topologique ( I-I xi ,  I-I 7r~), of 1 
i ~ [  i e l  

1--I n~ d6signe la relation d6finie par: 
ieI  

Yf(  ['I hi) ( x 3 i , i  si et seulement si,,~in~x i pour tout i ~I,  
t e l  

6tant la projection de Yf sur Xi. 

I )~ f in i t i on  1.2. Soit E un espace vectoriel sur R; une quasi-topologie 

rtr sur E sera dite localement convexe si les applications: 

( v , v ' ) ~ v + v '  et (t ,v)--,tv,  olt v~E ,  v ' s E  et t ~ R ,  

sont des applications quasi-continues de (E x E, 7tn x 7re) dans (E, rrn) et 

de R x E dans (E, lre) resp. et s'il existe une topologie localement convexe 

sur E pour laquelle tout filtre quasi-convergent converge. On dira que 

n n v6rifie la condition (R) si de plus: 

(R)~/'ztrO entratne .~rrcrO oll J~/'ddsigne le filtre sur E engendrd par les 

enveloppes eCquilibr~es ~ des v ~ Jff'. 

Soit rc E une quasi-topologie localement convexe sur l'espace vectoriel E. 

On a: 

~r si, et seulement si, ( ~ - v ) n E 0 ,  

off ~4 r - v d6signe le filtre engendr6 par les ensembles v - v, v ~ ~r.  

Ainsi zr E est d6termin6e par la donn6e des filtres qui quasi-convergent vers 0. 

Sur E, la topologie borne sup6rieure des topologies localement convexes 

pour lesquelles tout filtre quasi-convergent est convergent est une topologie 

localement convexe. Nous appellerons cette topologie la topologie localement 

convexe sous-jacente ~ rre et la d6signerons toujours par le symbole Z(TrE); 
muni de cette topologie, E sera appel6respace quasi-localement convexe. 
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Un syst6me fondamental de voisinages de 0 pour z(rcE) est form6 des ensembles 

convexes sym6triques absorbants qui appartiennent ~t tout filtre quasi-con- 

vergeant vers 0. 

Proposit ion 1.1. Soit nn une quasi-topologie localement convexe sur 

l'espace vectoriel E; alors ~ induit sur tout sous-espace lin~aire V de di- 

mension finie la topologie compatible avec la  structure vectorielle de V. 

D~monstration. Soit x ~ V ;  la relation ~'(r~E/V)x entralne que ~- 

converge vers x pour la topologie induite par z(nE). Inversement 

soit (e l , ' " ,en)  une base alg6brique de V; puisque l 'application: 

(kl , . . . ,kn;xl , . . . ,xn)--* ~ k~xi, de R n x ( E " , z ~ ) d a n s  (E,rce) est quasi-con- 
i<=n 

tinue, le filtre des voisinages de 0 dans 1I, qui est plus fin que le filtre 

~re~, oO ..r est le filtre des voisinages de 0 dans R, quasi-converge vers 0 

dans E. 

D6finit ion 1.3. Une quasi-topologie nr, sur un espace affine E sera 

dire localement convexe si la quasi-topologie ~ sur l'espace E des vec- 

teurs libres de E d~fipie par: 

~ r ~ O  si, et seulement si, (x + ~')'~-~ x, 

o~t x c=E, est ind~pendante de x et localement convexe. 

A la quasi-topologie localement convexe rc E sur l 'espace affine E correspond 

la topologie z(nr) associ6e ~t la topologie z(7~) sur /~; muni de cette topo- 

logie. E est un espace affine localement convexe, que nous appellerons espace 

affine quasi-localement convexe. Dans E, on a: 

&rTrrx si, et seulement si, ( ~ - x ) ~  r 0; 

l 'application: (x, v) - ,  x + v de (E x E, 7z E x ~ )  dans (E, 7tr) est quasi-continue. 

Soient (E, rcr) et (E', 7~E, ) deux espaces affines quasi-localement convexes. 

Toute application affine quasi-continue de E dans E' est continue pour les 

topologies z(nE) et z(rcE, ). En particulier, pour qu'une vari6t6 affine de co- 

dimension 1 soit ferm6e, il faut et il suffit qu'elle soit pseudo-ferm~e. 
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La classe des applications affines quasi-continues d 'un espace affine quasi- 

localement convexe dans un autre est une sous-eatSgorie de P, qui est une 

cat6gorie d'homomorphismes au-dessus de la catSgorie des applications 

affines continues d 'un espace affine localement convexe dans un autre. Le 

produit d 'une famille de quasi-topologies localement ce.nvexes est une quasi- 

topologie localement convexe; muni de la topologie localement convexe 

sous-jacente h la quasi-topologie produit, l'ensemble produit sera appel6 

quasi-produit de la famille; sa topologie est alors plus fine que la topologie 

produit des topologies sous-jacentes /t chacune des quasi-topologies. 

Dans la fin de ce paragraphe, nous dSsignerons par (X, n) et (X', n') deux 

espaces quasi-topologiques, par (E, rtE) et (F, rrr) deux espaces affines quasi- 

localernent convexes, par ~r] et 7t~ les quasi-topologies localement con- 

vexes correspondant aux quasi-topologies n~ et nr  sur les espaces des vec- 

teurs libres /~ et F (D6finition 1.3). Le symbole cg'(F,X) dSsignera le sous- 

espace affine de l'espace affine de toutes les applications de X dans F forms 

des applications quasi-continues de (X, n) dans (F, nv); ce sous-espaee pourra 

aussi ~tre nots ~'((F, nv),(X,n)) quand plusieurs quasi-topologies sont uti- 

lis6es. L'espace des vecteurs libres de c~'(F, X) s'identifie ~t W'(/~ X). 

Soient ~- et ~-'  deux filtres sur :g'(F, X), f u n  filtre sur X et W un filtre 

sur R. Nous d6signerons par ~ ( f )  le filtre sur F admettant pour base les 

ensembles ~b(~)=rU=. f '(~),  off ~b e ~- et ~ ~ f .  Le filtre engendr6 sur F par 

les ensembles k~b(~), ofa k ~Y: et ~b E~' ,  sera nots ~"ff(Y'); le filtreengendr6 

par les ensembles ~b + ~ ' ,  o~ ~ b ' e ~ ' ,  par ~ + ~ ' .  

Sur (g'(F, X) la relation: 

~rf si, et seulement si, on a ~ ( x  ~) nvf(x) pour tout x ~ X, est une quasi- 

topologie localement convexe, appelSe quasi-topologie de la convergence 

simple. Muni de cette quasi-topologie, (~'(F,X) sera not6 (~'(F,X); la to- 

pologie z(a) correspondante sera appel~e topologie de la convergence simple. 

Si nv---z(np), la quasi-topologie a est une topologie. 

D ~ f i n i t i o n  1.4. On appellera quasi-topologie de la convergence locale 

sur c~'(F,X) la quasi-topologie ddfinie par: ~ si, et seulement si, f nx 

entratne ~ ( f ) n F f ( x ) .  Muni de cette quasi-topologie, ~,'(F,X) sera notd 
~'~( F, X). 



APPLICATIONS DIFFERENTIABLES... 29 

Proposition 1.2. La quasi-topologie de la convergence locale sur 

~ ' (F,X)  est localement convex& 

D6mons t ra t ion .  Puisque ~ 2 f  entralne ~'a f ,  la topologie de la con- 

vergence simple est une topologie localement convexe pour laquelle tout 

filtre quasi-convergeant dans ~).(F, X) converge. Soit f ~  cgz(F, X),  si Krn x, 

le filtre (~" + f)(Kr) admet pour base les ensembles ~b(~) +f(~), qui forment 

aussi une base du filtre image de (~-(W),)7(W)) par l'application quasi-con- 

tinue: 

( y , v ) ~ y + v ,  off y ~ F  et v~if ;  

par suite on aura ( f f  + f ) ( f ) n v ( f  +f) (x)  si o~2f. Supposons o~2fe t  ~, '2f7; 

le filtre ( ~ + j ' ) ( f ) ,  admettant pour base l'image par l'application: 

( ~ f r , ) ~ f + f ,  du filtre quasi-convergent ( ~ , o ~ ' ) d e i f x  if, quasi-converge 

vers f(x)  +f ' (x ) ;  de marne si .XFconverge dans R vers k, on a of/'~" ( f )  2 k f  (x). 

Donc 2 est localement convexe. 

D6finition 1.5. La topologie localement convexe z(2) sous-jacente dt 

la quasi-topologie 2 sur ~ ' (F,X)  sera appelde topologie de la convergence 

locale. 

Cas pa r t i cu l i e r s .  Si n et n e sont les relations de convergence d& 

finies par des topologies sur X et F, les notions de quasi-convergence simple 

et locale sont d6finies dans [11-1. La relation . ~ 2 f  6quivaut alors ft. la re- 

lation: o~-(~f(x))n rf(x), pour tout x ~ X, off ~ (x )  d6signe Ie filtre des voi- 

sinages de x dans X. On voit ais6ment que la topologie de la convergence 

locale est plus fine que la topologie de la convergence compacte et moins 

fine que la topologie de la convergence uniforme. Si X est localement com- 

pact, les topologies de la convergence locale et de la convergence compacte 

sont identiques. 

Le sous-espace de Wz(F, E) (resp. de q~z(F, E)) form6 des applications quasi- 

continues affines de (E, he) dans (F, nF) (resp. lin6aires de (/~, n~)dans (F, ~rT) ) 

est un sous-espace ferm6 de W~(F, E) (resp. de ~ ( F ,  E)), muni de la quasi- 

topologie induite par 2, nous le noterons .~c~a~(F, E) (resp. ' -" 
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Proposition 1.3. tUn systdme fondamental de voisinages de 0 dans 

c~(F, X) est Jormd des ensembles convexes W qui appartiennent d tout filtre 

qui quasi-converge vers O. 

D6monstration. Soient ~ la base de filtre form6e des ensembles W 

et ~/r le filtre engendr6 par Yr La relation: . ~ 2 0  entraine ( - ~ ) 2 0  et 

2 0, off - oj  est le filtre ayant pour 616ments les ensembles - ~b, q~ ~ ~-, et 

.~, le filtre agr6gat de ~" et de - ~ ' ;  par cons6quent ~e- admet aussi pour 

base les ensembles We Y//" qui sont sym6triques. Montrons que si W~// ' ,  

alors West absorbant. En effet, soient f ~ ' ( F , X )  et ~ un filtre sur R con- 

vergent vers 0. Les applications f et (k, y) -~ ky, oCa k ~ R et y ~ F, 6tant quasi- 

continues, la relation ~rnx entralne o~(ff(Y')nr0. Par suite J~ff~20 et W 

contient un 616ment k f ~ , ~ f " .  Donc West absorbant et ~ est un syst~me 

fondamental de voisinages de 0 pour la topologie de la convergence locale. 

Th~or~me 1.1. 2 est la quasi-topologie la moins fine sur cK'(F,X) 

pour laquelle l'application: ( x , f ) ~ f ( x )  de (X xCg'(F,X),lr x 2) dans 

(F,~r) soit quasi-continue. De plus l'application: 

(g,f) -~ g of 

de cr xCg~(F,X) dans cr est quasi-continue. 

D~monstration. La premi6re partie du th6or~me r6sulte des d6finitions. 

Les relations ~ n x ,  ~ 2 f  et_f#.2g, oCaf~c~'(F,X) et g~C~'(G,F), entralnent 

~r(W)re~f(x), donc ~(~-(~r)) quasi-converge vers g of(x) et ~ ( ~ ) 2 g  of. 

Corollaire. Pour tout fEc~'(F,X), l'application: g ~ g o f  de c~(G,F) 

dans cg~,(G,X) est continue pour les topologies de la convergence locale. 

Si g~ .~ (G,F) ,  l'application: f ~ g o f  de c~(F,X) dans cgf~(G,X) est con- 

tinue. 

Remarque 1.6. I I n e  r6sulte pas du Th6or6me 1.1 que l'application 

(x, f)  ~ f ( x )  de E x .2"x(F,E )dans F est continue, m~me si E et F sont munis 

des quasi-topologies d6finies par des topologies, car la topologie quasi-produit 



APPLICATIONS DIFFI~RENTIABLES... 31 

est g~n6ralement plus fine que la topologie produit. En particulier, si F = R, 

il r6sulte du th6or6me suivant et de l'exercice 12, page 25, [9d] que si E est 

m6trisable la continuit6 de cette application entrainerait que E est de dimen- 

sion finie. 

Th6or6me  1.2. ~ ( F , X  x Y) est quasi-hom~omorphe d ~ ( ~ ( F ,  Y),X). 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Soit T une application de X x Y dans F;  pour tout 

x ~ X ,  soit T x l 'application: y ~ T ( x , y )  de Y dans F;  d6signons par 

l 'application: x ~ Tx et par i l 'application T ~  T. L'application Test  la com- 

pos6e des applications: (x ,y )~(T~,y)  et (Tx, y)-~ T~(y)= T(x,y); si T e s t  

une application quasi-continue de (X, Tr) dans ~ ( ( F ,  Ire), (Y, n')), il en r6- 

sulte que Test  quasi-continue. Soient ~r ~z x et ~/Tr'y; si Test  quasi-continue, 

T(~)(~/) admettant pour base les ensembles T(~ x o), on a f ( ~ ) ( ~ / )  IrFT(x, y) 

donc f ( ~ )  2 T~ et 7 ~ est quasi-continue de (X, It) dans cd~(F, Y). Ceci montre 

que i e s t  une bijection de ~ ' (F ,X  x Y) sur c~'(~(F,Y),X). La relation 

2 T entralne: 

i(~')(,~)(~)r~rT(x,y), d'o/l i ( ~ ' ) ( ~ ) 2 T  x et i(,~)22F. 

Par suite i est quasi-continue. Enfin, si ~'2~F, on a ~,(3f)2~(Sf) c'est-~-dire 
~(3f)(~)zc~.~(x)(y), ou encore i - l (~ ' )2T.  Ainsi i est un quasi-hom6o- 

morphisme. 

C o r o l l a i r e .  Si X et Y sont deux espaces topologiques s~par~s et F u n  

espace aJfine localement convexe, c~(F,X x Y) et cd~(c~(F, Y),X) sont iso- 

morphes pour les topologies de la convergence locale. 

En particulier si X et Y sont localement compacts, ce corollaire signifie 

que eric(F, X x Y) et cdc(~c(F, Y), X) sont isomorphes (voir [ga]). 

D 6 f i n i t i o n  1.6. Soit (X,~zr/X) un sous-espace de (E, rrE). On appel- 

lera rcr-filtre de Cauchy sur X un filtre ~ sur X tel que le filtre engendrd 

par ~ - ~  dans E quasi-converge vers O. Si tout ~zE-filtre de Cauchy 

quasi-converge dans (X, IrE/X), on dira que X est lre-complet 
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Exemple 1.1. Si rCE=Z(ne), un 7~E-filtre de Cauchy sur E est un filtre de 

Cauchy au sens ordinaire; alors E est rcE-complet si, et seulement si E est 

complet. Mais dans le cas g6n6ral la structure uniforme d6finie par z(nr) 

peut ~tre compl&e sans que E soit ~zr-complet et inversement. 

Soit g une application affine quasi-continue de (E, zte) dans (F, ~zv); l 'image 

par g d 'un 7zE-filtre de Cauchy sur E est base d 'un rcr-filtre de Cauchy sur F. 

Si g est biunivoque et si g -~  est quasi-continue, l 'image r6ciproque par g 

d 'un ~ZF-filtre de Cauchy est une base d 'un n~-filtre de Cauchy sur E, si c 'est 

une base de fiitre sur E. En particulier, si un rc~-filtre de Cauchy sur E induit 

un filtre sur un sous-espace X, ce filtre est un z~e-filtre de Cauchy sur X. Si 

(E,z~) est quasi-hom6omorphe ~t (F, nv) et si E est nz-complet, alors F est 

~zv-complet. 

Proposition 1.4. Tout sous-espace pseudo-fermd d'un espace rtE-com- 

plet est ne-complet. Le produit d'une famil le  d'espaces (ne)-complets, oft 

i E I, est un espace I I  nE,-complet. 

D6monstration analogue ~ la proposition correspondante dans les espaces 

complets. 

T h 6 o r 6 m e  1.3. Si F est un espace affine localement convexe complet 

alors cg'~(F,X) est 2-complet. 

D~monstration. Soit ~ un 2-filtre de Cauchy dans cg'(F, (X, n)) et 

7t x dans X. Le filtre (o~- _ ~ ) ( y - )  = ~ ( y - ) _ ~ ( ~ )  quasi-convergeant dans 

F, le filtre .~(Y') est un filtre de Cauchy et converge vers g~r ~ F. En particulier, 

-~(x ~) converge vers gx. Par cons6quent, pour tout voisinage V de 0 dans F, 

il existe ~b ~ ~ et ~ ~ ~r tels que l 'on ait d?(~) ~ g~ + V/2 et (o(x) ~ g,, + V/2; 

soit f ' e ~ b ;  puisque f '  est quasi-continu, il existe ~ ' e~"  tel que 

f ' (~ ' )  c f ' ( x )  + V/2, d 'og:  

f ' ( ~  (3 ~') c g~r + V e t  f ' (~  ~ ~') c g .  + V; 

ceci entralne g~r = g~ et ~ quasi-converge vers l 'application g: x ~ g.~. Soit 
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x' e~ t~  ~'; puisque ~ ( x  '~) converge vers g(x') il existe ~ ' e ~  tel que 

(~ n c//)(x') ~ g(x') + 1//2; par suite: 

g ( x ' )  - g (x )  ~ ( - (r  n r ') ( x ' )  + g (x  ')) + (r  n r  (4) - g(x)  = v 

et g ( ~ ) c  g(x)+ V. Donc g est quasi-continue et ~ ( F , X )  est 2-complet. 

C o r o l l a i r e .  Si F est un espace affine localement convexe complet, les 

espaces ~'~(c~'z(F, Y), X) et ~a,~(F, E) sont 2-complets. 

En effet, ~'~(F,X x Y) 6tant 2-complet, il en est de m~me pour 

c~j(cY'~(F, Y) ,X)  qui lui est quasi-hom6omorphe. Par ailleurs, s 

pseudo-ferm6 dans c~,(F,E) il est 2-complet. 

D 6 f i n i t i o n  1.7. On dira que (X,n) est n-compact si tout ultrafiltre 

sur X quasi-converge et si tout filtre qui admet un seul point pseudo-adhdrent 

quasi-converge. Un sous-espace X '  de X est dit n-compact (resp. relative- 

ment n-compact) si ( X ' , n / X ' )  (resp. si la pseudo-adhdrence de X '  dans X) 

est ~z /X'-compact. 

Un sous-espace (X ' , n /X ' )  de (X, n) est n-compact si, et seulement si, tout 

filtre stir X '  admet un point pseudo-adh6rent et si n /X '  est une pseudo- 

topologie. 

E x e m p l e s  1.2. Si X est un espace topologique s6par6, il y a identit6 entre 

sous-espaces compacts et sous-espaces z-compacts, o3 z est la topologie de X. 

Si (E, he) est un espace quasi-localement convexe, un sous-espace hE-compact 

est compact pour la topologie induite par z(ne), mais un sous-espace peut 

~tre compact pour cette topologie sans 8tre nr-compact. 

Comme pour les espaces compacts, on d6montre ais6ment les propri6t6s 

suivantes: 

1) Un sous-espace d 'un espace n-compact est relativement n-compact. 

2) Un sous-espace n/X'-compact de l'espace quasi-topologique (X,n)  

est pseudo-ferm6. 

3) Supposons que X est n-compact et so i t f  une application quasi-continue 

de (X,n)  dans (X' ,n ' ) ;  si f est biunivoque (resp. s i n '  est une topologie,) 

alors J(X ' )  est n'-compact (resp. compact). 
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4) Le produit d 'une famille d'espaces n~-compacts est un espacc 

1-I n~-compact. 

5) Un espace affine quasi-Iocalement convexe et hE-compact est ~r~- 

complet. 

R e m a r q u e  1.7. L'image d 'un espace n-compact par une application 

quasi-continue peut ne pas ~tre 7c'-compact. Une application biunivoque 

d 'un espace n-compact sur un espace quasi-topologique peut ne pas ~tre 

un quasi-hom6omorphisme. 

Proposition 1.5. Soient F u n  espace affine localement convexe et 

H un sous-espace 2-compact de cs Alors les quasi-topologies a /H 

et 2 /H sont identiques et on a : z(2/H) = 2/H. 

En effet, (H,a /H)  6tant a-compact, un filtre sur H est quasi-convergent 

pour a / H  et 2/H si, et seulement si, tout ultrafiltre plus fin quasi-converge 

vers un point f .  Puisque a/H est une topologie, on a aussi z (2 /H)= 2/H. 

D 6 f i n i t i o n  1.8. Un ensemble H d'applications de (X, n) dans 

(F,n~) est dit 6qui-quasicontinu en x si la relation Y fnx  entratne 

17l(Y')n~O, oft I7I(5~) est le filtre admettant pour base les ensembles 

t1(~) = L j ( h ( ~ ) - h ( x ) ) ,  ~ .  s i  H est dqui-quasicontinu en tout point x 

de X,  on dira que H est 6qui-quasicontinu sur X. 

Cette d6finition entra~ne que tout 616ment h de H est quasi-continu en x. 

E x e m p l e s .  1.3. Sin et ne sont des topologies, il y a identit6 entre ensembles 

6quicontinus et 6qui-quasicontinus &applications. 

1.4. Pour qu 'un sous-ensemblede~Cf~(F,E) soit 6qui-quasicontinu sur /~ 

il faut et il suffit qu'il soit 6qui-quasicontinu en 0. 

Proposition 1.6. Soit H u n  ensemble dqui-quasicontinu d'appIications 

de (X,n)  dans (F, nv); sur H l e s  quasi-topologies a e t  2 induisent la ms 

quasi-topoIogie et la pseudo-adherence ~q de H dans cs est identique 

d sa pseudo-adhdrence dans c~(F,X) .  
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D ~ m o n s t r a t i o n .  So i tg f  un filtre sur H tel q u e J f a f .  La relation f r c x  

entralne ~ ( f ) ~ f 0  puisque le filtre 3r qui a pour base les ensembles 

~(~) = U (h'(~) - h'(x)), off t /e  J/f et ~ e f ,  est plus fin que le filtre quasi- 
h'~7/ 

convergent H ( f ) .  Pour tout ~ ~ ~ et h' ~ t/, on a: 

h'(~) - f ( x )  c (h'(~) - h'(x)) + (h'(x) - f ( x ) )  c fl(~) + tl(x) - f ( x )  

&off t/(~) - f ( x )  c fl(~) + tl(x) - f ( x ) ;  

ceci montre que le filtre ~ ( W ) +  (oX"(x) - t / (x ) )  est moins fin que 

~ ( W ) - f ( x ) ;  comme le premier de ces filtres quasi-converge vers 0, on en 

d6duit,gg2f et la proposition en r6sulte. 

C o r o l l a i r e l .  L'application: (h,x)--)h(x) de (H,a)  x ( X , ~ )  dans 

(F, ~ )  est quasi-continue ainsi que l' application: (f, h ) ~ f o  h de 

cg;(G, F) x (H, a) dans ~I(G, X). 

C o r o l l a i r e  2. Sur un ensemble dquicontinu d'applications d'un 

espace topoIogique s@ard dans un espace affine localement convexe, les 

topologies de la convergence simple et de la convergence locale corncident. 

C o r o l l a i r e  3. Un groupe d'automorphismes dquicontinu d'un espace 

localement convexe est une alg~bre topologique (voir d6finition [9 b]) pour 
la topotogie de la convergence locale. 

P r o p o s i t i o n  1.7. Soit H un ensemble d'applications dqui-quasi- 

continu de (X,g)  dans un espace affine locaIement convexe F; ta pseudo- 

adhdrence I7 de H dans cg~(F,X) est dqui-quasicontinue. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Soit f n  x; pour tout h E/7, soit oW un filtre admettant 

une base form6e d'ensembles contenus dans H et tel que ~'~ 2h. Soit V un 

voisinage de 0 dans F;  il existe ~ W  tel que / t ( ~ ) c  V/3; soit x ' ~ ;  il 

existe q E , ~  tel que l 'on  ait: - q ( x ' )  + h(x') c V/3 et t/(x) - h(x) c V/3; 

par suite, si h E q, on aura: 

h ( x ' )  - h ( x )  = ( h ( x ' )  - h ( x ' ) )  + ( h ( x ' )  - h ( x ) )  + h ( x )  - h ( x )  e V. 

il en r~sulte: h(~) - h(x) c V pour tout h ER, d o n c / t  est ~qui-quasicontinu. 
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Th6or6me 1.4. (Th~orkme d'Ascoli g6ndralisd): Soit H u n  ensemble 

d'applications quasi-continues de (X,n)  dans l'espace affine localement 

convexe F. Pour que H soit relativement A-compact dans ~ ' (F ,X) ,  il faut  

et il suJfit que H soit ~qui-quasicontinu et que H(x) = [..J h(x) soit relative- 
h ~ H  

ment compact pour tout x ~X .  

D ~ m o n s t r a t i o n .  Supposons que H est relativement 2-compact; sur la 

pseudo-adh6rence/7 de H dans cg,~(F, X) les quasi-topologies de la conver- 

gence simple et de la convergence locale sont identiques d'apr6s la Propo- 

sition 1.6; par cons6quent l'application: 

(x, h) ~ h(x) de (X, n) x (/7, a) dans F 

est quasi-continue; il en r6sulte que/7(x) est compact darts F pour tout x ~ X 

et que, pour tout voisinage V de 0 dans F, il existe un voisinage U'(h) de 

h ~/7 tel que tU' (h)(x) - h(x) c V]2. De plus, si Wnx ,  b~ Vcorrespondent 

~h E W et un voisinage U"(h) tels que U"(h)(r - h(x) c V/2. Comme /7 est 

compact pour la topologie a//7, du recouvrement ouvert (U'(h) n U"(h))h ~ 

d e / 7  on peut extralre un recouvrement fini (U(h,))i~.; [soit ~ = [") ~h,; 

pour tout h' ~ U(hi), on aura: 

h ' ( ~ )  - h ' ( x )  = h ' ( r  - h , ( x )  + h , ( x )  - h ' ( x )  c V, 

d'ofl /7(4) c V; ainsi /7 est 6qui-quasicontinu. Inversement, soit H 6qui- 

quasicontinu; alors l 'adh6rence/7 de H darts c~(F, X) est 6qui-quasicontinu 

d'apr~s la Proposition 1.7 et sur /71es quasi-topologies /7/a et /7/2 sont 

identiques; l'application: ( x , h ) ~  h(x) 6tant quasi-continue, l'adh6rence de 
H(x) contient /7(x) pour tout x ~X;  on en d~duit que H est relativement 

a-compact, donc aussi relativement A-compact darts cg'(F,X). 

Corollaire. Si X est un espace topologique s~pard et F an espace 

affine localement convexe, pour qu'un ensemble H d'applications de X 

dans F soit relativement compact dans c~z(F,X), il faut  et il suffit que H 

soit dquicontinu et que H(x) soit relativement compact pour tout x ~X .  
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En appliquant ce corollaire au cas off X est localement compact, on re- 

trouve le th6or~me d'Ascoli. 

R e m a r q u e  1.8. Les diff6rents th6or~mes que nous venons de d6- 

montrer prouvent que les r6sultats valables dans l'ensemble des applications 

continues d 'un espace localement compact dansZun espace uniforme s'6ten- 

dent au cas g6n6ral en rempla~ant la topologie de la convergence compacte 

par la quasi-topologie de la convergence locale. Nous montrerons dans un 

article ult6rieur les cons6quences de cette constatation dans diff6rentes 

branches d'Analyse fonctionnelle. 

D ~ f i n i t i o n  1.9. On dira qu'un ensemble C de (E,~z~) est n~-borne st 

pour tout filtre ~" sur R convergeant vers O, on a: J~f~n~O, o~t ~ est le filtre 

formd de tous les  ensembles contenant C. 

. . . . .  - "  = T(?r~) u n  E x e m p l e s l . 5 .  Un ensemble lr~-borne est T(zrk*)-borne. Si zr/~ 

ensemble est z(lr~)-borne si, et seulement si, il est born6. 

Pour qu'un sous-ensemble C de ~](F,X)  soit 2-born6, il faut et il suffit 

que, pour tout filtre ~r tel que Wr~x, on ait J~r r) lr r 0. 

P r o p o s i t i o n  1.8. Si E est un espace localement convexe, il y a identitd 

entre ensembles dqui-quasicontinus d'applications lin~aires de E dans 

(F, rc~) et ensembles 2-bornds de .SP'~(F,E). 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Soit ~f" un filtre dansRconvergeant  vers 0; nous d6- 

signerons par ~ le filtre des voisinages de 0 dans E. Si H est un ensemble 

6qui-quasicontinu d'applications lin6aires, on a H(q/)7r~0, off /-7(~/) est le 

filtre ayant pour base les 616ments H(U), U~ q/, d'ofi ~r'/7(@')zrv 0; le filtre 

~ x ~ 6 t a n t ,  pour tout x E X ,  plus fin que q/, on a aussi /7(Jfx')rc-'70, 

donc S/q(x  + ~)zcv0 et H est 2-born6. Inversement, supposons H 2-born6; 

la relation k U ~ q / p o u r  tout k e R  entra~ne que ~ est plus fin que ,~q/; par 

cons6quent ~/7(q/)~70 entralne /7(Jfq/)~70 et /7(~)~r~0; c'est-h-dire, /-7" 

est 6qui-quasicontinu. 

C o r o l l a i r e .  Si E et F sont deux espaces locaIement convexes et si ~" 

est un filtre dans .~ (F,E) qui contient un ensemble 2-bornd, les relations 

~ t r f  et ~ 2 f  sont dquivalentes. 
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Ce corollaire r6sulte des Propositions 1.6 et 1.8. 

Compl~ments. Les r6sultats suivants ne seront pas utilis6s dans cet 

article. Soient E un espace localement convexe, E'  son dual topologique et 

e~ = ~ ( n ,  E). 

1.1. Du Th6or~me 1.2 r6sulte: ~'~(T'~(R, X), E) est quasi-isomorphe dt 

1.2. Dans E'a, on a ~ 2 0  si, et seulement si, ~ 'aO et si ~" contient un 

ensemble ~quicontinu. La d6monstration utilise le fait que le polaire d 'un 

voisinage de 0 dans E est 6quicontinu [9a]. Par suite: 

1.3. Sur E', la topologie z(2) est la topologie localement convexe la plus 

fine qui induise la topologie de la convergence simple sur tout ensemble 

~quicontinu (voir 1"17]). 

1.4. Soient F u n  espace localement convexe et uGZ, e(F,E); alors la 

transposde tu de u appartient d ~c~"(F~,E'~). 

D6finit ion 1.10. On appelle alg~bre quasi-topologique une algdbre B munie 

d'une quasi-topologie localement convexe fl telle que Ies applications: 

(x, y)-o x .  y e t  x--* x-1 soient quasi-continues, oft x .  y ddsigne le produit 

des ~ldments x et y e t  x-1 l'inverse de x. 

Si B e s t  une alg~bre et fl une quasi-topologie localement convexe sur B 

telle que l'application ( x , y ) ~  x. y de (B, fl) x (B, fl) dans (B, fl) soit quasi- 

continue, (B, fl') est une alg~bre quasi-topologique, off: 

~Ffl'x si, et seulement si, ~ f l x  et 5 f - l f l x  - i .  

2. Applicat ions diff~rentiables dans un espace quasi-topologique. 

Soient (E, nE), (F, nv) et (G, nG) trois espaces affines quasi-localement 

convexes; les espaces des vecteurs libres/~, F et G sont rnunis des quasi-topo- 

logies ~ ,  ~ et ff~ resp. (D6finition 1.3). La droite num6rique R e s t  munie 

de la quasi-topologie p d6finie par la relation de convergence pour sa topologie 

d'espace vectoriel. Les conventions sont les m~mes qu'au Paragraphe 1. Soit 

X un sous-espace de E, muni de la quasi-topologie ne/X que nous noterons n. 
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Nous supposerons que le sous-espace lin6aire engendr6 par X - x  dans E est 

ind6pendant du point x choisi dans X; ce sous-espace sera not6 ~" et muni 

de la quasi-topologie ~ induite par n'~. De plus X est suppos6 ouvert pour 

la topologie sous-jacente /l la quasi-topologie induite par n e sur x + X. W, 

Suet  d/" d6signeront resp. des filtres sur X, sur R et sur X. S o i t f u n e  applica- 
tion de X dans F. 

D 6 f i n i t i o n  2.1. On dira que f est diff6rentiable sur une pattie X '  de 

X si, pour tout x ~ X ' ,  il existe une application lindaire quasi-continue 

Df(x) de X dans F, appelde diff6rentielle de f sur X en x, vdrifiant la 

condition suivante: 

(D) Soient .~' l'ensemble des triplets (x,t ,v),  olt x ~ X' ,  t ~R, v ~ X et 

x + t v e X ,  et Af  l'application de 3{" dans F ddfinie par: 

A f ( x , t , v )  = ( f ( x  + tv) - f ( x ) ) / t  - ( D f ( x ) , v )  si t ~ 0 

Af(x, O, v) = O. 

Alors Af  est une application quasi-continue de (J~',(n x p x Qt)/J~') dans 
( f  

La condition (D) signifie que, si W' est un filtre sur X '  et Y" + SUJV" un 

filtre admettant une base form6e d'616ments de X, les relations: f ' n  x, SCpt 

et Wffv  entra~nent: 

x ,  Af(x, t, v), 

en d6signant par Af(~',~Y',JV') le filtre ayant pour base les ensembles 

Af(~' x ~c x v), off ~ '~Y" ,  tc~JY', v~,W', ~' + t c v c X .  

D'apr6s le Th6or~me 1.2, la condition (D) est 6quivalente/t: (D') L'appli- 

cation : x ~ E(t, v) ~ Af(x,  t, v)] est une application quasi-continue de (X' ,  n/X')  

dans E'~(F,R x X). 

Exemples: 2.1. Toute application affine quasi-continue de (E, zre) dans 

(F, nr) est diff6rentiable sur E. 

2.2. Supposons zc~ = ~(nr.) et zcv = z(nr). Une application diff6rentiable 

sur l 'ensemble ayant pour seul 616ment x ~ X est une application diff6rentiable 
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en x (Chapitre I). Si X est une droite de E, une application diff6rentiable sur 

X est une application d6rivable dans la direction de X. 

2.3. Si f est diff6rentiable sur X, f est aussi diff&entiable sur X si on 

munit F de la topologie z0tr). 

Pour simplifier, nous nous limiterons au cas o6 X est un ouvert de la to- 

pologie z(rcE) et 06 X ' =  X. On aura done: ~" =/~. 

T h 6 o r 6 m e  2.1. Si f est diffFrentiable sur X, alors f est quasi-continue 

sur X et l'application D. f :  ( x , v )~  (Df(x) ,v)  est une application quasi- 

continue de (X • ~, ~ • ~) dans (F, ~-)). 

D6monstrat ion .  Soit x e X ;  la relation ~/'neO entralne: 

A f ( x ' , l * , J f f ) ~ 0  et Df(x)(Jff)~tTO 

d'o6 ( f (x  +Jff)- f (x))zrvO; donc f est quasi-continue en x. Les relations 

~r ~ x et ./ff ~v entralnent :Af(~ r, a t, Jr ' )  rcv A f(x,~,v), off x + av eX d'apr~s ce 

qui pr6c6de, ~ + ~ r a d m e t t a n t  une base form& d'ensembles de X, on 

a: f(JF + ~ Jff) zcvf(x + ~v) et f ( ~ )  rcvf(x ). Par suite ctD . f (~ ,  ~:)-~y ~ O .f(x, v) 

et D "f(.T, A/')-~TD ,f(x, v). 

C o r o l l a i r e  1. L'ensemble ~ I ( F , X )  des applications diff6rentiables de 

(X, n) dans (F, zr) est un espace affine qui est un sous-espace affine de ~'(F, X). 

Coro l la i re  2. Si f est diffFrentiable sur X, l'application: 

Df : x ~ Dr(x) de (X, 7z) dans .~(F,  E) 

est quasi-continue. 

T h ~ o r ~ m e  2.2. La composde de deux applications diffdrentiables est 

une application diffFrentiable. 

D~monstrat ion .  Soit Y un ouvert de z(rcr) muni de la quasi-topologie 

7r' induite par hr. Supposons f diff6rentiable sur X, f ( X )  c Y e t  soit g une 

application diff6rentiable sur Y, fi valeurs dans (G, rca). Montrons  que l'&p- 
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plication g of est diff6rentiable sur X, sa diff6rentielle en x 6tant l'application 

Dg( f ( x ) )  o Df(x) ,  qui est quasi-continue en vertu des Th6or~mes 1.1 et 2.1. 

On a: 

f ( x  + tv) = f ( x )  + ta(x, t, v), 

off a(x, t, v) = (Df (x ) ,  v ) + Af(x ,  t, v), c'est-h-dire a est une application quasi- 

continue de )~' dans /7 d'apr6s le Th6or~me 2.1. Puisque f est quasi-con- 

tinue sur X et g diff6rentiable sur f ( X ) ,  l 'application: 

(x, t, v) ~ (Dg( f ( x ) ) ,  a(x, t, v) ) 

est une application quasi-continue de .~" dans G. Par suite on a: 

Ag( f ( x ) ,  t, a(x, t, v)) - (g o f ( x  + tv) - g o f (x) )  It + ( D g ( f ( x ) ) ,  (Df(x), v)  ) = 

= - ( D g ( f ( x ) ) ,  A f (x ,  t, v ) )  = b(x, t, v), 

off b e s t  une application quasi-continue de .~" dans G. I1 en r6sulte: 

A(g of) (x, t, v) = A g ( f ( x ) ,  t, a(x, t, v)) - b(x, t, v) 

donc A(gof)  est une application quasi-continue de )~' dans G et g o f  

est diff6rentiable sur X. 

Th6or6me2 .3 .  Soit (Fi, lzi)i~I une f a m i l l e  d'espaces quasi-locale- 

ment  convexes; pour tout i E I ,  soit f~ une application de X dans Fi dif- 

fdrent iable  sur X .  Alors l 'application produi t  f = ( f i ) i ~ z  de ( X , n )  dans 

( I'I F~, 1-I ~i) est di f fdrentiable sur X .  
i ~ l  i e l  

R6ciproquement, si f est diff~rentiable sur X, l'application f~ = pr~ o f  est 

diff6rentiable sur X pour tout i e I, off pr~ d6signe la projection canonique 

de 1-[ Fi sur Fi. 

La r6ciproque r~sulte du Th6or6me 2.2. InversemenL f admet pour dif- 

f6rentielle en x l'application (Df~(x)) i ~I car la quasi-continuit6 des applica- 

tions Af~ pour tout  i ~ I  entraine la quasi-continuit6 de l'application At': 

(x, t, v) ~ [(f(x + tv) - f ( x ) ) / t  - ((Dfi(x)),  ~ I, v ) ] .  
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Ce th6or~me admet  un corollaire analogue ~t celui du Th6or~me 1.3.3, 
en remplagant  diff6rentiable en x par  diff6rentiable sur X et cont inu par  quasi- 

continu.  I1 s 'appl ique b. des exemples semblables. 

T h 6 o r 6 m e  2.4. Soit  g une appl icat ion du sous-espace (Z, na lZ )  de 

(G, ha), oft Z e s t  ouvert pour z(n~), dans F; l 'appl icat ion f + g : ( x , y ) ~ f ( x )  

+ g(y)  est di f fdrent iable  sur X x Z si et seuIement  si les a p p l i c a t i o n s f  et g 

sont di f fdrent iables  sur X et sur Z. 

En effet, si f et g sont  diff6rentiables, la7 diff6rentielle de f + g en (x, y) 

est l 'applicat ion Df(x )  + Dg(y)  puisque l ' on  a :  

t A ( f  + g) ((x, y), t, (v, w)) = 

= ( f +  g ) (x  + tv, y + t w ) - ( f +  g ) ( x , y ) - t [ ( D f ( x ) v  5 + ( D g ( y ) , w ) ]  

= t (A f+  A g ) ( ( x , t , v ) , ( y , t , w ) )  

= tA f (x ,  t, v) + tAg(y,  t, w). 

La r6ciproque est 6vidente. 

T h 6 o r ~ m e  2.5. Soit  (B,[3) une algObrequasi- topologique commuta t ive .  

Les appl icat ions  7 : ( z , z ' ) ~ z . z '  de B x B dans B et I : z - ~  z -~de B" dans B 

sont dif fdrentiables,  B'  dtant le sous-espace des dldments inversibles de B, 

supposd ouvert dans z(fl). 

D 6 m o n s t r a t i o n .  La diff6rentielle de 7 en (z ' , z )  est l ' appl icat ion:  

( v ' , v ) - ~ z . v '  + z ' . v  car on a :  

( z '  + t v ' ) ' ( z  + t v ) -  z " z  - t ( z ' v '  + z " v )  = t z v  ' ' v  

et l ' appl icat ion : (t, v, v') -~ tv ' .  v est quasi-continue par  d6finition. Mon t rons  

que la diff6rentielle de I en z e B '  est l ' appl icat ion q~asi-contint~e 

v -~ - z -  1 �9 v. z -  1. En effet, on t rouve :  

t A I ( z , t , v )  = (z + t v ) - t  _ z - x  + z - l . t v . z - 1  

= z - l . z . ( z + t v ) - I  _ z - l . ( z + t v ) . ( z + t v ) - l + z - l . t v . z - t  

= - z - t ' t v ' E ( z  + t v ) - '  - z - q .  
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Les applications 7, I et ( z , t , v ) ~ z  + tv 6tant quasi-continues par d6fini- 

tion, l 'application AI est aussi quasi-continue et I e s t  diff6rentiable sur B'. 

T h 6 o r 6 m e  2.6. Si n~ vdrifie la condition (R) (D6finition 1.2) et si 

nF = z(nv), pour que f soit diffdrentiable sur X,  il faut  et il suffit que f ad- 

mette une ddrivde (Df (x ) , v}  dans toute direction en x 6 X  et que l'applica- 

tion : x -~ Df(x) soit une application quasi-continue de (X, n) dans .Lr -* E).~ 

D6monstrat ion .  Les conditions sont n6cessaires d'apr~s le Th6orbme 2.1. 

Montrons  qu'elles sont suffisantes. Soit x 6 X et v e E; des d6finitions r6sulte 

que l 'application : t ---~f(x + tv) - f ( x ) ,  off t E R et x + tv ~ X,  est une appli- 

cation vectorielle continuement diff6rentiable /l valeurs dans if, sa d6riv6e 

en t '  6tant (Df(x  + t 'v) ,v}.  En uti/isant les propri6t6s des applications vec- 

torielles diff6rentiables, on obtient: 

f ( x  + tv) - - f (x)  = t I (Df (x  + t 'v) ,v)dt ' ,  

0 

off l 'int6grale est une int6grale vectorielle faible sur i~. En posant:  

Af(x , t , v )  = ( f ( x +  t v ) - f ( x ) ) / t -  ( D f ( x ) , v }  s i t  # 0 

Af(x, o, v) = o 

on a: 
t 

Af(x,  t, v) = ( 1 / 0  . f  
0 

(Df(x  +t'v) - Dr(x), v} dr'. 

�9 --) _ r  

Soient x o ~ X ,  voeE  et x 0 + v o c X  ; supposons WnXo, ~Un0;  soit • le 

filtre des voisinages de 0 dans R. Alors le filtre Y" + Y ( v  o + sV') admet  une 

base form6e d'ensembles de l 'ouvert  X et quasi-converge vers Xo. L 'appli-  

cation D .f: (x, v ) ~  (Df(x),  v )  6tant quasi-continue d'apr~s le Th6or6me 1.2, 

pour tout voisinage V de 0 dans/7,  il existe ~ e W, ~c ~ Jd  et v ~ sV', ~: convexe 

c [ - 1 , + 1 ]  et r  X tels que: D . f ( ( x o + ' ( ~ - x ~ x ( ~ - X o )  ) c V, 

D "f(~ x (Vo + v))-- D "f(xo, Vo) ~ V/2 

et O .f((~ + ~:(v o + v)) x (% + v)) ' -  Df(x  o, Vo) c V/2. 
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En supposant Vferm6 et en appliquant la Proposition 1, p. 80, [9d], on trouve 

s i x ~ ,  t ~ K e t  v ~ v  o + v: 

Af(x, t, v) = 

t 
t , b  

(1/t) J [  (Df (x  + t'v), v )  - (Of(xo), Vo ) - ( (Df(x) ,  v )  - (Df(xo) , Vo ) ) ]  dt' 

0 

c (1 [t)(tV) c V. 

Donc Af(~r,~s Vo + ./if) converge vers 0 dans F; de m~me f ( x ) - f ( x o ) e  V 

et f est quasi-continue. Soit to ~_R; on aura aussi: 

(1/(t o + JY'))(f(R? + (t o + J~r)(v o + .Ar)))z(n~)f(xo + toVo)/t o 

et (1/(to + .~r))f(~r)z(nv)(J(Xo))/to done 

Af(W, to + y,r, Vo + .W') z (~7) Af(x  o, t o, Vo) 

et f e s t  diffdrentiable sur X. 

3. A p p l i c a t i o n s  d i f f 6 r e n t i a b l e s  dans un espace  l o c a l e m e n t  convexe .  

Soient E et F deux espaces affines loealement eonvexes, X un ouvert de E 

e t f u n e  application de X dans F. Le TMor6me 2.6 permet de poser: 

D 6 f i n i t i o n  3.1. On dira que f est diff6rentiable sur X si f est ddrivable 

pour tout point x 6 A et si l 'application 

D "f: (x, v) ~ (Dr(x), v ) ,  

oi~ Df (x )  est la diffdrentielle en x, est une application continue de A x 

dans I ~. 

Du paragraphe 2 r6sultent: 

T h ~ o r ~ m e  3.1. Si f est diff~rentiable sur X ,  alors f est continue 

sur X ,  diffdrentiable en tout point de X.  La composde de deux applications 

diffdrentiables et le produit d'une famil le  d'applications diffdrentiables 
sont des applications diff&entiables. 
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T h 6 o r 6 m e  3.2. Si f est diffdrentiable sur X et si K est un compact 

de X,  l' ensemble des applications m~: (t, v) --* Af(x,  t, v), o~ x ~ K, est un en- 

semble dquicontinu. 

En effet, d'aprbs le Th6or6me 1.2 l'application m:x--* m~ est une applica- 

tion quasi-continue de X dans ~ ( F , R  • l 'image re(K) 6tant 2-compact, 

il rdsulte du corollaire du Th6orbme 1.4 que re(K) est un ensemble 6quicontinu 

d'applications. 

Pour que f soit diff6rentiable sur X, il faut et il suffit que f soit d6rivable 

pour tout x 6 X  et que l'application D f : x ~ D f ( x )  soit une application 

quasi-continue (et continue) de X dans 5r Il semble naturel de chercher 

si la quasi-topologie de la convergence locale sur .Lz(~,b:) ne peut pus ~tre 

remplac6e par une topologie de ~9%convergence, off 5: est un ensemble de 

parties born6es de ~: tel que tout point de E appartienne & un 616ment de :7 

au moins. Aussi poserons-nous: 

D 6 f i n i t i o n  3.2. On dit que f est .9:-diff~rentiable sur X si f est diffd- 

rentiable en tout point x de X et si l'application D f  :x-* Df(x)  de X dans 

~LPs,(F~E ~) est continue pour la topologie de la S:-convergence sur .~  (l~,E). 

L'application Df est appelde diff6rentielle de f sur X. 

Si ~ '  est un ensemble de parties de b: appurtenant A 5: et dont la r6union 

est totale dans /~, alors une application 5:-diff6rentiable sur X est aussi 

5:'-diff~rentiable sur X. Une application s-diff6rentiable sur X, oO s d6signe 

l'ensemble des parties finies de ~:, est simplement une application diff~rentiable 

en tout point de X. 

La notion d'application 5~-diff6rentiable a l e s  inconv6nients suivants: 

1) L'application : (T, T') ~ To T '  de .L#y(G, if) • ~o (/7, ~:) dans .L#~(G, E) 

n'cst  g6n6ralement pas continue, sauf par exemple si b:, F et G sont 

des espaces de Banach et ~9 ~ et ~9 ~ les ensembles de tous les born6s de ~: et 

respectivement. Par suite, dans le cas g6n6ral, la notion de 5~-diff~rentiabilit6 

ne se conserve pas par composition, ce qui la rend impropre A l '&ude des 

prolongements des vari6t6s de dimension infinie (Chapitre IV). 

2) La seule continuit6 de l'application D f  de X dans .~ey(~,~:) n'im- 

plique pus la continuit~ de f e n  x sauf par exemple si E est m6trisable. La 
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condition "diffdrentiable en x "  que nous devons donc introduire pour ob- 

tenir des fonctions diffdrentiables assez rgguli6res rend cette d6finition plus 

lourde que celle d'applications diff6rentiables. 

Nous allons dtudier sommairement la notion d'applications Sf-diff6ren- 

tiables dans certains cas particuliers et la comparer avec celle d'applications 

diff6rentiables. 

L'ensemble des applications ~9~-diffdrentiables de X dans F est muni d 'une 

structure d'espace affine; il sera notd ~ISP(F,X) .  

T h d o r 6 m e  3.3. Q)Si  E est normS, alors f est b-diff~rentiable sur X si, 

et seulement si, f est d~rivable en tout point x de X ,  l 'application 

Df :x-~ Df(x) ~tant une application continue de X dans ~q~b(TF, E), ofx b dd- 

signe l'ensemble de tous les bornds de E. 

D d m o n s t r a t i o n .  La condition est dvidemment ndcessaire. Montrons 

qu'elle est suffisante. Pour tout voisinage V de 0 dans /~/il existe k > 0 tel 

que l 'on ait (Df (x ' )  - D f (x ) , v )  ~ V pour tout v ~/~ pour lequel ][ v 1[ < 1 

et pour tout x '  tel que II x ' -  x !l < k Une d6monstration analogue /l celle 

du Th6or~me 2.6 (utilisation des int6grales vectorielles faibles) prouve que 

l 'on a: 

s(x + ~ ) - s ( x ) -  <oS(x),~> ~ 11~11 v 

pour tout  v tel que II v II < k. D o n c  f est (r6gulibrement) diff6rentiable 

en x ~ X et b-diffdrentiable sur X. 

P r o p o s i t i o n  3.1. Si f est diffdrentiable sur X ,  alors f est SP-dif- 

f~rentiable sur X ,  si tousles dldments de ~9 ~ sont supposds compacts. 

En effet, la topologie de la convergeuce compacte sur s est moins 
fine que la quasi-topologie de la convergence locale sur ~(~',/~), donc 

si Df est une application quasi-continue de X darts s E), c'est une appli- 

cation continue de X dans ~c(F,/~). 

C o r o l l a i r e  1. Si E est mdtrisable, f est diff~rentiable sur X si et seule- 

ment si f est d~rivable en tout point de X et si l 'application Df de X dans 

1. Rapprocher des thdor~mes de [18]. 
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~ ( F , t ~  est continue sur X. II y a alors identitd entre applications dif- 

fdrentiables et applications c-diff~rentiables sur X.  

D6monstration.  Soient (x,), ~N et (v,), ~N des suites dans X et E resp. 

tendant vers x e X  et v e E. La continuit6 de l 'application Df de X dans 

L,e~(F, E ~) entraine que pour tout voisinage Vde 0 dans/7 il existe un nombre m 

tel que, pour tout n > m, on ait: 

et 
D "f(xn, vn) - D "f(x, v~) ~ V/2 

D "f(x, v,) - D "f(x, v) e V/2. 

Donc D' f (x , ,  v,,) tend vers D. f (x ,  v) lorsque n tend vers l'infini, et, puisque 

/~ est m6trisable, l 'application D . f  est continue sur X x E. Par suite f est 

diff6rentiable et c-diff6rentiable sur X. 

C o r o l l a i r e  2. Si E est mdtrisable et tonneld, f est diffdrentiable sur 

X si, et seulement si, f est ddrivable sur X,  l'application Df dtant continue 

pour la topologie de la convergence simple sur ~ ( F , ~ ) .  

En effet, l 'application D . f  6tant s6par6ment continue sur X x E~ elle 

est continue d'apr6s le Th6or6me 3, p. 28 [%].  

Corol la ire  3. Soient E" le dual topologique de E muni de la topologie 

de la convergence dans les parties compactes de F. et ~ l' ensemble des parties 

r de F.. Si E est un espace quasi-complet tel que ( /~)~=/~  alors 

il y a identitd entre applications c-diffdrentiables et e-diffdrenttables sur X.  

D6monstration.  L'enveloppe convexe ferm6e 6quilibr6e d 'un compact 

6tant compacte, L.ec(ff,/~ ) est canoniquement isomorphe /t Ec eF (Corollaire 

p. 36 [19]). De plus E ~ F  est canoniquement isomorphe ~t ~c~7(F,E) (Co- 

roUaire 2 p. 34 [19]). Par suite toute application c-diff6rentiable sur X est 

e-dlff6rentlable sur X et r6ciproquement. 

C o r o l l a i r e  4. Si E est mdtrisable et complet, il y a identitd entre 

applications diff~rentiables et ~-diff~rentmbles sur X.  

R6sulte des Corollaires 1 et 3 puisque E a alors la topologie de Mackey. 



48 ANDRl~E BASTIANI 

"*t t C o r o l l a i r e  5. Si E, est un espace quasi-complet et tel que (Ec)c = E et 

que E" soit tonneld, il y a identitd entre applications c-diffdrentiables et 

b-diffdrentiables sur X.  En particulier, il enes t  ainsi si E est un espace de 

Banach rdflexif. 

En effet, il y a identit6 entre parties 6quicontinues et parties born6es de 

et le corollaire r6sulte du Corollaire 3. 

Remarques: 3.1. Si /~ est un espace de Banach et si /~' est tonnel6, 

il y a identit6 entre parties born6es et faiblement compactes de E, donc 

est r6flexif. 

3.2. Dans le cas g6n6ral, une application peut ~tre S:-diff6rentiable sur 

X sans ~tre diff6rentiable sur X. Une application diff6rentiable sur X peut 

ne pas ~tre ~9%diff6rentiable sur X si 5:  contient des parties de E non compactes. 

3.3. Si E et F sont norm6s, une application b-diff6rentiable est une 

application diff6rentiable au sens de Fr6chet; on a: ~ b ( F , X ) ~  ~ ( F , X ) .  

T h 6 o r 6 m e  3.4. La composde d'une application 5:-diffdrentiable et 

d'une application diffdrentiable est une application s 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Supposons f,9~-diff6rentiable sur X;  soit g une appli- 

cation diff6rentiable d 'un ouvert Yde F con tenan t f (X)  dans un espace affine 

localement convexe G. D'apr~s le TMor~me 3.2 (Chapitre I) l 'application 

g of  est diff6rentiable en tout point de X. Montrons que l 'application: 

x --* (v ~ (Dg(f(x)) ,  (Df(x),  v )  ))  

de X dans 5~ if) est continue sur X. Soient S ~ 5:  et x ~ E. Pour tout 

voisinage W de 0 dans G, il existe deux voisinages V et V' de 0 dans 

tels que les conditions: 

f ( x ' )  e f ( x )  + V e t  (Df(x') ,  v ' )  ~ (Df(x),  v )  + V' 

entrainent:  

(Dg(f(x ' )) ,  (Df (x ' ) ,  v ' )  ) - (Dg(f(x)) ,  (Df(x) ,  v ) ) E W. 
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On peut associer ~ V un voisinage U de 0 dans /~ tel que l 'on ait: 

f ( x  + U ) c  f ( x )  + V. A V'  et ~t S correspond un voisinage U'  de 0 dans E tel 

que les relations: x ' ~ x  + U' et v ~ S  entra~nent: 

( Df(x  + C ) , v ) =  ( O f ( x ) , v )  + V'. 

I1 en r6sulte: 

<[ D g ( f  (x')) o D f (x ')  - DgOf (x)) o D f (x) ], v ) e W 

pour tout x ' e x + U ~ U '  et tout  y e S .  Donc g o f  est 5f-diffdrentiable 

sur X. 

CHAPITRE III 

E S PACES D ' A P P L I C A T I O N S  n F O I S  D I F F I ~ R E N T I A B L E S  

1. Di f f~rent i e l l e s  d'ordre sup~rieur. 

Soient E et F deux espaces localement convexes, f une application d 'une 
partie X de E darts F. On peut supposer 0 int6rieur ~ X e t f (0 )  = 0. 

D ~ f i n i t i o n  1.1. On dit que le jet d 'ordre  n d e f  est nul en x, e t  on dcrit 

j ~ f =  O, si les conditions suivantes sont vdrifi~es: 

Pour toute semi-norme q sur F 

1) et pour toute demi-droiteD de E, il existe une semi-norme p sur E 

vdrifiant tes conditions: Pour tout a > 0, il existe un c6ne C de sornmet 0 

dont l ' intdrieur contient D et un voisinage U de 0 dans E tels que l'on ait: 

q( f (h))  < a(p(h)) n pour tout h ~ U ~ C. 

2) il existe une semi-norme p' sur E et un voisinage U' de 0 dans E tels 
que, pour tout h ~ U', on air: 

q( f (h))  < (p'(h)) n. 

La relation: j ~ f  = 0 entra~ne: 

f ( 0 ) = 0  et j ' ~ f = O  
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pour  tout  m < n. On a jlof = 0 si, et seulement si, f est tangente /t 0 en 0. 

Une  d6monstra t ion analogue ~t celle des Th~or~mes 2.1 et 2.2 du Chapi t re  I 

p rouve :  

T h ~ o r 6 m e  1.1. On a ] I f =  0 si et seulement si l 'application 6"f d~- 

f inie sur l 'ensemble X '  des couples (t,v), oi~ t >O, v e E  et t v ~ X  pan': 

6"f(t,v) = f ( t v ) / t "  si t # 0 et ~5~f(O,v) = 0 

est continue sur X ' .  

T h 6 o r 6 m e  1.2. Pour que l'on ait j g f  = 0, il f au t  et il suffit que, pour 

tout voisinage V de 0 dans F et pour tout v EE, il existe deux voisinages U 

et U' de 0 dans E tels que les conditions: 

v' e v + U et tv' ~ U' 

entrafnent: f ( t v ' )  ~ t"V. 

C o r o l l a i r e .  Si J~of = 0, pour tout compact K de E et pour tout voisinage 

V de 0 dans F, il existe une semi-norme p sur E telle que les conditions: 

v ~ K  et p ( t v ) < l  entrafnent: 

f ( tv) ~ tnV. 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Soient U(v) et U'(v) les voisinages de 0 dans E cor- 

respondant  au voisinage V de 0 dans F et ~t v E K. On peut  recouvrir  K par 

un nombre  fini de voisinages U(vi) correspondant  aux points vi, off i < n .  

Pour  tou t  v E K,  il existe i tel que v ~ vi + U(v~), donc :  

f ( t v ) ~ t " V  si p ( t v ) < l ,  

off p est la jauge de l ' intersect ion des U'(vi), off i -__ n. 

T h 6 o r ~ m e  1.3. Si j ~ f = -0  et si g est une application lipschitzienne 

en 0 d'un ouvert de F dans un espace localement convexe G, alors on a: 

J~o(g of)  = O. 
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D~monstration analogue ~t celle du TMor~me 2.3, Chapitre I. 

Soient E et F deux espaces affines localement convexes, /~ et b" les 

espaces localement convexes des vecteurs libres de E et F r e sp . , f  une appli- 

cation d 'un  ouvert X de E dans F et x un point de X. 

D ~ f i n l t i o n  1.2. On dit que f est n fois diff6rentiable en x si f est ( n - l )  

fois diffdrentiable en x et s'il existe une application D~f(x) multilin~aire 

sym~trique et s@ardment continue de E" dans t 7 tetle que le jet  d'ordre n 

en x de l 'application: 

v ~ A"f(x, v) = f ( x  + v ) - f ( x ) -  (Df(x) ,  v )  . . . . .  (1/n !)(D"f(x), (v, . . . ,  v))  

soit nul. L' application D"f(x) est appel& n-i~me diff6rentielle d e f a u  point x. 

D'apr~s le corollaire du Thdor~me 1.2, si f est n fois diff6rentiable en x 

sa restriction ~t tout  sous-espace de d imension finie est  n fois diff6rentiable en 

x au sens habituel. En particulier, pour tout n-uple ( v l , . . . , v , )  l 'application: 

g: ( k l , . . . , k , ) ~ f ( x  + k l v  1 + ... +k,v,,) 

est n fois diff6rentiable en ( 0 , . . . , 0 )  et on a: 

O"g(O,-..,0) 
<OSqx),(vl , - . - ,v , )  > - 

Ok1"'" Ok. 

I1 en r6sulte que l 'application D"f(x) est unique. 

Les applications n fois diff6rentiables en x ont des propri6t6s analogues 

~t celles des applications diffdrentiables en x. Nous ne les expliciterons pas ici 

car les 6nonc6s sont plus compliqu6s et ne serviront pas dans la suite. 

R e m a r q u e :  1.1. On pourrait  encore d6finir les notions d'applications 

n fois r6guli6rement diff6rentiables en x ou n fois uniform6ment diff6rentiables 

en x. 

D ~ f i n i t i o n  1.3. On dit q u e f  admet O~...v,f(x) pour d6rivde en x 

relativement au n-uple (vl,...,v,,), olt v~EE et v~v~O pour tout i < n  si la 

restriction f / V  de f ~ la varidtd V engendrde par les droites (x ,x  + v~) est 

n fois diffdrentiable en x et si l'on a: 

(O"f /V(x) ,  @1, v2," ' ,  v,) ) = O'~,,...o f (x) .  
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S i f  est n fois diff6rentiable en x, a lo r s f  admet une d6riv6e en x par rapport  

~t tout n-uple et est n lois d6rivable en x, selon la d6finition suivante: 

D 6 f i n i t i o n  1.4. On dit que f est n fois d6rivable (resp. continuement 

d6rivable) en x si f est ( n - l ) f o i s  ddrivable (resp. continuement ddrivable) 

en x et si f admet une ddrivde en x relativement d tout n-uple, l 'application: 

O"f(x): 

{ ( v t , . . . , v , ) ~ a ~ . . . o , f ( x  ) si v i # 0 pour tout i < n 

( 0 , . . . , v . ) ~ 0  s'il existe i tel que v i = 0  

de E" dans F dtant multilindaire et sdpardment continue (resp. continue). 

Si f est n fois ddrivable (resp. continuement ddrivable) en tout x ~ X,  f est 

dit n fois d6rivable (resp. continuement d6rivable) sur X. 

P r o p o s i t i o n  1.1. Si f est n fois (resp. continuement) ddrivable sur X ,  

ses ddrivdes relativement d u n  m-uple, o~ m < n, sont ( n -  m ) f o i s  (resp. 

continuement) ddrivables sur X .  

D 6 m o n s t r a t i o n .  Supposons la proposition d6montr6e si f est ( n - l )  

lois (continuement) d6rivable sur X et supposons que d r est n fois (continu- 

ement) d6rivable sur X. L'application d~"~...~j est ( n - m - 1 )  fois (continu- 

ement) d6rivable sur X et pour tout ( n -m ) -u p l e  on a: 

n - m  m n 
0~+,...v.(Ov,...v~f(x)) = ev, ..... f (x ) ,  

donc l 'application D"-m(oom~...v,J(x)), restriction de D"f(x) au sous-espace 

engendr6 par (Vm+ 1 ..... V,) est s6par6ment continue (resp. est continue). 

2. A p p l i c a t i o n s  n f o i s  d i f f ~ r e n H a b l e s  sur  un o u v e r t .  

Soient (E,n E) et (F,n~,) deux espaces affines quasi-localement convexcs, 

( E , ~ )  et ( F , ~ )  les espaces quasi-localement convexes des vecteurs librcs 

correspondants. Nous ddsignerons par ~m(~, /~)  l 'espace quasi-localement 

convexc d6fini par r6currence de la mani~re suivante: 
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= ~a;(~,/~) = espace des applications lin6aires quasi-continues de 

(E,nn) dans (1~,~) muni de la quasi-topologie de 

la convergence locale 2. 

t m - '~  ~ z  (F,/~):= ' ,m-I -*-* -~ .L~'z(,.~ z (F,E), E). 

Soit La(F,E ) l 'espace vectoriel des applications multilin6aires quasi-con- 

tinues de (/~m~r~) dans ( /~t~) ,  muni de la quasi-topologie 2 induite par la 
t " *  r " *  - - ~ m  quasi-topologie de la convergence locale sur ~a(F, Em); soit T~La(F,E ). 

En utilisant le Th6or~me 1.2 du Chapitre II, on associe h T les  applications 

T~7! . . . . .  ~ s off n e s t  <m,  d6finies par r6currence comme suit: 

Tfl) est l 'application: vm --* T(v l. . . ,  Vm) , ofa vi ~ ff, , 1 - - - P r o  - 1 

T ~") est l 'application: vm-.+l ~ T[~"-~ ) .+ ,.-1 -~ -* v~ . . . . . . . . . . .  ~ ~ ~ o  (F, E). 

L'application b,,:T--+ T ("~ est un quasi-isomorphisme de L~(F,E") sur 

~a~"(i~,/~), pour tout entier m. De plus, quels que soient les entiers n et m, 

on a des quasi-isomorphismes canoniques: 

et 
L'~( L'~( F, E ' ) ,  E") t ~ " + m q ' t l  Lz(F,E ) 

Dans ce paragraphe, les conventions sont les m~mes qu'au w du Chapitre 

II. (X,n)  est donc un sous-espace de (E, rcE), ouvert pour la topologie sous- 

jacente ~t la quasi-topologie induite par ~r e sur le sous-espace affine qu'il 

engendre dans E. Soit (X, zt) le sous-espace de ( E , ~ )  engendr6 par X - x  

dans /~, qui est ind6pendant de x e X. Soit f une application de X dans F. 

D~fini t ion  2.1. On dira q u e f  est n fois diff6rentiable star X, sa n-i6me 

diff6rentielle sur X 6tant D("~fe ~ " ( F , X ) ,  s i f  est ( n - 1 )  fois diff~rentiable 

sur X et si D("-~)f est une application diffdrentiable de X dans ~e~"-l(/7,~ ") 
de diffdrentielle D(D ~"- 1)f) = D(,)f. L'application f est 1 fois diffdrentiable 

sur X si et seulement si f est diffdrentiable sur X et on pose D ~  Df. 

Si X '  c X et si f est n fois diffdrentiable sur X,  nous dirons que f / X '  est 

n fois diff6rentiable sur X'.  
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Pour simplifier nous supposerons d6sormais que X est ouvert pour 

z(n~), d'ofi X = E. S i f  est n fois diff6rentiable sur X, nous poserons 

D " f =  (b~) -1 oD(my pour tout entier m < n. 

Proposition 2.1. Pour que f soit n fois diffdrentiable sur X ,  il fau t  

et il suffit que f soit ( n - 1 )  fois diff6rentiable sur X et que l'application 

D " - l f  de X dans L~(F,/~ "-1) soit diffdrentiable sur X .  

En effet, d'apr6s le Th4or6me 2.2 du Chapitre II l 'application D"-~f 

est diff6rentiable sur X, sa diff6rentielle ~tant l 'application : 

v ~ b~-~ i o ((D("~, v)) ,  c'est-~t-dire D"f. 

Corollaire. Pour tout entier m < n, si f est n fois diffdrentiable sur X,  

Din'f: (x, vl, "",Vm) --+ (Dmf(x),(vi,  "",Vm)~. 

"~ ">m est une application quasi-continue de (X  • E" ,  ~ x n )dans  (F, ~-~). 

Proposition 2.2. Si f est n lois diff~rentiable sur X ,  les applications 

D(m)f de X dans .L~'~"(F,F 0 et Dmf de X dans L'a(F,E m) sont ( n - m )  fois dif- 

fdrentiables sur X ,  pour tout entier m < n, et on a: 

D(m')(Df"r ,,~ Df"'+m)f et Dm'(Dmf) "~ Dm'+mf , 

si rrl' + m ~ n. 

En effet, supposons la proposition d6montr6e si f est ( n -  1) fois diff6ren- 

tiable sur X; alors D(m)fest (n - m - 1) lois diff6rentiable sur X, sa (n - m -  1)- 

i~me diff6rentielle 4tant D("-l)f. Si f est n lois diff6rentiable sur X, 

D t"- j~f  est diff6rentiable, ce qui prouve la proposition puisque 
t m  t m  ~.~ G o t m + m E I ~  i~'h SFz (~a  (F,E),E)"~*'~i ~ , ~ j ,  la deuxihme partie r6sultant de la Pro- 

position 2.1. 

Proposition 2.3. Si f est n fois diffdrentiable sur X ,  sa restriction au 

sous-espace affine x + V, oh x ~ X et V e s t  un sous-espace vectoriel de di- 

mension t ime  de E, est une application n fois continuement d~rivable de 

X r3 (x + V) dans (F,z(zt~.))). 
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D~monstration.  Supposons d6montr6 que T(x) = ( O " -  if(x), (vl,.. ',vm- 1)) 

est la d6riv6e de f par rapport  au (m-1) -up le  (vl , . . . ,v~_l) , off vi~ V et 

m < n. Soit v~ ~ V; l 'application D ~ - ~ f  6tant une application diff6rentiable 

de X dans L'~(~',Em-~), l 'application A(D'~-~f) est quasi-continue (D6fini- 

tion 2.1, Chapitre II). Par cons6quent l 'application : 

t ~  (A(D " -  ~/) (x, t,v~), (vl,...,v,,_ 1)), 

qui est quasi-continue de R dans (F,n~), est une application continue de R 

dans z (~ ) .  Done T admet 0v. T(x) -- (D"f(x) ,  (Vl,-", v,n- 1,v,,)) pour d6riv6e 

dans la direction de v,,. Puisque ~ induit sur Via topologie de l'espace vec- 

toriel de dimension finie V, la restriction de D'J(x) ~ V" est une application 

continue de V m dans z (~ ) ,  done f admet 0,,,.T pour d6riv6e par rapport  

(v~, ..., v,,) et la restriction f /  X n (x + V) est n lois continuement d6rivable, 

la topologie sur F 6tant z(nr). 

Corol la ire  1. Si f est n fois diffdrentiable sur X, alors les applications 

D'~f(x) sont des applications multilin~aires symdtriques quasi-continues 

pour tout entier m <__ n et tout x ~ X.  

C o r o l l a i r e  2. Si f est n fois  diffdrentiable sur X, ses ddrivdes par 

rapport d tout m-uple sont ( n - m )  fois  diffdrentiables sur X.  

En effet Dmf 6tant ( n - m )  fois diff6rentiable sur X, & valeurs dans 

L~(F,/~'), cette application est aussi ( n - m )  fois diff~rentiable si L'(F,E '~) 

est muni de la topologie de la convergence simple. 

L'ensemble des applications m fois diff~rentiables de X dans F est un sous- 

espace affine de ~ I (F ,  E) que nous noterons ~" (F ,  E). 

T h ~ o r ~ m e  2.1. La compos& de deux applications n fois diff~rentiables 

est une application n fois diffdrentiable. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Soit f une application n fois diff6rentiable sur X et g 

une application n fois diff6rentiable d 'un ouvert F de Z(nF), contenam f ( X ) ,  

dans (G, na). Nous allons montrer par r6currence que g of  est n fois diff6ren- 

tiable sur X et que l 'on a: 
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<D"(g of)(x),(vl, " . ' ,v . ) )  -= 

E<O j'+''" +i~g(f(x)), [ <OJy(x),  (v~,, ".', v .  +j,_ 1) >, 

<oJy(x), (v,~,'", v,~ +j:_ t >,'", <oJy(x), (v~,.", v~ +j~_ ~) >] >, 

og Jm varie entre 1 et n, chaque terme de la somme correspondant h une 

permutation (vi,,. . . ,vi,+j~_l, v~,...,vi~+j~-O de (vl, . . . ,v,) .  La formule est 

vraie pour n = 1 d'apr6s le Th6or~me 2.2 Chapitre II. Supposons-la d6montr& 

si g e t  f sont ( n -  1) fois diff6rentiables. Les applications D j" f et D Jt +'"+J~g(f) 

sont diff6rentiables, si f et g sont n fois diff6rentiables; Dn-l (gof )  &ant 

somme des compos6es des applications D~+'"+J~g(f) et (DJmf)~<k, qui sont 

diff6rentiables en vertu du Th6or~me 2.3 du Chapitre II, il r6sulte du Th6or~me 

2.2 du Chapitre II que D"-a(g of) est diff6rentiable sur X. La formule ex- 

acte est cons6quence du Corollaire 3,3 du Chapitre I et du Th6or~me 2,2 

du Chapitre II. 

T h 6 o r 6 m e  2.2. Les Thdor~mes 2.3, 2,4 et 2.5 du Chapitre II  sont 

encore vrais en remplafant diffgrentiable par n fois diffdrentiable dans 
leurs dnoncds. 

Dans la fin de ce paragraphe nous supposerons que rt r = r(ne). 

Si f est n lois diffdrentiable sur X, nous d6signerons par A"f I'application 

d6finie sur l 'ensemble 2~ des triplets (x,t ,v) tels que x ~ X, t ~ R, v ~ E et 

x + tv ~ X par: 

A~f(x, t, v) = ( f ( x  + tv) - f (x ) )  It" - Z (1/m ! t"-") (O"f(x),  (v,... ,  v) ) 
ga ~ rl 

si t#O 

A"f(x,O,v) = O. 

T h ~ o r 6 m e  2.3. Si f est n lois diffdrentiabIe sur X,  l'application 

A"f  est une application quasi-continue de ()7,1z x p x 5")  dans F pour tout 

m < n .  

D ~ m o n s t r a t i o n .  Le th6orbme est vrai si m = 1; supposons ddmontr6 que 

A " - l f  est quasi-continue et montrons que A"f est quasi-continue, ce qui prou- 
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vera le th6or~me par rdcurrence. La restriction de f h toute droite dtant n 
fois diff6rentiable d'apr6s la Proposition 2.3, on a: 

t 

A"  f(x, t, v) = (1/n !) [ ( D y ( x  + t'v), (v , . . . ,v) )  dt' 

0 

A~f(x , t ,v)  = ( l / t )  A " - l f ( x , t , v )  - ( 1 / n ! ) ( D y ( x ) , ( v , . . . , v ) )  

t 

(1 In ! t) I (D~ffx  + t'v) - D~f(x), (v, .-., v) )d t ' ,  
I g  

0 

off les intdgrales sont des intdgrales vectorielles faibles sur /7. Soient 

Xo ~X,  v o ~/~, x o +v  o E X. Ddsignons par s(f le filtre des voisinages de 0 

dans R. Les conditions ~rrcx0 et ~/" 7r~Vo entralnent que le filtre ~r + ~ r  

admet une base formde de parties de X. Puisque D " . f  est quasi-continue 

d'apr~s le corollaire de la Proposition 2.1, pour tout voisinage fermd Vde 0 

dans F, il existe ~ ~ 5f, x ~ ~F, v ~ ~ tels que ~c soit convexe, que ~ + xv ~ X et: 

Dn'f((~ + ~v) x v") - Dn.f(Xo, Vo, ..., Vo) ~ V/2 

D". f(~ x v ~) - D".f(xo,  Vo,'.', Vo) c V/2. 

Un raisonnement analogue h celui utilisd dans la ddmonstration duThdor~me 

2.6 du Chapitre I I  montre  que l ' on  a: A~f (~ ,x , v )~  V et, puisque A " - l f  

est quasi-continue, que A"f est quasi-continue. 

Comme ~ induit sur tout sous-espace V de dimension finie sa topologie 

d 'espace vectoriel, la notion de ddrivde d 'une application par rapport  h u n  

n-uple ddfinie au w s 'dtend sans changement au cas off E est un espace affine 

quasi-localement convexe. On dira que f est n fois quasi-continuement dd- 

rivable sur X si f est ( n - 1 )  fois quasi-continuement d6rivable sur X et si, 

pour tout x e X, f admet  une ddrivde en x relativement h tout n-uple, l 'appli-  

cation D"f(x) ddfinie par:  

{ ( v l , ' " , v , ) ~ v , . . . v , f ( x ) ,  s iv i~ /~  et v i ~ 0  pour i < n  

(vl,. . . ,  0,. . . ,  Vn) --* 0 sinon 
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6tant une application multilin6aire quasi-continue de (/~",r~")dans/7. 

Dans ce cas, nous d6signerons encore par D".f  l 'application: 

(x, vl , . . . ,v,)  --* <DT(x),(vl, . . . ,v,) ) 

de (X • E",n • ~") dans /7. La Proposition 1.1 est encore 

plaqant continuement par quasi-continuement. 

valable en rem- 

Th6or6me  2.4. Si ~ vdrifie la condition (R), pour que f soit n fois 

diff~rentiabIe sur X,  il faut  et il suffit que f soit n fois quasi-continuement 

ddrivable sur X et que D"' f  soit une application quasi-continue de 

(X • E~, n • n~) dans F. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Les conditions sont n6cessaires d'apr~s les Propo- 

sitions 2.1 et 2.3. Inversement, supposens que f soit n fois quasi-continue- 

ment d6rivable sur X, l'application D".f &ant quasi-continue. Soit (vl, "", v,) 

un n-uple donn6; l'application: 

n - 1  
t ~ 0 . . . . . . .  _ , f ( x  + t v . )  

est continuement d6rivable sur l'ensemble des t ~ R  tels que x + t v ,~X .  

Par suite, on a: 

t 

(Dn- l f (x  + tv,)-- Dn-lf(xl ,(Vl, . . . ,vn_,)  > = f (Dnf(x + t'vn),(vl,"',vnl)dt' 

0 

tAD"- Xf(x, t, vl, . . . ,  v.) = 

= (Dn- l f ( x  + t v . ) -  Dn-lf(x),(vl ,  "",v,_a) > -  t<D"f(x),(vl,'",v,) > 

t 

= f <D"f(x + t'v.) -- D~f(x),(Vl, ...,v,) )dt' .  
0 

Soient ~EE,  i<n ,  Wn2 et ~FT~0 tels que ~ +zT,~X. Soit J f ' l e  filtre des 

voisinages de 0 dans R; soit V un voisinage ferm6 de 0 dans ft. En utili- 

sant un raisonnement analogue /t celui du Th6or6me 2.6 du Chapitre II, la 
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quasi-continuit6 de D". f  entralne que AD"-1f est une application quasi- 

continue en 0~,0,t7 l, .-.,g,). De plus il existe ~EY" et vie Jg' ,  off i < n, tels 

que l ' on  ait: 

(D" - l f ( x ) -D" - l f ( 2 ) , ( v l  +~,, . . . ,v ,_,  +g ._ , ) )  ~ V/2 

pour tout x E ~, et tout  v~ E v~. Par ailleurs, f 6tant ( n -  1) lois quasi-continue- 

ment d6rivable, D"-l f (x)  est quasi-continue et, pour  tout iN n, il existe 

v 'E J/" tel que l 'on  ait: 

(Dn-lf(2),(Vl +vl,  "",V,,-1 +Vn-1)) -- (Dn-l f (2) , (vl ,  "",vn-~)) E V/2 

si vie vlnvi: De ces relations, on d6duit que D " - l . f  est quasi-continue sur 

X x b:"- 1 et que AD"- i f  est quasi-continue sur )~'. Donc D n- a f  est une appli- 

cation diff6rentiable de X dans L~(F,/~ "-1) et les conditions suppos6es v6ri- 

fi6es par f pour l 'entier  n l e  sont aussi pour l 'entier ( n - 1 ) .  Si ces conditions 

sont v6rifi6es pour  (n - m), le m~me raisonnement prouve qu'elles sont aussi 

v6rifi6es pour l 'entier ( n -  m -  1). Une d6monstration par r6currence prouve 

alors que, pour  tout m < n, D". fes t  quasi-continue et Dmf est une application 

diff6rentiable de X dans/:z(~',  ~m). On en d6duit que f est n fois diff6rentiable 

sur X. 

Supposons maintenant que l 'on a: h e =  z(n~) et n r = r(nr).  Le Th6or~me 

2.4 permet  de poser:  

D 6 f i n i t i o n  2.2. On dira que f est n fois diff6rentiable sur X si f est 

n fois continuement ddrivabIe sur X et si D".f est une application continue 

de X • E" dans ft. 

C'est  le plus souvent sous cette forme qu'i l  sera facile de v6rifier qu 'une  

application est n fois diff6rentiable. 

T h ~ o r ~ m e  2.5. Si f est n fois diffdrentiable sur X,  alors f est n fois dif- 

f&entiable en tout point de X; si K est un compact de E, l'ensemble des 

applications mx: ( t , v )~z~ f ( x , t , v ) ,  o~t x E K ,  tER,  v E E  et K + t v c X ,  

est un ensemble dquicontinu. 
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La premiere partie r6sulte du Th6or~me 2.3; la deuxi~me se d6montre 

comme le Th6orbme 3.2 du Chapitre II. 

Comme au Chapitre II, nous allons introduire une autre notion de dif- 

f6rentiabilit6 d 'ordre n, qui sera surtout int6ressante dans des cas parti-  

culiers. Nous d6signerons par Se et 5 ~' des ensembles de parties de E dont  la 

r6union est totale dans /~. Pour les notations, voir Chapitre I, w 

D 6 f i n i t i o n  2.3. On dira que f est n fois 6~-diff6rentiable sur X si f est 

( n - l )  fois Sf-diff~rentiable sur X et si l'application: x ~ Dt"-l~f(x) de X 

dans ~ge71(F,E) est 6P-diffdrentiable sur X;  on a posd: D~ = Df(x); 

DC")f(x) = D(D ~"- l~r 

L'application D(")f(x) sera appel6e n-i~me diff6rentielle de f en x et l 'appli- 

cation: DC")f:x~ DC")f(x), n-i~me diff6rentielle de f sur X. Si f est n fois 

Sf-diff6rentiable sur X, a l o r s f  est n lois oW'-diff6rentiable sur X, si 5 e ' ~ 5  ~ 

T h 6 o r 6 m e  2.6. Pour que f soit n fois 5e-diff~rentiable sur X,  il faut  

et il suffit que f soit n fois ddrivable sur X et que, pour tout entier m < n, 

l'application Dmf soit une application ~-diffdrentiable de X dans J~C~(F, E). 

(Chapitre I, w 

D6monstra t ion ,  Si f est n lois 6e-diff6rentiable sur X, alors f est n fois 

d6rivable sur X, sa d6riv6e relativement au n-uple (vl, ..., v,) 6tant 

(a,  oDC~f,(vl,. . . ,v,)). Comme les d6riv6es relativement ~t un m-uple sont 

ind6pendantes de ! 'ordre de eet m-uple, on a: Dmf= a , , o D ( m ) f e ~ ( F , E  ~) 

et, en vertu du Th6or~me 3.4 du Chapitre II, Dmf est 5e-diff6rentiable sur X, 

pour tout m < n. Inversement supposons le th6or~me d6montr6 s i f  est ( n -  l) 

lois d6rivable sur X et montrons qu'il est v6rifi~, pour l 'entier n; l 'application 

D"-af 6tant 6a-diff6rentiable sur X, l 'app|ication D(~-~)f=a,-~2~oD"-~f 

est une application 6P-diff6rentiable de X Clans ~ (F,E), donc f est n lois 

~-diff6rentiable sur X. 

T h 6 o r ~ m e  2.7. Si f est n fois ddrivable sur X et si l'application 

D"f : x ~  Dmf(x) est une application continue de X dans ~ ( F , E )  pour 
tout entier m < n, pour tout s ~ 5 r et tout voisinage V de 0 dans F, il existe 
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un voisinage U de 0 dans E tel que les conditions: v~s,  t v ~ U  

x + tv ~ X entratnent A~f(x, t, v) ~ V. 

(A"f est d6fini formellement par la m~me formule que plus haut). 

et 

D6monstra t ion .  La restriction de f A toute droite 6tant n fois diff6ren- 

tiable, on a: 
t 

Amf(x, t, v) = (i/m !t) .I  (D" f (x  + t'v) - Omf(x), (v,.. . ,  V) } dt'. 

0 

Comme D"f  est continue, pour tout voisinage V de 0 dans F et tout s ~ J ,  

il existe U tel que les conditions: v ~ s, tv ~ U et x + tv E X entrainent: 

(Dmf(x + tv) - DT(x ) ,  (v,.. . ,  v) ) e V 

et par suite A m f ( x ,  t, v) ~ (1/m !) V, en utilisant un raisonnement analogue 

celui du Th6or6me 3.3. 

C o r o l l a i r e .  Si E est normd, si f est ( n - l )  fois b-diffdrentiable et si 
1 --* l' applica tion D ~"- t)f de X dans ~ -  (F, E) est ddrivable sur X ,  l' application 

x ~ D(D("-x)f)(x) dtant continue dans s alors f est n fois b-dif- 

fdrentiable sur X .  

En effet, on appliquant le Th6or6me 2.7 A un ensemble s born6 ouvert, 

une d6monstration analogue ~ celle du Th6or~me 3.3 du Chapitre II montre 

que D ("- a y est diff6rentiable en tout point de X, doric que f est n fois b-dif- 

f6rentiable sur X. 

P r o p o s i t i o n  2.4. Si f est n fois diffdrentiable sur X, alors f est n fois 

c-diffdrentiable sur X (c reprSsentant l'ensemble des compacts de if). 

En effet, la quasi-topologie de la convergence locale sur -W~(I?,E)8tant 

plus fine que la topologie de la convergence compacte, D<"~ est aussi 

une application diff6rentiable de X darts 5r E). 

Th6or~me  2.8. Si E est mdtrisable, pour que f soit n fois diffdrentiable 

sur X ,  il suffit que f soit ( n - 1 )  fois diffdrentiabIe sur X et que I'application 

D"-~f  de X dans Lr E"-~) soit diffdrentiable sur X ;  de plus, il y a 
identitd entre applications n fois diffdrentiables et applications n fois c-dif- 

Jdrentiables sur X .  
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D~monstration.  Si D"-l f  est une application diff6rentiable de X darts 

L,(F, ~n-1), elle est aussi diff6rentiable pour la topologie de la convergence 

simple sur L(F, En-1); par suite f admet (D"f(x),(vi,..',vn)) pour d6riv6e 

relativement au n-uple (vl, ...,vn). Puisque E est m6trisable, la continuit6 de 
1 l'application (x ,v )  ~ 0,.(D "-~f)(x) de X x E dans L~(~,E"- ) entrMne la 

continuit6 de l'application: 

(x, vl,"' ,  Vn) --~ @~.(D n- lf)(x),(v 1, "", v,,- l) >, 

donc f est n fois diff6rentiable sur X. L'application b m 6tant un isomorphisme 

de Lc(F, E') sur ~.(r puisque E est m6trisable, si f est n fois c-dif- 

f6rentiable sur X, l'application D "- ij- = b~-jl o D(n- 1)f est c-diff6rentiable sur 

X;  il r6sulte alors du Corollaire 1 de la Proposition 3.1 du iChapitre 1I que 

f est n fois diff6rentiable sur X. 

3. Quas i - topolog ies  et topologies  sur 9n(F, X). 

Soient (E,n~) et (F, ne) deux espaces affines quasi-localement convexes, 

(X,n) un sous-espace de (E,~z) tel que X soit ouvert pour z(nE). Nous d6- 

signerons par 9nl 'espace  affine ~"(F, X) des applications n lois diff~rentiables 

de X dans F;  l'espace ~ "  des vecteurs libres de 9n  s'identifie A 9 n(F,X). 

La lettre ~ d~signera toujours un filtre darts 9". Les conventions sont les 

m~mes que pr6c6demment. 

Soit D O l 'homomorphisme canonique de 9n darts ~f'(F,X); nous poserons: 
-~0 ~'(F,X) = ~f'(F,X x E ). Pour tout enticr m__< n, nous d6signerons par: 

D m. l'application: f -~ Dm.f de ~n dans ff ' (F ~, X x ]~'n), 

D" l'application: f-~Dmf de 9 n  dans ~f'(L~(F, Em),X), 

D ('~) l 'application: f -~ D(m)f de 9n  dans <f,(.~,m(ff, ~),X), 

d,. l 'application: f~(D~.f)o<~<, de 9n darts f i  ~f'(F,X x E  m) 
m = O  

m f i  ! ! "~ -*m dn l 'application: f -~(D f)o~_~<_, de ~n clans ~ ~ (Li (F,E) ,X)  
m=O 

o~ D~ DO. f = f  et ~'(L~(F, E~ = ~'(F,X). 
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D~fini t ion 3.1. On appellera quasi-topologie de! la convergence locale 

sur -@" la quasi-topologie g, la moins fine telle que les applications Dm. 

soient des applications quasi-continues de (~", fire)dans ~'~(F, X x Era), pour 

tout entier m: 0 <-m <n. 

La D6finition 3.1 signifie que J, est la quasi-topologie image rdciproque 

par d,,. de la quasi-topologie produit ~ [ (F ,X  x Era). Par suite 8, est une 
m = 0 

quasi-topologie localement convexe. D'apr~s le Thdor~me 1.2 du Chapitre II 

la relation ~ , f  est dquivalente ~ chacune des relations suivantes: 

1) Dm.~'2Dm.f pour tout m: 0-< m-< n; 

2) ~ 2 f  et Dm~-~2D~f dans ~ ( L ~ ( F , E  ),X) si r e < n ;  

3) ~ 2 f  et D( ' )~2D(m)f  dans ' " - " - "  X) si < Wz(~a (F,E), m = n. 

Pour simplifier, nous supposerons ddsormais: ~ z =  z(r~F.) et nr,= z(n~.). 

Nous ddsignerons par ~' le filtre des voisinages de 0 dans E~ par ~ le filtre 

des voisinages de 0 dans R. 

Th~or~me 3.1. Soit ~ un filtre sur ~ "  tel que D ~ 2 T  ~ dans 

c~'a(La(F, Era), X)  et D'=~ a T m dans ~ (La(F, ~m), X),  o~ ~ ddsigne la quasi- 

topologie de la convergence simple, pour tout m: 0 < m < n. Alors on a: 

D m ~ 2 T m  pour 0 = < m = < n. 

D6monstrat ion.  Soient x ~ X ,  (Vl , . . . ,v , )EE ~ et V un voisinage ferm6 

de 0 dans F. La relation D "- t~ -a  T"-1 signifie qu'il existe q5 ~ ~ et Um ~ ~ ,  

m <  n, tels que l 'on ait: 

Dn-I~b(X)((vl + Ui) x "" x (vn_ I + Un_l) ) - Tn-l (x)(v l ,  " " , v , _ l ) ~  V/2. 

Si f est n fois diff6rentiable sur X, sa d6riv6e par rapport h u n  (n-1) -up le  
I r (v~, "",vn-1) est diff6rentiable sur X et on a: 

1 

<D n - l f ( x  + v'.) ~  , , f , , , - D f ( x ) , (V l , ' " , v , -1 )>  = <D"f(x + tv~),(vl, . . . ,v,)>dt.  

0 
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Puisque D".~,~T", il existe dp'~.~, U , ~ I  et U'm~ll, r e < n ,  tels que l 'on 

ait: 

Dn.dp'((x + On) • (v i + V'l) x ... x (v,_ t + U'n-i) • U~):~ V/2. 

En utilisant un raisonnement analogue A celui de Th6or~me 2.4, on en d6- 

duit que les conditions: f '  ~c~ ~ ~b', v '~ Un N U'n, V~Vm +Um N U;,, pour 

tout m < n, entrainent: 

D"- l f ' (x  + v'n)(vl, "", v',-1) - T"-I(x)(vl ,  "",vn-i)e V, 

c'est-/t-dire D"-I .~ ,~T"-k  Un raisonnement par r~currence ddmontre le 

th~or~rne. 

C o r o l l a i r e .  gn est la quasi-topologie image rdciproque par d n de la 

quasi-topologie produit: 

t t - - I  

H X) • f:), X). 
m = O  

Nous d6signerons par: 

A ~ l 'application : f ~  [(x, t, v) -~ f (x  + tv) - f (x ) ]  de N"  dans (~(F, ~ )  

A m l 'application: f ~  A"f de ~n dans c~(/~, )7) pour tout m < n 

(voir w pour la d6finition de )~ et de AmJ). 

T h ~ o r ~ m e  3.2. Supposons les conditions du ThdorOme 3.1 vdrifides. 

Alors on a T ~ e ~ .  

D 6 m o n s t r a t i o n .  Par hypoth~se, on a A ~ 1 7 6  ~ Posons: 

{ A1T~ = (T~ + t v ) -  T~ - T1(x)(v) si (x , t ,v)E .~,t#O, 

AIT~ 0 si (x ,O,v)s i ( .  

Nous allons montrer que l 'on a: A I ~ 2 A 1 T  ~ Soient V un voisinage de 0 

ferm6 dans F, x s X et v e E tels que x + v ~ X. Si f est diff~rentiable sur X, 

on a: 



APPLICATIONS DIFFI~RENTIABLES... 65 

f 

1 t ~ I "  A f ( x ,  t, v ) --- (1/t) ( O f ( x '  
d 
o 

+ t'v')  - D f ( x  '), v ' )  dt'. 

La relation D a ~ 2 T  ~ signifie qu'il existe r  UeO?/ et U'e"~'  tels que 

l 'on ait: 

D l r  + U)(v + U')  - T l (x) (v)  : V/2. 

Le raisonnement utilis6 dans la d6monstration du Th6or6me 2.4 montre que 

les conditions: f ~ r  x '  ~ x  + U/2, v' ~v  + U'  et tv' e U / 2  entrainent 

A l f ( x ' , t , v  ') ~ V. Une d6monstration analogue h celle du Th6or6me 2.2 du 

Chapitre I prouve que le filtre A l ~ ( x  + ~/, f ,  v + ?/) converge vers 0 dans 

/~. Soit t o~R;  la relation A~  ~ entralne AO~/(to +JY')AAOTO/to; 

comme: 

A y(x ,  t, v) = (1/t) A~ t, v) - D . f ( x ,  v), 

il enr6sulte: A I ~ ( x  "b q/,t o +~Y',v + ~)  converge vers AaTO(x, to, v). Donc 

A I ~ 2 A ~ T  ~ et par suite A~T ~ est continue, c'est-h-dire T O est diff6rentiable 

sur X. Soit ( %  ...,v,,)~/~"; soit ~,~ le filtre sur ~ " - "  form6 des ensembles: 

cm = U 
f ' ~  

Des relations: D " ~ 2  T m etD "+ 1 ~ 2  T m+ 1, on d6duit ~ 2 T " e t D .  ~ ,~2  T 'm+ 2, 

oO T 'm est l 'application: x ~ T m ( x ) ( v ~ , . . . , v , , ) e t  T ''~+1 l 'application: 

(x, v) ~ T m+ l(x)(v~, . . . ,  vm, v). Le d6but de la d6monstration prouve que T 'm 

est diff6rentiable sur X et admet T 'm+l pour diff6rentielle. Un raisonne- 

ment par r6currence entralne que T O est d6rivable par rapport h tout n-uple 

et que D " T ~  T ~. D'apr6s le Th6orbme 1.2 du Chapitre II, l 'application: 

(x, vl , . . . ,  vn) ~ T"(x)  (vi , . . . ,  v.) 

de X x /~"  dans F est continue, doric T O est n fois diff6rentiable sur X et 

.~ 5. T ~ 
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m Am C o r o l l a i r e .  d,(~ ~) est pseudo-fermd dans 1-I cKx(L~(F, E ),X) et est 
m=O 

une application quasi-continue de ~ dans cg~(TF, f, ), pour tout m ~ n. 

D6monstration par r6currence analogue ~t celle du Th6or6me 3.2. 

T h 6 o r ~ m e  3.3. Si F est complet, alors ~ e s t  6~-complet. 

D6monstrat ion .  D'apr6s le Th6or6me 1.3 du Chapitre II, Y~(F,X x E~) 

est 2-complet, pour tout  m: 0 < m -< n. Si ~ est un 6:fi l tre de Cauchy sur 

~n, le filtre Dm.~ res t  un 2-filtre de Cauchy, donc il existe S'~eCK(F,X • E" 

tel que D ' ~ . ~ 2 s ' n  ; deplus, pour tout x ~ X  l 'application: 

Tin(x): (v~, ...,ore) --, S"(x,vl,  "..,vm) 

t ~ "rm est multilin6aire; par suite on a Dm~-~ T ~' dans <gz(Lz(F,E ),X). I1 r6sulte 

des Th6orSmes 3.1 et 3.2 que T o ~ et 5 ~ n T  ~ ~ est ~Sn-complet. 

T h ~ o r ~ m e  3.4. Si F est un espaee de Montel quasi-eomplet, alors 

tout ensemble -~:bornd darts ~ est relativement -6~_:compaet dans ~n-1. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Soit B u n  ensemble 6n-born6 dans ~ ,  x ~ X  et 

(vl,'",vn)~E". La relation JY'DmB20 dans Wj(L~(F, Em),x) entraJne que le 

filtre ~ D " . B ( x ,  vl,...,V,n ) converge dans F, doric Dm.B(x, vl,...,v~) est 

born6 dans /~ et par suite relativement compact. De plus 

:'f'D'B(x)(vl + ~, '",Vm + ~) converge vers 0 dans F, c'est-~t-dire D"B(x) 

est 2-born6 dans La(F,E m) et D(")B(x) est ,~-born6 dans ~ (F,E);  de la Pro- 

position 1.8 du Chapitre II r6sulte que D~'~)B(x) est un ensemble 6qui-quasi- 

continu; on en d6duit que DraB(x) est un ensemble 6quicontinu et, en vertu 

du Th6orSme II. 1.4, D"B(x) est relativement k-compact. Pour tout f E  B, on a: 

(D"f(x + Vm+l) " ' ' ' - V  'f(x),(v~,... ,v,,)> = 

1 

f t ? t t ( o " §  + t v,,§ ~))dt ' ,  s i m  < n. "''~ Vm§ 

o 

Soit Vun voisinage de 0 ferm~ dans F. Puisque ~ D  ~+~ .B converge vers O, 

ii ~xiste x ~ ~(, U ~ q / e t  U~ ~ q/, i < m, ~ convexe tels que: 
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Dm+~.B((x + U) x (vx + Ua) x ... x (v,,+ Urn) x KU)~ V 

d'o/~ : (,D"f(x + v'+a ) -- D'nf(x), (v'~, . . . ,v ' ) )6  V 

si fEB ,  v'+l ~ lcUn U et v~v~ + U~ pour tout i <  m, en utilisant le rai- 

sonnement du Th6or6me 2.4. Ceci prouve que l'ensemble des applications 

Dmf, off f ~  B, est 6qui-quasicontinu; du Th6or~me 1.4, Ch. I on d6duit alors 

que D'nB est un ensemble relativement 2-compact, pour tout entier m < n. 

I I en  r6sulte que d,,_ x(B) est relativement 6,,_~-compact et, d,_~(~"-a) 6tant 

n--1  

pseudo-ferm  dans I]  X) d'apr s le corollaire du Th or me 3.2, 
m = 0  

B est relativement ~_x-compact dans ~ , - 1 .  

Soit ~"5:l 'espace affine des applications n fois ,~-diff6rentiables de X dans 

F. Les lettres 5:, 5: '  et 5 : ' ,  o~ m < n, d6signeront des ensembles de parties 

born6es de b: tels que tout point de/~ appartienne ~t au moins une de ces 

parties. Nous supposerons que 5 : '  ~ 5: et 5,~ ~ c, o/~ c d6signe l'ensemble 

de tous les  compacts de /~. Soit d(,S~) l'application: 

n --4 - 4  

f~(D(m)f)o~,n~, de ~"5 :  dans C~(F,X)x YI ~(~-q~.(F,E),X). 
m = l  

D6fini t ion  3.2. On appelIera topologie de la ( 5 : ' ) - 5 : '  convergence sur 

~ . c j  la topologie z((5: ' ) ,5: ' )  image rdciproque par d(~) de la topologie: 

~s%(F, X) x f i  ~;,(.L~~ b:), X). 
~'n=l 

Muni de z((5:'), Do'), ~"5 :  sera not6 ~"5:(~;,)_~,. Si 5P= b~ = C pour tout 

m_--< n, nous 6crirons: ~"c(c)_c=~"c.  La topologie ~((5: ' ) ,5: ' )  est com- 

patible avec la structure affine de ~"5: ,  s6par6e et localement convexe. Nous 

d6signerons par ~((5:'), 5#') la topologie correspondante sur l'espace ~"5: 

des vecteurs libres de ~"5". Un syst~me fondamental de voisinages de 0 

pour ~((5:'), 5: ')  est obtenu de la fagon suivante: Soient Sm E oW', Off m < n 

et S'ES~n; soit V un voisinage de 0 darts /7. Alors l'ensemble U(s,,,s',V) 

des applications n fois 5:-diff6rentiables f de X dans F telles que: 
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f(s'o) ~ V, Dmf(s')(sl x " ' "  Z Sin) ~ V si m < n, 

est un voisinage de 0 pour T((5:,~),S:'). 

D~f in i t ion  3.3. On dira qu'un ensemble de parties 5: de E v~rifie 

la condition (P) si route application de E dans un espace affine localement 

convexe G est continue si sa restriction d tout ensemble s ~ 6: est continue. 

E x e m p l e .  Si E est m6trisable, c v6rifie la condition (P). 

5 :m d6signera l 'ensemble des parties de E'~ de la forme 1--[ Si, oia S~ ~ 
i < m  

T h 6 o r 6 m e  3.5. Supposons que S #m v~rifie la condition (P) dans E" 

pour tout m < n. Alors ~ S :  ~ ~ et z((S:~), ~9 ~) est la topologie image 

rdciproque par l' application: 

d~ : f  ~ (Dmf)o<_m~, 

de la topologie de l'espace F ~ =  lgI c~zg(Lz(F, Em), X). 
m = O  

6: = ,9"  = c, alors ~ c  = N~ et d~(N") est ferm~ dans F.. 

Si de plus 

D6monstrat ion.  Si T est une application continue de X (resp. E) dans 

Lz(/~, E~), la restriction de l'application: 

f ' :  (x, vl, "",vm) ~ T(x)(vl ,  "',vm) 

~t tout ensemble de S: x cjm est continue, donc T est continue d'apr~s la 

condition (P). Par suite l'application canonique bm (Ch. I, w est un isomor- 

phisme de Lee(F, E ' )  sur .~e~ (F, ~) pour tout m < ne t ,  si f est n fois 5:- 

diff6rentiable sur X, alors Dmf est une application ( n - m )  fois ~-diff6ren- 

tiable de X dans Ls.(F, E'~) et D" . f  est continue, par cons6quent f est n fois 

diff6rentiable sur X. Supposons Do = 6:"  = c. Si g est adh6rent ~ , E m) 

dans l 'ensemble de toutes les applications de/~mdans F muni de la topologie 

de la c-convergence, alors la restriction de g ~t tout compact de ~r, est 
.--r m continue et la condition (P) entra~ne que g ~ L(F, E ). Soit ~" un filtre sur 



APPLICATIONS DIFFI~RENTIABLES... 69 

~1 et (T  ~ T 1) ~ F1 un point adh6rent ~t d~(~-). Soit x e E, v ~ E et k e R tels 

que x + tv ~ X  pour tout [t I__< k. Pour tout q~ E i f ,  soit q~' l 'ensemble des 

applications: t ~ f ( x  + tv), off I tl _-< k; le filtre ~'i' ayant les q~' pour 616ments 

converge vers T '~ : t ~ T~ + tv) dans ~( /7 ,  [ _  k, + k]) et D 1if, converge 

vers T ' l : t ~ ( t ' ~ T l ( x + t v ) ( t ' v ) )  dans ~c(L~(F,R) ,[ -k ,+k]) .  On en 

duit que T '~ est diff6rentiable et admet T' ~ pour diff6rentielle en 0. Un rai- 

sonnement par r~.currence analogue h celui utilis6 au Th6or~me 3.2 montre 
0 TM "~ n 

que si ~" est un filtre sur ~ tel que d~(ff) converge vers (T  , ..., T )~  F,, 

alors T o est d6rivable par rapport gt tout n-uple. D'apr~s le d6but de la d6- 

monstration, il en r6sulte T ' ~ L ( F , F . )  e~ ?Rest continue. Done  W ~  

ce qui prouve le th6or~me. 

T h 6 o r 6 m e  3.6. S~pposons que c vdrifie la condition (P) dans ff~. Alors 

si F est complet, ~ c  est complet. Si E est tonneId et F quasi-complet, ~ c  

est quasi-complet. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Puisque c v6rifie la condition (P) dans /~, l 'ensemble 

c des compacts de E m v6rifie aussi la condition (P) dans E ' .  Soit ~ un filtre 

de Cauchy dans ~%;  les filtres D ~  " et D(m)~ - sont des filtres de Cauchy dans 

L~(F,E ) e t  ~ a  , resp., pour tout m < n. Puisque L bS ~) est ferm6 

dans I'ensemble de toutes les applications de ~m dans /7  muni de la topologie 

de la convergence compacte (voir Th6orbme 3.5), si F est complet, Lc(F, E ) 

est complet et Dm~" converge vers T ' e  L~(F, E ); il r6sulte du Th6orbme 3.5 

que T ~  et -~- converge vers T o dans ~ c .  Supposons /~ tonnel6 et 

quasi-complet. Soit B un ensemble born6 et ferm6 dans ~ c ;  pour tout 

S~n e c, il existe des born6s M~ c ! ~ ( F ,  ff~) tels que: 

B(s;) c M o et D(m)B(s ") c M,n 

pour tout m __ < n. 

Soit ~ un filtre de Cauchy sur B. Comme if2, et par suite /~ ,  est tonnel6, 

~q~7(~',E) et Lc(F,E m) sont quasi-complets (Corollaire 2 page 31 [9b]). Le 

filtre D~m)~/s" ayant pour base les ensembles D~m)c~/s" form6s des restric- 

tions ~t s m e c des applications D~m)f, off f ~  dp, est un filtre de Cauchy dans 
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C#()t~m,S'), Off 3r est l 'adh&ence de M,, dans Lfr Puisque 3~" m est 

complet par hypoth~se, D(')~/s~, converge vers T(")/s ". L'application T("~ 

dont la restriction T(")/s',, fi s,, appartient h c ~ ( ~ ( F ,  E), sin) pour tout com- 

pact s ' ,  est continue sur X. I1 r6sulte du Th6or~me 3.5 que T O ~ " e t  que ~" 

converge vers T Odans ~"c. 

Coro l la i re  1. S i c  v~rifie la condition (P), si ff~ est bornologique et si 

est quasi-complet, alors ~nc est quasi-complet. 

En effet, un produit d6nombrable d'espaces bornologiques est bornologique 

et par suite Lc(F, ~m) est complet si /7 est complet, quasi-complet si ff est 

quasi-complet d'apr~s l'exercice 18 page 37 [9b]. La d6monstration du 

th6orbme prouve alors le corollaire. 

C o r o l l a i r e  2. Si E est m6trisable et F-" complet (resp. quasi-complet) 

alors ~ c  est complet (resp. quasi-complet). 

En effet, /~ est bornologique et c v&ifie la condition (P). 

Si 5 : c  c, on a ~ c  ~ 5 : ;  la topologie induite par z((6P'),S f) sur ~"  

sera appel6e topologie de la (6: ' )_  6fconvergence sur ~ .  Muni de cette 

topologie, ~ sera not6 ~(~; , )_j .La topologielocalementconvexe r(6n)sous- 

jacente fi la quasi-topologie 6~ sera appel6e topologie de la convergence 

locale sur ~n. Pratiquement, nous utiliserons toujours la quasi-topologie 6,, 

qui d6finit sur - ~  une structure plus fine, sauf dans le cas d'espaces parti- 

culiers, off la topologie de la (Sf~) -y  convergence peut ~tre int6ressante. 

Th~or~me  3.7. Si E est un espace tonneld et quasi-complet et F u n  
I espace de Montel, si .~ c c et 6:" ~ 5:'+1 pour tout r e < n ,  alors tout 

bornd dans ~(~;,)_ s: est prdcompact dans .~ ~r ~. 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Soit B u n  born6 dans ~(y;,)_y. Pour tout voisinage V 

de 0 dans 7F et pour toute famille (Sm, S:,)m<=,, off s , ,~Sf  et s ' ~ S f ' ,  il existe 

k > 0 tel que: 

B(s'o) c kV  et D 'n. B(sm• sl • "'" • Sin) C kV, si m _--< n. 

Soit B,, l 'ensemble des applications D"f  de X dans Ls:(F,E ), off f e B .  I1 
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suffit de prouver que, pour tout m < n, l'ensemble B ~ est pr&ompact dans 

Ws/,,(Ls~(ff', Em),x). Pour tout S" e6e,~ et tout m-uple (vi, "",Vm) l'ensemble 

des 616merits: 

(D'nf(x), (vi,... , Vm) >, 

off x ~ S~, et f r  B, est born6 dans F et par suite relativement compact. Done 
[, ,,~ 

l'ensemble B,.(S'.,) des applications Dmf(x), oCa f e  B et x e S,', ~ ~gt simplement 

born6 dans L~(F,/~m). L'espace /~" 6tant tonnel6, le th6or~me de Banach- 

Steinhaus prouve que l'ensemble B,.(S') est pr6compact. Montrons que les 

restrictions des applications de B,~ h un ensemble S" ~S,"," forment un en- 

semble 6quicontinu. En effet, on a: 

<DZf(x + vm+t)- Dmf(x), (vl , ' " ,vm))  

1 

= f <D m+l f (x  
o 

+ t'Vm+l), (Vl, "",Vm+l))dt', 

o/a l'int6grale est une int6grale vectorielle faible sur F, en appliquant la 

m6thode d6jh utilis6e. Nous pouvons supposer S~, convexe car,/~ &ant quasi- 

complet, l'enveloppe convexe d 'un compact est relativement compacte. Soit V 

un voisinage de 0 dans /7 et soit (Si)j<=m une famille d'616ments de 6~. 

D'apr~s ce qui pr&~de, il existe des voisinages Uj de 0 dans /~, o/1 j < m, 

tels que les conditions: 

f e B ,  vjr 

entrainent: 

p t pour t o u t j < m + l  et x+tvm+lESr, 

(Dm+lf(x + t'Vm+l), (Vl, "",V,n+l) ) e V. 

t Comme Sj est compact pour tout j < m, il existe des nombres kj > 0 tels 

que l 'on air: 

k j S j c U j  pour tout j < m .  
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I1 en r6sulte que, si vjeS s pour tout j<m,  si v.,+~eU,.+~/k', off 

' ~ S ' ,  on a: k'  = k~ ... k ' ,  et s i x  + t v,,+l 

( o ' + ~ f ( x  + t ' v ,+3 , ( v , . . . , v~+O> 

=- (Dm+lf(x + t'vm+l),(Vl/k~, ...,vm/k~n,k'Vm+l) ) E V. 

On en d6duit que, sous les m~mes conditions, on a: 

<Dmf( x + / ) re+l)  - -  Onlf(x),(1)l, "":,Om)> C--- V. 

Ceci prouve que, pour tout S ' e S e '  et tout m < n, les restrictions h S" des 

applications de Bm forment un ensemble 6quicontinu. Le th6or~me d'Ascoli 

d6montre alors que B,, est pr6compact dans 

c~zi.(Ls~(F, E"), X) pour tout m _<- n, 

n - 1  et par suite B e s t  pr6compact dans ~ t~; )-sf. 

Rappelons [13a] qu'un espace ( ~ - )  est un espace localement convexe 

satisfaisant aux propri6t6s suivantes: 

1) E admet une suite fondamentale de parties born6es. 

2) Si (Ui)i~N est une suite de voisinages de 0 dans E qui sont ferm6s et 

dont l'intersection est un ensemble absorbant U, alors U est un voisinage 

de 0 darts /~. 

En particulier, un espace norms et le dual fort d 'un espace m6trisable 

sont des espaces (~.~).  On voit facilement qu'un espace ( ~ ' )  poss~de les 

propri6t6s suivantes: 

1) Pour qu'une application lin6aire de E dans un espace localement con- 

vexe G soit continue, il faut et il suffit que sa restriction ~t tout born6 soit 

continue. 

2) Si /~ est quasi-complet, alors /~ est complet. 

3) Un produit fini d'espaces (~o~) est un espace (~oj ) .  

4) Si E et 17 sont des espaces (~.~),  tout ensemble d'applications bi- 

lin6aires s6par6ment continues de E • F dans un espace localement canvexe 

G, born6 pour la topologie de la convergence simple, est dquicontinu. 
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Th6or6me  3.8. Soient E u n e s p a c e ( ~ ) e t F u n e s p a c e q u a s i - c o m p I e t ;  

si pour tout m < n, on a 5:,~= c et s i c  vdrifie la condition (P), alors 
-'~n bc_ best quasi-complet. Si E est un espace ( ~ )  complet et si F est un 

espace de Montel, tout bornd de ~nb(:,m)_ cest prdcompact dans ~n-1  b(:;,)-c. 

D6monstrat ion .  La premi6re partie r6sulte de la d6monstration du 

Th6or~me 3.6 et de la propri6t6 1, car on a un isomorphisme canonique de 

~b(")(F,/~) sur Lb(F, ~m), pour tout m < n. Sif  ~ ~nb, on a alors D "f(x)~L (~m) 
pour tout x ~X. Soit B u n  born6 dans ~b(se~,)_c; c'est l'ensemble des ap- 

plications n fois b-diff6rentiables telles que, pour tout voisinage V de 0 dans/7 

et route famille (S ' ,  S,,),,_<~, off S', ~ 5:,'~ et Sm ~ c, il existe un nombre k > 0 

tel que l 'on ait: 

f(S~) ~ kV; D"f(S ' ) (S~ x ... x S,,) ~ kV pour tout m < n. 
.-4 

9:' La topologie de la (. , , ) - c  convergence sur ~ b  est l'image r6ciproque de la 

topologie produit: cs , X) x I~W~;, (L~(i~, E~),X). Pour montrer que B 

est pr6compact dans ~O-lb(j;,,)_c, il suffit de montrer que l'ensemble B,, 

form6 des applications D"f, off f ~  B, est pr6compact darts Wz;,(L~(F, ~m), X) 

pour tout m < n. D'aprbs le th6orbme d'Ascoli, et en vertu de la compacit6 

des 616ments de S ' ,  il suffit de montrer que l'ensemble B,. /S" des restric- 

tions fi S,', des applications de B m est 6quicontinu quel que soit S," ~ 6: m 

et que, pour tout x ~X, l'ensemble B,,(x) des applications Dmf(x), off f E B ,  

est pr6compact darts L,(F, ~S'). Or Bm(X ) est born6 pour la topologie de la con- 

vergence simple, donc 6quicontinu en vertu de la propri6t6 4 et, pour tout  

m-uple (vl, ".., V,n) ~ bT", l'ensemble (Dmf(x) ,(vl , '" ,  v,,)), off f ~  B, est born6 

dans /~, donc relativement compact. Par suite Bin(x) est prdcompact dans 

L~(/7,/~m). Le m~me raisonnement que celui du Thdor~me 3.7 montre que 

B,,/S~, est 6quicontinu puisque l'ensemble des applications Din+If(x), off 

L~(F,E ), et donc equi- f ~ B e t x ~ S ' ,  est simplement born6 dans m+l 

continu. 

4. Appl ica t ions  ind~f in iment  di f f~rent iables .  

Soient (E, ZCE) et (F, zcl.. ) deux espaces affines quasi-localement convexes, 

(X, 7r) un sous-espace de (E, ~ze) tel que X soit ouvert pour r(zce). Soit f une 

application de X dans F. 
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D 6 f i n i t i o n  4.1. On dira que f est ind6finiment diff6rentiable sur X si 

f est n fois diffdrentiable sur x ,  pour tout entier natureI n. 

Si f est ind6finiment diff6rentiable sur X, alors D(m)f et Dmf sont des ap- 

plications ind6finiment diff6rentiables de X clans ~ z  (F,E) et de X dans 

L~(F,E ) resp. pour tout entier m. La restriction de f fi toute vari6t6 affine 

M de dimension finie est ind6finiment diff6rentiable sur X n M. 

T h 6 o r 6 m e  4.1. La compos& de deux applications inddfiniment dif- 

fdrentiables et le produit d'une famille d'applications inddfiniment dif- 

fdrentiables sont des applications inddfiniment diffdrentiables. 

L'ensemble des applications ind6finiment diff6rentiables de X dans F est 

un sous-espace affine ~ (F ,  X) de ~ ( F ,  X), pour tout n. Dans ee paragraphe, 

nous poserons ~ ( F , X ) =  ~ ;  l'espace ~ des vecteurs libres de ~ s'identifie 

x). 

D 6 f i n i t i o n  4.2. On appellera quasi-topologie de la convergence locale 

sur ~ la quasi-topologie ~ la moins fine telle que l'injection canonique de 

dans (~n,~) soit quasi-continue, pour tout entier n. 

Puisque l 'injection canonique de (~n ,~ )  dans ( ~ n - 1 , ~ _ 1 ) e s t  quasi- 

continue, pour tout n, on a ~" ~fdans  ~ si, et seulement si, ~" 6nfpour  tout n. 

De plus, ~ est une quasi-topologie localement convexe. 

Nous supposerons d6sormais que nE = z(n~) et re F = z(nr). 

Pour que f soit ind6finiment diff6rentiable sur X, il faut et il suffit que f 

soit d6rivable par rapport fi tout n-uple, quel que soit n, et que l 'application 

D~.f soit continue. 

T h 6 o r 6 m e  4.2. Si F est complet, ~ est &complet. 

En effet si ~" est un ~-filtre de Cauchy, alors ~ est un ~n-filtre de Cauchy 

pour tout n, donc quasi-converge vers Tn ~ ~ d'aprbs le Th6or~me 3.3, et 

~" quasi-converge dans ~ vers T~ = Tin. 

T h 6 o r 6 m e  4.3. Si F est un espace de Montel, tout ensemble ~bornd 

dans ~ est relativement ~-compact. 
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En effet, si B est ~'-born6, alors B e s t  ~-born6 pour tout n, donc rela- 

tivement ~'~_ ~-compact d'apr~s le Th6or~me 3.4. Par suite Bes t  relativement 

~-compact. 

Soit 5:  un ensemble de parties born6es d e / ~  tel que tout point de /~  ap- 

partienne au moins ~ un 616ment de 5:. 

D6finition 4.3. On dira que f est ind6finiment 5:-diff6rentiable sur X 

si f est n fois 5r sur X ,  pour tout n. 

S i f  est ind6finiment S/'-diff6rentiable sur X, alors D(m)f est une applica- 
m - 4  . -~ 

tion ind6finiment 5:-diff6rentiable de X dans . ~ ( F , E ) p o u r  tout  m. 

L'ensemble des applications ind6finiment 5:-diff6rentiables de X dans F est 

un sous-espace affine de ~ 5 : ( F , X )  que nous noterons ~ S : ;  l 'espace de ses 

vecteurs fibres ~ 5 :  s'identifie ~ ~S:(/~, X). 

Proposit ion 4.1. Supposons ~q'c c. Une application ind~finiment dif- 

fdrentiable sur X est ind~finiment .~-diff~rentiable sur X;  si S #~ 

vdrifie la condition (P) dans ~m quel que soit m, on a: ~5r = ~ .  En par- 

ticulier, si E est m~trisable, alors ~ c = ~ .  

Soit 5:~, quelque soit m, (resp. 5: ' )  un ensemble de parties de /~  tel que 

tout point de E appartienne ~ un 616ment de S:" (resp. S: ')  au moins. Nous 

supposerons: ~,', c c pour tout m et 5: '  c S/~. 

D~finition 4.4. On appellera topologie de la (5 : ' )  - 5 : '  convergence 

sur ~ S :  la topologie z((~9~'),S : ' )  la moins fine rendant continues les injec- 

tions canoniques de ~5r dans (~nS:,T((5:'),5:')m~n). 

z((05:'), Do') est une topologie s6par6e localement convexe compatible avec la 

structure affine de ~ .  Si 5# = 5:;n = c pour tout m, nous noterons ~ c  

l'espace ~ e  muni de z((c),c). 
Si ~ ~ ~S#, la topologie induite sur ~ par z((~9~'),~) est la topologie 

limite projective des topologies induites sur ~ par z((~9~ ~)m~n, pour tout n. 

Soient V un voisinage de 0 dans /~, s'E~9~ et sm~S#' quel que  soit m; 

soit W(s~,sm, V) l 'ensemble des f ~ 5 :  tels que: 

f(s'o) c V, Dmf(s')(sl x ... x Sm):C V pour tout m, 
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of~ Dmf est l'image canonique de D~ Lz(i~, ~m) (voir w Les ensembles 

W(s',sm, V) forment un syst~me fondamental de voisinages de 0 pour 
~((se ), ~ ). 

Th6or6me 4.4. Supposons que c v&ifie la condition (P) dans E. Si F 

est complet, ~c  est complet; si E est tonneld et F quasi-complet, ~ c  est quasi- 

complet. 
R6sulte du Th6or~me 3.6. 

C o r o l l a i r e .  Si E est mdtrisable et F complet (resp. quasi-complet),~c 

est complet (resp. quasi-complet) 

Th6or~me 4.5. Si E est tonneld et quasi-complet, si S~' ~ c et si 5 e" c SP'+ t 

pour tout entier m, alors tout bornd de ~s,g.)-se est prdcompact, si 72 est un 

espace de Montel. 

R6sulte du Th6or6me 3.7. 

Coro l l a i r e  1. Si on supoose de plus dans le Thdordme 4.5 que S~,~ et 

6 Pm vdrifient la condition (P) dans E, et ~r~ resp. pour tout m, alors ~-'(j,~.~, 
est un espace de Montel, si F est quasi-complet. 

En effet, tout born6 de ~ , ~ . s e  est pr6compact et son adh6rence est com- 

pacte puisque ~ ; ~ ) _ ~  est quasi-complet. 

Coro l l a i r e  2. Si E est mdtrisable et completet  si F est un espace de 

Montel quasi-complet, alors ~ c  est un espace de Montel quasi-complet. 

Th~or~me 4.6. Si E est un espace ( ~ , ~ )  et si F est un espace de Montel, 

tout bornd de ~b(c)-c est prdcompact. 

R6sulte de la d6monstration du Th6orbme 3.8. 

Compl6ments 
4.1. Si (E, zt~) et (F, r~ v) sont des espaces affines quasi-localement convexes, 

et si (X, ~z) est un sous-espace de (E, 7zr) tel que X soit ouvert pour "c(Tzr), on 

pourrait d6finir la notion d'application analytique (r6elle) sur X de la fagon 

suivante: 

Soit f une application de X dans F; on dira que f est analytique si f est 

ind6finiment diff6rentiable sur X et si l'ensemble des applications quasi- 

continues: 
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(X, V) -o D p . f ( x ,  v, . . . ,  v) de (X x E, n x 7z~) dans (F, ~r7) 

77 

est 2-born6. 

Si f est analytique sur X et si n ~ =  z(nr.), pour tout x e X  on a 

(t"A~f(x)) 20 dans cg~(/7,R • E). La restriction de f ~t toute vari6t6 affine 

de dimension finie est analytique. 

Les fonctions analytiques ainsi d6finies ont des propri6t6s analogues 

celles des fonctions analytiques ordinaires. Nous reviendrons sur cette question 

dans un autre article. 

4.2. Darts les paragraphes 2, 3, 4, l'hypoth~se: rc r = z(ne) utilis6e dans les 

principaux th6or~mes peut ~tre remplac~e par la condition plus faible: 

z~: v6rifie la condition (R) (voir D6finition 1.2, Chapitre II). 

Cette condition est en particulier satisfaite par c~j(i~, X). 

P rob l6me .  L'hypoth6se ne = z(n~) peut-elle ~tre complbtement sup- 

prim6e? 

4.3. Si E et F sont des espaces affines localement convexes, il peut ~tre 

int6ressant dans certaines questions (th6or6me des fonctions implicites) de 

consid6rer des fonctions rdgulidrement diffdrentiables sur X, c'est-~-dire 

diff6rentiables sur X et r6guli~rement diff6rentiables en tout point de X. 

Ces fonctions jouissent de propri6t6s analogues ~t celles des fonctions dif- 

f6rentiables sur X, en particulier la compos6e de deux applications r6guli~re- 

ment diff6rentiables est r6guli6rement diff6rentiable. Toutefois, cette notion 

pr6sente certains inconv6nients (difficult6 de v6rifier si une fonction est r6- 

gulibrement diff6rentiable sur X en particulier) et ne semble pas adapt6e /~ 

l'6tude des vari6t6s de dimension infinie et de leurs prolongements que nous 

avons en vue (Chapitre IV); aussi ne l'emploierons-nous pas. 

4.4. Soit/~ un espace vectoriel sur R. On dira qu'une quasi-topologie 

~ sur /~ est vectorieIle si les applications: 
E 

(k ,v )~kv  et ( v , v ' )~v+v ' ,  off k~R,  v~E et v'~/~, 

sont quasi-continues. Dans ce cas, la topologie 03 associ6e/lla pseudo-topo- 
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logie sous-jacente /t ~ est compatible avec la structure vectorielle de /~. 

Unequasi-topologie surl 'espace affine E sera dite affine s'il existe une quasi- 

topologie vectorielle 7r~ sur E telle que les applications: 

( x , v ) - o x + o  et ( x , x ' ) - - , x - x ' ,  ofa x ~ E , x ' e E e t v e l ! ,  

soient quasi-continues. Les d6finitions et r~sultats du Chapitre II et du 

Chapitre III sont encore valables en rempla~ant partout les quasi-topologies 

localement convexes par des quasi-topologies affines et la topologie locale- 
ment convexe z(rcE) par la topologie 0E. En particulier, on d6finit ainsi les 

applications n fois diff6rentiables d 'un espace vectoriel topologique s6par6 

dans un autre. 

CHAPITRE IV 

VARIt~TI~S DIFFI~RENTIABLES DE DIMENSION INFINIE 

1. Var i6 t~s  q u a s i - t o p o l o g i q u e s  et d i f f~rent iab les .  

Soient (E, TrE),(F,~F) et (G, TrG) trois espaces affines quasi-localement 

convexes, (X, Tr) un sous-espace de (E, TrE) tel que X soit ouvert pour ~(ZrE). 

Les notations sont celles du Chapitre III. 

T h 6 o r ~ m e  1.1. L' application T:(g, f ) -~ g ofde(~"(G,F) • ~'(F,X),~,,  • cSn) 

dans (~-m(G,X),cSn-m) est m fois diffdrentiable, pour tout m < n. 

D f m o n s t r a t i o n .  Soient ~' ,  ~-', fret if' des filtres sur 

~"(F, X), ~( /~ ,  X), ~"(G, F) et ~ ( G ,  F) 

resp. tels que l 'on ait: 

-, , ~,~' g,. ~-c5 n f, ,~ '  cSnf, fr g et 

Pour tout t CR, on a: 

(g + t g ' ) o ( f  + t f ' ) -  g of  = g o ( f  + t f ' ) -  g of  + tg' o ( f  + t f ' )  

= t [ <Dg(f ) , f '> + g' of] + tAg(f, t , f ' )  + t2[Ag'(f, t , f ' )  + ( D g ' ( f ) , f '  >] 
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o~ ( D g ( f ) , f ' )  d6signe l'application: x ~ Dg(f(x))(f ' (x))  et Ag( f , t , f ' )  est 

l'application : x -~ Ag(f(x),  t,f '(x)). D'apr~s le Th6or~me 2.2 du Chapitre 

III, l'application : 

D~(g,f) : (g ' , f ' )  ~ [ (Dg( f ) , f '  ~> + g' of] 

est une application lin6aire de ~ " ( G , F ) x  ~n(F,X) dans ~"-~(G,X);  la 

(n-1)-i6me diff6rentielle de I'application: 

x ~ (D?(g,f), ( g ' , f ' ) )  (x) 

est une combinaison lin6aire d'applications de la forme: 

(D"~(f) ,  (D'~f, ..., f f " f ' )  ) et (Dm'g'(f), (O"f, ' . . ,  Dt"f ') );  

en vertu des Th6or~mes 1.1 et 1.2 du Chapitre II et des relations: 

Dm~'2Dmf ' et Dm~'2D"g ', on aura: 

Dm(DT(g,f) (~' x ~ ' ) )  2 Dm(D~(g,f) (g' , f ' ))  

pour tout entier m < n, donc, 

DT(g,f ) ((r x ~ ' )  6 n_ 1D~(g,f) (g' , f ' );  

ceci prouve que DT(g,f) est une application quasi-continue. Par ailleurs 

l'application Ag( f , t , f ' )  est une application ( n - l )  fois diff6rentiable, sa 

(n-1)-i~me diff6rentielle 6tant une combinaison lin6aire d'applications de 

la forme: 

(ADm'g(f, t,f'),(Di~f, . . . ,  Di"J') > + td?. 

En vertu du Th6or6me 1.1 du Chapitre II, on a:l 

AD"- l f r  to + U,~- ' )  2 ADZ-lg( f ,  to,f'). 

En posant: 

( Ay((g,f), t, (g ' , f ' ) )  = ((g + tg') o ( f  + t f ' )  - g of) / t  - (D?(g,f), (g ' , f ' )  > 
s i  t # 0  

AT((g,f),0,(g' ,f ' ))  = 0 
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on obtient: AT(&x ~ , t  +sU, fr x . ~ ' ) 6 , _ l A T ( ( g , f ) , t , ( g ' , f ' ) ) ,  ce qui 

montre que ~, est une application diff6rentiable de ~"(G,F)  x 9"(F,  X) dans 

9 " -  I(G,X). 11 en r6sulte que l'application: ((g,f), (g' ,f ' ))  ~ [ <Og(f) , f '  > - g'oJ] 
est une application diff6rentiable ~t valeurs dans 9"-2(G,X);  par cons6quent 

l'application: D T : ( g , f ) ~  DT(g,]) est une application diff6rentiable de 

, ~ . -  2 -% ~ (F, X))  9] . (G,  F) x 9 ] . (F ,  X) dans ~a(ga ._  ~(G, X), 9~.(G, F) • . 

dont la diff6rentielle en (g,f)  est l 'application: 

(g ' , f ' )  ~ [(g",f") ~ ( <O2g(f), ( f ' , f " )  > - <Og'(f) , f" > + <Og"(f) , f '  >)]. 

Par r6currence on montre: ? 6 9re(Nil_" (G, X), 9] .(G, F) x 9] . (F ,  X)). 

C o r o l l a i r e  1. L'application 7: (g,f)---r g o f  de (9(G,F)  x 9 ( F ,  X),6 • 6) 

dans (~(G,X) ,6)  est une application inddfiniment diffdrentiable. 

C o r o l l a i r e  2. L'application: ( x , f ) - * f ( x )  de X • ~ ' (F ,X) j"dans  F est 

n lois diffdrentiable. 

Dans la suite nous supposerons connue la th6orie des cat6gories inductives 

(voir [8b] et [8c] dont nous utilisons les notations). La classe des unit6s 

d'une cat6gorie c~ sera d6sign6e par C~o; les unit6s ~t droite et ~t gauche de 

f E  c6, par ~(f) et fl(f) resp. 
Soit P (resp. if) la cat6gorie des applications quasi-continues d 'un espace 

quasi-topologique (resp. non s6par6) dans un autre, consid6r6e comme catS- 

gorie au-dessus de la sous-cat6gorie pleine ~-~' de ~ dont les unit6s sont les 

topologies s6par6es (resp. au-dessus de~')relat ivement au foncteur 0 (resp. 0): 

((X', 7z'),f(X, 70) ~ (Ox,,f, Ox) (Chapitre II, w 

Nous munirons P (resp. P) de la relation d'ordre: 

((X2,n2),f,(Xx,~Zl)) <((X~, n~),f ' ,  (X;,Tz~)) si, et seulement si, Xi est ouvert 

pour O(X~,n'i) et ~z~ = ~z;/X~, o~ i = 1,2, et si f est la restriction de f '  ~t X I. 

Soit H (resp. oq") le groupoide des 616ments inversibles de P (resp. G'). 



APPLICATIONS DIFFERENTIABLES... 81 

Propos i t i on  1.1. P (resp. P) est une catdgorie inductive complkte au- 

dessus de f '  (resp. ~ )  relativement ~t 0 (resp. 0). 

D~monstrat ion .  Montrons seulement que P (resp./7) est complete au- 

dessus de J - '  (resp. ~=), le reste de la proposition r6sultant des d6finitions. 

Soit C une sous-classe compl6te de /70 compatible relativement ~ 0, c'est-/i- 

dire une sous-classe de /7 satur6e par induction et agr6gation et telle que, 

si (X, Tz)~C et (X',Tr') ~ C, on ait: ~ z / X ~ X '  = n ' / X ~ X '  et X N X '  ouvert 

pour 0(X, Tr) et pour O(X',n') et qu ' i l  existe q (C)= u X ,  off (X ,n ) sC;  

soient x ~ ~(C) et A e un filtre sur q(C). Soit v la relation d6finie par: 

Y v x  si, et seulement si, il existe (X ,n ) cC  tel que x ~ X ,  x~Y" et W~zx. 

Comme X n X '  est ouvert pour O(X, rO et O(X',~z'), les relations x E X '  et 

Wvx entrainent que X ~ X '  contient un 61~ment de W, d'ofi At(nIX n X')x 

et W n 'x .  Doric (4(C), v) est l'agr6gat de C dans/7o et P e s t  compl6te relative- 

ment it 0. Si de plus C c P  o et si u 0 ( C )  est s6par6e, les relations Wvx et 

W vx' entrainent x = x' ,  d'ofi (~(C),v)= u C dans P o e t  P e s t  compl&e. 

Soit Po la classe form6e de t o u s l e s  couples (X, z0, off (X,n)  est un 

sous-espace d 'un espace affine quasi-localement convexe (E,n~) et off X 

est ouvert pour la topologie localement convexe z(~zz) sous-jacente ~t hE. 

Soit z(n) la topologie induite sur X par z(~rE), j(~z) la quasi-topologie scus- 

jacente  ~ (X, Tr)sP o. Nous munirons P~ de la relation d 'ordre:  

(Xa,zq) < (X,~z) si, et seulement si, Xx est ouvert pour Z(Tr) et si zq = ~z/X. 

Soit P '  la cat6gorie ayant Po pour classe de ses unit6s, form6e des 

f =  ((X',zc'),f,(X,rc)) tels que j ( f )  = (j(z~'),f, jQ0)~P, munie de la relation d 'ordre : 

((X~, zc~),fl, (X 1, ~1)) < ((X', n ') ,f ,  (X, zO) si, et seulement si, 

(X~,n~) < (X', z~') et (X1,7h) < (X, zc) dans P~ et si f l  est la restriction de 

f ~ X l .  

Propos i t i on  1.2. P~ est une esp~ce de structures locales au-dessus 

de J-'  pour ~:(X,~)--~z(~); P' est une catdgorie inductive au-dessus de 

~J-' relativement ~ 0'= Oj. 
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R6sulte des d6finitions, le groupoide distingu6 dans P'  6tant le groupoide 

Yl' de tousles 616ments inversibles de P'. 

Corol la i re .  La cornpldtion if' (resp. :P') de P' au-dessus de ~"  (resp. 

3-) relativement ?t O' est une catdgorie inductive au-dessus de P (resp. IP). 

Si F est un groupoMe inductif au-dessus de P' relativement au foncteur T, 

l'dlargissement complet de F au-dessus de 3-' est un groupoMe inductif 
au-dessus de P. 

D~monstration.  Rappelons [8b] qu'un 616ment de /~' (resp. /~') est 

une classe complete K d'616ments de P', compatible au-dessus de ~"  (resp. 

relativement /t 0', c'est-~t-dire une sous-classe de P'  satur6e par induction 

et agr6gation, telle que u O ' ( K ) ~ ' ( r e s p .  ~ )  et que, si f ~ K  et f ' ~ K ,  

on air: 
O'(f' ~ f )  = O'(f') t~ O'(f). 

Alorsj(K) est aussi compl6te dans P (resp. /~), donc admet un agr6gat Uj(K) 

clans P (resp. P); l'application: K ~ U  j(K) d6finit if' (resp. P') comme cat6- 

gorie inductive au-dessus de P (resp. P). Une structure de l'61argissemcnt 

complet F de F au-dessus de 3-", relativement au foncteur 0'T,s'identifie 

~t un couple (V,A), off Vest un ensemble et A un atlas complet sur Vcompa- 

tible avec F au-dessus de J- ' ;  rappelons [8b] qu'un tel atlas est un ensemble 

d'616ments (g,e), off e~Fo et g est une application biunivoque de O'T(e) 

sur ~(g) c V v6rifiant les conditions suivantes: 

1) V= ufl(g) et la topologie z(A) sur V ayant pour base d'ouverts les 

ensembles fl(g) est s6par6e. 

2) A est satur6 par induction et agr6gation pour l'ordre produit des ordres 

de F o et 3--'. 

3) A A - I = F  et A F = A ,  off AA-1 (resp. AF)  d6signe l'ensemble 

des ~l~ments (e',g'g -1,c) (resp. (g~, e)), off (g,e)~A, (g', e') ~A et (e',f,e) ~F. 

Alors la classe des quasi-topologies v(fl(g)), images par g de O'(T(e)), off 

(g,e)~A, est une sous-classe compl6te dans P et l'application 

v:(V,A)~(V,v(A)),  off v(A)= Uv(~(g)), d6finit F comme groupoide in- 

ductif au-dessus de P d'aprOs le thOor6me de transitivit6 des 6largissements 

complets [8b]. 
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D6finition 1.1. Une structure C de P' (resp. P')  sera appel& vari6t6 

quasi-topologique (resp. non s6par6e) et identifide au couple (V,v) = L) j (C) 
dans P (resp. dans P); on posera z(v) = u O'(C). 

Soit A n (resp. A ~ ) la sous-cat6gorie de P '  (resp. de P)*) dont los 616ments 

sont les triplets ((Y, n' ) , f , (X,  n)), ofa (X, n) est un sous-espace de (E, nE)e P~, 

(Y,n'), un sous-espace de (F, nr) e P~, et f ,  consid6r6e comme application 

de(X,n) dons (F,n~), est n fois diff6rentiable surX. Soient A =A~et A= A ~~ 

Proposition 1.3. A :~ et A (resp. ~ et A) sont des sous-catdgories in- 

inductives (resp. inductives faibles) de P'  (resp. de P). 

L'ensemble des morphismes de A n (resp. A) de source (X, zc) et de but 

(Y,n')  sera muni de la quasi-topologie induite par (~"(F,X),6~) (resp. 

(~(F,X),c~)). D'apr~s le Th6or~me 1.1, la loi de composition dans la sous- 

cat6gorir pleine de A ayant pour unit6s les espaces affines localement con- 

vexes est ind6finiment diff6rentiable. 

Le groupoide A n (resp. A ~~ des 616merits inversibles de A n (resp. A) est 

le groupoide inductif forms des triplets tels que f soit une application biuni- 

voque de X sur Yet que f et f - 1  soient n fois (resp. ind6finiment) diff6ren- 

tiables sur X et Y resp.; on a alors, pour tout x ~ X,  D f -  ~(f(x)) = (Dr(x))-  1. 

Nous d6signerons par An(E) (resp. A~176 le sous-groupoide plein de A ~ 

(resp. A) ayant pour unit6s los 616ments induits de (E, hE); ce sous-groupoide 

est un sous-pseudogroupe [8c] de A ~ (resp. A~). 

D6finition 1.2. On appelIe automorphisme local d'ordre n (resp. 

d'ordre infini) de E un dldment de An(E) (resp. A~176 Une unitd du groupot'de 

~n (resp. ~A ~176 obtenu par dlargissement complet de A n (resp. A ~176 au-dessus 

de 5-' sera appelde vari6t6 n fois (resp. ind6finiment) diff6rentiable; une 

unitd de l'dlargissement complet ~: (resp. ~oo) de A n (resp. A ~176 au-dessus 

de J-, vari6t6 non s6par6e n fois (resp. ind6finiment) diff6rentiable. 

~n (resp. ~n) est un groupoi'de inductif au-dessus de 3-- (resp. @') une 

structure de vari6t6 n fois diff6rentiable s'identifie /l un couple (F, A), 

off Vest un ensemble et A un atlas complet sur Vcompatible avec A n tel que 

la topologie sous-jacente z(A) soit s6par6e; d'apr~s le corollaire de la Pro- 

position 1.2, il lui est associ6e canoniquement une quasi-topologie v sur F. 

*) Voir Note ~ la fin du M6moire, p. 11~. 
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Si Vest connexe pour r(A), et si (g, (X, zt)) ~ A, off (X, rt) < (E, n~), la struc- 

ture (V,A) est enti6rement d6termin6e par la donn6e de l'atlas complet A' 

form6 par les cartes locales de A dont la source (X',  n ')  est major6e par (E, ~E) 

dans Po; c'est-~-dire (V,A) s'identifie au couple (V,A'), off A' est un atlas 

complet compatible avec A"(E). Nous poserons donc: 

D 6 f i n i t i o n  1.3. Soit (E,~z~) un espace af/ine quasi-localement con- 

vexe; on appelle (E,~L)-vari6t6 n fois (resp. ind6finiment) diff6rentiable un 

couple (V,A), o~ Vest un ensemble et A un atlas complet, compatible avec 

A"(E) (resp. A~176 et tel que la topologie z(A) sous-jacente d A soit sdparde. 

Dans la suite, une carte locale (g, (X, n))~A, off g est une application bi- 

univoque de X sur fl(g) ~ Vet (X, 70 < (E, roe) sera souvent not6e seulement g. 

Si zre = z(ne) , une (E, nE)-vari6t6 n fois diff6rentiable sera appel6e E-vari6t6 

n fois diff~rentiable. Si E est de dimension finie, on retrouve les d~finitions 

de [8a]. 

D 6 f i n i t i o n  1.4. Soient (V,A) et (V',A') deux structures de vari~tds 

n fois (resp. ind~finiment) diff~rentiables et U < (V,A) dans A" (resp. A~~ 

un dldment ((V',A'),f, U) de la cat~gorie inductive A" (resp. A) obtenue 

par ~largissement complet de A" (resp. A) au-dessus de ~ '  sera appeld 

application n fois (resp. ind6finiment) diff6rentiable de U dans (V',A'). 

Un ~l~rnent de la catdgorie A" (resp. ~oo) ~largissement complet de A ~ (resp. 

A ~) au-dessus de f sera appeld application n fois (resp. ind6finiment) 

diff6rentiable au sens large. 

Rappelons [Sb] que l'616ment ((V', A'),f, U) e A" peut ~tre caract6ris6 de 

la far suivante: pour tout g EA et tout g '  ~A' ,  l 'application g'-~fg est 

n f0is diff6rentiable sur sa source. Si A 1 et A~ sont des sous-ensembles de 

A et A' resp. tels que U = Wfl(A1) e t f ( U )  = Ufl(A~), il r6sulte du Th6or~me 

2.1 du Chapitre III que la condition: ~[-l fgl  E A" pour tout gl E AI et 

g~ ~ A~ entra~ne ((V', A'),f, U) ~ ~A". 

Pour tout entier m < n, l 'injection canonique de A" dans A ~ d6finit 

A" comme cat6gorie inductive au-dessus de Am; par suite si (V,A)~/k", 

l'atlas A peut &re compl6t6 en un atlas complet sur V compatible avec A m, 

ce qui d6termine une structure de vari6t6 m fois diff6rentiable sur V, 
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sous-jacente ~ (V,A) et que nous noterons encore (V,A) pour simplifier. Si 

f est une application n fois diff6rentiable de (V, A) dans (V', A'), elle est aussi 

m fois diff6rentiable pour tout m < n. 

Soient (V, A) une (E, rce)-vari6t6 n fois diff6rentiable et (V', A') une (F, r~r)- 

vari6t6 n fois diff6rentiable; nous d6signerons par v(A) et v(A') les quasi- 

topologies sous-jacentes ~t A et A', par T(A) et z(A') les topologies sous-jacentes 

A et A'. S i x  E V, U(x) disignera un ensemble contenant x, ouvert pour 

z(A), muni de la quasi-topologie induite par v(A). 

R e m a r q u e s :  1.1. Soient f une application de U(x) dans V', g ~ A  
et g ' ~  A' tels que x ~/~(g) et x '  = f ( x ) e / ~ ( g ' ) ;  on dira que f est diffdrentiable 
en x si l 'application g ' - l fg  est diff6rentiable en g-~(x). Cette notion ne 

faisant intervenir que le comportement de g e t  g'  aux points g- a(x) et g'- ~f(x), 
elle pourrait &re d~finie dans le cas suivant: Vest  un ensemble, x E V, et B 

est un atlas complet dans 3- '  tel que, si b~B et b'~B, l 'application b -~ b' 
soit n fois diff6rentiable au point b ' - l (x) .  Si les cartes de B sont d6finies sur 

un espace vectoriel de dimension finie, on retrouve la notion de vari6t6 n 

fois diff~rentiable en x, au sens de [-20]. 

1.2. En utilisant la d6finition d'application analytique indiqu6e dans les 

compl6ments du Chapitre III, on pourrait d6finir la notion d'application 

analytique d 'une vari6t6 analytique dans une autre par un proc6d6 analogue 
~t celui d6crit dans le cas diff6rentiable. 

Soit ~ ( V ' ,  V) l 'ensemble des couples (f,x), oCa f est une application n 

fois diff6rentiable d 'un voisinage U(x) de x, dans V'. Soit p, la relation 
d '6quivalence: 

(f,x) ,,, ( f ' ,x)  si, et seulement si, f(x) = f ' ( x )  et si, pour tout entier m < n, 
il existe g c A  et g ' e  A' tels que l 'on ait: 

Din(g, - l f g )  (g -1  (x))  = Drn(g ' - I f , g )  ( g -  l(x))" 

Si (f, x) ~ ( f ' ,  x), il r6sulte du Th6orbme 2.1 du Chapitre III que les applica- 

tions g~-lfg i e t  g'l-lf'gl ont m~me m-i~me diff6rentielle en g~-l(x), quelles 

que soient les cartes locales gl EA et g~ ~A1, si x~fl(gl) et f(x)~fl(g~). 
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D6finit ion 1.5. La classe d'dquivalence modulo p, de f ~ ( V ' , V )  

est appelde jet infinit6simal d'ordre n, ou n-jet, de f e n  x et notde j:~f ; 

le point x est appeld source de jn f  et le point f (x) ,  but. L' ensemble des n-jets 

en x sera notd J'~(V', V) et on posera: 

J"(V', v)  = [.J s ; (v ' ,  v). 
x ~ V  

S i f e s t  une application d 'un ouvert U de z(A) dans (V' ,A')  qui est n fois 

diff&entiable sur U, l'application: 

j"f : x + j ] f  de U dans J"(V', V) 

sera appel6e riot d'ordre n de f sur U. 

Cas partienliers: 1.1. Si E et F sont des espaces vectoriels de di- 

mension finie, cette d6finition coincide avec la d6finition de jet infinit6simal 

d'ordre n au sens de [8a]. 

1.2. Un n-jet j~ f  de (E, %) dans (F, nF) s'identifie ~ chacune des suites 

(f(x),  Dmf(x))m<_. e F  x I-[ E(~,~m) et (f(x),  D(m)f(X))m<_. 616ment de 

F x ]-I " ~ ~ s (F, E). Nous noterons fix(F, E) l'espace des n-jets de (E, rc~) dans 
m ~ n  

(F, %,) de source x et de but y, muni de la structure vectorielle quasi-locale- 
r -'~ " * m  

ment convexe induite par l--[ La(F,E ). Cet espace est quasi-isomorphe ~t 
m m < n  

l'espace oJ"o(F,E), que nous noterons Mx(F,E). 

�9 �9 n o n  . n  n -'~ n " ~  Proposit ion 1.4. L apphcatton (jog, jo~f)---~jo(g of)de Mz(G, b') x M~(F, E) 

dans M~(G,E) est inddfiniment diffdrentiable. 

D~monstration. D'aprbs le Th6or~me 2.2 du Chapitre III, il suffit de 
. ~  . n  m . montrer que l'application: (jog,jo'f)--+D (g o f ) ( 0 ) e s t  une application in- 

d~finiment diff~rentiable de; M~(G, F) x M~(F, E) dans L~(G, E ) pour tout 

entier rn _< n. D'apr~s le Th~or~me 2.1 du Chapitre III, D'~(g of)(0) est 

combinaison lin~aire &applications: 

T= <Deg(0), (Dt~f(O), ...,D jr(O)) > . 

La proposition en r~sulte. 
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Nous poserons M"~(E) n -~ A n -~ "~ = Mz(E,E) t~ et appellerons M~(E) le groupe 

d'isotropie d'ordre n de /~ (en 0). D'apr& la Proposition 1.4 la loi de com- 

position dans M~(/~) est ind6finiment diffdrentiable. 

Comme dans le cas des varidt6s de dimension finie, on aura ~ consid6rer 

les 616ments suivants: 

D 6 f i n i t i o n  1.6. Un dldment de Jn(V,F) de source 0 et de but x sera 

appeld (F, nr)n-vitesse sur (V,A), d'origine x; un dldment de Jn(F,V), de 

source x et de but O, une (F, nr)"-covitesse de source x. 

Nous d&ignerons par TfF,~.)(V,A), ou simplement T~(V), (resp. T~.* (V)) 

l'ensemble des (F, nr)n-vitesses (resp. covitesses) sur (V,A). L'ensemble des 

(F, nF)n-covitesses de source x est un espace vectoriel isomorphe ~t Mn(F -~, E~). 

Si F est de dimension finie k~ nous poserons: T~(V) = T~(V) et Tj?* (V) = T~* (V) 

et appeIlerons les 616ments de ces ensembles kn-vitesses et k"-covitesses resp. On 

6crira aussi: T~(V)= Tn(V), T~* (V) = T ~* (V), T~(V) = T(V) et T~* (V) 

= T*(V).  

D 6 f i n i t i o n  1.7. Un dldment de T(V) (resp. T*(V)) sera appel~ un 

vecteur (resp. covecteur); l'ensemble T~(V) des vecteurs d'origine x, l'espace 

tangent ~ (F,A) en x. 

En particulier, To(E ) 6tant isomorphe ~t L,e'(/~, R~), c'est-~t-dire fi/~, T~(V) 

et l'ensemble T*(V)  des covecteurs de source x sont resp. isomorphes 

/~ et ~ .W'(/~,/~). Remarquons que T*(V) est isomorphe au dual (topo- 

logique) de l'espace obtenu en munissant /~ de la topologie z(ff~). Si 

~r est muni de la topologie de la convergence locale, Tx(V ) s'identifie 

un sous-espace du dual de T*(V). Toutefois les espaces localement con- 

vexes Tx(V) et T*(I  0 ainsi obtenus ne sont en dualit6 que si la topologie 

de T* (V) est identique ~ la topologie de Mackey. 

D 6 f i n i t i o n  1.8. Un n-jet inversible de (E,n~) dans (V,A) de source 0, 

de but x sera appeId rep~re d'ordre n de (V,A) en x; l'inverse d'un tel 

repbre sera appeld corep~re d'ordre n de (V, A) en x. 

L'ensemble des rep6res (resp. corep~res) d'ordre n de (V,A) sera not6 

Hn(V, A) (resp. H~*(V, a)). 
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Proposit ion 1.5. Le sous-ensemble H~(V,A) de H"(V,A) formd des re- 
o n  n "~ pores en x s'identifie ~ (3of )M (E), olt f c A  et f ( O ) = x .  

En effet, ( j o f ) M  (E)cHx(V,A) ,  si ~ H ~ ( V , A ) ,  on a: 

"" - '  g ~ M"(E), "" (Jof)  ~ =  &off ~=Jofg .  

Soient (V,A)~/~oo et (V',A')c.~~176 soit x c Ve t  ~x(V',  V) l 'ensemble des 

couples (f, x) tels que f soit une application ind6finiment diff6rentiable de U 

dans (V' ,A') ,  off U <(V,A)  dans ~oo et x~_ U. Soit Po~ la relation d'6qui- 

valence d6finie sur ~x(V',  V) par: (f, x) ~ ( f ' ,  x) si, et seulement si, 
�9 n . n  t Jxf=Jxf, pour tout n. La classe d'6quivalence de ( f ,x)  modulo Poo sera 

not6e j~ f  et appel6e jet infinitesimal d'ordre infini, ou og-jet de f en x. On 

d6finit comme pr6c6demment f ~  V), o~ -" -~ Mx (F,E), Tr,oO(V), oo, T; (V), H~176 
et H~176 

Supposons z~ = z(Ir~) et lr,. = z(lrv). Si (V, A )e s t  une E-vari6t6, la quasi- 

topologie v(A) s'identifie ~t la topologie z(A). Soit 5f un ensemble de parties 

born6es de /~ dont la r~union est totale dans /~  et tel que l 'application: 

( v , u ) ~ v o u  de 5a~(/~,E) •162 dans ~ca (~,/~) 

soit continue; il en sera ainsi par exemple dans le cas off /~ est un espace de 

Banach et 5 p l 'ensemble de tous les  born6s de E. En remplaqant dans tout 

ce qui precede diff~rentiable par 5P-diff~rentiable, on d~finit la notion de 

E-vari~t6 n fois 5P-diff6rentiable. Si les espaces M~5~(F,/~) ainsi obtenus 

sont munis de la topologie Mr ~ induite par I~ Lr E ~"), on montre 
m ~ n  

encore que la loi de composition dans M"~(E) est ind6finiment 5P-diff~ren- 

tiable. Si de plus (V' ,A')  est une F-vari6t6 n fois 5P'-diff6rentiable, l 'appli- 

" -~ -~ M~(/~,/~) dans Ms.(G, E) est ind6fini- cation : (v', u') ~ v' o u' de M~(G, F) x " -" -~ 

ment 6~-diff6rentiable. Si E et F sont m6trisables, on consid~rera en particulier 
n --~ M~(F, E), off c est l 'ensemble de tous les compacts de E. 

R e m a r q u e  1.3. Les E-vari6t6s n fois diff6rentiables, off E est un espace 

localement convexe, sont d6finies dans [7]. Dans le cas particulier off E est 

un espace de Banach, la notion de E-vari6t6 n fois b-diff6rentiable est 6qui- 

valente ~t celle de [21]. 
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2. Espaces fibres quasi-topologiques. 

Dans une cat6gorie ff nous d6signerons par c~ o la classe de ses unit6s, par 

a(f)  et fl(f) les unit6s fi droite et h gauche de f e c f ;  une unit6 d 'une cat& 

gorie d'homomorphismes au-dessus de ~ sera aussi appel6e structure. 

Soit P la cat6gorie des applications quasi-continues (w soit (P, T,c~,F) 

une cat6gorie d'homomorphismes ['8b], oh F est le groupoide des 616ments 

inversibles de 5 ;  rappelons qu'alors Tes t  un foncteur de c~ vers P, qu'un 

morphisme de ~ s'identifie ~ un triplet (S',f ,  S), oh S ~ r S' e go et f es 

une application quasi-continue de T(S) dans T(S') et que (P,T, F) est une 

esp&e de structures. Une unit6 it de c~ sera aussi d6sign6e par le couple (X, ~z), 

oh X est l'ensemble sous-jacent fi la quasi-topologie T(Tr); un isomorphisme 

de ~f, par le couple (f,(X,n)). Nous supposerons de plus que pour certains 

couples ((X, Tr),(Y,~/)) ~ ,~ o • r il existe un produit (X • Y, rcx ~/) dans ~f 

tel que T(X x Y, n • 11) = T(Tz) x T(~/); ce produit est alors parfaitement 

d6termin& L'injection canonique d'une partie A de l'ensemble A' dans A 

sera not6e i a. 

D 6 f i n i t i o n  2.1. On appellera cat6gorie de classe c~ un couple (G,7)~ C~o 

vdrifiant les conditions suivantes: 

1) G est muni d'une structure de catdgorie: nous ddsignerons par c~a 

et fig les applications source et but dans G, par G' la classe des couples 

composables, par o o l'application: (g,f)--* g / d e  G' dans G. 

2) II existe (Go, 70) ~ go tel que (7, ico, 7o) ~ c~, (7o, ~o, 7) ~ c~ et (?o, flo, 7) ~ c~. 

3) I1 existe (G • G,7 x Y ) ~ o  et ( G ' , y ' ) ~ o  tels que (y x y, iG,,7')@~; 

cette condition entrafne (7, oc, 7') E 5.  

Les conditions 2 et 3 signifient que (G,?)est une cat6gorie d'op6rateurs 

C~-structur6e [-8el, si r  aussi une cat6gorie d'homornorphismes au-dessus 

de ~. Elles ont pour cons6quences: 

T(7o) = T(?)/Go et T(7') < (T(?) x T(y))/G'. 

Une cat~gorie de classe P sera appel6e cat6gorie quasi-topologique. En 

particulier un groupe quasi-topologique est un couple (G,~)~P, oO G est 

un groupe et oh l'application oG de (G • G, 7 x 7) dans (G, ?) est quasi- 
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continue. Une cat6gorie de classe z~. sera appel6e catdgorie n fois dif- 

fdrentiable. 

E x e m p l e s :  2.1. Avec les notations du w M~'(/~,E) est une cat6gorie 

ind6finiment diff6rentiable. 

2.2. Une cat6gorie de classe f '  est une cat6gorie topologique [8d-]. 

D 6 f i n i t i o n  2.2. Soit (G,?) une cat~gorie de classe ~. On dira que 

(G,?) est une cat6gorie d'op6rateurs de classe ~ sur (Y,~/)eg o si les condi- 

tions suivantes sont v~rifi~es: 

1) Y est une espdce de structures sur G relativement & une projection p 

telle que l'on ait (y,p,~l)e~. Nous d~signerons par G ' /Y  l'ensemble des 

couples composabIes (s, y) ~ G x Y(tels que p(y) = ~G(S)), par c l' application: 

( s , y ) ~ s y  de G ' / Y  dans Y. 

2) I1 existe ( G x  Y , ? x ~ / ) E ~  o et (G'/Y,~;")c~ o tels que l'on nit: 

(T x ?, iG, / r,7 ~) ~ 5,  et cette condition entrafne (~, c, ?") ~ W. 

Ces conditions signifient que (G,?) est une cat6gorie d'op6rateurs ~-struc- 

tur6e [8el sur (Y,~/), lorsque ~ est une cat6gorie d'homomorphismes au- 

dessus de $z. 

Cas  p a r t i c u l i e r .  2.3. Si ~ = P  (resp. /~, resp. A~),unecat6goried'o - 

p6rateurs de classe q~ sera appel6e catdgorie d'opdrateurs quasi-topologique 

(resp. n fois diffdrentiable, resp. ~ fois diffdrentiable). 

2.4. Si rg = ~- ,  une cat6gorie d'op6rateurs de classe ~- est une cat6- 

gorie d'op6rateurs topologique (voir [Sd])  

2.5. Un groupe d'op6rateurs de classe ~ sur (Y,~/)C~o est un groupe 

(G, V) de classe ~ tel que G soit un groupe d'op6rateurs sur Y, que l'appli- 

cation: (s, y)--* sy d6finisse un homomorphisme de (G x Y, ? x ~/) darts (Y, ~/) 

appartenant 5. ~f et que (y,p,t/) c $', off p(y) = e = unit~ de G. 

P r o p o s i t i o n  2.1. Si (G,?) est une catdgorie d'opdrateurs de classe P 

(resp. ~n) sur (Y,q), la catdgorie des hypermorphismes associde ~ l'espdce 

de structures (G,p ,Y)  est une catdgorie de classe P (resp. An). 
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En effet cette cat6gorie [8b] est form6e des couples composables (s, y) et 

appartient h cg 0 en vertu de la condition 2, D6finition 2.2; !la loi de compo- 

sition 6tant d6finie par: 

((s', y'), (s,y)) ~ (s's, y) si, et seulement si,y' = s(y) 

elle est quasi-continue (resp. n fois diff6rentiable) en m~me temps que l'ap- 

plication ( s ' , s ) ~ s ' s ,  en vertu des Th6orbmes 1.1, Chapitre II et 2.2. 

Chapitre III. 

Supposons d6sormais P (resp. P) muni de sa structure de cat6gorie induc- 

tive r4guli6re ~t droite [8c] d6finie au w 

D 6 f i n i t i o n  2.3. On dira que c~ est une cat6gorie inductive h produit 

au-dessus de P (resp. P) si cg est une catdgorie inductive au-dessus de P (resp. 

_P) relativement dt T, vdrifiant les conditions: 

1) I1 existe une sous-classe c~, de c~ o x cs o telle que, si (S,S ' )~c~ ', S et 

S' admettent un produit S x S' dans c~ pour lequel: 

T ( s  x s ' )  = T ( s )  x 7"(s'). 

2) S 1 < S, $1' < S' et (S, S') e c~, entratnent ($1, S'l) ~ ~' .  

3) Soient (S,S ' )ecd ', (S ,S~)e~ '  et (S1,S')ec~'; alors on a: 

S x ( S ' n S ' ~ ) = ( S x S ' ) n ( S x S ; )  et ( S n S ~ ) x S ' = ( S x S ' ) n ( S t x S ' ) .  

Les conditions S = (.Y, n), S' = (X',rc') et (S, S') E r162 entrainent 

S x S ' = ( X x X ' ,  n x n ' ) .  

Exemples .  P',  /~" et A ~ sont des cat6gories inductives ~t produit au- 

dessus de P. 

P r o p o s i t i o n  2.2. Soit ~ une catdgorie inductive dt produit au-dessus 

de P. Soient (St, S'i)~cK ', oh i e I  et Su, = S i x  St'. Les propridtds suivantes 
sont vdrifides: 

1) S~ < Sj, S~ < Sj entratnent Su, < Sji,. 

2) S~i, < Sjj, et S / =  Sj entrafnent S~ < S 1. 
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3) 

4) 

S, ,  < S~,  et Sj~, < S~,,, entratnent Sir ~ S~,  = (Si ~ Si) x (S~ ~ Sj) 

Soit I '  ~ I, Sw < $i~, et S~ = Sj pour tout i e I ' ;  alors on a: 

i ' 

R6sulte des d6finitions. 

Nous supposerons d6sormais que ~ est une cat6gorie inductive ~t produit 

au-dessus de P, relativement au foncteur T, que c~ est r6guli~re ~t droite et que 

T(fs)  = T ( f )  T(s )  si, f e S ,  seC~o, et s < a ( f ) ,  off f s  et T ( f )  T(s) sont 

des pseudoproduits. Soit F le  groupoide des 616ments inversibles de c~, suppos6 

distingu6 [8c] dans c~. Soient ~ et o~ des sous-pseudogroupes faibles [8c] 

de c~ tels que (S, S ' )  e c~, pour tout S e Mo et S'  e fro.  Nous supposerons que 

T(F), T(M) et T ( ~ )  sont des sous-groupoides satur6s [8b] de P. Soient 

~, 5~ et ~ les cat6gorie et groupoides inductifs obtenus par 61argissement 

complet de c~, ~ et ~- resp. au-dessus de J- ' .  

Dans la suite G d6signera un groupe, G t le groupe des translations h gauche 

de G et G-  l 'ensemble support de G, identifi6 h l 'ensemble support de G t. 

Nous supposerons que (G,~) est un groupe d'op6rateurs de classe fK sur 

(Y ,~ / ) e~  0 et que l 'application a--r(rha, rl) est une-injection de G dans ~' ,  

en d6signant aussi par a l 'application y ~ ay, oll y e Y. Alors (G t, 7) est un 

groupe d'op6rateurs de classe c~ sur (G-,7).  

Soit O(Y,G,M) la classe de t o u s l e s  616ments /~=((X2 x Y, n2• ~l),r 

(X1 x Y, n 1 x ~/))eF de la forme suivante: Soient x e X 1 ,  y e Y ;  alors 

r y) = (g(x), Sx(y)) off s~ e G, ((X2, ~z2), g, (S,  n)) e 9~, ((G,y),s,(X~, 7z~)) e c~ 

et ( ( G , y ) , s - l , ( X ~ , n l ) ) e ~ ,  s et s -~ d6signant les applications: x ~ s ~  et  
- 1  x ~ s x resp. 

T h 6 o r 6 m e  2.1. r G,9~)= ~ est un sous-pseudogroupe faible  de c~. 

D6monstration.  S o i e n t S = ( X x  Y, n x ~ l ) e C ~ o e t S ' = ( X ' x  Y,n'x~) 
eOo; puisque ~ est un sous-pseudogroupe faible de c~ on a n n n ' e ~ o , .  

Soit e x I'application : x ~ e, off x c X et e est l'unit6 de G; alors ~x = (7, ex, n)e 

et (~,ex, n ' )ecg;  puisque T(~x(n n n')) = T(~x,(n n n')), a(~x(n n n ' ) )=  

ct(~x,(n n n')) = n n n" et fl(~x(n c~ n')) = fl(~x,(n n n')) = 7, on obtient 
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#x(n ~ n') = #x,(n ~ n'), d'ofl S n S' = ( n ~  ~')1• t/~@o. Soient 

qS =(r~a x t/, q~,nl x t / ) ~  et S = n  x t /<a(~) ,S~@o.  Le pseudo-produit 

~ S  admet S pour unit6 ~t droite puisque ~ est r6guli~re ~t droite; d'apr6s la 

Proposition 2.2, n <  nz; donc (y, s T ( n ) , n ) ~  et (~ , , s -~T(n) ,n )~;  il en 

r6sulte ~ S ~ .  Soient ~ = ( n ~ x  ~/,~b~,n~ x ~ / ) ~ ,  off i ~ I  et q~< ~ ;  

des relations: [.J n, ~ d o, (7, ~ ex,, [..J hi) ~ c~, on d6duit S = [,.J ~(~) e Oo, 
i ~ l  ~ I  i ~ l  i ~ l  

d'ofl [,.J ~i =/~S ~ ~. D o n c � 9  est un sous-pseudogroupe faible de ~. 

D6finition 2.4. On appellera pseudogroupe admissible pour (c~,~) 

ou c~ un sous-pseudogroupe faible r de tI)(G, Y,~) v~rifiant la condition: 

Soit ( X x  Y , n •  pour tout aEG et tout s  il existe 

(~b',(X • Y,n x r/))~O' tel que q~'(s Si O' est admissible 

pour (~,F),  on dira seulement que ~'  est admissible pour c~. 

D 6 f i n i t i o n 2 . 5 .  Soient ~ ' ( Y , G , ~ ) = ~ '  un pseudogroupe admissible 

pour (c~,~-) et ~ '  le groupo~'de inductif obtenu par dlargissement complet 

de ~'  au-dessus de ,~"; une structure de d~' sera appelde espace fibr6 de classe 

qb' de fibres isomorphes ~t (Y,~/) et de groupe structural (G,y). La classe de 

tousles  espaces fibres tels que c ~ , ~ , :  soient donn6s et ~',(Y,~/) et (G,7) 

variables sera d6sign~e par cC[~ , : ] .  

Un espace fibr6 de classe ~ '  s'identifie ~ un couple (M, A), o/t M est un 

ensemble et A un atlas complet sur M, compatible avec ~ '  et tel que la topo- 

logie z(A) sous-jacente soit s6parge. La carte locale ( f , (X  x Y,n x rl))cA 

sera not6e seulement f.  Pour tout x ~ X, l'application f~, y ~ f ( x ,  y) d6finit un 

isomorphisme de (Y,~/) sur un sous-ensemble f~(Y) de M, qui est par suite 

muni d 'une structure de ~ .  

e<I)o(Y,G,~); les ensembles fx(Y),  o~t Proposition 2.3. Soit (M,A)  ~' 

f E A, forment une partition de M et l'ensemble B quotient de M par la 

relation d'~quivalence associ~e est muni d'une structure de ~ .  

D 6 m o n s t r a t i o n .  Munissons toute structure (X x Y, n x q ) E ~  de la 

relation d'6quivalence d6finie par la projection canonique de X x Y sur X; 

un isomorphisme de ~ '  est aussi un isomorphisme pour ces relations; par 



94 ANDRI~E BASTIANI 

suite l'atlas A d6finit sur M une relation d'6quivalence dont les classes sont 

les ensembles f~(Y). Soit B l'espace quotient de M par cette relation; l'appli- 

cation f B : x ~ f ~ ( Y )  est un isomorphisme de X sur un sous-ensemble de B. 

L'6galit6 fB(x)=f 'B(x') ,  oO f'~_A, signifie que, pour tout y~_Y, il existe 

y ' ~ Y  tel q u e f ( x , y ) = f ' ( x ' , y ' ) ;  p u i s q u e f - l f ' = d ? ~ O ' ,  on a 

f (x ,  y) = f (o(x', y') = f(g(x'), s x, (y')), 

d'ofa x = g ( x ' )  ~t f ' ,  =fxsx,. Par cons6quent f n - l f , B = g  et les couples 

(fB, (X, n)) engendrent un atlas complet A B compatible avec &, c'est-~t-dire 

(B, A ~) ~ ~o. 

D 6 f i n i t i o n  2.6.1 Avec les notations de la Proposition 2.3, (B,A ~) 

est appeld base de (M, A) et f~(Y), muni de sa structure de Jo ,  fibre de (M, A). 

Soit m l'application canonique de M sur B; la fibre m-l(b)J sera d6sign6e 

par M b. L'application m agr6gat des applications f n p f - 1  o fa f~A  et p e s t  

la projection canonique de (X x Y, n • ~/) sur (X,~) appartient ~ c~; en 

particulier m est quasi-continue pour les quasi-topologies v(A) et v(A a) sur 

M e t  B sous-jacentes ~t A et A ~. 

E x e m p l e s :  2.3. Si cg = p (resp. A", resp. A~), un 616ment de Oo(Y, G, 1-I) 

(resp. ~o(Y,G, Tk~), resp. ?bo(Y,G,N.')) sera appel6 espace fibrd quasi-topo- 

logique (resp. n fois, resp. gfois, diffdrentiable). Remarquons que si (Y, ~/) ~ P 

et si G est un groupe de quasi-hom6omorphismes de (Y,q), on obtient un 

espace fibr6 quasi-topologique de fibres quasi-isomorphes h (Y, rl) de la faqon 

suivante: 

Soit ~(Y,G, YI) le pseudo-groupe form6 des quasi-hom6omorphismes 

( X  2 • Y,n 2 • 7z ) ,~ , (X  1 x Y, Tz 1 x r/)) tels que ~(x,y)=(X, Sxy),(Xi,ni)EPo, 
l'application x ~ s~ 6tant quelconque. Si on munit G de la quasi-topologie 

de la convergence locale, un dl~ment de l'~largissement complet de O(Y, G, H) 

au-dessus de J-" est un espace fibrd quasi-topologique. 

En effet les applications: (o', tr) ~ tr'tr et (y, tr) ~ try, oll tr ~ G, tr' ~ G e t  

y ~ Y, sont quasi-continues d'apr6s le Th6or~me 1.1 du Chapitre II; de plus 

la quasi-continuit6 de ~b entralne celle de l'application x ~ s ~  de (X, lr) 

dans (G, 2). 



APPLICATIONS DIFFERENTIABLES... 95 

2.4. Si 3 r d6signe le sous-pseudogroupe de :II' form6 des quasi-isomor- 

phismes d 'un espace quasi-localement convexe sur un autre, un 616ment de 

e'[YI', 3e'] (resp. A ~ [A ~, 3e~]) sera appel6 espace fibr~ vectoriel quasi-locale- 
ment convexe (resp. ~i fois diff~rentiable). 

2.5. En remplagant dans les exemples pr6c6dents P et 13, par ~-', on re- 

trouve [8e] les espaces fibres ~ groupe structural topologique, les espaces 

fibr6s n fois diff6rentiables et les espaces fibr6s vectoriels. 

R e m a r q u e s  2.1. On pourrait plus g6n6ralement d6finir des structures 

fibr6es en partant d'une cat6gorie inductive r /l produit au-dessus de t3; 

on obtiendrait ainsi des espaces fibr6s dont la quasi-topologie sous-jacente 

ne serait pas s6par6e. 

2.2. Soient ~ '  et ~ '  deux groupoides inductifs au-dessus de & et ~- 

resp. relativement aux foncteurs T B et T v. Soient S ~ ~ ,  

(M,A)~O~(TF(S),G,~) et G = T F ( ~ ' ) .  Alors l'application f~, off f ~ A ,  
munit Mb d'une structure de l'61argissement complet de ~-' au-dessus de 

J- ' .  Si de plus A A - I =  TB(~3'), la base B e s t  munie d 'une structure de 

l'61argissement complet de &' au-dessus de ~- '  (voir [8b]), en supposant que 

uM~ existe. 

Th6or6me  2.2. Soit (M,A)edPo(Y,G,~) de base (B, AB); l'ensemble 
H des applications fx, o~ (f,(X, Tt))cA et x ~ X, est muni d'une structure 
fibr6e 61dment de cy[-&, Fl ,  de cIasse r  t, ~), de fibres isomorphes ?t 
(G- ,  T) eCs de groupe structural (G t, ~), 

D~monstration.  Soient b~B et Hb l'ensemble des f xEH tels que 

fx(Y) = Mb; d'apr~s la d6monstration de la Proposition 2.3, on a [Hb cfxG; 
de plus pour tout a E G il existe ~b' ~ dp'(Y,G, ~)  = ~ '  tel que ~b'(x, y) = (g(x),~ry) ; 
l'application fc~'-l~A associe ~t (g(x),a-ly) le couple f(x,y); par suite 

f c ~ = f ~ a ~ H b ,  doncHb=fxG et H b est quasi-hom6omorphe ~t G. Soit 

~'(G-,Gt,~) le groupoide des 616ments ( c b n , ( X x G - , n x ? ) ) t e l s  que 

(dp,(X x Y,n x ~1))~' ,  ~(x,y)=(g(x),s~y) et ~n(x,a)=(g(x),s~a); alors 

�9 '(G-, Gt,&) est un pseudogroupe admissible pour (W, F). Pour tout (f,(X, n))e A, 
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soit f H  l 'application de (X x G-,  ~ x y) sur un sous-ensemble de H d6finie 

par (x,o) ~f~a; soit AHl'ensemble de ces applications qui est en correspondance 

biunivoque avec A par l 'application: f ~ f ~ ;  si f ' e A  et f ' - I f ( x , y ) =  
(g(x), s,,(y)), on aura: 

(frt(x, a)) (y) = fxa(y) = f (x ,  ~(y)) = f '(g(x), s~a(y)) =f'H(g(x), s~o) (y); 

par suite ( f , n ) - 1 / n ~  q~'(G-, G t, ~ ) ;  on en d6duit que A nest un atlas complet 

d6finissant sur H une structure de classe ~'(G-,  G t, ~) ,  de base (B, An). 

D 6 f i n i t i o n  2.7. On appelle pseudogroupe principal un pseudogroupe 

q~'(G-,Gt,:~) admissible pour (s tel que G- soit I'ensemble sous-jacent gt 

un groupe G e t  que G t soit le groupe des translations ~ gauche de G. Le 

pseudogroupe ~ ' (G-,Gt ,~)  construit duns le Thdor~me 2.2 est appeld 

pseudogroupe principal associ6 ~t ~'  (Y, G, ~). Si ~'(G-, G t, ~) est un pseudo- 

groupe principal, un ~ldment de ~'o(G-,Gt,~) est appeld espace fibr6 

principal. 

Remarqne 2.3. Comme dans le cas des espaces fibr6s topologiques 

[8c] on peut montrer  que si (M,A)~ 'o (Y ,G ,~ ) ,  le groupo~'de HH -1 des 

triplets (Hb,, h 'h- l ,Hb)~ ~" est un groupo~'de de classe c~ localement trivial 

de classe ~, c'est-/t-dire v6rifiela condition: Pour tout e ~ (HH -1 )o, il existe 

U(e) < ((HH-1)o,~/~) et ((HH-t,O'), k, U(e)) E~ tels que ct(k(e'))=e' et 

fl(k(e')) = e pour  tout e ~ ~ U(e). 

Proposition 2.4. Soit ~'(Y, G,~) un pseudogroupe admissible pour ~. 

Le sous-groupo~'de plein de ~ ' (Y ,G,~)  ayant pour unit~s Ies espaces 

fibres (M, A) de m~me base (B, A B) admet un groupoi'de rdduit [8b] canonique. 

D 6 m o n s t r a t ion. Soit (f, (X x Y, n x ~/)) ~ A et fB ~ A B l'616ment corres- 

pondant  ~ f.  Soit E l 'ensemble somme des ensembles fB(x ) •  Y, off f ~  A. 

Soit # la relation d'6quivalence sur E: 

(fB(x),y) # (f 'B(x'),y') si et seulement si f ( x , y ) = f ' ( x ' , y ' ) .  
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Soit _~r l 'ensemble quotient de E par /~ et A l'ensemble des 616ments 

( f , (X  • Y, ~ • ~l)), ofi f ( x , y )  = (fn(x),y)modp. Alors A est un atlas complet 

compatible avec ~'(Y,G,&) d6terminant sur M une structure de ~'(Y,G,~), de 

base (B, An). L'application ~:f(x, y) --*f(x, y) est un isomorphisme de M sur 

et l'application v : f ~ g f  est une application biunivoque de A sur .4, donc 

( (M,A) ,~ , (M,A) )~ ' (Y ,G ,~ ) .  Si ( (M,A) ,w , (M1,AO)~ ' (Y ,G,~)  et si 

(M1,Ax) est de base (B, AB), on a (~,A)=(~I,A,). Donc la classe des 

espaces fibr6s (/~t,.4) est un groupoide r6duit du groupoide des isomorphismes 

entre espaces fibr6s de base (B, An). 

C o r o l l a i r e .  t~'(Y,G,~) admet un groupot'de rdduit canonique. 

En effet, soit (M, A) ~ ~)~(Y, G, ~ )  et soit Z' l 'ensemble somme des ensembles 

X • Y, oO ( f , (X • Y, Tz • q))~A;  soit /z' la relation d'6quivalence sur Y,': 

(x,y) ~'(x' ,y ')  si, et seulement si, f ( x , y ) = f ' ( x ' , y ' ) .  

Par une construction analogue ~ celle de la proposition, on montre que 

((34 ', d'),j,(3~t, d)) e~' (Y,G,~) ,  off: 

j ( ( f  n(x), y) mod p) = (x, y) mod #'. 

(~r,, A ' ) n e  d6pend pas de la base (B,A n) de (M, A). 

L'espace fibr6 (~r, A)~ ~6(Y,G,~) construit dans la d6monstration de la 

Proposition 2.4, de base (B, AV), sera d6sign6 par le symbole 

M((B, An),(Y, rl),(G,7),tq), ou 34(B, I1, G,/1). 

D ~ f i n i t i o n  2.8. On dira que deux pseudogroupes (I)'(Y,G,~) et 

gp'(Y' ,G' ,~)  admissibles pour (ff,..~) sont associ6s s'il existe un foneteur 

naturalisd (K,k x u) vdrifiant les conditions suivantes: 

1) K est un foncteur induetif de r B) vers r  

2) Pour tout e = ( X  x G-,~z • ~) eq)~(G-,Gt ,~) ,  l'dl~ment (k x u)(e) est 

de la forme k(e) x u, o5 (k(e) , (X,x))e~,  ((G'-,y'),u,(G-,y))e~d et u est 

une reprdsentation de G dans G'. 

3) L'application k de r t,~) dans ~ est inductive. 
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Rappelons [8b] que (K, k x u) est un foncteur naturalis6 si, et seulement 

si, (K, k x u, ld)  est une transformation naturelle du foncteur injection Id de 
t - -  t q5 (G , G , 8 )  dans cg vers le foncteur K;  les conditions 1, 2, 3 entralnent que 

(K,k  x u) est un foncteur naturalis6 inductif [Sb] de ~ ' ( G - , G t , ~ )  dans 

~' (G' - ,G ' t ,~) .  L'application k(e) x u associe 5. ( x , ~ ) e X  x G- l'616ment 

(k(e)(x),u(a)). Soit KBle foncteur d6duit de K par le foncteur projection 

canonique ~ de ' - ' (G , G , N )  dans ~ ;  alors (K~,k) est un foncteur natu- 

ralis6 inductif de ~r vers ~ oh k(~(e)) = k(e). 

Si ~ '  et O~ sont associ6s par (K, k x u) et si ~'t et ~" sont associ4s par 

(K ' , k '  x u'), alors ~ '  et ~" sont associ6s par (K 'K , (k '  x u ' ) K . ( k  x u)), oh 

(k' x u ' )K ' ( k  x u)(e) = (It' x u')(K(e)).(k x u)(e). 

Proposition 2.5. Pour que deux pseudogroupes gP'(Y,G,8) et 

cb ' (Y ' ,G' ,8)  admissibles pour (c~,~) soient associds, il faut et il suffit que 

les conditions suivantes soient vdrifi~es: 

1) 11 existe un foncteur naturalisd inductif (K B, k)de ~b(8) vers 8 (tel que, 

pour tout (X,~z) c tp(~)o , on ait k(X, n) ~ 8 ) .  

2) II existe une reprdsentation u de G clans G" telle que l'on air 

( (G'- ,  ~'), u, ( 6 - ,  ~)) ~ (e. 

3) Pour tout (~b,(X • Y,n x r/)) ~ ~'(Y, G, 8 ) ,  avec ~(x,y)  = (g(x),sxy), 

l'application r(qS): (x ' ,y ' )-~(k(g(X))(g(x)) ,u(sx)y ') ,  oft x ' = k ( X ) ( x )  et 

y'  c Y', appartient d c9'(Y' ,G' ,8) .  

Si ces conditions sont vdrifides, rest  un foncteur inductiJ de gP'(Y,G,8) vers 

O'(Y', G', 8 ) .  

En effet, soit q ~ n  l'application de ~ ' (Y ,G ,8 )  sur ~ ' (G- ,G t ,8 )  con- 

struite au Th6orSme 2.2. Les conditions de la proposition sont n6cessaires, 

r ~tant le foncteur: ~ ~b' si, et seulement si, 4 r  Si les con- 

ditions sont v6rifi6es, l 'association est d4finie par (K, k • u), o6 K est le foncteur: 

r (r(~))"'. 

D6finition 2.9. On diru que (M,A) ~' ~ o ( Y , G , 8 )  et ( M ' , A ' ) ~  

~ o ( Y ' , G ' , 8 )  sont associ6s dans c s  si les conditions suivantes sont 

v~r irides: 
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l) O'(Y,G,N) et r sont associds par (KB, k,r) (notations de la 

Proposition 2.5). 

2) I1 existe une application ? de A dans A' telle que M ' =  u fl(?(A)) et 

que, pour tout f E A  et tout f l  ~A, on ait f ( f ) - l f ( L  ) = r(f-~fO, oit f -~  f t  

et V(f)-ai(fl) sont des pseudoproduits. 

La condition 2 entralne que A' est le plus petit atlas complet compatible 

avec ~' (Y ' ,G ' ,~)contenant  ?(A); par suite A' est enti6rement ddtermin6 

par la donnde de A et de l'association. 

Remarque 2.4. La condition 2 de la D6finition 2.9. signifie que les atlas 

complets A et A' sont associds au sens de [8b]; la notion plus prdcise que 

nous introduisons ici tient compte des propridt6s particuli6res aux structures 

fibr6es; si les espaces considdrds sont des espaces fibrds topologiques, elle 

coi'ncide avec la notion usuelle d'association [8c-]. 

Proposition 2.6. Si (M,A)~ 'o (Y ,G ,~ )  et ( M ' , A ' ) ~ ' o ( Y ' , G ' , ~ )  sont 

associds dans c~[~,o~],M' admet une structure de ~o(Y' ,G,~) qui est 

une superstructure de (M', A') [8b], si (Y, tf)ere '. 

En effet, (G,7) est un groupe d'op6rateurs de classe q~ sur (Y',q') pour 

la loi de composition: ( s ,y ' )~  u(s)y', en considdrant s comme une appli- 

cation de Y' dans Y'. La classe f(A) se compl6te en atlas complet ddfinissant 

sur M '  une structure de q)'o(Y',G,~). 

(M, A) ~ ~o(Y,G,~) et l 'espace fibrd principal (H, A n) construit au Th6or6me 

2.2 sont associ6s darts (g[-~, F];  on appellera (H, A H) l'espacefibr~ principal 

associd gl (M,A). 

Si (M,A) et (M',A')  sont isomorphes dans ~'(Y,G, 33), ils sont associds. 

Par suite pour vdrifier que (M, A) et (M', A') sont associ6s, il suffit de v6rifier 

que/14(B, Y, G,/7) et /~r ' (B' ,  y ' ,  G ' ,H ' )  (Proposition 2.4) sont associds, ou 
- - t  P ! t m~me que I~(B,G-,Gt, lq *) et H ( B  ,G - ,G  ,/~"*) sont associ6s. 

Th~or~me 2.3. Sotent(H,A)~dPo(G ,Gt ,~)e t (H' ,A ') ~' ' -  e q)o(G , G't, ~ )  

deux espaces fibrds principaux associds dans ~ [ ~ , @ ] .  Alors il existe 

((B',AW),wB,(B, AB))e~,  olz (B,A ~) et (B',A w) sont les bases de (If, A) et 
(H', A') resp. 
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D6monstra t ion .  Pour tout f 6 A ,  d6signons par w(f) l'application 

z--* l~(f)(k x u)(c~(f))f-l(z) de fl(f) sur fl(g(f)), off ( g , k  x u) est le fonc- 

teur naturalis6 d6finissant l'association des pseudogroupes et g l'application 

de A dans A' appel6e f dans la D6finition 2.9. Montrons que l'ensemble des 

applications w(f)  est compatible [8b]. En effet, soit f l  e A et z E c~(w(f))n 

c~(w(f0); il existe 4) e (I)'(G-, G t, 8 )  tel quefl  = f~b; la relation/~(fl) = g(f)K(d~) 

entraine: w(f~)(z) = l~(f)(K(ck)(k x u)(e(g))g)-x) f -a (z )  = w ( f ) ( z )  donc 

~w(f)n  w(ft)) = o~(w(f)) n o~(w(f ~)). Soit z'  e fl(w(f)) ~ f l(w(f l)), d'apr~s la con- 

dition 2 de la D6finition 2.9, il existe ~' tel que/~(fx)(~') = z' = g(f)(~"),  off 

~" = K(q~)(r Puisque, pour tout a~  G, on a g(fa)(~ 'a)  = g( fO(U)a ,  on 

peut supposer r  • (G); alors ~ " ~ X x  u(G). Soit ~ ( ~ b )  tel que 

(k x u)(~(~b))(O = ~'; 

de la relation: (k x u)(fl(~b))~b(~) = K((o)(k x u)(~(~b))(~), on d6duit 

( k x u ) (fl(~b)) ~b (~) = ~ "e t f l  (~) --f~b(~) = z, d'o fi fl(w(f)) ~ fl(w(f I) = fl(w(f) N w(f~ )). 
Ceci montre que l'ensemble des morphismes w(f) est une sous-classe complete 

de c~, donc il existe un morphisme w eC~tel que w = ~ w ( f ) , f e A .  Puisque 

pour tout f ~  A l e  morphism w(f B) = (l~(f)) ~" k(X, ~) ( fB)-  1 appartient ~t ~ ,  

l'application w n d6duite de w par passage au quotient, qui est l'agr6gat des 

applications w(fB), d6finit un isomorphisme de (B,A B) sur (B' ,A 'n') dans ~ .  

Corol la ire .  Pour qu'il  existe un dldment de ~o(Y' ,G' ,&) qui soit 

associd ?t ( M , A ) ~ # ~ ( Y , G , ~ )  clans ~[-&,~] ,  il fau t  et il suffit qu' i l  existe: 
1) ((B', A'B'), w n, (B, An)) ~ ~ ;  

2) ((G'- ,7') ,u,(G-,~))~cg tel que u soit une repr&entation de G dans G'. 

D6monstra t ion .  Les conditions sont n6cessaires d'apr~s le th6or~me. 

Montrons qu'elles sont suffisantes. Soit (/-7,d)= A ( B , G - ,  Gt, lq *) l'espace 

fibr6 principal associ6 fi (M,A), de la forme indiqu6e dans la Proposition 2.4. 

Soit f ~ A  et f ( x , a ) =  (fB(x),sxa). Si K '  est l'application f o f ' ,  oll f ' E A '  

est la carte: 

(x, a') ~ (wB fn(x) ,  u(sx) a'), 

(/q, A) et (/4' ,A') sont associ6s par (id x u ,K'), off / t ' =  U fl(A'). 
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D ~ f i n i t i o n  2.10. Soient (H,A)~:s ~-] et (H ' ,A ' )~ : s  deux 

espaces fibrds principaux de bases (B,A B) et (B',A B') resp. et de groupes 

structuraux (Gt,7)et (G",y ) respectivement. On appeIIe homomorphisme 

strict de (H, A) dans (H', A') u n dldment ((H', A'), w, (H, A)) ~ ~: vdrifiant les 

conditions suivantes: 

1) Pour tout b~B, la restriction wb de w ~ H b est de la forme: 

Wb(ha) = Wb(h)u(a), o~ h~H,  triG, ((G'-,~,'),u,(G-,~))~c~ 

et u est une rdpresentation de G dans G'. 

2) Soit w ~ l'application: b-+b', o~z fl(wb)=H'b,; alors on a: 

((B', AB'), wB, (B, An)) ~ ff~. 

Th6or~me 2.4. Si (H,A)~@o(G-,G~,~) et (H',A')E@o(G'-,G', ~)  

sont associds, il existe un homomorphisme strict de (H,A) dans (H',A'). 

D 6 m o n s t r a t i o n .  Soit w= [_Jw(f), off f ~ A ,  l'application de (H,A) 

dans (H', A') construite dans la d6monstration du Th6or~me 2.4. Soient h ~ H et 

a~ G; s i r -  l(h) = (x, tr'), on a f -  l(hg) = (x, e'er) et 

w(f) (h) = f ' (k (X,  ~) (x), u (tr')), 

d'ofi: w(f)(htr) = f ' (k (X ,  Tz)(x),u(a')u(tr)) = w(f)(h)u(tr). 

Par suite w est un homomorphisme strict de (H, A) dans (H', A'). 

C o r o l l a i r e .  Pour que (H, A) e dP~(G-, G t, ~)  et (H', A') ~ 6o(G - ,  G't, ~)  

soient associds, il faut et il suffit qu'il existe un homomorphisme strict de 

(H, A) dans (H', A'). 

En effet la condition est n6cessaire d'apr~s le th6or~me et suffisante en vertu 

du corollaire du Th~or~me 2.3. 

Compl6ments .  2.1. Les homomorphismes stricts peuvent aussi 8tre 

d6finis de la faqon suivante: Soit ~ ( & ,  ~-) la sous-cat6gorie de ~ dont les 

unit6s sont les produits (X x G-,z~ x ~), oil (X,n)E&, et ( G - , ? ) ~ o ,  G- 
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d6signant l 'ensemble sous-jacent ~ un groupe G v6rifiant les conditions p. 92; 

les morphismes ded/d(~,~-)sont  d6finis par les applications ~ telles que 

K(x,a) = (~cB(x), 1,:~'u(a)), O~I x e X ,  aeG --, tcne:8,((G'- ,y ' ) , rr  ', (X, rc))e~, 

( (G ' - ,7 ' ) ,  lc'- 1, (X, 7t)) ~ cg, ((G' - ,  7'),u, (G-,  ~)) ~ et u est une repr6sentation 

de G dans G'. En particulier 9 f f ( ~ , f f )  contient tout pseudogroupe principal 

admissible pour (cd,~-). Un homomorphisme strict de (H,A) dans (H',A') 

est u n dldment ((H',A'),w,(H,A)) de l'dlargissement complet de ~ ( : ~ , ~ )  

au-dessus de ~--' (c'est-5-dire une application w de H dans H' telle que 

f ' w f - 1  eJ f (~3 , f f )  pour tout f e A  et tout f ' ~  A'). Si H est connexe pour la 

topologie sous-jacente ~ l'atlas A, cette d6finition est 6quivalente ~t la D6- 

finition 2.10; sinon, il se pourrait que la repr6sentation u soit diff6rente dans 

deux composantes connexes diff6rentes. 

2.2. Plus g6n6ralement, s o i t ~ ( ~ ' ,  .~-) la sous-cat6gorie de cg dont  le 

616ments sont d6finis comme ceux de Jf(~3,~-), mais en remplaqant la con- 

dition rCB~M par x D ~ .  Un 616merit de l'61argissement complet d e S ( ~ , f f )  

au-dessus de J- ' ,  de source (H,A) et de but (H',A'), sera appel6 homomor- 

phisme de (H, A) dans (H',A'); un tel 616ment est une application v6rifiant 

encore la condition 1 de la D6finition 2.10, mais non la condition 2. L 'en-  

semble des homomorphismes d 'un espace fibr6 principal de ~[M,-~]  dans 

un autre est une catdgorie inductive au-dessus de P admettant pour sous- 

groupo'fde distingu6 l'ensemble des isomorphismes d 'un espace fibr6 principal 

sur un autre. 

2.3. Comme dans le cas des espaces fibr6s topologiques [8a] ,  il serait 

int6ressant d'6tudier Ie probl~me de la restriction du groupe structural. Etant 

donn6 (M,A)~ ~' qSo(Y, G, N), quels sont les sous-groupes G' de (7 tels que 

(G ' - ,7 ' )~  ~o et que M admette une structure fibrde de classe q%(Y, G , ~ )  5 

laquelle (M,A) soit sous-jacente, c'est-~-dire: e~iste-I-iJ A ' c A  ICJ c re  

A'A ' -~c  r162162 et que l 'on ait M = e f l ( A ' ) ?  

3. Prolongements  d'une vari6t~ diff~rentiable.  

Nous utiliserons sans r~f6rences les notations et d6finitions des w et 2. 

Soient (E, ne) et (E',nE,) deux espaces affines quasi-localement convexes, 

(E,n~) et (/~',n~,,) les espaces quasi-localement convexes des vecteurs libres 
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correspondants,  (X, rc)< (E,:re) et ( X ' , g ' ) <  ( E ' , ~ , )  dans P ' .  Dans un 

espace affine quasi-localement convexe, nous ddsignerons par t~ l 'application: 
v ~ z + v, ofa v e E et z ~ E. Les lettres m et n d6signeront deux entiers compris 

entre 0 et o% tels que m < n. On posera : /3 '  = A~o . 

D~finition 3.1. Si ((E', XE,),f, (V, A)) ~ A~, on appelle n-diffdrentielle de 

f e n  x ~ V ,  et on note d~f, le n-jet: j~(tx.)-af, oit x ' = f ( x ) ;  on posera: 

d ~  (x,O). Si ( (X ' ,~ ' ) , f , (X ,  r0) ~A", on appelle n-d&iv6e de f e n  z ~ e ( f ) ,  

et on note f"~ le n-jet 

�9 n - 1 Z t  Jo(t~,) f t . ,  o(z = f ( z ) .  

Dans le cas off les espaces sont de dimension finie, on retrouve les ddfinitions 

de [8a]. 

Proposition 3.1. Soient (V,A) une (E, nz)-varidtd n lois d!ffdrentiable 

et (V ' ,A ' )  une (E',ne,)-varidtd n fois diffdrentiable; alors ( V x  V ' ,A  x A')  

est une (E • E ' ,n  E x nE,)-varidtd n lois diffdrentiable. 

A x A'  d6signe l 'atlas complet compatible avec A"(E • E ' )  engendr6 par 

cartes g x g ' ,  off g ~ A ,  g ' ~ A '  et: 

(g x g ' ) ( z , z ' ) =  (g(z) ,g ' (z ' ) )  si z ee(g)  et z '  ~ cffg'). 

Si (V,A)~[k~ et (V ' ,A ' )  ~" E A o, nous d~signerons par J"'m(V', V) l 'espace 

J"(V' ,  V) correspondant aux structures de varidt6s m fois diff&entiables sous- 

jacentes h A e t  h A' resp. 

Proposition 3.2. La classe j , ,m= U j , , , , ( V , , V ) ,  olz ( V , A ) c A g  et 

(V ' ,A ' )  ~" cA0, est une catdgorie et l'applieation | 

f ~  (l'ensemble des jxmf, Oit X e ~(f)),  

olz f e  /~", est un foncteur gdndralisd [8b] de A" vers J"'~. 

En effet, la loi de composition est d6finie par:  

(jxmf,,jxmf) ~ j m ( f , f )  si, et seulement si, x '  = f ( x ) .  
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Pour tout fe?~", l 'ensemble O " ' ' f  peut &re associ6 h l'application 
? I t . . m  , m  . m  p .ix ~j~, ,  off x ' = f ( x )  et j~ d6signe le m-jet de l'application identique en 

x. Si (V,A)eA"o, on conviendra quele  prolongement Am= o"'m(A) de A d6- 

finit sur l 'ensemble V " =  O .... V des germes d 'ordre m de V une structure 

de vari6t6 ( n - m )  fois diff6rentiable; une carte g"  c A "  s'identifie ~ l'applica- 

tion" z o jm,  O~ Z E a(g), X = g(z) et g~ A. 

T h ~ o r ~ m e  3.1. Soient (V,A)e ~~ eAo(E ,hE,); l'en- Ao(E, ztE) et (V',A') ~" ' 

semble J"'m(V', V) est muni d'une structure fibrde (n - m) fois diffdrentiable 
de classe OP(My(E;~E),M";(E ') x M~'(E), An-m),de base ((V" • v'm),(A m • A'm)). 

D6monstra t ion .  Soit (X '~ -X)  mle sous-ensemble de jn,m form6 des 

m-jets j~b, off q~eA", z e X  et ~b(z)eX'; un tel m-jet s'identifie au 

triplet (z,z',qS~) et l 'application: j ~b  ~ (z,z',dp~) identifie (X'  + -X)"  

(X, n) • (X', n') • M~"(/~',/~) puisque tout (z, z', 4)e  X x X '  • Mm(E ', E) est 
. m  . m  t ! ," r  l 'image de j~ (t J "  t~- 1), off jo) c = 4. Soient (g, (X, it)) e A et ( g ,  ( X ,  n )) e A , 

l 'application: q5 ~ g '  q5 g -  1 de l 'ensemble ~"(X' ,  X) des applications n 

fois diff6rentiables de X dans X'  sur ~"(g'(X'),g(X)) se prolonge en l'appli- 

cation: o"'mq5 ~ O"''(g'~b g-1) ;  par suite ~ (g x g')  est associ6e l'application : 

(g, g,)m: jTdp ~ (O,,,,,g,)jT dp(O,,,mg)-t 

de (X' ~ X )  m dans J"(V', V) qui s'identifie ~t l 'application: 

(z,z',~)~(j~g'tz,)4(d~g-1), off x = g(z) et x'  = g'(z'). 

Soit (A, A') " l 'ensemble des applications (g, g ' ) ' ,  off g e A et g'  e A'. Soient 

g i l A  et g]eA ' ;  la relation: 

: m ! ! m : (g, g ) (z, z ,  O = (gl ,  g l )  (zl ,  z l ,  ~) 

entraine g(z)=gl(z~) et g' (z)=gi(z l ) ;  par suite il existe (keA"(E) et 
t t ,  qY eA"(E')  tels que g = glq~ et g' = glq~ , de l'6galit6: 

�9 r ;~ t t m - -  1 , l ? t  r m - -  1 �9 r jo(gl~b tr)~d~(glq~ ) = )o(gitd)~ld~g i , ou  z I = ~b'(z'), 
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/m m t m - 1  r m on d6duit: i t  = ~b~,~(~), c'est-~-dire que ( ( g l , g l ) )  ( g , g )  est l'applica- 
r Zr  tm m - - I  tion ( ( ~ , t ~ t ) m :  ( Z ,  Z t , ~ ) - ' ~  ( ( ~ ( Z ) ,  ( ~ ( ) , ( ~ z ' ~ ( @ 2 )  q u i  a p p a r t i e n t  /t A"-" .  

De plus, M~'(E') • m~'(/~) est un groupe inddfiniment diff6rentiable d'op6ra- 
/t; "--~1 -~ teurs sur Mz(E ,E), d'apr~s la Proposition 1.4, pour la loi de composition: 

((,r, ~'), ~)--, a'~ r 1; 

,,. m - 1 " @~., 4), comme l'application en particulier, ~b:, ~(~b~) est le compos6 de (~b z, " �9 
-m �9 m --r cm m - 1 (Jz,J.-') ((~bz,),(~b:) ) est ( n •  fois diff6rentiable d'apr~s les Th6orSmes 

2.1 et 2,2, Chapitre III, on a: 

'~ -" " M~'(/~'), A"-m). (~,  4,')" ~ q)(M~ ( e ,  e ) ,  M~'(f:) x 

Donc (J"'m(v', V) , (A ,A ' )  m) ~ A ~ [ A  "-" ,  A~~ 

C o r o l l a i r e .  Pour tout m'  t e l  que m + m' <= n, l'injection Y,~': 
,m+m':__~. �9 m'/  .ram Jx J Jx U J) est un isomorphisme ( n - m - m ' )  lois diff&entiable de 

J"'"~+m'(V', V) dans le sous-espace de J " " ' ( J " " ( V ' ,  V), V ) f o r m d  des m'qets  

des sections locales de V dans J " " ( V ' ,  V). 

En effet y~' est l'agr6gat des applications: 

(g, (g, g,)m),..p((g, g,),.+,.')- 1, off g ~ A, g'  ~ A' 

et p est l 'application ( n -  m -  m') fois diff6rentiable: 

.m-l-re',,, ~ ----k . m ' /  ,mrpx  
J z  J J z  I,J J ) 

de (X'  ~ X )  '~+m' dans (X x X '  x M~(E',/~)~- X)"' .  

C o r o l l a i r e  2. J"(V ' ,V)  est un espace f ibrd quasi-topologique; si 

n = ~ , J ~ ' m ( v ' ,  V) est un espace fibrd inddfiniment diffdrentiable pour tout 

entier m. 

T h 6 o r 6 m e  3.2. j , ,m est une catdgorie ( n - m ) f o i s  diffdrentiable; si 

m'  < m, l'appiication .m,,,. .,, .m, = .1 . j x ' f - , j ~ f e s t  unfoncteur  ( n - m ) f o i s  diffdrenti- 

able de J" '"  sur j,,,m" 
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D6monstrat ion.  La structure ( n - m )  fois diff6rentiable de jn.m est 

d6finie par l'atlas complet d rn engendr6 par la r6union des atlas complets 

(A, A') m, off (V,A)~ Ag et (V', A ' )e  Ag, construits dans la d6monstration du 

Th6or6me 3.1. La classe j~,m des unit6s de jn,m, qui est la classe des germes 

de vari6t6s m fois diff~rentiables qui sont sous-jacents fi un germe de vari6t6 

n lois diff6rentiable, est munie de l'atlas complet d~nengendr6 par la r6union 

des atlas complets A m, prolongements d'ordre m de A. Puisque la pro- 

jection canonique de l'espace fibr6 Jn'm(V', V) sur sa base V 'n x V 'rn est (n - m) 

fois diff6rentiable, les applications source et but, ~ et fl, dans ,]n,m sont (n -- m) 

fois diff~rentiables. Soit j,n,m la sous-classe de jn,,n X j~.rn form6e des couples 

composables. Soit d T M  l 'atlas complet compatible avec A n-m form6 des cartes 
t~rn: 

t m r m  # ( ~ , ~ ) - o ( a  (~),a (~)) ,  oa a ' ~ '  ~, a 'm ~ d  m, 

= (z,z ' ,~)ea(a m) et ~'= (z',z~,~')ea(a'm); 

cet atlas d6finit sur j,,,rn une structure (n--m) lois diff6rentiable. La loi de 

composition est ( n - m )  lois diff6rentiable puisque agr6gat des applications 

a"'nh(8'n) -1, off g'Pm~ met h est l 'applieation ( n - m )  fois diff~rentiable: 

(~, ~') -~ (z,z", ~'~). Le foncteur jrn'm est l'agr6gat des applications: 

(g,g,) m'rl((g,g,)m )- 1 Of] g ~ A, g' ~ A' et ~/d6signe l'application : 

(z, Z',JOf)'m ~ (Z,Z',jo'm'f) de (X' ~ X) m dans (X' ,,- x)m'; 

par suite jm"mest ( n - m )  fois diff6rentiable. 

C o r o l l a i r e .  jn,n est une catdgorie quasi-topologique et joo,m une catd- 

gorie inddfiniment diffdrentiable. 
La g6om6trie diff6rentielle consiste [-8c] en l'6tude de la cat6gorie jn.m 

et des espaces sur lesquelles op6re un sous-groupoide du groupoide de ses 

616ments inversibles, qu'on peut appeler prolongements d'ordre m; nous 

allons 6tudier plus pr6cis6ment certains de ces espaces. 

Th6or6me  3.3. L'ensemble T~,*(V) des (E'r sur (la 

structure de .~(E,  TrE) sous-jacente ~t) (V, A) ~o(E, Trr) est un espace fibrd 
vectoriel ( n - m ) l o i s  diff(rentiable de classe gP(Mx(E ,E),M~n(/~),An-'n). 
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D 6 m o a s t r a t i o n .  M~'(E) est un groupe d'op6rateurs sur M~(E ,E) pour 

la loi de composition: ( a , ~ ) ~ a  -~. Puisque ~ =j~ f  s'identifie h la suite 
i (D~)~Z,~ et que t'application :f '  ~Dt(f 'of) est lin6aire, M~'(/~) est un groupe 

d'op6rateurs lin6aires quasi-topologique sur l'espace quasi-localement convexe 
~, ~:) *-  Mz (E ,  . Soient (g,(X, re)) c A et g~, l 'application: 

�9 . - r  ~ l d n  x -  1 (z,~) gt ~g) , o f l z c X e t  x=g(z) ,  

de X x M'(ff;', E) dans T~,*(V). Soit g~ c A; la relation : 

x*;(z, ~) * "  = g l ~ , ( z l ,  ~ i )  

entralne g(z)= gx(zl), c'est-h-dire g = glq~, off ~b~A"(E), et ~ = ~l(q~7) -1. 

Puisque !'application : j7 ~ (~7)- 1 est (n - m) lois diff6rentiable, l'application 
* m ~ - I  *m. glE'J gE' �9 

(z, 4) --' (~(~), ~(~7)- I) 

appartient ~t ~ = ~(M~'(/~',/~), M~'(E), An-m). I I en  r6sulte que l'ensemble des 

applications g*,~engendre un atlas complet A*,"compatible avec �9 qui d6finit 

sur T'~,*(V) une structure d'espace fibr6 vectoriel ( n - m )  fois diff6rentiable. 

Th~or~me 3.4. L'ensemble T'~,(V) des (E',rce,)m-vitesses sur 
~ n  V, A) ~ Ao(E, ~zE) est muni d' une structure d' espace fibrd ( n -  m) fois diffdren- 

m "-~ - - } t  m "~ i i - m  tiable de classe ~(M"a(E,E ),Ma(E),A ), de base (V',A"), d'espace fibrd 
principal associd H"(V). 

- - r  

D6monstrat ion.  M"/(E) est un groupe d'op6rateurs ind6finiment diff6- 

rentiable sur M'~(E,E') pour la loi de composition: (a,~)--*tr~. Pour tout 

g cA, soit g~, l 'application: 

(z,~)~Qi'~gt=)~, de a(g) x M"(/~) dans T'~,(V). 

m Z m Si gl cA et si on a: gE, ( ,~)  = gle'(za,~l),  il existe ~b c A"(E) tel que g = glib 

et r = 4 ~ .  I1 en r6sulte: 

m -1 m Z ((glE') gE ' ) ( ,~ )  = (r162162 
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et les applications g~',, of 1 g~A,  engendrent un atlas complet compatible 

avec ~(M]'(E,/~'), MT(/~), A"-~), qui d6finit sur T~,(V) une structure fibr6e. 

L'espace fibr6 principal associ6 est l'espace (H"(V), Am), oO H"(V)= TT(V) 

est l'espace des r6p~res d'ordre m. 

P ropos i t ion  3.3. L'ensemble r des apphcatwns(dp ,(X,n) M x(E)): 

(z, 4)-~ (r r o~ ( r  n)) ~ A"(E), ~ c X 

et ~Mm(E) ,  est un pseudogroupe principal admissible pour A ~--~. Si 

(V,A)e~,~o(E,n~), l'espace Hm(V) admet une structure d'espace fibrd de 
classe Om(E). 

D6monstrat ion.  L'application (q~,f) ~ q~f, oO tk~A"(E) e t f ~  ~ ( X ,  X1) 

se prolonge en l'application: 

( tO,,m~, tO,.mf) --* tO.,m~bf; 

ainsi h r correspond l'application: 

Z Z m m (Z'Zl,fzm)'~( ,~(1),~z,~Y:) de (XI ~ X ) "  dans X • X~ x Mm(E)" 

cette derni6re application est entibrement d6termin6e par l'application 

dPm:(z, 4) ~ (r162 D'apr6s le Th6or~me 2.1 du Chapitre III, l'applica- 

tion: z ~  q~ est ( n - m )  fois diff6rentiable; de plus, puisque tO"'' est un 

foncteur g6n6ralis6, le compos6 ~b'mq5 " est l'application: 

(z, 4) --, (r162 r162162 = (~ ~ ( z ) , ( r 1 6 2  o~ z' = r 

Donc Ore(E) est un groupoide. Par ailleurs, soit Am l'atlas complet construit 

dans la d6monstration du Th6or~me 3.4; si g EA et gl ~ A, l'application 

(g~F,)-lg~ appartient ~t or"(E); par cons6quent A m contient un atlas complet 

AT compatible avec ~m(E) et la structure (H"(V),A~) est de classe ~"(E). 

D~fini t ion 3.2. Avec les notations de la Proposition 3.3, le pseudo- 

groupe principal admissible ~'~(E) sera appeld prolongement d'ordre m de 
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An(E). Un espace fibrd fle base isomorphe dt (v'n, Am), associ~ d u n  espace 

fibrd de classe ~P"(E), sera appeld prolongement r~gulier d' ordre m de (V, A). 

Dans le cas de dimension finie, cette d6finfiion coincide avec la d6finition 

de prolongement r6gulier de [Sa]. 

Proposit ion 3.4. Pour que (M,C) soit un prolongement r~gulier 
r "~n/Ex d'ordre m de (V,A) :Ao(. ), il faut et il suJfit que M admette une structure 

fibrde (M,C') sous-jacente fi (M,C), associde d (Hm(V),A"~). Danscecas, 

il existe un atlas C c C, qui engendre C, et tel que l'application: f---,f n de 

C dans C a soit une bijection, oft (B,C a) est ta base de (M, C). 

D~monstration. Soit (M,C) un espace fibr6 associ6 ~t (Hm(V),A"~) par 

(K n, k,?); d'apr~s la Proposition 2.3 et le Th6or~me 2.3, M admett (M, g(A~)) 

fl(r(Ae)) = M, ofa AE d6signe l'atlas con- pour superstructure; de plus [..J - -m -m 

sid6r6 dans la Proposition 3.3; il en r6sulte que (M,?(A~))est un prolonge- 

ment r6gulier d'ordre m de (V, A). Inversement soit (M, C) un prolongement 

r6gulier d'ordre m de (V,A). Puisque chin(E) est obtenu par prolongement de 

An(E) ainsi qu'indiqu6 dans la Proposition 3.3, la d6monstration du corol- 

laire de la Proposition 2.4 prouve que deux espaces fibr6s~ de classe 

~"(E) et de bases isomorphes sont isomorphes. L'espace (Hm(V),A'~) 

6tant de classe ~m(E), il existe d'apr~s le Th6orbme 2.4 un homomorphisme 

strict de (Hm(V), A'~) dans l'espace fibr6 principal (H,C n) associ6 ~t 

(M,C). Du corollaire du Th6or~me 2.4, il r6sulte que (H'(V),A~) et la 

structure fibr6e obtenue en compl6tant C n relativement au pseudogroupe 

~p(G-,G',A"-m), ofa (G,7) est le groupe structural de (M,C), sont associ6s. 

Corollaire. J""~(V', V) est un prolongement r~gulier d'ordre m de 

(Vx V',(A x A')), T'~,(V) et T*m(v) sont des prolongements rdguliers 

d'ordre m de (V,A). 

D6monstration. T~,(V) admettant Hm(v) pour espace fibr6 principal 

associ6 est un prolongement d'ordre m de (V, A) d'apr~s la proposition. Les 

espaces fibr6s Hr"(vx V') et Jm(V', V) sont associ6s en vertu du corollaire 

du Th6or~me 2.4 puisqu'ils ont m~me base et que leurs groupes structuraux 
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M]'(E x/~ ' )  et M~n(E)x M~'(/~') sont isomorphes. Enfin les espaces fibr6s 

Hm(v) et T* ,~(V)son t  associ6s puisque leur base est (Vm, A m) et leur 

groupe structural M~(E). 

Th~or~me 3.5. Transitivitd des prolongements: Si (M,C)  est un pro- 

longement r~gulier d'ordre m de (V,A)e.~g(E,  nE) et si (M' ,C ' )  est un pro- 

Iongement rdgulier d'ordre m'  de la structure de varidtd, suppos~e ( n - m )  

fois diff~rentiable, sur M sous-jacente ?t (M,C),  alors M '  est muni  d'une 

structure de prolongement d'ordre m + m' de (V,A). 

~ t  D 6 m o n s t r a t i o n .  Soient (M,C)eePo(F,G,A "-m) et 

e dPo(F , G ,A ) (M' ,C ' )  ~' ' ' "-m-" '  

off (F, nv) et ( F ' , n r )  sont deux espaces affines quasi-localement 

convexes, (F, Z) e A~-m(F, he) et (F', Z') ~" - " -  "" ~' eAo (/~ ,nv). Soient u et u '  les 

repr6sentations de M~"(~:) et M~"'(~ • P) resp. darts G e t  G', d6finissant l'as- 

sociation. (M,C) et (M', C') admettent des superstructures (M, C) e ~ ( E )  et 

(M ',C') e ~ " '  r (M), de groupes structuraux MT(E) et M]"(/~x/7),  off 

r et r  sont des pseudogroupes associ6s & cb"(E) et Om'(E x F). Un 

616ment cm de ~ " ( E )  est de la forme: 

(z,)7)~ (r u(r off CeA"(E), zea(~) ,  f ieF.  

(I)"'(M) contient tout 616ment ~b"' de la forme: 

( z , y , y ) ~  ,n - , mm' -, - -' (r ( z , f i ) , u  ((r ), off )7' 6 F' ,  .17 = ( ( y ) ,  ( ~ Z, 

q5 m c ~ " ( E )  et r d6signe l'application : (z, y) --* era(z, ~ (y)). Par suite: 

r = ( r 1 6 2  . . . .  ' - '  (y),  (u (r ( y ) ) .  

L'applicaticn: . . . . . . .  .," -, (y, y ) -,' (u (~b z) y, (u ((r r )t~:,;)Y ) 6tant enti6rement d&ermin ~e 

par la donn6e de ~ + m '  peut s'6crire u"(r La relation: 
~ ) , , m + m ' ~ t m + m '  d~m+m'  , #m tm ,,m' m" z' ~-z = ~.. ,z =~b'(z), entralne r = r  et r 162  z = r  

d'ofi . . . .  +,., . . . . . . .  +m'- . ,.+,.') M'  u tg~ ) = u  (q) ~, )u . L'ensemble est canoniquement 

muni d 'une structure fibr6e ( n - m - r e ' )  fois diff6rentiable (M',C") de base 
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(V,A) et u" est une reprdsentation ( n - m - m ' )  fois diffdrentiable de M~'+"'(/~) 

dans le sous-groupe G' de M~'(E) x M~'(E x F) qui est le groupe struc- 

tural de (M',C").  Par suite les espaces fibr6s Hm+'~'(E)et(M',C")ontm~me 

base et il existe une reprdsentation ( n - m -  m') fois diffdrentiable deMZ'~"'(/~) 

dans G'; il rdsulte du corollaire du Thdor~me 2.4 que ces espaces fibr6s 

( n -  m -  m') fois diff6rentiables sont associds, donc M'  est muni d'une struc- 

ture de prolongement rdgulier d 'ordre m + m' de (V, A). 

Th~or~me 3.6. Jn'm(V',V) est muni d'une structure de prolongement 

rdgulier d'ordre m de (V,A)~ ~,*o(E, nE) et d'une structure de prolongement 

rdgulier d'ordre m de (V' ,A')  ~ ~A~o(E',rr~,), les projections canoniques sur 

la base ~tant resp. ~ et ft. 

D ~ m o n s t r a t i o n .  Soient g ~ A  et rgm l'application: 

m - 1  m s . (z ,  ~) ~(dx g)  o ~  z e 0~(g), x = g ( z )  et ~ ~ TE(V ), 

si ~ ( d ' ~ g ) -  l . ,  - 1 =~l(dx ,g l )  , on a x = x l ,  d'o~ g=gl~),  oil ~beA"(E) et 

~(~b~) - 1 =  ~1; par consdquent: 

(T gT)- l(T gm)(z, ~) = (~)(Z),  ~(~1)7)- 1) 

et les applications rg,,, ofJ g e A, engendrent un atlas complet rA" qui d6- 

finit sur dm(V ', 11) une structure de prolongement d'ordre m de (V,A), de 

fibres isomorphes it T"~(V') et de groupe structural M~'(E). De m~me l'atlas 

complet rA'*m engendrd par les cartes rg,,,  de la forme: 

--a, . m  , , g ,  Z '  (z', ~*) Jo(g tz')~ , of a ~ A', ~ o~(g'), ~* e T*~(V), 

ddfinit sur J"(V', V) une structure de prolongement rdgulier d 'ordre m de 

(V',A'), de fibres isomorphes it T*,~(V) et de groupe structural M~'(ffT). 

Soit (V,A)eb,'6(E,n~); pour tout x e Y ,  d6signons par Nx la fibre de 

T~*(V) au-dessus de x (munie de sa structure d'espace quasi-localement con- 

vexe); soit N~, = .~ ' (R,  Nx). 
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D 6 f i n i t i o n  3.3. Avec les notations prdcddentes, un dldment du produit 
P q 

tensoriel (| N~) |174 N') sera appeld (E',nE,)m-tenseur de type (p,q) sur 

(V, A), d'origine x. 
P q 

Le produit tensoriel ( |  N~) | 174  N')  sera identifi6 ~ u n  sous-espace de 
i t t t/ l'espace des formes multilin6aires continues sur (5~ N~)) Px (.2~.(R,Nx)) 

| p q 

en identifiant ( |  ~1) | ( |  q j) h la forme: 

t ! ~ t t v t 

( ( ~ l ) / < p ,  (qj)j<tl)  < ~ 1 , ~ 1 >  " ' "  <~p,~p> < h i , h i > . "  <qq,,q>. 

I1 sera muni de la quasi-topologie induite par la quasi-topologie de la con- 

vergence locale. 

Th6or6me 3.7. L'ensemble des (E',n~,)~-tenseurs de type (p,q) sur 

Ao(E, ne) admet une structure de prolongement d'Ordre m de (V,A), (V, A) ~ ~" 
P q 

de fibres isomorphes ?t (| N.) | (| N'). 

En effet l'atlas complet d6finissant la structure fibr6e est engendr6 par les 
p§ 

cartes | g, off gEA,  d6finies par: 

P q q 
(z,( | 4,) | (| ~))) -~ ~ (~,aTg- ~ )| | 

ofa z ~ a(g), g(z) = x, ~ ~ Mz (E , E), si i < p, qj ~q~a(R, M~. (E , E)) si j < q, 

et [-g~/~.] d6signe la forme lin6aire sur N~: 

' (jogtz). 

C as p a r t i c u l i e r s :  3.1. Si I(V,A)i est une E-vari6t6 In lois [diff6rentiable 

il n'existe g6n6ralement pas de topologie sur M"(E' ,  E) telle que les diff6rents 

espaces fibr6s consid6r6s dans ce paragraphe soient ~ groupe structural to- 

pologique (voir [7a]), Toutefois on obtient des espaces fibr6s ~ groupe struc~ 

tural topologique en remplaqant partout la quasi-topologie de la convergence 

locale par la topologie de la convergence compacte dans le cas particulier 
-'} "-~t suivant: Tous les espaces localement convexes E,E,'... sont suppos6s 8tre 

des espaces de Fr6chet dont le dual topologique est m6trisable pourla topologie 
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de la convergence compacte. Le th6or6me de transitivit6 des prolongements 

est aussi valable dans ce cas. Dans le Th6or~me 3.7, on supposera le produit 

tensoriel muni de la topologie de produit tensoriel projectif (voir 1-13c]). 

3.2. Dans tout ce paragraphe, on peut remplacer la classe des (E,rte)- 

vari~t& n fois diff6rentiables par la classe des E-vari6t~s n fois b-diffErentiables, 

o~ /~ est un espace de Banach et b l 'ensemble de tousles  born~s de E;  il faut 

de plus remplacer la quasi-topologie de la convergence locale par la topolo-  

gie de la convergence born6e. Alors tous les  th6or6mes indiqu6s, et en parti- 

culier le th6or~me de transitivit6 des prolongements sont encore vrais; dans 

le Th6or~me 3.7, le produit tensoriel est suppos6 muni de la topologie de 

produit  tensoriel topologique projectif. 

3.3, Les r6sultats de ce paragraphe sont encore valables en consid6rant 

la classe des E-vari6t6s n fois 6:-diff6rentiables et en remplagant la quasi- 

topologie de la convergence locale par la topologie de la ~-convergence,  

si on suppose que 5:  est un ensemble de parties de l 'espace localement con- 

vexe /~ tel que les conditions a ' ,  b (et c) de l ' introduction soient v6rifi~es 

(Exemple: 3.2). 
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Note  ( r envo i  de la  page  83): 

*) Soi t  ~ ' "  la  ca t6gor ie  des a p p l i c a t i o n s  n fois  di f f6rent iables  d ' u n  espace  

quas i - loca lemen t  convexe  dans  un aut re .  Srn est  une ca t6gor ie  sous- induc t ive  

[8b]  au-dessus  de ~ - '  r e l a t i v e m e n t / t  z: 

f = ((F, ~re),f, (E, 7rn) ) ~ (z (~rr),f, z ORE)) 

et au-dessus  de d 7 r e l a t i vemen t  /t ~: f ~ ( F , f , E ) .  La  ca t6gor ie  A ~ s ' ident i f ie  

/t la ca t6gor ie  des  j e t s  locaux  [8c]  de 3 ~n au-dessus  de ~ '  en ident i f ian t  
( X ,  7r) " "~ a J~(~(E,~e),  o~ z(r 0 est la t o p o l o g i e  indu i t e  p a r  z(~ze) sur  l ' o u v e r t  X.  

La ca t6gor ie  A ~ s ' ident i f ie  h la ca t6gor ie  des je ts  locaux de~K TM au-dessus  de ~ ,  

en iden t i f i an t  ( X , n )  ~j~x(E,TrE), si X est  c on t e nu  dans  E. 


