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INTRODUCTION

L’objet de ce travail est la définition et I’étude des applications différentiables
d’un espace localement convexe dans un autre et des variétés de dimension
infinie. Dans le cas des espaces de Banach, la notion de différentiabilité au
sens de Fréchet [1a] donne une théorie satisfaisante; de méme les applications
différentiables d’un espace numérique dans un espace localement convexe
ont été complétement étudiées. Certaines définitions ont été données dans
le cas général; elles se répartissent principalement dans les classes suivantes:

1) Point de vue géométrique selon I’'idée de [1b], développée en parti-
culier dans [2a, b] et [3]: Une application f de E dans F, ol E et F sont des
espaces vectoriels topologiques sur le corps des réels R, est différentiable en
x si, quelle que soit I’application différentiable g de R dans E, ’application
fo g est différentiable ent on g(f) = x. Cette définition n’entraine pas la con-
tinuité de f en x.

2) Etude au point x d’une application f d’un groupe topologique E dans
un autre F [4a]; si E et F sont des espaces localement convexes, f est dif-
férentiable en x au sens de [4a] si et seulement si f est régulirement différen-
tiable en x (Définition 3.2, Chapitre I).

3) Point de vue analytique [5], [6]: Une application f de E dans F, ol
E et F sont des espaces localement convexes, est différentiable sur un ouvert
X de E si elle est dérivable sur X (Définition 3.1, Chapitre 1) et si I’appli-
cation: x — Df(x) est une application continue de X dans I’espace des ap-
plications linéaires continues de E dans F, muni de la topologie de la con-
vergence bornée. Si E est métrisable et tonnelé, cette définition équivaut a
dire que f est b-différentiable sur X (Définition 3.2, Chapitre I1). En général
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f peut étre différentiable dans ce sens sans étre continue sur X; la composée
de deux applications différentiables en ce sens peut ne plus étre différentiable.

Le présent article a pour but de définir une notion tout-a-fait différente
d’application n fois différentiable, plus adaptée & 1’étude de certaines questions
d’Analyse (distributions généralisées, distructures [7a]) et de Géométrie
différentielle (théorie des prolongements [8a]), c’est-d-dire jouissant des
propriétés suivantes:

I) SiE et F sont des espaces numériques, une application f de E dans F
est n fois différentiable si, et seulement si, elle est n fois continuement dif-
férentiable (dans le sens classique).

II) La classe des applications n fois différentiables est contenue dans la
classe des applications continues et stable par rapport aux principales opéra-
tions de I’Analyse (composée, produit, ---).

1II) On peut définir des variétés n fois différentiables de dimension in-
finie ayant des propriétés analogues & celles des variétés n fois différentiables
de dimension finie; en particulier le théoréme de transitivité des prolonge-
ments [8a] est encore valable.

Dans [7a] j’ai introduit la notion d’application » fois différentiable d’un
espace localement convexe dans un autre utilisée ici et j’ai montré qu’elle
vérifie les conditions I et II; de plus j’ai étudié diverses topologies sur 1’espace
des applications n fois différentiables de X dans F; le troisiéme chapitre de
a leére partie de [7a] est un court exposé sur les variétés différentiables de
dimension infinie. Malheureusement, en utilisant seulement des structures

topologiques il était impossible de vérifier la condition III.

En effet, la théorie des variétés différentiables de dimension finie utilise
essentiellement les faits suivants:

E, F et G sont des espaces numériques, 4(F,E) (resp. .Z(F,E)) désigne
I’espace des applications continues (resp. linéaires) de E dans F, muni de
1a topologie de la convergence compacte.

a) %(G,F x E) est isomorphe 4 €(%(G, F), E).

b) L’application: (x,f) — f(x), ou x€E et fe4(F,E), est continue; ’ap-
plication: (g,f)— gof, o fe L(F,E) et gc¥(G,F), est continue,

Ic) Si f est une application n fois différentiable de E dans F, on a:
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D' f(x) =~ D™(D"""f)(x),

ou Df(x) désigne la n-iéme diiTérenticlle de f en xeE.

Si E et F sont des espaces localement convexes de dimension infinie, il
n’existe généralement pas de topologie sur €(F, E) et #(F,E) telle que les
conditions a et b, et par suite la condition c, soient vérifiées (Chapitre 11, §1).
C’est pourquoi beaucoup de théorémes de [7a] utilisaient des hypothéses
supplémentaires (condition (P), espaces bornologiques, --- ) et le théoréme de
transitivité des prolongements n’était valable que sous des conditions trés
restrictives. Pourtant il était naturel de penser que ces hypothéses supplé-
mentaires étaient superflues; les définitions mémes de [7a] suggéraient qu’il
fallait munir ¥(F, E) d’une structure telle que I’on ait: a’) fe €(F,X x E),
ou X est un ouvert de E, si, et seulement si, I’application: x— [v— f(x,v)],
oll xe X et veE, est continue. Mais il n’existe pas de topologie vérifiant a’),
et le respect des structures consacrées de [9] m’a retenue d’introduire dans
[7a] la structure appropri€e.

Le présent travail remédie a cet inconvénient, en utilisant 1a notion ‘‘plus
fine’’ de quasi-topologie (d’une fagon précise, les quasi-topologies forment
une espéce de superstructures des topologies). Une quasi-topologie sur un
ensemble X est définie par une application f de X dans I’ensemble des ensembles
de filtres sur X telle que f(x) soit un idéal pour tout x € X (c’est la définition
de ““Limesraum’’ de [10] et [4b]); dans [10], cette notion est étudiée sous
un angle purement algébrique; dans [4b], elle est adaptée & la structure de
groupe. Ici je définis la notion de quasi-topologie localement convexe =
qui généralise la notion d’espace localement convexe (n admet une topologie
localement convexe t(m) sous-jacente). En particulier je munis [D’espace
%'(F,X) des applications quasi-continues d’un espace quasi-topologique
(X, m) dans un espace quasi-localement convexe (F,n;) de la quasi-topologie

de la convergence locale A qui est la quasi-topologie la moins fine rendant
quasi-continue 1’application (x,f)—f(x), de X x €'(F,X) dans F. Les

principaux théorémes valables dans le cas d’espaces localement compacts
en utilisant la topologie de la convergence compacte (par exemple le théoréme
d’Ascoli) se généralisent en utilisant 1; de plust A intervient naturellement
dans plusieurs questions d’Analyse (dans le dual d’un espace vectoriel topo-
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logique, un filtre & converge vers 0 pour A si, et seulement si, % converge
simplement vers O et si & contient un ensemble équicontinu: cette condition
est implicitement employée dans certains théorémes de [13a]). La quasi-
topologie A est 1’outil essentiel de ce travail, car elle permet de vérifier les
conditions a, b, ¢, énoncées ci-dessus pour des espaces localement convexes
E, F et G, en remplagant continue par quasi-continue.

En munissant I’espace 2" des applications n fois différentiables d’un
ouvert X de E dans F, ou E et F sont des espaces localement convexes, de la
quasi-topologie de la convergence locale pour les fonctions et toutes leurs
différentielles, les propriétés de régularité de F (complet, quasi-complet, de
Montel, ---) se transportent & 2". De plus, les notions d’espace fibré quasi-
topologique et d’espaces fibrés quasi-topologiques associés peuvent é&tre
définies comme dans le cas topologique [8a], ce qui permet de transposer au
cas de dimension infinie la théorie des variétés différentiables de dimension
finie de [8a] et d’obtenir en particulier le théoréme de transitivité des pro-

longements.

CHAPITRE 1

APPLICATIONS DIFFERENTIABLES EN UN POINT

Ce chapitre reprend, & quelques modifications pres, le texte du Chapitre I
de [7a], mais en remplagant les structures d’espace vectoriel par des structures
d’espace affine, qui sont seules a intervenir dans la théorie de la différentiabilité.
Ce chapitre préliminaire cherche & donner une idée ‘‘géométrique’’ du prob-
léme; les chapitres suivants n’en dépendent pratiquement pas.

1. Espaces localement convexes.

Nous appelons espace localement convexe un espace vectoriel E sur le corps
R des réels, muni d’une topologie séparée compatible avec la structure vec-

torielle (c'est-a-dire les applications:
x,V-o>x+y et (k,x)okx, ol xecE, yeE, keR,

sont continues) et telle que tout point admette un systéme fondamental de
voisinages convexes, L’origine de E sera toujours notée 0. Sauf indication
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contraire, voisinage de O signifiera voisinage convexe symétrique de 0. A un
tel voisinage U correspond sur E une semi-norme continue p, jauge de U
[9a], telle que U soit I’ensemble des points x de E pour lesquels on a p(x) < 1.
La topologie de E est aussi définie par la donnée de 1’ensemble des semi-
normes correspondant & un systéme fondamental de voisinages de 0. Par
semi-norme, ou norme, sur un espace localement convexe, nous entendrons
semi-norme, ou horme, continue.

Soient E un espace localement convexe et M un ensemble contenu dans E.
Rappelons que M est équilibré [9a] si, pour tout keR telque — 1< k<1,
ona kM < M. Ondit que M absorbe M’ < Es’ilexiste k > Otelque M’ < kM ;
si M absorbe tout ensemble réduit 3 un point, M est absorbant [9a]; M est
pseudo-borné (voir [7b]) si sa trace sur tout sous-espace de dimension finie
est bornée. Pour qu’un ensemble convexe (resp. un ensemble fermé et équi-
libré) M soit pseudo-borné, il faut et il suffit qu’il ne contienne pas de demi-
droite. Pour que la topologie de E admette un systéme fondamental de voisinages
de 0 pseudo-bornés, il faut et il suffit qu’elle puisse étre définie par la donnée
d’un ensemble de normes; dans ce cas, nous dirons que E est pseudo-normé.

Soit E un espace localement convexe; soit A un ensemble équilibré et ab-
sorbant qui contient avec tout point différent de 0 un voisinage de ce point.
Ces ensembles A forment une base de filtre; soit %, le filtre qu’ils engendrent.
Un ensemble B de %, est un ensemble contenant 0 et tel que toute demi-droite
D issue de 0 soit intérieure & un cdne pointé de sommet O sur lequel la trace
de B soit un voisinage de 0 pour la topologie induite par la topologie de E

sur ce cone.

Définition 1.1. On appelle “‘topologie radiale associée d l'espace E
localement convexe’ la topologie sur E telle que le filtre des voisinages de
x e E soit le filtre x + %, qui est déduit par translation du filtre F, con-
struit ci-dessus. Un voisinage de x pour la topologie radiale sera appelé
“‘voisinage radial de x.”’

La topologie radiale associée 3 l'espace localement convexe E est plus
fine que la topologie localement convexe de E; les applications: x = x + y
et (k,x)—>kx, ot xcE, yeE et keR, sont continues pour la topologie
radiale, mais la topologie radiale n’est généralement pas compatible avec la
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struc ure de groupe additif de E. Sur tout compact de E (pour la topologie
localement convexe), la topologie localement convexe et la topologie radiale
associée induisent la méme topologie.

Proposition 1.1. Soit M un sous-espace fermé équilibré de Pespace
localement convexe E; soit U un voisinage radial de 0. Pour toute demi-
droite D issue de 0 sur laquelle la trace de M est un segment I, il existe
un céne C de sommet 0 & Uintérieur duquel appartient D et tel que M N C
soit absorbé par U N C.

Démonstration. Soit x une extrémité de I et soit k> 0ty quexe g U.
Soient x” un point de D N (M N kU et ¥ un voisinage ouvert de x contenu
dans 2kU; ’ensemble W= VN (M est ouvert et le cone C de sommet O
engendré par W contient D dans son intérieur. Pour tout meM N C, linter-
section de (JM avec la demi-droite D’ issue de O passant par m contient un
point y. Puisque M est équilibré, M M D’ est contenu dans le segment [0, y]
donc dans 2kU. Par suite M N C est absorbé par U N C.

Si un voisinage radial A est convexe, sa jauge p(A) (voir [9a], p. 103, ex. 5)
sera appelée norme radiale sur E. L’application p(A4) est continue pour

la topologie radiale.

Exemples. 1.1. Si E est un espace de dimension finie, la topologie
radiale associée a la topologie de E est identique a cette topologie.

1.2. Si E est muni de la topologie fine (voir [7b]), un voisinage radial
dans E est I’analogue, dans le cas ol E est un espace vectoriel sur R, d’un
ensemble localement borné au sens de [14] (ot E est un espace vectoriel sur le
corps des complexes).

1.3. Soit E un espace de Hilbert complet, admettant une base orthonormale
dénombrable; (e,, -+,e,, --+); soit g Papplication de la sphére unitéde E dans E
telle que:

gx) = X (x/2x, on |x|=1 et x;=(x]e).
ieN
L’ensemble A formé des points y de E tels que:
Iy <|gtky|, o Jky|=1 et keR,

est un voisinage radial convexe de E ne contenant aucune boule. La norme
radiale correspondante est ’application p définie par:
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px)=|x||/|g=x")] ou x'=kx et [x'|=1.

Soit E un espace localement convexe; nous désignerons par Sg l’espace
sphérique associé & E, c’est-a-dire I’espace topologique quotient de E — {0}

par la relation d’équivalence p:
X ~ y si, et seulement si, y = kx, ol keR etk >0.

La classe d’équivalence de x modulo p sera appelée direction de x. Si F est
aussi un espace localement convexe, E x F désignera 1’espace localement
convexe produit de E par F. 7

Soit E’ un ensemble muni d’un groupe de transformaticns % simplement
transitif appelé groupe des translations. Un élément x de E’ sera appelé point;
nn couple (x, y) de points, vecteur li¢é d’origine x, d’extrémité y; la classe
d’équivalence x_;z de (x, y) relativement au groupe %est appelée vecteur libre.
Rappelons [7¢] que E’ est un espace affine réel si I’ensemble des vecteurs
libres est muni d’une structure d’espace vectoriel telle que Xy +yz= xz;
cet espace vectoriel sera noté E'.

On appellera espace affine localement convexe un espace affine réel E’
muni d’une topologie telle que ’espace E’ des vecteurs libres soit un espace
localement convexe et que, pour tout point x de E’ les voisinages de x scient
les ensembles x + U, ol U est un voisinage de 0 dans E’; Pensemble x + U
est formé des points y tels que x_y> e U. Alors les vecteurs liés d’origine x forment
un espace localement convexe isomorphe a E’ pour I’application (x, y) —»?};
cet espace sera appelé espace tangent @ E' en x et noté E’,. Si M est un en-
semble de E’, le céne d’appui [7b] de M en x<M est ’ensemble obtenu
par saturation de M relativement 2 la relation p, qui définit 1’espace sphérique
associé 4 E..

Soient E et F deux espaces topologiques, f une application d’une partie
de E dans F; la restriction de f & un ensemble C de E sera notée f/ C.L’ensemble
des applications f continues en un point x de E sera noté €(F, E, x). Supposons
que E et F sont deux espaces localement convexes. Si U est un ouvert de E,
nous désignerons par €(F,U) I'espace vectoriel des applications continues
de U dans F. L’espace des applications linéaires continues de E dans F sera
noté¢ L(F,E); si TeZ(F,E), nous écrirons T(x) = {T,x>, ou xcE. Si &
est un ensemble de parties de E, €(F, U) (resp. Z(F, E)) muni de la topologie
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de la F-convergence sera noté € (F,U) (tesp. L,(F,E)). Soit £ (F,E)
I’espace localement convexe défini par récurrence de la maniére suivante:
Z4 (F,E)=%4(F,E); 2" (F,E) =% (%% (F,E),E). Une application
&-hypocontinue de E? dans F est une application g de EF dans F, sé-
parément continue, et telle que, pour tout voisinage V de 0 dans F et toute
famille finie (s;);<, d’éléments de &, il existe un voisinage U de 0 dans E
tel que I"on ait:

gUxsyx v xspycV

Soit AL (F, E) ’ensemble des applications multilinéaires .#-hypocontinues de
E? dans F, muni de la topologie de la convergence uniforme dans les ensembles
‘de la forme s, x -+ x5, ou s;€% pour tout i< p. H#fF(F E) admet
pour sous-espace 1’espace .#Z(F,E) des applications multilinéaires -
hypocontinues de E? dans F, c’est-a-dite les applications multilinéaires
symétriques g telles que, pour tout voisinage ¥ de 0 dans F et toute famille
finie (s;);<,—; d’ensembles de &, il existe un voisinage U de 0 dans E tel que
Pon ait:

8(sy X o X5, XxUXsjpy xexs))cV

pour tout j compris entre 1 et p. L’application a, qui associe a g’ €% ¢ (F, E)
’application:

(vla "',Up)-) <"'<g,s Uy >a "',‘{)p>

est un isomorphisme de .#J (F, E) sur o f (F, E). L’inverse de a, détermine
un isomorphisme canonique de # £ (F,E) sur un sous-espace vectoriel de
£Y (F,E).

Soit (E;); <, une famille finie d’espaces localement convexes. Nous noterons
L(F, [] E) Pespace vectoriel des applications multilinéaires continues de

isn

H E, dans Fet, si T’ est un élément de cet espace, nous écrirons:

isn

T,((xi)i__<_n) = <T,9(xi)i§n> = <TI,(x1"";xn)>, 0':1 xiEEi'

Si &; désigne un ensemble de parties de E,, la topologie de la & ;-convergence
sur cet espace est la topologie de la convergence uniforme dans les ensembles
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de la forme [] s, o0t s;€.%;. L’espace topologique ainsi défini sera noté
isn
Ly(F, TTE). On a un isomorphisme canonique b, de L,(F,E") sur un

ign

sous-espace vectoriel de Z'(F,E), si ;=Y pour tout i <n.

2. Applications lipschitziennes et tangentes a 0

Soient E’ et F’ deux espaces affines localement convexes, f une application
d’un ouvert de E’ dans F’. Dans ce paragraphe, nous allons étudier le com-
portement de f au voisinage d’un point x de A. En nous plagant dans les
espaces tangents E et Fj ), et en identifiant les espaces E’ et F' des vecteurs
libres de E’ et F’ aux espaces E; et Fy,, resp., nous nous raménerons a la
situation suivante: E et F sont deux espaces localement convexes, f une appli-
cation d’un voisinage ouvert A de 0 dans E, i valeurs dans F, telle que f (0)=0.

Pour généraliser au cas ol E et F ne sont pas normés les notions classiques
d’applications lipschitziennes et O-lipschitziennes, il semble naturel de poser:

Définition 2.1. Soient p et q des semi-normes sur E et F resp: et k
un nombre positif. On dit que f est lipschitzienne en 0 de rapport k relative-
ment a p et q s’il existe un voisinage U’ de 0 dans E tel que, pour tout x e U’,
on ait: q(f(x)) £ kp(x). On dit que f est O-lipschitzienne relativement a p
et q si, pour tout k>0, fest lipschitzienne de rapport k relativement a p et g,
On dit que f est lipschitzienne (resp. O-lipschitzienne) en 0 si, pour toute
semi-norme q sur F il existe une semi-norme p sur E telle que f soit lipschitz-
ienne (resp. O-lipschitzienne) relativement d p et q.

Si p n’est pasune norme, soit D une droite telle que p(D) = 0. Si f est lip-
schitzienne relativement & p et ¢, on a g(f(D N A)) = 0.

Interprétation géométrique.

Soient B un ensemble contenant 0 dans E et B’ un ensemble équilibré de
F; nous désignerons par ¢(B, B’) le céne dans E x F formé des demi-droites
issues de (0,0) et dont les points (x,y) sont tels que y e B’ lorsque x € B;
si B est équilibré, soit B* le bord de B, c’est-a-dire I’ensemble des extrémités
des segments traces sur B des demi-droites issues de 0; soit B® I’ensemble
des demi-droites contenues dans B. Le cone ¢(B,B") est le cone d’appui en
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(0,0) de I’ensemble (B* x B") U(B™ x {0}). Pour tout voisinage U’ de 0 dans
E, soit C(f/U’) le cone d’appui en (0,0) du graphe de f/U’; ce cone est I’en-
semble des points (z,z)eE x F tels qu’il existe k > 0 pour lequel on ait
f(kz) = kz' et kze U’. Soient U un voisinage de 0 dans E de jauge p et V
un voisinage de 0 dans F de jauge q. Pour que f soit lipschitzienne de rapport
k relativement & p et g, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage U’ tel que
C(f]U") < «(U,kV). Pour que f soit lipschitzienne en 0, il faut et il suffit
que, pour tout V, il existe U et U’ tels que: C(f/U’) < ¢(U, V). Pour que f
soit O-lipschitzienne en 0, il faut et il suffit que, pour tout V, il existe U véri-
fiant la condition: pour tout k > 0, il existe U’ tel que C(f/U") < c(U, kV).

Proposition 2.1. Pour que f soit lipschitzienne en 0, il faut et il suffit
que Dapplication m, définie sur I’ensemble A’ des couples (t,v) tels que
t=0,veE et tve A par:

m(1v) = f(r)Jt si t#0 et m(0p) =0
soit continue en (0,0.)

Proposition 2.2. Pour que f soit 0-lipschitzienne en 0, il faut et il
suffit que, pour toute semi-norme q sur F, il existe une semi-norme p sur E

telle que q(f(h)) = p(Wya(h), oir he A et a est une fonction continue
de A dans F.

(En abrégé: a(h)— 0 si h—0).

Remarque 2.1. Si dans la Définition 2.1, on remplace ‘‘voisinage U'”’
par ‘“‘voisinage U’ pour la topologie définie sur E par la semi-norme p”’,
on obtient la notion d’application réguliérement lipschitzienne ou régu-
liérement O-lipschitzienne en 0. Une application lipschitzienne en 0 est aussi
régulierement O-lipschitzienne en 0; mais si E n’est pas normé, f peut étre
0-lipschitzienne en 0 sans étre réguliérement O-lipschitzienne en 0. On pourrait
aussi remplacer dans la Définition 2.1 voisinage U’ par voisinage radial U’;
on obtient alors la notion d’application radialement lipschitzienne ou radiale-
ment 0-lipschitzienne en 0; une telle application peut ne pas €tre continue
en 0. Pour que f soit réguli¢rement (resp. radialement) O-lipschitzienne en 0,
il faut et il suffit que pour toute semi-norme ¢ sur F il existe une semi-norme
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p sur F telle que I'on ait q(f(h)) = p(h)a(h), ol a(h)— 0 si p(h) -0 (res-
pectivement a est continue pour la topologie radiale).

Exemples: 2.1. Toute fonction linéaire et continue est (réguliérement)

lipschitzienne en 0.

2.2. Si f est continue en 0 et telle que f(ax) =a"f(x), ou n est positif
et a R, alors f est O-lipschitzienne en 0.

L’ensemble des applications (réguliérement) lipschitziennes en 0 forme un
sous-espace vectoriel de €(F, E,0). La restriction d’une application (réguliére-
ment) lipschitzienne & un sous-espace vectoriel de E est une application (ré-
guliérement) lipschitzienne en O sur ce sous-espace.

Proposition 2.3. La composée de deux applications (réguliérement)
lipschitziennes en O est (réguliérement) lipschitzienne en 0. La composée
a droite ou a gauche d’une application (réguliérement) lipschitzienne en 0
et d’une application (réguliérement) 0-lipschitzienne en Q est une application

(réguliérement) O-lipschitzienne en 0.

Démonstration. Soient f lipschitzienne en 0 et g une application lip-
schitzienne en 0 d'un ouvert de F dans un espace localement convexe G.
Pour toute semi-norme r sur G, il existe une semi-norme g sur F et un nombre
k > 0 tels que g soit lipschitzienne de rapport k relativement 4 g et r. A ¢
correspond une semi-norme p sur E telle que f soit lipschitzienne de rapport
k' relativement & p et q. Alors gofest lipschitzienne de rapport kk’ relativement
a petr. La fin de la proposition est évidente.

Proposition 2.4. Soit (F));.; une famille d’espaces localement con-
vexes. Si pour tout iel lapplication f; de E dans F; est 0-lipschitzienne
en 0, alors Papplication produit f=(f));.; de E dans F= []| F; est 0-lip-

o, iel
schitzienne en 0.

Démonstration. Un systéme fondamental de semi-normes sur F est
obtenu en prenant les semi-normes: ¢, = sup (g;.pr;), ot I’ est un sous-

iel’

ensemble fini de I, oti pr; est la projection canonique de F sur F, et g; décrit
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un systéme fondamental de semi-normes sur F;. A la semi-norme g; corres-
pondent la semi-norme p; sur F; et la fonction a; (Progposition 2.2) telles que:

q(fi(h) = p(h)a;(h), ot a(h)—0 si h—0.
On a alors:

g;{f()=(sap p(Ma(h), ol a(h)y—-0 si h-0;
iel’

donc f est O-lipschitzienne en O.

En pratique, la notion d’application O-lipschitzienne est trop restrictive
dans beaucoup de questions qui interviennent en Analyse, lorsque les espaces
ne sont pas normés, Il est donc utile d’introduire une notion plus maniable,
celle d’application tangente a 0 en 0, dont nous nous servirons principalement
dans la suite.

Définition 2.2. Soit D une demi-droite issue de 0 dans E. On dit que
f est tangente a 0dans la direction de D si, pour toute semi-norme q sur F,
il existe une semi-norme p sur E vérifiant la condition: Pour tout k> 0,
il existe un cone C de sommet 0 dont I’intérieur contient D et un voisinage
U de 0 dans E tels que, pour tout he CN U, on ait: q(f(h)) < kp(h). Si f
est lipschitzienne en 0 et tangente a 0 dans toutes les directions, on dit que
f est tangente 4 0 en O, ou que le 1-jet de f en O est nul, et on écrit
jof = 0.

On ne change pas la notion d’application tangente a 0 en 0 si on remplace
dans cette définition voisinage U par voisinage radial U.

Si f est tangente a 0 en 0, sa restriction a tout sous-espace vectoriel de E
est tangente & 0 en 0. L’ensemble des applications de 4 dans F tangentes 4 0
en O est un sous-espace vectoriel de G(F, 4,0).

Remarque 2.2. La considération du contingent [15] en O des graphes
de deux applications ne permet pas de définir une bonne notion de tangence.
En eifet, soient F un espace localement convexe admettant une base algébrique
dénombrable (e,), .y et muni de la topologie fine et f I’application de R dans
F définie par:

f(x}=0si x#1/2" et f(1/2") =e,/n.
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Le contingent en 0 du graphe de f est réduit au sous-espace R x {0} de R x F
alors que pour tout voisinage de 0 dans R le cone d’appui de la restriction
de f a4 ce voisinage: contient une infinité de droites ne convergeant pas vers
une droite du contingent.

Théoréme 2.1. Pour que f soit tangente a 0 en 0, il faut et il suffit
que Uapplication m, définie sur 'ensemble A’ des couples (1,v) tels que
t=0, veE et tve A par:

m(t,v) =f(tv)/t si t#£0 et m0,v)=0
soit continue en (0,v) pour tout veE.

Démonstration. La continuité de m en(0,0) signifie que f est lipschitz-
ienne'en 0 d’aprés la Proposition 2.1. Soit ¢ une semi-norme sur F. Supposons
m continue en (0,v) pour tout v € E. Soit D une demi-droite issue de 0 dans E.
Choisissons un point v sur D et une semi-norme p sur E tels que p(v) = 1.
Pour tout k > 0, soient U’ le voisinage ouvert de 0 dans E et g le nombre
tels que les conditions t <a, v'ev + U’ et v’ € A entrainent g(f(¢v")) < tk.
Le cdne C engendré par I'ensemble B des points v’ tels que v’ ev + U’ et
p(v") > 1 contient D dans son intérieur et, pour tout ke C tel que p(h) < a,
il existe v’ e Btel que h = tv’. Alors on a: t < p(h) < a et q(f(h)) < kt < kp(h),
donc f est tangente a O dans la direction de D. Inversement si jof =0,
soient v € E et p la semi-norme sur E associée par définition a g et a la direc-
tion D de v; on peut supposer p(v) = a/2 > 0. Soient U le voisinage ouvert
de 0 et C le cone tels que I’on ait g(f(h)) < p(h)/a pour tout he U NC. Soit
a’>0telque vea’U. L’ensemble W des points v’ € a’U N C tels que p(v') < a
est un voisinage de v; les conditions t < 1/a’, v' e Wet tv' € AN C entrainent
tv'eU et p(tv') < ta, d’olt g(f(tv")) < t. Donc m est continue en (0, v).

Corollaire. Si f est tangente a 0 en 0, application m est continue
sur A,

Théoréme 2.2. Pour que f soit tangente @ 0 en 0, il faut et il suffit

que, pour tout voisinage V de O dans F et pour tout veE, il existe deux
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voisinages U(v) et U'(v) de O dans E tels que les conditions: v’ ev + U'(v)
et tv' € U(v) entrainent:

Sf(tv)erV.

Démonstration. Soit ¥ un voisinage de O dans F et veE. Si jif=0,
il existe d’aprés le Théoréme 2.1 un voisinage U’ de 0 dans E et un nombre
a >0 tels que les conditions t<a et v'€v + U’ entrainent f(tv)etV. On
peut supposer qu’il existe un voisinage U de 0 dans E ne rencontrant pas
v+ U’. Alors les conditions v’ ev + U’ et fv'ealU N 4 entrainent ¢ <a,
donc f(tv) e tV. Inversement, soient U(v) et U’'(v) des voisinages ouverts tels
que f(tv)etVsi v'ev + U'(v) et tv' € U(v). L’enveloppe convexe M de 0
avec v + U'(v) est un voisinage de v. Soit a > 0 tel que veaU(v). Les con-
ditions t < 1/a, we M N aU(v) et tw € A entrainent twe U(v) et tw =t'v’, oli
t' <tetvev+ U'(v), donc f(tw)etV. Ceci prouve que m est continue en
(0,v) et, d’aprés le Théoréme 2.1, que jof = 0.

Proposition 2.5. Pour que fisoit tangente a 0 en 0, il suffit que f soit
lipschitzienne en 0 et qu’il existe un voisinage radial B de 0 dans E vérifiant
la condition: Pour tout voisinage V de O dans F, il existe un voisinage radial
0 de 0 dans E tel que P’on ait: C(f]0) < ¢(B, V).

Démonstration. Soient ¥V un voisinage de 0 dans F et veE. Soient
d un nombre > 0 tel que vedB,et U le voisinage radial associé 3 V/d par
hypothész. Il existe un cone C tel que C M dB soit un voisinage U’ + v
devet que UM C soit la trace sur C d’un voisinage U de 0 dans E. Alors les
conditions v’ ev + U’ et tw'eUN A entrainent f(to")etV et jof=0
d’aprés le Théoréme 2.2.

Corollaire: Si f est lipschitzienne et radialement O-lipschitzienne en
0, alors jif=0.

Proposition 2.6. Si f est tangente @ 0 en 0, pour tout voisinage V
de 0 dans F et pour tout ensemble B fermé équilibré, absorbant et pseudo-
borné dans E, il existe un voisinage radial U de 0 dans E tel que I'on ait:
C(f10) < (B, V).
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Démonstration. A une demi-droite D dans E et & une semi-norme g
sur F, jauge de ¥, est associée par définition une semi-norme p sur E. D’aprés
la Proposition 1.1, il existe d > 0 et un cdne C’ tels que p(B NC') <d. Au
nombre 1/d correspondent un voisinage U et un céne C tels que q(f(h)) < p(h)/d
pour tout he UM C. La trace B(D) de U sur CN C’'N A est un voisinage
de 0 dans C N C’ et la réunion U des ensembles B(D) lorsque D balaye E
est un voisinage radial de 0 dans E. Pour tout heU, il existe ve B tel que
h = tv; par suite p(h) = tp(v) < td et q(f(h)) < t. Donc on a:

C(fI0 = (B, V).

Corollaire. Si E est pseudo-normé, on a j5 f=0 si et seulement si f
est lipschitzienne et radialement O-lipschitzienne en O.

Théoréme 2.3. Si f est tangente a 0 en O et si g est une application
lipschitzienne en 0, & valeurs dans un espace localement convexe G, alors
gof est tangente a 0 en 0.

Démonstration. Soit r une semi-norme sur G et g la semi-norme sur
F telle que g soit lipschitzienne de rapport k relativement a g et r. Soit ¢’
la semi-norme sur F telle que 'on ait:

r(gh") S kq(h’) si q'(R) <L

Soit a > 0; a la semi-norme ¢” = sup(q,q’) correspond une semi-norme p
sur E vérifiant la condition: A afk est associé un cdne C et un voisinage U
tels que q"(f(h) = (a/k)p(h) pour tout heUN C. Alors les conditions:
heUNC et p(h) < k[a entrainent r(g.f(h)) =< ap(h). Donc gof est tan-
gente a 0 dans la direction de D et lipschitzienne en 0.

Théoréme 2.4. La Proposition 2.4 est vraie en remplacant O-lip-
schitzienne par tangente a 0.

Proposition 2.7, Si E est de dimension finie, toute application
tangente a O dans toutes les directions est 0-lipschitzienne en 0.
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Démonstration. Soit ¢ une semi-norme sur F; si D est une demi-
droite dans E et k un nombre > 0, il existe un cone C(D) et d > 0 tels que
sihe C(Dyet h <d, on ait: g(f(h)) < k|| h|. Il existe un nombre fini de droites
D;, ol i < n, telles que les cones C(D,) correspondants recouvrent E. Par
suite, si | k]| <infd, on a: q(f(R) < k| k.

i<n

Remarque 2.3. Si E est de dimension infinie, la proposition n’est évidem-
ment plus vraie. Par exemple, avec les notatlions de ’exemple 1.3, ’applica-
tion: x — || x| p(x) est tangente a 0 dans toutes les directions mais n’est pas
continue en 0. L’application: x — | x ||inf (p(x),a), ol a est une constante
positive donnée, est tangente 4 0 en O sans &tre O-lipschitzienne en 0.

Définition 2,3, Soient f et g deux applications définies sur un voisinage
A de O dans E. On dira que f et g sont tangentes en 0, ou ont méme 1-jeten 0
si jo(f— g = 0. On dira que f et g sont uniformément (resp. régulicrement)
tangentes en O si f — g est O-lipschitzienne (resp. réguliérement O-lipschitz-
ienne) en 0.

3. Applications différentiables en un point.

Soient E, F et G trois espaces affines localement convexes, E: F et G les
espaces des vecteurs libres de E, F et G resp., A une partie de E d’intéricur
non vide et xun point de 'intérieur de A. Nous désignerons par f une appli-
cation de 4 dans F.

Définition 3.1. On dit que f est dérivable en x dans la directions de v,
ot veE et v#0, sila restriction de f a la demi-droite issue de x et passant
par x + v est différentiable en x. La dérivée a droite en O de ’application:
t—sf(x +w), onteR, t=20et x +tve A, sera notée 0,f(x) et appelée dé-
rivée de f en x par rapport a v. Si f est dérivable en x dans toutes les directions
et si application Df(x) de E dans F définie par:

050 et v—>9,f(x) si vaéO,veITZ,>

est linéaire (resp. linéaire et continue), on dit que f est dérivable (resp. con-
tinuement dérivable) en x ef on appelle Df(x) la différentielle de f en x.
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Si f est dérivable dans la direction de v, on a:
0, f(x) = ko, f(x), o v’ =kv et keR.

Définition 3.2. On dit que f est différentiable (resp. uniformément
différentiable resp. réguli¢rement différentiable) en x s’il existe une appli-
cation linéaire continue Df(x) de E dans F qui soit tangente (resp. uni-
Jormément tangente, resp. réguliérement tangente) en 0 a Uapplication:

v (f(x + ) —f(x)), o vek.

Alors, Ia restriction de Df(x) a toute droite D de E passant par O est la
différentielle de la restriction de f & x + D. Ainsi f est dérivable en x et Df(x)
est unique. On appelle Df(x) la différentielle de f en x.

Exemples 3.1. Toute application linéaire et continue est différentiable.
Toute application régulierement différentiable est uniformément diftérentiable.
Toute application vniformément différentiable est différentiable.

3.2. SiE et F sont normés, il y a identité entre applications réguliérement
différentiables, uniformément différentiables et différentiables au sens de
Fréchet. Par contre une application peut &tre différentiable sans étre différen-
tiable au sens de Fréchet. La notion de différentiabilité introduite ici est plus
forte que celle de différentiabilité au sens de Géteaux [14].

3.3. Toute application tangente & O (resp. O-lipschitzienne) en O est dif-
férentiable (resp. uniformément différentiable) en O et sa différentielle en 0
est ’application identiquement nulle.

Remarque 3.1. Les notions de différentiabilité réguliére et uniforme
s’introduisent d’une maniére analytiquement trés naturelle et c’est pourquoi
elles sont définies ici. Mais dans le cas ol les espaces ne sont pas normés,
¢’est 1a notion de différentiabilité en un point qui est la meiux adaptée a I’étude
des problémes que nous considérerons. Neous utiliserons en particulier le
fait qu’une condition simple de continuité des dérivées partielles (voir
Chapitre II, §2) entraine la différentiabilité en un point (et non la différentia-
bilité uniforme).
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Les notions de différentiabilité en un point dépendent des topologies de E
et F. Il y a d’autant plus d’applications différentiables de E dans F que la
topologie de E est plus fine et celle de F moins fine. Par suite si E' et F’
désignent les duaux topologiques de E et F munis des topologies données,
toute application de E dans F différentiable pour les topologies initiales est
diifférentiable si E est muni de la topologie de Mackey T(E,E') et F de
la topologie faible 0(1_5’, f) (voir [9a)).

Les résultats du paragraphe 2 donnent différentes caractérisations des
applications différentiables en x. La proposition suivante rappelle les prin-

pales.

Proposition 3.1. Pour que f soit différentiable (resp. uniformément,
resp. réguliérement différentiable) en x, il faut et il sufit qu’il existe une
application linéaire et continue Df(x) de EdansF et que la condition
C (resp. C', resp. C") soit vérifiée.

C: Pour tout voisinage V de 0 dans Fet pour tout v ¢ E, il existe deux
voisinages U(v) et U’(v) de O dans E tels que les conditions: v' ev + U'(v)
et tv’ e U(v) entrainent:

J(x + ) = f(x) ~ {Df(x),tv) etV.

C’ (resp. C"): Pour toute semi-norme g sur F, il existe une semi~norme p

sur E telle que ’on ait:
q(f(x + h) — f(x) = <Df(x),h)) = p(h)a(h),

oll a est une fonction continue en 0 pour la topologie de E (resp. pour la
topologie définie sur E par la semi-norme p).

Remarquons que, pour que f soit réguliérement différentiable en x, il faut
et il suffit que, pour toute semi-norme g sur F, il existe une semi-norme P
sur E telle que f soit différentiable au sens de Fréchet en x si E et F sont
munis resp. des topologies définies par p et q.

Théoréme 3.1. Lensemble des applications de A dans F qui sont
différentiables en x est un sous-espace affine Y(F,A,x) de €(F,A,x). Il en
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est de méme des ensembles d’applications uniformément ou réguliérement
différentiables en x.

La différentielle en x de D’application kf + k’f’, ou keR et k'eR, est
I’application: kDf(x) + k'Df(x).

Les notions de différentiabilité se conservent par restriction 4 un sous-
espace vectoriel.

Théoréme 3.2. La composée de deux applications différentiables
(resp. uniformément, resp. réguliérement différentiables) en un point est
différentiable (resp. uniformément, resp. réguliérement différentiable) en
un point, sa différentielle étant la composée des différentielles.

Démonstration. On se raméne au cas suivant: f est une application de
Ac E dans 1—5‘, différentiable en 0, et g une application de f(:1) dans é,
différentiable en f(0), de sorte que 1’on a: f=Df(0) +a et g = Dg(0) +b,
a et b étant des applications tangentes 2 Oen 0. On a:

gof = Dg(0)°Df(0) + Dg(0)°a + bef.

D’aprés le Théoréme 2.3, Dg(0) - a est tangente & 0 en 0. Montrons que b o f
est aussi tangente 4 0 en 0. En effet, soient v cE et Wun voisinage de 0 dans
G.A Wet 2 {Df(0),v) correspondent deux voisinages V et V' de 0 dans
F tels que les conditions: w’e (Df(0),v> + V' et tw'eV entrainent:
b(tw)etW. A V' et & v correspondent deux voisinages U et U’ de 0 dans
E tels que les conditions: v’ ev + U’ et tv' € U entrainent a(tv’)etV’ /2 et
{Df(0),v’ —v)yeV'j2.Puisque f est continue en 0, & V est associé un voi-
sinage U” de 0 dans E tel que f(tv')e V pour tout tv’e U”. Les conditions:
v'ev+ U'ettv’eUN U"entrainent: f(tv")=tw' e Vetw € (Df0),v> + V',
donc b of(tv’) e tW. Il en résulte que go f est différentiable en 0, sa différen-
tielle étant D’application continue Dg(0)°Df(0). Le reste du théoréme se
déduit de la Proposition 2.3.

Théoréme 3.3. Soit (F),.; une famille d’espaces affines localement
convexes. Soit f; une application différentiable en x de A dans F;, pour tout
iel. Alors I’application produit (f;);c; de A dans F= [] F; est différen-

el

tiable en x, sa différentielle étant Iapplication (Df{x));cr-
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Résulte de la Proposition 2.4 et du Théoréme 2.4,

Corollaire. Si T est une application multilinéaire de F = HFz
iel

dans un espace localement convexe G, continue, alors application T o(f);<,

est différentiable en x, sa différentielle étant: X (Tog)(x), on g; est

JZn

Papplication:

X = (f1(x), > f5-1(3), D). f 4 1(%), -+, £ (%))

Exemples. 3.4. Si f est une application® différentiable (resp. uniformé-
ment différentiable) en x de E dans F et si /' est une application différentiable
(resp. uniformément différentiable) en x de E dans R, alors I’application
Ff:ix—>f(x)f(x) de E dans F est différentiable (resp. uniformément dif-

férentiable) en x et sa différentielle est donnée par:

D(ff(x)) =f (x)Df(x) + Df'(x)f(x).

3.5. Soit B une algébre topologique commutative (voir [9b], p. 9) et
(f)i<n une famille d’applications f; de E dans B différentiables en x. Alors
I’application:

X (f): x> f1(x) fo(x) " -+ fux)
de E dans B est différentiable en x et, en considérant Df(x) comme une

application de E dans B, on a:

DCX £ @)= Z fi(x) -+ fi-1(x) DILX) fra () £u().

iZn

Théoréme 3.4. Scit B une algébre topologique commutative dans
aquelle 'ensemble B’ des éléments inversibles est ouvert. Si Papplication I:
x—x"" est continue sur B, alors elle est uniformément différentiable en

tout point x de B’ et on a:

(DI(x),h> = —x " h-x~Y pour tout heB.
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Démonstration. Tous les points considérés sont dans B’. On a:
x4+h)y ' xR = xR (x4 BT = x7Y),

Soit g une semi-norme sur B et soit k > 0. L’application: (x,y) - x-y étant
continue, il existe une semi-norme p sur B et k' > 0 tels que I’on ait:

g(x-y-2) < p(x) p(y) p(2)k’.

L’application I étant continue, 3 p et & k" = k/(k'p(x~!)) correspond une
semi-norme p’ sur B telle que, pour tout i pour lequel p'(h) <1, on ait:

p(x+h)™ =x"H<k"
Il en résulte que, si p'(h) <1, on a:
aqx + ) =x" e x"Uhx Y < p(h) p(x" V) KK’ < p(h)k,
ce qui prouve le théoréme.

Corollaire. Si f est une application de A dans B, différentiable (resp.
uniformément différentiable) en x, alors application: x - (f(x))"" est
différentiable (resp. uniformément différentiable) en xef ~'(B’) et sa dif-
férentielle est Papplication: — (f(x))~1 - Df(x)- (f(x))~1, ott Df(x) est
considérée comme une application de E dans B.

CHAPITRE II
APPLICATIONS DIFFERENTIABLES SUR UN OUVERT

1. Quasi-topologies localement convexes.

Soit X un ensemble. La classe des filtres sur X sera munie de sa structure
de classe locale (voir [8b]) pour la relation d’ordre: & < 2 si, et seulement
si, & est plus fin que Z". Pour cette relation, la borne supérieure d’un en-
semble de filtres sera appelée son agrégat (filtre qui correspond au filtre inter-
section de ’ensemble au sens de [9¢]). Nous utiliserons les résultats suivants
([9¢] exercices 3, 9, 10 pages 44-45):
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1) Un filtre est ’agrégat des ultrafilires plus fins que lui;

2) L’agrégat & U Z' de deux filtres & et 2" est le filtre formé des ensembles
EUE,ouéeFetl'ed’;

3) Un ultrafiltre plus fin que & UZ" est plus fin que £ ou que Z”.

Les filtres seront notés avec des capitales de ronde &, #, etc.; un élément
d’un filtre Z sera désigné par la minuscule grecque ¢ correspondante. Le
filtre formé de tous les ensembles contenant un point x de X sera désigné
par le symbole x°

Définition 1.1. On appellera quasi-topologie sur un ensemble X une
relation n entre filtres & sur X et points x de X vérifiant les conditions
suivantes:

1) Pour tout x €X, on a x*nx;

2) SiZ' <% et Xnx, alors on a aussi ' nx;

3) Les relations nx et Xnx' entrainent x = x';

4) SiZnxetX' nx,ona(XVE)nx.

Le couple (X,m) sera appelé espace quasi-topologique. Si Z'nx, on dira
que Z quasi-converge vers X.

Si n vérifie seulement les conditions 1, 2, 4, on dira que 7 est une
quasi-topologie non séparée et (X,x) sera appelé espace quasi-topologique
non séparé.

La condition 1 de la Définition 1.1 signifie que la restriction de = aux ultra-
filtres de X est une pseudo-topologie [11]; d’aprés la condition 2, si 2 quasi-
converge vers x, alors Z pseudo-converge [11] pour cette pseudo-topelogie.

Soit (X,7) un espace quasi-topologique (resp. non séparé). Si 7’ est une
quasi-topologie (resp. non séparée) sur X telle que Z'nx entraine ¥n’x,
on dira que 7’ est une quasi-topologie (resp. non séparée) moins fine que =.
Tout ensemble de quasi-topologies (resp. non séparées) sur X admet une
borne inférieure pour la relation d’ordre ainsi définie.

Remarques: 1.1. Une quasi-topologic non séparée m peut aussi étre
définie comme une fonction de X dans I’ensemble des ideaux [16] du treillis
de tous les filtres sur X; cette fonction associe & x I’ensemble des filtres 2
tels que Z'nx. On retrouve ainsi la définition des; ‘‘Limesrdume” :de [10]
ou [4b].
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1.2. Deux quasi-topologies sur X peuvent avoir la méme pseudo-topo-
logie sous-jacente. La quasi-topologie définie par:

&' n’ x si, et seulement si, on a £’ nx pour tout ultrafiltre Z’ plus fin que Z,

est la plus fine des quasi-topologies admettant méme pseudo-topologie sous-
jacente que 7; rappelons [11] que la donnée de =’ équivaut 2 la donnée de
la pseudo-topologie sous-jacente & .

1.3. Si 7 est une topologie sur X, la relation:

Z'tx si, et seulement si, & converge vers Xx,

est une quasi-topologie. C’est toujours de cette quasi-topologie qu’il s’agira
lorsque nous considérerons, sans préciser, un espace topologique comme
un espace quasi-topologique.

Soit (X,n) un espace quasi-topologique (resp. non séparé).

Si & est un filtre sur X tel qu’il existe un ultrafiltre % plus fin que 2" qui
quasi-converge vers x, on dira que x est un point pseudo-adhérent 4 Z. Une
partie X' de X sera dite pseudo-fermée [11] sielle contient tout point pseudo-
adhérent & un filtre admettant une base formée d’ensembles de X’. On sait
[11] que les ensembles pseudo-fermés sont les ensembles fermés pour une
topologie sur X, appelée topologie associée 3 la pseudo-topologie déduite
de n: cette topologie est la topologie la plus fine telle que tout filtre qui quasi-
converge vers x converge vers x; elle est séparée (resp. non séparée).

Si X' est une partie de X, la relation /X’ définie par:

Z'(n]X")x" si, et seulement si, le filtre engendré par &

dans X quasi-converge vers x' e X',

est une quasi-topologie (resp. non séparée) sur X’, que nous appellerons
quasi-topologie (resp. non séparée) induite par n sur X'. Si X' est pseudo-
fermé dans (X, n), la topologie associée a la pseudo-topologie sous-jacente
a n/X’ est la topologie induite sur X’ par la topologie associée a la pseudo-
topologie sous-jacente a 7.

Soient (X, 7) et (X', n") deux espaces quasi-topologiques (resp. non séparés),
f une application de X dans X'. On dira que f est quasi-continue en x si la
relation &' wx entraine f(2)n’ f(x), ol f(Z) désigne le filtre ayant pour base
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les ensembles f(£), £eZ. Si f est quasi-continue en tout point x, on dira
que f est quasi-continue sur X. Si f est quasi-continue sur X, elle est continue
pour les topologies associées aux pseudo-topologies sous-jacentes 4 7 et &
n’. Mais une application continue pour ces topologies peut ne pas étre quasi-
continue. Si f est une application biunivoque et si f et f~1 sont quasi-con-

tinues, alors f est un quasi-homéomorphisme de (X, n) sur (X', n’).

Remarques: 1.4. Si z et n’ sont des pseudo-topologies, une application
quasi-continue est une application pseudo-continue au sens de [11]. Si =
est une pseudo-topologie, une application pseudo-continue peut ne pas étre
quasi-continue. Si n° est une pseudo-topologie, une application quasi-con-
tinue peut ne pas étre pseudo-continue.

1.5. Si n’ est la quasi-topologie définie par la relation de convergence
dans ’espace topologique X', il y a identité entre applications quasi-continues
et applications continues pour la topologie sur X associée a la pseudo-topologie
sous-jacente a .

La classe P (resp. P) des triplets (X', #").f, (X, n)), ol f est une application
quasi-continue de 1’espace quasi-topologique (resp. non séparé) (X,n)
dans I’espace quasi-topologique (resp. non séparé¢) (X', n’) est une catégorie
[8b] pour la loi de composition:

(X", 2, (X e DX, 7). £, (X, ) = (X7, 7). f " o £ (X, 7));

le groupoide des éléments inversibles est la classe des triplets tels que fsoi t
un quasi-homéomorphisme de (X, ) sur (X', 7'); la classe de tous les espaces
quasi-topologiques (resp. non séparés) est une classe d’objets pour P (resp.
P). Les applications:

(X', 7). [, (X, m) - (X".f, X)
((X,a n’)’f’ (X: TC)) - (OX’>f7 OX):

et

ol 0y et Oy désignent les topologies associées aux pseudo-topologies sous-
jacentes & m et A n’, sont des foncteurs de P (resp. P) dans la catégorie &
des applications d’un ensemble dans un autre et dans la catégorie J des
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applications continues d’un espace topologique dans un-autre (voir [8b]).
Ces foncteurs définissent P (resp. P) comme catégorie d’homomorphismes
[8b] au-dessus de & et de F resp.

La catégorie P (resp. P) est une catégorie avec produits [22], le produit de
la famille ((X;,7));.; étant I’espace quasi-topologique ( [] X;, ] =), ol

iel iel

] = désigne 1a relation définie par:

iel
H( TI 7) (x)ier si et seulement si, #mx; pour tout iel,
iel

#; étant la projection de S sur X,.

Définition 1.2, Soit E un espace vectoriel sur R; une quasi-topologie
ng sur E sera dite localement convexe si les applications:

(v,0)>v +0v et (t,v)>1tv, on veE, v'eEE et teR,

sont des applications quasi-continues de (E x E, ng x ng) dans (E,ng) et
de R x E dans (E,ng) resp. et s’il existe une topologie localement convexe
sur E pour laquelle tout filtre quasi-convergent converge. On dira que
n vérifie la condition (R) si de plus:
(R) A 150 entraine A g0 oix N désigne le filtre sur E engendré par les
enveloppes équilibrées ¥ des ve AN,

Soit n; une quasi-topologie localement convexe sur 1’espace vectoriel E.
On a:

N ngv si, et seulement si, (A — v)nz0,

oll A — v désigne le filtre engendré par les ensembles v — v, ve A",

Ainsi ngest déterminée parla donnée des filtres qui quasi-convergent vers 0.
Sur E, la topologie borne supérieure des topologies localement convexes
pour lesquelles tout filtre quasi-convergent est convergent est une topologie
localement convexe. Nous appellerons cette topologie la topologie localement

a

convexe sous-jacente 4 myp et la désignerons toujours par le symbole t(ng);
muni de cette topologie, E sera appelélespace quasi-localement convexe.
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Un systéme fondamental de voisinages de 0 pour 7(n ) est formé des ensembles
convexes symétriques absorbants qui appartiennent & tout filtre quasi-con-
vergeant vers 0.

Propoesition 1.1. Soit ny une quasi-topologie localement convexe sur
Pespace vectoriel E; alors =g induit sur tout sous-espace linéaire V de di-
mension finie la topologie compatible avec la structure vectorielle deV.

Démonstration. Soit xeV; la relation F(ng/V)x entraine que F
converge vers x pour la topologie induite par 1(ng). Inversement
soit (e;,-:,e,) une base algébrique de V; puisque I’application:
(ki s kp3 X1y, Xg) = 2 kix;, de R"x (E", mg) dans (E,ng) est quasi-con-

iZn
tinue, le filtre des voisinages de 0 dans V, qui est plus fin que le filtre
X Aef, ol A est le filtre des voisinages de 0 dans R, quasi-converge vers 0

ign

dans E.

Définition 1.3. Une quasi-topologie ny sur un espace affine E sera
dite localement convexe si la quasi-topologie ;r';: sur ’espace E des vec-
teurs libres de E défirie par:

A 150 si, et seulement si, (x + A3 x,

ou x e E, est indépendante de x et localement convexe,

A la quasi-topologie localement convexe 7z sur 1’espace affine E correspond
la topologie t(ng) associée a la topologie (7z) sur E ; muni de cette topo-
logie. E est un espace affine localement convexe, que nous appellerons espace
affine quasi-localement convexe. Dans E, on a:

Xrgx si, et seulement si, ( —x);EE 0;

Papplication: (x,v) - x + vde (E x E, ng x 7z)dans (E, 7 ;) est quasi-continue,
Soient (E,ny) et (E’,ng) deux espaces affines quasi-localement convexes.
Toute application affine quasi-continue de E dans E’ est continue pour les
topologies ©(ng) et ©(nz). En particulier, pour qu’une variété affine de co-
dimension 1 soit fermée, il faut et il suffit qu’elle soit pseudo-fermée.
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La classe des applications affines quasi-continues d’un espace affine quasi-
localement convexe dans un autre est une sous-catégorie de P, qui est une
catégorie d’homomorphismes au-dessus de la catégorie des applications
affines continues d’un espace affine localement convexe dans un autre. Le
produit d’une famille de quasi-topologies localement ccnvexes est une quasi-
topologie localement convexe; muni de la topologie localement convexe
sous-jacente & la quasi-topologie produit, I’ensemble produit sera appelé
quasi-produit de la famille; sa topologie est alors plus fine que la topologie
produit des topologies sous-jacentes 3 chacune des quasi-topologies.

Dans la fin de ce paragraphe, nous désignerons par (X, n) et (X', ") deux
espaces quasi-topologiques, par (E, 7 ;) et (F,np) deux espaces affines quasi-
localement convexes, par 73 et 73 les quasi-topologies localement con-
vexes correspondant aux guasi-topologies n; et =y sur les espaces des vec-
teurs libres E et F (Définition 1.3). Le symbole %’(F, X) désignera le sous-
espace affine de 1’espace affine de toutes les applications de X dans F formé
des applications quasi-continues de (X, n) dans (F,n[); ce sous-espace pourra
aussi €tre noté ¥'((F,ny),(X,n)) quand plusieurs quasi-topologies sont uti-
lisées. L’espace des vecteurs libres de €'(F, X) s’identifie & %'(f, X).

Soient & et &' deux filtres sur €’'(F, X), & un filtre sur X et 2 un filtre
sur R. Nous désignerons par #(%) le filtre sur F admettant pour base les
ensembles ¢(&) =fU J'(6), ou peF et EcX. Le filtre engendré sur F par

>,

les ensembles kp(&), ot ke A et ¢ € F, sera noté A F(Z); le filtre engendré
par les ensembles ¢ + ¢’, ol ¢' e F', par F + F'.

Sur €'(F,X) la relation:

F of si, et seulement si, on a F(x) nf(x) pour tout x € X, est une quasi-
topologie localement convexe, appelée quasi-topologie de la convergence
simple. Muni de cette quasi-topologie, €'(F,X) sera noté €.(F,X); la to-
pologie 7(o) correspondante sera appelée topologie de la convergence simple.
Si np = 7(np), la quasi-topologie ¢ est une topologie.

Définition 1.4. On appellera quasi-topologie de 1a convergence locale
sur €'(F,X) la quasi-topologie définie par: F Af si, et seulement si, X nx
entrafne F(X)npf(x). Muni de cette quasi-topologie, €'(F,X) sera noté
% (F, X).
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Proposition 1.2. La quasi-topologie de la convergence locale sur
€'(F,X) est localement convexe.

Démonstration. Puisque % Af entraine % of, la topologie de la con-
vergence simple est une topologie localement convexe pour laquelle tout
filtre quasi-convergeant dans %,(F, X) converge. Soit f—'E %,’1(1_5, X); si Znx,
le filtre (¥ + f) (&) admet pour base les ensembles ¢(&) +f(é), qui forment
aussi une base du filtre image de (# (%), f(%’ )) par 'application quasi-con-

tinue:

(y,v) >y +v, ol yeF et vef;

par suite on aura (# +f) (B)ne(f +f)(x) si # Af. Supposons flfet .%:’lf7;
le filtre ( F+F (), admettant pour base l’image par 1’application:
( f:f) - f + f_}’ du filtre quasi-convergent (3} ,.27_': ) de F x 1?, quasi-converge
vers f(x) +f’(x); de méme si 4 converge daus R vers k,on a HF (%‘)Akf (x).
Donc A est localement convexe.

Définition 1.5. La topologie localement convexe (1) sous-jacente a
la quasi-topologie A sur €'(F,X) sera appelée topologie de la convergence

locale.

Cas particuliers. Si n et n, sont les relations de convergence dé-
finies par des topologies sur X et F, les notions de quasi-convergence simple
et locale sont définies dans [11]. La relation & Af équivaut alors A la re-
lation: F(¥(x))7 pf(x), pour tout x e X, ou ¥(x) désigne le filtre des voi-
sinages de x dans X. On voit aisément que la topologie de la convergence
locale est plus fine que la topologie de la convergence compacte et moins
fine que la topologie de la convergence uniforme. Si X est localement com-
pact, les topologies de la convergence locale et de la convergence compacte
sont identiques.

Le sous-espace de €i(F,E) (resp. de € ,{(1—5, ﬁ)) formé des applications quasi-
continues affines de (E, n) dans (F,ng) (resp. linéaires de (E, 7z)dans (1_5, 7))
est un sous-espace fermé de €(F, E) (resp. de %(F,E)); muni de la quasi-
topologie induite par A, nous le noterons Z}(F, E) (resp. & ,{(1—5', E)).
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Proposition 1.3, tUn systéme fondamental de voisinages de 0 dans
C(F, X) est formé des ensembles convexes W qui appartiennent @ tout filtre
qui quasi-converge vers 0.

Démonstration. Soient #  la base de filtre formée des ensembles W
et ¥ le filtre engendré par #. La relation: & A0 entraine (—F)10 et
F A0, od —F est le filtre ayant pour éléments les ensembles — ¢, ¢ € #, et
F, le filtre agrégat de & et de —%; par conséquent ¥~ admet aussi pour
base les ensembles We#~ qui sont symétriques. Montrons que si We#,
alors W est absorbant. En effet, soient fe (f’(l_ﬂ", X) et X un filtre sur R con-
vergent vers 0. Les applications fet (k,y) > ky,oukeRet ye 1_5, étant quasi-
continues, la relation & nx entraine 4 f%(Z)np0. Par suite A f°10 et W
contient un élément k f*e .4 f° Donc W est absorbant et #” est un systéme
fondamental de voisinages de 0 pour la topologie de la convergence locale.

Théoréme 1.1. A est la quasi-topologie la moins fine sur €'(F,X)
pour laquelle Papplication: (x,f)—f(x) de (X x€'(F,X),n x A) dans
(F, np) soit quasi-continue. De plus I’application:

(&f)->gof

de €;(G,F)x%;(F,X) dans %:(G,X) est quasi-continue.

Démonstration. La premiére partie du théoréme résulte des définitions.
Les relations Znx, FAf et FAg, o fe€'(F,X) et ge%'(G, F), entrainent
F(X)npf(x), donc Y(F(X)) quasi-converge vers gof(x) et F(F)ig-f.

Corollaire. Pour tout fe¥€'(F,X), 'application: g— gof de €}(G,F)
dans €(G,X) est continue pour les topologies de la convergence locale.
Si ge ZG,F), Papplication: f— g of de €(F,X) dans €;(G,X) est con-

tinue.

Remarque 1.6. Il ne résulte pas du Théoréme 1.1 que I’application
(x,f) = f(x) de E x &', (F,E) dans F est continue, méme si E et F sont munis
des quasi-topologies définies par des topologies, car la topologie quasi-produit
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est généralement plus fine que la topologie produit. En particulier, si F =R,
il résulte du théoréme suivant et de I’exercice 12, page 25, [9d] que si E est
métrisable la continuité de cette application entrainerait que E est de dimen-
sion finie.

Théorédme 1.2. %;(F,X x Y) est quasi-homéomorphe a €, (€;(F,Y), X).

Démonstration. Soit T une application de X x Y dans F; pour tout
xeX, soit T, 'application: y— T(x,y) de Y dans F; désignons par T
1’application: x — T, et par i I’application T— T. L’application T est la com-
posée des applications: (x,y)— (T, y) et (T,,y) = T.(y) = T(x,¥); si T est
une application quasi-continue de (X,n) dans %;((F,ny),(Y,n")), il en ré-
sulte que T est quasi-continue. Soient Z nx et =’ y; si T est quasi-continue,
T(Z)(#) admettant pour base les ensembles T(¢ x v), on a T(Z)¥) nzT(x,y)
donc T(Z) AT, et T est quasi-continue de (X, n) dans %;(F,Y). Ceci montre
que i est une bijection de €'(F,X x Y) sur €'(%;(F,Y),X). La relation
F AT entraine:

(F)N XY @) e T(x,y), dott i(F)X)AIT, et iF)AT.

Par suite i est quasi-continue. Enfin, si FAT, ona .93'(.9[ YAT(Z) c’est-a-dire
FE) (W) n T(x)(y), ou encore i"}(F)AT. Ainsi i est un quasi-homéo-
morphisme.

Corollaire. Si X et Y sont deux espaces topologiques séparés et F un
espace affine localement convexe, € (F,X x Y) et € (¥,(F, Y),X) sont iso-
morphes pour les topologies de la convergence locale.

En particulier si X et Y sont localement compacts, ce corollaire signifie
que €(F,X x Y) et €(¥(F,Y),X) sont isomorphes (voir [9a]).

Définition 1.6. Soit (X,ng/X) un sous-espace de (E,mng). On appel-
lera ng-filtre de Cauchy sur X un filtre & sur X tel que le filtre engendré
par & — % dans E quasi-converge vers 0. Si tout mg-filtre de Cauchy
quasi-converge dans (X,ng/X), on dira que X est mg-complet
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Exemple 1.1, Si ng=1(nz), un ng-filtre de Cauchy sur E est un filtre de
Cauchy au sens ordinaire; alors E est mg-complet si, et seulement si E est
complet. Mais dans le cas général la structure uniforme définie par t(nj)
peut &tre compléte sans que E soit mg-complet et inversement.

Soit g une application affine quasi-continue de (E,n ) dans (F,nz); I'image
par g d’un = filtre de Cauchy sur E est base d’un np-filtre de Cauchy sur F.
Si g est biunivoque et si g~ ! est quasi-continue, I’image réciproque par g
d’un r-filtre de Cauchy est une base d’un ng-filtre de Cauchy sur E, si c’est
une base de filtre sur E. En particulier, si un ng-filtre de Cauchy sur E induit
un filtre sur un sous-espace X, ce filtre est un mg-filtre de Cauchy sur X. Si
(E,nz) est quasi-homéomorphe a (F,ny) et si E est ng-complet, alors F est
7 -complet.

Proposition 1.4. Tout sous-espace pseudo-fermé d’un espace mg-com-
plet est mg-complet. Le produit d’une famille d’espaces (ng)-complets, ou

iEI, est un espace ]__[ nEi-complet.
iel

Démonstration analogue a la proposition correspondante dans les espaces
complets.

Théoréme 1.3. Si F est un espace affine localement convexe complet
alors €(F,X) est A-complet.

Démonstration. Soit % un Afiltre de Cauchy dans %’(F,(X,n)) et
X nx dans X. Le filtre (# — #)(Z) = F(2) -F (%) quasi-convergeant dans
F, le filtre # (%) est un filtre de Cauchy et converge vers g, € F. En particulier,
Z(x®) converge vers g,. Par conséquent, pour tout voisinage ¥ de 0 dans F,
il existe ¢ € F et £ X tels que 'on ait ¢(8) < gy +V/2 et §(x) < g .+ V/2;
soit f'e¢; puisque f’ est quasi-continu, il existe {'eZ tel que
f (&Y< f'(x) + V]2, dou:

FEnd)cge+Vet ff[ENE) g +V;

ceci entraine gy =g, et # quasi-converge vers I’application g: x — g,. Soit
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x'eENE; puisque F(x'%) converge vers g(x’) il existe ¢’ € F tel que
(¢ NP ) (x") < g(x’) + V/2; par suite:

gx) —g)e(—(@NP)x) +gxN +(@N ) -gx) =V

et g(&) < g(x) + V. Donc g est quasi-continue et %;(F,X) est A-complet.

Corollaire. Si F est un espace affine localement convexe complet, les
espaces €€ (F,Y),X) et &,(F,E) sont A-complets.

En effet, €(F,X x Y) étant A-complet, il en est de méme pour
C(F(F,Y),X) qui lui est quasi-homéomorphe. Par ailleurs, .#',(F, E) étant
pseudo-fermé dans €(F, E) il est A-complet.

Définition 1.7. On dira que (X,m) est m-compact si tout ultrafiltre
sur X quasi-converge et si tout filtre qui admet un seul point pseudo-adhérent
quasi-converge. Un sous-espace X' de X est dit n-compact (resp. relative-
ment n-compact) si (X', n/X") (resp. si la pseudo-adhérence de X' dans X)
est n/X'-compact.

Un sous-espace (X', n/X’) de (X, n) est n-compact si, et seulement si, tout
filtre sur X’ admet un point pseudo-adhérent et si n/X’ est une pseudo-
topologie.

Exemples 1.2, Si X est un espace topologique séparé, il y a identité entre
sous-espaces compacts ¢t sous-espaces T-compacts, ol 7 est la topologie de X.
Si (E, mg) est un espace quasi-localement convexe, un sous-espace 7 z-compact
est compact pour la topologie induite par t(r;), mais un sous-espace peut
étre compact pour cette topologie sans étre mg-compact.

Comme pour les espaces compacts, on démontre aisément les propriétés
suivantes:

1) Un sous-espace d’un espace m-compact est relativement z-compact.

2) Un sous-espace 7n/X’-compact de l’espace quasi-topologique (X,=)
est pseudo-fermé.

3) Supposons que X est n-compact et soit f une application quasi-continue
de (X,n) dans (X’,n’); si f est biunivoque (resp. si n’ est une topologie,)
alors f(X') est n'-compact (resp. compact).
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4) Le produit d’une famille d’espaces =;-compacts est un espace
1 mi-compact.

iel
5) Un espace affine quasi-localement convexe et mg-compact est m-
complet.

Remarque 1.7. L’image d’un espace m-compact par une application
quasi-continue peut ne pas €tre zn'-compact. Une application biunivoque
d’un espace m-compact sur un espace quasi-topologique peut ne pas étre

un quasi-homéomorphisme.

Proposition 1.5. Soient F un espace affine localement convexe et
H un sous-espace A-compact de €(F,X). Alors les quasi-topologies o[H
et A/H sont identiques et on a : t(A/H)=A/H.

En effet, (H,o/H) étant o-compact, un filtre sur H est quasi-convergent
pour ¢ /H et A/H si, et seulement si, tout ultrafiltre plus fin quasi-converge
vers un point f. Puisque o /H est une topologie, on a aussi ©1(A/H)=1/H.

Définition 1.8. Un ensemble H d’applications de (X, m) dans
(F,np) est dit équi-quasicontinu en x si la relation Znx entraine
@720, on H(X) est le filire admettant pour base les ensembles
HE = U(h(f)—— h(x)), EeXZ. Si H est équi-quasicontinu en tout point X

helH

de X, on dira que H est équi-quasicontinu sur X.

Cette définition entraine que tout élément h de H est quasi-continu en x.

Exemples. 1.3. Sinet npsontdes topologies, il y a identité entre ensembles
équicontinus et équi-quasicontinus d’applications.
1.4. Pour qu’un sous-ensemble de f}(ﬁ, E‘) soit équi-quasicontinu sur E,

il faut et il suffit qu’il soit équi-quasicontinu en 0.

Proposition 1.6. Soit H un ensemble équi-quasicontinu d’applications
de (X,7) dans (F,np); sur H les quasi-topologies ¢ et A induisent la méme
quasi-topologie et la pseudo-adhérence H de H dans €;(F,X) est identique
a sa pseudo-adhérence dans € (F,X).
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Démonstration. Soits? un filtre sur H tel que# of. La relation Z'nx
entraine e}f(ﬁ”)nFO puisque le filtre I qui a pour base les ensembles
(&) = U (R'(&) — h'(x)), ow nest et E€Z, est plus fin que le filtre quasi-

h'en

convergent H(%). Pour tout £ €% et h’ en, on a:

h'(&) = f(x) = (h'(8) = ') + (W'(x) — f(x)) = (&) +n(x) — f(x)
d’ot #(&) —f(x) = &) +n(x) — f(x);

ceci montre que le filtre A#( &) + (#(x) —if(x)) est moins fin que
H(E) — f(x); comme le premier de ces filtres quasi-converge vers 0, on en
déduit £ 1f et la proposition en résulte.

Corollaire 1. L’application: (h,x)—- h(x) de (H,o)x (X,n) dans
(F, ng) est quasi-continue ainsi que Dapplication: (f, h) - foh de
%:(G,F)yx(H,0) dans €;(G,X).

Corollaire 2. Sur un ensemble équicontinu d’applications d’un
espace topologique séparé dans un espace affine localement convexe, les

topologies de la convergence simple et de la convergence locale coiancident.

Corollaire 3. Un groupe d’automorphismes équicontinu d’un espace

localement convexe est une algébre topologique (voir définition [9 b]) pour
la topologie de la convergence locale.

Proposition 1.7. Soit H un ensemble d’applications équi-quasi-
continu de (X,n) dans un espace affine localement convexe F; la pseudo-
adhérence H de H dans €;(F,X) est équi-quasicontinue.

Démonstration. Soit ' 7 x; pour tout s €/, soit # un filtre admettant
une base formée d’ensembles contenus dans H et tel que # Ah. Soit V un
voisinage de O dans F?; il existe e tel que H(E) < V/3; soit x'eé&; il
existe ne# tel que 'on ait: —n(x") + A(x') < V/[3 et n(x) — h(x) < V/3;

par suite, si hen, on aura:
h(x") — h(x) = (A(x") = h(x")) + (h(x") — h(x)) + h(x) — h(x)e V.

il en résulte: A(¢) — h(x) < V pour tout ke H, donc H est équi-quasicontinu.
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Théoréme 1.4. (Théoréme d’Ascoli généralisé): Scit H un ensemble
d’applications quasi-continues de (X,n) dans Uespace affine localement
convexe F. Pour que H soit relativement A-compact dans ¢'(F,X), il faut

et il suffit que H soit équi-quasicontinu et que H(x) = U h(x) soit relative-
heH
ment compact pour tout xcX.

Démonstration. Supposons que H est relativement A-compact; sur la
pseudo-adhérence H de H dans %;(F, X) les quasi-topologies de la conver-
gence simple et de la convergence locale sont identiques d’aprés la Propo-
sition 1.6; par conséquent 1’application:

(x,h) = h(x) de (X,n) x (H,6) dans F

est quasi-continue; il en résulte que H(x) est compact dans F pour tout x € X
et que, pour tout voisinage 7 de 0 dans f‘, il existe un voisinage U’(h) de
heH tel queU’ (h)(x)— h(x) = V/2. De plus, si Frx,a Vcorrespondent
&, €& et un voisinage U’(h) tels que U"(h)(&,) — h(x) <« V/2, Comme H est
compact pour la topologie ¢ /H, du recouvrement ouvert (U'(h) N U"(h), .5
de A on peut extraire un recouvrement fini (U(h));g,; 1s0it & = () &,,;

1Sn

pour tout h’ e U(h,), on aura:
h'(&) = h'(x) = h'(§) — h(x) + hi(x) — h'(x) = V,

d’ou (&) c V; ainsi A est équi-quasicontinu. Inversement, soit H équi-
quasicontinu; alors I’adhérence H de H dans %}(F, X) est équi-quasicontinu
d’aprés la Proposition 1.7 et sur H les quasi-topologies H /o et H/J sont
identiques; 1’application: (x, h) — h(x) étant quasi-continue, I’adhérence de
H(x) contient H(x) pour tout xe&X; on en déduit que H est relativement
g-compact, donc aussi relativement A-compact dans €'(F, X).

Corollaire. Si X est un espace topologique séparé et F un espace
affine localement convexe, pour qu’un ensemble H d’applications de X
dans F soit relativement compact dans %,(F,X), il faut et il suffit que H
soit équicontinu et que H(x) soit relativement compact pour tout x€X.
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En appliquant ce corollaire au cas ou X est localement compact, on re-
trouve le théoréme d’Ascoli.

Remarque 1.8. Les différents théorémes que nous venons de dé-
montrer prouvent que les résuitats valables dans I’ensemble des applications
continues d’un espace localement compact dansfun espace uniforme s’éten-
dent au cas général en remplagant la topologie de la convergence compacte
par la quasi-topologie de la convergence locale. Nous montrerons dans un
article ultérieur les conséquences de cette constatation dans différentes
branches d’Analyse fonctionnelle.

Définition 1.9. On dira qu’un ensemble C de (E, 73) est ng-borné si
pour tout filtre 2 sur R convergeant vers 0, on a: A Cnz0, oir Cest le filtre

formé de tous les ensembles contenant C.

Exemples1.5. Un ensemble Eg-borné est (ny)-borné. Si 7z = 1(nz) un
ensemble est 7(mz)-borné si, et seulement si, il est borné.

Pour qu’un sous-ensemble C de %;(F,X) soit A-borné, il faut et il suffit
que, pour tout filtre & tel que X nx, on ait # &(X) =, 0.

Proposition 1.8. Si E est un espace localement convexe, il y a identité
entre ensembles équi-quasicontinus d’applications linéaires de E dans
(F,nz) et ensembles A-bornés de Z}(ﬁ,E).

Démonstration. Soit £ un filtre dans R convergeant vers 0; nous dé-
signerons par % le filtre des voisinages de 0 dans E. Si H est un ensemble
équi-quasicontinu d’applications linéaires, on a A(%) 730, ot H(%) est le
filtre ayant pour base les éléments H(U), U e %, d’out X H(%)wz0; le filtre
A x ® étant, pour tout xeX, plus fin que %, on a aussi H(HA x%)730,
donc X H(x + %) 70 et H est 2-borné. Inversement, supposons H A-borné;
la relation kU e % pour tout k € R entraine que % est plus fin que A%, par
conséquent HH(¥)730 entraine H(AU)770 et H(#)7;30; c’est-a-dire, H
est équi-quasicontinu.

Corollaire. Si E et F sont deux espaces localement convexes et si F

est un filtre dans & (F,E) qui contient un ensemble A-borné, les relations
Fof et FAf sont équivalentes.
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Ce corollaire résulte des Propositions 1.6 et 1.8.

Compléments. Les résultats suivants ne seront pas utilisés dans cet
article. Soient E un espace localement convexe, E’ son dual topologique et
E;=%,(R,E).

1.1. Du Théoréme 1.2 résulte: L (Fy(R, X),E) est quasi-isomorphe &
CUE;, X).

1.2. Dans E;, on a F A0 si, et seulement si, F a0 et si F contient un
ensemble équicontinu. La démonstration utilise le fait que le polaire d’un

voisinage de 0 dans E est équicontinu [9a]. Par suite:

1.3. Sur E’', la topologie 1(1) est la topologie localement convexe la plus
fine qui induise la topologie de la convergence simple sur tout ensemble
équicontinu (voir [17]).

1.4. Soient F un espace localement convexe et uc¥(F,E); alors la
transposée "u de u appartient ¢ ¥'(F;,E).

Définition 1.10. Onappelle algébre quasi-topologique une algébre Bmunie
d’une quasi-topologie localement convexe P telle que les applications:
(x,y)—x.y et x—x~1 soient quasi-continues, ou x.y désigne le produit
des éléments x et y et x~1 Uinverse de x.

Si B est une algébre et B une quasi-topologie localement convexe sur B
telle que I’application (x,y)— x.y de (B,f) x (B, ) dans (B, f) soit quasi-
continue, (B,f’) est une algébre quasi-topologique, ou:

XB'x si, et seulement si, Xfx et X px~ L.

2. Applications différentiables dans un espace quasi-topelogique.

Soient (E,ny), (F,ny) et (G,n;) trois espaces affines quasi-localement
convexes; les espaces des vecteurs libres E, F et G sont munis des quasi-topo-
logies 73, 7y et 7g resp. (Définition 1.3). La droite numérique R est munie
de la quasi-topologie p définie par la relation de convergence pour sa topologie
d’espace vectoriel. Les conventions sont les mémes qu’au Paragraphe 1. Soit
X un sous-espace de E, muni de la quasi-topologie nz/X que nous noterons .
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Nous supposerons que le sous-espace linéaire engendré par X —x dans E est
indépendant du point x choisi dans X; ce sous-espace sera noté X et muni
de la quasi-topologie 7 induite par 7. De plus X est supposé ouvert pour
la topologie sous-jacente a la quasi-topologie induite par n sur x + X Z R
A et A désigneront resp. des filtres sur X, sur R et sur X. Soit f une applica-
tion de X dans F.

Définition 2.1. On dira que f est différentiable sur une partie X' de
X si, pour tout xe X', il existe une application linéaire quasi-continue
Df(x) de X dans I?, appelée diftérentielle de f sur X en x, vérifiant la
condition suivante:

(D) Soient X' I’ensemble des triplets (x,t,v), oit xeX’, teR, veX et
x +tve X, et Af application de X' dans F définie par:

(f(x + ) = fON [/t — {Df(x),v> si t#0

Af(x,t,0)
{teon -0

Af(x,0,v)

Alors Af est une application quasi-continue de (X',(n x p x n)/X") dans
(F,mp).

La condition (D) signifie que, si Z” est un filtre sur X' et &’ + A4 un
filtre admettant une base formée d’éléments de X, les relations: X' nx, A pt

et A 7o entrainent:
A(Z', A, ) 73 Af(x,1,0),

en désignant par Af(Z’,#, A7) le filtre ayant pour base les ensembles
AME xkxv), ot &'ed’, keA, veN, & +xvc X.

D’aprés le Théoréme 1.2, la condition (D) est équivalente a: (D’) L’appli-
cation: x — [(¢,v) = Af(x,t,v)] est une application quasi-continue de (X', n/X")
dans ﬁo”,’l(f,R X f).

Exemples: 2.1. Toute application affine quasi-continue de (E,n) dans
(F,ny) est différentiable sur E.

2.2. Supposons wy=1(ny) et ny=1t(np). Une application différentiable
sur I’ensemble ayant pour seul élément x € X est une application différentiable
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en x (Chapitre 1). Si X est une droite de E, une application diiférentiable sur
X est une application dérivable dans la direction de X.

2.3. Si f est différentiable sur X, f est aussi différentiable sur X si on
munit F de la topologie t(np).

Pour simplifier, nous nous limiterons au cas ol X est un ouvert de Ia to-
pologie 1(ng) et o X' = X. On aura donc: X =E.

Théoréme 2.1. Si fest différentiable sur X, alors f est quasi-continue
sur X et Papplication D-f: (x,v) » {Df(x),v)> est une application quasi-

continue de (X x E,n x 1) dans (1?, 7).
Démonstration. Soit x€X; la relation 4 730 entraine:
A (x5 15,4720 et Df(x)(A) 70

d’ot (f(x + A7) — f(x))730; donc f est quasi-continue en x. Les relations
X nxet A wventrainent: Af(Z,o%, /)y A f(x,0,0), ott x +oveX d’aprés ce
qui précéde, & +a A admettant une base formée d’ensembles de X, on
a: f(T +o A)npf(x +ov) et (X)) npf(x). Par suite aD - f(Z, ./V)?z;oc D-f(x,v)
et D-f(Z, A )z D f(x,v).

Corollaire 1. L’ensemble 2'(F,X) des applications différentiables de
(X,n)dans (F,ng) est un espace affine qui est un sous-espace affine de ¢'(F, X).

Corollaire 2. Si f est différentiable sur X, 'application:
Df:x—=Df(x) de (X,n) dans ,?,’1(1_5,1_::)
est quasi-continue.

Théoréme 2.2. La composée de deux applications différentiables est
une application différentiable.

Démonstration. Soit Y un ouvert de 7(ny) muni de la quasi-topologie
7’ induite par mp. Supposons f différentiable sur X, f(X) < Y et soit g une
application différentiable sur Y, 3 valeurs dans (G, 7). Montrons que I’ap-
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plication g of est différentiable sur X, sa différentielle en x étant I’application
Dg(f(x)) o Df(x), qui est quasi-continue en vertu des Théorémes 1.1 et 2.1,
On a:

S(x + tv) = f(x) + ta(x, t,v),

ol a(x,t,v) = {Df(x),v> + Af(x,t,v), c’est-a-dire a est une application quasi-
continue de X’ dans F d’aprés le Théoréme 2.1. Puisque f est quasi-con-
tinue sur X et g différentiable sur f(X), ’application:

(x,1,0) > <Dg(f(x)), alx,t,v)

est une application quasi-continue de X’ dans G. Par suite on a:

Ag(f(x), 8 a(x9 3 U)) - (g Of(x + tl)) -8 of(X))/t + <Dg(f(x))7 <Df(X),U>> =
= — (Dg(f(x), Af (x,1,0) > = b(x,1,0),

ol b est une application quasi-continue de X’ dans G. Tl en résulte:

A(g °f) (x’ £ U) = Ag(f(x), f a(x, £, l))) - b(x’ t U)

donc A(gof) est une application quasi-continue de X’ dans G et gof
est différentiable sur X.

Théoréme 2.3. Soii (F,m,);.; une famille d’espaces quasi-locale-
ment convexes; pour tout i€l, soit f, une application de X dans F; dif-
férentiable sur X. Alors Papplication produit f=(f);.; de (X,n) dans
(I Fs T1 =) est différentiable sur X.

iel iel

Réciproquement, si f est différentiable sur X, ’application f; = pr; of est
différentiable sur X pour tout iel, ou pr; désigne la projection canonique
de []F; sur F,

iel

La réciproque résulte du Théoréme 2.2, Inversement, f admet pour dif-
férentielle en x 1’application (Dfy(x)); .; car la quasi-continuvité des applica-
tions Af; pour tout iel entraine la quasi-continuité de I’application Af:

(x,6,0) = [(f(x + t0) = f() ]t — DFX;i e1,07)-
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Ce théoréme admet un corollaire analogue 3 celui du Théoréme 1.3.3,
en remplagant différentiable en x par différentiable sur X et continu par quasi-

continu. 1l s’applique & des exemples semblables.

Théoréme 2.4. Soit g une application du sous-espace (Z,ng|Z) de
(G, ng), ou Z est ouvert pour ©(ng), dans F; lapplication f + g:(x,y) — f(x)
+ g(y) est différentiable sur X x Z si et seulement si les applications f et g
sont différentiables sur X et sur Z.

En effet, si f et g sont différentiables, la différentielle de f + g en (x, »)
est I’application Df(x) + Dg(y) puisque I’on a:

tA(f + (%, ), 1, (0, W) =

= (f+ D+, y + W) —(f+ 2, )= t[Df(x)v) + (Dg(y),w>]
HAf + Ag) (%, 1,0), (¥, 1, w))
tAf(x,1,0) + tAg(y, t,w).

La réciproque est évidente.

Théoréme 2.5. Soit (B,f5) une algébre quasi-topologique commutative.
Les applications y:(z,z')—>z.z2’de Bx Bdans Bet I:z~>z ~*de B’ dans B
sont différentiables, B’ étant le sous-espace des éléments inversibles de B,

supposé ouvert dans ().

Démonstration. La différentielle de y en (z’,z) est Papplication:
(W,wy—»z-v'+2z'-vcarona:

E+w)CC+tw)—z''z -tz v +z20)=1t2"v

et I’application: (¢,v,v") —» fv’- v est quasi-continue par définition. Montrons
que la différentielle de I en zeB’ est l’application quasi-continve
v—> —z~l.p-z~1, En effet, on trouve:

tAI(z,t,v) = (z+tw) L —z71 +z 1 tp-z~1
=z lz2z+tw)y ' —z e (z+tw)(z+w)y L4z 1ty z™1

= —z7t-w[(z + )"t —z~1].
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Les applications 7y, 7 et (z,t,v) =z + tv étant quasi-continues par défini-
tion, 'application Al est aussi quasi-continue et I est différentiable sur B’

Théoréme 2.6. Si 1?;5' vérifie la condition (R) (Définition 1.2) et si
np = 1(ny), pour que f soit différentiable sur X, il faut et il suffit que f ad-
mette une dérivée (Df(x),v) dans toute direction en x € X et que ’applica-
tion: x — Df(x) soit une application quasi-continue de (X, n) dans LP;(?’, E).

Démonstration. Les conditions sont nécessaires d’aprés le Théoréme 2.1.
Montrons qu’elles sont suffisantes. Soit xe X et v €E ; des définitions résulte
que Papplication: t — f(x + tv) — f(x), ol teR et x + tve X, est une appli-
cation vectorielle continuement différentiable a valeurs dans 1;, sa dérivée
en t' étant {Df(x + t'v),v>. En utilisant les propriétés des applications vec-
torielles différentiables, on obtient:

Sf(x + tv)— f(x) =f {Df(x + t'v),v)dt,
0

ol 'intégrale est une intégrale vectorielle faible sur F. En posant:
{Af(x,t,v) = (fx+1) —f(xD/t = Df(x),v) si t#0
Af(x,0,0) = 0

cna:

Af(x,t,0) = (1/1) f (Df(x +1'v) — DAx),vd dt’.

0

Soient x, € X, voef et X, +vo€ X; supposons Xnx, A 70;soit A le
filtre des voisinages de 0 dans R. Alors le filtre & + o' (vy, + A") admet une
base formée d’ensembles de 1’ouvert X et quasi-converge vers x,. L’appli-
cation D-f: (x,v) —» (Df(x),v) étant quasi-continue d’aprés le Théoréme 1.2,
pour tout voisinage V de 0 dans F—‘: il existe £ X, ke A et ve A, k convexe
c[-1L+1] et E+ve X tels que: D-f((x + (€ — X)) X —x) =V,

Df(&x (vo +v))=D"f(x0,00) < V/2
et D-f((& +x(vy +v)) x (vg+9)) '~ Df(x4.00) < V/2.
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En supposant Vfermé et en appliquant la Proposition 1, p. 80, [9d], on trouve

sixeé, texet vevy +v:

Af(x,t,v) =

=( /t)f[<Df(x +1'0),0) — (Df(xo), 06 > = ({Df (x), 0> = {Df(xo), 00 )] dt’
0

= (/DY) < V.

Donc Af(Z, A, vy, + A7) converge vers 0 dans F, ; de méme f(x) —f(xx)eV
et f est quasi-continue. Soit t, € R; on aura aussi:

(1 [(to + XNUS(Z + (to + A ) (0o + AN T(mE)f (X0 + tov0) /10
et (1/(to + ANS(E)t(n)(f(x0)) [t donc
M(Z, ty + A0, +./V)T(7?;)Af(x0,to,vo)

et f est différentiable sur X.

3. Applications différentiables dans un espace localement convexe.

Soient E et F deux espaces affines localement convexes, X un ouvert de E
et f une application de X dans F. Le Théoréme 2.6 permet de poser:

Définition 3.1. On dira que f est différentiable sur X si f est dérivable

pour tout point x € A et si ’application

D-f:(x,v) > {Df(x),v,

ot Df(x) est la différentielle en x, est une application continue de A x E
dans F.
Du paragraphe 2 résultent:

Théoréme 3.1. Si f est différentiable sur X, alors f est continue
sur X, différentiable en tout point de X. La composée de deux applications

différentiables et le produit d’une famille d’applications différentiables
sont des applications différentiables.
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Théoréme 3.2. Si f est différentiable sur X et si K est un compact
de X, ensemble des applications m,:(t,v) > Af(x,t,v), ot x€K, est un en-

semble équicontinu,

En effet, d’aprés le Théoréme 1.2 Dapplication m:x — m, est une applica-
tion quasi-continue de X dans %}(ﬁ,R X E) ; I'limage m(K) étant A-compact,
il résulte du corollaire du Théoréme 1.4 que m(K) est un ensemble équicontinu
d’applications.

Pour que f soit différentiable sur X, il faut et il suffit que f soit dérivable
pour tout xeX et que l'application Df:x— Df(x) soit une application
quasi-continue (et continue) de X dans & ,.(1_5, ETB Il semble naturel de chercher
si la quasi-topologie de la convergence locale sur .,?(ﬁ, E) ne peut pas étre
remplacée par une topologie de F-convergence, ol ¥ est un ensemble de
parties bornées de E tel que tout point de E appartienne & un élément de &
au moins. Aussi poserons-nous:

Définition 3.2. On dit que f est S-différentiable sur X si f est diffé-
rentiable en tout point x de X et si 'application Df:x — Df(x) de X dans
,?,,,(I:‘), 5) est continue pour la topologie de la % -convergence sur ,?(P—‘: E).
L’application Df est appelée différentielle de f sur X.

Si &’ est un ensemble de parties de E appartenant a & et dont la réunion
est totale dans E, alors une application &-différentiable sur X est aussi
&’-différentiable sur X. Une application s-différentiable sur X, ol s désigne
I’ensemble des parties finies de E, est simplement une application différentiable
en tout point de X.

La notion d’application -différentiable a les inconvénients suivants:

1) L’application: (T, T")> T T’ de ,?y(ﬁ, F) X fy(ﬁ, I:f) dans ,Z’_,(é, E)
n’est généralement pas continue, sauf par exemple si E, F et G sont
des espaces de Banach et & et &’ les ensembles de tous les bornés de F et
F respectivement. Par suite, dans le cas général, la notion de #-différentiabilité
ne se conserve pas par composition, ce qui la rend impropre a ’étude des
prolongements des variétés de dimension infinie (Chapitre 1V).

2) La seule continuité de I’application Df de X dans & y(F_': E) n’im-
plique pas la continuité de f en x sauf par exemple si E est métrisable. La
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condition ‘‘différentiable en x’’ que nous devons donc introduire pour ob-
tenir des fonctions différentiables assez réguliéres rend cette définition plus
Iourde que celle d’applications différentiables.

Nous allons étudier sommairement la notion d’applications & -différen-
tiables dans certains cas particuliers et la comparer avec celle d’applications
différentiables.

L’ensemble des applications & -différentiables de X dans F est muni d’une
structure d’espace affine; il sera noté 2 7(F, X).

Théoréme 3.3. (1)Si E est normé, alors f est b-différentiable sur X si,
et seulement si, f est dérivable en tout point x de X, Uapplication
Df :x — Df(x) étant une application continue de X dans ,?b(l_ﬂ)‘, E), ou b dé-

signe ensemble de tous les bornés de E.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Montrons
qu’elle est suffisante. Pour tout voisinage ¥ de 0 dans ﬁ,iil existe k > 0 tel
que I’on ait (Df(x")— Df(x),p> eV pour tout veFE pour lequel o] <1
et pour tout x’ tel que |x’ — x| < k. Une démonstration analogue a ceile
du Théoréme 2.6 (utilisation des intégrales vectorielles faibles) prouve que
I’on a:

S +0) = f(x) = <Df(x),v>ev |V

pour tout v tel que |v| <k. Donc f est (réguliérement) différentiable
en x € X et b-différentiable sur X.

Proposition 3.1. Si f est différentiable sur X, alors f est F-dif-
férentiable sur X, si tous les éléments de & sont supposés compacts.

En effet, la topologie de la convergence compacte sur 3(1—5, E) est moins
fine que la quasi-topologie de la convergence locale sur g(F,E), donc

si Df est une application quasi-continue de X dans & ,1(1':: l_f), c’est une appli-
cation continue de X dans °?6(17‘, E).

Corollaire 1. Si E est métrisable, f est différentiable sur X si et seule-
ment si f est dérivable en tout point de X et si I’application Df de X dans

1. Rapprocher des théorémes de [18].
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,?C(I_;,E_S est continue sur X. Il y a alors identité entre applications dif-
férentiables et applications c-différentiables sur X.

Démonstration. Soient (x,), .y et (v,), .y des suites dans X et E resp.
tendant vers xe X et veE. La continuité de 'application Df de X dans
gc(f, E) entraine que pour tout voisinage ¥ de 0 dans F il existe un nombre m

tel que, pour tout 7 > m, on ait:

D.f(xns Un) -D .f(xi Un) € V/Z
et
D-f(x,v,) — D-f(x,v) e V/2.

Donc D-f(x,,v,) tend vers D-f(x,v) lorsque n tend vers I’infini, et, puisque
E est métrisable, ’application D-f est continue sur X x E. Par suite f est
différentiable et c-différentiable sur X.

Corollaire 2. Si E est métrisable et tonnelé, f est différentiable sur
X si, et seulement si, f est dérivable sur X, ’application Df étant continue
pour la topologie de la convergence simple sur f(ﬁ,i).

En effet, I'application D-f étant séparément continue sur X x E, elle

est continue d’aprés le Théoréme 3, p. 28 [9a].

Corollaire 3. Soient E‘;’ le dual topologique de E muni de la topologie
de la convergence dans les parties compactes de E et £ Pensemble des parties
équicontinues de E. Si E est un espace quasi-complet tel que (Ec’)c'= E: alors
il y a identité entre applications c-différentiables et ;dijﬁférentiables sur X.

Démonstration. I’enveloppe convexe fermée équilibrée d’un compact
étant compacte, E’C(I_«‘: I:f) est canoniquement isomorphe a E;’Zf (Corollaire
p. 36 [19]). De plus E!Z F est canoniquement isomorphe 2 ,%”?(F_': E) (Co-
rollaire 2 p. 34 [19]). Par suite toute application c-différentiable sur X est
¢-différentiable sur X et réciproquement.

Corollaire 4. Si E est métrisable et complet, il y a identité entre
applications différentiables et &-différentiables sur X.
Résulte des Corollaires 1 et 3 puisque E aalors la topologie de Mackey.
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Corollaire 5. Si E est un espace quasi-complet et tel que (E;); =E et
que l—i"c’ soit tonnelé, il y a identité entre applications c-différentiables et
b-différentiables sur X. En particulier, il en est ainsi si E est un espace de
Banach réflexif.

En effet, il y a identité entre parties équicontinues et parties bornées de E
et le corollaire résulte du Corollaire 3.

Remarques: 3.1. Si E est un espace de Banach et si }:fc’ est tonnelé,
il y a identité entre parties bornées et faiblement compactes de E, donc E
est réflexif.

3.2. Dans le cas général, une application peut &tre .#-différentiable sur
X sans étre différentiable sur X. Une application différentiable sur X peut
ne pas étre S~différentiable sur X si & contient des parties de E non compactes.

33. SiEetF sont normés, une application b-différentiable est une
application différentiable au sens de Fréchet; on a: 2'b(F, X) c 2'(F, X).

Théoréme 3.4. La composée d’une application F-différentiable et
d’une application différentiable est une application S-différentiable.

Démonstration. Supposons f & -différentiable sur X; soit g une appli-
cation différentiable d’un ouvert Y de F contenant f(X) dans un espace affine
localement convexe G. D’aprés le Théoréme 3.2 (Chapitre I) I’application
g of est différentiable en tout point de X. Montrons que |’application:

x = (v {Dg(f(x)), <Df(x),v>>)

de X dans Zy((_j,E_i est continue sur X. Soient S€& et xeE. Pour tout
voisinage W de 0 dans G, il existe deux voisinages V et V' de 0 dans F
tels que les conditions:

JxNefx)+V et (Df(x),v")eDf(x),0) + V'

entrainent:

D(f(x'), KDF(x),0"5 > — (Dg(f(x)), Df(x) 0> > e W.
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On peut associer 3 V un voisinage U de 0 dans E tel que l’on ait:
fx +U)c f(x) + V.A V' et a S correspond un voisinage U’ de 0 dans E tel
que les relations: x'ex + U’ et ve§ entrainent:

{Df(x + U),v>={Df(x),vd>+V".
Il en résulte:

[Dg(f(x) o Df(x") — De(f(x)) o DF(X)], 0> € W

pour tout x'ex + UN U’ et tout veS. Donc gof est S-différentiable
sur X.

CHAPITRE 1III

ESPACES D’APPLICATIONS » FOIS DIFFERENTIABLES

1. Différentielles d’ordre supérienr.
Soient E et F deux espaces localement convexes, f une application d’une

partic X de E dans F. On peut supposer 0 intérieur 3 X et £(0) = 0.

Définition 1.1. On dit que le jet d’ordre n de f est nul en x, ‘et on écrit
Jjof =0, si les conditions suivantes sont vérifides:

Pour toute semi-norme q sur F

1) et pour toute demi-droite Dde E, il existe une semi-norme p sur E
vérifiant les conditions: Pour tout a >0, il existe un céne C de sommet 0

dont Uintérieur contient D et un voisinage U de O dans E tels que ’on ait:
q(f(h)) < a(p(h))" pour tout heUNC.

2) il existe une semi-norme p’ sur E et un voisinage U’ de 0 dans E tels
que, pour tout he U’, on ait:

q(f(m) <(p'(h)".

La relation: ji,f = 0 entraine:

f©)=0 et jaf=0
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pour tout m < n. On a jif =0 si, et seulement si, f est tangente 3 0 en 0.
Une démonstration analogue 2 celle des Théor¢mes 2.1 et 2.2 du Chapitre 1
prouve:

Théoréme 1.1. On a jif =0 si et seulement si application 8f dé-
finie sur Uensemble X' des couples (1,v), o t =20, veE et tve X par:

O, vy=fv)/t" si t#£0 et 8 (0,0)=0

est continue sur X'.

Théoréme 1.2. Pour que Uon ait jof =0, il faut et il suffit que, pour
tout voisinage V de O dans F et pour tout veE, il existe deux voisinages U
et U’ de 0 dans E tels que les conditions:

vev+U e t'eU’
entrafnent: f(tv’)et"V.

Corollaire. Si jif =0, pour tout compact K de E et pour tout voisinage
V de O dans F, il existe une semi-norme p sur E telle que les conditions:
veK et p(tv) <1 entrainent:

S@v)et™V.

Démonstration. Soient U(v) et U’'(v) les voisinages de 0 dans E cor-
respondant au voisinage ¥V de 0 dans F et & ve K. On peut recouvrir K par
un nombre fini de voisinages U(v;) correspondant aux points v;, ol i Zn.
Pour tout ve K, il existe i tel que vev; + U(v;), donc:

f@)etV si p(tv) <1,
ol p est la jauge de ’intersection des U'(v;), ot i <n.

Théoréme 1.3. Si jif=0 et si g est une application lipschitzienne
en O d’un ouvert de F dans un espace localement convexe G, alors on a:
Jo(g of)=0.



APPLICATIONS DIFFERENTIABLES... 51

Démonstration analogue a celle du Théoréme 2.3, Chapitre L

Soient E et F deux espaces affines localement convexes, EetFles
espaces localement convexes des vecteurs libres de E et F resp., f une appli-
cation d’un ouvert X de E dans F et x un point de X.

Définition 1.2, On dit que f est n fois différentiable en x si f est (n—1)
Sfois différentiable en x et s’il existe une application D"f(x) multilinéaire
symétrique et séparément continute de E" dans F telle que le jet d’ordre n

en x de I’application:

v > A (x, 0) = f(x + 0)—f(x) = (Df(x), 0> — - =(1/n)KDf(x), (v, -+, v) >

soit nul. L’application D"f(x) est appelée n-iéme différentielle de f au point x.
D’aprés le corollaire du Théoréme 1.2, si f est n fois différentiable en x
sa restriction a tout sous-espace de dimension finie est n fois différentiable en

x au sens habituel. En particulier, pour tout n-uple (v,,---,v,) ’application:
g: (kh ""kn) —')f(x + klvl + o+ knvn)
est n fois différentiable en (0,---,0) et on a:

DY), (01,50 > = EE%(?,T;{O)—

11 en résulte que I’application D"f(x) est unique.

Les applications n fois différentiables en x ont des propriétés analogues
a celles des applications différentiables en x. Nous ne les expliciterons pas ici
car les énoncés sont plus compliqués et ne serviront pas dans la suite.

Remarque: 1.1. On pourrait encore définir les notions d’applications
n fois réguliérement différentiables en x ou » fois uniformément différentiables

en Xx.

Définition 1.3. On dit que f admet 0;,..., f(x) pour dérivée en x
relativement au n-uple (vq,--+,v,), ont vieg et v;#0 pour tout i <n si la
restriction f[V de f d la variété V engendrée par les droites (x,x + v;) est
n fois différentiable en x et si I’on a:

<an/V(X), (01902: "':Un)> = 831"'0 f(x)
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Si f est n fois différentiable en x, alors f admet une dérivée en x par rapport
a tout n-uple et est n fois dérivable en x, selon la définition suivante:

Définition 1.4, On dit que f est n fois dérivable (resp. continuement
dérivable) en x si f est (n—1) fois dérivable (resp. continuement dérivable)

en x et si f admet une dérivée en x relativement @ tout n-uple, Uapplication:

D (x):

{(ul,---,v,,)-»('):',‘...,,nf(x) si v, #0 pour fout i<n

©,:-+,v,) >0 s’il existe i tel que v;=0

de E" dans F étant multilinéaire et séparément continue (resp. continue).
Si f est n fois dérivable (resp. continuement dérivable) en tout x€ X, f est
dit n fois dérivable (resp. continuement dérivable) sur X.

Proposition 1.1. Si f est n fois (resp. continuement) dérivable sur X,
ses dérivées relativement @ un m-uple, ot m < n, sont (n — m) fois (resp.

continuement) dérivables sur X.

Démonstration. Supposons la proposition démontrée si f est (n—1)
fois (continuement) dérivable sur X et supposons que .f est n fois (continu-
ement) dérivable sur X. L’application d,; , f est (1—m—1) fois (continu-
ement) dérivable sur X et pour tout (n—m)-uple on a:

53;:", ...v,.(a:;”; ...umf(x)) = 60"1 ...u“f(x)’

donc l’application D"~™(4;),...,, f(x)), restriction de D7f(x) au sous-espace
engendré par (0,4, .. v,) est séparément continue (resp. est continue).

2. Applications n fois différentiables sur un ouvert.

Soient (E,ng) et (F,ny) deux espaces affines quasi-localement convexes,
(E,73) et (F,77) les espaces quasi-localement convexes des vecteurs libres
correspondants. Nous désignerons par ,Sf;’"(l_‘",E) I’espace quasi-localement
convexe défini par récurrence de la mani¢re suivante:
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-

z;! I?, E) = 3,{(}7": _3 = espace des applications linéaires quasi-continues de
(E,g) dans (F,77) muni de la quasi-topologie de

la convergence locale A.
Zi"F,E):i= Z{& " (F.E),E).

Soit L}(ﬁ,f"’) I’espace vectoriel des applications multilinéaires quasi-con-
tinues de (E ™ §g) dans (F,73), muni de la quasi-topologie 4 induite par la
quasi-topologie de la convergence locale sur %,{(F’,E"');soit Te Lj(;,ﬁ'").
En utilisant le Théoréme 1.2 du Chapitre II, on associe A T les applications

T,f:‘_’“,,m_"e ZL'"™(F,E) ol n est <m, définies par récurrence comme suit:
(¢8} » taation - . r
T, ., est l'application: v,, > T(v;---,0,), ou v, € E,
T ... est lapplication: v,_,.,—T" D e 2 YF E).

L’application b,,: T— T™ est un quasi-isomorphisme de L’A(I?, E"‘) sur
$,’{"(F,E3, pour tout entier m. De plus, quels que soient les entiers n et m,

on a des quasi-isomorphismes canoniques:

L(L(F,E™,E" ~ L)(F.E™"
et

LNLME,E,LE) ~ Z7"(FE).

Dans ce paragraphe, les conventions sont les mémes qu’au §2 du Chapitre
II. (X, 7) est donc un sous-espace de (E,ny), ouvert pour la topologie sous-
jacente & la quasi-topologie induite par n; sur le sous-espace affine qu’il
engendre dans E. Soit (3(, ) le sous-espace de (E, 77) engendré par X —x
dans E, qui est indépendant de x € X. Soit f une application de X dans F.

Définition 2.1. On dira que f est n fois différentiable sur X, sa n-iéme
différentielle sur X étant D™fe Z,»'_"(I?, )?), si f est (n—1) fois différentiable
sur X et si D"~ Vf est une application différentiable de X dans 3,’1"'1(1?,)2)
de différentielle D(D" V) = D™f. L’application f est 1 fois différentiable
sur X si et seulement si f est différentiable sur X et on pose DVf = Df.
Si X’ < X et si f est n fois différentiable sur X, nous dirons que f|X' est
n fois différentiable sur X’.
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Pour simplifier nous supposerons désormais que X est ouvert pour
e -
1(ng), d’ou X = E. Si f est n fois différentiable sur X, nous poserons

D"f =(b,) "'« D™ pour tout entier m < n.

Proposition 2.1. Pour que f soit n fois différentiable sur X, il faut
et il suffit que f soit (n—1) fois différentiable sur X et que ’application
D" f de X dans L}(I—;‘,E"'l) soit différentiable sur X.

En effet, d’aprés le Théoréme 2.2 du Chapitre II ’application D"~ 'f
est différentiable sur X, sa  différentielle étant  Vapplication:
v—bt o (KD™f,v)), c’est-a-dire Df.

Corollaire. Pour tout entier m < n, si f est n fois différentiable sur X,
Dm.f : (X,UI, "',U,,,)A - <Dmf(X),(Ul, 5 Um ))

est une application quasi-continue de (X x E™,n x ") dans (F,73).

Proposition 2.2. Si f est n fois différentiable sur X, les applications
D™f de X dans %;"(F,E) et D"f de X dans L;(i?", E"‘) sont (n—m) fois dif-

férentiables sur X, pour tout entier m <n, et on a:
D(m’)(D(my) ~ D(m’+m)f et Dm'(Dmf)sz’+mf ,

sim'+m=Zn.

En effet, supposons la proposition démnontrée si f est (n—1) fois différen-
tiable sur X; alors D"fest(n—m—1)fois différentiable sur X, sa (n —m —1)-
itme différentielle étant D""Vf. Si f est n fois différentiable sur X,
D~Df est différentiable, ce qui prouve la proposition puisque
L"(&"(F,E),E) ~ 2" (F,E), la deuxiéme partie résultant de la Pro-
position 2.1,

Proposition 2.3. Si f est n fois différentiable sur X, sa restriction au
sous-espace affine x +V, ot xcX et V est un sous-espace vectoriel de di-
mension finie de E, est une application n fois continuement dérivable de
X N (x+ V) dans (F,t(ng)).
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Démonstration. Supposons démontré que T(x)= (D""lf(x),(vl,---,vm_l))
est la dérivée de f par rapport au (m—1)-uple (vy,--,0,-;), o0 v;eV et
m < n. Soit v, € V; I'application D™ f étant une application différentiable
de X dans EA(;,EM‘I), I’application A(D™”'f) est quasi-continue (Défini-
tion 2.1, Chapitre II). Par conséquent 1’application:

t— <A(Dm_7)(x7 t,Um), (UD' U 1) >,

qui est quasi-continue de R dans (F«’,E;), est une application continue de R
dans 7(n7). Donc T admet 0,,, T(x) = (D"f(x),(vy,,0_1,0,,) > pour dérivée
dans la direction de v,,. Puisque 73 induit sur V la topologie de I’espace vec-
toriel de dimension finie V, la restriction de D"f(x) 4 V™ est une application
continue de V™ dans 1(r3), donc f admet 8, T pour dérivée par rapport a
(Y1, """, V) €t la restriction f/ X N (x + V) est n fois continuement dérivable,
la topologie sur F étant ().

Corollaire 1. Si fest n fois différentiable sur X, alors les applications
D"f(x) sont des applications multilinéaires symétriques quasi-continues

pour tout entier m = n et fout xe X.

Corollaire 2. Si f est n fois différentiable sur X, ses dérivées par
rapport @ tout m-uple sont (n—m) fois différentiables sur X.

En effet D"f étant (n—m) fois différentiable sur X, & valeurs dans
Li(F,E™), cette application est aussi (n—m) fois différentiable si L'(F,E")
est muni de la topologie de la convergence simple.

L’ensemble des applications m fois différentiables de X dans F est un sous-
espace affine de 2'(F, E) que nous noterons 2"(F, E).

Théoréme 2.1. La composée de deux applications n fois différentiables
est une application n fois différentiable.

Démonstration. Soit f une application n fois différentiable sur X et g
une application » fois différentiable d’un ouvert ¥ de 7(ny), contenant f(X),
dans (G, ng). Nous allons montrer par récurrence que g of est n fois différen-
tiable sur X et que ’on a:
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<D"(g Of)(x)7(vl’ "',1}")> =
DI (), [{DY (XD, (015 Vi 1y —1) D
<Djzf(x), (Vi3 s Vig a1 s "s <Djkf(x)’(vika <504t = 1) 1,

ou j, varie entre 1 et n, chaque terme de la somme correspondant a une
permutation (i 50 45— 15 Uiy s Ui aj—1) d€ (vg,-++,0,). La formule est
vraie pour n = 1 d’aprés le Théoréme 2.2 Chapitre II. Supposons-la démontrée
si g et fsont (n—1) fois différentiables. Les applications D'~ f et D/**"" */*g(f)
sont différentiables, si f et g sont n fois différentiables; D"’l(g of) étant
somme des composées des applications D'' """ Fsg(f) et (D' )p<s qui sont
différentiables en vertu du Théoréme 2.3 du Chapitre II, il résulte du Théoréme
2.2 du Chapitre 1I que D" (g of) est différentiable sur X. La formule ex-
acte est conséquence du Corollaire 3.3 du Chapitre T et du Théoréme 2.2
du Chapitre 11,

Théoréme 2.2. Les Théorémes 2.3, 2.4 et 2.5 du Chapitre II sont
encore vrais en remplacant différentiable par n fois différentiable dans
leurs énoncés.

Dans la fin de ce paragraphe nous supposerons que 7 = (7).

Si f est n fois différentiable sur X, nous désignerons par A’f I’application
définie sur I'ensemble X des triplets (x,t,v) tels que x€ X, t€R, vekE et
x +tve X par:

[AYCet0) = (f(x + 1) = fC) /1" — X (1 [m!1"™™) (D7f(x), (v, )

mgn

i si t#£0
Af(x,0,0) = 0.
Théoréme 2.3. Si f est n fois différentiable sur. X, Iapplication

A"™f est une application quasi-continue de (X, x p xa") dans F pour tout
mzn.

Démonstration. Le théoréme est vraisi m = 1; supposons démontré que
A" 'f est quasi-continue et montrons que A'f est quasi-continue, ce qui prou-
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vera le théoréme par récurrence. La restriction de f & toute droite étant n
fois différentiable d’aprés la Proposition 2.3, on a:

A" (x,t,v)

(1/nYH f (Df(x + t'v),(v,---,v) pdt’

AV(xstau) (l/t) An_lf(xstsv) - (1/"‘)<D7(X),(U,,U)>

I

= (1/nlf) f(D"f(x +t'v) — DY (x), (v, --,v) ddt’,
)

ou les intégrales sont des intégrales vectorielles faibles sur F. Soient
xo€ X, voeﬁ, x¢ +vo € X. Désignons par # le filtre des voisinages de 0
dans R. Les conditions & nx, et A mp, entrainent que le filtre & + A A
admet une base formée de parties de X. Puisque D”:f est quasi-continue
d’aprés le corollaire de la Proposition 2.1, pour tout voisinage fermé V de 0
dans f‘, ilexiste £, ke A", ve AN tels que ksoitconvexe,queé + kve X et:

D™ f(( + xv) x V") — D" f(x0,00, ++,00) < V]2
D" f(€ x vy — D" f(xq, 0o, -+, Vo) < V/2.

Un raisonnement analogue 2 celui utilisé dans la démonstration du Théoréme
2.6 du Chapitre II montre que I’on a: A™f(é,x,v) = V et, puisque A" ! f
est quasi-continue, que A"f est quasi-continue.

Comme 7 induit sur tout sous-espace V de dimension finie sa topologie
d’espace vectoriel, la notion de dérivée d’une application par rapport 3 un
r-uple définie au §1 s’étend sans changement au cas oll E est un espace affine
quasi-localement convexe. On dira que f est n fois quasi-continuement dé-
rivable sur X si f est (n—1) fois quasi-continuement dérivable sur X et si,
pour tout x € X, f admet une dérivée en x relativement a tout n-uple, I’appli-
cation D"f(x) définie par:

{(vl,---,v,,)—»@vl...,,nf(x), si vie]:f et 1,0 pour iZn

(Ul,""oa"'5vn) -0 sinon
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- -
étant une application multilinéaire quasi-continue de (E”7")dans F.
Dans ce cas, nous désignerons encore par D" f ’application:

(x, LI TR Un) - <D7(X),(Ul, "'9Un)>

de (X x E“,n x 7") dans F. La Proposition 1.1 est encore valable en rem-

plagant continuement par quasi-continuement,

Théoréme 2.4. Si ny vérifie la condition (R), pour que f soit n fois
différentiable sur X, il faut et il suffit que f soit n fois quasi-continuement
dérivable sur X et que D"-f soit une application quasi-continue de
(XxE%7n x 73) dans F.

Démonstration. Les conditions sont nécessaires d’aprés les Propo-
sitions 2.1 et 2.3. Inversement, supposons que f soit n fois quasi-continue-
ment dérivable sur X, I’application D™ f étant quasi-continue. Soit (v,,---,1,)

un n-uple donné; I’application:
t= 05 Lo, (X + 1)

est continuement dérivable sur I’ensemble des t€R tels que x + v, X.

Par suite, on a:

<Dn_1f(x + tvn)_ D"—lf(x)’(vl’ ""vn—l)> = f <D'ff(x + t,vn)a(vl, "',U,,)>dt’
o]

tADn_lf(x: t, Uy, ""Un) =

= <Dn_1f(x + tvn) - Dn_lf(x)’(vla "':Un—1)>—' t<D7(X),(Ul,“',U")>

It

f Df(x+ 18,) = D(x), (1, -+, 07) Yt
0

Soient E,EE, ign, ni et A 7O tels que % + 7, e X. Soit £ le filtre des
voisinages de 0 dans R; soit V un voisinage fermé de 0 dans F. En utili-

2

sant un raisonnement analogue a celui du Théoréme 2.6 du Chapitre I, la
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quasi-continuité de D"-f entraine que AD""!f est une application quasi-
continue en (%,0,3,, -, 7,). De plus il existe €2 et v;e A7, 0Ui < n, tels

que 1’on ait:
(D" ()= D" f(@(vy +5y, Vg + o) EV]2

pour tout x € &, et tout v; € v;. Par ailleurs, S étant (n—1) fois quasi-continue-
ment dérivable, D" 'f(x) est quasi-continue et, pour tout i< n, il existe

vje A tel que on ait:
<Dn_1‘f()f)’ (vl +’61’ Uy +ﬁn~1)> - <D"—1f()2)’(‘i)_1, "'3’6,,_1)> (S V/2

si v,ev;Nv;! De ces relations, on déduit que D""*-f est quasi-continue sur
XxE" Yet que AD"”f est quasi-continue sur X'. Donc D"~ f est une appli-
cation différentiable de X dans L}(%,E"'l) et les conditions supposées véri-
fiées par f pour I’entier n le sont aussi pour ’entier (n—1). Si ces conditions
sont vérifiées pour (n — m), le méme raisonnement prouve qu’elles sont aussi
vérifies pour I’entier (n—m—1). Une démonstration par récurrence prouve
alors que, pour tout m < n, D™f est quasi-continue et D"f est une application
différentiable de X dans L',l(_I:‘, E’"). On en déduit Eiue fest n fois différentiable
sur X.

Supposons maintenant que I’on a: ny=1(ng) et np = (). Le Théoréme

2.4 permet de poser:

Définition 2.2. On dira que f est n fois différentiable sur X si f est
n fois continuement dérivable sur X et si D™ f est une application continue
de X x E" dans F.

C’est le plus souvent sous cette forme qu’il sera facile de vérifier qu’une

application est » fois différentiable.

Théoréme 2.5. Si f est n fois différentiable sur X, alors f est n fois dif-
férentiable en tout point de X; si K est un compact de E, Pensemble des
applications m, :(t,v) »A'f(x,t,v), o xe€K, teR, veE et K+wcX,

est un ensemble équicontinu.
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La premiére partie résulte du Théoréme 2.3; la deuxiéme se démontre
comme le Théoréme 3.2 du Chapitre 1.

Comme au Chapitre II, nous allons introduire une autre notion de dif-
férentiabilité d’ordre n, qui sera surtout intéressante dans des cas parti-
culiers. Nous désignerons par & et &’ des ensembles de parties de E dont la
réunion est totale dans E. Pour les notations, voir Chapitre I, §1.

Définition 2.3. On dira que f est n fois &-différentiable sur X si f est
(n—1) fois S-différentiable sur X et si I'application: x - D" Vf(x) de X
dans .,?"y_l(l?,ﬁ) est S-différentiable sur X; on a posé: DVf(x) = Df(x);
D™f(x) = DD F(x)).

L’application D™ f(x) sera appelée n-iéme différentielle de f en x et appli-
cation: D™f:x - D™f(x), n-iéme différentielle de f sur X. Si f est n fois
&-différentiable sur X, alors f est n fois &-différentiable sur X, si &' <%

Théoréme 2.6. Pour que f soit n fois F-différentiable sur X, il faut
et il suffit que f soit n fois dérivable sur X et que, pour tout entier m <n,
I’application D™f soit une application &-différentiable de X dans J?;(f, E).
(Chapitre 1, §1).

Démonstration. Si fest n fois #-différentiable sur X, alors f est n fois
dérivable sur X, sa dérivée relativement au n-uple (vq,---,v,) étant
{a, o D™f,(vy,++,0,)>. Comme les dérivées relativement & un m-uple sont
indépendantes de 1’ordre de cet m-uple, on a: D"f= amoD('")fe}?'y"(I—':, E)
et, en vertu du Théoréme 3.4 du Chapitre I, D™f est &-différentiable sur X,
pour tout m < n. Inversement supposons le théoréme démontreé si f est (n—1)
fois dérivable sur X et montrons qu’il est vérifié pour I’entier n; ’application
D" étant -différentiable sur X, P’application D" Vf=a, ! - D""'f
est une application &-différentiable de X dans 3’;71(13”, E), donc f est n fois
& -différentiable sur X.

Théoréme 2.7. Si f est n fois dérivable sur X et si I’application

D™f:x— D™f(x) est une application continue de X dans 5&”3(}?, E) pour
tout entier m < n, pour tout s€.% et tout voisinage V de 0 dans F, il existe
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un voisinage U de 0 dans E tel que les conditions: ves, tvelU et
x +tv e X entrainent A"f(x,t,v)eV.
(A™f est défini formellement par la méme formule que plus haut).

Démonstration. La restriction de f a toute droite étant n fois différen-
tiable, on a:

ATf(x,t,0) = (1/m!%) f {D™f(x + t'v) — D"f(x),(v, -+, 0) >dt’.
0

Comme D™f est continue, pour tout voisinage ¥ de 0 dans F et tout sef,
il existe U tel que les conditions: ves, tve U et x + tve X entrainent:

<Dmf(x + tU) - Dmf(x),(l), "':U)> eV
et par suite A" f(x,t,v)e(1/m!)V, en utilisant un raisonnement analogue a
celui du Théoréme 3.3.

Corollaire. Si E est normé, si f est (n—1) fois b-différentiable et si
I’applicationD"~Vf de X dans f,,"_l(F_‘: E) est dérivable sur X, I’application
x - D(D""Vf)(x) étant continue dans ,?Z(I_;:,I:f), alors f est n fois b-dif-
férentiable sur X.

En effet, on appliquant le Théoréme 2.7 3 un ensemble s borné ouvert,
une démonstration analogue a celle du Théoréme 3.3 du Chapitre IT montre
que D™~ 1)f est différentiable en tout point de X, donc que f est n fois b-dif-

férentiable sur X.

Proposition 2.4. Si f est n fois différentiable sur X, alors f est n fois
c-différentiable sur X (c représentant ’ensemble des compacts de f)

En effet, la quasi-topologie de la convergence locale sur Y'"(P_‘:ﬁ) étant
plus fine que la topologie de la convergence compacte, D™ est aussi
une application différentiable de X dans f’:(ﬁ, E).

Théoréme 2.8. Si E est métrisable, pour que f soit n fois différentiable
sur X, il suffit que f soit (n—1) fois différentiable sur X et que I’application
D" 'f de X dans LC(I::, ]—::"_1) soit différentiable sur X; de plus, il y a
identité entre applications n fois différentiables et applications n fois c-dif-
Jérentiables sur X,
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Démonstration. Si D””!f est une application différentiable de X dans
Lc(l?, E"'l), elle est aussi différentiable pour la topologie de la convergence
simple sur I_(%, ]—f""l); par suite f admet {D"f(x),(v(,-,v,)> pour dérivée
relativement au n-uple (vq, -+, v,). Puisque E est métrisable, la continuité de
I’application (x,vw)aal.n(D"_lf)(x) de X x E dans LC(I?,E "~1y entraine la
continuité de I’application:

(x7vI’ "'avn) g <au,,(Dn_lf)(x)7(vla ey Uy 1)>,

donc f est n fois différentiable sur X. L’application b,, étant un isomorphisme
de Lc(l?, E’”) sur 3;”(1?,5) puisque E est métrisable, si f est n fois c-dif-
férentiable sur X, ’application D"~ f = b1, o D"~V f est c-différentiable sur
X ; il résulte alors du Corollaire 1 de la Proposition 3.1 du {Chapitre II que
[ est n fois ditférentiable sur X.

3. Quasi-topologies et topologies sur 2"(F, X).

Soient (E,ng) et (F,ny) deux espaces affines quasi-localement convexes,
(X ,n) un sous-espace de (E,ng) tel que X soit ouvert pour t(rg). Nous dé-
signerons par 2" I’espace affine 2"(F, X) des applications n fois différentiables
de X dans F; I’espace 9" des vecteurs libres de 2" s’identifie 3 & "(ﬁ, X).
La lettre & désignera toujours un filtre dans 2". Les conventions sont les
mémes que précédemment.

Soit D° 1’homomorphisme canonique de 2" dans €’(F, X); nous poserons:
%'(F,X):%’(ﬁ,X X Eo). Pour tout entier m<#, nous désignerons par:

D™. Dlapplication: f— D™ f de 2" dans %’(ﬁ,X x E™ ,
D™ [lapplication: f—D"f de 2" dans %'(Lﬁ(i‘,ff"‘),X),
D™ Iapplication: f—D™f de 9" dans €'(Z)"(F, E), X),

d,.  lapplication: f—(D".f)o<m<n de 2" dans [] %’(F,X XE"‘)
m=0

d, Tapplication: f— (D™ flocmen d¢ 2" dans [[%’(LI(F,E™,X)
m=0

oll D% =Do°. f=f et €'(L,(F, E°), X) = €'(F, X).
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Définition 3.1. On appellera quasi-topologie de!la convergence locale
sur 2" la quasi-topologie 8, la moins fine telle que les applications D™
soient des applications quasi-continues de (27, 6,,) dans ‘fg(ﬁ,X X ﬁ"’), pour
tout entier m: 0 < m <n.

La Définition 3.1 signifie que 8, est la quasi-topologie image réciproque

par d,. de la quasi-topologie produit [] %,’L(ﬁ,X X E”‘). Par suite J, est une

m=0
quasi-topologie localement convexe. D’aprés le Théoréme 1.2 du Chapitre 11
la relation #é,f est équivalente & chacune des relations suivantes:

1) D"F AD™f pour tout m: 0<m=<n;
2) Fif et D"FAD"f dans GUL(F,E™,X) si m<n;
3) FAf et D™FAD™f dans EYL)(F,E),X) si m<Sn.

Pour simplifier, nous supposerons désormais: np=1(ng) et 7z =1(x ;).
Nous désignerons par % le filtre des voisinages de 0 dans E, par J le filtre
des voisinages de 0 dans R.

Théoréme 3.1. Soit F un filtre sur D" tel que D"FAT" dans
@ (L,(F, E™, X) et D"F ¢ T™ dans €.(Ly(F,E™), X), oit o désigne la quasi-
topologie de la convergence simple, pour tout m: 0 <m <n. Alors on a:
D"F AT ™ pour 0 Em < n.

Démonstration. Soient xe X, (vq,---,0,)€E" et V un voisinage fermé

de 0 dans F. La relation D"~ 1% ¢ T""! signifie qu’il existe ¢ F et U, e,
m<n, tels que "on ait:

D" M) (vy + Up) X v+ X (Vg + Upey)) — T" (%) vy, -+, Vamr) = V2.

Si f est n fois différentiable sur X, sa dérivée par rapport & un (n—1)-uple
(v}, -+, vh_1) est différentiable sur X et on a:

1
(D" (x +0p) = DV (x), (0, s 0 1) > = f (Df(x + tv,), (vy, -+, 0p) y dt.
4]
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Puisque D"F AT", il existe ¢’ e F, U, e¥ et U,,e¥, m < n, tels que 'on
ait:
D"o'(x +U) x (b, + U x o X 0,y + Uy_y) x UeV/2.
En utilisant un raisonnement analogue a celui de Théoréme 2.4, on en dé-

duit que les conditions: f'e¢d N @', v,eU, NU,, v, v, + U, NU, pour
tout m < n, entrainent:

Dn.—lf’(x + U;x)(vlla ""v;l—l) - Tn_l(x)(vla "')vn—l)EV,

c’est-a-dire D" '# AT""'. Un raisonnement par récurrence démontre le

théoréme.

Corollaire. J, est la quasi-topologie image réciproque par d, de la
quasi-topologie produit:

n—1 - - -
I——IO%;(L}.(F, Em)a X) X %),.(LA(F’ En): X)

Nous désignerons par:
A° Papplication: f— [(x,t,v) = f(x + tv) — f(x)] de 2" dans %(P_‘: X
A™ Papplication: f— A"f de 9" dans €(F, X) pour tout m < n
(voir §2 pour la définition de X et de A™Y).

Théoréme 3.2. Supposons les conditions du Théoréme 3.1 vérifiées.
Alors on a T e 2"

Démonstration. Par hypothése, on a A°# 1A°T®. Posons:

{ AYTO(x,1,0) = (T%x + tv) — TO(x)) [t — T (x)(v) si (x,1,0)€ X, 150,
A1TO(x,0,0) =0 si (x,0,v)e X.
Nous allons montrer que I’on a: A'# AA'T®. Soient V un voisinage de 0

fermé dans F, xeX et vek tels que x + ve X. Si f est différentiable sur X,
on a:
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t
Alf(x",1,0") = (l/t)f (Df(x" +1t'v") ~ Df(x"),v" >dt".
0

La relation D'# AT! signifie qu’il existe e F, Uc¥ et U’ e tels que

Pon ait:

D'é(x + U)(v + U') = T'(x)(v) = V/2.

Le raisonnement utilis¢ dans la démonstration du Théoréme 2.4 montre que
les conditions: fe¢, x'ex+U/2, v'ev+ U’ et tv'elUj2 entrainent
A'f(x’,t,0") € V. Une démonstration analogue a celle du Théoréme 2.2 du
Chapitre I prouve que le filtre A'F(x + %, A v + %) converge vers 0 dans
F. Soit to€R; la relation A°F AA°TO entraine A [(t, + A )AAOTO[ty;

comme:

Af(x,1,0) = (1/) A% (x,1,0) — D.f(x,v),

il enrésulte: A'F(x + U, ty + A, v + %) converge vers ATO(x,t,,v). Donc
AYF JA'TC et par suite A'TO est continue, c’est-a-dire TO est différentiable
sur X. Soit (vy,-:-,v,) € E"; soit &, le filtre sur "™ formé des ensembles:

bm = U@ f} peF.
fed
Des relations: D™"F AT™etD"*'# A T™*", on déduit F,, AT ™etD. F, A T'™* !,
ot T'™ est l’application: x— T"(x)(vy,---,v,) et T’™*1 [I'application:
(x,v) > T" (%) (vy, -, b, v). Le début de la démonstration prouve que 7°™
est différentiable sur X et admet 7! pour différentielle. Un raisonne-
ment par récurrence entraine que T° est dérivable par rapport & tout n-uple
et que D"T° = T" D’aprés le Théoréme 1.2 du Chapitre I, I’application:

(xs Dyyoosy vn) - Tn(x) (019 Tt U,,)

de X x E" dans F est continue, donc T est n fois différentiable sur X et
F6,T°.
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Corollaire. d,(2") est pseudo-fermé dans [] ‘K;(LA(I?,E'”),X) et A™ est

m=0
une application quasi-continue de 9" dans €,(F,X), pour tout m < n.
Démonstration par récurrence analogue a celle du Théoréme 3.2,

Théoréme 3.3. Si F est complet, alors @"est d,-complet.

Démonstration. D’aprés le Théoréeme 1.3 du Chapitre 11, %(ﬁ,X x IE'”)
est A-complet, pour tout m:0 < m S n. Si & est un §,-filtre de Cauchy sur
", le filtre D™.# est un A-filtre de Cauchy, donc il existe S’”e‘f(ﬁ,X x E™
tel que D".F AS™; deplus, pour tout x € X 1’application:

Tm(x): (vls “"vm) - Sm(x9vla "':Um)

est multilinéaire; par suite on a D"# A T™ dans %,'I(L,I(IE", E"’),X). 11 résulte
des Théorémes 3.1 et 3.2 que T°e 2" et #4,T " donc D" est §,-complet.

Théoréme 3.4. Si F est un espace de Montel quasi-complet, alors
tout ensemble 5,-borné dans 2" est relativement §,_ -compact dans 9" L.

Démonstration. Soit B un ensemble <§:,-borné dans é", xeX et
(v, ---,v,,)el—'f". La relation #D"BAOQ dans %{(LA(%, E™ ,X) entraine que le
filtre D™, B(x,v,,---,v,,) converge dans 1—5, donc D™.B(x,vq,-,v,) est
borné dans F et par suite relativement compact. De plus
A D"B(x)(vy + U,+-+,0,, + %) converge vers 0 dans P_‘: c’est-a-dire D™B(x)
est A-borné dans Ll(i':‘, E"‘) et D™B(x) est A-borné dans ,%'"(F, E); de la Pro-
position 1.8 du Chapitre II résulte que D™B(x) est un ensemble équi-quasi-
continu; on en déduit que D™B(x) est un ensemble équicontinu et, en vertu
du ThéorémeII. 1.4, D”B(x)est relativement A-compact. Pour tout fe B, on a:

(DM + Bl 1) = DI, (0 o, 0> =
1
[ @100 4 400 0,0l i D, i<,
1)

Soit ¥ un voisinage de 0 fermé dans F. Puisque #'D™*'. B converge vers 0,
il existe ke A, Ue et Uje, i < m, k convexe tels que:
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D" B((x + U)x (v, + U X v+ X (v + Up) x kU) S V
d’oli: D"f(x + vppy1) — Df(x), (v, 0m)DEV

si feB, vy, xUNU et vjev, + U; pour tout i < m, en utilisant le rai-
sonnement du Théoréme 2.4. Ceci prouve que ’ensemble des applications
D™f, ol fe B, est équi-quasicontinu; du Théoréme 1.4, Ch. I on déduit alors
que D™B est un ensemble relativement A-compact, pour tout entier m < n.
Il en résulte que d,_(B) est relativement 3,,_ ;-compact et, d,,_l(é"'l) étant

n-1

pseudo-fermé dans [] ‘K,’I(LA(IT“, E”), X) d’aprés le corollaire du Théoréme 3.2,
m=0
B est relativement 5:_. 1-compact dans g1,

Soit 2" I’espace affine des applications n fois #-différentiables de X dans
F. Les lettres &, &' et &,,, ol m £ n, désigneront des ensembles de parties
bornées de E tels que tout point de E appartienne a au moins une de ces
parties. Nous supposerons que &' < & et &, < ¢, ou ¢ désigne ’ensemble
de tous les compacts de E. Soit d(;y Iapplication:

= (D™f)g<mzs de D"F dans €(F,X) x [| 6(L%(F,E), X).
m=1

Définition 3.2. On appellera topologie de la (&) —’ convergence sur
9" la topologie 1((F), ") image réciproque par diy de la topologie:

%.V,;(F’X) X I:_[I%y’;,,(gr.;”(Fa E)’X)'

Muni de (&), &), D" seranoté 2°F 4., _o. SiF =S, = c pour tout
m £ n, nous écrirons: D¢, = P". La topologie t((+,,),¥’) est com-
patible avec la structure affine de 2"%, séparée et localement convexe. Nous
désignerons par ©((¥L), #") la topologie correspondante sur 1’espace 'y
des vecteurs libres de 2°%. Un systéme fondamental de voisinages de 0
pour 7((¥L),¥’) est obtenu de la fagon suivante: Soient s, €%, oU m<n
et s, €%,,; soit ¥V un voisinage de 0 dans F. Alors I’ensemble U 8ms V)
des applications n fois &-différentiables f de X dans F telles que:
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Fs) =V, Df(sp)(syx - xsp)=V sim=n,
est un voisinage de 0 pour ((+,),’).

Définition 3.3. On dira qu’un ensemble de parties & de E vérifie
la condition (P) si toute application de E dans un espace affine localement

convexe G est continue si sa restriction @ tout ensemble s €. est continue.

Exemple. Si E est métrisable, ¢ vérifie la condition (P).
&™ désignera I’ensemble des parties de E™ de la forme [| S,o0 S;e &

i=m

Théoréme 3.5. Supposons que ™ vérifie la condition (P) dans E"
pour tout m £ n. Alors @'F < D" et 1((¥,), F) est la topologie image
réciproque par Uapplication:

df’ = D"No<msn

de la topologie de I'espace T,= [] %%(Ly(ﬁ,f"'), X). Si de plus
m=0

F = =c, alors D"c =2D" et d(D") est fermé dans T,.

Démonstration. Si T est une application continue de X (resp. E) dans
Ly(ﬁ , E’”), la restriction de "application:

T: (x,vl,"',vm) - T(x)(vb"'avm)

3 tout ensemble de & x F™ est continue, donc T est continue d’aprés la
condition (P). Par suite I’application canonique b,, (Ch. I, §1) est un isomor-
phisme de Ly(F, E"‘) sur £ (—I:", E) pour tout m<Z net,si f est n fois #-
différentiable sur X, alors D"f est une application (n—m) fois &-différen-
tiable de X dans L_(,(ﬁ , E"’) et D".f est continue, par conséquent f est n fois
différentiable sur X. Supposons & =%, =c. Si g est adhérent 4 L(F‘, E"’)
dans ’ensemble de toutes les applications de E™dans F muni de la topologie
de la c-convergence, alors la restriction de g & tout compact de E™ est
continue et la condition (P) entraine que geL(I_E', E"‘). Soit & un filtre sur
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2' et (T°, T T, un point adhérent a d{(#). Soit x € E, veE et keR tels
que x + tve X pour tout [t] < k. Pour tout ¢ £, soit ¢’ ’ensemble des
applications: ¢ — f(x + tv), ol ]t[ < k; le filtre #' ayant les ¢’ pour éléments
converge vers T'%:t - T%x + tv) dans %c(ﬁ, [k, +k]) et D'F’ converge
vers T'l:t—>(t’ - Tl(x + tr)(t'v)) dans %’C(LC(I?, ﬁ),[-—k, +k]). On en
duijt que T'° est différentiable et admet T’! pour différentielle en 0. Un rai-
sonnement par récurrence analogue 3 celui utilisé au Theoreme 3 2 montre
que si & est un filtre sur 2" tel que d(F) converge vers (T° T")el"

alors T? est dérivable par rapport & tout n-uple. D’aprés le début de la dé-
monstration, il en résulte T"eL(I'?,E_," ) et T" est continue. Don; T c 2%,

ce qui prouve le théoréme.

Théoréme 3.6. S:upposons quec vertﬁ la condition (P) dans E. Alors
si F est complet, 2"c est complet. Si E est tonnelé et F quasi-complet, 17

est quasi-complet,

Démonstration. Puisque ¢ vérifie la condition (P) dans E, I’ensemble
¢ des compacts de E™ vérifie aussi la condition (P) dans E™ Soit # un filtre
de Cauchy dans @"¢; les filtres D™F et D™F sont des filtres de Cauchy dans

C(F,E"‘) et Lo (F, E) resp., pour tout m =< n. Puisque L(F,E ) est fermé
dans ’ensemble de toutes les applications de E™ dans F muni de la topologie
de la convergence compacte (voir Théoréme 3.5), si F est complet, LC(F,E"’)
est complet et D™F converge vers T™ ELC(I? E ™, il résulte du Théoréme 3.5
que T°c D" et F converge vers T° dans Z". Supposons E tonnelé et F
quasi-complet. Soit B un ensemble borné et fermé dans é"c; pour tout
s, €¢, il existe des bornés M,, c!,?'c"(ﬁ,ﬁ) tels que:

B(s) c M, et D™B(s.y< M,
pour tout m < n.

Soit & un filtre de Cauchy sur B. Comme E, et par suite I_f"’, est tonnelé,
Z’C”(F, E) et Lc(ﬁ, E"’) sont quasi-complets (Corollaire 2 page 31 [9b]). Le
filtre D™ [s. ayant pour base les ensembles D™ ¢ /s, formés des restric-
tions 4 s, ec des applications D™, ol fe ¢, est un filtre de Cauchy dans
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(M, s.), ot I, est I'adhérence de M,, dans Z(F,E). Puisque M, est
complet par hypothése, D™ Js!, converge vers T™/s.. L’application T*™)
dont la restriction T™/s!, & s., appartient & F(L"(F, E),s.,) pour tout com-
pact s, est continue sur X. Il résulte du Théoréme 3.5 que T®e D"et que F
converge vers T° dans 2"c.

Corollaire 1. Si ¢ vérifie la condition (P), si E est bornologique et si
F est quasi-complet, alors G est quasi-complet.

En effet, un prodult dénombrable d’ espaces bornologiques est borno]oglque
et par suite L (F E"') est complet si F est complet, quasi-complet si Fest
quasi-complet d’aprés D’exercice 18 page 37 [9b]. La démonstration du
théoréme prouve alors le corollaire.

Corollaire 2. Si E est métrisable et Fcomplet (resp. quasi-complet)
alors 2% est complet (resp. quasi-complet).
En effet, E est bornologique et ¢ vérifie la condition (P).

Si £<ec, on a 2"c 2", la topologie induite par t((F,,), ) sur 2"
sera appelée topologie de la (¥,)_ % convergence sur 2". Muni de cette
topologie, 2" sera noté 2, ,_,.La topologie localement convexe 1(3,) sous-
jacente A la quasi-topologie &, sera appelée topologie de la convergence
locale sur 2" Pratiquement, nous utiliserons toujours la quasi-topologie J,,
qui définit sur 2" une structure plus fine, sauf dans le cas d’espaces parti-
culiers, ou la topologie de la (¥,)-¥ convergence peut &tre intéressante.

Théoréme 3.7. Si E est un espace tonnelé et quasi-complet et F un
espace de Montel, si S cc et &, < &, w1 pOUr tout m <n, alors tout

borné dans Dy, , 4 est précompact dans 9(9”;)_9,.

Démonstration. Soit B un borné dans @{'y;n)_ «. Pour tout voisinage V
de 0 dans F et pour toute famille (s, S,)p<n OU 5,€S et 5,,€ Sy, il existe
k > 0 tel que:

B(sp) < kV et D™. B(s,xs; X » Xs, )< kV, sim=Zn.

Soit B,, ’ensemble des applications D"f de X dans Ly(f,fi"‘), ou feB. 1l
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suffit de prouver que, pour tout m < n, ’ensemble B ™ est précompact dans
€4, (Ly(F,E™),X). Pour tout S, €%, et tout m-uple (v,-,0,) ensemble

des éléments:

<Dmf(x), (Ub "',Um)>:

oll x €S, et f€ B, est borné dans F et par suite relativement compact. Donc
I’ensemble B,(S,,) des applications D"f(x), oll fe B et x eS,’,,;é Eest simplement
borné dans Ly(i':, E"‘). L’espace E™ étant tonnelé, le théoréme de Banach-
Steinhaus prouve que ’ensemble B, (S,) est précompact. Montrons que les
restrictions des applications de B, & un ensemble S,:,éi?’,,’, forment un en-

semble équicontinu. En effet, on a:

<Dmf(x + Um+1)_Dmf(x), (019"'5vm)>

1

= f <Dm+1f(x +t'vm+1), (01""avm+1)>dt,a

4]

ou D’intégrale est une intégrale vectorielle faible sur F, en appliquant la
méthode déja utilisée. Nous pouvons supposer S,, convexe car, E étant quasi-
complet, I’enveloppe convexe d’un compact est relativement compacte. Soit V
un voisinage de 0 dans F et soit (S))j<m une famille d’éléments de &.
D’aprés ce qui précede, il existe des voisinages U; de 0 dans 1:3: ol j<m,

tels que les conditions:
feB, v;eU; pour tout j=sm+l et x +¢t'v,,,€8,

entrainent:

(D'”“f(x +t'0p4 1), (vy, S Upr) > EV.

Comme S; est compact pour tout j = m, il existe des nombres k;>0 tels

que 'on ait:

k;S; < U; pourtout j=<m.
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Y

Il en résulte que, si v;€S; pour tout j<m, si v,,1€U,4,/k’, Ol
k' =ki-k,, etsi x+t'v,,,€8S,, on a:

<Dm+1f(x + Ut ), (V153 Oma 1))

= <Dm+1f(x + t’vm+1)’(vl/k;’ "-,Um/k,:,,klvm+1)>€ V.

On en déduit que, sous les mémes conditions, on a:

(D"f(x + Opss) = Df(%),(vy, -, 0m) Y EV.

Ceci prouve que, pour tout S, €%’ et tout m £ n, les restrictions 4 §,, des
applications de B,, forment un ensemble équicontinu. Le théoréme d’Ascoli
démontre alors que B,, est précompact dans

(gs,ﬂm(Ly(ﬁ:, E"‘), X) pour tout m=n,

et par suite B est précompact dans 9"?};)_ P

Rappelons [13a] qu’un espace (Z2.%) est un espace localement convexe E
satisfaisant aux propriétés suivantes:

D E admet une suite fondamentale de parties bornées.

2) Si (U)); .5 st une suite de voisinages de 0 dans E qui sont fermés et
dont I’intersection est un ensemble absorbant U, alors U est un voisinage
de 0 dans E.

En particulier, un espace normé et le dual fort d’un espace métrisable
sont des espaces (2%). On voit facilement qu’un espace (ZF) posséde les
propriétés suivantes:

1) Pour qu’une application linéaire de E dans un espace localement con-
vexe G soit continue, il faut et il suffit que sa restriction a tout borné soit
continue.

2) Si E est quasi-complet, alors E est complet.

3) Un produit fini d’espaces (2%) est un espace (2F).

4) Si E et I_; sont des espaces (2%), tout ensemble d’applications bi-
linéaires séparément continues de E x F dans un espace localement ccnvexe
é, borné pour la topologie de la convergence simple, est équicontinu.
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Théoréme 3.8. Soient Eun espace (DF) et Fun espace quasi-complet;
si pour tout m<mn, on a &, =c et si ¢ vérifie la condition (P), alors
é"bc_b est quasi-complet. Si E est un espace (2F) complet et si F est un
espace de Montel, tout borné de é"b(gwm)_c est précompact dansé”_lb(y;")_c.

Démonstration. La premiére partie résulte de la démonstration du
Théoréme 3.6 et de lapropriété 1, car on a un isomorphisme canonique de
£ ,(,’")(ﬁ, E) sur Lb(I::, E"‘), pour tout m<n. Sj fe 7, *»,onaalors D "‘f(x)eL(F_",I—f"')
pour tout x € X. Soit B un borné dans @"bg,,_,; c’est I’ensemble des ap-
plications n fois b-différentiables telles que, pour tout voisinage ¥ de 0 dans F
et toute famille (S,,S,)n<,, 00 S, €5, et S, €, il existe un nombre k>0
tel que ’on ait:

f(So) = kV; D"F(S1)(Sy x + x S,,) < kV pour tout m < n.

La topologie de la (%)~ ¢ convergence sur 9" est I'image réciproque de la
topologie produit: %, (_1:“, X) x H%y (LC(F, E"’), X). Pour montrer que B
0 n

msn

est précompact dans é"—lb(%)_c, il suffit de montrer que l’ensemble B,
formé des applications D™, oil fe B, est précompact dans (K%(LC(F), E’”), X)
pour tout m < n. D’aprés le théoréme d’Ascoli, et en vertu de la compacité
des éléments de S, il suffit de montrer que I’ensemble B, /S, des restric-
tions a S, des applications de B,, est équicontinu quel que soit S, € &,
et que, pour tout x € X, Pensemble B, (x) des applications D"f(x), ol f€ B,
est précompact dans LC(I::, E"’), Or B,(x) est borné pour la topologie de la con-
vergence simple, donc équicontinu en vertu de la propriété 4 et, pour tout
m-uple (v, -,v,) € E™ 1’ensemble <(D™f(x),(vy,*,v,)), ol f€B, est borné
dans I:"), donc relativement compact. Par suite B,(x) est précompact dans
LC(I::, Em). Le méme raisonnement que celui du Théoréme 3.7 montre que
B, /S,, est équicontinu puisque P’ensemble des applications D™f(x), ol

feBetxeS!, est simplement borné dans L,(F,E"""), et donc equi-
continu,

4. Applications indéfiniment différentiables.

Soient (E,ny) et (F,n;) deux espaces affines quasi-localement convexes,
(X, 7) un sous-espace de (E,ny) tel que X soit ouvert pour 7(ng). Soit f une
application de X dans F.
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Définition 4.1. On dira que f est indéfiniment différentiable sur X si
f est n fois différentiable sur X, pour tout entier naturel n.

Si f est indéfiniment différentiable sur X, alors D™ et D"f sont des ap-
plications indéfiniment différentiables de X dans .Zj{"(l::,l_f) et de X dans
L,'I(I? , E'") resp. pour tout entier m. La restriction de f & toute variété affine
M de dimension finie est indéfiniment différentiable sur X M M.

Théoréme 4.1. La composée de deux applications indéfiniment dif-
férentiables et le produit d’une famille d’applications indéfiniment dif-
feérentiables sont des applications indéfiniment différentiables.

L’ensemble des applications indéfiniment différentiables de X dans F est
un sous-espace affine 2(F, X) de 2'(F, X), pour tout n. Dans ce paragraphe,
nous poserons P(F,X) = 2; ’espace 9 des vecteurs libres de 2 s’identifie
a 9(F, X).

Définition 4.2. On appellera quasi-topologie de la convergence locale
sur 2 la quasi-topologie & la moins fine telle que I'injection canonique de
2 dans (2", 9,) soit quasi-continue, pour tout entier n.

Puisque I’injection canonique de (£",4,) dans (@"1,5,_,) est quasi-
continue, pour tout n, on a & § f dans 2 si, et seulement si, & J,f pour tout n.
De plus, § est une quasi-topologie localement convexe.

Nous supposerons désormais que 7z =1(ng) et np = 1(ny).

Pour que f soit indéfiniment différentiable sur X, il faut et il suffit que f
soit dérivable par rapport a tout rn-uple, quel que soit n, et que 1’application

D".f soit continue.

Théoréme 4.2. Si F est complet, D est §-complet.
En effet si & est un S-filtre de Cauchy, alors & est un §,filtre de Cauchy
pour tout n, donc quasi-converge vers T,€ 2" d’aprés le Théoréme 3.3, et

& quasi-converge dans & vers T,=T,,.

Théoréme 4.3. Si F est un espace de Montel, tout ensemble 8-borné

dans 2 est relativement d-compact.
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En effet, si B est 5—borné, alors B est 3,,-b0rné pour tout n, donc rela-
tivement 5:- ~compact d’aprés le Théoréme 3.4. Par suite B est relativement
3-compact.

Soit & un ensemble de parties bornées de E tel que tout point de E ap-
partienne au moins 3 un élément de &.

Définition 4.3. On dira que f est indéfiniment & -différentiable sur X
si f est n fois S-différentiable sur X, pour tout n.

Si f est indéfiniment &-différentiable sur X, alors D™ est une applica-
tion indéfiniment & -différentiable de X dans Sf’;(ﬁ, E) pour tout m.
L’ensemble des applications indéfiniment & -différentiables de X dans F est
un sous-espace affine de 2"7(F, X) que nous noterons 2% ; 'espace de ses
vecteurs libres 2. s’identifie 3 2F(F, X).

Proposition 4.1. Supposons & < c. Une application indéfiniment dif-
férentiable sur X est indéfiniment -différentiable sur X; si "
vérifie la condition (P) dans E™ quel que soit m, on a: 2% = 2. En par-
ticulier, si E est métrisable, alors D ¢ = 9.

Soit #;,, quelque soit m, (resp. &) un ensemble de parties de E tel que
tout point de E ;ppartienne 3 un élément de &%, (resp. ') E{; moins. Nous
supposerons: &, ¢ pour tout m et &' < .

Définition 4.4. On appellera topologie de la (¥,)—%’ convergence
sur 2% la topologie 1(¥}),F") la moins fine rendant continues les injec-
tions canoniques de 2% dans (D"F, (L 1)y S Imzn)

(L), ') est une topologie séparée localement convexe compatible avecla
structure affine de 2. Si & = &, =c pour tout m, nous noterons Zc

I’espace Zc¢ muni de t((¢c),c).
Si 2<c 2%, la topologie induite sur @ par ((,), ) est la topologie

limite projective des topologies induites sur 2" par ©((-¥,,), ) <n, pOUr tout n.
Soient ¥ un voisinage de 0 dans 1::, swESL et s, €' quel que soit m;
soit W(s,,, s, V) I’ensemble des fe IS tels que:

fGso)<V,  D"f(s;)(sy x -+ X s, .=V pour tout m,
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ol D™f est I'image canonique de D™ f dans Ly(f,l:f"’) (voir §3). Les ensembles
W(SpsSm, V) forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour
E(EZAR}

Théoréme 4.4. Supposons que c vérifie la condition (P) dans E. Si F
est complet, D¢ est complet; si E est tonnelé et F quasi-complet, e est quasi-
complet.

Résulte du Théoréme 3.6.

Corollaire.” Si E est métrisable etﬁcomplet (resp. quasi-complet),éc
est complet (resp. quasi-complet)

Théoréme 4.5. Si E est tonnelé et quas1 complet,siF <cetsi ¥, CY,,,H
pour tout entier m, alors tout borné de 9(5,, y— o st précompact, si Festun
espace de Montel.

Résulte du Théoréme 3.7.

Corollaire 1. Si on supoose de plus dans le Théoréme 4.5 que &, et
S vérifient la condition (P) dgns EetE™ resp. pour tout m, alors P y.y.o
est un espace de Montel, si F est quasi-complet,

En effet, tout borné de 2. ,., est précompact et son adhérence est com-

pacte puisque é(%)_ » est quasi-complet.

Corollaire 2. Si E est métrisable et complet et si F est un espace de
Montel quasi-complet, alors e est un espace de Montel quasi-complet.

Théoréme 4.6. SiE estun espace (D F) et si Festun espace de Montel,
tout borné de éb(c)_c est précompact.

Résulte de la démonstration du Théoréme 3.8.

Compléments

41. Si(E,np)et(F,n p) sontdes espaces affines quasi-localement convexes,
et si (X, n) est un sous-espace de (E,ny) tel que X soit ouvert pour t(ng), on
pourrait définir la notion d’application analytique (réelle) sur X de la fagon
suivante:

Soit f une application de X dans F; on dira que f est analytique si f est
indéfiniment différentiable sur X et si ’ensemble des applications quasi-
continues:
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(x,0) - DP.f(x,v,--,v) de (X x E,n x 7i3) dans (;’,7?;)

est A-borné,

Si f est analytique sur X et si ngp=1(ng), pour tout xeX on a
(t"Af(x)) A0 dans %,{(F_",R x E). La restriction de f & toute variété affine
de dimension finie est analytique.

Les fonctions analytiques ainsi définies ont des propriétés analogues a
celles des fonctions analytiques ordinaires. Nous reviendrons sur cette question
dans un autre article.

4.2, Dans les paragraphes 2, 3, 4, I’hypothése: ny = t(mg) utilisée dans les
principaux théorémes peut étre remplacée par la condition plus faible:

7z vérifie la condition (R) (voir Définition 1.2, Chapitre II).
Cette condition est en particulier satisfaite par %,{(1—5, X).

Probléme. L’hypothése ny=1(n,) peut-elle étre complétement sup-
primée?

4.3. Si E et F sont des espaces affines localement convexes, il peut étre
intéressant dans certaines questions (théoréme des fonctions implicites) de
considérer des fonctions réguliérement différentiables sur X, c’est-a-dire
différentiables sur X et régulicrement différentiables en tout point de X.
Ces fonctions jouissent de propriétés analogues a celles des fonctions dif-
férentiables sur X, en particulier la composée de deux applications réguliére-
ment différentiables est réguliérement différentiable. Toutefois, cette notion
présente certains inconvénients (difficulté de vérifier si une fonction est ré-
guliérement différentiable sur X en particulier) et ne semble pas adaptée a
I’étude des variétés de dimension infinie et de leurs prolongements que nous
avons en vue (Chapitre 1V); aussi ne ’emploierons-nous pas.

4.4. Soit E un espace vectoriel sur R. On dira qu’une quasi-topologie
7 sur E est vectorielle si les applications:

(k,p)—= kv et (v,v)-v+v, ou keR,veE et v'e}:f,

sont quasi-continues. Dans ce cas, la topologie 83 associée ala pseudo-topo-
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logie sous-jacente & 7 est compatible avec la structure vectorielle de E.
Une quasi-topologie surl’espace affine E sera dite affine s’il existe une quasi-
topologie vectorielle 7z sur E telle que les applications:

(x,0)>x+v et (x,x)»x—x', ol xe€E, x'eEetvekE,

soient quasi-continues. Les définitions et résultats du Chapitre 11 et du
Chapitre I1I sont encore valables en remplagant partout les quasi-topologies

localement convexes par des quasi-topologies affines et la topologie locale-
ment convexe t(my) par la topologie 8. En particulier, on définit ainsi les

applications n fois différentiables d’un espace vectoriel topologique séparé

dans un autre.

CHAPITRE 1V
VARIETES DIFFERENTIABLES DE DIMENSION INFINIE
1. Variétés quasi-topologiques et différentiables.

Soient (E,ng),(F,np) et (G,mg) trois espaces affines quasi-localement
convexes, (X, 7) un sous-espace de (E,n;) tel que X soit ouvert pour t(ny).
Les notations sont celles du Chapitre III.

Théoréme 1.1. L’application y:(g.f) — g - fde(D"(G,F) x Z"(F,X),3, x 8,)
dans (2"""™(G, X),8,-n) est m fois différentiable, pour tout m < n.

Démonstration. Soient F, F’', Fet ¥’ des filtres sur

DYF,X), D'(F,X), 2"(G,F) et (G, F)

resp. tels que ’on ait:

Fo.f, F'8&,f', 45,8 et ¥3,g.

Pour tout t€R, on a:

(g+tg)e(fHtf)—gof =go(f+tf)—gof +1g o (f+1f")
= 1[{Dg(f).f'> + & of1 +tAg(fit.f") + P[Ag'(f,1.f") + {Dg’(f).f'D]
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ot {Dg(f),f'> désigne ’application: x — Dg(f(x))(f'(x)) et Ag(f,t.f’) est
Papplication: x — Ag(f(x),t,f’(x)). D’aprés le Théoréme 2.2 du Chapitre
I1I, ’application:

Dy(g.f): (&'.f") > [{Dg(f).f'> + & of]
est une application linéaire de 2"(G,F) x 2"(F,X) dans 2" G,X); la

(n—1)-i¢tme différentielle de 1’application:

x— {Dy(g,/),(g".f")>(x)

est une combinaison linéaire d’applications de la forme:

(D"g(f), (D", -+, D"f)> et <D"g'(f), (DY, -, D"f");

en vertu des Théorémes 1.1 et 1.2 du Chapitre II et des relations:
D"F',D"f’ et D"¥' AD"g’, on aura:

D™(Dy(g.,f)(F" x F")) . D™(Dy(g.f)(g".f ")
pour tout entier m < n, donc,

Dy(g,f)(%" x F') 6,-.Dy(8,/)(g".f");

ceci prouve que Dy(g.f) est une application quasi-continue. Par ailleurs
I’application Ag(f,t,f’) est une application (n—1) fois différentiable, sa
(n—1)-igme diférentielle étant une combinaison linéaire d’applications de
la forme:

(AD™ g(f,,f), (D", -+, D™f") ) + t.
En vertu du Théoréme 1.1 du Chapitre II, on a:j

AD" Y'Y F ty + £,F") 2 AD" 'g(f, to.f").

En posant:
{ Ay(g. /)t (g ) = (g +1g) o (f+1f)— gof) [t — (Dy(&.f).(g".f")>
sit#0
Ay(8./),0,(g".f ) = 0
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on obtient: AWFX F, 0+ A, 9 x F)o,-, Ay ({(g.))t.(g'.f)), ce qui
montre que y est une application différentiable de 2"(G,F) x 2"(F,X) dans
2"~ (G, X).llenrésulte que’application: ((g,/),(g’.f ) = [{Dg(f).f "> —g'-f]
est une application différentiable & valeurs dans .@"”2(6,X); par conséquent
I’application: Dy:(g,f) — Dy(g,f) est une application différentiable de

D} (G,F) x D} (F,X) dans ZY(@572(G,X), 23 (G, F) x %3 (F, X))
dont la différentielle en (g,f) est I’application:
(8" f) = [(&" ) = (KD*g(f), (f'.f")> — <Dg'()).f"> + <Dg"(f).f' )]
Par récurrence on montre: y € Z"(Z; " (G, X), Z; (G, F) x Z; (F, X)).

Corollaire 1. L’application y:(g,f) > g of de (Y(G,F) x @ (F,X),6 X )
dans (2(G, X),) est une application indéfiniment différentiable.

Corellaire 2. L’application: (x,f) - f(x) de X x D'(F, X)j”dans F est
n fois différentiable.

Dans la suite nous supposerons connue la théorie des catégories inductives
(voir [8b] et [8c] dont nous utilisons les notations). La classe des unités
d’une catégoric € sera désignée par %,; les unités & droite et & gauche de

fe%, par a(f) et p(f) resp.

Soit P (resp. P) la catégorie des applications quasi-continues d’un espace
quasi-topologique (resp. non séparé) dans un autre, considérée comme caté-
gorie au-dessus de la sous-catégorie pleine ' deJ dont les unités sont les

topologies séparées (resp. au-dessus de &) relativement au foncteur 0 (resp. ):
(X', 7"),f(X, 1) = (0x,f,0x) (Chapitre II, §1).

Nous munirons P (resp. P) de la relation d’ordre:

(X5, 1) f, (X, m) <((X3,7m3).f",(X1,7})) si, et seulement si, X; est ouvert
pour 8(X;,n;) et my=mnj/X;, oui=1,2, et si fest la restriction de f' a X ;.

Soit IT (resp. ) le groupoide des éléments inversibles de P (resp. 7).
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Proposition 1.1. P (resp. P) est une catégorie inductive compléte au-
dessus de T (resp. F) relativement @ 0 (resp. D).

Démonstration. Montrons seulement que P (resp. F) est compléte au-
dessus de 7 (resp.7), le reste de la proposition résultant des définitions.
Soit C une sous-classe compléte de P, compatible relativement a 0, c’est-a-
dire une sous-classe de P saturée par induction et agrégation et telle que,
si (X,nm)eC et (X',n)eC,onait: n/XNX'=7"[XNX" et XN X ouvert
pour 6(X,n) et pour H(X’,n’) et qu’il existe § (C)= U X, ou (X,n)eC;
soient x € §(C) et & un filtre sur §(C). Soit v la relation définie par:

Zvx si, et seulement si, il existe (X,n)eC tel que x€X, xeZ et Fnx.

Comme X N X’ est ouvert pour &(X,n) et 8(X’,n’), les relations xe X’ et
Z vx entrainent que X N X' contient un élément de Z, d’olt Z(n/X N X')x
et Zn’ x. Donc (§(C), v) est I’agrégat de C dans P, et P est compléte relative-
ment & 8. Si de plus C < Py et si U O(C) est séparée, les relations Zvx et
Zvx' entrainent x = x’, d’ou (¢(C),v) = UC dans P, et P est compléte.

Soit Py la classe formée de tous les couples (X,xn), ou (X,n) est un
sous-espace d’un espace affine quasi-localement convexe (E,my) et ol X
est ouvert pour la topologie localement convexe t(my) sous-jacente i n,.
Soit 7(n) la topologie induite sur X par (ny), j(n) la quasi-topologie scus-
jacente a (X,m)eP;. Nous munirons P, de la relation d’ordre:

(X1, m) <(X,m) si, et seulement si, X, est ouvert pour 7(n) et si n, = n/X.
Soit P’ la catégorie ayant P, pour classe de ses unités, formée des
[=((X", ") f(X,n)) tels que j(f) = (j(n'),f,j(n))eP, munie dela relation d’ordre:
(X1, 7). S0, (X g, 7)) < (X', 7).f,(X,m)) si, et seulement si,

(X1,my) <(X',%n') et (X;,7,) <(X,n) dans Pg et si f; est la restriction de
faX,.

Proposition 1.2. P, est une espéce de structures locales au-dessus

deJ’ pour t:(X,m)—t(n); P’ est une catégorie inductive au-dessus de
T relativement a 8’ =0j.
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Résulte des définitions, le groupoide distingué dans P’ étant le groupoide
IT' de tous les éléments inversibles de P’.

Corollaire. La complétion P' (resp. P') de P’ au-dessus de I (resp.
) relativement a 0" est une catégorie inductive au-dessus de P (resp. P).
Si I est un groupoide inductif au-dessus de P’ relativement au foncteur T,

I’élargissement complet de T au-dessus de J' est un groupoide inductif
au-dessus de P.

Démonstration. Rappelons [8b] qu’un élément de P’ (resp. P’) est
une classe compléte K d’éléments de P’, compatible au-dessus de J " (resp. J)
relativement & 0, c’est-a-dire une sous-classe de P’ saturée par induction
et agrégation, telle que U 0'(K) eJ”’ (resp. ef') et que, si feK et f'ek,
on ait:

0 N =0

Alors j(K) est aussicompléte dans P (resp. P), donc admet un agrégat U j(K)
dans P (resp. P); I’application: K—U j(K) définit P’ (resp. P') comme caté-
gorie inductive au-dessus de P (resp. P). Une structure de 1’élargissement
complet I' de I' au-dessus de 7, relativement au foncteur 6'T,s’identifie
4 un couple (V, 4), ot Vest un ensemble et 4 un atlas complet sur ¥ compa-
tible avec I au-dessus de .7'; rappelons [8b] qu’un tel atlas est un ensemble
d’éléments (g,e), o ecTy et g est une application biunivoque de ¢'T(e)
sur f(g)c V vérifiant les conditions suivantes:

1) V= Up(g) et la topologie 1(4) sur V ayant pour base d’ouverts les
ensembles f(g) est séparée.

2) A est saturé par induction et agrégation pour ’ordre produit des ordres
de T'y et I,

3) AA7'=T et AT =A, o AA™! (resp. AT) désigne I’ensemble
des éléments (e’, g'g ~, ¢} (resp. (g'f, ), ou (g,e)e A, (g',eY e Aet (e, f,e)eT.
Alors la classe des quasi-topologies v(f(g)), images par g de 0'(T(e)), ou
(g,e)ec A, est une sous-classe compléte dans P et [Papplication
vi(V, A) = (V,v(4)), ou v(4) = Uv(f(g)), définit T comme groupoide in-
ductif au-dessus de P d’aprés le théoréme de transitivité des élargissements
complets [8b].
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Définition 1.1. Une structure C de P’ (resp. P') sera appelée variété
quasi-topologique (resp. non séparée) et identifide au couple (V,v) = U j(C)
dans P (resp. dans P); on posera 1(v) = U 0'(C).

Soit A" (resp. A" ) la sous-catégorie de P’ (resp. de P)*) dont les éléments
sont les triplets (Y, n'),f, (X, n)), ol (X, n) est un sous-espace de (E,ng)e Py,
(Y,n"), un sous-espace de (F,np) € Py, et f, considérée comme application
de (X,n) dans (F,n;), est n fois différentiable sur X. Soient A =A%t A= A”.

Proposition 1.3. A" et A (resp. A" et A) sont des sous-calégories in-
inductives (resp. inductives faibles) de P’ (resp. de P).

L’ensemble des morphismes de A" (resp. A) de source (X,n) et de but
(Y,n') sera muni de la quasi-topologie induite par (2%(F,X),,) (resp.
(2(F,X),0)). D’apres le Théoréme 1.1, la loi de composition dans la sous-
catégorie pleine de A ayant pour unités les espaces affines localement con-

vexes est indéfiniment différentiable.

Le groupoide A" (resp. A®) des éléments inversibles de A" (resp. A) est
le groupoide inductif formé des triplets tels que f soit une application biuni-
voque de X sur Yet que fet f~! soient n fois (resp. indéfiniment) différen-
tiables sur X et Y resp.; on a alors, pour tout x € X, Df " 1(f(x)) = (Df(x)) L.

Nous désignerons par A'(E) (resp. A°(E)) le sous-groupoide plein de A"
(resp. A) ayant pour unités les éléments induits de (E, ng); ce sous-groupoide
est un sous-pseudogroupe [8c] de A" (resp. A®).

Définition 1.2. On appelle automorphisme local d’ordre n (resp.
d’ordre infini) de E un élément de A"(E) (resp. A*(E)). Une unité du groupoide
A" (resp. A°) obtenu par élargissement complet de A" (resp. A°) au-dessus
de T sera appelée variété n fois (resp. indéfiniment) différentiable; une
unité de I'élargissement complet A" (resp. A”) de A" (resp. A®) au-dessus
de 7, variété non séparée n fois (resp. indéfiniment) différentiable,

A" (resp. A") est un groupoide inductif au-dessus de J (resp. ) une
structure de variété n fois différentiable s’identifie a un couple (V, A4),
ol Vest un ensemble et 4 un atlas complet sur ¥ compatible avec A* tel que
la topologie sous-jacente 7(A) soit séparée; d’aprés le corollaire de la Pro-
position 1.2, il [ui est associée canoniquement une quasi-topologie v sur V.

*) Voir Note 4 la fin du Mémoire, p. 114.
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Si V est connexe pour t(A), et si (g,(X,n))e A, ou (X,n) < (E,ng), la struc-
ture (V, A) est entiérement déterminée par la donnée de I’atlas complet A’
formé par les cartes locales de 4 dont la source (X', n") est majorée par (E, )
dans Pg; c’est-a-dire (V, A) s’identifie au couple (V, 4’), o A’ est un atlas
complet compatible avec A"(E). Nous poserons donc:

Définition 1.3. Soit (E,ng) un espace affine quasi-localement con-
vexe; on appelle (E,n;)-variété n fois (resp. indéfiniment) différentiable un
couple (V, A), oit V est un ensemble et A un atlas complet, compatible avec
A™E) (resp. A®(E)) et tel que la topologie 1(A) sous-jacente @ A soit séparée.

Dans la suite, une carte locale (g,(X,n))€A, ou g est une application bi-
univoque de X sur fi(g) = Vet (X,n) < (E,ng) sera souvent notée seulement g.
Si ny = t(ng), une (E,ng)-variété n fois différentiable sera appelée E-variété
n fois différentiable. Si E est de dimension finie, on retrouve les définitions
de [8a].

Définition 1.4. Soient (V,4) et (V',A") deux structures de variétés
n fois (resp. indéfiniment) différentiables et U < (V, A) dans A" (resp. A%),
un élément (V',A"),f,U) de la catégorie inductive A" (resp. A) obtenue
par élargissement complet de A" (resp. A) au-dessus de F" sera appelé
application n fois (resp. indéfiniment) différentiable de U dans (V',4').
Un élément de la catégorie A' (resp. A®) élargissement complet de A* (resp.
A®) au-dessus de J sera appelé application n fois (resp. indéfiniment)
différentiable au sens large.

Rappelons [8b] que 1’élément ((V',A4").f, U)eK" peut étre caractérisé de
la fagon suivante: pour tout ge 4 et tout g’ e A’, l'application g'~'fg est
n fois différentiable sur sa source. Si A; et A; sont des sous-ensembles de
Aet A’ resp. tels que U = U f(4,) et f(U) = U f(4)), il résulte du Théoréme
2.1 du Chapitre III que la condition: g Yfg, A" pour tout g, €4, et
g, € A} entraine ((V',A").f,U)e A,

Pour tout entier m < n, D’injection canonique de A" dans A™ définit
A" comme catégorie inductive au-dessus de A™; par suite si (V, AeA’,
I’atlas A peut étre complété en un atlas complet sur ¥V compatible avec A",

ce qui détermine une structure de variété m fois différentiable sur V,
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sous-jacente a (V, A) et que nous noterons encore (V, A) pour simplifier. Si
[ est une application n fois différentiable de (V, A) dans (V’, 4'), elle est aussi
m fois différentiable pour tout m < n.

Soient (V, A) une (E, ng)-variété n fois différentiable et (V’, A") une (F, ng)-
variété n fois différentiable; nous désignerons par v(4) et v(4’) les quasi-
topologies sous-jacentes & A et A’, par 7(A) et 1(A’) les topologies sous-jacentes
a Aet A'. Si xeV, U(x) désignera un ensemble contenant x, ouvert pour
7(A), muni de la quasi-topologie induite par v(A).

Remarques: 1.1. Soient f une application de U(x) dans V', ge 4
et g' e A’ tels que x € f(g) et x’ = f(x) € f(g"); on dira que f est différentiable
en x si I'application g’ ~'fg est différentiable en g~ !(x). Cette notion ne
faisant intervenir que le comportement de g et g’ aux points g~ '(x) et g’ 'f(x),
elle pourrait &tre définie dans le cas suivant: V est un ensemble, xeV, et B
est un atlas complet dans J” tel que, si be B et b’ e B, ’application b~ ' b’
soit n fois différentiable au point b'~'(x). Si les cartes de B sont définies sur
un espace vectoriel de dimension finie, on retrouve la notion de variété n
fois différentiable en x, au sens de [20].

1.2. En utilisant la définition d’application analytique indiquée dans les
compléments du Chapitre III, on pourrait définir la notion d’application
analytique d’une variété analytique dans une autre par un procédé analogue
3 celui décrit dans le cas différentiable.

Soit Z(V', V) I’ensemble des couples (f,x), ol f est une application n

fois différentiable d’un voisinage U(x) de x, dans V’. Soit p, la relation
d’équivalence:

(f,x) ~ (f',x) si, et seulement si, f(x) =f'(x) et si, pour tout entier m < n,
il existe ge A et g’ A’ tels que ’on ait:

D"(g'"'fg) (g™ '(x) = D"(g' ') (g (X))

Si (f,x) ~ (f’, x), il résulte du Théoréme 2.1 du Chapitre III que les applica-
tions gi"'fg, et gi"'f'g, ont méme m-igme différentielle en g7 '(x), quelles
que soient les cartes locales g, €A et g{eA,, si xef(g,) et f(x)ep(g))
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Définition 1.5. La classe d’équivalence modulo p, de fe DUV',V)
est appelée jet infinitésimal d’ordre m, ou n-jet, de f en x et notée jif;
le point x est appelé source de j.f et le point f(x), but. L'ensemble des n-jets
en x sera noté J(V',V) et on posera:

v, vy = S, .
xeV

Si f est une application d’un ouvert U de 1(4) dans (V', A") qui est n fois
différentiable sur U, I’application:

ift x—jf de U dans J'(V',V)

sera appelée flot d’ordre n de fsur U.

Cas particuliers: 1.1.  Si E et F sont des espaces vectoriels de di-
mension finie, cette définition coincide avec la définition de jet infinitésimal
d’ordre n au sens de [8a].

1.2. Un a-jet jJf de (E,n,) dans (F,np) s’identifie a chacune des suites
(f(X), D"f(x)mzn €F x [ E(F,E™ et (f(x), D™f(X)pg, Elément de

msn

Fx ] ,i””"(l?, E). Nous noterons ,J(F, E) ’espace des n-jets de (E, n;) dans
m<n

(F,np) de source x et de but y, muni de la structure vectorielle quasi-locale-

ment convexe induite par [] L,{(f,fz"’)_ Cet espace est quasi-isomorphe &

mEn

I’espace 0J'{,(l‘—':, E), que nous noterons MZ(I_?", E).

Proposition 1.4. L’application:(jlg,jof)-ig of)de M3(G, F) x M(F, E)
dans M(G,E) est indéfiniment différentiable.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 2.2 du Chapitre IIL, il suffit de
montrer que I’application: (jog,jof) —>D"(g o) (0). est une application in-
définiment différentiable de’ M'(G, F) x M,’{(F, E) dans L)(G,E™ pour tout
entier m < n. D’aprés le Théoréme 2.1 du Chapitre III, D™(g.f)(0) est
combinaison linéaire d’applications:

T=<D"g(0),(D"'f(0), -+, D () .

La proposition en résulte.
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Nous poserons MX(E)=MZ(I§, E) N A" et appellerons MZ(E) le groupe
d’isotropie d’ordre n de E (en 0). D’aprés la Proposition 1.4 la loi de com-
position dans M,'{(E) est indéfiniment différentiable.

Comme dans le cas des variétés de dimension finie, on aura i considérer

les éléments suivants:

Définition 1.6. Un élément de J"(V,F) de source O et de but x sera
appelé (F,np)"-vitesse sur (V, ), d’origine x; un élément de J'(F,V), de
source x et de but 0, une (F,nyp)"-covitesse de source x.

Nous désignerons par Tp =p)(Vs4), ou simplement Ty(V), (resp. Tp* (V)
I’ensemble des (F,np)"-vitesses (resp. covitesses) sur (V; 4). L’ensemble des
(F,ny)"-covitesses de source x est un espace vectoriel isomorphe a M"(P_’: E).
Si F est de dimension finie k, nous poserons: TH(V) = T (V) et Ti* (V) = Ty* (V)
ct appellerons les éléments de ces ensembles k"-vitesses et k"-covitesses resp. On
écrira aussi: Ti(V)=T'(V), TI* (V) =T (V), Ti(V)=T(V) et T* (v)
= T*(V).

Définition 1.7. Un élément de T(V) (resp. T*(V)) sera appelé un
vecteur (resp. covecteur); ’ensemble T.(V) des vecteurs d’origine x, I’espace
tangent & (V, 4) en x,

En particulier, To(E) étant isomorphe & #’(E, R), c’est-a-dire a E, T,(V)
et Pensemble T (V) des covecteurs de source x sont resp. isomorphes &
E et A g’(fi,ﬁ). Remarquons que TF(V) est isomorphe au dual (topo-
logique) de 1’espace obtenu en munissant E de la topologie (). Si
ZF ’(E, 1—{)) est muni de la topologie de la convergence locale, T.(V) s’identifie
3 un sous-espace du dual de T*(V). Toutefois les espaces localement con-
vexes T (V) et TX(V) ainsi obtenus ne sont en dualité que si la topologie
de T.F (V) est identique a la topologie de Mackey.

Définition 1.8. Un n-jet inversible de (E,ny) dans (V,A) de source O,
de but x sera appelé repére d’ordre n de (V,A) en x; D’inverse d’un tel
repére sera appelé corepére d’ordre n de (V,A) en x.

L’ensemble des repéres (resp. corepéres) d’ordre n de (V, A) sera noté
H(V, A) (resp. H™(V, 4)).
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Proposition 1.5. Le sous-ensemble HYAV, A) de H'(V, A) formé des re-
péres en x s’identifie & (jo f)M"(E), oit fe A et f(0) = x.
En effet, (j%f) M(E)c H'(V,A); si & H(V, A), on a:

(of) e =geM(E), dou &=jifg.

Soient (V,4)eA® et (V',4")eA™; soit xe Vet 2 (V', V) I'ensemble des
couples (f, x) tels que f soit une application indéfiniment différentiable de U
dans (V’,4"), ou U < (V, A) dans A%® et xeU. Soit p,, la relation d’équi-
valence définie sur @2 (V', V) par: (f,x)~(f’, x) si, et seulement si,
Jxf=jif’, pour tout n. La classe d’équivalence de (f,x) modulo p, sera
notée jof et appelée jet infinitésimal d’ordre infini, ou w-jet de fen x. On
définit comme précédemment J7(V’, V), MZ(F,E), Te'(V), Te" (V), H(V, A)
et H®'(V, A).

Supposons 7y = 1(ny) et n, = 1(ng). Si (V, A) est une E-variété, la quasi-
topologie v(A) s’identifie 4 la topologie 7(4). Soit & un ensemble de parties
bornées de E dont la réunion est totale dans E et tel que Papplication:

(vu)»vou de L,(E,E) xZLHEE) dans L (E, E)

soit continue; il en sera ainsi par exemple dans le cas ou E est un espace de
Banach et & I’ensemble de tous les bornés de E. En remplagant dans tout
ce qui précéde différentiable par -différentiable, on définit la notion de
E-variété n fois #-différentiable. Si les espaces M"y(ﬁ,l_f) ainsi obtenus
sont munis de la topologie M'}(ﬁ, E‘) induite par ] Ly(j‘", E"’), on montre

m=sn

encore que la loi de composition dans M'}(E) est indéfiniment Z-différen-
tiable. Si de plus (V’,A") est une F-variété n fois #’-différentiable, I’appli-
cation: (v/,u")— v’ ou’ de M(G,F) x MF, E) dans M"(G,E) est indéfini-
ment S-différentiable. Si E et F sont métrisables, on considérera en particulier
MZ(I—", E), ol ¢ est I’ensemble de tous les compacts de E.

Remarque 1.3. Les E-variétés n fois différentiables, ot E est un espace
localement convexe, sont définies dans [7]. Dans le cas particulier ol E est
un espace de Banach, la notion de E-variété n fois b-différentiable est équi-
valente a celle de [21].
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2. Espaces fibrés quasi-topologiques.

Dans une catégorie € nous désignerons par €, la classe de ses unités, par
o(f) et B(f) les unités & droite et & gauche de fe¥; une unité d’une caté-
gorie d’homomorphismes au-dessus de & sera aussi appelée structure.

Soit P la catégorie des applications quasi-continues (§1): soit (P, T,%,I)
une catégorie d’homomorphismes [8b], ou T est le groupoide des éléments
inversibles de %; rappelons qu’alors T est un foncteur de ¥ vers P, qu’un
morphisme de € s’identifie & un triplet (S',f,S), ou S€%,, S’ €%, et f es
une application quasi-continue de T(S) dans T(S’) et que (P,T,I") est une
espéce de structures. Une unité n de % sera aussi désignée par le couple (X, n),
ol X est I’ensemble sous-jacent a la quasi-topologie T(n); un isomorphisme
de €, par le couple (f,(X,n)). Nous supposerons de plus que pour certains
couples ((X,7),(Y,n))e %, x €,, il existe un produit (X x Y,n x ) dans &
tel que T(X x Y, n x ) = T(n) x T(y); ce produit est alors parfaitement
déterminé. L’injection canonique d’une partiec A de I’ensemble 4’ dans A
sera notée i,.

Définition 2.1. On appellera catégorie de classe € un couple (G,y) €€,
vérifiant les conditions suivantes:

1) G est muni d’une structure de catégorie: nous désignerons par og
et B les applications source et but dans G, par G’ la classe des couples
composables, par og Uapplication: (g,f)— gf de G’ dans G.

2) Hexiste (Go,70) €€, tel que (7, ig,,70)€ €, (70,%6,7) €€ et (vo, B, 7) €F.

3) Il existe (G x G,y x )€€, et (G',y")e¥, tels que (y X y,ig,,v')EF;
cette condition entraine (y,0¢,7")€¥.

Les conditions 2 et 3 signifient que (G,7) est une catégorie d’opérateurs
€-structurée [8e], si % est aussi une catégorie d’homomorphismes au-dessus
de &. Elles ont pour conséquences:

T(yo) = T(1) /Gy et T(') <(T(y) x T()/G".

Une catégorie de classe P sera appelée catégorie quasi-fopologique. En
particulier un groupe quasi-topologique est un couple (G,y)e P, ou G est
un groupe et ol l’application og de (G x G, y x y) dans (G,y) est quasi-



90 ANDREE BASTIANI

continue. Une catégorie de classe A, sera appelée catégorie n fois dif-

férentiable.

Exemples: 2.1. Avec les notations du §1, M}'(E,E) est une catégorie
indéfiniment différentiable.
2.2. Une catégorie de classe 7 est une catégorie topologique [8d].

Définition 2.2. Soit (G,y) une catégorie de classe ¥. On dira que
(G,7y) est une catégorie d’opérateurs de classe € sur (Y,n) %, si les condi-
tions suivantes sont vérifides:

1) Y est une espéce de structures sur G relativement @ une projection p
telle que I’on ait (y,p,n)e¥. Nous désignerons par G’|Y Uensemble des
couples composables (s,y) € G x Y(tels que p(y) = ag(s)), par ¢ application:

(s,y)—sy de G'|]Y dans Y.

2) Il existe (GxY,yxne€, et (G'|Y,y)e¥€, tels que l'on ait:
(v X v,ig, v,y €F, et cette condition entraine (y,c,y")e%.

Ces conditions signifient que (G,y) est une catégorie d’opérateurs €-struc-
turée [8e] sur (Y,#), lorsque % est une catégoriec d’homomorphismes au-
dessus de &.

Cas particulier. 2.3. Si =P (resp. A" resp. A"), une catégoried’o-
pérateurs de classe € sera appelée catégorie d’opérateurs quasi-topologique
(resp. n fois différentiable, resp. 7 fois différentiable).

2.4. Si‘% =9, une catégorie d’opérateurs de classe J est une caté-
gorie d’opérateurs topologique (voir [8d].)

2.5. Un groupe d’opérateurs de classe € sur (Y,n)e%, est un groupe
(G,y) de classe % tel que G soit un groupe d’opérateurs sur ¥, que 1’appli-
cation: (s, y) — sy définisse un homomorphisme de (G x Y, y x ) dans (Y,n)
appartenant 3 € et que (y,p,4) € €, ol p(y) = e = unité de G.

Proposition 2.1. Si (G,y) est une catégorie d’opérateurs de classe P
(resp. A" sur (Y,n), la catégorie des hypermorphismes associée & Iespéce
de structures (G,p,Y) est une catégorie de classe P (resp. A").
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En effet cette catégorie [8b] est formée des couples composables (s, y) et
appartient a €, en vertu de la condition 2, Définition 2.2; fla loi de compo-
sition étant définie par:

((s",9,(s,y)) = (ss, ) si, et seulement si,y’ = s(y)

elle est quasi-continue (resp. n fois différentiable) en méme temps que I’ap-
plication (s’,s)—s’s, en vertu des Théorémes 1.1, Chapitre II et 2.2.
Chapitre III.

Supposons désormais P (resp. P) muni de sa structure de catégorie induc-
tive réguliere & droite [8c] définie au §1.

Définition 2.3. On dira que % est une catégorie inductive & produit

au-dessus de P (resp. P) si € est une catégorie inductive au-dessus de P (resp.
P) relativement & T, vérifiant les conditions:

1) Il existe une sous-classe €' de €, X €, telle que, si (S,S)e¥€’, S et
S admettent un produit S x S' dans € pour lequel:

T(S x S") = T(S) x T(S").
2) S;<8,S5/<S8" et (S,8)e€ entrainent (S;,S))€¥’ .
3) Soient (S,8)e¥’, (S,S1) €€ et (S,S)e¥€’; alors on a:

Sx(S'NSY=(SxS)N(SxS)) et (SNS) xS =(Sx8)N(S; xS

Les conditions S=(X,n), S’ =(X",n") et (S,S") €€’ entrainent
SxS'=XxX,naxana").

Exemples. P, A" et A" sont des catégories inductives a produit au-
dessus de P.

Proposition 2.2. Soit € une catégorie inductive @ produit au-dessus
de P. Soient (S,S)e%’, onicl et S;, =S;x S;'. Les propriétés suivantes
sont vérifiées:

1) 8;<8;, Si<S§j entrainent S;. < S;;.

2) S; <S8 et S/= 8] entrainent S;<§;.
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3) Sy <S8, et S;;;<8,, entrainent S; NS;; =(S;NSHx(S;NS)

4) Soit I'c I, Sy < S;; et S;=S] pour touticl’;alorsona:

USw = (U s,.) x S
iel’ iel’

Résulte des définitions.

Nous supposerons désormais que % est une catégorie inductive 3 produit
au-dessus de P, relativement au foncteur 7, que € est réguliére a droite et que
T(fs) = T(f)T(s) si, fe¥, scby, et s <a(f), ou fs et T(f)T(s) sont
des pseudoproduits. Soit I" le groupoide des éléments inversibles de €, supposé
distingué [8c] dans . Soient # et # des sous-pseudogroupes faibles [8c]
de % tels que (S,S) ¥’ pour tout SeH, et S’ € F,. Nous supposerons que
(), T(#) et T(F) sont des sous-groupoides saturés [8b] de P. Soient
&, B et F les catégorie et groupoides inductifs obtenus par élargissement

complet de €, # et # resp. au-dessus de g

Dans la suite G désignera un groupe, G’ le groupe des translations & gauche
de G et G~ I’ensemble support de G, identifié 3 I’ensemble support de G".
Nous supposerons que (G,y) est un groupe d’opérateurs de classe € sur
(Y,n) e F, et que ’application ¢ — (n,0,7n) est une-injection de G dans &,
en désignant aussi par ¢ I’application y - ay, ou y€ Y. Alors (G',7) est un
groupe d’opérateurs de classe € sur (G, 7).

Soit ®(Y,G,%#) la classe de tous les éléments ¢ = ((X, x Y, n, X 1), ¢,
(X, xY, ty xn))el’ de la forme suivante: Soient xe X,, yeY; alors
O(x,) = (8(x),5:y) o 5,€G, ((X;,7,),8 (X,n)e®B, (G1),8(X1,7,)€F
et ((G,y),s~,(X,,m,))€%, s et s—! désignant les applications: x—s, et

x->s; ! resp.

Théoréme 2.1. ®(Y,G,%) = ® est un sous-pseudogroupe faible de €.

Démonstration. Soient S=(Xx Y,nxne®yet S ' =(X'xY,n’' xn)
e®,; puisque # est un sous-pscudogroupe faible de € on a n Nz’ €%B,,.
Soit ey I’application: x — e, olt x € X et eest ’unité de G; alors &, = (y, ex, 1)€¥
et (y,ex,n')e¥; puisque T(éx(n N n')) = T(éx(n N 7")), aex(n N 7'))=
agmNeY=nnnr et Béxn N n'))=p@Ex(r N n"))=7, on obtient
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e(nna)y=¢éx(nnr), dou SNS =@xNn)xned, Soient

=@y xn ¢,n, xne® et S=nxn<ua(h),Se®, Le pseudo-produit

¢ S admet S pour unité 3 droite puisque % est réguliére a droite; d’aprés la

Proposition 2.2, n <n;; donc (y,sT(n),n) €¥ et (y,s 'T(n),n)e¥; il en

résulte ¢S e®. Soient @,=(n] x n,d,m; x Ne®, ou iecl et <Ped;

des relations: | Jm, €%, (7, |Jex, Jm) €%, on déduit S = [ J«(¢) €Dy,
iel

iel iel iel
d’ol U ¢; = ¢S € ®. Donc @ est un sous-pseudogroupe faible de %.

tel

Définition 2.4. On appellera pseudogroupe admissible pour (%,%)
ou € un sous-pseudogroupe faible ®' de ®(G,Y, %) vérifiant la condition:
Soit (X x Y, mxn)eo(®); pour tout 6€G et tout xeX, il existe
(¢, (X x Y,uxn)ed’ tel que ¢'(%,y)=(g(%),0p). Si @' est admissible
pour (¢,T), on dira seulement que @' est admissible pour %.

Définition 2.5. Soient ®'(Y,G,%#)=®" un pseudogroupe admissible
pour (€,%) et @’ le groupoide inductif obtenu par élargissement complet
de ® au-dessus de T ; une structure de ®’ sera appelée espace fibré de classe
@', de fibres isomorphes a (Y,#) et de groupe structural (G,7). La classe de
tous les espaces fibrés tels que €,%,F soient donnés et ®',(Y,n) et (G,7)
variables sera désignée par €[%, F].

Un espace fibré de classe @' s’identifie a un couple (M, 4), ol M est un
ensemble et A un atlas complet sur M, compatible avec @' et tel que la topo-
logie 1(A) sous-jacente soit séparée. La carte locale (f,(X x Y,mxn)eA
sera notée seulement f. Pour tout x € X, I’application f,. y - f(x, y) définit un
isomorphisme de (Y,#) sur un sous-ensemble f,(Y) de M, qui est par suite

muni d’une structure de % .

Proposition 2.3. Soit (M,A)e(f%(Y,G,QZ’); les ensembles f(Y), ou
fe A, forment une partition de M et I’ensemble B quotient de M par la
relation d’équivalence associée est muni d’une structure de %.

Démonstration. Munissons toute structure (X x Y, x n)e®y de la
relation d’équivalence définie par la projection canonique de X x Y sur X;
un isomorphisme de ®’ est aussi un isomorphisme pour ces relations; par
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suite I’atlas A définit sur M une relation d’équivalence dont les classes sont
les ensembles £,(Y). Soit B I’espace quotient de M par cette relation; I’appli-
cation f®:x — f,(Y) est un isomorphisme de X sur un sous-ensemble de B.
L’égalité f3(x) =f"5(x"), ot f'eA, signifie que, pour tout yeY, il existe
y'eY tel que f(x,y)=f'(x",y"); puisque f~if ' =¢pe®’, on a

f(xa y) =f¢(x,, yl) =f(g(x’): sx’(yl)),

»
d’oll x =g(x’) et fi =f.s,. Par conséquent f®'f'® =g et les couples
(f®,(X,n)) engendrent un atlas complet 4% compatible avec &, c’est-a-dire
(B, A®) € %,.

Définition 2.6.1 Avec les notations de la Proposition 2.3, (B,A®)
est appelé base de (M, A) et f(Y), muni de sa structure de F o, fibre de (M, A).
Soit m ’application canonique de M sur B; la fibre m™!(b); sera désignée
par M,. L’application m agrégat des applications f %pf™" ou fe 4 et p est
la projection canonique de (X x Y, =n x #) sur (X,m) appartient & %; en
particulier m est quasi-continue pour les quasi-topologies v(4) et w(A4®) sur

M et B sous-jacentes 3 Aet A2

Exemples: 23. Si% =P (resp. A" resp. A"), un élément de &y(Y, G, II)
(resp. Do(Y,G,A"), resp. (Y, G,A")) sera appelé espace fibré quasi-topo-
logique (resp. n fois, resp. 7 fois, différentiable). Remarquons que si (Y,n) € P
et si G est un groupe de quasi-homéomorphismes de (Y,#), on obtient un
espace fibré quasi-topologique de fibres quasi-isomorphes a (Y,#) de la fagon
suivante:

Soit ®(Y,G,I1) le pseudo-groupe formé des quasi-homéomorphismes
(X, x Y,m, x m),¢,(X; x Y,y x n)) tels que P(x,y) = (x,5,1),(X;,m) € Py,
I’application x — s, étant quelconque. Si on munit G de la quasi-topologie
de la convergence locale, un élément de I’élargissement complet de ®(Y, G, II)
au-dessus de ' est un espace fibré quasi-topologique.

En effet les applications: (¢',6)— c'c et (y,6)—> 0oy, ol 6€G, 6'€G et
y € Y, sont quasi-continues d’aprés le Théoréme 1.1 du Chapitre 1I; de plus
la quasi-continuité de ¢ entraine celle de I’application x—s, de (X,n)
dans (G, A).
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2.4. Si 7 désigne le sous-pseudogroupe de .I1’ formé des quasi-isomor-
phismes d’un espace quasi-localement convexe sur un autre, un élément de
P, 7] (tesp. A"[A", ¥ ])sera appelé espace fibré vectoriel quasi-locale-

ment convexe (resp. 7 fois différentiable).

2.5. En remplagant dans les exemples précédents P et P’ par 77, on re-
trouve [8e] les espaces fibrés & groupe structural topologique, les espaces
fibrés n fois différentiables et les espaces fibrés vectoriels.

Remarques 2.1. On pourrait plus généralement définir des structures
fibrées en partant d’une catégorie inductive € a produit au-dessus de P;
on obtiendrait ainsi des espaces fibrés dont la quasi-topologie sous-jacente
ne serait pas séparée.

2.2. Soient £’ et F' deux groupoides inductifs au-dessus de & et F
resp. relativement aux foncteurs T? et TF. Soient Se%,,
(M,A)e(f(’,(TF(S),G,,%‘) et G THF'). Alors l’application f,, ol feA,
munit M, d’une structure de I’élargissement complet de ' au-dessus de
F'. Si de plus AA™ < TH#’), 1a base B est munie d’une structure de
I’élargissement complet de &’ au-dessus de 7' (voir [8b]), en supposant que
U, existe.

Théoréme 2.2. Soit (M,A)e(f){)(Y,G,gé’) de base (B, A®); Densemble
H des applications f,, oit (f,(X,n))e A et xeX, est muni d’une structure
fibrée élément de €[#,T), de classe ®'(G~,G',B), de fibres isomorphes a
(G™,y)€%,, de groupe structural (G',y).

Démonstration. Soient beB et H, I'ensemble des f,eH tels que
f(Y) = M,; d’aprés la démonstration de la Proposition 2.3, on a [H, cf,G;
de plus pour tout o € Gil existe ¢'e &'(Y,G, B)= ' tel que ¢'(x,y)=(g(x),0¥);
Papplication f¢' 'eA associe a (g(x),0 'y) le couple f(x,y); par suite
f ;=10 €H,, donc H,=f.G et H, est quasi-homéomorphe a G. Soit
®'(G™,G',B) le groupoide des éléments (¢",(X x G—,n x 7)) tels que
(X x Y,mx ) e®, ¢(x,y) = (g(x),5y) et ¢™(x,0) = (g(x),s,0); alors
®'(G~,G.%)est un pseudogroupe admissible pour (%,T").Pour tout (f,(X, 7)) 4,
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soit f¥ Iapplication de (X x G-,z x y) sur un sous-ensemble de H définie
par (x,6) - f,0; soit A71’ensemble de ces applications qui est en correspondance
biunivoque avec A par lapplication: f—f"; si f'ed et f'-1f(x,y) =
(g(x),5(y)), on aura:

(1,0 = £,0() = f(x,60)) = f(8(x), 5,0(») =/"(g(x),5,0) (¥);

par suite (f") "' fPe ®'(G, G', B); on en déduit que A7 est un atlas complet
définissant sur H une structure de classe ®'(G-,G", &), de base (B, A®).

Définition 2.7. On appelle pseudogroupe principal un pseudogroupe
®'(G~,G', B) admissible pour € tel que G~ soit I’ensemble sous-jacent &
un groupe G et que G' soit le groupe des translations d gauche de G. Le
pseudogroupe ®'(G~,G', %) construit dans le Théoréme 2.2 est appelé
pseudogroupe principal associé¢ 4 ®' (Y, G, %#). Si ®' (G-, G',B) est un pseudo-
groupe principal, un élément de (f){,(G—,G’,QZ) est appelé espace fibré
principal.

Remarque 2.3. Comme dans le cas des espaces fibrés topologiques
[8c] on peut montrer que si (M, A)e&)(,(Y, G, ®), le groupoide HH ' des
triplets (H,,,,h’h"l,H,,)eg"N' est un groupoide de classe € localement trivial
de classe €, c’est-a-dire vérifie la condition: Pour tout ec (HH™! ),, il existe
U(e) < (HH Yo,n0) et (HH™',n'),k, U(e)) €€ tels que a(k(e’))=e’ et
B(k(e')) = e pour tout e’ e U(e).

Proposition 2.4. Soit ®'(Y,G,%#) un pseudogroupe admissible pour €.
Le sous-groupoide plein de ®'(Y,G,#) ayant pour unités les espaces
fibrés (M, A) de méme base (B, A®) admet un groupoide réduit [8b] canonique.

Démonstration. Soit (f,(X x Y,n x ))e A4 et f% e A® I’élément corres-
pondant & f. Soit £ I’ensemble somme des ensembles f3(X) x Y, o1 fe 4.
Soit u la relation d’équivalence sur X:

(FP), ) 1 (f'5(x"), ') si et seulement si f(x,y) =f"(x",y’).
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Soit M I’ensemble quotient de £ par u et 4 I’ensemble des éléments
(,(X x Y, x m), ol f(x,¥) = (f2(x), y)mod p. Alors 4 est un atlas complet
compatible avec ®(Y,G,%) déterminant sur M une structure de &’( Y,G,%), de
base (B, 4%). L application &:f(x, y) - f(x, y) est un isomorphisme de M sur i
et I’application v:f— §f est une application biunivoque de 4 sur A4, donc
(M, A),5,(M, A)) e ®'(Y,G,B). Sii (M, A),w,(M;,A)ed(Y,G,B) et si
(M, A,) est de base (B,A%), on a (M,A)=(M,,A,). Donc la classe des
espaces fibrés (M, 4) est un groupoide réduit du groupoide des isomorphismes
entre espaces fibrés de base (B, A%).

Corollaire. (IN)’(Y, G,#) admet un groupoide réduit canonique.
En effet, soit (M, A) € ®y(Y, G, B) et soit T’ I’ensemble somme des ensembles
XxY, o (f,(XxY,mxn)eAd; soit u’' la relation d’équivalence sur X':

(x,¥) ~(x",y") si, et seulement si, f(x,y)=f"(x",y").

2

Par une construction analogue a celle de la proposition, on montre que
(B, 4"),j,(M, D) e ®'(Y,G,B), ou:

J(FBx), yymod p) = (x, y)mod p'.

(M’,A’) ne dépend pas de la base (B,4"%) de (M, A).

L’espace fibré (M, A) e (Y, G, #) construit dans la démonstration de la
Proposition 2.4, de base (B,A®), sera désigné par le symbole
M (B, A®),(Y,n),(G,7),H), ou M(B,Y,G,H).

Définition 2.8. On dira que deux pseudogroupes ®'(Y,G,%B) et
O(Y',G’', %) admissibles pour (¢,F) sont associés s’il existe un foncteur
naturalisé (K, k x u) vérifiant les conditions suivantes:

1) K est un foncteur inductif de ®'(G~,G,B) vers ®(G'~,G"", B).

2) Pour tout e=(X x G™,n x 7)€ Qy(G™,G", B), Vélément (k x u)(e) est
de la forme k(e) x u, o (k(e),(X,n))e &, (G'~,y),u,(G~,y)€¥ et u est
une représentation de G dans G’'.

3) L’application k de ®y(G~,G',%B) dans & est inductive.
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Rappelons [8b] que (K, k x u) est un foncteur nataralisé si, et seulement
si, (K, k x u,Id) est une transformation naturelle du foncteur injection Id de
®'(G™, G, #) dans € vers le foncteur K; les conditions 1, 2, 3 entrainent que
(K,k x u) est un foncteur naturalis¢ inductif [8b] de ®'(G™,G',%#) dans
O(G'™,G'  #). L’application k(e) x u associe & (x,0)eX x G~ ’élément
(k(e)(x),u(s)). Soit K®le foncteur déduit de K par le foncteur projection
canonique ¥ de ®'(G~,G",#) dans #; alors (K® k) est un foncteur natu-
ralisé inductif de Y{(&) vers # ol k(¥ (e)) = k(e).

Si @' et @) sont associés par (K, k x u) et si ®; et ®” sont associés par
(K", k' x u"), alors ®' et ®" sont associés par (K'K,{(k’ x u")K-(k x u)), ol

(K x w)K-(k x u)(e) = (k' x u)(K(e).(k x u)(e).

Proposition 2.5. Pour que deux pseudogroupes O'(Y,G,%) et
Q' (Y’,G’, B) admissibles pour (€, F) soient associés, il faut et il suffit que
les conditions suivantes soient vérifides:

1) Il existe un foncteur naturalisé inductif (K®, k) de y(B) vers & (tel que,
pour tout (X,n) € Y(H)y, on ait k(X,n) € B).

2) Il existe une représentation u de G dans G’ telle que l'on ait
(G'7,y"),u,(G7,y)e%.

3) Pour tout (¢,(X x Y,mxn)e®(Y,G, %), avec ¢(x,y) = (g(x),5,)),
Papplication r(¢): (x',") - (k(g(X)N(g(x)), u(s)y’), o x'=k(X)(x) et
y'eY’, appartient a ©'(Y',G',B).

Si ces conditions sont vérifides, r est un foncteur inductif de ®'(Y,G, %) vers
(Y, G, B).

En effet, soit ¢ — ¢" I’application de ®'(Y,G, %) sur ®(G-,G*, &) con-
struite au Théoréme 2.2. Les conditions de la proposition sont nécessaires,
r étant le foncteur: ¢— ¢’ si, et seulement si, ¢'’* = K(¢™). Si les con-
ditions sont vérifiées, I’association est définie par (K, k x u), oi K est le foncteur:

¢~ ()"

Définition 2.9. On dira que (M,A)e®y(Y,G,B) et (M’ A')e
(IN)()(Y',G’, &) sont associés dans €[B,F | si les conditions suivantes sont

vérifides:



APPLICATIONS DIFFERENTIABLES... 99

1) ®(Y,G,®B) et ' (Y',G’,B) sont associés par (K k,r) (notations de la
Proposition 2.5).

2) Il existe une application 7 de A dans A’ telle que M’ =\ B(F(A4)) et
que, pour tout f€ A et tout f, e A, on ait F(f) 'F(f))=r(f ), et [~ £,
et F(f)"Y7(f,) sont des pseudoproduits.

La condition 2 entraine que A’ est le plus petit atlas complet compatible
avec ®'(Y',G’,#) contenant 7(A); par suite A’ est entierement déterminé

par la donnée de A4 et de I’association.

Remarque 2.4. La condition 2 de la Définition 2.9. signifie que les atlas
complets A et A’ sont associés au sens de [8b]; la notion plus précise que

nous introduisons ici tient compte des propriétés particuliéres aux structures
fibrées; si les espaces considérés sont des espaces fibrés topologiques, elle

coincide avec la notion usuelle d’association [8c].

Proposition 2.6. Si(M,A)eDy(Y,G,B) et (M',A")eDN(Y',G',B) sont
associés dans C[B,F |, M' admet une structure de &)O(Y’,G,{ﬁ) qui est
une superstructure de (M', A") [8b], si (Y,n')e%".

En effet, (G,y) est un groupe d’opérateurs de classe ¥ sur (Y',5') pour
la loi de composition: (s,y’) - u(s)y’, en considérant s comme une appli-
cation de Y’ dans Y’. La classe 7(4) se compléte en atlas complet définissant
sur M’ une structure de ®y(Y’, G, %).

(M, A) € ®)(Y,G, %) et I’espace fibré principal (H, A”) construit au Théoréme
2.2 sont associés dans 6[4%,T’]; on appellera (H, A") I’espace fibré principal
associé a (M, A).

Si (M, A) et (M’, A’) sont isomorphes dans ®'(Y, G, %), ils sont associés.
Par suite pour vérifier que (M, A) et (M’, A’) sont associés, il suffit de vérifier
que M(B,Y,G,H) et M'(B',Y',G', H') (Proposition 2.4) sont asscciés, ou
méme que H(B,G-,G" H*) et H'(B',G'~,G", H'*) sont associés.

Théoréme 2.3. Soient(H,A)e®G™,G', B)et(H',A') e BYG'~,G" &)
deux espaces fibrés principaux associés dans €[R,F ). Alors il existe
((B',4%),w" (B, A®)) e B, on (B, A®) et (B', A®) sont les bases de (H, A) et
(H',A") resp.
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Démonstration. Pour tout fe A, désignons par w(f) 1’application
z - R(f)(k x w)(@(N)f 1(z) de B(f) sur BR(S)), on (K,k x u) est le fonc-
teur naturalisé définissant I’association des pseudogroupes et X I’application
de A dans A’ appelée 7 dans la Définition 2.9. Montrons que ’ensemble des
applications w(f) est compatible [8b]. En effet, soit f; €4 et zea(w(f) N
a(w(f)); ilexiste ¢ € @' (G, G B) tel quef, = f ¢;larelation R(f,) = R(f)K(¢)
entraine: w(f;)(z) = K(f)(K(¢)(k x u)(«(¢)p™") f7'(z) = w(f)(z) donc
aw(f)Nw(f1))=a(w(f))} O a(w(f1)). Soit z" € Bw(f)) N B(w(f})), d’aprés la con-
dition 2 de la Définition 2.9, il existe &’ tel que K(f)(€") =z’ = R(f)(&"), ol

"= K(¢)(¢’). Puisque, pour tout o€G, on a R(f,)(¢'c) = K(f,)(£)s, on
peut supposer &'eXu x (G); alors £"eXx u(G). Soit &ea(d) tel que

(k x w) (@) (S) = ¢&";

de la relation: (kx u)(B(¢)P (&) = K(P)(k x u)((P))(E), on déduit
(kx u)(B(@)P(E)=L"etf 1 () =fP()=2z,d’0h Bw(N O B(w(f1) = BW(H)Nw(f1)).

Ceci montre que ’ensemble des morphismes w(f) est une sous-classe compléte
de ¥, donc il existe un morphisme w e€tel que w = U w(f), fe A. Puisque
pour tout fe A le morphism w(f®) = (R(f)* k(X,=)(f®)~! appartient 3 &,
’application w® déduite de w par passage au quotient, qui est I’agrégat des
applications w(f®), définit un isomorphisme de (B,4%) sur (B’, 4'?") dans 4.

Corollaire. Pour qu’il existe un élément de ®(Y',G', %) qui soit
associé & (M, Ay e ®Y(Y, G, &) dans €[B,F), il faut et il suffit qu’il existe:

D (B, 4™),w",(B,4") e &,

2) ((G'~,v),u(G~,y)e¥ tel que u soit une représentation de G dans G’.

Démonstration. Les conditions sont nécessaires d’apres le théoréme.
Montrons qu’elles sont suffisantes. Soit (H, A) = H(B,G-,G', H*) I’espace
fibré principal associé a (M, 4), dela forme indiquée dans la Proposition 2.4.
Soit fe 4 et f(x,0) = (f %(x),s,6). Si K’ est ’application f—f’, ot f'ed’
est la carte:

(x,67) = (W f2(x), u(s ) "),

(H,A) et (H',4") sont associés par (id x u,K’), ou H = | Jp(4").
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Définition 2.10. Soient (H,A)c¥[B,F] et (H,A)c¥[B,F] deux
espaces fibrés principaux de bases (B, A®) et (B',A%) resp. et de groupes
structuraux (G',y) et (G'',y) respectivement. On appelle homomorphisme
strict de (H, A) dans (H', A’) un élément (H', A’),w,(H, A)) €% vérifiant les
conditions suivantes:

1) Pour tout be B, la restriction w, de w & H, est de la forme:
wb(ho-) = wb(h)u(a): Oi‘ h EH: GEG: ((G’_,'}’I),u,(G_,'))))E%

et u est une répresentation de G dans G'.
2) Soit w® ’application: b—b’, ot p(w,) =Hj.; alors on a:

((B’, A%, w",(B, A%) c B.

Théoréme 2.4. Si (H,A)e®)(G-,G,B) et (H',A)ecd)G'~,G', B)

sont associés, il existe un homomorphisme strict de (H,A) dans (H',A").

Démonstration. Soit w= | Jw(f), ot fed, I'application de (H, A)
dans (H’, A") construite dans la démonstration du Théoréme 2.4. Soient he Het
ocG;sif " {(h)=(x,0"),onaf '(ho)=(x,0'0)et

w(f)(B)=f"(KX,m)(x),u(c")),
d’ot:: w(f)(ho) = f'(K(X, 1) (x), u(s ) u(0)) = w(f) (k) u(0).

Par suite w est un homomorphisme strict de (H, 4) dans (H',4").

Corollaire. Pour que (H,A) e ®y(G™, G, B)et (H',A')eDy(G~,G" B)
soient associés, il faut et il suffit qu’il existe un homomorphisme strict de
(H,A)dans (H', A").

En effet la condition est nécessaire d’apres le théoréme et suffisante en vertu
du corollaire du Théoréme 2.3.

Compléments. 2.1. Les homomorphismes stricts peuvent aussi €tre
définis de la fagon suivante: Soit (&, F) la sous-catégorie de ¥ dont les
unités sont les produits (X x G—,z x ), ou (X, m)e B, et (G—,p)eF, G~
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désignant I’ensemble sous-jacent & un groupe G vérifiant les conditions p. 92;
les morphismes de #(%,#) sont définis par les applications x telles que
x(x,0) = (K*(x), k/u(0)), ot xeX, 6eG ", K®cB,(G'",y), k', (X,n)e¥,
((G'~,y),x" "' (X, n)e?, (G'~,y).u,(G—,y))% et u est une représentation
de G dans G'. En particulier # (%, %) contient tout pseudogroupe principal
admissible pour (%, %). Un homomorphisme strict de (H,A) dans (H',A")
est un élément (H',A),w,(H, A)) de P’élargissement complet de H (B,F)
au-dessus de T (c’est-a-dire une application w de H dans H' telle que
f'wf e (B,7) pour tout feA et tout f' € A’). Si H est connexe pour la
topologie sous-jacente & 1’atlas A, cette définition est équivalente & la Dé-
finition 2.10; sinon, il se pourrait que la représentation u soit différente dans

deux composantes connexes différentes.

2.2. Plus généralement, soit #(#, ) la sous-catégorie de € dont le
éléments sont définis comme ceux de J#(%,%), mais en remplacant la con-
dition x®e # par k®e%. Un élément de I’élargissement complet de H(B,F)
au-dessus de 7, de source (H, A) et de but (H’, A"), sera appelé homomor-
phisme de (H, A) dans (H’, A'); un tel élément est une application vérifiant
encore la condition 1 de la Définition 2.10, mais non la condition 2. L’en-
semble des homomorphismes d’un espace fibré principal de ¥[4%, # ] dans
un autre est une catégorie inductive au-dessus de P admettant pour sous-
groupoide distingué I’ensemble des isomorphismes d’un espace fibré principal

sur un autre.

2.3. Comme dans le cas des espaces fibrés topologiques [8a], il serait
intéressant d’étudier le probléme de la restriction du groupe structural. Etant
donné (M, A)e D\(Y,G, B), quels sont les sous-groupes G’ de G tels que
(G";y’)e %, et que M admette une structure fibrée de classe OyY,G',B) a
laquelle (M, A) soit sous-jacente, c’est-2-dire: existe-t-i! 4" < A 1] cre
A'A™ < ®(Y,G',B) et que Pon ait M =|JB(A")?

3. Prolongements d’une variété différentiable,

Nous utiliserons sans références les notaticens et définitions des §1 et 2.
Soient (E,np) et (E',ng) deux espaces affines quasi-localement convexes,

— —_
(E,n3) et (E',m3.) les espaces quasi-localement convexes des vectcurs libres
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correspondants, (X,n) <(E,n;) et (X',n") < (E',n;) dans P’. Dans un
espace affine quasi-localement convexe, nous désignerons par 1, 'application:
v—z +v,ouveEectzek Leslettres m et n désigneront deux entiers compris

entre 0 et oo, tels que m < n. On posera: P’ = ANO.

Définition 3.1.  Si (E',n.).f,(V,A)) € A" on appelle n-différenticlle de
f en xeV, et on note dif, le n-jet: ji(t.)"'f, ot x"=f(x); on posera:
d°f = (x,0). Si (X',7"),f,(X,n)) € A", on appelle n-dérivée de f en z ca(f),
et on note f, le n-jet

jg(tz')_lft:.ﬁ 01} Z’ =f(Z).

Dans le cas o les espaces sont de dimension finie, on retrouve les définitions
de [8a].

Proposition 3.1. Soient (V,A) une (E,np)-variété n fois différentiable
et (V',A") une (E',ng)-variété n fois différentiable; alors (Vx V', A x A’)
est une (E x E',ny x ng)-variété n fois différentiable.

A x A’ désigne I’atlas complet compatible avec A”(E x E') engendré par
cartes g x g', ot ge A, g'e A’ et:

(g % 8)(z,2") = (g(2),8'(z")) si zea(g) et z' € a(g").

Si (V,A4) eﬂg et (V',4) E/N\'('), nous désignerons par J"™(V',V) D’espace
J"(V', V) correspondant aux structures de variétés m fois différentiables sous-

jacentes a 4 et & A’ resp.

Proposition 3.2. La classe J""= | JJ""(V',V), o&x (V,A)eAj et
(V',A'Ye Al, est une catégorie et application @"™:

f— (Uensemble des jiof, on x €u(f)),

oit fe A" est un foncteur généralisé [8b] de A" vers J"™

En effet, la loi de composition est définie par:

G270 = J2( ) si, et seulement si, x' = f(x).
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Pour tout feA” Pensemble ©""f peut &tre associé & [I’application
prije—je, o x'= f(x) et ji désigne le m-jet de I’application identique en
x. Si (V,A)e A%, on conviendra que le prolongement A™ = @™"(4) de A dé-
finit sur ’ensemble V™= @™™V des germes d’ordre m de V une structure
de variété (n—m) fois différentiable; une carte g™ € A™ s’identifie 4 I"applica-
tion: z—j7, ol zeu(g), x = g(z) et g A.

Théoréme 3.1. Soient (V,A)e AY(E,ny) et (V',AYeAYE', nz); Ien-
semble J"™(V' V) est muni d’une structure fibrée (n — m) fois différentiable
de classe @(M}"(E;E),M?(E') X M;"(E),A"_'"),de base (V™ x V'™),(A™ x A'™)).

Démonstration. Soit (X' « X)" le sous-ensemble de J"™ formé des
m-jets jrp, o $eAl zeX et ¢(z)eX’; un tel m-jet s’identifie au
triplet (z,z’,¢7) et I’application: jr¢ — (z,z,¢7) identifie (X'« X)" a
(X,7n) x (X',n") x M;"(E’, E) puisque tout (z,z',&)e X x X' x M"‘(E', I:f) est
Uimage de j7(t..f t,” 1), ot jif = £. Soient (g,(X,m))e A et (g',(X",n'))ed’;
I’application: ¢ —g'¢g~! de l'ensemble 2"(X', X) des applications n
fois différentiables de X dans X’ sur 2"(g'(X"), g(X)) se prolonge en 'appli-
cation: @"™p - O™™(g'd g~ ); par suite & (g x g’) est associée 1’application:

(8:8)": 26 (©""g)]T $(0""g) ™"
de (X'« X)" dans J™(V',V) qui s’identifie & I’application:
(2,2,8) ~ (jeg't.) E@TE ™), ou x=g(z) et x' =¢(z").

Soit (4, 4")™’ensemble des applications (g, g")", ot ge A et g'€ A’. Soient
g4 et gieA’; la relation:

(g’ g’)m(zazla é) = (gla gll)m(zbzl,>él)

entraine g(z) = g,(z;) et g'(z) = gi(z}); par suite il existe ¢eA*(E) et
¢' e NM(E') tels que g=g,d et g'=g/p’; de I'égalité:

JSg1d't.)EdT (g )t = jo(git.)Erdier ol z) = ¢'(2"),
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on déduit: &, = ¢ME(P™), c’est-a-dire que ((g1,8)™ (g, g’)™ est Iapplica-
tion (¢,¢)": (z,2',€) > ($(2), $'(z'),$7E(¢7) ™" qui appartient & A"
De plus, M:{'(E’) X M,'{'(E) est un groupe indéfiniment différentiable d’opéra-
teurs sur Mj{'(l:f ',E), d’aprés la Proposition 1.4, pour la loi de composition:

(0,6"),§) > 0'Ec™";
en particulier, ¢/"E(¢™ ! est le composé de (¢7, ¢.7, &); comme ’application
G™ i - (6),(¢™ ™) est (n—m) fois différentiable d’aprés les Théorémes

2.1 et 2.2, Chapitre 111, on a:

(6,8 e D(MJ(E',E), MI(E) x MJ(E"),A"™).

Donc (J"™(V', V),(4, A'y") & A7 A" A®].

Corollaire. Pour tout m’ tel que m +m’<n, [injection s
JmEf o i) est un isomorphisme (n—m—m") fois différentiable de
JUmY VY dans le sous-espace de JV™ (J"(V', V), V) formé des m’-jets
des sections locales de V dans J"™(V', V).

En effet y™ est I’agrégat des applications:

(2:(2,8)") " pl(g,g)""™) ,olged,g' e
et p est application (n—m—m") fois différentiable:
=G
de (X'« X)"™™ dans (X x X' x MNE",E) <« X)™.

Corollaire 2. JYV’,V) est un espace fibré quasi-topologique; si
n=c0,J®"(V', V) est un espace fibré indéfiniment différentiable pour tout

entier m.

Théoréme 3.2. J"™ est une catégorie (n—m) fois différentiable; si
m’ < m, Papplication j™™: j7f — jT'f est un foncteur (n—m) fois différenti-
able de J™™ sur J™™ . '
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Démonstration. La structure (n—m) fois différentiable de J™™ est
définie par ’atlas complet .7 ™ engendré par la réunion des atlas complets
(4,4, ou (V,A) EKS et (V',4") EKS, construits dans la démonstration du
Théoréme 3.1. La classe Jg™ des unités de J™™, qui est la classe des germes
de variétés m fois différentiables qui sont sous-jacents 4 un germe de variété
n fois différentiable, est munie de ’atlas complet &7, engendré par la réunion
des atlas complets A™, prolongements d’ordre m de A. Puisque la pro-
jection canonique de I’espace fibré J"™(V', V) sur sa base V" x V'™ est (n—m)
fois différentiable, les applications source et but, o et §, dans J"™ sont (n—m)
fois différentiables. Soit J'™™ la sous-classe de J™™ x J™™ formée des couples
composables. Soit o™ 1’atlas complet compatible avec A"~ ™ formé des cartes

an.

(&, &)Y (a™(&),a™€")), ou a"eAd™, a'" €A,
E=(z,z',ea(a™ et &=(z",2",{)eal@™);

cet atlas définit sur J™™ une structure (n—m) fois différentiable. La loi de
composition est (n—m) fois différentiable puisque agrégat des applications
a™h(@ ™!, ol a™™ex/™ et h est I’application (n—m) fois différentiable:
(&, &) - (z,2", &E). Le foncteur j™™ est 1’agrégat des applications:
(2.2) ™ n((g,g)") ' ot ge 4, g’ € A’ et n désigne I’application:

(z,2",j7f) = (2,2",jf) de (X’ « X)™ dans (X' «X)™;

par suite /™ ™est (n—m) fois différentiable.

Corollaire. J"" est une catégorie quasi-topologique et J*™ une caté-
gorie indéfiniment différentiable.

La géométrie différentielle consiste [8c] en I’étude de la catégorie J™"
et des espaces sur lesquelles opére un sous-groupoide du groupoide de ses
éléments inversibles, qu’on peut appeler prolongements d’ordre m; nous
allons étudier plus précisément certains de ces espaces.

Théoréme 3.3. L’ensemble T§.*(V) des (E',ng)"-covitesses sur (la

structure de :@SE,nE) sous-jacente 3) (V, A) eAY(E,ny) est un espace fibré
vectoriel (n—m) fois différentiable de classe ®(MI(E’,E), MJ(E),A"™™).
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Démonstration, MT(E) est un groupe d’opérateurs sur M:{'(E',E) pour
la loi de composition: (5,&)— & ~'. Puisque &= Jof s’identifie & la suite
(D"f),.ém et que ’application: f' —D(f'of) est linéaire, M:{'(E) est un groupe
d’opérateurs linéaires quasi-topologique sur ’espace quasi-localement convexe
Mj{'(}:f’, E). Soient (g,(X,n)) € A et g% I’application:

(z,6) - E@T)™ !, ol ze X et x = g(2),
de X x M"‘(E’,E) dans T (V). Soit gj € 4; la relation:
ge(z,8) = gie(z1, &)

entraine g(z) = g,(z,), c’est-a-dire g = g0, ot pcA™(E), et & =¢&,(p™) L.
Puisque P’application: jT — (¢2) ™! est (n—m) fois différentiable, I’application
(75" g5™

(2,8) > ($(2), (™)

appartient 3 @ = GD(ML"(E’, E), M;"(E), A"7™). 11 en résulte que I’ensemble des
applications g*%"engendre un atlas complet A%"compatible avec ® qui définit
sur Ti*(V) une structure d’espace fibré vectoriel (n—m) fois différentiable.

Théoréme 3.4. L’ensemble T 7(V) des (E',mg)"vitesses sur
V, A) € ANE, n;) est muni d’une structure d’espace fibré (n—m) fois différen-
tiable de classe ®(MT(E,E'),M;”(E),A"'"’), de base (V™,A™), d’espace fibré
principal associ¢ H™(V).

Démonstration. M:{'(ﬁ) est un groupe d’opérateurs indéfiniment diffé-
rentiable sur M}"(E,E’) pour la loi de composition: (¢.£) —» gé. Pour tout

g €A, soit g%. Papplication:
(2,8~ (j5gt)E,  de u(g) x M"(E) dans TE.(V).

Sigiedetsiona: gi(z,&) = gle(z1,&,), il existe ¢ e A(E) tel que g = g,¢
et & =& 11 en résulte:

(87x) " '8E)(2,8) = ($(2),¢70)
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et les applications g%, o ge A4, engendrent un atlas complet compatible
avec @(M;"(E,E’),MT(E),A"_"'), qui définit sur TZ(V) une structure fibrée.
L’espace fibré principal associé est I’espace (H"(V), AE), ou H"(V) = T(V)

est I’espace des répéres d’ordre m.

Proposition 3.3. L’ensemble ®"(E) des applications (¢™,(X,n) % Mml(f)):

(2,8) = (#(2), ¢70), ot (¢,(X,m) eAE), ze X

et éeM'"(E), est un pseudogroupe principal admissible pour An=m Si
(V, A) e Ai(E,ny), Pespace H™(V) admet une structure d’espace fibré de
classe ®"(E).

Démonstration. L’application (¢,f) — ¢f, ot peA"(E) et fe (X, X)
se prolonge en I’application:

(®n,m¢’ ®n‘m.f) - ®n,m¢f;

ainsi & ¢ correspond I’application:
(2,21, 7) > (2, $(z), 67,f7) de (X, < X)" dans X x X, x M"(E);

cette derniére application est entiérement déterminée par P’application
@™ (z,8) = (¢(2),¢7E). D’apres le Théoréme 2.1 du Chapitre III, I'applica-
tion: z - @7 est (n—m) fois différentiable; de plus, puisque ©™™ est un
foncteur généralisé, le composé ¢'"¢p™ est 1’application:

(2,8) = (¢'9(2), ¢7970) = (§ $(2),(¢'$);E) ol 2 = $(2).

Donc ®™(E) est un groupoide. Par ailleurs, soit A7 1’atlas complet construit
dans la démonstration du Théoréme 3.4; si ge A et gy e A4, I’application
(g7 'g™ appartient 3 ®™(E); par conséquent AF contient un atlas complet
A% compatible avec ®"(E) et la structure (H™(V),A]) est de classe ®"(E).

Définition 3.2, Avec les notations de la Proposition 3.3, le pseudo-
groupe principal admissible ®"(E) sera appelé prolongement d’ordre m de
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A"(E). Un espace fibré ,de base isomorphe a (V™ A™), associé ¢ un espace
fibré de classe ®"(E), sera appelé prolongement régulier d’ordre m de (V, A).

Dans le cas de dimension finie, cette définition coincide avec la définition
de prolongement régulier de [8a].

Proposition 3.4. Pour que (M,C) soit un prolongement régulier
d’ordre m de (V,A4) EK};(E), il faut et il suffit que M admette une structure
fibrée (M,C’) sous-jacente a (M,C), associée a (H"(V),A%). Dans ce cas,
il existe un atlas C = C, qui engendre C, et tel que l’application:faf” de
C dans C® soit une bijection, oi (B,C®) est la base de (M, C).

Démonstration. Soit (M, C) un espace fibré associé¢ a (H"(V), A) par
(K%, k,7); d’aprés la Proposition 2.3 etle Théoréme 2.3, M admeti (M, F(4F))
pour superstructure; de plus Uﬁ(r’(A"g))= M, ou A} désigne I’atlas con-
sidéré dans la Proposition 3.3; il en résulte que (M, 7(AE)) est un prolonge-
ment régulier d’ordre m de (V, A). Inversement soit (M, C) un prolongement
régulier d’ordre m de (V, A). Puisque ®"(E) est obtenu par prolongement de
A"(E) ainsi qu’indiqué dans la Proposition 3.3, la démonstration du corol-

laire de la Proposition 2.4 prouve que deux espaces fibrés; de classe
®™E) et de bases isomorphes sont isomorphes. L’espace (H™(V), A})
étant de classe ®"(E), il existe d’aprés le Théoréme 2.4 un homomorphisme
strict de (H™(V), A7) dans D’espace fibré principal (H,C¥) associé 2
(M, C). Du corollaire du Théoréme 2.4, il résulte que (H"(V),4}) et la
structure fibrée obtenue en complétant C¥ relativement au pseudogroupe
®(G~,G,A""™), ol (G,y) est le groupe structural de (M, C), sont associés.

Corollaire. J"™(V',V) est un prolongement régulier d’ordre m de
VxV,(Ax AY), Tg(V) et TE™(V) sont des prolongements réguliers
d’ordre m de (V, A).

Démonstration. T(V) admettant H™(V) pour espace fibré principal
associé est un prolongement d’ordre m de (¥, A) d’aprés la proposition. Les
espaces fibrés H™(V x V') et J"(V', V) sont associés en vertu du corollaire
du Théoréme 2.4 puisqu’ils ont méme base et que leurs groupes structuraux
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M;"(E X E') et M}'(I—i") X M,'{'(E") sont isomorphes. Enfin les espaces fibrés
H™V) et T (V) sont associés puisque leur base est (V™ 4A™) et leur
groupe structural MZ’(E).

Théoréme 3.5. Transitivité des prolongements: Si (M,C) est un pro-
longement régulier d’ordre m de (V, A) GKS(E,nE) et si (M',C’) est un pro-
longement régulier d’ordre m' de la structure de variété, supposée (n—m)
fois différentiable, sur M sous-jacente d (M,C), alors M’ est muni d’une

structure de prolongement d’ordre m + m’ de (V, A).

Démonstration. Soient (M,C)e ®y(F,G,A"™™) et

(M',C"ye By(F',G",A"™™™)

ot (F,mnp) et (F',mp) sont deux -espaces affines quasi-localement
convexes, (F,Z)e K'(')_"'(F,nF) et (F',Z2) E/N\'(',_"'_'"'(F’,ny). Soient u et u’ les
représentations de M;"(E) et Mj{"(l:f X ﬁ) resp. dans G et G, définissant 1’as-
sociation. (M,C)et(M’,C’) admettent des superstructures (M, C) € O;™(E) et
(M',C)e®™ (M), de groupes structuraux M™E) et M(E x F), ou
®'™(E) et ®"™ (M) sont des pseudogroupes associés a3 ®"(E) et ®™(E x F). Un
élément ¢™ de ®'™(E) est de la forme:

(2,5) = ($(2), u(¢7)5), o $eA(E), zea(¢), yeF.

@™ (M) contient tout élément Y™ de la forme:

(2,7,7) > (" DU (D)5 )7, ob §' e F', 5= (3), { €Z,

¢"e '"(E) et ¢ désigne 'application: (z,y) > ¢"(z, { (»)). Par suite:

Y (2,5, 7)) =(@(2), u@m) (), (' (7)) (7).

L’applicaticn: (5, 5") = (u(¢7) 7, (w'($7):,))7) étant entiérement déterminée

par la donnée de ¢ "™ peut s’écrire u”"(¢™*™). La relation:

PTG = @I 2’ =¢/(2), entraine ¢H"= " et P =T,
ot u” (@7 ™ Yy=u"(¢"™ ™ )u" "*™). L’ensemble M’ est canoniquement

z z

m+m
z

muni d’une structure fibrée (n—m—m’) fois différentiable (M’,C") de base



APPLICATIONS DIFRFERENTIABLES... 111

(V,A) et u” est une représentation (n—m~m’) fois différentiable de MT*™(E)
dans le sous-groupe G’ de Mj{'(E) X M',{'(E X f:) qui est le groupe struc-
tural de (M’,C"). Par suite les espaces fibrés H™ ™ (E)et (M’,C") ont méme
base et il existe une représentation (n—m— m’) fois différentiable de M ,{"*""(E)
dans G’; il résulte du corollaire du Théoréme 2.4 que ces espaces fibrés
(n—m—m") fois différentiables sont associés, donc M’ est muni d’une struc-
ture de prolongement régulier d’ordre m + m’ de (V, A).

Théoréme 3.6. J"™(V',V) est muni d’une structure de prolongement
régulier d’ordre m de (V,A)e;\’(',(E,nE) et d’une structure de prolongement
régulier d’ordre m de (V',A’)e?\’a(E',arE.), les projections canoniques sur

la base étant resp. a et B.

Démonstration. Soient ge A et "g™ ’application:
(2,8) - &d7e)™", ol zea(g), x =g(z) et Le THV');

si E(dTg) ' =¢(drg) !, on a x=x,, dol g=g¢, ol PpcA'(E) et

EP™ ™' =¢&,; par conséquent:
(gD MMz, 8 = ($(2), E@T) ™)

et les applications g™, oll g€ 4, engendrent un atlas complet T4™ qui dé-
finit sur J™(V', V) une structure de prolongement d’ordre m de (V, 4), de
fibres isomorphes & Tg(V’) et de groupe structural M,’{'(E). De méme I’atlas

complet TA""™ engendré par les cartes Tg’™ de la forme:
(2, E%) = j3(g't,)E*, o g'e A, z' ea(g’), E* e TH(V),

définit sur J™(V’,V) une structure de prolongement régulier d’ordre m de
(V',A’), de fibres isomorphes a TE" (V) et de groupe structural M,'{'(E’).

Soit (V, A)e Ai(E,ng); pour tout x €V, désignons par N, la fibre de
T2*(V) au-dessus de x (munie de sa structure d’espace quasi-localement con-
vexe); soit N, =%'(R,N,).
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Définition 3.3. Avec les notations précédentes, un élément du produit

tensoriel (é Nx)®(é Ny) sera appelé (E',ng)"-tenseur de type (p,q) sur
(V, A), d’origine x.

Le produit tensoriel (é N,) ®((>% N,) sera identifié & un sous-espace de
I’espace des formes multilinéaires continues sur (£ (R, N,)) 'x (L (R,N)))*

en i!dentiﬁant (p® 61)®(q® n;) ala forme:
((é;)igp’ (”;’)j§q) g <£,15 él > <£1:9 £p> <’71,'7’1> <’7qan,>

Il sera muni de la quasi-topologie induite par la quasi-topologie de la con-

vergence locale.

Théoréme 3.7. L’ensemble des (E',n;)-tenseurs de type (p,q) sur
(V, 4) e AYE, n,) admet une structure de prolongement d’ordre m de (V,A),

p q
de fibres isomorphes ¢ (® N,) ® (® N.).

En effet ’atlas complet définissant la structure fibrée est engendré par les
ptg . .
cartes ® g, ou ge A, définies par:

(& &) ®(® 1)~ ® (¢d"s )® S (Ten],

olt zea(g), g(z) = x, & e MJ(E",E), si i < p, n; e LR, M}(E",E)) si j<q,
et [gn;] désigne la forme linéaire sur N,:

- <nj, Liogt.).

Cas particuliers: 3.1. SiyV, A) est une E-variété in fois [différentiable
il n’existe généralement pas de topologie sur M’”(E’ ’ E) telle que les différents
espaces fibrés considérés dans ce paragraphe soient a groupe structural to-
pologique (voir [7a]), Toutefois on obtient des espaces fibrés A groupe struc-
tural topologique en remplacant partout la quasi-topologie de la-convergence
locale par la topologie de la convergence compacte dans le cas particulier
suivant: Tous les espaces localement convexes E,E,"-u sont supposés €tre
des espaces de Fréchet dont le dual topologique est métrisable pourla topologie
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de la convergence compacte. Le théoréme de transitivité des prolongements
est aussi valable dans ce cas. Dans le Théoréme 3.7, on supposera le produit
tensoriel muni de la topologie de produit tensoriel projectif (voir [13c]).

3.2. Dans tout ce paragraphe, on peut remplacer la classe des (E,np)-
variétés n fois différentiables par la classe des E-variétés n fois b-différentiables,
ol E est un espace de Banach et b I’ensemble de tous les bornés de E; il faut
de plus remplacer la quasi-topologie de la convergence locale par la topolo-
gie de la convergence bornée. Alors tous les théorémes indiqués, et en parti-
culier le théoréme de transitivité des prolongements sont encore vrais; dans
le Théoréme 3.7, le produit tensoriel est supposé muni de la topologie de
produit tensoriel topologique projectif.

3.3. Les résultats de ce paragraphe sont encore valables en considérant
lIa classe des E-variétés n fois & -différentiables et en remplagant la quasi-
topologie de la convergence locale par la topologie de la -convergence,
si on suppose que & est un ensemble de parties de I’espace localement con-
vexe E tel que les conditions a’, b (et ¢) de I'introduction soient vérifiées
(Exemple: 3.2).
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Note (renvoi de la page 83):

*) Soit ¥™ la catégorie des applications » fois différentiables d’un espace
quasi-localement convexe dans un autre. #™" est une catégorie sous-inductive
[8b] au-dessus de F relativement & 1:

f=((F,np).f,(E,np)) = (x(n5).f, 7 (np))
et au-dessus de & relativement a %: f—(F,f,E). La catégorie A" s’identifie
a la catégorie des jets locaux [8c] de ¥ " au-dessus de ' en identifiant
(X,m) z‘a.jf(,,)(E,nE), oll 7(xn) est la topologie induite par t(ng) sur 'ouvert X.
Lacatégorie A" s’identifie 4 la catégorie des jets locaux de ™" au-dessus de &,
en identifiant (X,7) a j%(E,np), si X est contenu dans E.



