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R6sum6. --- On 4tudie le changement de variables dans les dis tr ibut ions 
en les consid6rant comme courants, soit de degr6 z6ro, soit  de degr6 n, 
dans un espace euclidien. On d6finit aprbs la transform4e de Fourier  d ' tm 
cour~nt et  on applique les r6sultats ant4rieurs au cas de ehangement 
de variables dans la transform6e de Fourier  d 'une distr ibution.  

1. - Soi t  X u n  e space  v e c t o r i e l  ~ n d i m e n s i o n s  or ien t~  c ' e s t - ~ - d i r e  l ' e s p a c e  

e u c l i d i e n  R *, d o n t  e h a q u e  p o i n t  x es t  d~fini si l ' on  cho i s i t  une  ba se  p a r  ses 

coo rdonn~es :  x l ,  x2, . . . ,  xn. 

Soi t  q) l ' e s p a c e  des  fo rmes  d i f f6rent ie l les  ex t4 r i eu re s  ~ s u p p o r t  c o m p a c t  de  

degr(" p,  espuce des fo rmes  d ' e x p r e s s i o n  c a n o n i q u e :  

1 

dont les coefficients 1~ sont des fonctions ind~finiment d~riv~bles t~ support 
compact. 

I e s t  u n  e n s e m b l e  de  p en t i e r s  de  [1, n] ;  I •  ( i l ,  ..., i , )  avec  i l ~ . . . ~ i ~ "  

"dxi  -~ dxi,  A . . .  A dx ,  . 

q) son dual ,  e space  des  c o u r a n t s  de  degr~ ( n -  p),  e ' e s t -~ -d i r e ,  l ' e s p a c e  des  
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formes lin6aires continues sur ~ ) d o n t  l 'expression est la suivante:  

T ' - -  ~. T,dx,  
J 

off les Tj  sont des distributions.  
Dans le ca, s de l'espa.ce euclidien R ~, on peu t  identifier ca.noniquement les 

courants de degr6 z6ro et  ceux de degr6 ~ avec les dis tr ibut ions d6finies sur  
eet espace. Cette circonstanee a m i n e  ~t consid6rer le ch~ngement  de v,~riables 
dans les distr ibutions de deux fa~ons diff6rentes selon que l 'on consid~re une 
distr ibution comme eourant  de dcgr('~ z~ro ou de degr6 n. 

Nous indiquerons ave(' ( T ,  {,> le produit  scalaire du (.ourant T par  la 
forme differentielle ~. S i " x ' e s l  une forme de d e g r ( ( n - p )  avec co6ffi- 
eients lo(.a.lemenl inlfgrables,  a.lors 

..1,1 - p  ~ - 

I 

off l ' int6grMe du pro(hilt ext(h'ieur des deux formes est 6tendue '~ tout 
Fespace R". 

Soit m~intenant H u n  isomorphisme R " ~  R',  de R ~ dmls R", 

Soit HT l ' im~ge dirccte du courant ~o de degr6 n, p~r H e t  H'~, l ' inlage 
transpos6e de (~ pa, r H. qni sera une forme a p p a r t e n a n t  '~ ~ .  

On d6finit : 

(2) H',~ H'rp(x) -- 9.(H(x)), 

el  alors 

(3) 
, o , =  ---: n q,,? (T,  q(H(a'))'). 

Dans le (,as oft le courant  est  de degr6 z6ro et par  cons6quent la. forme de 

(legr6 ~ on aur:~ 

(4) H'~ --- H'(q~(x) d.r) - :  g ( H ( x ) ) H i d x ,  

off on d6signe avee ' ,HI, le module du jacobien de H, alors 

(,5) 
o o t ~ l  

( H T ,  ~p>=(T,  H ( v ) - ~ < T ,  9(H(x))" H >. 

On a indiqu~'~ par  ~o(x) dx, la forme de degr6 ~t, +(x) d x t '  . . . / , ,dx,:  (ix in- 

dique l '~lement  de volume de R". 
Dans le cas g6n~rM de degr6 p on aurait ,  si d~0 est la diff6rentielle ext(,rieur(: 
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de la, f o rme  ~ 

(6) H'd~,  := dH'~, et  H'(~  A~v) ~ H'~) AH'~fl (~). 

A p p l i q u o n s  la  d6fini t ion a n t 6 r i e u r e  au eas de  la  mesu re  de  l ) i r a e  & Con- 

s id6rons  d ' a b o r d  ~ e o m m e  e o u r ' m t  de  degr6  z6ro. 

On  a :  

(7) <HS, &> == <5, 9(H(x)). I H i > -  ~(0). i H I ,  

ea r  H ( 0 ) -  0. 

On o b i i e n t  a lors  

(8) H(~ -- I/:/I .~ .  

(9) 

et  a lors 

Nous  p o u r r i o n s  auss i  eons iddre r  O e o m m e  e o u r a n t  de  degr6 n. 

<~;/, r -= <~', ~(m~))> = ~(0),  

On a u r a i l  : 

Cet  e x e m p l e  m o n t r e  que le e h a n g e m e n t  dc  va r i ab l e s  dans  l a  m e s u r e  de  

Di rae  d o n n e  des  r6 su l t a t s  d i f f6rents  si on l a  cons id~re  e o m m e  c o u r a n t  de  degT6 

z6ro ou de  degr6  n r e s p e c t i v e m e n t  (2). 

2. - Soi t  X l ' e x p a e e  vec tor ie l  g n d in lens ions  d6jg  eonsid6r6 dans  1, e t  

soi t  Y son  dua l .  Le  p r o d u i t  s ca l a i r e  d ' u n  61ement de  X e t  d~un 616ment de  I7 

se ra  ind iqu6  p a r :  

(13) <x, y> -= x,y~ + x2y.~ + ... + x,,y, . 

(~) Voir [2], p. 13 et 28. 
(2) Voir [3], remarque p. 157. 

(10) H~ == ~ .  

o 

I )ans  le ca.s oil H es t  l ' h o m o t h 6 t i e  de r a p p o r t  2 on au ra ,  si on p o s e :  d}= au 

l ieu de  ~; ~,a au lieu de  H S ;  (~,a au l ieu de  H~.  

o o 

01) a~,, = ! ~.!".o~, 

n n 

(12) c~/a = (5,. 
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~ sera l 'espace des formes de degr~ p ind~finiment d~rivables ~ decrois- 
sance rapide duns X, e'est-s l 'espace des formes d'expression canonique:  

= ~]~dx, 
! 

relies que les co6fficients ]~ sont des fonctions ind6finiment d6rivables sur R ~ 
au sens usuel et  decroissant ~ l'infini plus rap idement  que route  puissance 

de 1~Ix ! ainsi que chacune de leurs d6riv6es; 5~ son dual~ espace des courants  
temp6r6s de degr6 (n- -p) ,  c'est-~-dire, l 'espace des formes lin6aires continues 

g n r  ~ x .  

Consid6rons une application lin6uire 5~' --> ~" de l 'espace des courants tem- 
p6r6s de degr6 z6ro dana lui m~me. 

~ous  allons d6montrer  qu'elle se prolonge par continuit6 en une applicat ion 

lin6aire ~ --> ~,' de l 'espaee des courants de degr6 p duns lui m~me. 

En  effet: soit /~ X l 'espace vectoriel  puissance ext6rieure d 'ordre  p de X. 
Puisque donner une forme de degr6 p c 'est  donner  un p-champ vectoriel  co- 
variant ,  c'est-~-dire, c 'est  donner une fonction d6finie sur X f~ valeurs duns 

/~ Y on pourra poser, si on indique avec le signe | le produit  tensoriel de 

deux espaces: 

( 1 4 )  5~. = 5,, ~: A r (~). 

Consid~rons d '~utre par t  l 'espace ~: et  le produit  tensoriel 5:  | Y. 
Un 51~ment du premier  s 'exprime par  ~ Tjdxj,  tandis qu 'un ~l~ment du 

J 

deuxi~me s 'expr ime per Z Tje'j, off les e'j forment  une base de ~ Y. On vol t  
J 

que ces deux expressions sont les m~mes. 
D'uilleurs si les Tj t enden t  vers z~ro, ~ Tj dxj et  ~ Tje', t endent  aussi 

vers z~ro. J J 

On peut  donc poser:  

formule qui d~finit un isomorphisme biunivoque et  bicontinu entre  ~" et  

o 
Or, comme la formule (14) est intrins~que et  comme les espaces 5~ et 5~ 

sont denses duns ~ '  et 5~' respect ivement ,  alors la formule (15) est intrins~que, 

(3) Nous prenons X et Y r6els, mais les fonctions et les formes sont ~ valeurs 
complexes; donc AX et A Y d4signent les complexifi& des espaces d~sign4s habi- 
tueUement par AX et A Y, c'es~-~-dire: A X + i A X  et A Y+iA Y. 
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c'est-s ne d6pend pas du syst~me &axes choisi. (Un ehangement  de base 
le montrerai t  si on faisait les calculs). 

Si on revient  g Fhypoth~se, qu'on avait  une application de 5~ dans 5~', 
p 

la formule (15) montre  que la m6me application applique 5~ dans 6~.. (A Y 
6tant appliqu6 sur lui mgme). 

Consid6rons maintenant  la transform6e de Fourier  5r d 'une forme diff6ren- 

tielle de degr6 n appar tenant  ~ 5.:  

~ = ~(~v(x)dx~ A... A dx~) = i exp [--  27d<x, y>]q~(x)dx -~ ~v(y), (16) 

R*t 

et sa coniug6e ~ :  

(17) ~ ~-- ~@(x)dx~ A... A dx.) - - / "  exp [2ni<x, y>J~(x) dx ----- ~(y), 
, /  
R n 

oh ~o(y) et ~(y) sent des fonctions ou si on veut ,  formes diff6rentielles de degr6 
0 

z6ro, ~pp~rtenants s 5 , .  
On pourrai t  uussi 6crire: 

( i s )  
[ ~ T ~ -  ~ ( T d X l A . . . A d x . ) ~ - ~ T ~ - -  V ,  

[ ~ T  ~ 5~(Tdx~ A. . . / ' \dx . )  = '~T  = W ,  

off les derniers membres  sent les tranSform6es de Fourier  de la distributions T. 
Si on eonsid6re que les transform6es de Fourier  sent des applications con- 

n o ~t! o /  
tinues dans 5 ' ;  que 5,  et 5~ sent des sous-espaees denses dans 5~ et  5~ respec- 
t ivement ,  et que (16) et (17) ne d6pendent  pas du systbme d'axes ehoisi, on 
voit  que les formules (18) sent ind6pendents du systbme Waxes. 

On peut  eonelure alors, que la t ransformat ion de Fourier  5 r et sa eonjug6e 
d6finissent deux applications qui font passer des courants de degr6 n sur un 
espaee, aux eourants de degr6 z6ro sur le dual. 

fl~ n-->O 

Nous indiquerons symbol iquement  avee ~ et  ~ cos applications. 
Supposons done qu'on a, en g6n6ral une application: 

n !  o !  
(19) 6;  -+ 5~ 

des eourants  temp6r6s de degr6 n sur X dans les eourants de degr6 z6ro sur Y. 
Nous d6montrerons sous eet te  hypothbse qu'on a: 

(19-his) .... 5~.~ -+ 5,,,~" 
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c'est-i~-dire, l ' appl iea t ion donn6e se prolonge en une appl icat ion qui fair  passer  
des courants  temp6r6s de degr6 (n--p) sur X uux courants  temp6r6s de 

degr6 p sur Y. 

E n  effet:  soit "T~un eourant  de degr6 (n--p), et  soit & lu forme ident ique 

de degr6 p sur X et  s valeurs duns /~ X, au t r emen t  dit lu forme de degr6 p 
sur X telle qu'h. tou t  p-vec teur  sur X, elle lui fuit correspondre le mgme 

p-vecteur  comme 616ment de A X. 

Si on fait  le produi t  ext6rieur de T et e,~, on obt iendra un courant  de 

degr6 n h, vuleur duns AX, c 'est-~-dire 

n -ip v 
(20) ~ A~,  = ~ ,  

ou S est un courunt de degr6 n ~ vuleur duns h X, ce que revient  a dire que S 
est un 616ment du produi t  tensoriel:  

(21) 

Mais par  hypoth~se on uvuit l 'appl icut ion 5 : - ~  5~, et en uppliquunt  A X 

sur lui m~me~ on aura:  

~ t  it~ Ot  ~ t  

o r  
car le produi t  tensoriel  5~| ~ X  donne bien l 'espace des courants  de degr6 p 
d6finis snr ]r (voir (14)). 

. n ~  0 r  
En somme:  grace s lu mult ipl icat ion ext6rieure pa r  ~ l 'upplicution ~ -~ 5~ 

se prolonge en une appl icat ion qui fai t  passer  des courants  de degr6 ( n - - p )  
sur X,  aux courants  de degr6 p sur Y. 

Lorsque l ' appl ica t ion de lu d6monstrut ion pr6cedente est  la t ransform6e 
n - 9 0  n-~O__ 

de Fourier  ou sa conjugu6e, on dolt ulors prolonger ~" et ~ uu moycn  de lu 
mult ipl icution ext6rieure par  co. 

On obt ie~t  duns ce cas: ~'~, ~ ,  ~ . . . .  ~ ,  selon que l 'on fair le produi t  

ext6rieur par  w, ~ droite ou ~ gauche. 
Si on t ient  compte  qu 'on  u fair:  

~ o , - T  = ~ . ( T A c o ) ,  et :  

on pourra  6crire symbol iquement :  

n--),0 
(23) ~" se prolonge en 

o, Sr . T  = y " ( o ,  A T  ) ,  

~'~, o u e n  ~ , 

n - l ~ - ~ P  n-~---)-ia 
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V6rifions ees r6sultats en faisant les ealeuls avee un systeme d'axes. On a:  

(25) T"~-- ~_, Ts dxs , 
J 

expression d 'un courant  de degr ,  ( n - - p ) a u  moyen des (p)  
T~es" (') 

distributions 

(26) ~ ~-- ~ e~dx~ , 
K 

P 

off les e,~ forment  une base de A X. 
On a alors: 

(27) 

qui est une somme de courants de degr6 z6ro Tj~ muitipli6s par  les veeteurs e~. 
b~.K d6signe le symbole de Kronecker ,  avec I =  (1, ..., n); J =  (~, ..., ~._~); 

K =  {k~, ..., k~). Si on fair la t ransformation de Fourier  ~r de (27), on obt ient :  

(2s) " . "  

off on "~ fait:  

(29) Tsdxl  A. . .  A dxn = Vs , 

avee r, g. 
L'expression (28) peut  gtre consid6rde comme courant  de degr6 z6ro sur Y 

valeur dans /~X, c'est-~-dire comme 616ment du produit  tensoriel ~ |  ,~X,  
ou si on veut  comme courant  de degr6 p sur ~Y. 

On peut  alors 6crire d~accord avec (25): 

(30) V z  ~ ~J.xV dye. v 1 J �9 

Soit d'ailleurs 

! 
(30) n~ov, ~- ~ eLdy~ , 

L 

la forme identique de degr6 ( n - - p )  sur ]z ~ valeur  dans /~ Y. 
! 

Les e~ forment  une base de /~ Y. 

(4) Voir [2], p. 30. 
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()n a :  

(32) 
n - l a  

- 61 "?Jr eL Ady, , .  

On peut  se passer  du produi t  des symboles  0~ '~, 5~ 's (.ar ils sont  les m6mes  

quand  on fair L-- - -J ,  a lors:  

(32-bis) '~,b ~,/~ 1 ~ ~ e:  Vj dy~/ , . . .  /', d y , , .  
J 

Si on appl ique  la t r ans form6e  de Fourier  conjugu6e ~ (32-bis) on au ra :  

(33) y ~ , r~  = ~ , 
J 

P , 3 T  

5TVjdyx A... A d y ,  = Tj . 

La  formule  (33) est Mors l ' express ion  d ' u n  cou ran t  de degr6 z6ro sur  X 

valeur  dans /~ Y qui (:oincide bien a vec T~. 

Alors, s y m b o l i q u e m e m  : 

p-->rl---p n- IP-->P ~ ~ I  I 

(34) ,,~" o ~,,, ~ I  , 

off I d6signe l ' identi t6.  

3. - Soit  m a i n t e n a n t  H un i somorph i sme  de X sur lui m g m e ;  un  tel iso- 
v 

morph i sme  d6finit sur le dual  Y l ' i somorph i smc  eontr~gr6dient  H pa r  la re- 

la t ion  

(35) <H(x), h(y)> = <x, y> . 

tl - p 

On aura  une  image di rec te  de 8" p~r H, et  pal' consdquence une  image  

directe  de par  H,  et parce  qu' i l  y a t r anspo r t  de s t ruc tu re  on pour ra  6crire 

[ .  = H I  . . . .  H [ .  T , 
(36) { 

[ , o ~ -  = n'~" = H o,~ f ' ,  

et en fin, s y m b o l i q u e m e n t :  

(37) 

n ~---~la p -->n - p  

5ro, o H= h o ~ ,  

[ ,o~ oH=Ho.~r 
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A ti t re  d ' exemple  nous obtiendrons la premiere  des formules (37), duns 
le eas d 'un  courant  de degr6 z6ro, en faisant  les ealeuls expl ic i tement .  

On peut  poser:  

0 o 
(38) <~'HT, ~> = <HT, ~ >  , 

off les deux membres  ont un sens bien d6fini ear  ~ H T  est  un courant  de  
degr6 n, H:~ un courunt de degr6 z6ro et  5r~ est une forme de degr6 n. 

En tenan t  compte  des formules (3) et  (5), on aura :  

(39) <H ~', ~ >  = <T, H ' ~ > .  

Si on pose:  

(40) 
F 

5r~ = ~(x) = l e x p  [ - -  2~i<x, y>]~v(y)dy, 

on a.ura: 

(41) H ' ~  = H'~  = ~(H(x)). IHI= 

j ~!. . "exp . = [H I exp[--2~i<H(x), y>]cf(y)dy = IH[ [-- 2zti<x,tH(y)>Jq~(y) dy 
I t  n 

Si on fai t :  ~H(y)= $; y = *H-~(~) on obt ien t  de (41) 

(42) 

: :  IHI . ]~H-11[ e x p  [-- 2~i<e, x>q~(,H l ( S ) ) d e :  

j 
'4 

ou on a indiqu6 par  H l ' i somorphisme contragr6dient  tH -~ de H.  

On a done: 

(43)  H'~'(~ v o = 5 r H ' ~ .  

En  remplagan t  duns (39) on aura:  

v V o 
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e t  pa, r e o m p ~ r a i s o n  avec  le p r e m i e r  m e m b r e  de  (38) on o b t i e n t :  

J e  l i ens  'h r e m e r c i e r  ici, hi. L. ScrtWaRTZ, qui  m ' a  sugg6r6 de fa i re  e e t t e  

no t e  et  m a i n t e s  fois re'a. a id6 avee  ses consei l les ,  M. J .  LIONS d e n t  les d i scuss ions  

m ' o n  6t6 si u t i l es ,  e t  la  D i r ece ion  ~Nacional de la  E n e r g i a  A t 6 m i c a  de  Buenos  

Aires ,  qui m ' a  p e r m i s  de r e s t e r  e o m m e  b o u r s i e r  'h. Par i s .  

A P P L I C A T I O  N 

Soi l  X := R, ~ ~ 1, T--~ l g l x  :, H t ' h o m o t 6 t i e  de  r a p p o r t  2 >  0 (s). 

a) Cons id6rons  d ' a b o r d  T e o m m e  e o u r a n t  de degrd  zdro. 
l l  esl  fac i le  de  vo i r  que :  

H/q =lgl-  ~ = l~x l - lZ  2 .  

Alors  : 

~rHT = 5 r lg  !x i- - ~ l g  2 - -  

l . p !  1 - K 6  - f J l g ~ - - -  1 I - - - ~  ,y! - ~ P I  [ y : - - ( K q - l g 2 )  5 ,  

1 1 h'6, (~) 
5rlg!~i =-- '2P!  i Y  

-~vec K =  C 4- lg 2z~ e t  C = cons t ,  d ' E u l e r .  
V o 

Cons id6rons  m a i n t e n a n t :  H S r T :  on a u r a :  

(48) - - z P ] ! y , - - K d  = H S .  

1 

off (- - ~P](1/iY~ ) - Kd)  = S do l t  4 t re  eons id6r6  e o m m e  e o u r a n t  de  degr4  un,  
e t  H es t  l ' h o m o t h g t i e  de  r a p p o r t  1/2. 

On  a u r a  

(40) (n,~. ,~ )=  (s,  H ' ~ ) - -  \ S ,  = - ~ e l  l yl ' r = 
�9 , L , 

off on  ~ f a i t :  

(47) 

/ 1 l === ~ - ~ P t  y,, 
co 

2 j ! y !  
- co 

(5) Voir [5], p. 1012. 
(6) Voir [1], II ,  p. 114. 
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(50 )  

cConsid6rons le premier te rme du dernier membre  de (49) 

- - m  

co - 8  

[;; (~) ;; (~) _ 1 l ira  ~ d y  - -  ~ d y  + ~ ( 0 )  lg 
2 ~--~0 . . . . .  

co 

- :~i~ l ~ . t ~(~) § ~) 
6 

~i on fuit: 

_ E Y ~ ;  ~--~ 
). Jt 

On aura  (50) 6gal ~: 

(51) 

+ q0(0) Ig ~t = 

dy + 29(0) lg e] . 

co 

2,7--,o ~: - 
r/ 

co 

/ /  7 '  ~' ] 1 (p(~) , 
- - - l i r a  2 d~ +. 2~(0) lg~ + 2~(0) lg~ = 

2 ~- ->0  

~7 

'(I;i 1 p 9~(~) d~  -- .  9~(o) l g  2 .  
2 ~ 

- - c o  

En ramenan t  ce rdsultat  s (49), on obtient:  

(52) H S = - -  Pi]y[--KO--~lg2~--- -  , I - -  ( K  + l g ) . ) 5 ,  

ee qui coincide ~ v e c  (45) .  

b) Si l 'on consid~re T comme cour~nt de degrd un. on aura 

e t  

(53) 

t 1 X ,  
HT= i l g  i i i  , 

~'HT = lgl x i - - l g  2) 

1 1[ 1 p  1 1 
= ~ [ 9 " l g l x t - - 9 " l g ) . ] = ~ . l - -  ~ [ ~ - - ( K + l g ) . ) 5  . ]  
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C o n s i d ~ r o n s  m a i n t e n a n t  : 

O n  o b t i e n t  : 

v 0 

(54)  Rs, 

e t  f i n a l e m e n t  

(55) 

R. S C A R : F I E L L O  

v 1 V O  

H ~ T  = H S .  

/o ] [ x ] ~ :  / 1 1 __KS), 1 x" 

v~ t 
r 6 s u l t a t  q u e  c o i n c i d e  a v e c  (53). 

P o u r  ~ < 0 on  o b t i e n t  l e  m ~ m e  r d s u l t a t  en  r e m p l a g a n t  ~ p a r  !XI c o m m e  
on  le  v o i t  t rb s  f a c i l e m e n t  en  e f f e c t u a n t  les  m S m e s  ca l cu l s  a n t d r i e u r s .  
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R I A S S U N T ( )  (*) 

Si s tudia il cambiamento  di var iabi l i  nelle d is t r ibuzioni  considerandole come cor- 
renti ,  sia di grado zero che di grado n in uno spazio euclideo. In  seguito si definisce l a  
t r a s fo rma ta  di Four ier  di una corrente e si appl icano i precedent i  r i su l ta t i  al caso 
del cambiamento  di variabi l i  nella t r a s fo rma ta  di Four ier  di una distr ibuzione.  

(*) T r a d u z i o n e  a cur',t de l la  l iedaz ione .  


