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1 .  - E i n l e i t u n g .  

I n  de r  v o r l i e g e n d e n  A r b e i t  soil  d e r  a l l ge me ine  Z u s a m m e n h ~ n g  zwischen  

d e r  T a m m - D a n c o f f m e t h o d e  (~ .2 )und  d e r  B e t h e - S a l p e t e r g l e i c h u n g  (s) besp ro -  

chert  we rden .  D ie  A r b e i t  schliel3t s ich d e r  s t r e n g e n  B e g r t i n d u n g  d e r  Be the -  

S a l p e t e r g l e i c h u n g  d u r c h  GELL-MA~N u n d  L o w  (~), sowie  zwei  A r b e i t e n  yon  

L ~ v Y  (~) an ,  in d e n e n  d ie  T a m m - D a n c o f f m e t h o d e  zu e i n e m  s y s t e m a t i s c h e n  

(*) Diese Arbeit ist eine zusammenfassende DarsteLhmg einer Reihe von Vort:r/igen 
die vom Verf. Februa, r 1953 am Max-Planck. [ns t i tu t  fiir Physik (Giittingen) gehalten 
wurden. Eine Ausnahme dabon bildet  lediglich Abschni t t  6 fiber einzeitige Formen 
der Bethe-Salpetergleichung, der im Anschlul3 an die Arbeit  W. MACKE: Zeits. ]. Natur]., 
8a, 559 und 615, geschrieben wurde. 

(1) I. TAM~: Journ. Phys. USSR, 9, 449 (1950). 
(2) S..'~[. DA~;COFF: Phys. Re~,., 78, 382 (1950). 
(a) E. L. SALPETEtr und H. A. BETHE: Phys. Rev., 84, 1232 (1951). 
(4) M. G~:Lr:SIA.~~ und F. Low:  Phys. Rev., 84, 359 (1951). 
(5) M. iA~vY: Phys. Rev., 88, 72 und 725 (1925). 
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Verfahren ausgebaut  und einem ersten Vergleich mi t  der B e t h e - S a l p e t e r -  
gleichung unterzogen wurde. Vor der eigentl ichen Inhal ts i ibers icht  erfolgt~ 

zun~chst eine Zusammens te l lung  der wichtigsten Ergebnisse. 
Bei der Tamm-Daneof fme thode  und der Methode yon Bethe  und Sa lpe te r  

handel t  es sieh um zwei im Grunde sehr verschiedene Verfahren gebundene  

Zust~nde zu behandeln.  Zur  Bes t immung  der Energieeigenwerte  E yon Zu-  

st~nden zweier gebundener  Nukleonen hat  man  in der Tamm-Dancof f -  

methode  eine Integralgleichung der Form 

t 

"dt' i ~ 
j ! i / ! I ! I ( 1.1 ) ,~ t(xtx..) = g-" (Ix 1 dx~ K(tx lx . ,  ; t .%x 2) Z t , (x lx  =) , 

- a o  | '  

und andererseits  die Bethe-Salpetergleichung 

! t t i ! 
T(x~x2) = g" dx~ dx ,  K (x,x~; x~:r~)qJ(x~x2) . 

In beiden Integralgleichungen ist  der Kern  K gegeben als Entwicklung nach  

Potenzen der Kopplungskons tan ten ,  deren Glieder sich dutch Graphen veran-  
schaulichen lassen (6). Die Eigenwerte  E bes t immen sich aus den Eigenwer t -  

gleichungen 

(1.2) ~ Z, . . . .  i E z ,  ' ~ i ~ .  q~ =: _ iEqz .  

Vor der Diskussion der wichtigsten Unterschiede beider Verfahren sei zu- 
n~ehst a.uf einige methodische Parallelen hingewiesen. Die (( WahrscheinUch- 
kei tsampl i tude  ,~ y.t(xtx2) (7) und die (~ Wellenfunkt ion ~ q~(x~x.,) eines Zus tands  

sind definiert durch:  

(1.3) x,(x,x2) = ( ~o,  ~ :  (x,)~O (x2)q,(t)), ~, =, , 

(1.3') ~ ( x m )  = (~9, T~,(xl)~(x~)r ; 

(t9 ist das V a k u u m  der Gesamtener~,de, q)(t) der in die Wechselwirkungs-  

dars te]hmg t ransformier te  Zus tandsvek to r  r der Heisenbergdars te l lung und 

(~) Siehe die Gl. (3.12) und (4.1) dieaer Arbeit. 
(7} Die Bezeichnung Wahrscheinliehkeitsamplitude wurde wegen des einfachen Zu- 

sammenhangs rnit den Entwickhlngskoeffizienten yon q) nach Zust~inden freier Teilchen 
gew/~hlt. 



Z U $ A M M E N i l A N G  V(~N BETIIEo,~ALPETI , IR( ; I .EICIIUNG UN1) T A M M - I ) A N C O F F M E T I I O I ) E  4 5  

~v(x) der Opera tor  des Nukleonenfeldes;  der Index  0 bezeichnet  die entspre-  

ehenden GrSBen des wechselwirkungsfreien Problems).  Diese Ausdriieke lassen 
sieh dutch Bildung yon m:,~ !a-Wahrschein l ichkei t sampl i tuden bzw. m In [a- 
Wellenfunkt ionen (d.h. Funkt ionen  m i t m  Mesonenkoordinaten,  n 5Tukleonen- 

koordinaten und a Ant inukleonenkoordinaten)  zu einem ganzen Satz  yon 

Wahrscheinl iehkeitsanq)l i tuden bzw. Wellenfunkt ionen des Zust,~nds (/) er- 

g~nzen (8). l)ie erhal tenen Funkt ionen  haben die bekann ten  Symmetr ieeigen-  
sch~ften, er lauben die Absepara t ion  der Schwerpunktsbewegung und sind ftir 

g = 0 den wohlbekannten Wel lenfunkt ionen im Konf igura t ionsraum des weehsel- 

wirkungsfreien Problems gleich. 

Die Wahrseheinlichkeits~tmplituden sind ur~tereinander durch ein einzeitiges 

Sys tem A yon unendlich vielen GleichungeJ~ verkni ipf t  (9), Shnlich gehorchen 

die Wellenfunktionen einem mehrzei t igen Sys tem B unendlich vieler invar ianter  

Integralglei(,hungen (lo~). J ede  L6sung Zt(x~x2) bzw. q~(x~x~) der Gl. (1.t)  

bzw. (1.]') l~il]t sieh zu einem ganzen Satz veil Wahrscheinl ichkei tsampli tuden 

bzw. Wellenfunktionen er .~nzen,  der das unendliebe Gleichungssystem A 

bzw. B identis(.h erfiillt. 
Tri t t  zu den re(,bten Seiten der G1. (1.1) und ( l . l ' )  noch ein inhomogenes 

Glied ~Vo(X~X..,), d~ts in x~ und x.., der wechselwirkungsfreien l)iracgleiehung ge- 

niigt, so bes(.hreiben die dur(,h I terat ion gewonnenen LSsungen dieser Glei- 

chungen die Streuung zweier Nukleonen, die a sympto t i sch  (in der Vergangen- 

heit) rail der we(,hselwirkungsfreien Zwei-Teilchenwellenfunktion q~o(XtX.,.) ein- 

laufen. 
Andere Zwei-Nukleonenprobleme,  wie etwa die Streuung zweier .Nukleonen 

und mehrerer  Mesonen oder die St reuung eines Mesons an einem Deuteron 
werden dage~zen dltrch die Gl. (1.1) und Gl. (! .1 ')  nicht erfaflt :  Diese Glei- 
chungen, saint ihren inhomoffel~en Formen, sind speziell auf (tas Problem 
zweier gebundener  oder ges t rculer  _Nukleonen zuges(,hnitten, ~ h r e n d  die 
unendlichen Gleiehungssysteme A und B allgemeingiiltig sind. Auch fiir die 

iibrigen Problenle (z.B. Str(.uung w~n Mesonen an einem Deuteron)  kdt)t es 
entspre( 'hend spezialisierte Beziehungen, auf die in dieser Arbeit  jedoch nicht 

eingegangen wird (a2). 

(a) Definition der Wahrscheiulicllkeitsamplituden durch G1. ([ l l) auf Seite 53 ; l)e- 
finition der WeIIenfunktionen durch Gl. (4.5) und (IV) auf Seite 62, 63. 

(9) Gleichungssystem (Aa) auf Seite 56 und (Ab) auf Seite 59. 
(lo) Gleichungssystem (B) auf Seite 65. 
(~1) Diese Erweiterung der .~[cthode you Bethe und Salpeter wurde gemeinsam 

mit. E. FREF~SF entwickelt und geht auf eine Anregung yon M. GELL-MANN zurfick. 
Vgl. E. FREESE: Zeits. /. Natur/., 8a, 776. Die Methode wurde ferner unabhRngig 
gefunden w)n K. NISmJI~[A: Progr. theor. Phys., 10, 549 (1953); P. T. MATTHEWS 
nnd A. SALAM: Prec. Roy. See.. A 221, 128 ([954). 

(~-) Siehe zu diesem Punkt K. NISHIJ[MA: Progr. tbeor. Phys., 10. 549 (1953). 
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Bei der Gegeniiberstellung beider Methoden f~llt zun~chst der Unterschied 
yon einzeitiger und mehrzeitiger Formulierung auf. Dieser Unterschied ist 
jedoch nieht so wesentlieh, da es auch einzeitige Formen der Bethe-Salpeter- 
gleichung und des Systems B gibt (13). Entscheidend ist vielmehr - -  und zwar 
in doppelter Hinsicht - - ,  dal~ die Wahrseheinlichkeitsamplituden auf das 
wechselwirkungsfreie Vakuum bezogen sing die Wellenftmktionen dagegen auf 
das Vakuum der Gesamtenergie. 

Denn erstenn hat die Beziehung auf das wechnelwirkungsfreie Vakuum, wie 
hie der Tamm-Dancoffmethode zugrundeliegt, zur Folge, dab die Wahrnehein- 
lichkeitsamplituden ganz elementar mit den Entwicklungnkoeffizienten des 
Zuntandsvektors ~b nach Eigenzust~nden der wechselwirkungsfreien Energie 
zunammenh~ngen. Die Ubertragung yon Orthogonalit~ts- und Normierungn- 
bedingungen der Zuntandsvektoren auf ihre Wahrncheinlichkeitsamplituden ist 
deshalb kein Problem. Dagegen ist vorl~ufig die Frage noch unbeantwortet~ 
wie sieh Orthogonalit~t und Normierung yon Zustandsvektoren in den zuge- 
h6rigen Wellenfunktionen aundriicken ((, Normierungsproblem ,~ der Wellen- 
funktionen) (~). 

Wie sieh zweitens die Wahl des Bezugsvakuums auf dan Renormierungs- 
problem aunwirkt, macht die Gegeniiberntellung der ntiirungstheoretischen Ent- 
wicklung von Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellenfunktion einen Streu- 
zustandn yon Elementarteilchen deutlich: 

(1.4) 

(1.4') 

(Qo, ~o(X~)Wo(X~)q'(t)),,=, = (~o, ~o(X~)~o(X~)u(t,- ~ ) r  ~))  

(~, T~(x,)w(x2)~) = (~o, T[U( + ~ , -  ~)~o(X~)~o(X2)]~(-- ~ ) ) .  

Die Renormierung der Entwicklung (1.4') macht wegen der Verwandtschaft 
des Ausdrucks T[U(+c<) , -  ~)~Oo(Xl)~Oo(X2)] mit der Dyson'schen S-Matrix gax 
keine Schwierigkeit, dagegen h~ngt die Renormierung der Entwicklung (1.4) 
mit dem heute noch ungel6sten Problem (~), den Operator U ( t , -  or in jeder 
Ni~herung frei von Divergenzen zu halten, eng zusammen. 

Ganz ebenso verh~lt es  sieh mit den Integralgleiehungen (1.1)und (1.1'). 
Es ist bekannt~ dal~ die invariante Renormierung der Bethe-Salpetergleiehung 
sich in Analogie zur S-Matrix vornehmen l~Bt (le). Dagegen wurde yon LF~H- 

(la) W. MACKE: Zeits. /. Natur]or. im Erscheinen; ferner Seite 68 und Abschnitt 6 
dieser Arbeit. 

(~4) Zur L6sung des Normierungsproblems vgl. K. NISHIJIMA: Progr. theor. Phys., 
10, 549 (1953). 

(16) E .  C. G.  STUECKELB~RG: Phys. Rev., 81, 130 (1951). 
(is) M. GELL-MAsN und P. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951); M. I,~vY: Phys. Rev., 

88, 725 (1952). 
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M.aN~ (~:) nachgewieseu, dab auf der rechten Seite der G1. (1.1) divergente 
Ausdrficke vorkommen,  die sich nicht als Renormierungsterme verstehen lassen. 

Wfihrend so die Notwendigkeit  invarianter  Renormierung der Methode der 
Wellenfunktionen den Vorrang gibt, scheinen die Wahrscheinlichkeitsampli- 
tuden, was Normierungs- und Orthogonali t~tsfragen anlangt,  zweckm~l~iger, 

L~w" hat vorgeschlagen, bei praktischen Rechnungen an sieh mit  der 
Tamm-Dancoffmelhode zu arbeiten,  Renormierungseffekte jedoch mit  der 
Bethe-Salpetergleichung zu best immen und ansehlieBend in die Tumm-Dancoff-  
methode umzurechnen.  I)as mag in einzelnen Fiillen wolff durchfi ihrbar sein, 
dtirfte jedoch erhebliehc Schwierigkeiten bereiten, sobald Renormierungseffekte 
wirklich ins Gewieht fallen; denn (lie Umrechnungsformeln yon den Wellen- 

funktionen zu den Wahrscheinl iehkeitsampli tuden sind sehr unerfreulieh. Vor 
allem ist zu befiir(.hten, da~ diese Umrechnung i~.hnliche Probleme aufwirft  
wie die l~enormierung des Operators U ( O , -  oo) (~5). 

Die MSglichkeit einzeitiger Fornmlierung ist, wie gesagt~ nicht allein auf 
die Tamm-Dancoffmethode beschrfinkt. In beiden Methoden hat  man einzei- 

tige Wellenfunktionen bzw. Wahrscheinl ichkei tsampli tuden 

~v,(x,x~) = q~(x~x~),=, bzw. X,(x~x~), 

die mit den zugehSrigen zeitunabh~ngigen Gr(iSen 

7(x,x2) = %-o(X, X2) bzw. Z(XlX2) = 7.,=o(XlX~) 

in der Form (Pt = exp [--  iEt]~v bzw. Zt = exp [--  iEt])~ zusammenhi~ngen. 
Die einzeitigen bzw. zeitunabh~ngigen Wellenfunktionen und Wahrsehein- 

l iehkeitsamplitudcn sind untereinander  dureh einzeitige bzw. zeitunabhi~ngige 
Gleiehungen verkniipft  (~s). Ferner  kann die mehrzeitige Bethe-Salpeter-  
gleiehung in eine einzeitige Form 

t 
/, fb 

,1.5) cf. , ,x,x2) g ~ t d V t d x j d x ' . K . f f x , x ~ ;  ' ' ' = t x~x~)q~,,(x,x~), 
I I 

,J , J  

gebracht  werden, die das eigentliehe Analogon zu G1. (1.1) darstellt ,  yon dieser 
jedoeh wesentlich versehieden ist. 

(17) 11. Lm;MAN.~: Zeits. /. Natur]., 8a, 776 (1953). 
(18) Die einzeitigen Wellenfunktionen h~ngen eng mit den GrSBen zusammen, die 

F. J. DYsoN (Phys. Rev., 91, 1543 (1953)) als Ersatz ffir die Wahrscheinleichkeitsam- 
plituden vorgeschlagen hat. 

(~9) Zur Definition des lntegralkerns vgl. G1. (6.6) der Arbeit. Dieselbe einzeitige 
Form der Bethe-Salpetergleichung ist ktirzlich yon W. MACKE auf anderem Wege 
gefunden worden (Zeits. ]. Natur/or., Sa. 599 u. 615 (1953)). Die in der vorliegenden 
Arbeit gegebene Ableitung wurde gemeinsam mit K. SY~ANZIK entwickelt. 
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Es folgt nun eine kurze Inhaltsiibersicht. Naeh allgemeinen Betraehtungen 
in Absehmtt 2 wird zun~chst (Abschnitt 3) die yon L]~vY ausgebaute Tamm- 
Dancoffmethode fiir den Ortsraum formuliert. Ausgehend ~ yon der Bethe- 
S,~lpetergleichung wird in Abschnitt 4 die Methode der Wellenfunktionen ent- 
wiekelt. Es werden ein lorentzinvariantes und ein einzeitiges Gleichungs- 
system der Wellenfunktionen a ngegeben. Abschnitt 5 handelt vom EinfluB 
vorgegebener Randwerte zur Zeit t = - -  c~ auf Wah'rscheinliehkeitsamplituden 
und Wellenfunktiolmn. Abschnitt 6 bringt die Ableitung einer einzeitigen Form 
der Bethe-Salpetergleichung. Am Beispiel des Zwei-bTukleonenproblems werden 
abschlieBend in Absehaitt 7 die wiehtigsten Vergleichspunkte beider Verfahren 
diskutiert, lm Anhang sind einige wichtige Regeln der Graphentechnik zu- 
s~mmengestellt. 

2 .  - A l l g e m e i n e s .  

Als Grundlage der folgenden Untersuchungen ist die Wechselwirkung yon 
~'ukleonen mit pseudoskalaren Mesonen (pseudoskalare Kopplung) gew~hlt, die 
beschrieben wird durch die Feldgleichungen 

(i) 

~ 4 too) v2(x) ---- igy.~A(x)~(x) 7~, ~x~ 

~(x) ~,~ ~.r/' mo . . . .  igA(x)v2{x)y5 ~ 

1 
(E.~- ~:2o)A (x) ----- ~ ig[y,,(x),  ~(x) ]7~ ,  

und die gleichzeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen. Der Energdc- 
iinpulsoperator P/, dieses Problems hat die Eigenschaften: 

~ ( x )  _ i[~,(x), P~] ,  ~ ( x )  _ i[~(x),  e ~ ] ,  
(2.1) ~x~ ~x~ 

~A(x )  . , 
Tx~-  = ~[A(xj ,  P, ] .  

Je nachdem, ob die in den Feldgleichungen (I) auftretenden Konstanten 
z in ihre ((experimentellen ~) Anteile m, :gz und die Zusatzmassen ~2 o u I l d  :go 
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~m, --(~u2 zerlegt werden odor nicht, hut man 

(2.2 a) 

odor 

H = Ho(t) + Hi(t) (~o) 

H~(t) = :t f 

H - -  Ho(t ) + H~(t) (20) 

(2.2 b) H;(t) - :  - -  ~ ig [Cfl(x), 7~A(x)y~(x)] d x - -  

t 

2 ' 

~ls Zerlogung der Ges~mtenergie in weehselwirkungsfreie und  Weohsolwirkungs- 
energie. Jeder dieser Zerlegungen entspricht eine Wechselwirkungsdarstellung, 
.die Mr uns f i i r t  = 0 der tIeisenbergdarstelhmg angepagt denken. Die Inte-. 
gralgleiohungen dor Zustandsvektoren ~(t) bzw, ~'(t) dieser Darstellungen 
lauten:  

t 

qS(t)= qS(-- c<))- i f  H~(t')qS(t')dt' (22), 
--r 

( I I a )  H~(t) --  - -  ig f : ~o(x)~sAo(x)y~o(X) " dx  (~o), 
t 

(II b) 

t 

qS'(t)= 65'(-- c~) - -  i (H'~(t')qS'(t') dt' (22), 

--co 

H'~(t) = -- ig f " y-,;(x)ysA;(x)y~o(x) " d x - -  
t 

__ . y j o ( x ) % ( x ) . d x _ _ ~ d ~ 2  A;(x)~dx (2o), 
t t 

(20) Die fetten Typen H~(t), H~(t), Ito(t), H~(t) bezeichnen Energieoperatoren der 
Heisenbergdarstellung, H~(t), H o bzw. Hi(t), H~ dagegen Energieoperatoren der Wechsel- 
wirkungsdarstellungen. 

(31) Lediglich die Abspaltung der Massenrenormierungsterme wird ffir das Fol- 
~gende wesentlich sein, die Konstanten (~m und ( ~  seien in der yon KXLL~N vorgeschla- 
/genen Weise definiert (@. KXLLr Holy. Phys. A cta, 25, 417 (1952)). 

t t 

o~ --->. +O .  
- - r  - - co  

4 - E u p p l e m e n t o  a l  N u o v o  C i m e n t o .  
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worin F0(x), ~p'o(X), usw. diejenigen LSsungen tier wechselwirkungsfreien Feld- 
2 bzw. m,  y2 sind, die zttr Zeit t ~-0  gleichungen mit den Konstanten too, Uo 

mit den Feldoperatoren yJ(x), A ( x )  und ~(x) iibereinstimmen. 
Uber die inhomogenen Glieder ~(--oo) ,  r ist folgendes zu sagen: 

Ist ~ ' ( - -oo)  ein Zwei-Nukleonenzustand oder allgemein ein Zustand freier 
Elementarteilchen, so besehreibt die durch Iteration gewonnene LSsung 

r  = u' ( t ,  - -  ~ o ) ~ ' ( - -  ~o) 

der inhomogenen G1. (II b) die Streuung der dureh ~ ' ( - - ~ )  vorgegebenen 
freien Teilehen. Besehreibt aber r z.B. den Grundzustand des Deuterons 
oder die Streuung yon Mesonen an einem Deuteron, so gehoreht ~b'(t) der  
homogenen Integralgleichung 

r =- - i t t t~ ( t ' )q~ ' ( t ' )d t ,  (~3). 
/ , e  

(II b') 
w o o  

L e g t  man andererseits die Energiezerlegung (2.2 a) zugrunde, so e f f t i l l t -  als 
Folge der Versehiebung des Eigenwertspektrum yon Ho um Vielfaehe der Re- 
normierungsmassen-  jeder zum Vakuumzustand orthogonale Zustand (P(t) 
die homogene Integralgleiehung 

t 

qb(t) : - -  i t H l ( t ' ) q ~ ( t '  )dr '  (~3) . ( I I s  
q d  

Die Differentialgleiehungen (I) kfnnen auch in Form homogener Integral- 
gleiehungen gesehrieben werden: 

w(x) - gvo f x ' ) A ( x ' ) v / ( x ' ) d x '  , ... 

wobei die Funktionen ~ ,  Ap zu den Massen mo, ~o gebildet sind. Dag keine 
inhomogenen Giieder auftreten, ist eine Folge yon &m, 5~ ~ 0 .  

Den zur Gesamtenergie H geh0renden Vakuumzustand (defmiert als Eigen- 
zustand kleinster ~Energie) bezeiclmen wir mit L), den zu Ho bzw. J/~ geh6renden 

! 

Vakuumzustand mit ~o bzw. /2 o. Die willkfirlichen additiven Konstanten des 
Energieimpulsoperators P, legen wit durch 

(2.3) P ~  = 0 

fest. ~o und f2' o haben die Eigenschaften 
+! I 

%+(x)~9o = o ,  . . . ,  ~oo (x)~9 o = o ,  

Es wird 

~ 1 7 6  ~ 

angenommen, dal] das .Vakuum der Gesamtenergie sieh in der 

(~s) V. GLASER u n d  W .  ZIMMERMANN: Zeit8. /. Phys., 134, 346 (1953). 
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Form 

bzw. 
.Q = U (o, - -  c~,).(2o (~,) 

I ~ = v ' ( o ,  - ~ ) o ~  (~,) 

darstellen li~Bt, was zur Folge hat,  daft mit  P~O = 0 auch 

(2.4) P~Oo ---- 0 (~') und -v--o=P~ 0 (~') 

ist. 
t ! . 

Die B r- und A~-Funktmnen sind definiert durch:  

(2.5) { S ~ ( x -  ~') = - (~ ,  Tv  (~)Vx')Q) 

A',(x--  x') = + (~, ~t(x)A(x ' )~)  

und besitzen die Entwicklungen 

(2.6a) 

(I20, T[ v ( +  oo,--  oo)r0(x)~)o(X')]Q,) 8 ~ ( x - x ' )  = - -  
(Oo, u ( + o o , - -  oo)~0) 

A ' ~ ( x -  x ')  ---- -+ (QoT[ U ( + 0% - -  oo)Ao(x)Ao(x')~o) 
i~o, U ( + o r  

oder 

(..(20, T[ U ' ( + ~ ,  ' . . . .  ' - -  o o ) V e o ( X ) ~ , , ( z  )]t2,)  (2.6 b) S~(x - -  x') - -  

( ~ ,  u ' ( + o o , - - o o ) ~ )  

(~,~.), 

A' , ( x - -  x') en t sp rechend .  

Mit U(t, t') bzw. U'(t, t') ist  die Dyson'sche Entwicklung gemeint :  

t t 

(2.7a) U(t, t') = ( - -  

t '  f 

(2.7b) 
- , , , ,  = i ' - ' " f  / , ,=0 t ~ - . t  dr1 ... dr, T[H'a(tl) ... Hl(t ,)] .  

$' t '  

t >  t t 

(~4) Diese fragwiirdigen Beziehungen zwischen Q und /2o; D~ werden nur zur 
Ableitung asymptotischer Entwicklungen in der Art yon G1. (2.6) benutzt, wogegen 
wohl nichts einzuwenden ist. Die ebenso fragwfirdige simu~tane Giiltigkeit yon GL (2.3) 
und (2.4) ist fiir das Folgende unerheblieh, da es nut auf Differenzen p~ -- p~ (ps Energie- 

o Energieimpuls eines Vakuums) ankommen wird. impuls eines Zustands, ps 
(~) F. J. DYSON: Phys. Rev., 75, 1736 (1949). 
(2,) M. GXLL-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 
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3. - T a m m - D a ,  n c o f f m e t h o d e  i m  0 r t s r a u m  (27). 

Ausgangspunkt der yon L~,vY (~s) ausgebauten Tamm-Dancoffmethode  (.,.3o) 

ist die Entwieklung eines Zustandsvektors  ~b nach einem Orthonormalsys tem 

yon Eigenvektoren der ungestSrten E n e r ~ e :  

(3.1) r = Y. a,q,?, Hor = E,r176 . ( ~ , )  

(Der Index  i f a s t  Impuls- und Spineigenwerte der freien Teilehen zusammen).  

Die Eigenwertgleichung 

(3.2) (Ho + H~)q) ~ Eq~ (3~) 

ergibt dann ein System Yon unendlich vielen Integralgleiehungen fiir die 
Koeffizienten a, : 

(3.3) ( E - -  ,o 
J 

Im Falle eines Zwei-Nukleonenproblems (3z) lassen sich nile Koeffizienten 
a, hSherer Teflchenzahl a~ff den Koeffizienten a(k~s~, k2s2) zurfiekfiihren (kt, kz, 
s~, s2 Impuls- und Spineigenwerte zweier ~Nukleonen). Es gelingt so, das unend- 

fiche Gleichungssystem (3 .3 ) in  eine einzige Integralgleiehung fiir a(ktst, kzs2) 
umzuwandeln,  welehe rmch Lf3~ERS (38) in der einfachen Form 

(3.4) ( E - -  ~ ) ~ ,  = Y a, BI ~ + ~:' HI~H~ '="~'~'"" 
, , E - - ~  + ( E - - E ~ ) ( E - - E ? )  + " ' "  

gesehrieben werden k~nn. (i kennzeichnet  darin einen Zwei-lqukleonenzu- 
s tand (s2) ~ ,  in der ersten Summe der rechten Seite ~ wird h~ber alle Zwei- 

(2~) Vgl. zu diesem Abschnitt auch die Arbeiten von M. CINI: Nuovo Cimento, 10, 
526 und 614 (1953). 

(2t) M. L~v~': Phys. Rev., 88, 72 (1952). 
(2.) I, TA•M: Journ. Phys. USSR, 9, 449 (1950). 
(so) S. M. DANCOFF: Phys. Rev., 78, 382 (1950). 
(st) Ho(t ) und H~(t) zur Zeit t = 0 genommen. 
(s~) Wir sprechen yon einem Zwei-Nukleonenproblem, wenn ffir �9 die Differenz 

Nukleonenzahl weniger Antinukleonen zahl den Eigenwert Zwei hat. Ein Zwei.Nukleonen- 
zustartd ist eht Zustand mit zwei freien Nukleonen, aber keinen freien Mesonen oder 
Antinukleonen. 

(an) G. LODERS: |/orl~su~len Koperthagen, Oktober 1952. 
(34) Glieder mit ungerader Aazahl yon Ubergangselementen verschwi,tdeu. 
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Nukleonenzusti inde j 8ummicrt ,  das Summenzeichen ~ '  bedeute t ,  dab - -  unter  
AusschluB der Zwei-Nukleoncnzust/ inde - -  iiber alle Zust~inde r ~ ,  ... zu 
summieren ist.) 

Z u m  spiiteren Vergleich mit  der Bethe-Salpeterglcichung sollen in dicsem 

Abschni t t  das Gleichungssystem (3.3) und die lnteKralgleichung (3.4) auch fiir 
den Ortsr ' tum formul icr t  werdcn. 

Als erstes fiihren wit an Stelle der Entwicklungskoeffizienten a~ (in G1. 3.1.)) 

die im Or ts raum cntspreehenden (~ Wahrschein l ichkei t sampl i tuden ,) ein, welche 

dann die Grundlage fiir die weitcre Behandlung der L6vy. 'schen Methodc im 
Or t s raum bilden. 

Die Koettizient(.n a~ sind (bis a uf Normierungsfaktoren)  gcgeben (lurch 

l)bergangselementc,  yon Produkten  :ms Vcrnichtungsol~er~toren: 

(5(~ t; ~ Vs+l(ki) Vs ' (k2)  (~) 9 

(.Oo, A + ( k , ) ~ ( k ~ ) ~ : . ( k ~ ) ~ ) ,  

(P-o, A+(k~),p:fl,~)% (k~)~:,(~,),~:o(k~)r 
llSW. 

])lest g(,hen bei Transformat ion  in den Or ts raum iib(,r in: 

z ~ ( I  ~ !) = (~0~ ~0+~(xi)~o+~(x,)~),,=,,~o (3~ 

Z,~fl, (XI [X2X3 I ) : (3(~0, A~- (Xl)~Do+(X2)Vo~(X3)~)t,=o 
(3.5) 

Zr . . . . . .  r,,,jx, lx2x~x,! xS) = U2o, A +  x + x + x + - +  

llSW. 

-Nebcn di(.sen Funkt ionen Z, ,tie wir zeitu~mbhh:ngige Wahrscheinlix.hkeits- 
amplituden nermen wollen, werden wit dem Zus t andsvek to r  �9 noch zeitabh~in- 
gige Wahrscheinli ,~hkeitsampliiuden Z, zuordnen, die definiert sind durch 
Ausdrfi(,ke der Form:  

( l i d  

z,(ix,x~',)  = (P-o, , r : (x , )~: (x~)o( t ) ) , ,=~o:~ r176 

Z,(x~ ! x2x3 i) --  (:Qo, Ao+ (XJY~O (x:)v: (xa)qb(t) )~ F, 

llSW. 

(35) [',ber die Bedeutung der (]rSllen ~o, ~o, r siehe S. 50. Man kann stattdcssen 
auch die gestrichenen GrSBen in die Gl. (3.5) und (IIl) einsetzen: ~)ber die so dcfi- 
nierten Wahrscheinlichkeits'implituden vgl. arn Ende dieses Abschnitts. 

(,~s) Spinori~tdizes sind in dieser wie in den meisten folgenden Forrneln wcggclassen. 
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Fiir  Zwei-Nukleonenprobleme - -  auf die wir uns meist  beschr~nken wer- 
den - -  versehwinden alle Wahrseheinlichkeitsamplituden, ffir welche die Dif- 

ferenz ~Zahl der Nukieonenkoordinaten weniger Zahl der Antinukleonen- 
koo rd ina t e n ,  ungleieh zwei ist. Welter  kommen den zeitabh~ngigen Wahr-  
Beheinliehkeitsamplituden folgende drei Eigenschaften zu: 

1. Die Funkt ionen ~, sind symmet r i sch  in den Mesonenkoordinaten und 
antisymmetriseh in den Nukleonen- bzw. Antinukleonenkoordin~ten.  

2. Aus der Energieeigenwertgleiehung des Zustandsvektors  r folgen 
Eigenwertgleichungen fiir die zeitabhiingigen Wahrscheinlichkeitsamplituden. 
I)enn wegen der Vertausehungsre.lationen der wechselwirkungsfreien Feldope- 

ra toren  mit  H o und der Differentialgleichung yon r ergibt Gl. (3.2}: 

oder 

Ferner  folgt 

wenn 

ist. 

~t Z*= - -  i E z t  ' 

Zt = exp [ - -  iEt]g~= o . 

a 

3. Im wechselwirkungsfreien Fall sind die Funkt ionen Z, mit den be- 
kannten Wellenfunktionen des Konfigurat ionsraums identisch (yon Normie- 

r tmgsfaktoren abgesehen). 
Die Wahrseheinl ichkei tsampli tuden sind - -  wie die Koeffizienten a, - -  

untere inander  dm'ch Sy~teme von unendiich vielen Gleichungen gekoppelt .  
E in  erstes System, das die zeitunabh~ngigen Funkt ionen  miteinander  ver- 
kniipft ,  folgt umit te lbar  aus Gl. (3.6) (fiir t --  0), den Feldgleichungen der 

wechselwirkungsfreien Feldoperatoren und der Differentialgleichung von q~(t). 
l~iir die einfachste Wahrseheinlichkeitsamplitude Z(Ixlx, l) erhfilt man beispiels- 

weise: 

( • + f ,  +f~)(P-o, ~.+(x,)~§ (x2)r = 

= - a f  ~,o(X)ysAo(x)V;o(X)" q~), 
t = O  

(f - - t t  a-- i f lm) 
~x + 
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oder 

(3.s) (--  iE  -q- f~ -~ f2)zIo,,o,..i (i x~x~ i) = --k g f dx  2~[a,~lt~(x l x,x~_x !x)'/~ ~' + 
$ = 0  

+ i g j  dxS~r ~: + x ~r 
- -  x)~'5 ZI~,~I (x [xx 21) -F" ig dx  S~,,e( ~ - -  x)r5 Zi~i(x  I x~x I )" 

t ~ O  t ~ O  

Als weiteres Beispiel sei noeh die Gleiehung fiir Z(xtlx~x31) angegeben. 
Da (lie Differentialgleichung yon Ao(x) zeitlich yon zweiter Ordnung ist, fiihrt 
man zweckm~LLfig neben Z(xLlx~xs[) noch die erste Ableitung na(,h der Me- 
sonenzeit ein : 

Z(.X, !x~x3 I) := ~ ,  (Do, A~-(xOyJg(x~)y~(x3)qS)~,=o �9 

Man erh~lt, dann fiir die 112!- und die .1.. 12!-Wa.hrseheinli(.hkeitsamplitude (3~} 
die Beziehungen: 

(3.9) (--~E +f~  +/:)Z(~,  ! ~'.~I) = 

= z(.~ ]x,x. I ) -  gfdx(Do, A~ (xx)v2~(x~)yz+(x3) 
t = O  

"~o(X)7~Ao(x)~o(X)" qb), ~o ; 

(3.1o) (--~E +f~  + f ~ ) z ( - : ~ l x ~ ! ) =  (A --  ~o~)z(~, 1 ~,,~I)-- 

- af dx(.Qo, A~o (x~).~: (x2),p~- (x3)" ~o(X)~sAo(x)~o(x)" qb)t =o. 
t ~ 0  

Die rechten Seiten dieser Gleiehungen lassen sich mit tfilfe der Wick'schen 
l~egel leieht so umformen, dab auBer den Funkt ionen S ' ( x - - x ' ) ,  A~(x - -  x') 
und A+(x--x ' )  nnr noch Ubergangselemente yon Produkten aus Vernichtungs- 
operatoren, also Wahrscheinliehkeitsamplituden iibrig bleiben. Die allgemeinen 
Gleiehungen ffir irgendeine Wahrscheinlichkeitsamplitude Z (einschliefllich der 
ersten Ableitungen nach .'~Iesonenzeiten) lassen sich naeh dem Muster der 
G]. (3.9) und (3.10) leicht herstellen. 

Wir kommen zu einem zweiten unendli(,hen Gleichungssystem, das die 
zeitabh/~ngigen Wahrscheinlichkeitsamt)litude n (wieder einsehlieBlieh der ersten 

(37) Die mlnla-Wahrscheinlichkeitsamplitude hat m Mesonen-, n Nukleonen- und 
a Antinukleonenkoordinaten. Ist naeh einzelnen .Xlesonenkoordinaten die zeitliehe Ablei- 
tung gebfldet, so wird dies dutch untersetzte Punkte aagedeutet: Z+(Yt, Y2, Ya, Y4 Ixtx2t) 
wird z.B. Ms 22 12-Wahrscheinlichkeitsamplitude bezeichnet. 
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Ableitungen nach Mesonenzeiten) untereinander verknfipft und sich besonders 
zum Vergleich mit der Bethe-Salpetergleichung eignet. Zur Ableitung dieses 
Systems geht man am besten yon der Integralgleichung (II a') (S. 50) des 
Zusta.ndsvektors q)(t) in der gew~hlten Wechselwirkungsdarstellung aus: 

(Ha') 

t 

q~(t) = - -  i f H,(t')qS(t') dr'. 

Daraus folgt ffir Z,(]x~x2]) die Beziehung 

(•r• 0 ~ + + ~/)0 ( X l ) ~ 0  ( x 2 ) ~ ( t ) )  = 

. . . .  a f d,' fax'( o, 
- - r  t '  

oder 

(3.11) 

�9 ~fo(X')ysAo(x')!po(x')" qi(t'))t,=t, 

t 

f f  . . . .  - - g  at dx dxxaxz~+(xx--x~ly~S+(x~-- x.)y,y, Zv( 2 ,!xxx~x lx,) + 
- - c o  t s 

t 

S (Xl --x~)) ~S (x~ - -  x,)~d~,(x ~ l XlX, i) + 

t 

+ g dt dx~ dx 2 S+(x~-- x~)y,S"(x~- x2)),~;g~,(x ~ ]x~x~l). 
. I . 1  

- -  cO t ~ 

Ganz Mlgemein gilt fiir irgendein Produkt  P(Xl,..., x,) yon Operatoren A:(x) ,  
A : ( x ) ,  ~,:(~), ~:(~): 

(A a) ( ~2o, P ( x , , . . . ,  x . ) r  =, = 

t 

�9 ~o(X')7~Ao(x')~,o(x')" ~(t'))~ =~. 

Hier formt man wieder auf der rechten Seite nach der Wick'schen Regel so 
um, daft schlieBlich nut  noch l~bergangselemente yon Produkten ~us lauter 
Vernichtungsoperatoren vorkommen. Ffihrt  man weiter die noch verbleibenden 
u zur Zeit t mit  Hilfe yon 8- und A-Funktionen uuf 
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Verniehtungsoperatoren zur Zeit t' zuriick, so erhglt  man auf der reehten 
Scite eine Summe yon Integral(m, in welehen aul3er Funk t ionen  Z, nur noch 
dic FImktionen S ,  ~ ~ d -  und zeitli(,he Ableitungen von d~ vorkommen. 
Das !4esultat dieser Umformung kanu man ftir jede beliebige Funkt ion  Z~ 
na(:h einfaehen Regeln~ die im Anhang angegeben sind~ in gral)hischcr Form 
sofort hinsehreibcn (siehe S. 83). 

Diese graphis(,he Formulierung (as) des Integralgleichungssystems (A a) 

erlaubt  in einfacher Weise aul3er der !2!-Wahrscheinl ichkeitsampli tude alle 
fibrigen Wahrscheinlichkeilsampli tuden zu eliminieren. So kSnnen in (let' ]nte- 
gralgleiehung Fig. I bzw. G1. (3.11) ~uf der rechten Seite die l i 3 i l -  und die 
I '2!-Wahrseheinli(.hkeitsanlplituden rail Hilfe ihrer [ntegralgleichungen Fig. 2 
und Fig. 3 ersetzt  werdcn. Das Resul ta t  dieser Subst i tut ion ist die m Fig. 4 
gezeichnete Integra]gleichung. l)as Ziel ist in weiteren I terat ionsschri t tcn yon 
(let' rechten Seite mSgliebst viele (}lieder abzuspalten, die nur noch die ! 2 -  
Wat|rscheinliehkeitsan|plitude enthal ten,  um so im Limes unendlich vieler 

Schrit le ein Analogon zur Bethe-Salpeterglei(.hung zu gewinnen. Zur For- 
mulierung dieses l terat ionsverfahrens brauchen wit' noch eine eindeutige Zer- 
legungsvorschrift eines Graphen in seine irreduziblen Bestandteile.  

Am einfaehsten ist, einen t)eliebigen Gr.tphen G (lurch alle durehgehenden 
S(.hnitle konstanter  Zeit zu zerlegen, die nut  zwei 5Tukleonenlinien treffen. 
Um jedoch zu vermeiden, dal3 reine Selbstenergiegq'aphen gesondert als irre- 
duzible Bestandteile auftreten,  schlggt man zweckmiiBiger Selbstenergieteile 
zum n~ehsten unteren zusammenh/ingenden irreduziblen Bestandteil  (Fig. 5). 
Graphen, die si(,h ni(.ht im Sinne dieser zweiten Zer]egungsvorsehrift  zerlegen 
lassen, nennen wir ---irreduzibel (ag). l )er  Zusatz Z soll besagen, dal3 die 
Zeiten der inneren Punkte  zwisehen der Zeit t' des frtihesten Eckpunkts  und 
der Zeit t der Endpunkte  , q ,  3:0. eingesehlossen sind. 

Wenn man mm allgemein bei jedem Itera.tionssehritt  die ~- i r reduziblen 
Terme stehen l~13t und die fibrigen Terme welter i teriert ,  erh{tlt man schlief~- 
lich die Integralgh;ichung 

L}( I x:= l ) ,: ,  
P 

in der tibet' :tile -~-irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen (39) ~: summier/  wird. 

Die Funkt ionen L ~ sind na(,h den im Anhang gegebenen Regeln zu bilden 
und stellen Integrale fiber Z,,(ix~, x'21 ) und die Funkt ionen 8 , ,  A, dar. 

Emige der - - - i r reduz ib len  Gmphen  sind im Sinne einer weitergehenden 

(:% l)ie Kmmtni~ der im Anhan~z anCe~zebemm Rcgeln wird im folgenden voraus- 
~e~etzt. 

(ag) Zur geuauen l)elinition dieser Be~riffe siehe den Anhang iiber (;ral)henteehnik. 
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Zerlegungsvorschrift reduzibel. Sie lassen sieh in ---irreduzible (~D) Graphen 
zerlegen, bei welchen den Zeiten der inneren Eckpunkte nur die Bedingung 
~uferlegt ist kleiner als die Zeit t der Endpunkte zu sein. {Fig. 5). Mit diesem 
neuen Begriff der Irreduzibilit~it erh~ilt man die Integralgleiehung 

worin nun fiber alle ---irre(luziblen (39) Zwei-Nukleonengraphen ~ summiert 
wird. Gl. (3.13)kann leicht in G1. (3.12) umgeformt werden, der ~Taehweis 
geschieht Ehnlieh der auf Seite 73 geschilderten Transformation der Bethe- 
Salpetergleichung in eine einzeitige Form und soll hier nicht weiter ausge- 
fiihrt werden. 

Fal3t man die Selbstenergieteile in G1. (3.13) geeignet zusaminen, so erhi~lt 

n l , q ,  I I :  

(3.14) Z,( [ x~x~ ] ) '=  ~ -/~;rZ( ! XlX2 I ), =t ~ 

ttierin wird nur iiber diejenigen Graphen summiert, die frei von Selbstenergie- 
teilen sind. Bei der Bildung von L* sind stat t  der ,gr, Ar-Funktionen, jeweils 
d i e  Funktionen 

( oo ,  T[  ~" (t, - oO)~o(X',}r 

( ~o ,  T[  u (t, - ~)Ao(~)Ao(~'~)]O.) 
einzusetzen. 

Weiter kann man zeigen (~o), dab sich jede LOsung der Gleichung 

(3.15) 2 X 2 x,(!xlx~[) = z~(!x,I)x,(I , ! ) -  7.(Ix, i)zi(tx.I) + 2 ~,~(Ix,~l),r,,  
p 

worin Z~(]xl) und Z~(!x]) LOsungen de,' Einteilchengleichung 

I~2 r I~B : 

F 

sind, zu einem Satz yon Wahrseheinliehkeitsamplituden gt erg~nzen l~0t, 
der das unendliehe ]ntegralgleichungssystem (A a) (S. 56) 10st. Die durch Ite- 
ration erhaltene LOsung von G1. (3.15) beschreibt offenbar die Streuung zweier 

(~o) Zum Beweis vergloiche die analogen (~berlegungen fiir Wellenfunktionen auf 
Seite 67, ~8. 

(4~) Hier wird fiber aile ---irreduziblen Ein-Nukleonengraphen summiert, vgl. 
Anhang, S. 86. 
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:Nukleonen mit den Wahrscheinlichkeitsami)lituden Z~(] x I) und Z~(] x ]), wi~hrend 
die LSsungen von Gl. (3.14) gebundene Zwei-Nukleonenzust~nde beschreiben. 

Zum AbschluB sei noch erwi~hnt, wie sich die L6vy'sche Methode im Orts- 
raum entwickeln l~Bt, wenn die Konstanten  m o u n d  ~ konsequent in die 
experimentellen Anteile m, u~ und die Z u s a t z t e r m e -  (~m, - -5z~ a~ffgetrennt 
werden. Zu diesem Zweck definiert man die zeitabh/~ngigen Wahrscheinlieh- 
keitsampli tuden - -  anders als in G1. (III) (S. 53) - -  mit  Hilfe der z(un Hamilton- 
operator H'o geh6renden Gr6Ben ~o, ~po(X), r usw.: 

(3.16) 

! ! 

! ! + !  -]-! + !  +1  ? 
gt (x~x ,  [x3x4 ]) = (~2;, A o ( x D A  o (x2)Y~o (x3)~~ (x,)r (t)). 

Diese nauen Wahrscheinlichkeitsamplituden erffillen wieder die drei auf S. 54 
genannten Eigenschaften. 

Aus der Inte~oTalgleichung 

(II b) ~b'(t) _~ r  c~) - -  i t t t~( t ' )q~ ' ( t ' )d t '  

folgt dann fiir die 12 I~-Wahrscheinlichkeitsamplitude: 

(3.17) Z',(] x lx2  [) = Cfo(IX,X2 l),,=t - -  
t 

f .  

--  I ~2~ g dx'( ' +' +' ' - '  ' ' ' ' ' ' ' 9o (xl)~o (x~) ~o(X )Ao(x )7~o(X ) '~  (t)),,~ -~ 
. 2  

- - c o  

t 

D.~ ~o o (xi)~o o (.%) idm" " ~,o(X )~Oo(X ) + ~ /~,-" 

Itierin kann der Integn'alterm der rechten SeRe wieder so umgeformt werden, 
dab er auBer Wahrseheinliehkeitsamplituden nut  noeh S+-Funktionen enth~lt.  
Die allgemeinen Gleiehungen la.uten (mit entspreehender Bezeiehungawei~ wie 
bei G1. (Aa)): 

CAb) (~o, P(x~,  ..., x~)~ ' ( t ) ) , r  (no, P(x~, ..., x ~ ) ~ ' ( - - ~ ) ) , , ~ -  
t 

g I dx'( ' P ( x ,  x~)"  - . . . . .  qS'(t')),,=~ - -  ~2o . . . . .  , yJo(X )75A o(X )Vo(x ) § 
- r  

t 

f - - t  ! t ' i ~ m  dx'(.Qo, P(x~, ..., x , )  yjo(x )yo(X )" qS'(V))~,=t ~, 

- -  o o  

t 

1 . ~  o s  ' O' x,,)Ao(x ) r (t )),,=~ -/- ~ t ( " z ' I d x  ("o, P ( x l ,  ..., ' ' ~ ' ' , 

- - r  
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Beschreibt q~'(t) die Stveuung zweier Nukleonen, so gibt da,s inhomogene 
Glied yon G1. (3.17) 

I + !  + !  ~ ! 

~o(IX,X~ I)t,=~ = (P-o, ~o (x~)~o (x:,~ (-- ~ ) )  

die weehselwfi'kungsfreie Wellenfunktion der beiden einlaufenden Teilchen. 
Beschreibt dagegen ~'(t) etwa den Grundzustand des Deuterons, so mfil3en ~ls 
Folgevon O' ( - - (~)=0 s~mtliche Funktionen ~o--(Qo, P(x~,..., x,,)~(--c~))~=~ 
versehwinden. 

Mit tier Annahnm, dal~ - -  ~usgenommen hSchstens die Funktion ~o( ] x~x~ 1 )--  
alle fibrigen Funktionen ~o identisch verschwinden, gelangt man so zu der 
Gleichung 

(3.18) 
V 

in welcher alff  der reehten Seite nur fiber diejenigen ---irreduziblen Gr-~phea 
summiert wird, die frei yon irgendwelchen Selbstenergieteilen sind, und bei 
der Bildung der Funktionen L statt  der S~,, A~-Funktionen die Ausdriick~ 

l ! ! ! i t 

(.C2o, T[  U'(t, - -  ~)V'o (xl) ~7o(X~!]~2o) 
! ! i l i t 

(90, f [  u '  (t, - ~)Ao(x~)Ao(x~)]P.o) 

eingesetzt werden. Die G1. (3.18) hat eine grol3e _~hnlichkeit mit G1. (3.15)~ 
ist jedoch mit ihr wegen der Verschiedenheit der statt  der S f  und A~-Funk- 
tionen einzusetzenden Bildungen nicht identisch. 

4 . -  Wellenfunktionen. 

Die yon BETttE und SAL~'F, TER (4a) gefundene Integra, lgleichung ftir alas 
Problem zweier gebundener Nukleonen lautet:  

(4.1) cP(Ix,x~ I) ---: ~, L~.(!xlx~ I). 
F 

Summiert wird fiber sihntliche mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen (vergL 
Anhang S. 83), die mehrzeitig irreduzibel sind. Mehrzeitig irreduzibel soll 
hei•en: Es sei nicht mSglich F dtu'ch einen behebigen Schnitt in zwei Teile 
zu zerlegen, die nur durch zwei ]~ukleonenlinien miteinander verknfipft sind~ 

(4,,) •o stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit ~0 ([xlx2[)t~=t. 
(43) E. ]~. SALP]~T]~]I~ und H. A. BETltE: Phys. Rev., 84, .1232 (1951). 
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derart, dab die in x~ und x2 endenden Nukleonenlinien noeh zusummenh~ngen. 
(Fig. 17). Die Konstruktion eines Terms L~(x~x2) geschieht wie bei den 
S-M~trixgraphen rnit Hilfe von Sv- , AiFunkt ionen usw., nur mit dem 
Unterschied, dab fiir die ~ul]eren Nukleonenlinien die Funktion qJ( I x~x2 [ ) selbst 
eingesetzt wird. (Vgl. hierzu die im Anhang angegeben I~.egeln). 

Eine strenge Begrfi|~dung der Bethe-Sa.lpetergleichung wurde zuerst yon 
G)3LL-MAh'~ und Low (44) gegeben, die zeigen konnten, dab die ((Wellen- 
flmktion ~ 

{4.2) 

eines Zustunds ~ zweier gebundener Nukleonen der Bethe-S~lpetergleichung 
genfigt. Dieser Funktion kommen nun gleichfulls die drei Eigenschuften (S. 54) 
tier Wuhrseheinlichkeitsumplituden zu: 

1. ~ ist unt~symmetrisch in x~ und x~. 
2. Aus der Energie-Impul~eigenwertgleichung yon q) folgt eine Eigen- 

wertgleichung ffir q~: 

ergibt 

3. Im wechselwirkungsfreien Full ist T([x~x,l)t,%~, mit der bekannten 
Zwei-Teflchenwellenfunktion des Konfigur~,tionsrnums identisch (bis alff den 
5Tormierungsfaktor ~) .  

GELL-MAI~N und Low (4~) huben eine Form der Bethe-S~lpetergleichung 
~ngegeben, in der ~eluf)ivistisch invariunt ulle Selbstenergieteile zusammen- 
gefaf~t sind: 

F '  

Hier wird fiber ulle Gruphen F '  summiert, die keine Selbstenergieteile mehr 
enthulten. Die anulytischen Ausdrficke L' unterscheiden sich ~on den ent- 
sprechenden Termen L dureh Ersetzung der Funktionen S~, A~ dureh S~, A~. 
In  fi.hnlicher Welse ist die Aufsummierung der Eckteile (vertex parts) und 
M-Teile m6glich. 

Es gilt nun das Verfahren yon Bethe und Salpeter weiter auszubuuen. In 
t)arallele zu den Ausffihrungen des Abschnitts 3 wird man zun~ehst zur 

.(44) ~[. (~ELL-MANN und F. LOW: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 
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, Darstellung ,) eines Zustandsvektors  r (,s) neben der Zwei-Nukleonenwellen- 
fnnkt i0n 7)(ixxxsl) weitere Wellenfunktionen einffihren; z.B. eine ~ 212 !-Wellen- 
funktion~) r die zwei Mesonen mit  den Koordinaten  y~, ya und 
zwei l~ukleonen m i t  den Koordinaten x~, x~ beschreibt.  Wie man die Definition 
der Wellenfunktionen zu w~ihlen hat,  ist eine Frage der Zweckm~Bigkeir Soll 
es sich um eine wirklieh brauchbare  Verallgemeinerung des fiir freie Fe lder  
gel~ufigen Begriffs Wellenfunktion handeln, wird man mindestens verlangen,  
dal~ ~ wie fiir die Wahrseheinl ichkei tsampli tuden - -  die auf Seite 54 genannten  
drei Eigenschaften erftillt sind. Dartiber hinaus soll die Definition m6glichst 
einfach sein und zu fibersichtli(.hen Differentialgleichungen fiir die Wellen- 
funkt ionen fiihren. 

In  Analogie zu den Definitiensgleichungen d e r  Wahrscheinlichkeitsampli-  
tuden liegt es nahe, die Definition (4.2) durch folgende Ausdrticke zu erg~nzen: 

(4.5) 

~(y~y~ ]x~x~ I) -~ (Q, T A  (y~)A(y~)~p(x~)~p(x2)q~) 

USW.  

Diese (~ v-Funktionen ~) huben zwar die bekannten  Symmetr ieeigenschaften u n d  
erftiUen a ls Folge yon G1. (4.3) die Eigenwertgleichungen 

(summiert wird tiber alle Koordinaten von 3). Doch ist Eigenschaft  3 n icht  
erftillt. Denn im wechselwirkungsfreien Fall ist z.B. 

(Qo, TAo(y~)Ao(y~)~po(X~)y,o(x~)r ~-- (~2o, A :  (y,)Ao + (y~)~p+ (x~)~ + (x~)r ~- 

-t- Ap(y~-- y~)(~o, ~P2(x~)~o+(x~)(/)o) (")- 

Wenn auch die ~-Funktionen aus diesem Grund noch nicht  geeignete Wellen- 

funktionen sind, k6nnen solche doch leicht aus ihnen gewonnen werden. Man 
braucht  nur  die im wechselwirkungsfreien Fall  gtiltigen Beziehungen zwischen 

(as) Wir beschr~tnken uns grunds~tzlich auf Zustandsvektoren yon Zwei-Nukleonen- 
problemen. 

(4e) Ffir einen Zustand mit zwei freien Nukleonen w~re die v0-Funktion mit zwei 
Mesonen- und zwei Nukleonenkoordinaten yon Null verschieclen. 
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v-Funktionen und Wellenfunktionen 

~o(Y~Y~ ] x~x~ ]) = q~o(Y~Y2 I x,x~ i ) ~- At(y, --- y2)~o(I X~X2 I) 

U S W .  

unmit te lbar  zu i ibertragen: 

(IV) 
I v(Y,Y~- I x~x2 i) ~- q~(Y,Y2 ] x~x2 !) + A ~(y, - -  y2)q~( [ x~x2 ]) 

[ ~(!~x,~x~ !~) = V( '~x~..x~ !~) - -  S~(x~--  z)~(ix~x~ I) + . . . .  

Diese Beziehungen - -  aufgefal3t als De]init ionsgleichungen ddr Wellen- 
funktionen - -  erlauben jede Wellenftmktion eindeutig aus endlieh vielen 
v-Ftmktionen glei(.her oder geringerer Teilehenzahl rekursiv zu berechnen, z.B.-  

q~(y~y~ [ x~x2 ] )-~ ~(y~y~ I x~x2 ]).-- A~(y~ - -  y~)v( l x~x~ l ) 

V(I ~x~x~  I ~) : :  ~(! x~x..x~lz) + S , (x . - -  z)~(I x~x~ I) - -  . . . .  

Die so erklfirten Wellenfunktionep haben die drei gewtmschten Eigen- 
schaften (~7): Sie sind symmetrisch in den Mesonen- und ant isymmetr isch in 
den ,Nukleonen- bzw. Antinukleonenkoordina.ten. Aus G1. (4.3) folgen die 

Eigenwertgleichungen 

~ ~ i z ~  

und im wechselwirkungsfreien Fall s t immen die (einzeitig genommenen) Wellen- 
funkt ionen mit  den bekannten wechselwirkungsfreien Wellenfunkt ionen des 

Konfigurat ionsraums iiberein. 
Ebenso wie bei Wahrscheinlichkeitsa.mplituden ist aueh der Satz der Wellen- 

funktionen eines Zustands ~b einem unendlichen System yon Differential- 
gleichungen unterworfen,  die sich aus den Feldgleichungen (I) und den gleich- 

zeitigen kanonischen Vertausehungsrelationen ergeben. 

(,7) Eine andere MSglichkeit. Wellenfunktionen mit diesen drei Eigenschaften aua 
den v-Funktionen abzuleiten, wird auf Seite 66 erw/ihnt. 
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Zun~chs t  folgen aus der  Defini t ion der  v - F u n k t i o n e n  die Dif ferent ia l -  

g le ichungen  

.(4.6) 

~)der 

l ~ # y l l X 1 ~ 5  I) - ig~?~(ylx~ ] x~x5 I) 

~g~,~ v(x~ [z) 

~ d e r  

h,,[~(y,ysl x,x~ I) - -  A~'(Y~ - -  Ys)~(I x,x~ I)] : igT'5'v(Y~ [ x~xsy, [ y,)  (,3) 

h~ ~:(y,y2 Ix,x5 I) = iS(y1 - -  y2)~(I x,x5 ]) -~ ig75'v(y5 I x ,xsy,  [y,) (30). 

Mit den  U m r e c h n u n g s f o r m e l n  (IV) erh~tlt m a n  ~tls Dif ferent i~ lg le ichungen 

der  We l l en funk t i onen :  

(v) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

f~,q)(Y l xlx5 I> = igr~'q)(yx~ Ix,x5 I> + ~ ( y  - Xl)ig~(p(] X-X5 i) 

h,~(y  ] x,xs I ) = i g y ~ (  I x~xsy l y ) - -  S~( x5 - -  y )igr'~q~( I x ly  I ) § 

+ s~ (~ - -  y)igT~(i xsyl)  

+ igT~'Ap(y - -  xs)q~(tx,xsx~ I z) + 
Jr- igy~'A~(y - -  xs)S~(x,  - -  z)q~(L xlx~ i) 

h,.v(y,y~ Ix,x5 i) - -  ig~,~'V(y~ l x~xsy, [y,) + 

USW, 

(4s) Der Term S~(x 3 - -z )v([x lx2[)  gibt ffir x3=/= z zur rechten Seite keinen Beitrag, 
kompensiert  abet  die dutch die Vertauschung {u ~(z)} bedingte Unstetigkeit yon 
•(txlx2xs]z) in x a = z. 

(49) Der Term Af(y l - -y3)v( ix lx3[)  kompensiert die dutch die Vertauschung 
[ A(y,), A (Y2)] bedingte Unstetigkeit yon V(y,y 5 ]xlx 21 ) in y, = y:. 

(50) Die in den Differentialgleichungen der v-Funktionen vorkommenden vier- 
dimensionalen 5-Funktionen sind eine Konsequenz der lokalen Vertauschungsrelationen. 
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Die zugehSrigen Integralgleichungen lauten (die inhomogenen Gliedcr sind als 
Folge der Eigenwertverschiebungen durch die Renormierungsmassen gleich 
Null zu setzen): 

(4.12) ~ ( I x ~ x ~ l ) =  + f - -  ' ' ' ' gT~' SF(x ,  x ~ ) c f ( x l l x , x ~ t ) d x  , 
(B) d 

l lSW. 

G1. (4.12) und die den tibrigen angegebenen Differentialgleichungen (4.8) bis 
(4.11) entsprechenden Integralgleichungen sind in den Fig. 6 bis 10 graphisch 
dargestellt. 

Bei der Ableitung der Gleichungssysteme (4.6) und (V) ist nirgends davon 
Gebr~uch gemacht worden, dab die Wellen- und v-Funktionen auf den Vakuum- 
zustand Q bezogen sind. Die Differentialgleichungen (4.6) gelten demnach 
ebenso ffir die T-Produkte 

T [ A ( y ~ )  ... ~(x~) ... ~(z~) ...J 

der Feldoperatoren und s.~mtli(.he t3bergangselemente zwischen zwei fest ge- 
w~hlten Zust~nden : 

~o,,(y~,... Ix1, ... [z~, ...) -- ( r  T [ A ( y ~ ) . . .  ~p(xt)... Cp(zt)...]q~) �9 

Ebenso verh~lt es sich mit den a us T-Produkten nach der Wick'schcn Regel 
abgeleiteten Operatoren: 

T[  yJ(x~)~(x2) ] ---- " yJ(x~)yJ(x2) " 

T [ A ( y l ) A ( y 2 ) y J ( x ~ ) y ~ ( x 2 ) ]  = " A ( y l ) A ( y 2 ) y ~ ( x l ) y ~ ( x 2 )  " + z ] ~ ( y l -  Y2) " v2(x~)y~(x,2) " 

USW. 

Diese Operatoren, ~ie ~uch deren t3bergangselemente 

~r ... Ix1, ... izl, ...) = (~5', " A ( y l ) . . .  ~p(x,)... v~(z~)... " r  

geniigen ebenfalls den Differentialgleichungen (V). Sie genfigen ferner den 
Integralgleichungen (B), wobei das Verschwinden der inhomogenen Glieder 
durch direkte Ableitung aus den homogenen Integralgleichungen (I') folgt. Die 
Funkt ionen 5~0.0 bezeichnen wir als Wellenfunktionen des Zustands ~ relativ 
zum Zustand ~)'. Die Fruge, wie man - -  entsprechend zu G1. (4.4) - -  die 
Systeme {4.6)und (B) umzugesta.lten hat, sodal~ s~mtliche Selbstenergieteile 
usw. zusammengefal]l werden, ist nicht so leicht zu beantwortem Einen 
ersten Hinweis ea'teilen die stSrungstheoretischen Entwicklungen der v-Funk- 

5 - S u p p l e m e n t o  a l  N u o v o  Cintento .  



66 W. ZIMMERMANN 

tionen eines Streuzustands yon Elementar te i lchen:  

(4.13) 

, ( y , ,  . . .  Ix~ ,  , .  ] z , ,  . . . )  = 

= (f2o, T U ' ( + o o ,  - -  o o ) A ' ( y d  ... ~ ' (xx) . . .  ~ ' ( z  d . . . ]~ ' ( - -  oo)) (,~) 

q~ = U ' ( O , -  oo)q~'(-- c~).  

Die graphentechnische Auswertung dieser Entwicklungen zeigt, dal~ die yon  

Dyson zur Renormierung der S-Matrix gegebenen Vorschriften ohne wesent- 
liche J~nderungen fibernommen werden kSnnen. So lassen sich z.B. ohne wei- 

r ! . 

teres si~mtliehe Selbstenergieteile in Form der St- und A~-Funktmnen zusam- 
menfassen. Diese MSglichkeit geht  verloren, wenn der Cbergang zu den Wellen- 

funktionen nach G1. (IV) vollzogen wird. Denn das Auftreten der ungestrichenen 
Funkt ionen in den Definitionsgleiehungen (IV) macht  eine konsequente Auf- 
summierung der Selbstenergieteile yon vorneherein unmSglich. Anders verh~lt  
es sich aber, wenn man zur Definition der Wellenfunktionen die gestrichenen 
Funkt ionen verwendet  

(4.14) 

~(lx~x~l) = v'(lx,x~l) 

"c(y~y21 x~x2 I) = cf'(y~y~ Ix, x2 I) + A'p(y~ - -  y~)cf'(I x~x~ I) 

USW, 

Die aus den G1. (4.13) erhaltenen st6rungstheoretischen Entwicklungen dieser 

(, gestrichenen ,~ Wellenfunktionen erlauben in jeder Ni~herung die invar iante  
Aufsummierung der Selbstenergie-, Eck- und ~-Tei le .  Als weiteren Vorzug 

zeigt die Gegeniiberstellung 

~f (y,y~ I xlx~l) = ( ~2 , T A ( y d A  (y~)~p(x~)~v(x2)qb ) - 

- -  ( ~o,  TAo(y~)Ao(y2)f2o)( Q,  T~v(x~)y)(x~)~b) 

~o' (y~y~ ] x~x2 [) = ( D, T A  (y~)A (y~)~o(x~)y~(x2)qS) - -  

- - ( Q ,  TA(y , )A(y~)D)(  Q,  T~o(x,)~v(x~)~)) 

daft die Definition der gestr ichenen Wellenfunktionen keine GrSBen aus der 

Theorie der freien Teilchen benutzt .  

(5~) Bis auf" den Pha~enfaktor 1/(~2;; U ' ( + ~ , -  oo)D~) der rechten Seite, den 
wir unter der Vereinbarung weglassen kSnnen, dab bei der graphenteehnisehen Aus- 
wertung eines Au~drucks der Form 

(~o, ~ [v . ' (+  ~ , -  ~)...]~'(-~)) 
nur Graphen ohne gesehlossene Komponenten zu berfieksiehtigen sind. 
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Aus den st6rungstheoretischen Entwicklungen der gestrichenen Wellen- 
funktionen lassen sich Integralgleichungen erhalten, die au6er endlichen Kon- 
stanten nur noch die dureh Zusammenf~ssung yon Selbstener~.deteilen usw. 
entstandencn Funktionen ~ ,  usw. enthalten. Diese (*renormierten ~> Integral- 
gleichungen, die auch unabh~ngig vonder  Voraussetzung q)---- U'(0, --c~)q~'(--oo) 
gfiltig sind, sind jedoch ziemlich komptiziert und sollen hier nieht in Betracht 
gezogen werden. Wir beschr~nken uns vielmehr ganz auf die Diskussion der 
ungestrichenen Wellenfunktionen, die wegen der Einf~ehheit der Systeme (V), 
(B) zur ersten Orientierung geeigneter sind. 

Wir wollen uns noch davon iiberzeugen, d,~l~ sich jede L6sung der Bethe- 
Salpetergleiehung zu einem ganzen Satz yon Wellenfunktionen erg~nzen l~I3t, 
der das Gleiehungssystem (B) identisch befriedigt. Wir gehen dazu ~-on einer 
bestimmten L6sung der Bethe-Salpetergleichung (5.1) aus (die inhomogene 
Form der Bethe-Salpetergleiehung wird nachher behandelt) und definieren die 
fehlenden Wellenfunkiionen als Entwicklungen naeh Potenzen der Kopplungs- 
konstanten : 

(yl I x,x~ [) = ~ L~(y~ I x~x~ I) (~ = ~(I x',x'~ I)) 
F 
1311 

v(Ix,x:x:l:) = Y. i~(t : ix:~: I~) 
(4.15) r 

~[all 

v(y:y~ [ ~ : : x :  I:) = 5, L~(y:y: I x s :x : ! : )  
F 

USW. 

In ~ wird fiber alle mehrzeitig irreduziblen m]n]k-Graphen (vgl. Anhang 
/- 

S. 41) summiert. Jeder dieser Graphen enth~lt zwei ~ul~ere Nukleonenlinien, 
fiir welche ~(!x~x2) einzusetzen ist. Mit ttilfe der Integralgleichung (4.1) und 
der im Anhang entwickelten Graphenteehnik li~6t sich dann leicht naehweisen, 
dal~ jede einzelne Integralgleichung des Systems (B) fiir ~(x~x2]) und die voa 
dieser Funktion abgeleiteten Entwicklungen (4.15) eine Identiti~t ist. 

Um einen entsprechenden Beweis ftir eine L6sung der inhomogenen Bethe- 
Sulpetergleichung 

(4.16) (P(J XlX2 [) : 001([ Xll)(P2(] 22 I ) -  (P2([ 21 [)(~1(I X2 [) -~- ~ J~j['(IXlZ2 ]) 
r 

zu fiihren, in der cfl(Ix]), qJ~(Ix]) LSsungen der Ein-Teilehenform 

IlL 
(4.17) ~,a(Ixl)---- ~ L~#,:(Ixl) 

F 
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der Bethe-Salpetergleichung sind, schreiben wir (4.16) in der Form: 

Isl I~1 
(~.ls) ~(Ix~x~l) = Z* L~.(Ix~x~I) + X ~(lx,~21) 

F / "  

I t I I 1 l 

wobei in der Summe ~* fiber alle mehrzeitig irreduziblen (2[*-Graphen sum- 
mier$ wird. Die 121-Wellenfunktion brauchen wir dann nur noch durch Aus- 
drfieke der Form 

F F 

zaa ergimzen (in ~* wird fiber aIle mehrzeitig irreduziblen 212 I*-Graphen 
summiert), um einen Satz yon Wellenfunktionen zu erhalten, der das Gleiehungs- 
system (B) befriedigt. 

I)as lorentzinvariante System (V) (Seite 64) kann sehr leicht in ein einzei- 
tiges System yon Differentialgleichungen verwandelt werden, vorausgesetzt, 
dab qi ein Eigenzustand der Energie ist. Denn nimmt matt (wie bei den Wahr- 
scheinlichkeitsamplituden) die ersten Ableitungen der Wellenfunktionen nach 
Mesonenzeiten als unabh~ngige Ftmktionen hinzu, so kSnnen die Zeitdifferen- 
tiationen in (V) mit Hilfe der Eigenwertgleichungen 

~ ~ -- i Eg~ 

sofort eliminiert werden. Grenzfiberg~nge zu gleichen Zeiten (wobei auf die 
GrfilenanordnuIlg der Zeitkoordinaten wi~hrend des Grenztibergangs streng 
geachtet werden mull) liefern ein System yon Differentialgleichungen, die nur 
noch die zur Zeit t = 0 genommene Wellenfunktion und deren erste Ablei- 
tungen naoh Mesonenzeiten enth~lt. 

Als Beispiele seien folgende Gleichungen angeffihrt: 

I (vi) 

i 

(4.2o) 

(4.21) 

(4.22) 

( -  iE + f ,  + f~)~(y I xl~= I) = ~(.y I ~lx~ I) + i#~;'~(yx, I ~  t) - 
- -  ga~,A+(y- -  x~)q~(f x~x~ I) -t- iga~'q~(yx~ I x~x~ I) - -  

- -  #~?A+(y- -  x~)~(I x~x~ I) 

( -  iE  §  + f~ )~ (y  t x,x~ l) = (3 

- - g ~ ;  S + ( x ~ - - y  )~(I x~y i) 

+ ig~;',~(.y~x~ Ix,x, I) - -  
- -  igr;q~(] x,x,y I y ) - -  
+ gr[S+(x~-- y)~(lx~y[) 

S+(x)  = S+(x),=o, A+(x)  = A+(x) ,=o.  
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Diese drei Glei(.hungen entsprechen beziehungsweise genau den GI. (3.8), (3.9) 
und (3.10) der Tamm-Daneoffmethode.  

2 der Interessiert  man sich nur  ffir die lorentzinvar ianten Eigenwerte ~,  
Ruhener~,de, so wird man als -Nebenbedingungen zum Gleichungssystem (V[) 

verlangen, soda.ll 

ist. 

P , q )  .... 0 oder ~. ~ 7'~- 0 ,  ,u ~ 1, 2, 3 

5 .  - R a n d b e d i n g u n g e n  f i i r  t - - - - c ~ .  

In den letzten beiden Abs(,hnitten waren (tie Verfahren yon Tamm-Daneoff  

und Bethc-Salpeter  parallel entwickelt  worden. ~eben  der Bethe-Salpeter-  
gleichung und der Integralglei(.hung (3.18) haben wir unendliche Gleichungs- 
systeme kennen gelernt, die unabh~ngig yon Randbedingungen ganz allgemein 
gelten. W~thrend sieh Randbedingungen ffir t ---- "-- oo in den Systemen (A a) 

(S. 56) und (B) (S. 65) nicht einmal ~u~erlich bemerkbar  machen, gehen sie in 
das System (A b) (S. 59) dutch die Funkt ionen 

~o= (9~, P(x,,..., x.)O'(-- ~))t,~, 
ein (52). 

Wir wissen bisher, dal~ jede LSsung der Integralgleiehungen (4.4), (3.18) 
auch eine L6sungsmamfigfaltigkeit  der zugeh6rigen Systeme bestimmt. Die 
Frage ist, welche L6sungen umgekehr t  bei Umwandlung der Gleiehungssysteme 
in die Integralglei(.hungen (4.4), (3.18) verloren gehen. Zur  Beantwor tung  
dieser Frage beschr~nken wir uns der Einfachhei t  halber auf Streuvorg~nge 
zwischen Elementarteilchen, d.h. auf Zustandsvektoren q~ die in der Weehsel- 
wirkungsdarstellung formal (sa) die Gestal t  

(5.1) O'( t )  = u ' ( t ,  - -  o o ) r  0o) 

haben. Unter  dieser Voraussetzung l ~ t  sich leicht zeigen, dab die Integral-  

(52) Mit der Einschr~inkung, dab verschiedene Randbedingungen ftir t = -- oo zu 
denselben Funktionen (.Q~, P(x I ..... xn)-Q' ( -  ~)) ftihren kSvnen. 

(ss) 1)as heist abgesehen yon Divergenzschwierigkeiten des Operators U~( t , -  ~ )  
( E .  C. G. STUJECKELB:ERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951)). 
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gleiehung (3.18) 

(5.2) 

und ebenso die Bethe-Salpetergleichung (4.4) in ihrer inhomogenen Form 

(5.2') v(Ix,x t) = qo(l ,x l) + (5') 
F '  

nur unter  der Randbedingung erfiillt sind, daft ~ ' ( - - c ~ )  ein Zustand mit 
zwei freien ~Tukleonen ist. 

Denn nach Voraussetzung (5.1) gelten die Entwicklungen 

! I I ! r i ! 

(5.3) (~o, ~o(X~)~;o(X~)~, (t)) = (no, ~0(x~)~,0(x~)~y'(t, - -  oo)r  ,~)) 

! ! t ? 

(5.3') (n,  ~w(x~)w(x~)~) = (no, ~ [ u ' ( + ~ ,  - -  ~)~0(x~)~o(X~)]~ (-- ~ ) ) .  

~e hm e n  wir zuni~chst an, dab ~b'(-- c~) ein Zustand mit  zwei freien I~ukleonen 

ist, so enth~lt  die Entwicklung (5.3) bzw. (5.3') - -  auBer S- und A-Funk- 
t ionen zu den experimentel len Massen - -  nur  die Wellenfunktion (~o([x~x,]) 
der beiden einlaufenden Teilchen. Die einzelnen Entwicklungsglieder yon (5.3') 
lassen sich - -  wie bei der Dysonschen S-Matrixentwicklung - -  dutch Graphen 
veranschaulichen,  nur mit  dem Unterschied, dab noch zwei in den Punk ten  x~ 
und x2 blind endende ~ukleonenlinien mit  zu beriieksiehtigen sind. AuBer dem 
Graphen /'o (Fig. 11 a) der nullten Ni~herung t re ten  in den h6heren N~he- 
rungen die in den Fig. 11 b bis e dargestellten Typen T~, T2, T~z und 1'3 auf. 
To gibt zu q~(tx~x~t) den Beitrag q~o(x~x2), die der Gesamthei t  der Graphen yore 
T y p  T~, T~, Tu und T3 entsprechenden Beitr~ge seien bzw. mit  r q~(x~x~), 
qh2(x~x2) und #([XlX2[) bezeichnet.  Die Entwieklung sehreibt sich dann in der 

Form 

~(IXlX~ I) = ~o(XlX~) + ~(XlX~) + ~(x,x~) + ~l~(XlX~) + 7(I x~x~ I). 

Auf Grund der Renormierungsbedingungen ist (56): 

Andererseits kann ~(lx~x21) laut  Definition in der Form 

N' 

(~4) Die mhomogenen Glieder Z und q sin4 beide L6sungen der wechselwirkungs- 
freien Diracgleichungen mit der Masse m. 

(as) G. K~,LL~S: Helv. Phys. Acta., 25, 417 (1952). 
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entwickelt  werden, sodal3 

 (Ixlx l) = Z  o(IXlX2!) + 

folgt. Ebenso zeigt man,  dal] die En twickhmg  (5.3) die Integralgle ichung (5.2) 

erftillt, wenn qb ' (_  o0) ein Zus tund mi t  zwei freien Nukleonen ist. 

Nimrnt  man  dagegen ftir t -~ - -  c~ als Randbedingung  an, dal3 beispiels- 

weise ~b'(--c~) ein Zus tand  mi t  zwei Nukleonen und zwei ]~esonen der Wellen- 
funkt ion 

q~o(Y~Y~ ] xlx21) = (-Q~ , A +' (Y~)A +' (Y2)Y'+' (x~)Y~+' (x~)qb' ( - oo) ) 

sei, so gibt  G1. (5.3') bzw. (5.3) die Entwicklung von cf(x~x2) bzw. Zt(XlX2) naeh 
q~o(yly2]x~x2!) u n d e s  ist leicht zu sehen, dal~ q~(x~x~) bzw. Z~(x~x2) keine LSsung 
tier Bethe-Salpetergleiehung (5.2') bzw. tier G1. (5.2) darstel l t .  

Ganz al lgemein weist m a n  so nach, dal3 nur  unter  der Bedingung - -  ~b'(--c~) 
ein Zus tand  mi t  zwei freien 51ukleonen - -  die Wellenfunkt ion qo(x~x2) bzw. 

Wahrscheinl ichkei tsampl i tude Zt(XlX~) des Zustands  

q~'(t) = U'(t, - -  ~ ) q " ( - -  ~ )  

eine LSsung der G1. (5.2') bzw. (5.2) ist. 

Wir  ha t t en  uns eben auf Streuvorg~nge zwisehen Elementar te i lchen be- 
zchr~nkt.  Die entspreehende Diskussion fiir Zust~nde mi t  

q~' ( - -  c~) = 0 

- -  darunter  fallen z.B. das Deuteron,  die S t reuung yon Mesonen am Deuteron,  

abe t  auch die gegenseitige St reuung von Deuteronen  ~ ist nieht so einfaeh. 

Es  sei nut  erwghnt ,  dal3 die Wellenfunkt ion des Grundzus tands  zweier ge- 
bundener  Nukleonen formal  (5~) sieher die Bethe-Salpetergleiehung erfiillt, 
wghrend z.B. fiir S t reuung yon  Mesonen an diesem Grundzus tand  die Wellen- 

funkt ion  r x~x2 I) der Bethe-Salpetergle iehung nieht  gentigt. 
Zum Absehlu/3 noeh eine gemeinsame Eigensehaf t  yon  Wellenfunkt ionen 

und Wahrscheinl iehkei tsampli tuden,  die wesentl ieh eine Folge yon Eigen- 
sehaft  3 ist. Besehreibt  ~b die S t reuung yon k Mesonen an zwei ~-ukleonen, 
so ist mater alien Wahrseheia l ichkei t sampl i tuden  bzw. Wellenfunkt ionen die 

Funk t ion  mi t  k Mesonen- und zwei 5Tukleonenkoordinaten besonders  ausge- 

zeiehnet. Sie besi tz t  die Entwieklung 

t 4 + 1  . . .  +!  +I +l  
Z , ( Y , , . . . , Y k l X , X ~ l ) = ( [ 2 ~ ,  ~o (Y~) Ao (Yk)Wo (x~)Wo ( x~ )U ' ( t , - - c~ )q~ ' ( - - c~ ) )  

bzw. 

~(yl, ..., y,]x,x21) = (~'o T[ U ( + c ~ ,  - -  o~)'A'o(y~). . .  V~(x2):]q}'(-- oo)) 

(5~) D.h.  abgesehen yon einer Divergenz der Entwicklung des Integralkerns yon 
G1. (5.2'). 
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und s t immt (a.lle Zeitkoordinaten der Wellenfunktion gleich t gesetzt) asympto-  
tisch fiir t-->--cx) mit  der Wellenfunktion 

! 

~ ( y l ,  +' ..., y~txix~{) = (Qo, Ao (y~)... W~'(x~)q~'(-- ~))~: =v~=t 

der einla.ufenden Teilehen fiberein, wi~hrend die iibrigen Wahrseheinliehkeits- 
amplituden und Wellenfunktionen asymptotiseh versehwinden, z.B.: 

! + !  + !  + !  + !  

(Q~, A o (y~)... A o (y,)V~o (x~)Wo (x~)~b'(-- c~)) = 0 fiir n O k .  

6. - E i n z e i t i g e  B e t h e - S a l p e t e r g l e i c h u n g .  

In diesem Abschnitt  soll mit  Hilfe der im Anhang (57) entwickelten Gra- 
phentechnik eine kfirzlich yon W. MACKE (bs) gefundene einzeitige Form der 
Bethe-Salpetergleichung abgeleitet werden (59). Die Aufgabe ist, aus der mehr- 
zeitigen Bethe-Salpetergleichung 

(~.~) ~(Ix,x~l) = ~ ~(Ix~x~l) 
/ .  

eine Integralgleichung fiir die einzeitige Wellenfunktion 

w(I x,x~i) = v(I x,x~ l)~,=,,:, 

zu erhalten. Dazu schreiben wir die Bethe-Salpetergleichung in der Form 

(6.2) ~(Lx,x~ 1) = Z  L~([ x,~ I) 
P , T  

worin F,  den mit einer vollst~ndigen zeitlichen Eckpunktanordnung T verse- 
henen G r a p h e n / '  bezeichnet, und  fiber s~mtliche mehrzeitig irreduziblen, mehr-  
zeitigen Zwei-/~ukleonengraphen T' und jede mfgliche Eckpunktanordnung v 

summiert  wird. 
Ferner benutzen wir folgende Hilfsformel, die jeden einzeitlg irreduziblen, 

mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen G (mit vollsti~ndiger Anordnung v der  
Eckpunktzeiten,  Beispiel Fig. 15 a) bis auf Terme hSherer Ordnung durch den 

(~7) Die Kenntnis der im Anhang gegebenen Definitionen und Regain ist ffir das 
Verstandnis des Folgenden notwendig. 

(6s) W. MACKF: Zeits. ]. Natur/., 8a, 599 und 615 (1953). 
(58) Die Vorliegende Ableitung Wurde gemeinsam mit K. SYMANZXK entwiekelt. Von 

SYMANZIK stammt auch eine Erweiterung des Verfahrena, die bereits renormierte Form 
der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung in  eine einzeitige Beziehung umzuwandeln: 
K. SY.~A.~ZIK: Nuovo Cimento, 11, 88 (1953). 
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zugeh6rigen einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen G' (Fig. 15 b) ausdrfickt:  

(6.3) La~(I:;:;I)(] xlx2 !) =- La+, ~'(1r (I XlX2 [) ~- ~ L~(Ix;=;I)(] x~x2 t) �9 
g 

Die Summe auf der rechten Seite ist iiber s~mtliche mehrzeitigen Zwei- 
:Nukleonengraphen g erstreckt, die 

1. einzeitig irreduzibel sind 
2. nach Abtrennung des untersten mehrzeitig irreduziblen Bestandteils  

in G fibergehen. 
Zum Beweis yon G1. (6.3) setzt  man in Lq + die rechte Seite der Bethe- 

Salpetergleichung ein; es entstehen mehrzeitige Zwei-Nukleonengraphen, die 
einzeitig reduzibel, und solche, die einzeitig irreduzibel sind. Die einzeitig redu- 
ziblen Graphen werden nach der Schnittregel (siehe Anhang, S. 82) in G' und 
einen mehrzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen zerIegt und anschlieilend 
mit Hilfe der Bethe-Salpetergleiehung in Lo, zusammengefatlt  (man beachte 
dabr die Orthogonahtii t  yon S +- und S--Funktion!) .  Die einzeitig irredu- 
ziblen Graphen machen gerade die Gesamtheit  der beschriebenen Graphen 9' 
aus, tiber die in G1. (6.3) summiert  wird. 

Wir summieren nun G1. (6.3) fiber siimtliche einzeitig irreduziblen, mehr- 
zeitigen Zwei-l~ukleonengraphen G vom Grad n (G heitlt vom Grad n, wenn 
G in n mehrzeitig irreduzible Bestandteile zerfiillt, der Graph in Fig. 15 a 
hat den Grad 3). Das Resultat  dieser Summation lautet :  

(6.4) S.---- S '  -~ S.+~, 

wenn Sn die Summe aller einzeitig irreduziblen, mehrzeitigen Zwei-:Nukleonen- 
graphen vom Grad n und S" die Summe aller einzeitig irreduziblen, einzei- 
tigen Zwei-;Nukleonengraphen vom Grad n bedeutet.  Bei Vernachl~ssigung 
des Restgliedes Sn ffir n - +  co folgt 

oder 

(6.5) v(I xlx2 ]) = x,x2 I) 
Y 

wenn rechts tiber alle einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y summiert  wird, die 
einzeitig irreduzibel sind. 

Da die Terme L~ nur  v o n d e r  einzeitigen Wellenfunktion abhiingen, gibt 
G1. (6.5) die Transformation yon der einzeitigen ~mf die mehrzeitige Wellen- 
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funktion. Durch Gleichsetzen der Zeiten Q und t~ erh~lt nian so die gewfinsehte 
Integralgleichung ffir die einzeitige Wellenfunktion alleine: 

(6.6) cf,(l x,x~ 1) - -  ~ L~"u=;';l>(I xlx~ I),,=<:=, �9 
'7 

In dieser Gleichung Idinnen jeweils alle Graphen zusammengefal~t werden, 
die sich nur in der Anordnung der Eckpunktzei ten unterscheiden. Als Beispiel 
sind die Graphen Fig. 12 a und b angeffihrt. Im ersten Fall kommen alle Zeit- 

t 
anordnungen auf der rechten Seite von Gl. (6.6) vor, bei denen t ' <  t3: Diese 
q?erme k6nnen also in 

i g 

+ 0 ,  + r  + Q o  ~, 

, . , ,  > 
- - o o  - - c o  - - o o  . - c o  

zusammengefai~t werden, wenn I den nach Integration fiber die Ortskoordi- 
naten verbliebenen Integranden bezeichnet. Im zweiten Beispiel (Fig. 12 b) 
sind auf der rechten Seite yon G1. (6.6) alle Zeitanordnungen vertreten, bei 
denen t ' <  t~, t~ ,< t~, t~ < t' I oder t ' <  t~, t~ < t~, (1 < t' ist, also k6nnen sieh die 
zugehSrigen Terme in die beiden 

+ 0 0  + 0 0  + c o  t'~ 

S ',; f ',: i ',; f ', '<,, ,. i i f ( a  , t~, t'., t') + dt. dt. dt, t S(t, t . ,  t . ,  ts, t') 

-- oo - - c o  - o~ 4 

zusammenfassen lassen. 
Um welter v o n d e r  16-komponentigen Wellenfunktion r zum (ira Impuls- 

raum 4-komponentigen) positiven Frequenzanteil  ~++ iiberzugehen {co), ver- 
fMlrt man ganz ~hnlich wie bei der Ableitung yon G1. {6,6) aus der mehr- 
zeitigen Bethe-Salpetergleichung. Analog zu Gl. (6.4) _gilt die Beziehung 

{6.7) T~ = T~ ++ + T~,+I, 

worin T,  die Summe alier einzeitig +-irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen vom Grad n bedeutet.  Der Grad ist bier etwas anders dofiniert: 
G heif~t vom Grad n, wenn G in n einzeitig irreduzible Bestandteile zerfi~llt. 

(eo) qj++(lx~xzl) ist definiert durch: 
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Die Indizes ~o and q~++ besagen, welche Funktion jeweils in die Graphen ein- 
zusetzen ist. Aus G1. (6.7) folgt ffir ~o ++ alleine die Integralgleichung 

4 6 . 8 )  = t t x , .  ),,=,,=,, 
y+ 

in der fiber alle einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y+ summiert wird, die 
A--irreduzibel sind. 

G1. (6.6) und (6.8) unterscheiden sich - -  trotz ~uflerlieher Ahnlichkeiten - -  
wesentlich yon der Tamm-Dancoffgleichung (3.13): Wghrend die Eckpunkte 
tier Graphen der Tamm-Dancoffgleichung stets zeitlich frfiher als die End- 
punkte liegen, die Zeitintegrationen also hbchstens bis zur Endpunktzeit t 
erstreckt werden, kommen in den G1. (6.6) und (6.8) durchaus Zeitintegra- 
tionen vor, die fiber t hinaus bis A-oz weisen. Ein weiterer wesentlieher Unter- 
schied ist, dab die einzeitige Bethe-Salpetergleichung - -  im Gegensatz zur 
Tamm-Dancoffgleichung - -  keine geschlossenen Komponenten (disconnected 
r loops) enth~lt. 

7. - Vergle ich beider Methoden.  

Um die wesentlichen Unterschiede der Verfahren yon Tamm-Dancoff und 
Bethe-Salpeter zu erkennen, genfigt es die 12 I-Wahrscheinlichkeitsamplitude 
und 12 I-Wellenfunktion herauszugreifen und die Diskussion auf die Bethe- 
Salpetergleichung 

{7.1)  (Ix,x l) = L (Ixix [) 
r '  

und die ihr methodisch entsprechende Tamm-Dancoffgleichung 

/ I ~ g '  (7.2) Zt(:x~x2!) = ~ Lv(lxr 

zu beschrgnken. 
Besonders auffallend ist der Unterschied zwischen einzeitiger und mehr- 

zeitiger Formulierung: Wghrend G1. (7.2) nur einen Zeitparameter t enthglt, 
tri t t  die Wellenfunktion q~(Ixlx~ I) in der Bethe-Salpetergleiehung ~u verschie- 
denen Zeiten auf, sodaB jedes Nukleon mit einem eigenen Zeitparumeter be- 
haftet  erscheint. Die einzeitige Formulierang ist jedoch keine Besonderheit 
tier Tamm-Dancoffmethode, da es ja auch einzeitige Formen der Bethe-Salpeter- 
gleichung gibt, in welche nur die zur Zeit t = 0 genommene Wellenfunktion 
eingeht (Abschnitt 6). 
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Zum Vergleich der Methoden braucht  man also nur  die Definitionsglei~ 
chungen von Wahrscheinlichkeitsampli tude und Wellenfunktion ftir die Z eig 
t -~ 0 hinzuschreiben: 

(7.3) 
! ! 

x,=o(t 1) = ( 9 0 ,  

(7.3') 

Diese Darstellung zeigt den entscheidenden Unterschied zwischen der Tamm-  
Dancoffmethode und der Methode von Bethe  und Salpeter:  Die Wahrschein- 
l ichkeitsamplituden sind auf das Vakuum der weckselwirkungsfreien Energie  
bezogen, die Wellenfunktionen hingcgen auf das Vakuum der Gesamtenergie~ 

Aus den Gleichun~en (7.3) und (7.3') folgen sofort Beziehungen, die von 
der einen Methode in die andere transformieren:  

(7.4) ( ~ ,  V(x~)yJ(x2)~b)t =t =o : (I2, U ' ( 0 , -  co)~fl~(x~)~Po(X2)~.b),=t,= o 

(7.4') (Q, y~(x~)~p(x2)~)~-t :o = ( ~ ,  U'(--  co, 0)V'o(x~)v~(x~)~)t =,= 0 . 

Die reehte Seite yon Gl. (7.4') kann ais Entwicklung nach Potenzen der Kopp-  
lungskonstanten geschrieben werde, die aui3er S-, A-Funkt ionen nur  zeit- 
unabh~ngige Wahrscheinl ichkeitsampli tuden (beliebig hoher Koordinaternzahl} 
enth~lt,  die auf die 121-Wahrscheinlichkeitsamplitude zuriickgeftihrt werden 
kOnnen (~). Gl. (7.3') gibt also eine Vorschrfft, die Wellenfunktion q~([ x~x~] )t~t,-~ 
aus der Wahrscheinlichkeitsamplitude Xt=o(Ix~x21) auszurechnen (,2). 

Umgekehrt  gibt G1. (7.4) eine Entwicklung nach Potenzen der Kopplungs-  
konstanten,  die auBer 8- und A-Funkt ionen nut  13bergangselemente der Form 

0(x ) .. .  

enth~lt  (0(x~) sind Feldoperatoren V, ~p oder A, genommen zur Zeit  t, ~ 0). 
Diese Ubergangselemente lassen sich sehr einfach durch die (zur Zeit  t ~--0 

genommenen) Wellenfunktionen des Zustands r ausdriicken (**), die ihrer- 

(61) Die zu einer l,Ssung Z~([xlx~l) der GI. (7.2)geh6renden Wahracheinlichkeits- 
amplituden htiherer Koordinatenzahl k6nnen durch Entwieklung nach Potenzen der 
Kopplungskonatanten (analog zu G1. (4.15)) auf Zt(]xlx2]) zurfickgeffihrt werden. 

(63) Mit ~([xlx21)~l=t~ o l~ii~t sich nach G1. (6.5) ~(Ixlx21) auch zu verschiedeno~ 
Zeiten berechnen. 

(~a) Dazu ist nur die ~-Funktion der rechten Seite von 

(2, 0(xl)... 0(x,)~)ta~o = lim (2, T 0(Xl).-- 0(~rn)~)ti= 0 

(lurch Wellenfunktionen auszudriicken und der Grenziibergang zu gleichen Zeiten 
vorzunehmen. 



Z U S A ~ M E N H A N G  VON B E T H E - S A L P E T E R G L E I C H U N G  UND TAMM-DANCOFF) IETHODE 77 

seits nfit den G1. (4 .15)~uf  die 1-21-Wellenfunktion ~(]x,x~]) zurii(~kgefiih,'t 
werden k6nnen. Damit ist es irn Prinzip m6glieh, Zt=0(!x~x~[) aus der Wellen- 
~unktion ~([x~x2]) zu bere(.hnen. 

Die GI. (7.4) und (7.4') liefern also den Zusammenhang zwischen der zur 
Zei t  t = 0 genommenen I~6sung der Bethe-Salpeterglciehung und den zeit- 
unabhi~ngigen Wahrscheinlichkeitsampli tuden.  Die Entwicklungen sind jedoch 
so komptiziert,  dal~ wenig Hoffnung besteht,  aus den G1. (7.4) und (7.4') prakti- 

uchen Nutzen zu ziehen. 
Wie schon mehrfach hervorgehobei~ (~), ist die M6glichkeit invar ianter  

Renormierung ein Vorzug der Bethe-S~lpetergleichung. Die Renormierung 
tier Tamm-Dancoffmethode berei tet  dagegen einige Schwierigkeiten (~). Einen 
ti inweis auf die blatur dieser Schwierigkeiten erhii, lt man, wenn m a n -  bei 
Besehri~nkung auf S t r e u p r o b l e m e ~ d i e  Funkt ionen Z'~(]x~x~ ]) un(l q~(Ix,x~ l) nach 
den  Wellenfunktionen der freien einlaufenden Teilehcn entwickelt :  

(7.5) (t2, T~(x,)~(x~)r (~ ,  T i u ' ( + ~ , -  ~)~(x~)~(x~)]r (o~) 

( 7 . 5 ' )  ' ' ' - ' ' - , ~o(X~)V,o(X~)r (t)) ( ~ ,  V,o(X,)V,o(X~) u'(o, ~)~ ' ( --  ~)) (oo) 

Die Entwieklung (7.5) yon ~ besitzt  eine so engc Verwandischaf t  mit der 
Dysoa'schen S-Matrixformel,  dab die t_~bertragung der Dyson'schen Renormie- 
rungsvorsehriften auf diese Entwicklung keine Mtihc macht.  Bei der Renor- 
mierung der Entwicklung (7.5') sind abet  prinzipielle Sehwierigkeiten zu er- 
w~rten: Sie h~ngt wcsentlich an der Renormierung yon U ( 0 , - - z o ) ,  und es 
ist bisher noch nicht gelungen, diesen Operator  in jeder  _N~iherung divergenz- 
frei zu formulieren (eT). 

W~hrend sich also die Bezichung ~uf d~,.s wechselwirkungsfreie Vakuum 
uur Behandlung yon Rcnormierungsfragen uaehteilig auswirkt, vcrdankt  man 
ihr  undererseits die M6glichkeil, Orthogonalitfits- und ~Normierungsbedingungen 
yon Zustandsvektoren sehr einfach auf die zugeh6rigen Wahrse, heinlichkeits- 
ampli tuden zu iibertragen: Die zeitunabh~ngigen Wahrscheinlichkeitsampli-  
t uden  eines Zustands �9 lassen sich ja durch eine Fouriertransform', , t ion in die 
Entwicklungskoeffizienten a, (G1. (3.1)) yon ~ nach dem Orthonormalsys tem 
~0 iiberffihren. 

(64) M. (}EI.L-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951). 
(66) I{. L~HMA,~S: Zeits. I. Naturlor., im Erscheinen. 
(as) I)iese Entwicklungen erh~tlt man auch, wenn die inhamogenen Formen der 

C~l. (7.1) und (7.2) iteriert werden. 
(6~) E. C. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951). 
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Der Unterschied zwischen dem Vakuum der wechselwirkungsfreien Energie 
und dem ~akuum der Gesamtenergie entf~llt nattirlich, sobald Paarbildungs- 
prozesse vernach~ssigt weruen. 3Iacht man z.B. ftir //tit) statt  G1. (II) den 
Ansatz 

(7.6) H~(t) = - -  ig j'Ao(x)(~2[ (x)yJ + (x)-- ~ :  (x)~2 + (x) ) dx  

in dem alle Paarbildungs- und Paarvernichtungsprozesse unterschlagen 
so folgt 

Q = ~ ( 0 )  = ~ ( - -  cr = ~9o 

sind, 

und die zu gleichen Zeiten genommene Funktion r wird identisch mit der 
i 2 l-Wahrscheinlichkeitsamplitude: 

1)ementsprechend fiihrt bei Vernachl~ssigung der Paarprozesse die in Ab- 
schnitt 6 angegebene Umwandlung der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung 
in eine einzeitige Form genau zur Tamm-Dancoffgleichung. 

Bei voller Berficksichtigung der Paarprozesse geht jedoch, wie wir in Ab- 
schnitt 6 gesehen haben, die Aqnivalenz yon Tamm-Dancoff- und einzeitiger 
Bethe-Salpetergleichung verloren. Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellen- 
funktion weichen dann wesentlich voneinander ab, da die Paarbildungs- 
prozesse den Vektor •'(t) zeitlich ~ndern, und somit einen Unterschied zwischen 
dem Vakuum Q der Gesamtenergie und dem Vakuum ~ der wechselwirkungs- 
freien Energie schaffen. Die erheblichen Schwierigkeiten, die sich dann an die 
Beziehung 

= u ' ( o , -  ~)~)~ 

der beiden Vakua knfipfen, greifen auch auf die Wahrscheinlichkeitsamplituden 
fiber, als Folge ihrer Definition, die gemischt GrSl3on des Wechselwirkungs- 
problems und GrSl3en des wechselwirkungsfreien Problems verwendet. Die 
Wellenfunktionen hingegen, die schon ~uBerlich dem Wechselwirkungsproblem 
angepaBter sind, schlie~en sich eng an den Dyson'schen S-MatrixkMkfil an, der 
wenigstens in jeder N~herung konvergente Resuttate liefert. 
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A N I t A N G  t ~ ' B E R  ~ " " " ( I R A P I I E N T E C H . N I K  

1 .  - A l l g e m e i n e s .  

Angesichts der verwirrenden Ffille yon Integralgleiehungen und Integral- 
gleichungssystemen in der Feldphysik, deren analytisehe Struktur dur(.h Graphen 
verschiedenster Art veranschaulieht werden kann, scheint es wfinsehenswert, 
die Definitionen lind Regeln der Graphentechnik auf eine einheitliehe Grund- 
lag(,, zu stellen. 

Die Graphen der Quantenfeldphysik dienen zur anschauliehen Interpre- 
tation komplizierter Integralausdrfieke, sowie zur schnellen Aufzfihlung aller 
Terme (bis zu einer bestimmten ~Nfiherungsordnung), die ffir eine spezielle 
physikalisehe Problemstellung in Betracht kommen. Es ist zweckm~f~ig, noch 
einen Schritt welter zu gehen und die Graphen selbst als fibersiehtliehe und 
abkfirzende Sehreibweise analytiseher Bildungen aufzuf~ssen. In diesem Sinne 
sind die Graphen die ihnen entspret.henden Integralausdrficke je selbst und 
kSnnen statt  der [ntegrale in dcren gegenseitige Beziehungen eingesetz( werden. 
Mit den so erhaltenen (, Graphengleichungen )> l~Bt sich leicht umgehen, da 
sich m~nehe mit viel Schreibarbeit verbundene analytisehe Umformung in 
graphis(!her Form sehr einfa(.h gibt. Ganze Beweise (z.B. die Transformation 
der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleiehung in eine einzeitige Form) lassen sich 
so rein graphenm~ii~ig ffihren. 

Die Absicht isl. eine Graphentechnik zu entwiekeln, die es erm6glicht, 
in der besehriebenen Weise die zahlreichen Beziehungen yon Wahrscheinlich- 
keitsamplituden oder Wellenfunktionen gleichermaBen darzustellen. Dazu 
wird folgender Weg eingesehlagen: Wir kennzeichnen zun~chst eine ailgemeine 
Kl~sse yon Grapimn und geben die Regeln, naeh denen die zugeh6rigen analy- 
tischen Ausdrfieke zu bilden sind. Ein gemeinsamer Zug dieser Graphen, deren 
Gesamtheit ffir unsere Zweeke gerade ausreieht, wird darin liegen, dab inneren 
bTukleonenlinien bzw. Mesonenlinien stets St- bzw. Ar-Funktionen entsprechen. 
Anschliel3end werden aus dieser allgemeinen Klasse spezielle Graphentypen 
ausgesondert, so wie es die gra.phis(.he Formulierung der verschiedenen in der 
Arbeit besprochenen Beziehungen erfordert. Es stellt sich heraus, dal~ die 
wesentlichen Untersehiede zwisehen Graphen der Tamm-Dancoffmethode und 
Graphen der einzeitigen Bethe-Salpetergleichung davon herrfihren, wie fiber 
die Zeiten der Eckpunkte usw. integriert wird. 

Entsprechend den beiden Zerlegunger G]. (2.2a) und (2.2b) tier Gesamt- 
energie kann die Graphentechnik auf zwei verschiedenen Weisen ange.wandt 
werden, je nachdem, ob die Massenkonstanten mo, ~o in experimentelle Anteile 
und Renormierungszusfitze aufgetrennt werden oder nicht. Im ersten Fall 
entsprechen inneren Linien S t ,  A~-Funktionen zu den experimentellen Massen, 
im zweiten Fall S f ,  ~-Funkt ionen zu den Massen mo, no. Wit beschrfinken 
uns im folgenden auf den zweiten Full. Die Modifikationen, welehe die Auf- 
trennung der Massenkonstanten mit si(.h bringt, sind jeweils in Anmerkungen 
angegeben. 
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2 .  - D e f i n i t i o n  der G r a p h e n .  

Wir definieren eine allgemeine Klasse von Graphen, die 8ich von den 
S-Matrixgraphen in folgende Eigenschaften unterscheiden: 

1. AuBer Eckpunkten x~ (in denen jewefls drei Linien zusammenstoBen, ngm- 
lich eine Mesonen-, eine auf x; und eine yon x'~ wegweisende Nukleonenlinie) (,8) 
besitzen die Graphen such End- und (gegebenenfalls)Unterteilungspunkte: In 
den Endpunkten x~, y~ bzw. z; endigt jeeineMesonen- oder auf y~ bzw. yon z~ 
gerichtete l~ukleonenlinie blind; in den Unterteilungspunkten q~ treffen entweder 
zwei Mesonen-oder eine auf q, und eine yon q~ geriehtete l~ukleonenlinie zu- 
sammen. Jeder Unterteilungspunkt einer Mesonenlinie muff oberhalb oder 
unterhalb durch einen beigesetzten Punkt markiert sein. Ein Endpunkt einer 
Mesonenlinie kann dutch einen unterhalb gesetzten Punkt markiert sein 
(siehe Fig. 13). Wie iiblich unterscheiden wir innere Linien (mit zwei Rand- 
punkten) und ~uBere Linien (mit einem Randpunkt). Die Randpunkte ~uBerer 
Linien heiBen ~uBere Punkte, ihre Koordinaten ~uBere Koordinaten. 

2. Es kommt auf die Anordnung der Endpunkte durch ihren Index an. 

3. Den Graphen k6nnen bestimmte Gr6Benbeziehungen (im folgenden 
(~ Zeitbedingungen ,~ genannt) ftir die Zeiten der Eck-, End- und Unterteilungs- 
punkte beigegeben sein (nach diesen Bedingungen werden 8ich die Zeitinte- 
grationen in den zugeordneten analytischen Ausdriicken richten). Als Bei- 
spiele solcher Zeitbedingungen fiihren wir an: 

a) Keine Gr6Benbeziehung ist beigegeben. 

b) Eine volistgndige Anordnung aller vorkommenden Zeiten wird ange- 
geben: tt < t2 < ... < t.. 

Es k6nnen such verschiedene Zeiten gleichgesetzt sein. Wir 8prechen dann 
yon (r konstanter Zeit )~: Ein Sehnitt konstanter Zeit faint jeweils 
alle Punkte gemeinsamer Zeit zusammen (Fig. 12, 15 b, u.a.). 

Bei einem Graphen mit ~ollstgndiger Anordnung der Zeiten 8ind die Zeit- 
bedingungen der Zeichnung zu entnehmen (Beispiel Fig. 13 u.a.): Punkte auf 
gleicher H6he haben gleiche Zeitkoordinaten, die Anordnung der Zeiten wird 
durch die Vertikale der Zeichnung wiedergegeben (die Richtung yon unten 
nach oben entspricht gr61]er werdenden Zeiten). Sind die Zeiten nicht voU- 
stgndig angeordnet (Fig. 12 a und b), so werden die Zeitbedingungen der Figur 
beigeschrieben. Ist dent Graphen fiberhaupt keine Zeitbedingung beigegeben~ 
so wird dies durch den Zusatz (o.Z.) (ohne Zeitbedingung) vermerkt. Die zeieh- 
nerische Anordnung der Punkte des Graphen ist dann natiirlich ganz gleich- 
giiltig {Fig. 6 bis 11, 16 a, b und c, 18, 19). 

Zwei Graphen heiBen isomorph, wenn es eine ein-eindeutige Abbildung der 
Punkte des einen Graphen auf die Punkte des anderen Graphen gibt, sodaB: 

(~8) Bei Auftrennung der Masaenkonstanten enthalten die Graphen auflerdem noch 
]lll-Eckpunkte, in denen eine ein- und eine auslaufendo Nukleonenlinie zusammen- 
~tosaen, 8owie 21I-Eckpunkte, in denen zwei Mesonenlinien zusammenstonen. 
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a) die Koord ina ten  entspreehender  Endpunk te  t ibereinstimmen; 

b) die Zeitbedingungen invariant  bleiben; 

c) die Verbinduugsar t  zweier be~aehbar ter  Punk te  (~[esonen- oder ~-u- 
kleonenlinie bes t immter  Markierung oder Riehtung) erhalten bleibt. 

Wenn jeder  Punk t  eines Graphen G mit  mindestens einem der Endpunk te  
won G zusammenh~ngt ,  besi tzt  G aul]er der identischen Abbildung keinen 
weiteren Al~tomorphismus. 

Die fo]genden Regeln 1) bis 8) ordnen jedem Graphen G, der yon den 
S-Matr ixgraphen in den genannten  drei Punkten  abweieht,  - -  bei Vorgabe 
einer Wahrscheinl ichkei tsampli tude bzw. Wellenfunktion q der i~ul]eren Ko- 
ordinaten - -  eine Funk t ion  L~ (x~,... l Ya ;.." !z~,...) der Endpnnk tkoord ina ten  zu. 
Zun~chst  wird nach den l~egeln 1) bis 7) ein In tegrand  I aus seinen F~ktoren 
zus~mmengesetzt ,  der ansehlieBend naeh l~egel 8) fiber die Koordinaten  yon 
Eek-  und Unter te i lungspunkten  'zu integrieren ist. 

1. Einer  inneren yon x' nach x weisenden Nukleonenlinie entspricht  
.der F a k to r  S~,(x--x') yon I (69). 

2. Einer  inneren Mesonenlinie mit  den l~,~ndpunkten x und x' entspricht  
in I der F a k to r  AF(x--x ' ) ,  AF(x--x ' ) ,  AF(x- -x ' )  oder AF(x- -x ' ) ,  je nachdem, 
ob die Linie keine Markierungen hat,  oder bei x, bei x' oder an beiden Rand- 
punk ten  markier t  ist (~). 

3. Der Gesamthei t  der ~u6eren Linien entspricht  als Fak to r  die vorgegebene 
Wahrscheinliehkeitsampli tude oder Wellenfunktion q(u~,..., uk,..., I v~,.., tw,,...), 
wenn die ~ul3eren Mesonen, Nukleonen- und Antinukleonenlinien in den Punkten  
~u~, v~ und w~ einlaufen und die Punk te  u~ fiir i ~ k unterhalb  markier t  sind (To). 

4. Einem Eckpunk t  x~ entsprieht  der F a k t o r - - g ~ 5  (7~) 

5. Dem Unter te i lungspunkt  q~ einer ]gukleonenlinie entspr icht  der Fa- 
k t o r  ~ .  

6. Dem Unter te i lungspunkt  einer Mesonenlinie entsprickt  der Fak to r  
- - i  bzw. §  je nachdem ob die Unterteilungsstelle oberhalb oder unterhalb 
markier t  ist. 

7. Man ersetze in dem nach den l~egeln 1) bis 6) gebildetem Ausdruek 
jeden F a k to r  SF(x - -x ' )  dureh das Opera torenprodukt  ~0(x)~(x') und  
q(ul,...lvl,...Iw~,...) dutch yJ(v~)...~(w~) .... (Die fibrigen Faktoren  werden 
weggelassen). Je  nachdem, ob eine Permuta t ion  dieses Operatorenproduktes,  

(69) Zu den Massen m, u bzw. m0, u0, je nachdem, ob die Massenkonstanten auf- 
:getrennt werden oder nicht. 

(To) Die Reihenfolge der Nukleonen- und Antinukleonenkoordinaten in q kann 
untereinander beliebig gew~thlt werden, die Regel 7 sorgt automatisch fiir das richtige 
Vorzeichen. 

(~*) Bei Aufspaltung der Massenkonstanten entspricht einem I lI1-Eckpunkt der 
Faktor i(~m, einem 2!l-Eckpunkt der Faktor ~i6~ 2. 

6 - S u ~ p l e ~ n e n l o  a t  N u o v o  C i m e n t o .  
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welche die Faktoren in die Reihe~folge 

~(Yx) ... ~(Y,)... v~(z,)... ~(z,)... i-p(x:,)~p(x'~) 

~p(x~)y~(x~) ~(q~)~(q~)  ... - ' ... y~(q~)Y)tqi) 

anordnet, gerade oder ungerade ist, hat I noch einen Faktor +1 oder --  1 (7,). 

8) Der naeh den Regeln 1) bis 7) erhaltene Integrand I wird integriert 
fiber s~mtliche Eek- und Unterteilungspunkte, jedoch nicht fiber die End- 
punkte. Die Integration erstreckt sich bei ben Raumkoordinatep jeweils fiber 
den ganzen Raum. Bei Ausffihrung der Zeitintegrationen mull auf die Zeit- 
bedingungen geachtet werden: Es ist fiber sfimtliehe Zeiten zu integrieren, 
welche die Zeitbedingungen erffillen. Zwei Beispiele seien angeffihrt: 

! ! ] ! 
a) I)er Graph hat vier Eckpunk~e xl, x,, x,, ~4, zwei Endpunkte 

xx, x2, eine Gr6Benbeziehung der Zeiten ist nicht angegeben. Die Integrations- 
vorschrift lautet: 

+r +o~ +o~ +o0 

! i l i b) Der Graph hat vier Eekpunkte xl, x=, x3, x4, zwei Endpunkto 
xt, x2 und einen Unterteilungspunkt x'. Als Zeitbedingungen sind angegeben: 
t ' :  t'~ <: t' a <'t'~ < t~ < ta ~ t~ ~ t. Die Integrutionsvortschrift lautet: 

t t', 4 t: 
l ! l p f ! t [ t l ! ! ! 

t o  - r  - - c o  

l , =  t, t : =  t '  

Den nach diesen acht Vorsehriften definierten Ausdruck L~ identifizieren 
wir auch mit dem Graphen G selbst: 

= L $ ( x l , . . .  i~1, . . .  I z l , . . . )  �9 

Die Variabeln x,, yj, zk stehen dano an den Endpunkten, das Symbol q ffir 
Wahrscheinlichkeitsamplitude oder Wellenfunktion an den gtuBeren Linien des 
Graphen. Der so bezeichnete Graph ist damit eindeutig als analytischer Aus- 
druck definiert (Beispiele: die Graphengleichungen Fig. 1, 14, usw.). 

Es gilt die einfache (, Schnittregel ,> dab in einem Graphen die Schnitte 
konstanter Zeit, die keine d u S e r e n  Linien unterteileu, weggelassen werden 
dfirfen, sofern fiber all m6glichen Markierungen der betroffenen Mesonen- 
unterteilunggstellen summiert wird (Beispiel Fig. 14, dagegen darf der in 
Fig. 15 b eingetlagene Schnitt konstanter Zeit nicht weggelassen werden, d~ 
er eine ~ugere Nukleonenlinie unterteilt). 

(72) Hat der Graph g Automorphismen, so tritt noch der Faktor 1/g hinzu. 
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Ein Graph heil3t einzeitig, wenn s~mtliche i~t)Beren Punk te  auf einem 
Sehnit t  konstanter  Zeit liegen (Beispiel Fig. 15 b) andernfalls heiBt der Graph 
mehrzeit ig (Fig. 15 a). Einzeitige Graphen h/~ngen yon einzeitigen Funkt ionen  
(Wahrseheinli(.hkeitsamplitude oder eilJzeitige Wellenfunktion) mehrzeitige yon 
mehrzeit igen F~mktionen (mchrzeitige Wellenfunktion) ab. 

3. - Mehrzei t ige  Bethe-Salpeterg le ichung.  

Zur Formulierung der Bethe-Salpetergleichung (4.1) gehen wir zu speziellen 
Graphentyper:  iiber. Wir definieren zuerst die mehrze~3en Zwei-Nukleonen- 
graphen. Diese sollen neben inneren I,inien 

I.  zwei - -  untereinander  zusammenh~ngende - -  in den Punkten  x~ und 
.r~ blind endende Nukleonenlinien, 

2. zwei einlaufende fiul3ere ~N'l~kleon(;nlimen enthal ten,  yon dener, aus 
keine Selbstenergietede abspal tbar  sind (siehe Fig. 16). 

Zeitbedingunger~ k6rmen je nach Bedarf  hinzugefiigt werden (siehe den Ab- 
schnit t  fiber einzeitige Integralgleichungen). 

Ein mehrzeit iger Zwei-Nukleonengraph heil~t mehrzeitig reduzibel, wenn 
sieh zwei seiner inneren ~(ukleonenlinien so zerschpeiden lassen, dal3 zwei 
nicht zusammenh/tngende Teile entstehen, die beide wieder mehrzeitige Zwei- 
Nukleonengraphen sind (Fig. 17). Andernfalls heii3t der Graph mek, rzeitig irre- 
duzibcl. Jede1 Graph mit den Eigenschaften 1 und 2 ist ent.weder selbst mehr- 
zeitig irreduzibel odor lfii3t sieh eindeutig in mehrzeit ig irreduzible Bestand- 
teile zerlegen. 

In der Bethe-Salpetergleichung wird nun fiber s~mtliche mehrzeitigen Zwei- 
~Nukleonengraphen (ohne Zeitbedingung) summiert ,  die mehrzeit ig irreduzibel 
sind und keine geschlossene Komponenten  besitzen (~s). 

Ga, nz entspreehend ist die Bethe-Salpetergleichung eines einzelnen ~N'ukleona 
graphiseh zu formulieren (vgl. S. 86). 

4 . -  In tegra lg l e i chungssys teme .  

Fiir die gr~rphischc Formulierung der Integralgleiehungen (A a) der Wahr-  
scheinlichkeitsamplituden Xt eines Zustunds r sind drei Beispiele a ngefiihrt,  
aus denen das allgemeine Bildungsgesetz schon zu ersehen ist: Fig. 1 gibt die 
graphische Fassung yon GI. (3.11), Fig. 2 enth~lt  a us dem System (A a) die 
Integralgleichung der l 12 !-, Fig. 3 (tie Integralglei(,hung der 1 '3 ! 1-Wahrschein- 
l iehkeitsamplitude. 

(Ta) Die Gesamtheit aller Linisn und Punkte, dis mit einem bestimmten heraus- 
gegriffensn Punkt x sines Graphen F zusammenh/~ngen heil~t Komponente von F. 
Ein Graph ist entweder selbst eine Komponente oder kann eindeutig in seine Kom- 
ponenten zerlsgt werden. Komponenten ohns Endpunkte und /iul~ere Linien heisSen 
geschlossen (Fig. 18 zeigt einen Graphen mit zwei geschlossenen Komponenten). 
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Die mehrzeitigen Integralgleichungen (B) der Wellenfunktionen eines Zu- 
stands (/) lassen sich gleichfalls sehr tibersichtlieh als Graphengleichungen 
schreiben. Fig. 6 zeigt die InLegralgleichung (4.12), die Fig. 7 bis 10 geben 
die zu den Differentialgleichungen (4.8) bis (4.11) gehSrenden Integralglei- 
chungen. 

Es folgen noch einige Begriffsbildungen, die auf Seite 67 zur Ableitung der 
Bethe-Salpetergleichung aus dem System (B) benutzt warden. Das Zeichen 

~ ' - ~ ,  wie es in den G1. (4.15) und (4.19) vorkommt, besagt, dal3 tiber alle 

mehrzeitigen m i n i ( n - -  2)-Graphen (unter Ausschlul~ der Graphen mit ge- 
schlossenen Komponenten) zu summieren ist, die mehrzeitig irreduzibel sind. 
:Ein mehrzeitiger m ln [ ( n - -  2)-Graph soll auBer inneren Linien enthalten: 

1. Endpunkte y~, ..., y~; x~, ..., x.; z~ . . . .  ; z.-2 yon Me~o~enlinien, ein- 
]aufenden und ~.uslaufenden ~ukleonenlinien. 

2. Zwei einlaufende ~ul3ere 5Tukleonenlinien, die untereinander zusam- 
menh~ngen. Von diese~ aus sollen sich keine Selbstenergieteile abspalten lassen. 

Ein mehrzeitiger m!n l ( n - -  2)-Graph heil3t mehrzeitig irreduzibel (Beispiel 
:Fig. 19), wenn es nicht m6glich ist, zwei seiner inneren l~ukleonenlinien so zu 
zerschneiden, dai3 er in zwei nicht zusammenh~ngende Teile zerf~llt, yon denen 
der eine wieder ein mehrzeitiger mini (n- -2) -Graph und tier andere ein mehr- 
zeitiger ]21-Graph (Zwei-l~ukleonengraph) ist. 

Ganz entsprechend werden die in Gl. (4.17) vorkommenden inehrzeitig 
irreduziblen m!n] ( n - -  1)-(Graphen erkliirt. Sie enthalten: 

1. Endpunkte Yl,. , ,  Y,~; xl , . . ,  xn; zl, . . . ,  z,_~. 

2. Eine einlaufende ~u~ere Nukleonenlinie, deren Randpunkt ein innerer 
Punkt (also keiner der Endpunkte x~) ist. 

Die mehrzeitigen m tn ] (n--2)*-Graphen unterscheiden sieh yon den mehr- 
zeitigen mln](n- -2 ) -Graphen  lediglich darin, dab die beiden ~ul3eren Nu- 
kleonenlinien nicht untereinander zusammenh~ngen un4 keinen der Endpunkte 
x, als Randpunkt besitzen. Ein mehrzeitiger m ln I (n--2)*-Graph heil3t irre- 
duzibel, wenn e's nicht m6glich ist, eine seiner inneren l~ukleonenlinien so zu 
zersehneiden, dal3 er in zwei nicht zusammenh~ngende Teile zerfi~llt, von denen 
tier obere wieder ein m In I (n--2)*-Graph, der untere ein Ill-Graph ist. 

5 .  - E i n z e i t i g e  I n t e g r a l g | e i c h u n g e n .  

Es handelt sich im folgenden um die prazise Fassung der in dieser Arbeit 
besprochenen Integralgleichungen (6.6), (6.8), (3.13) und i3.12), sowie der 
Transformationsgleichung (6.5). Als erstes definieren wir die einzeitigen Zwei- 
_,Vukleonengraphen die sich yon. den mehrzeitigen Zwei-l~ukleonengraphen nur 
um einen Schnitt konstanter Zeit unterseheiden: G sei ein mehrzeitiger Zwei- 
Nukleonengraph mit vollst~ndiger zeitlicher Eckpunktordnung, x'~ sei der 
friihere, x' s der sp~tere der beiden ~iu[~eren Punkte. Wir konstruieren zu G 
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einen einzeitigen Graphen G', indem wit durch x~ und die ~tuf x~' weisende 
~uBerc Nukleonenlinie einen Schnitt  kons tanter  Zeit legen (Beispiel: Fig. 15 a 
und b). Jeder  Graph G', der sich so aus einem mehrzeitigen Zwei-Nukleonen- 
graphen konstruieren lfil3t, heiBt einzeitiger Zwei-:Nukleonengraph. 

Aus dieser Definition folgt, dab in einem einzeitigen Zwei-:Nukleonengraphen 
die cine der beiden ~iuBeren .Nilkleonenlinien auf einen :Eckpunkt, die andere 
auf einen Unter te i lungspunkt  weist. Die vom Unter te i lungspunkt  zum n~chsten 
Eckpunk t  weisende Nukleonenlinie ist nach oben gerichtet .  Es l~iBt sich yon 
ihr aus kcin Selbstenergieteil abspalten. 

Ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph heiBt mehrzeit ig irreduzibel, wenn 
der zugeh6rige mehrzeitige Graph diese Eigenschaft  hat.  

Auf diese einzeitigen Zwei-h'ukleonengraphen bezieht  sich die Eigenschaft  
einzeitig irreduzibel: Ein einzeitiger Zwei-~Nukleoncngraph heiBt einzeitig irre- 
duzibel, wenn er sich nieht dureh einen Schnit t  konstanter  Zeit, bestehend a us 
einem Eekpunkt  x'  der einen 5Tukleonenlinie und einem Unter te i lungspunkt  q' 
der ~nderen Nukleonenlinie, so in zwei nieht zusammenh~ngende Teile zerlegen 
l~iBt, dab beide Teile wieder einzeitige Zwei-~Nukleonengraphen sind (7~.75). 

Ein § ist ein einzeitiger Zwei-iNukleonengraph, in 
t ! dem die Zeiren der den Endpunk t  x~, x~ benachbar ten  Eekpunk te  xx, x 2 frtiher 

als die gemeinsame Zeit  t der beiden Endpunk te  liegen: 

t ' l<t,  t'~<t. 

(Graphisch ausgedriickt:  Die in den Endpunk te  x,, x2 endenden Nukleonen- 
linien aollen naeh oben geri(.htet sein). 

Ein ---Zwei-Yukleonengraph ist ein einzeitiger Zwei-~ukleonengraph,  in 
dem s~mtliehe Eekpunktze i ten  s friiher als die gemeinsame Zeit t der beiden 
Eekpunk te  x~, x2 liegen: 

s < t .  

Auf die +-Zwei -Nukleonengraphen  und die---Zwei-~Nukleonengraphen 
beziehen sich die Eigens(.haften +-irreduzibel und-- - i r reduzibe l :  Ein +-Zwei-  
•ukleonengraph bzw. e in-- -Zwei- I~ukleonengraph heiBt +- i r reduzibel  bzw. 
-- : irreduzibel ,  wenn er sich nicht durch einen Schni t t  kons tanter  Zeit, be- 
s tehend aus einem Eekpunk t  x'  der einen 51ukleonenlinie und einem Unter-  
te i lungspunkt  q' der anderen Nukleonenlinie, so in zwei nicht zusammenh~n- 
gende Teile zerlegen l~tBt, dal~ beide Teile wieder +-Zwei -~ukleonengraphen  
bzw. - - -Zwei-Nukleonengraphen sind (74). 

Die ---Zwei-Nukleonengraphen, die ~ r  zur Formulierung der G1. {3.12) 
ben6tigen, mtiBen etw~s anders aus den mehrzeit igen Zwei-~ukleonengraphen 
konstruier t  werden: G sei ein mehrzeit iger Zwei-b~ukleonengr~ph mit  voll- 
st~ndiger Eckpunktanordnung,  jede Zeit s e ines  ~uBeren oder inneren Punktes  
yon G sei friiher als die gemeinsame Zeit t der beiden En d p u n k t e  xl, x2: 

s < t .  

(74) Der obere Teil des Graphen ist natiirlich durch eine auf x' und eine auf q" 
weisende Nukleonenlinie zu vervollst~ndigen. 

(Ts) Zu den verschiedenen einzeitigen Irreduzibilit~tsbegriffen vgl. Fig. 20. 
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Wir konstruieren dann zu G einen Z-Zwei-~ukleonengraphen G', indem 
wir durch den frfihesten (~uBeren oder inneren) Eckpunkt einen Schnitt kon- 
stanter Zeit iegen. Jeder Graph G', der sich so aus einem mehrzeitigen Zwei- 
~ukleonengr~phen gewinnen l~St, heiBt Z-Zwei-~ukleonengraph. 

Aus der Definition folgt, dab jede Eckpunktzeit seines Z-Zwei-Nukleonen- 
graphen zwischen der Zeit t' des frfihesten Eckpunkts und der Zeit t der End- 
punkte liegt: 

t ' < s < t .  

Ein ---Zwei-bTukleonengraph heiflt ---irreduzibel, wenn er sich nicht durch 
einen Schnitt konstanter Zeit, bestehend aus einem Eckpunkt x' der einen 
5Tukleonenlinie und einem Unterteilungspunkt q' der anderen ~ukleonenlinie 
oder aus einem Eckpunkt x', einem Unterteilungspunkt q'l der einen 5Tukleonen- 
linie und einem Unterteilungspunkt q-' der anderen Nukleonenlinie, so in zwei 
nicht zusammenh~ngende Teile zerlegen l~Bt, dab beide Teile wieder ---Zwei- 
~ukleonengraphen sind (7~). 

In den G1. (6.5) und (6.6) wird unter Ausschlufl yon Graphen mit ge- 
sehlossenen Komponenten (disconnected closed-loops) fiber s~mtliche einzeitig 
irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y summiert. In G1. (6.8) 
wird unte'r Ausschlufl geschlossener Komponenten fiber s~mtliche +-irredu- 
ziblen Zwei-Nukleonengraphen y+ summiert. In den G1. {3.13) und (3.12), 
wird fiber s~mtliche ---irreduziblen bzw. Z-irreduziblen Zwei-~ukleonen- 
graphen 7, ~ summiert. 

Den Begriff (( einzeitig irreduzibel ~) wenden wir gelegentlich auch auf mehr- 
zeitige Zwei-STukleonengraphen an: Ein mehrzeitiger Zwei-bTukleonengraph 
heist  einzeitig irreduzibel, wenn dies ffir den zugehSrigen einzeitigen Zwei- 
~ukieonengraphen zutrifft. 

Entsprechend zu den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengr~phen werden die 
Ein-Nukleonengraphen definiert: Ein Ein-Nukleonengraph soll neben inneren 
Linien 

1. eine im Punkt x blind endende 5Tukleonenlinie, 

2. eine einl~ufende ~uBere Nukleonenlinie, 

enth~lten. Der Untersehied einzeitig - -  mehrzeitig entf~llt hier natfirlich 
Die Eigenschaften irreduzibel,---irreduzibel, usw. werden ffir Ein-Nukleo- 
nengraphen ganz analog definiert. 
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"]*l t t t*; I t 
x I x~ x~ x 2 x I XI X2 

// 

X x % x 

Fig. 1. - Graphische Darstel lung der lnte-  
gratgleichung (3.11 ). 

"., X31 

Fig. 2. - Graphische Darstellung der Inte- 
gralgleichung (System A a) der 112 I-Wahr- 

scheinlichkeitsamplitude.  

~I,,2 I,~I**,r,l 

T tt:~..,, ~Tttt 
X1~ X~ X 3 X 4 z xs x x s 

§ $ + 

Fig. 3 . -  Graphisehe Darstel lung der Inte- 
gralgleichung (System A a) der 11311-Wahr- 
scheinlichkeitsamplitude.  Das Symbol g und 
die Summenzeichen  ~ sind der ~bers icht -  
l ichkeit  halber  auf der  recbten Seite wegge- 

lassen. 

t:~i* ~ T~tx ~ i ,1 ti~ l X, i x~ 

Fig. 4. - Integralgleichung, ents tanden 
durch Einsetzen von Fig. 2 und 3 in Fig. 1. 

1 ! ~ , .  - t f 

t ~ 

I / / / 

S t 

Fig. 5. - Ein Zwei-Nukleonengraph, der 
dutch die Schnitte $1, S 2 konstanter  Zeit 
in seine drei - - - i r reduziblen Bestandteile 
zerlegt ist. Durch einen weiteren Schnitt  
S wird er in seine vier q - i r reduz ib len  

Bestandteile zerlegt. 

Fig. 6. - Graphische Darstellung der Inte- 
gralgleichung (4.12), s~imtliche Graphen o.Z. 

. . . . .  * ~ i  *(li ! ," 

Fig. 7. - Zu G1. (4.8) gehSrende Integral-  
gleichung des Systems (V) (o.Z,). 
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i i  ! = 

P 

Fig. 8. - Zu G1. (4.9) geh6rende Inte- 
gralgleichung des Systems (V) (o.Z.). 

'i ]' i - ii:  i , T' i 
xl x~ x~ z Y x~ z x~ x t 

Pig. 9. - Zu G1. (4.10) gehSrende Inte- 
gralgleiehung des Systems (V) (o.7,.)~ 

Y~ u X: X z Ys Yz X~ x 2 Y1 XIY 2 x~ YI xzY ~ X t 

2 IT ~(! I ~",I, I 
Fig. 10, - Zu G1. (4.11) geh5rende Integralgleichung des Systems (V) (o.Z.). 

x~ x~ xs x~ xs x~ 

| | �9 �9 | 

Fig. 11. - a) Graph /~o nullter N~herung der Entwieklung (5.3'). b), Graphentyp 1�89 
der Entwieklung (5:3'). c) Graphentyp T 2 der Entwieklung (5.3'). d) Graphentyp 
T12 der Entwicklung (5.3'). e) Graphentyp T 3 der Entwicklung (5.3'), s~mtliche 

Graphen o.Z. 

X 1 , 
x; 

x~ 

X2 

x 

x~ 

@ 

x;, 

XI ,  

@x; 

x~. 

XtJ 
x; 

x; 

~ 1 : 5 2  = 5, t 4 = ~ ' < ~ t  3 
1 ] t ! ! �9 

! ! ! 

oder tl : $2 = $' ~ ' :  54 ~ l(;; 51 ' ~  $3 ; 51 ~ g4' 

Fig. 12 a und b. - Zwei Graphen mit beigeschriebenen Zeitbedingungen, die dureh 
Zusammenfassung yon einzeitig irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen glei- 

chef Struktur entstanden sind. 
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, i~.~.~xq 3 k ...... 

Xz~ ] F 

~Y2 

L~ 

~ qz t2 

x; h 
L~ 

Fig. 13. - Gr~phische Darstellung des Ausdrucks: 

t z  t s  ts  

-- co -- ~ -- co -- ~) I~ t i t s I~ 

/ ! ~ ! i / ' , . 
Ap(xl -:~2)SF(y, - -  x l ) , ~ ( y  2 - -  q 2 ) S u  1 - -  x2)dm(x ~ - -  .ql )~ly~,(__ ~)~)~s 

/ ! 
S ~ ( x  2 __  q s ) z J F ( q  I __ j!a)S~.(q2 __ x ! ,qs. x, ! "8)~ 4 "/~ / t, ( [ q s x ,  i ) �9 

Die Zeitbedingungen sind hier graphisch dargestellt: Punkte  gleicher Zeit liegen auf  
gleiche r HShe. Die GrSl3enanordnung t 4 < t a < t 2 < t 1 < t tier Zeiten wird durch die 
Vertikale der Zeichnung wiedergegeben, die Richtung yon unten nach oben entsprieht  

grSBer werdenden Zeiten. 

.... I ii 
Fig. 14. - Beispiel einer Graphengleiehung. .~ bedeutet, dab fiber die vier mSgliche~ 

Markierungen der beiden MesonenunterteiIungsstellen summiert  wird. 

? xl x ~  

Fig. 15. - Zur Definition der einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen. a) zeigt einen mehr- 
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen, b) den zugehSrigen einzei~igen Zwei-Nukleonen- 

graphen, a) und b) sind einzeitig irreduzibel. 
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| | �9 | 

..... I x. f lil . . . .  

Fig. 16. - Selbstenergieteile bei Zwei-Nukleonengraphen. Die Graphen a und  b (o.Z.) 
~ind keine Zwei-Nukleonengraphen, da sich yon der Nukleonenlinie 2 aus ein Selbst- 
energieteil abspalten l~Bt. In  a h~ngen die beiden Nukleonenlinien au~erdem nieht 
zusammen. Der Graph c (o.Z.) ist dagegen ein mehrzeitig irreduzibler, mehrzeitiger 
Zwei-Nukleonengraph. d ist kein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, da er sich nicht 

definitionsgem~B aug einem mehrzeitigen Graphen konstruieren l~iBt. 

" 4  

Fig. 17. - Ein einzeitig irreduzibler, 
mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph, der 
dureh die Sehnitte S~, S 2 und S 3 in seine 
vier mehrzeitig irreduziblen Bestandteile 

zerlegt wird. 
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Fig. 18. - Ein Graph mit zwei ge- 
schlossenen Komponenten (o.Z.). 

Xl y Z 1 x 2 X) X~ 2~ 

v::!i( t 
Pig. 19. - Beispiel eines mehrzeitig 

irreduziblen 11412-Graphen (o.Z.). 

XI X~ xz 

| �9 | 

Fig. 20, - Vier einzeitige Zwei-Nukleonengraphen. a zeigt; einen ~- i r reduziblen 
Graphen, der dureh den Sehnitt  S~ (konstanter Zeit) in seine beiden ---irreduziblen 
Bestaadteile zerf~,lt, b zeigt einen --- irreduziblen Graphen (n~mlieh den oberen Be- 
~tandtefl yon a), der durch den Schnitt S 2 in seine beiden § Bestandteile 
zeff~llt, c zeigt einen -b.irreduziblen Graphen (den unteren Bestandtefl von b), der 
dutch S a in seine beiden einzeitig irreduziblen Bestandtefle zerfiillt. Der untere Teil 
yon  c ist als Beispiel d eines einzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen heraus- 

gezeichnet. 


