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1. — Einleitung.

1954

In der vorliegenden Arbeit soll der aligemeine Zusammenhang zwischen
der Tamm-Dancoffmethode (*?) und der Bethe-Salpetergleichung (*) bespro-

chen werden.

Die Arbeit schlieBt sich der strengen Begriindung der Bethe-

Salpetergleichung durch GELL-MANN uund Low (%), sowie zwei Arbeiten von
LEVY (5) an, in denen die Tamm-Dancoffmethode zu einem systematischen

(*) Diese Arbeit ist eine zusammenfassende Darstellung einer Reihe von Vortrigen
die vom Verf. Februar 1953 am Max-Planck-Institut fiir Physik (Géttingen) gehalten
wurden. Eine Ausnabhme dabon bildet lediglich Abschnitt 8 iiber einzeitige Formen
der Bethe-Salpetergleichung. der im Anschlufl an die Arbeit W. Macke: Zeits. f. Naturf.,
8a. 559 und 615, geschriehen wurde.

™
*
®)
*)
*

1. TaMy: Journ. Phys. [SSR, 9, 449 (1950).

S. M. Da~xcorr: Phys. Rer., T8, 382 (1950).

E. L. SaLpeTER und H. A. BETHE: Phys. Rev., 84, 1232 (1951).
M. Gerr-Many und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951).

M. LEvY: Phys. Rev., 88, 72 und 725 (1925).
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Verfahren ausgebaut und einem ersten Vergleich mit der Bethe-Salpeter-
gleichung unterzogen wurde. Vor der eigentlichen Inhaltsiibersicht erfolgt:
zunichst eine Zusammenstellung der wichtigsten Ergebnisse.

Bei der Tamm-Dancoffmethode und der Methode von Bethe und Salpeter
handelt es sich um zwei im Grunde schr verschiedene Verfahren gebundene
Zustande zu behandeln. Zur Bestimmung der Energieeigenwerte E von Zu-
stinden zweier gebundener Nukleonen hut man in der Tamm-Dancoff-
methode eine Integralgleichung der Form

2
{1.1) 2{x2) = gzj dr’ ’ dx; dxg K(tx,x,; t'x1x,) yo(x,%3)

— @ ¢

und andererseits die Bethe-Salpetergleichung
P, = ¢* f da, diey K (2,0, ,7,)p(@05)

In beiden Integralgleichungen ist der Kern K gegeben als Entwicklung nach
Potenzen der Kopplungskonstanten, deren Glieder sich durch Graphen veran-
schaulichen lassen (¢). Die Eigenwerte K bestimmen sich aus den Eigenwert-
gleichungen

. ¢, eN
Z‘:. ’QEX”(’(;—tIT?g—)(p"_*zbq;'

o,

(1.2)

Vor der Diskussion der wichtigsten Unterschiede beider Verfahren sei zu-
niachst auf einige methodische Parallelen hingewiesen. Die « Wahrscheinlich-
keitsamplitude » y,(x,x;) (7} und die « Wellenfunktion » (p(m,ac,)' eines Zustands
sind definiert durch:

(1.3) 1dxx) = (-Q(n ’P: (®)wy (wz)¢(t))t|u{,=e y
(1.3") playr,) = (Qa Tl}'(-tl)"l)(fvz)¢) 3
(2 ist das Vakuum der Gesamtenergie, @D(t) der in die Wechselwirkungs-

darstellung transformierte Zustandsvektor @ der Heisenbergdarstellung und

(¢) Siehe die Gl. (3.12) und (4.1) dieser Arbeit.

(7} Die Bezeichnung Wahrscheinlichkeitsamplitude wurde wegen des einfachen Zu-
sammenhangs mit den Entwicklungskoeffizienten von @ nach Zustinden freier Teilchen
gewihlt.
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w(x) der Operator des Nukleonenfeldes; der Index , bezeichnet die entspre-
chenden Groflen des wechselwirkungsfreien Problems). Diese Ausdriicke lassen
sich durch Bildung von m nla-Wahrscheinlichkeitsamplituden bzw. m!nla-
Wellenfunktionen (d.h. Funktionen mit m Mesonenkoordinaten, n Nukleonen-
koordinaten und a Antinukleonenkoordinaten) zu einem ganzen Satz von
Wahrscheinlichkeitsamplituden bzw. Wellenfunktionen des Zustands @ er-
ginzen (8). Die erhaltenen Funktionen haben die bekannten Symmetrieeigen-
schaften, erlauben die Abseparation der Schwerpunktsbewegung und sind fiir
g = 0 den wohlbekannten Wellenfunktionen im Konfigurationsraum des wechsel-
wirkungsfreien Problems gleich.

Die Wahrscheinlichkeitsamplituden sind untereinander durch ein einzeitiges
System A von unendlich vielen Gleichungen verkniipft (°), ahnlich gehorchen
die Wellenfunktionen einem mehrzeitigen System B unendlich vieler invarianter
Integralgleichungen (**11). Jede Losung y,(xx,) bzw. g(re,) der Gl (1.1)
bzw. (1.1') 1aBt sich zu einem ganzen Satz von Wahrscheinlichkeitsamplituden
bzw. Wellenfunktionen erginzen, der das unendliche Gleichungssystemn A
bzw. B identisch erfiillt.

Tritt zu den rechten Seiten der Gl. (1.1) und (1.1') noch ein inhomogenes
Glied @o(r,1.), das in @, und x, der wechselwirkungsfreien Diracgleichung ge-
niigt, so beschreiben die durch Tteration gewonnenen Losungen dieser Glei-
chungen die Streuune zweier Nukleonen, die asymptotisch (in der Vergangen-
heit) mit der wechsclwirkungsfreien Zwei-Teilchenwellenfunktion @y(x,z.) ein-
laufen.

Andere Zwei-Nukleonenprobleme, wie etwa die Streuung zweier Nukleonen
und mehrerer Mesonen oder die Streuung eines Mesons an einemi Deuteron
werden dagegen durch die GI. (1.1) und Gl. (1.1') nicht erfat: Diese Glei-
chungen, samt ihren inhomogenen Formen, sind speziell auf das Problem
zweier gebundener oder gestrenter Nukleonen zugeschnitten, wihrend die
unendlichen Gleichungssyvsteme A und B allgemeingiiltig sind. Auch fiir die
iibrigen Probleme (z.B. Streuung von Mesonen an einem Deuteron) gibt es
entsprechend spezialisierte Beziehungen, auf die in dieser Arbeit jedoch nicht
eingegangen wird (12).

(8) Definition der Wahrscheinlichkeitsamplituden durch Gl. (111) auf Seite §3; De-
tinition der Wellenfunktionen durch Gl. (4.5) und (IV) auf Seite 62, 63.

(®) Gleichungssystem (Aa) auf Seite 56 und (Ab) auf Seite 59.

(19) Gleichungssystem (B) auf Seite 65.

(1) Dicse Krweiterung der Methode von Bethe und Salpeter wurde gemeinsam
mit. E. FRERSE entwickelt und geht auf eine Anregung von M. GELL-MANN zuriick.
Vgl. E. FREEsg: Zeits. [. Naturf., 8a, 776. Die Methode wurde ferner unabhingig
gefunden von K. NisuwiMa: Progr. theor. Phys., 10, 549 (1953); P. I'. MATTHEWS
nnd A. SavaM: Proc. Roy. Soc.. A 221, 128 (1954).

(1?) Siehe zu diesem Punkt K. Nisuiima: Progr. theor. Phys., 10. 549 (1953).
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Bei der Gegeniiberstellung beider Methoden fallt zunidchst der Unterschied
von einzeitiger und mehrzeitiger Formulierung auf. Dieser Unterschied ist
jedoch nicht so wesentlich, da es auch einzeitige Formen der. Bethe-Salpeter-
gleichung und des Systems B gibt (33). Entscheidend ist vielmehr — und zwar
in doppelter Hingicht —, daB die Wahrscheinlichkeitsamplituden auf das
wechselwirkungsfreie Vakuum bezogen sind, die Wellenfunktionen dagegen auf
das Vakuum der Gesamtenergie.

Denn erstens hat die Beziehung auf das wechselwirkungsfreie Vakuum, wie
gie der Tamm-Dancoffmethode zugrundeliegt, zur Folge, da die Wahrschein-
lichkeitsamplituden ganz elementar mit den Entwicklungskoeffizienten des
Zustandsvektors @ nach Eigenzustinden der wechselwirkungsfreien Energie
zusammenhingen. Die Ubertragung von Orthogonalitits- und Normierungs-
bedingungen der Zustandsvektoren auf ihre Wahrscheinlichkeitsamplituden ist
deshalb kein Problem. Dagegen ist vorldufig die Frage noch unbeantwortet,
wie sich Orthogonalitit und Normierung von Zustandsvektoren in den zuge-
horigen Wellenfunktionen ausdriicken (¢« Normierungsproblem » der Wellen-
funktionen) (4).

Wie sich zweitens die Wahl des Bezugsvakuums auf das Renormierungs-
problem auswirkt, macht die Gegeniiberstellung der storungstheoretischen Ent-
wicklung von Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellenfunktion eines Streu-
zustands von Elementarteilchen deutlich:

(1.4) (-Qo, 'Po('tl)"/’o(wz)q)(t))tfz = (Qoy Yol @) wola) U (L, — co)P(— 00))
(1.4") (.Q, T'{’(ml)“/’(xz)¢) = (-Qo’ TIU(+ o0, — oo)'/’o(xl)Wo(wz)]q)(— °°)) .

Die Renormierung der Entwicklung (1.4’) macht wegen der Verwandtschaft
des Ausdrucks T[ U(- o0, — o0),(®;)we(®,)] mit der Dyson’schen §-Matrix gar
keine Schwierigkeit, dagegen hingt die Renormierung der Entwicklung (1.4)
mit dem heute noch ungelésten Problem (%), den Operator U(t, — oo) in jeder
Niherung frei von Divergenzen zu halten, eng zusammen.

Ganz ebenso verhilt es. sich mit den Integralgleichungen (1.1) und (1.1°).
Es ist bekannt, daB die invariante Renormierung der Bethe-Salpetergleichung
sich in Analogie zur S-Matrix vornehmen 148t (**). Dagegen wurde von LEH-

(*?) W. MacCKE: Zeits. f. Naturfor. im Erscheinen; ferner Seite 68 und Abschnitt 6
dieser Arbeit.

(14) Zur Lésung des Normierungsproblems vgl. K. NisuigiMa: Progr. theor. Phys.,
10, 549 (1953).

(3%) E. C. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951).

(1) M. GELL-MaNYN und P. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951); M. L.tvy: Phys. Rev.,
88, 725 (1952).
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MANN (") nachgewiesen, dafl auf der rechten Seite der Gl. (1.1) divergente
Ausdriicke vorkommen, die sich nicht als Renormierungsterme verstehen lassen.

Wiihrend so die Notwendigkeit invarianter Renormierung der Methode der
Wellenfunktionen den Vorrang gibt, scheinen die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden, was Normierungs- und Orthogonalititsfragen anlangt, zweckmiaBiger,

LEvy hat vorgeschlagen, bei praktischen Rechnungen an sich mit der
Tamm-Dancofimethode zn arbeiten, Renormierungseffekte jedoch mit der
Bethe-Salpetergleichung zu bestimmen und anschlieBend in die Tamm-Dancoff-
methode umzurechnen. Das mag in einzelnen Fillen wobl durchfiihrbar sein,
diirfte jedoch erhebliche Schwierigkeiten bereiten, sobald Renormiernngseffekte
wirklich ins Gewicht fallen; denn die Umrechnungsformeln von den Wellen-
funktionen zu den Wahrscheinlichkeitsamplituden sind sehr unerfreulich. Vor
allem ist zu befiirchten, dafl diese Umrechnung &hnliche Probleme aufwirft
wie die Renormierung des Operators U(0, — oo) (15).

Die Moglichkeit einzeitiger Formulierung ist, wie gesagt, nicht allein auf
die Tamm-Dancoffmethode beschrinkt. In beiden Methoden hat man einzei-
tige Wellenfunktionen bzw. Wahrscheinlichkeitsamplituden

@2 x,) = ‘F(xx-l'z)rfe bzw. Zr(xlxe) ’
die mit den zugehorigen zeitunabhiangigen GroBen
glxyx,) = q/l~’0(xlx2) bzw. X(xxxz) = g =o(X1%)

in der Form ¢, = exp[— iEt]p bzw. y, = exp[— iEt]y zusammenhingen.

Die einzeitigen bzw. zeitunabhingigen Wellenfunktionen und Wahrschein-
lichkeitsamplituden sind untereinander durch einzeitige bzw. zeitunabhingige
Gleichungen verkniipft (**). Ferner kann die mehrzeitige Bethe-Salpeter-
gleichung in eine einzeitige Form

t
(1.5) Fol2y2,) = g’fdt'fdx;dx; E(tx1x2; t’x;x;)tp,.(x;x;) , (%)
—c t

gebracht werden, die das eigentliche Analogon zu Gl. (1.1) darstellt, von dieser
jedoch wesentlich verschieden ist.

(") H. Leumaxx: Zeits. f. Naturf., 8a, 776 (1953).

(*®) Die einzeitigen Wellenfunktionen hingen eng mit den Gréfen zusammen, die
F. J. DysoN (Phys. Rev., 91, 1543 (1953)) als Ersatz fur die Wahrscheinleichkeitsam-
plituden vorgeschlagen hat.

(**) Zur Definition des Integralkerns vgl. Gl. (6.6) der Arbeit. Dieselbe einzeitige
Form der Bethe-Salpetergleichung ist kirzlich von W. Macke auf anderem Wege
gefunden worden (Zeits. f. Naturfor., 8a. 599 u. 615 (1953)). Die in der vorliegenden
Arbeit gegebene Ableitung wurde gemeinsam mit K. SyMaNzik entwickelt.
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Es folgt nun eine kurze Inhaltsiibersicht. Nach allgemeinen Betrachtungen
in Abschnitt 2 wird zunidchst (Abschnitt 3) die von LEvy ausgebaute Tamm-
Dancoffmethode fiir den Ortsraum formuliert. Ausgehend” von der Bethe-
Salpetergleichung wird in Abschnitt 4 die Methode der Wellenfunktionen ent-
wickelt. Es werden ein lorentzinvariantes und ein einzeitiges Gleichungs-
system der Wellenfunktionen angegeben. Abschnitt 5 handelt vom Einfluf3
vorgegebener Randwerte zur Zeit t = — oo auf Wah'rscheinlichkeitsamplituden
und Wellenfunktionen. Abschnitt 8 bringt die Ableitung einer einzeitigen Form
der Bethe-Salpetergleichung. Am Beispiel des Zwei-Nukleonenproblems werden
abschlieBend in Abschaitt 7 die wichtigsten Vergleichspunkte beider Verfahren
diskutiert. 1m Anhang sind einige wichtige Regeln der Graphentechnik zu-
sammengestellt.

2. — Allgemeines.

Als Grundlage der folgenden Untersuchungen ist die Wechselwirkung von
Nukleonen mit pseudoskalaren Mesonen (pseudoskalare Kopplung) gewihit, die
beschrieben wird durch die Feldgleichungen

2 .
(y,, — + mo) p(x) = igy A(@)ylx) ,
(7.’1“,

M B0 (70 57— mo) = — ig A @)ty

1. _
(- - x0)A(z) = 5 iglya(@)s Pol@)}pa s

und die gleichzeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen. Der Energic-
impulsoperator P, dieses Problems hat die Eigenschaften:

o oy -
@.1) WO iy, B, ) = i), B,
u u
oA(x) .
.7;0',,_ =i[A(x), P,] .

Je nachdem, ob die in den Feldgleichungen (I) auftretenden Konstanten
m, und x? in ihre «experimentellen » Anteile m, »* und die Zusatzmassen
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— dm, — O6x® zerlegt werden oder nicht, hat man
(2.2 a) H,(t) -+ Hy(t) (%)

H,( ==——wfwﬂ,wm ()] dx,

oder
H = H,#) + H;(t) (*)

1. [ _
(2.2 b) Hi(t) == — 5 / [9(x), y:Aly(r)] de—
1 _ 1
-3 6mf[1p(x), w(z)] dx—~§ (szfA(dex (2,

als Zerlegung der Gesamtenergie in wechselwirkungsfreie und Wechselwirkungs-
energie. Jeder dieser Zerlegungen entspricht eine Wechselwirkungsdarstellung,
die wir uns fiir ¢t = 0 der Heisenbergdarstellung angepafit denken. Die Inte-
gralgleichungen der Zustandsvektoren @D(¢) bzw. @'(f) dieser Darstellungen
Tauten:

D)= @ ~m-4m Har m),
(M) 10 = —ig [ : Fapnduoinio) dx (),

D'(t)y= D ulfH D' ar (32,
GM)Ammszdﬁﬂmm%m%m:M~

an' ! 1 !
— 6m[; Yol@)yy(a) : dx — §6x2on(w)2dx (29,
?

t

(?*) Die fetten Typen H,(t), H (), Hy(t), Hy(t) bezeichnen Energieoperatoren der
Heisenbergdarstellung, H,(t), Hy bzw. H,(t), H, dagegen Energieoperatoren der Wechsel-
wirkungsdarstellungen.

(*1) Lediglich die Abspaltung der Massenrenormierungsterme wird firr das Fol-
gende wesentlich sein, die Konstanten dm und dx? seien in der von KALLEN vorgeschla-
genen Weise definiert (G. KALLEN: Helw. Phys Acta, 25, 417 (1952)).

t

(??) f,..dt’ steht zur Abktrzung fir lim {e"“ Y 12

&= 40,/
— 0

4 - Supplemento al Nuovo Cimento.
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worin (), y;;(x), usw. diejenigen Lésungen der wechselwirkungsfreien Feld-
gleichungen mit den Konstanten m,, »} bzw. m, »* sind, die zur Zeit ¢t =0
mit den Feldoperatoren y(r), A(x) und (x) iibereinstimmen.

Uber die inhomogenen Glieder $(— oo), PD'(— oo) ist folgendes zu sagen:
Ist @D'(— oo) ein Zwei-Nukleonenzustand oder allgemein ein Zustand freier
Elementarteilchen, so beschreibt die durch Iteration gewonnene Losung

D'(t) = U'(t, — c0)D'(— o0)

der inhomogenen Gl. (II b) die Streuung der durch @’(— co) vorgegebenen
freien Teilchen. Beschreibt aber &’(t) z.B. den Grundzustand des Deuterons
oder die Streuung von Mesonen an einem Deuteron, so gehorecht @’(t} der
homogenen Integralgleichung

(1) D'(t) =—1i f H@®'()at (*9).

Legt man andererseits die Energiezerlegung (2.2 a) zugrunde, so erfilllt — als
Folge der Verschiebung des Eigenwertspektrum von H, um Vielfache der Re-
normierungsmassen — jeder zum Vakuumzustand orthogonale Zustand o(t)
die homogene Integralgleichung

(ILa’) D) =—1i f H,EOE)d ().

Die Differentialgleichungen (I) kénnen auch in Form homogener Integral-
gleichungen geschrieben werden:

@) v(@) = g7, f 8,0 — o)A@ (@) ' ...

wobei die Funktionen 8,, 4, zu den Massen m,, %, gebildet sind. Dall keine
inhomogenen Glieder auftreten, ist eine Folge von dm, Ox® 0.

Den zur Gesamtenergie H gehorenden Vakuumzustand (definiert als Eigen-
zustand kleinster Energie) bezeichnen wir mit 2, den zu H, bzw. H . gehérenden
Vakuumzustand mit Q, bzw. .Q;. Die willkiirlichen additiven Konstanten des
Energieimpulsoperators P, legen wir durch

(2.3) P.MQ =0
fest. £, und .Q; haben die Eigenschaften
Y@ =0, .., y@%(=0,

Es wird angenommen, da8 das .Vakuum der Gesamtenergie sich in der

(2?) V. GLasER und W. ZIMMERMANN: Zeits. f. Phys., 134, 346 (1943).
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Form
Q=1U(0,—0c0)2 (4
hzw. ,
[ 2= U0, —o0)2, (34
darstellen 148t, was zur Folge hat, daB mit P Q = 0 auch
(2.4) POy =0 () und PYQ,=0 (*)

ist.
Die §,- und 4,-Funktionen sind definiert durch:

8w —a') = — (2, Ty (v) p(@')Q)

2.5) Ae—a') = +(Q, TA@)A@)Q)

und begitzen die Entwicklungen

: n_ (L0 T[ U (+ 00,— 00) (@) ip0(@')]€26) 25,26
om | sy = (2y, U(+ 00, — 00)2,) A
U] g oy o (RTIU 00— 00)Am) Ae(e)2)

7 - D, Ultoc, —o0)y)
oder
(2.60) i@ — ') = (24, TLU' (+ 00, — co)yy(@) [Tt )]Qo)

(91;9 (400, — )-Q')

A,(x— ') entsprechend .
Mit U@, ¢') bzw. U'(t,¢') ist die Dyson’sche Entwicklung gemeint:

@ (__ ,’/)n

©2.7a) Ut t') =Y — f dt, ... f at, TLH.(t,) ... Hyt,)]  (29),

t>

@.75) -3 ]% fMﬂF@)H%ﬂ

(*%) Diese fragwirdigen Beziehungen zwischen £ und 2,; £, werden nur zur
Ableitung asymptotischer Entwicklungen in der Art von Gl. (2.6) benutzt, wogegen
wohl nichts einzuwenden ist. Die ebenso fragwiirdige simultane Gultlgkelt von Gl. (2.3)
und (2.4) ist fir das Folgende unerheblich, da es nur auf Differenzen p, — p,‘ {pu Energie-
impuls eines Zustands, p,, Energieimpuls eines Vakuums) ankommen wird.

(#%) F. J. DysoN: Phys. Rev., 75, 1736 (1949).

(2¢) M. GELL-MANN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951).
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3. - Tamm-Dancoffmethode im Ortsraum (7).

Ausgangspunkt der von LEvVy (28) ausgebauten Tamm-Dancoffmethode (%)
ist die Entwicklung eines Zustandsvektors @ nach einem Orthonormalsystem
von Eigenvektoren der ungestdrten Energie:

(3.1) ®=73ad, HD =K. *

(Der Index ¢ faBt Impuls- und Spineigenwerte der freien Teilchen zusammen).
Die Eigenwertgleichung

(3.2) H, + H)® = E® ()

ergibt dann ein System von unendlich vielen Integralgleichungen fiir die
Koeffizienten a,:

(3.3) (E—E)a; = Y HYa,, H’=(,H, D).
i

EE )

Im Falle eines Zwei-Nukleonenproblems (°%) lassen sich alle Koeffizienten
a, hoherer Teilchenzahl auf den Koeflizienten a(k,s,, k,8,) zuriickfithren (%,, k,,
8, 8; Impuls- und Spineigenwerte zweier Nukleonen). Es gelingt so, das unend-
liche Gleichungssystem (3.3) in eine einzige Integralgleichung fiir a(%:s,, k.8;)
umzuwandeln, welche nach LUpERS (**) in der einfachen Form

Hlk Hk} Hikat HU
34) (E—Eda zaj<H”+2F E°+Z F— E(E— Eo)+---) (*4)

geschrieben werden kann. (i kennzeichnet darin einen Zwei-Nukleonenzu-
stand (**) @}, in der ersten Summe der rechten Seite wird iber alle Zwei-

(3") Vgl. zu diesem Abschnitt auch die Arbeiten von M. Cini: Nuovo Cimento, 10,
526 und 614 (1953).

(2% M. LEvy: Phys. Rev., 88, 72 (1952).

() I. TamM: Journ. Phys. USSE, 9, 449 (1950).

(3" 8. M. DaNcoFF: Phys. Rev., 78, 382 (1950).

(3) Hy(t) und H,(t) zur Zeit ¢ = 0 genommen.

(32) Wir sprechen von einem Zwei-Nukleonenproblem, wenn fir ¢ die Differenz
Nukleonenzahl weniger Antinukleonenzahl den Eigenwert Zwei hat. Ein Zwei-Nukleonen-
zustand ist efn Zustand mit zwei freien Nukleonen, aber keinen freien Mesonen oder
Auntinukleonen.

(38) G. LUDERS: }orlesungen Kopenhagen, Oktober 1952.

() Glieder mit ungerader Anzahl von Ubergangselementen verschwinden.
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Nukleonenzustinde j summiert, das Summenzeichen Y’ bedeutet, dall — unter
Ausschlul der Zwei-Nukleonenzustinde — iber alle Zustinde @,, @,, ... zu
summieren ist.)

Zum spiteren Vergleich mit der Bethe-Salpetergleichung sollen in diesem
Abschnitt das Gleichungssystem (3.3) und die Integralgleichung (3.4) auch fir
den Ortsraum formuliert werden.

Als erstes fithren wir an Stelle der Entwicklungskoeffizienten «, (in Gl. 3.1))
die im Ortsraum entsprechenden « Wahrscheinlichkeitsamplituden » ein, welche
dann die Grundlage fir die weitere Behandlung der Lévy’schen Methode im
Ortsraum bilden.

Die Koeffizienten a; sind (bis auf Normierungsfaktoren) gegeben durch
Ubergangselemente von Produkten aus Vernichtungsoperatoren:

(Qm w,fl(kl)w;(ke)ﬁb),
(-Qm A+(k1)#’s:(k2)"/)s:(k3)¢) y

(Qo, A*(k)y . (ka)y,, (k)] (ka)y; (ks)P) .

usw.
Diese gehen bei Transformation in den Ortsraum iiber in:
Lap(| %182 1) = (25, o (@) 055(2:) D)o =0 (*°)
(3.5) o) (1| 2065 |) = (R0, AJ (@) 955 (#:)905(23) D) ~o

Z,azam‘l%(xl sxzxax‘x Ixs) = (Qoy A(;-(xl)woiz(wZ)w;;,(x:i)w(;;‘(w:i)'l/_);;‘s(w5)¢)ti=0 .

USw.

Neben diesen Funktionen y, die wiv zeitunabhingige Wahrscheinlichkeits-
amplituden nennen wollen, werden wir dem Zustandsvektor @ noch zeitabhdn-
gige Wahrscheinlichkeitsamplituden y, zuordnen, die definiert sind durch
Ausdriicke der Form:

Xt(!-"hxz !) = (-Qoa 1/’; (%)#’J(xz)q)(t))tl':rft (36)

(H1) Xt(xllxzxsi) == (Qm A;(fl’l)w:(%)@U:(“s)¢(t))ti=t

usw.

(3%) Cher die Bedeutung der Grolen y,, ), (1) siehe S. 50. Man kaunn Stattdessen
auch die gestrichenen Gréflen in die Gl. (3.5) und (II1) einsetzen: Uber die so defi-
nierten Wahrscheinlichkeitsamplituden vgl. am Ende dieses Abschnitts.

(*¢) Spinoriudizes sind in dieser wie in den meisten folgenden Formeln weggelassen.
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Fiir Zwei-Nukleonenprobleme — auf die wir uns meist beschrinken wer-
den — verschwinden alle Wahrscheinlichkeitsamplituden, fiir welche die Dif-
ferenz ¢« Zahl der Nuklevnenkoordinaten weniger Zahl der Antinukleonen-
koordinaten » ungleich zwei ist. Weiter kommen den zeitabhingigen Wahr-
scheinlichkeitsamplituden folgende drei Eigenschaften zu:

1. Die Funktionen y, sind symmetrisch in den Mesonenkoordinaten und
antisymmetrisch in den Nukleonen- bzw. Antinukleonenkoordinaten.

2. Aus der Energieeigenwertgleichung des Zustandsvektors @ folgen
Eigenwertgleichungen fiir die zeitabhingigen Wahrscheinlichkeitsamplituden.
Denn wegen der Vertauschungsrelationen der wechsgelwirkungsfreien Feldope-
ratoren mit H, und der Differentialgleichung von ®(f) ergibt Gl (3.2):

~

o .
ot Xe= — "EXt ’
oder

X1 = exp[— tEt] =y .
Ferner folgt

d
2 g, e = 0

wenn
P”(p = ”y¢ ’ ™ = (7, 7Tp; Ts)
ist.

3. Im wechselwirkungsfreien Fall sind die Funktionen y, mit den be-
kannten Wellenfunktionen des Konfigurationsraums identisch (von Normie-
rungsfaktoren abgesehen).

Die Wahrscheinlichkeitsamplituden sind — wie die Koeffizienten a, —
untereinander durch Systeme von unendlich vielen Gleichungen gekoppelt.
Ein erstes System, das die zeitunabhingigen Funktionen miteinander ver-
kniipft, folgt umittelbar aus Gl. (3.6) (fiir ¢ == 0), den Feldgleichungen der
wechgelwirkungsfreien Feldoperatoren und der Differentialgleichung von &(t).
Fiir die einfachste Wahrscheinlichkeitsamplitude y(}xx;|) erhdlt man beispiels-
weise:

(56; +4 +f2)(90, Y5 (@) p* () D) mg =

2 .
=—y f dx(Qy. yit (@9 (32)  Po(@)ysAo(@)pel@) : D), ( =+ zﬂm) ,

t=0
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oder

B8) B ALy ) sl 552) = + 0 [ 08 gl mimirl w1 +

t=0

+ igJ dax 8 (@ — EYY5 gy (x| 525 |) + igfdx 83 5@ — DYYE Y (% | 1% ])

t=0

Als weiteres Beispiel sei noch die Gleichung fiir y(x,|x,x;]) angegeben.
Da die Differentialgleichung von Ay(x) zeitlich von zweiter Ordnung ist, fiihrt
man zweckmifBig neben y(x,|x.x;]) noch die erste Ableitung nach der Me-
sonenzeit ein:

0
Z(.'xl!xzx:,;') = F (£, A;("’&)’P:(Tz)w;(wa)cp)tﬁo .
“1

Man erhalt dann fir die 1|2]- und die ]_.]2[-VVa-hrscheinli('hkeitsamplitude *)
die Beziehungen:

(3.9) (—iE +f1 ‘|‘f2)l(x11x2x3£) =

== Z(-’{ﬁixaxs“ — gfdx(.Qo, A:(fvl)"/";(mz)’/’:(a’a) : @o(w)‘}’sAo(mW)o(-’”) . ¢)ti=o 5

(3.10) (—iE +f;. +f2)X(xllx2x3D = (4 —%ﬁ)x(xxlxzxs!)*

— gf da( €2, A.-;(wl)"{’: (22)wy (3) * Fol)ysdo(@) () : ¢)ti=0

t=0

Die rechten Seiten dieser Gleichungen lassen sich mit Hilfe der Wick’schen
Regel leicht so umformen, da auBer den Funktionen S<(z— '), 4*(x - a’)
und A*(z— &) nnr noch Ubergangselemente von Produkten aus Vernichtungs-
operatoren, also Wahrscheinlichkeitsamplituden iibrig bleiben. Dic allgemeinen
Gleichungen fiir irgendeine Wahrscheinlichkeitsamplitude 7 (einschlieBlich der
ersten Ableitungen nach Mesonenzeiten) lassen sich nach dem Muster der
Gi. (3.9) und (3.10) leicht herstellen.

Wir kommen zu einem zweiten unendlichen Gleichungssystem, das die
zeitabhéngigen Wahrscheinlichkeitsamplituden (wieder einschlieBlich der ersten

(®") Die m|n|a-Wahrscheinlichkeitsamplitude hat m Mesouen-, n Nukleonen- und
@ Antinukleonenkoordinaten. Ist nach einzelnen Mesonenkoordinaten die zeitliche Ablei-
tung gebildet, so wird dies durch untersetzte Punkte angedeutet: 1dY1s Ya» Ys> y,‘fa-lxzf)
wird z.B. als 22|2-Wahrscheinlichkeitsamplitude bezeichunet.
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Ableitungen nach Mesouenzeiten) untereinander verkniipft und sich besonders
zum Vergleich mit der Bethe-Salpetergleichung eignet. Zur Ableitung dieses
Systems geht man am besten von der Integralgleichung (ITa') (S. 50) des
Zustandsvektors @(t) in der gewdhlten Wechselwirkungsdarstellung aus:

(ITa) D(t) = — 4 f Hy(t)d)dt' .

Darauns folgt fir y.(|xx,|) die Beziehung
(Qo, vy (@), (2:)D(1)) =

=— fd\t’fdxl(go, 1/«’; (1’1)7}’:(%) : @0(50’)')/5110(&0’)1/)0(%') : ¢(tl))ti=t y

—® t

oder

(3.11) g |mix|) =

|2
— gj dtfdx’ dxll dx; N+(x, — m;)y:Sﬂwz — x;)yiysxi,(x’ ix;x;x’ lx') -+
— t’

t
+g f ds’ f da, Ao, S+ (0 — @ )yiSH@, — @)yt o (2, | 202, |) -
—® i’

12
+ gfdt’j dax, dac, S*+(x, — o, )y (a0, — x;)yix,,(x; | x,x, -
—© t

Ganz allgemein gilt fir irgendein Produkt P(z,,..., ;) von Operatoren A, (z),

A3 (@), pi @)y 5] @):

(A a) ('Q07 P({vl,..‘7 wn)Q(t))t‘.=t ==

=— 9fdtlf dxl(go, P(w,,..., 2,) 1ﬁo(w')}/5110(‘”’)'.90(5'7’) : Q(tl))ti=t .

Hier formt man wieder auf der rechten Seite nach der Wick’schen Regel so
um, daB schlieBlich nur noch Ubergangselemente von Produkten aus lauter
Vernichtungsoperatoren vorkommen. Fiihrt man weiter die noch verbleibenden
Vernichtungsoperatoren zur Zeit t mit Hilfe von 8- und A-Funktionen auf
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Vernichtungsoperatoren zur Zeit ¢ zuriick, so erhidlt man auf der rechten
Seite eine Summe von Integralen, in welchen auBler Funktionen yx, nur noch
die Funktionen S, 8-, 4~ und zeitliche Ableitungen von A" vorkommen.
Das Resultat dieser Umformung kann man fir jede beliebige Funktion y,
nach einfachen Regeln, die im Anhang ungegeben sind, in graphischer Form
sofort hinschreiben (siche 8. 83).

Diese graphische Formulierung (°®) des Integralgleichungssystems (A a)
erlaubt in einfacher Weise auller der |27-Wahrscheinlichkeitsamplitude alle
ibrigen Wahrscheinlichkeitsamplituden zu eliminieren. So kénnen in der Inte-
gralglelohung Fig. 1 bzw. Gl (3.11) auf der rechten Seite die 1|3 ,1- und die

1 2[-Wahrscheinlichkeitsamplituden mit Hilfe ihrer Integralgleichungen Fig. 2
und Fig. 3 ersetzt werden. Das Resultat dieser Substitution ist die in Fig. 4
wrezeichnete Integralgleichung. Das Ziel ist in weiteren Iterationsschritten von
der rechten Seite moglichst viele Glieder abzuspalten, die nur noch die |2 -
Wahrscheinlichkeitsamplitude enthalten, um so im Limes unendlich vieler
Scliritte ein Analogon zur Bethe-Salpetergleichung zu gewinnen. Zur For-
mulierung dieses lterationsverfahrens brauchen wir noch eine eindeutige Zer-
legungsvorschrift eines Graphen in seine irreduziblen Bestandteile.

Am einfachsten ist, einen beliebigen Graphen G durch alle durchgehenden
Schnitte konstanter Zeit zu zerlegen, die nur zwei Nukleonenlinien treffen.
Um jedoch zu vermeiden, dafl reine Sclbstenergiegraphen gesondert als irre-
duzible Bestandteile auftreten, schligt man zweckmiBiger Selbstenergicteile
zuln nidchsten unteren zusammenhingenden irreduziblen Bestandteil (Fig. 5).
Graphen, die sich nicht im Sinne dieser zweiten Zerlegungsvorschrift zerlegen
lassen, nennen wir “-irreduzibel (**). Der Zusatz — soll besagen, daB die
Zeiten der inneren Punkte zwischen der Zeit ¢ des frithesten Eckpunkts und
der Zeit ¢ der Endpunkte ., r, eingeschlossen sind.

Wenn man nun allgemein bei jedem [terationsschritt die —-irreduziblen
Terme stehen 1dt und die {ibrigen Terme weiter iteriert, erhilt man schlief}-
lich die Integralgleichung

(3.12) JTEE ZL%(MIle)t:
i

in der iber alle _-irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen (**) % summiert. wird.
Die Funktionen L,/. sind nach den im Anhang gegebenen Regeln zu bilden
und stellen Integrale iiber x,,('x;, x;) und die Funktionen S,, 4, dar.

Emnige der -irreduziblen Graphen sind im Sinne einer weitergehenden

{(*, Die Kenntnis der im Anhang angegebenen Regeln wird im folgenden voraus-
genetzt.
(*%) Zur genauen Definition dieser Begritfe siehe den Aulang iiber Graphentechnik.
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Zerlegungsvorschrift reduzibel. Sie lassen sich in —-irreduzible (**) Graphen
zerlegen, bei welchen den Zeiten der inneren Eckpunkte nur die Bedingung
auferlegt ist kleiner als die Zeit ¢ der Endpunkte zu sein. (Fig. 5). Mit diesem
neuen Begriff der Irreduzibilitit erhilt man die Integralgleichung

(3.13) 1l |2 |) = 3 L] @it ] ) imr
¥y

worin nun iiber alle —-irreduziblen (*°) Zwei-Nukleonengraphen » summiert
wird. Gl. (3.13) kann leicht in Gl. (3.12) umgeformt werden, der Nachweis
geschieht #hnlich der auf Seite 73 geschilderten Transformation der Bethe-
Salpetergleichung in eine einzeitige Form und soll hier nicht weiter ausge-
fiihrt werden.

FaBt man die Selbstenergieteile in Gl. (3.13) geeignet zusammen, so erhilt
man:

(3.14) 1l | |) = 3 L3 |y, ),
7

Hierin wird nur iiber diejenigen Graphen summiert, die frei von Selbstenergie-
teilen sind. Bei der Bildung von I* sind statt der S,, 4,-Funktionen, jeweils
die Funktionen

(20, TLU(t, — 00)po(@,)Pol(,)]820)

(L, TLU(, — 00) Aol@;) Aa(,)]20)
einzusetzen.
Weiter kann man zeigen (*°), dal sich jede Losung der Gleichung

(3.15)  ydlmm)) = i x)xi(x) — =) (=) + 2 L0 )
=

worin gi(|# ) Lésungen der Einteilchengleichung

e =TI (a) ()

g

sind, zu einem Satz von Wahrscheinlichkeitsamplituden y, erginzen lifit,
der das unendliche Integralgleichungssystem (A a) (S. 56) ldst. Die durch Ite-
ration erhaltene Lasung von Gl. (3.15) beschreibt offenbar die Streuung zweier

(4%) Zum Beweis vergleiche die analogen ["berlegungen fir Wellenfunktionen auf
Seite 67, 68.

(") Hier wird iiber alle —-irreduziblen Ein-Nukleonengraphen summiert, vgl.
Anhang, S. 86.
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Nukleonen mit den Wahrscheinlichkeitsamplituden y}(|x|) und x3(|x|), wihrend
die Losungen von Gl. (3.14) gebundene Zwei-Nukleonenzustinde beschreiben.

Zum AbschluB sei noch erwidhnt, wie sich die Lévy’sche Methode im Orts-
raum entwickeln 1486, wenn die Konstanten m, nnd x; konsequent in die
experimentellen Anteile m, x* und die Zusatzterme — dm, — dx? aufgetrennt
werden, Zu diesem Zweck definiert man die zeitabhiingigen Wahrscheinlich-
keitsamph'tuden — anders als in Gl. (III) (8. 53) — mit Hilfe der zum Hamilton-
operator H gehérenden Groéfien Do, 'Po( x), D'(t) usw.:

Xe(lxlxz‘ = (-Qoa '{’o (wl)’l)o (%)q) 1))
{3.16)

Le(20s | x4 |) = (25, Ay () Ay (@), (@)y, (@)D (2)).

Diese neuen Wahrscheinlichkeitsamplituden erfiillen wieder die drei auf S. 54
genannten Kigenschaften.
Aus der Integralgleichung

(ILb) D'(t) = D'(— c0) — i f H,({t)D'(t)at

folgt dann fiir die |2!-Wahrscheinlichkeitsamplitude:
(3.17) X;(‘xxxz l) = (Po(}a/'lwz E)ti=t —

3

—9g f Az'(2y, vy (®)wy (@) : (@) Ag(@ )ysya(a’) - P () Yyme +

! . —r ’ ! . l ] LAY
+ fda" 0y Vo (@)y (0,) | 10m : ol Ype(a’) : +§ 1022 A4,ix')*

d)'(f/))w

Hierin kann der Integralterm der rechten Seite wieder so umgeformt werden,
daB er auBler Wahrscheinlichkeitsamplituden nur noch S+-Funktionen enthilt.
Die allgemeinen Gleichungen lauten (mit entsprechender Bezeichungsweise wie
bei GL. (A a)):

(AD) (D) Pl@rs eoey )P () igmr = (D Pty ooy 2) B (— 00) )y —

t

g ’ A2 (25, P(@ys .y 0,) 2 (@ Yys A L@ ') : D) )ems

- idm [dm’(.@é, Py, ...y @) (@ Yyola’) : D))y my +

t

i("a-:gjdm’([.);, P(@y. ooy @) Ag(a )2 D' (1) )y

-

IS

+
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Beéschreibt @'(t) die Strenung zweier Nukleonen, so gibt das inhomogene
Glied von GL (3.17)

Pollats | )i == (2, 9, (@)Y, (@) (— o))

die wechselwirkungsfreie Wellenfunktion der beiden einlaufenden Teilchen.
Beschreibt dagegen @'(t) etwa den Grundzustand des Deuterons, so miiBen als
Folge von @'(— oo)=0 séimtliche Funktionen g,= (2, P(&y,..., #,)@ (— 00));=¢
verschwinden. '

Mit der Annahme, daB — ausgenommen hochstens die Funktion gy( @, |)—
alle iibrigen Funktionen ¢, identisch verschwinden, gelangt man so zu der
Gleichung

(3.18) Z:'(!xlxz I) = X0(|x1x2 ])ti=t -+ Z E;‘—,;dwlxzi)t‘;t (*2)
7

in welcher auf der rechten Seite nur iiber diejenigen —-irreduziblen Graphen
summiert wird, die frei von irgendwelchen Selbstenergieteilen sind, und bei
der Bildung der Funktionen L statt der 8,, A,-Funktionen die Ausdriicke

(Qy, TLU'(t, — co)y, (@) Polws)]62,)
(2, TLU'(2, — 00) Ag(w;) Ag(,)12;)

eingesetzt werden. Die Gl. (3.18) hat eine groBe Ahnlichkeit mit Gl. (3.15),
ist jedoch mit ihr wegen der Verschiedenheit der statt der §,- und A, -Funk-
tionen einzusetzenden Bildungen nicht identisch.

4, — Wellenfunktionen.

Die von BrTrHE und SALPETER (**) gefundene Integralgleichung fiir das
Problem zweier gebundener Nukleonen lautet:

(4.1) planm,|) = 3 LE(Iwms) -
r

Summiert wird iber sdintliche mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen (vergl.
Anhang 8. 83), die mehrzeitig irreduzibel sind. Mehrzeitig irreduzibel soll
heiBen: Es sei nicht méglich I' durch einen beliebigen Schnitt in zwei Teile
zu zerlegen, die nur durch zwei Nukleonenlinien miteinander verkniipft sind,

(*?) o stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit @y (|, )y
(#8) E. E. SavLpeETer und H. A. BeTHE: Phys. Rev., 84, 1232 (1951).
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derart, daf die in @; und @, endenden Nukleonenlinien noch zusammenhéngen.
(Fig. 17). Die Konstruktion eines Terms L{(xx,) geschieht wie bei den
S-Matrixgraphen mit Hilfe von §,-, A,-Funktionen usw., nur mit dem
Unterschied, daf fiir die duferen Nukleonenlinien die Funktion ¢(|x, ) selbst
eingesetzt wird. (Vgl. hierzu die im Anhang angegeben Regeln).

Eine strenge Begriindung der Bethe-Salpetergleichung wurde zuerst von
GELL-MANN und Low (%) gegeben, die zeigen konnten, dafi die « Wellen-
funktion »

(4.2) ‘P(‘xl'i}z | ) = ('Q' T‘P(%)“P(%)@)

eines Zustands @ zweier gebundencr Nukleonen der Bethe-Salpetergleichung
gentigt. Dieser Funktion kommen nun gleichfalls die drei Eigenschaften (S. 54)
der Wahrscheinlichkeitsamplituden zu:

1. ¢ ist antisymmetrisch in 2, und a,.

2. Aus der Energie-Impulseigenwertgleichung von @ folgt eine Kigen-
wertgleichung fiir ¢:

P®=nd

u 2
ergibt

(2 2
\Gwg " Gan)¥ T Y

3. Im wechselwirkungsfreien Fall ist g w1m2|),l=,r.t mit der bekannten
Ziwei-Teilchenwellenfunktion des Konfigurationsraums identisch (bis auf den
Normierungsfaktor 15).

GELL-MANN und Low (%) haben eine Form der Bethe-Salpetergleichung
angegeben, in der relafivistisch invariant alle Selbstenergieteile zusammen-
gefafit sind:

(4.4) o)) = 3 L
2

x,2,]) .

Hier wird iiber alle Graphen /" summiert, die keine Selbstenergieteile mehr
enthalten. Die analytischen Ausdriicke L’ unterscheiden sich von den ent-
sprechenden Termen L durch Ersetzung der Funktionen §,, 4, durch SI',, A ;
In dhnlicher Weise ist die Aufsummierung der Eckteile (vertex parts) und
M-Teile moglich.

Es gilt nun das Verfahren von Bethe und Salpeter weiter auszubauen. In
Parallele zu den Ausfithrungen des Abschnitts 3 wird man zunichst zur

{*%) M. GELL-MaNN und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951).
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« Darstellung » eines Zustandsvektors @ (*) neben der Zwei-Nukleonenwellen-
funktion @(|x,x;|) weitere Wellenfunktionen einfithren; z.B. eine « 2|2]|-Wellen-
funktion » (y,y,|2.x,|), die zwei Mesonen mit den Koordinaten y,, y, und
zwei Nukleonen mit den Koordinaten z,. , beschreibt. Wie man die Definition
der Wellenfunktionen zu wihlen hat, ist eine Frage der ZweckmiBigkeit. Soll
es sich um eine wirklich brauchbare Verallgemeinerung des fiir freie Felder
gelaufigen Begriffs Wellenfunktion handeln, wird man mindestens verlangen,
daBl — wie fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden — die auf Seite 54 genannten
drei Eigenschaften erfiillt sind. Dariiber hinaus soll die Definition mdéglichst
einfach sein und zuv ibersichtlichen Differentialgleichungen fir die Wellen-
funktionen fiihren.

In Analogie zu den Definiticnsgleichungen -der Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden liegt es nahe, die Definition (4.2) durch folgende Ausdriicke zu erginzen:

T(ﬁ'/l?/z]%xz D == (.Q, TA(?/l)A(yz)W(ml)’l’(wz)@)

(4.5) (| @iy | 2) = (2, Ty(@,)p(@)p(@)p()P) .

usw.

Diese « 7-Funktionen » haben zwar die bekannten Symmetrieeigenschaften und
erfilllen als Folge von Gl. (4.3) die Eigenwertgleichungen

> — 1=ln,T,
i aa:l"‘

(summiert wird iiber alle Koordinaten von t). Doch ist Eigenschaft 3 nicht
erfiillt. Denn im wechselwirkungsfreien Fall ist z.B.

(QM T o(?/1)»40(?/2)1/’0(991)"/’0(502)¢o) = (-Qo, A:(?II)A: (?/2)1/)0 (w1)1lJ° () ¢o) -+

+ Asyy— 1) Do, v (@)wy (@) Do) ().

Wenn auch die z-Funktionen aus diesem Grund noch nicht geeignete Wellen-
funktionen sind, kénnen solche doch leicht aus ihnen gewonnen werden. Man
braucht nur die im wechselwirkungsfreien Fall giiltigen Beziehungen zwischen

(4%) Wir beschrinken uns grundsitzlich auf Zustandsvektoren von Zwei-Nukleonen-
problemen.

(*¢) Fiir einen Zustand mit zwei freien Nukleonen wire die 7,-Funktion mit zwei
Mesonen- und zwei Nukleonenkoordinaten von Null verschieden.
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r-Funktionen und Wellenfunktionen
To(?llyzlwlxz |) = @o(¥1¥2 l‘l'l@'z,g ) + Arly,— ?/2)%(|w1wz I )
To( ‘ Ty Ty iz) = o "rlw2x3iz) — Splw; — z)‘Po(;wﬁ”z‘ ) +

4 Br(@y — 2)o( !wxa?z I ) — Srl@, — z)?’(lwz-’”a i) y

usw.
unmittelbar zu iibertragen:

T(YrY2 }xla"z i) = @Y, i ‘Elxz)l) + Ar(y, — ?h)‘P(l T1% “

IV}
[ (@, |2) = 97(%-’51%“’93!2)_ SF(wa—“z)?’(iwlmzi) + .
Diese Beziehungen — aufgefaBt als Definitionsgleichungen dér Wellen-
funktionen -— erlauben jede Wellenfunktion eindeutig aus endlich vielen

t-Funktionen gleicher oder geringerer Teilchenzahl rekursiv zu berechnen, z.B.:
(Y 1Y, | 53141/'2‘ )= (V1Y |w1m2 |) — Ay — Ya)7( lfb‘xwz l )

B3 |2) == T(| 0o | 2) + Splary — 2)r(| e |) — ... .

o

Die so erklirten Wellenfunktioner haben die drei gewiinschten Eigen-
schaften ('"): Sie sind symmetrisch in den Mesonen- und antisymmetrisch in
den Nukleonen- bzw. Antinukleonenkoordinaten. Aus Gl. (4.3) folgen die
Figenwertgleichungen

Ei: ai,i‘q’: i,

und im wechselwirkungsfreien Fall stimmen die (einzeitig genommenen) Wellen-
funktionen mit den bekannten wechselwirkungsfreien Wellenfunktionen des
Konfigurationsraums iiberein.

Ebenso wie bei Wahrscheinlichkeitsamplituden ist aneh der Satz der Wellen-
funktionen eines Zustands @ einem unendlichen System wvon Differential-
gleichungen unterworfen, die gich aus den Feldgleichungen (I) und den gleich-
zeitigen kanonischen Vertauschungsrelationen ergeben.

(*") Eine andere Moglichkeit, Wellenfunktionen mit diesen drei Eigenschaften aus
den r-Funktionen abzuleiten, wird auf Seite 66 erwihnt.
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Zunichst folgen aus der Definition der z-Funktionen die Differential-
gleichungen

ler(‘wlmZ l) = igygt{m, |w1w2 ’)
1.7 |21, |) = igysT(yam | w2, |) fo =v ai + m
{4.8) @
hylf(?hl%le) = gy t(| w5y, |11 ]) hy, =, —»?
fﬁ[":(lw@z%lz) + Spla; — 2)7(1%% m = ":gy?f(a’dwl%wa 2) (%)
oder
fz,T(|x1x2wslz) = — i0(w; — z)T(I L1y 1) + ig'}’:ar(ws i mlwzma‘z) ")
by [T@Ys |05, |) — Ae(y— ya)(| 222 ])] = Ggy5e(ys |2@aya [91) (*0)
oder

h,,,'f(?h?/z lml% |) = 10(yy — y2)"7(|=’171332 |) + gy (Y. ‘51/'14”2%[:’/1) ).

Mit den Umrechnungsformeln (IV) erhidlt man als Differentialgleichungen
der Wellenfunktionen:

4.7 fxﬂ’(] BTy ] ) = igyTol@n l &y Ty ; )

(4.8) fxy(?/ ‘wlw2 ‘) = ig}’:@(?/%‘%%i) + Ay — 21)igy59( m;wzl)

(4.9) oy |z |) = igyip(| 2@y |y) — Sele. — y)igyie(|my |) +
+ 8elar— y)igyip(| 2y )

04505 | 2) = TGy PQ(YDs | 12505 | 2)— Bp(s— 2Yigyrp(yws oy, )+
—+ igy?dp(y - ws)‘P(lwxwzwa lz) +
-+ igV;JAF(y — 23) (@5 — Z)tp(l Ty I)

(V) | (410) [y

(4.11) h,,,q?(?/l?/z ’wﬁvz |) = ig?:"?(?/z‘wﬁz?ll Iyx) +
+ Spla, — ?ll)ig’}l?‘}?(yz lxlyl ‘) — 8w, — yl)ig'}’:l‘P(% {%yl I)

usw,

(48) Der Term Sg(wy — 2)7(|x,2,|) gibt fir xy35= 2z zur rechten Seite keinen Beitrag,
kompensiert aber die durch die Vertauschung {y(z;), y(2)} bedingte Unstetigkeit von
(|2, 2575 |2) in x5 = 2.

(4*) Der Term Ag(y; — ¥5)v(|®2,]) kompensiert die durch die Vertauschung
[4(y,), A(y,)] bedingte Unstetigkeit von 7(y,y,|%,%,|) in 4, = ¥..

(%) Die in den Differentialgleichungen der z-Funktionen vorkommenden vier-
dimensionalen é-Funktionen sind eine Konsequenz der lokalen Vertauschungsrelationen.
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Die zugehorigen Integralgleichungen lauten (die inhomogenen Glieder sind als
Folge der Eigenwertverschiebungen durch die Renormierungsmassen gleich
Null zu setzen):

) (4.12)  g(|mm,|) = + gy f Sply— z,)p(2, |2z, |) da,

usw.

Gl. (4.12) und die den iibrigen angegebenen Differentialgleichungen (4.8) bis
(4.11) entsprechenden Integralgleichungen sind in den Fig. 6 bis 10 graphisch
dargestellt.

Bei der Ableitung der Gleichungssysteme (4.6) und (V) ist nirgends davon
Gebrauch gemacht worden, dafl die Wellen- und t-Funktionen auf den Vakuum-
zustand @ bezogen sind. Die Differentialgleichungen (4.6) gelten demnach
ebenso fir die 7-Produkte

T{Ayy) ... @) ... P21) ...]

der Feldoperatoren und simtliche Ubergangselemente zwischen zwei fest ge-
wihiten Zustdnden:

TooWiye [Ty |20y o) = (D, TLAW) ... p(@) ... §(2)) ...19D).

Ebenso verhiilt es sich mit den aus T-Produkten nach der Wick’schen Regel
abgeleiteten Operatoren:

T["P(wl)u)(%)] = (@) p(x,) :

T[A(yl)A(?/z)QP(xl)W(wz)J = A(?/l)A(?/z)"l)(xl)W(“'/'z) L AF(?]l”— Ya) (@) ple,) o
usw,

Diese Operatoren, wie auch deren Ubergangselemente
PooYry oo [ 1y (215 0) = (D, D AYy) o (@) o 9(2)) o 1 D)

geniligen ebenfalls den Differentialgleichungen (V). Sie geniigen ferner den
Integralgleichungen (B), wobei das Verschwinden der inhomogenen Glieder
durch direkte Ableitung aus den homogenen Integralgleichungen (I') folgt. Die
Funktionen ¢4, bezeichnen wir als Wellenfunktionen des Zustands @ relativ
zum Zustand @'. Die Frage, wie man — entsprechend zu Gl. (4.4) — die
Systeme (4.6) und (B} umazugestalten hat, sodafl sadmtliche Selbstenergieteile
usw. zusammengefallt werden, ist nicht so leicht zu beantworten. FEinen
ersten Hinweis erteilen die storungstheoretischen Entwicklungen der r-Funk-

5 - Supplemento al Nuovo Cimento.
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tionen eines Streuzustands von Elementarteilchen:

T(Yyy ooe | @1y ne |21y 00) ==

= (84, TU' (400, — ) A (H1) ... Y (@) ... §'(21) ... ]JD'(— 00))  (52)

(4.13)
D= U'(0, — c0)D'(— o) .

Die graphentechnische Auswertung dieser Entwicklungen zeigt, da die von
Dyson zur Renormierung der S-Matrix gegebenen Vorschriften ohne wesent-
liche Anderungen iibernommen werden konnen. So lassen sich z.B. ohne wei-
teres simtliche Selbstenergieteile in Form der S,- und 4,-Funktionen zusam-
menfasgen. Diese Moglichkeit geht verloren, wenn der Ubergang zu den Wellen-
funktionen nach Gl. (IV) vollzogen wird. Denn das Auftreten der ungestrichenen
Funktionen in den Definitionsgleichungen (IV) macht eine konsequente Auf-
summierung der Selbstenergieteile von vorneherein unméglich. Anders verhélt
es sich aber, wenn man zur Definition der Wellenfunktionen die gestrichenen
Funktionen verwendet

T(I$1mz|) = (P’(lmlle)
(4.14) (Y1l | 2222 |) = @' (1Y | 212, N+ A;(yl—_ Y9 (|2u22 |)

usw,

Die aus den Gl. (4.13) erhaltenen storungstheoretischen Entwicklungen dieser
« gestrichenen » Wellenfunktionen erlauben in jeder Niherung die invariante
Aufsummierung der Selbstenergie-, Eck- und M-Teile. Als weiteren Vorzug
zeigt die Gegeniiberstellung

@ W | s |) = (2, TAY)A @)y p(@) P) —
— (20, TAy1) As(y2)2:)( 2, Ty(w)p(a.)P)

@ Wi | 212 |) = (2, TA(y:) A(ye)p(@:) (@) D) —
—(Q, TA(y) A(y)2)(2, Ty(@)p(2)P)

daB die Definition der gestrichenen Wellenfunktionen keine GroBlen aus der
Theorie der freien Teilchen benutzt.

(*) Bis auf' den Phasenfaktor 1/(2q; U'(+ oo, — c0)2,) der rechten Seite, den
wir unter der Vereinbarung weglassen konnen, daB bei der graphentechnischen Aus-
wertung eines Ausdrucks der Form

(25, T[U'(+ 00, — o) .. JO'(— o))

nur Graphen ohne geschlossene Komponenten zu bericksichtigen sind.
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Aus den storungstheoretischen Entwicklungen der gestrichenen Wellen-
funktionen lassen sich Integralgleichungen erhalten, die aufBler endlichen Kon-
stanten nur noch die durch Zusammenfassung von Selbstenergieteilen usw.
entstandenen Funktionen Ny, usw. enthalten. Diese «renormierten » Integral-
gleichungen, die auch unabhingig von der Voraussetzung @= U’(0, —o0)@D'(—o0)
giiltig sind, sind jedoch ziemlich kompliziert und sollen hier nicht in Betracht
gezogen werden. Wir beschrinken uns vielmehr ganz auf die Diskussion der
ungestrichenen Wellenfunktionen, die wegen der Einfachheit der Systeme (V),.
(B) zur ersten Orientierung geeigneter sind.

Wir wollen uns noch davon iiberzeugen, dafl sich jede Losung der Bethe-
Salpetergleichung zu einem ganzen Satz von Wellenfunktionen erginzen 148t,
der das Gleichungssystem (B) identisch befriedigt. Wir gehen dazu von einer
bestimmten Losung der Bethe-Salpetergleichung (5.1) aus (die inhomogene
Form der Bethe-Salpetergleichung wird nachher behandelt) und definieren die
fehlenden Wellenfunktionen als Entwicklungen nach Potenzen der Kopplungs-
konstanten:

1/2]
Pl mas)) = 3 Lhgs ) (¢ =)
|31

128 L 1w2 3
(115) (| 25 | 2) = Z (| @yt | 2)

2\3[1

?’(?/1?/2 ‘ &1 X225 1z) = Z L}E(ylyz jwlx2w3 ] 2)
r

usw.
minlk

In Y wird iber alle mehrzeitig irreduziblen m|n|k-Graphen (vgl. Anhang
r

S. 41) summiert. Jeder dieser Graphen enthilt zwei dullere Nukleonenlinien,
fir welche (|22, ) einzusetzen ist. Mit Hilfe der Integralgleichung (4.1) und
der im Anhang entwickelten Graphentechnik 148t sich dann leicht nachweisen,
daB jede einzelne Integralgleichung des Systems (B) fir ¢( x,,|) und die von
dieser Funktion abgeleiteten Entwicklungen (4.15) eine Identitdt ist.

Um einen entsprechenden Beweis fiir eine Lisung der inhomogenen Bethe-
Salpetergleichung

2]
(4.16) (P(Jxlwz }) = (Pl(’wll)‘pz(‘xz {) _‘Pz(|w1 l)‘Pl(‘wz I) -+ z sz;(\xlxz |)
Ir

zu fithren, in der ¢,(|2|), @,(|x|) Losungen der Ein-Teilchenform

fuf
(4.17) ‘Pl,z('a/“) = ;L%2(|xl) ®1,2 =‘P1,2(|w]i)
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der Bethe-Salpetergleichung sind, schreiben wir (4.16) in der Form:

12| 12|
(4.18) |z |) = X* Lo(ow,|) + D LE(|2y,))
r Ir
po = pu(| 2, Deal| 75 ]) — @al| 23 Dl @R ]) 5 ¢ = (| 2,3,])

wobei in der Summe 3 * iber alle mehrzeitig irreduziblen |2|*-Graphen sum-
miert wird. Die |2|-Wellenfunktion brauchen wir dann nur noch durch Aus-
driicke der Form

2|2 2{2|
(4.19) (P(?/lyzlaﬁxz‘l) = g*L?(lmlwzl) +§L}P~(|a’1%!)
zu erginzen (in X* wird iber alle mehrzeitig irreduziblen 2|2|*-Graphen
summiert), um einen Satz von Wellenfunktionen zu erhalten, der das Gleichungs-
gystem (B) befriedigt.

Das lorentzinvariante System (V) (Seite 64) kann sehr leicht in ein einzei-
tiges System von Differentialgleichungen verwandelt werden, vorausgesetzt,
daB & ein Eigenzustand der Energie ist. Denn nimmt man (wie bei den Wahr-
scheinlichkeitsamplituden) die ersten Ableitungen der Wellenfunktionen nach
Mesonenzeiten als unabhingige Funktionen hinzu, so kénnen die Zeitdifferen-
tiationen in (V) mit Hilfe der Eigenwertgleichungen

Y~
gofort eliminiert werden. Grenziibergiange zu gleichen Zeiten (wobei auf die
GroBenanordnung der Zeitkoordinaten wihrend des Grenziibergangs streng
geachtet werden muB) liefern ein System von Differentialgleichungen, die nur
noch die zur Zeit ¢t = 0 genommene Wellenfunktion und deren erste Ablei-
tungen nach Mesonenzeiten enthilt.

Als Beispiele seien folgende Gleichungen angefiihrt:

) + igagip{x, | %1%, !)

(4.20) (— B + fi + Lo xuxe |) = igegipla | xixe

(4.21) (—1E +f, + L)y | xum|) = @y [2:%: ) + igogip(ys | 212 1) —
— g At (y — xl)(}?(i XX l) + gy, l XX, l) -
— gogAt(y — x,)(| 1%, |)

(VD) | (4.22) (—iB +f; +fdply | mm]) = (4 — ply |2 |) +igodiplym| ) —

_ ga:1A+(.}’ - xz)‘P(l X1 X ‘) -+ ig“:'(p(yzxz | X1 X2 I) -
— g A+ (Y — x,)(| %12 |) — igyp(| 2axay | y)—
— gy 8+(x, =y )@l 2y |) + 978t (2 — y)g(| .y |)

0y = TYaYs S+(x) == 87() =0 A+ (x) = A (@)1= -
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Diese drei Gleichungen entsprechen beziehungsweise genau den Gl. (3.8), (3.9)
und (3.10) der Tamm-Dancoffmethode.

Interessiert man sich nur fiir die lorentzinvarianten Eigenwerte nf‘ der
Ruhenergie, so wird man als Nebenbedingungen zum Gleichungssystem (VI)

2
Pd=0 oder Y-—¢=0, w=1,2,3

o

83
= -

verlangen, sodal}

E = an
u=1
ist.

5. — Randbedingungen fiir ¢ = — co.

In den letzten beiden Abschnitten waren die Verfahren von Tamm-Danecoft
und Bethe-Salpeter parallel entwickelt worden. Neben der Bethe-Salpeter-
gleichung und der Integralgleichung (3.18) haben wir unendliche Gleichungs-
systeme kennen gelernt, die unabhéngig von Randbedingungen ganz allgemein
gelten. Wihrend sich Randbedingungen fiir ¢ = — oo in den Systemen (A a)
(8. 56) und (B) (8. 65) nicht einmal duBerlich bemerkbar machen, gehen sie in
das System (A b) (8. 59) durch die Funktionen

Po= (24, Pl&r,..., )P (— 00)), =
ein (%2).

Wir wissen bisher, daB jede Losung der Integralgleichungen (4.4), (3.18)
auch eine Ldsungsmannigfaltigkeit der zugehdrigen Systeme bestimmt. Die
Frage ist, welche Losungen umgekehrt bei Umwandlung der Gleichungssysteme
in die Integralgleichungen (4.4), (3.18) verloren gehen. Zur Beantwortung
dieser Frage beschrianken wir uns der Einfachheit halber auf Streuvorginge
zwischen Elementarteilchen, d.h. auf Zustandsvektoren @, die in der Wechsel-
wirkungsdarstellung formal (53) die Gestalt

(5.1) D'(t) = U'(t, — 00)@(— o0)

haben. Unter dieser Voraussetzung it sich leicht zeigen, daB die Tntegral-

(*2) Mit der Einschriankung, daB verschiedene Randbedingungen fir ¢t = — o zu
denselben Funktionen (_Q",, P(ry,..., ;)2 (— oo)) fithren koénnen.

{**) Das heilt abgesehen von Divergenzschwierigkeiten des Operators U'(f, — oo}
(E. C. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951)).
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gleichung (3.18)

(5.2) 1| e ) = gl|2@ )i+ T Dol (49
14

und ebenso die Bethe-Salpetergleichung (4.4) in ihrer inhomogenen Form

(5.2") ?’(l-’”lxz') = %(lwﬂzi) + ZLF(\%%D (*4)
~

nur unter der Randbedingung erfilllt sind, daBl @'(— oco) ein Zustand mit
zwei freien Nukleonen ist.

Denn nach Voraussetzung (5.1) gelten die Entwicklungen
(5.3) (24, wa(@)yy(®)D' (1) = (25, Yo(@) o) U'(t, — 00)P'(— 00))
(5.3") (82, Ty(@) (@) D) = (2, TIU' (400, — 00)yy ()9, (#:)]P'(— 00)).

Nehmen wir zunéchst an, dafl @'(— co) ein Zustand mit zwei freien Nukleonen
ist, so enthilt die Entwicklung (5.3) bzw. (5.3') — auBler 8- und A-Funk-
tionen zu den experimentellen Massen — nur die Wellenfunktion (@e(|2,,])
der beiden einlaufenden Teilchen. Die einzelnen Entwicklungsglieder von (5.3')
lassen sich — wie bei der Dysonschen S-Matrixentwicklung — durch Graphen
veranschaulichen, nur mit dem Unterschied, daBl noch zwei in den Punkten z,
und z, blind endende Nukleonenlinien mit zu beriicksichtigen sind. Aufler dem
Graphen I, (Fig. 11 a) der nullten Niherung treten in den hoheren Nihe-
rungen die in den Fig. 11 b bis e dargestellten Typen T;, T,, T, und T, auf.
T, gibt zu @(|x,2,|) den Beitrag g,(2,7,), die der Gesamtheit der Graphen vom
Typ T, T,, T, und T; entsprechenden Beitriige seien bzw. mit ¢,(22,), Po{ @102},
@n(rz;) und n([mg}z[) bezeichnet. Die Entwicklung schreibt sich dann in der
Form

(P(ixlxz l) = @o{@: ;) + Qr{@1%2) + olBnn) + Qra{®y%2) + 77(. L1% ') .
Auf Grund der Renormierungsbedingungen ist (%%):
Qo+ @1+ @ TP = Zyp, .

Andererseits kann 7(|z,2,|) laut Definition in der Form
n(lmlel) = zL;Z(|m1wzl)
&

(5¢) Die inhomogenen Glieder ¥ und ¢ sind beide Losungen der wechselwirkungs-
freien Diracgleichungen mit der Masse m.
(%) G. KALLEN: Helv. Phys. Acta., 25, 417 (1952).
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entwickelt werden, sodaB
‘P(’mlsz = Zz?o(lwﬂ’z!) + ZL;?(‘aclmzl)
o

folgt. Ebenso zeigt man, daf die Entwicklung (5.3) die Integralgleichung (5.2)
erfiillt, wenn @’'(— oo) ein Zustand mit zwei freien Nukleonen ist.

Nimmt man dagegen fir ¢t = — co als Randbedingung an, daB beispiels-
weise @' (—oo) ein Zustand mit zwei Nukleonen und zwei Mesonen der Wellen-
funktion

@olW1Y: J X1, 1) = (-(21;, A+,(y1)A+,(?/2)1P+,(xl)WJr’(wz)qy(_ 00))

sei, so gibt Gl. (5.3") bzw. (5.3) die Entwicklung von ¢(x,2,) bzw. y,(x,x,) nach
@o(Y1¥z| @17, |) und es ist leicht zu sehen, daB @(x,x,) bzw. y(»2,) keine Lésung
der Bethe-Salpetergleichung (5.2°) bzw. der Gl. (5.2) darstellt.

Ganz allgemein weist man so nach, dal nur unter der Bedingung — @'(—o0)
ein Zustand mit zwei freien Nukleonen — die Wellenfunktion g(x,x,) bzw.
Wahrscheinlichkeitsamplitude y{x,2,) des Zustands

D'(t) = U'(t, — c0)D'(— o0)

eine Losung der Gl. (5.2') bzw. (5.2) ist.
Wir hatten uns eben auf Streuvorginge zwischen Elementarteilchen be-
schriankt. Die entsprechende Diskussion fiir Zustinde mit

D'(— o0) =0

— darunter fallen z.B. das Deuteron, die Streuung von Mesonen am Deuteron,
aber auch die gegenseitige Streuung von Deuteronen — ist nicht so einfach.
Es sei nur erwahnt, dal die Wellenfunktion des Grundzustands zweier ge-
bundener Nukleonen formal (*¢) sicher die Bethe-Salpetergleichung erfillt,
wahrend z.B. fiir Streuung von Mesonen an diesem Grundzustand die Wellen-
funktion ¢(|#2,|) der Bethe-Salpetergleichung nicht geniigt.

Zum AbschluB noch eine gemeinsame Eigenschaft von Wellenfunktionen
und Wahrscheinlichkeitsamplituden, die wesentlich eine Folge von Eigen-
schaft 3 ist. Beschreibt @ die Streuung von k¥ Mesonen an zwei Nukleonen,
so ist unter allen Wahrscheinlichkeitsamplituden bzw. Wellenfunktionen die
Funktion mit k¥ Mesonen- und zwei Nukleonenkoordinaten besonders ausge-
zeichnet. Sie besitzt die Entwicklung

21y oo ¥ | 22 ]) = (D, AY (01) oo AY (W)0, (@) (@) U'(t, — 00)@'(— 00))
bzw.

Y1y ooy Y| a0 |) = (2, TLU(H00, — 00) : Ay(Yy) ... Yy(@s) 11D’ (— 00))

(%¢) D. h. abgesehen von einer Divergenz der Entwicklung des Integralkerns von
Gl (5.2').
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und stimmt (alle Zeitkoordinaten der Wellenfunktion gleich ¢ gesetzt) asympto-
tisch fiir ¢ -— co mit der Wellenfunktion

PUY1y oo Vi 2o ]) = (2y, A3 @) e vy (@)D (— 00)) 0 _ o,

1=V =

der cinlaufenden Teilchen iiberein, wihrend die iibrigen Wahrscheinlichkeits-
amplituden und Wellenfunktionen asymptotisch verschwinden, z.B.:

(9Q,, A ) o A (W2)wy (@) (@)D (— 00)) = 0 fir » = k.

6. — Einzeitige Bethe-Salpetergleichung.

In diesem Abschnitt soll mit Hilfe der im Anhang (°7) entwickelten Gra-
phentechnik eine kiirzlich von W. MACKE (**) gefundene einzeitige Form der
Bethe-Salpetergleichung abgeleitet werden (**). Die Aufgabe ist, aus der mehr-
zeitigen Bethe-Salpetergleichung

(6.1) pl|@ns|) = 2 L] 2y, )
r
eine Integralgleichung fir die einzeitige Wellenfunktion

(pt(|xlx2}) = (P(fxlwz l)tl=zz=t

zu erhalten. Dazu schreiben wir die Bethe-Salpetergleichung in der Form
(6.2) (|, ) =3 LT (| o)
I'x

worin I, den mit einer vollstandigen zeitlichen Eckpunktanordnung v verse-
henen Graphen I' bezeichnet, und iiber samtliche mehrzeitig irreduziblen, mehr-
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen I" und jede moégliche Eckpunktanordnung
sammiert wird.

Ferner benutzen wir folgende Hilfsformel, die jeden einzeitig irreduziblen,
mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen G (mit vollstindiger Anordnung 7 -der
Eckpunktzeiten, Beispiel Fig. 15 a) bis auf Terme hoherer Ordnung durch den

(5%) Die Kenntnis der im Anhang gegebenen Definitionen und Regeln ist fur das
Verstandnis des Folgenden notwendig.

(58) W. Mackr: Zeits. f. Naturf., 8a, 599 und 615 (1953).

(**) Die Vorliegende Ableitung wurde gemeinsam mit K. SYmanzik entwickelt. Von
SYMANzIK stammt auch eine Erweiterung des Verfahrens, die bereits renormierte Form
der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung .in eine einzeitige Beziehung umzuwandeln:
K. SyMaNzIK: Nuovo Cimento, 11, 88 (1953).
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zugehorigen einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen G' (Fig. 15 b) ausdriickt:

(6.3) L= (| gy ) = LD (g, |) 4 3 LoD (| 2y )

g

Die Summe auf der rechten Seite ist iiber simtliche mehrzeitigen Zwei-
Nukleonengraphen g erstreckt, die
1. einzeitig irreduzibel sind
2. nach Abtrennung des untersten mehrzeitig irreduziblen Bestandteils
in G ibergehen.

Zum Beweis von Gl. (6.3) setzt man in L? die rechte Seite der Bethe-
Salpetergleichung ein; es entstehen mehrzeitige Zwei-Nukleonengraphen, die
einzeitig reduzibel, und solche, die einzeitig irreduzibel sind. Die einzeitig redu-
ziblen Graphen werden nach der Schnittregel (sieche Anhang, S. 82) in & und
cinen mehrzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen zerlegt und anschlieSend
mit Hilfe der Bethe-Salpetergleichung in L;, zusammengefat (man beachte
dabei die Orthogonalitit von S*- und S--Funktion!). Die einzeitig irredu-
ziblen Graphen machen gerade die Gesamtheit der beschriebenen Graphen ¢
aus, iiber die in Gl. (6.3) summiert wird.

Wir summieren nun Gl. (6.3) iiber samtliche einzeitig irreduziblen, mehr-
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen G vom Grad n (G heiBt vom Grad n, wenn
G in n mehrzeitig irreduzible Bestandteile zerfdllt, der Graph in Fig. 15 a
hat den Grad 3). Das Resultat dieser Summation lautet:

(6'4) Sﬂ = Sv,; + S'n+1 L

wenn 8, die Summe aller einzeitig irreduziblen, mehrzeitigen Zwei-Nukleonen-
graphen vom Grad n und S8, die Summe aller einzeitig irreduziblen, einzei-
tigen Zwei-Nukleonengraphen vom Grad n bedeutet. Bei Vernachlidssigung
des Restgliedes S, fiir n — oo folgt

<P(|m1wz‘) =8, = szlz

n=1

(6.5) ol 2y |) = 3 LoeEaD(| gy, |)
Y

wenn rechts iiber alle einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y summiert wird, die
einzeitig irreduzibel sind.

Da die Terme L, nur von der einzeitigen Wellenfunktion abhéngen, gibt
Gl. (6.5) die Transformation von der einzeitigen auf die mehrzeitige Wellen-
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funktion. Durch Gleichsetzen der Zeiten ¢, und ¢, erhilt man so die gewiinschte
Integralgleichung fiir die einzeitige Wellenfunktion alleine:

{6.6) (Pt(lxr”z‘) = z Lﬁt’([t;';l)(lwlmz[)tl=tz=t .
y

In dieser Gleichung kénnen jeweils alle Graphen zusammengefalit werden,
die sich nur in der Anordnung der Eckpunktzeiten unterscheiden. Als Beispiel
sind die Graphen Fig. 12 ¢ und b angefiihrt. Im ersten Fall kommen alle Zeit-
anordnungen auf der rechten Seite von Gl (6.6) vor, bei denen t'<C t;: Diese
Terme konnen also in

+

+ o +
fdt;fdt;/dt ]dt’l(t thy thy byy t')

zusammengefaft werden, wenn I den nach Integration iber die Ortskoordi-
naten verbliebenen Integranden bezeichnet. Im zweiten Beispiel (Fig. 12 b)
sind auf der rechten Seite von Gl. (6.6) alle Zeitanordnungen vertreten, bei
denen t'<t,, t, <t, t,<t, oder t'<t, t,<<t, t, <t ist, also konnen sich die
zugehorigen Terme in die beiden

+o 4o 4o L, +o o [ i

fdt;[dt;f jdtl(,l,z,a, +fdt;fdt;fdt;[dt1ttl,t2,,,)

— t, l, —-o

zusammenfassen lassen.

Um weiter von der 16-komponentigen Wellenfunktion ¢ zum (im Impuls-
raum 4-komponentigen) positiven Frequenzanteil ¢++ iiberzugehen (*°), ver-
fahrt man ganz ahnlich wie bei der Ableitung von Gl. (6.6) aus der mehr-
zeitigen Bethe-Salpetergleichung. Analog zu Gl (6.4) gilt die Bezichung

(6.7) =T9" + T%,,

worin T, die Summe alfer einzeitig +-irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonen-
graphen vom Grad n bedeutet. Der Grad ist hier etwas anders definiert:
G heiBt vom Grad », wenn G in = einzeitig irreduzible Bestandteile zerfallt.

(%) @} *(|x,x,[) ist definiert durch:

<P,++(|x1x2|) = [S+(w1 - -T':)Sﬂwz‘“ “’;\'ylyzq’z(lx;x;“ .
¢
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Die Indizes ¢ und ¢*+ besagen, welche Funktion jeweils in die Graphen ein-
zusetzen ist. Aus Gl. (6.7) folgt fiir p*+ alleine die Integralgleichung

(6.8) %++(|x1x2 ,‘) = 2 L$:+(i$1w2 [)tl=t,=z y

yt

in der iiber alle einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen y* summiert wird, die
- -irreduzibel sind.

Gl. (6.6) und (6.8) unterscheiden sich — trotz #uBerlicher Ahnlichkeiten —
wesentlich von der Tamm-Dancoffgleichung (3.13): Wihrend die Eckpunkte
der Graphen der Tamm-Dancoffgleichung stets zeitlich frither als die End-
punkte liegen, die Zeitintegrationen also hochstens bis zur Endpunktzeit ¢
erstreckt werden, kommen in den Gl. (6.6) und (6.8) durchaus Zeitintegra-
tionen vor, die iiber ¢ hinaus bis + oo weisen. Ein weiterer wesentlicher Unter-
schied ist, dal die einzeitige Bethe-Salpetergléichung — im Gegensatz zur
Tamm-Dancoffgleichung — keine geschlossenen Komponenten (disconnected
closed loops) enthilt.

7. - Vergleich beider Methoden.

Um die wesentlichen Unterschiede der Verfahren von Tamm-Dancoff und
Bethe-Salpeter zu erkennen, geniigt es die |2|-Wahrscheinlichkeitsamplitude
und |2|-Wellenfunktion herauszugreifen und die Diskussion auf die Bethe-
Salpetergleichung

(7.1) <P(|901$z|) = z L;?f(|$1$zl)
<
und die ihr methodisch entsprechende Tamm-Dancoffgleichung
{7.2) X,z(?xlxz )= Z z;,{l‘flfz !)Il=f2xt
v

zu beschrianken.

Besonders auffallend ist der Unterschied zwischen einzeitiger und mehr-
zeitiger Formulierung: Wihrend Gl. (7.2) nur ecinen Zeitparameter ¢ enthilt,
tritt die Wellenfunktion ¢(|x,|) in der Bethe-Salpetergleichung za verschie-
denen Zeiten auf, sodaBl jedes Nukleon mit einem eigenen Zeitparameter be-
haftet erscheint. Die einzeitige Formulierung ist jedoch keime Besonderheit
der Tamm-Dancoffmethode, da es ja auch einzeitige Formen der Bethe-Salpeter-
gleichung gibt, in welche nur die zur Zeit ¢ = 0 genommene Wellenfunktion
eingeht (Abschnitt 6).
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Zum Vergleich der Methoden braucht man also nur die Definitionsglei-
chungen von Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellenfunktion fiir die Zeit
{ = 0 hinzuschreiben:

(7.3) X:=o(1x1le) = (-Q(;, 'P(xl)fp(mz)Q)tﬁtfo
(1.3") (p(,$1w21)tl=t2=0 = (-Q; z/’(%)1/"(-772)@)tl=t,=o .

Diese Darstellung zeigt den entscheidenden Unterschied zwischen der Tamm-
Dancoffmethode und der Methode von Bethe und Salpeter: Die Wahrschein-
lichkeitsamplituden sind auf das Vakuum der weckselwirkungsfreien Energie
bezogen, die Wellenfunktionen hingegen auf das Vakuum der Gesamtenergie.

Aus den Gleichungen (7.3) und (7.3') folgen sofort Beziehungen, die von
der einen Methode in die andere transformieren:

(7.4) (-Q(;, W(wl.)uJ(w2)¢)tl=tn=0 = (_Q, U0, — W)W;(ﬁl)w;(fba)@)tftfo
(7.47) (Qa w(m1)w($2)®)zl=t,=o = (.Q;, U'(— oo, O)W;(Wl)w;(wz)q))tﬁtfo .

Die rechte Seite von Gl. (7.4') kann als Entwicklung nach Potenzen der Kopp-
lungskonstanten geschrieben werde, die auler §-, A-Funktionen nur zeit-
unabhingige Wahrscheinlichkeitsamplituden (beliebig hober Koordinaternzahly
enthilt, die auf die |2|-Wahrscheinlichkeitsamplitude zuriickgefithrt werden
konnen (*'). Gl. (7.3') gibt also eine Vorschrift, die Wellenfunktion ¢( |2 |), s
aus der Wahrscheinlichkeitsamplitude y,—o(|x.x,]) auszurechnen (*%).
Umgekehrt gibt Gl. (7.4) eine Entwicklung nach Potenzen der Kopplungs-
konstanten, die auBer 8- und A-Funktionen nur Ubergangselemente der Form

(D, 0(zy) ... O(wn)di),i:o

enthilt (0(x,) sind Feldoperatoren y, p oder A, genommen zur Zeit ¢, = 0).
Diese Ubergangselemente lassen sich sehr einfach durch die (zur Zeit ¢t = ¢
genommenen) Wellenfunktionen des Zustands ¢ ausdriicken (*%), die ihrer-

(®') Die zu einer Losung x,(|®y%,|) der Gl (7.2) gehorenden Wahrscheinlichkeits-
amplituden hoherer Koordinatenzahl konnen durch Entwicklung nach Potenzen der
Kopplungskonstanten (analog zu Gl. (4.15)) auf y,(|@,a,]|) zuriickgefihrt werden.

(82) Mit @(|@&|)gmr,= 1aBt sich nach Gl (6.5) ¢(|#,z,|) auch zu verschiedenen
Zeiten berechnen.

(¢3) Dazu ist nur die z-Funktion der rechten Seite von

(R, 0(@,) ... 0(y) D) mp = lim (2, T O(,) ... Oy} P)t,—g

8> 1>t

t—>0

durch Wellenfunktionen auszudriicken und der Grenziibergang zu gleichen Zeiten
vorzunehmen.
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seits mit den GL (4.15) auf dic |2|-Wellenfunktion ¢(|z,|) zurickgefihrt
werden konnen. Damit ist es im Prinzip moéglich, y,.,(|x.x,|) aus der Wellen-
funktion ¢(|®x,|) zu berechnen.

Die Gl. (7.4) und (7.4') liefern also den Zusammenhang zwischen der zur
Zeit t =0 genommenen Losung der Bethe-Salpetergleichung und den zeit-
unabhingigen Wahrscheinlichkeitsamplituden. Die Entwicklungen sind jedoch
s0 kompliziert, dall wenig Hoffnung besteht, aus den Gl. (7.4) und (7.4") prakti-
schen Nutzen zu ziehen.

Wie schon mehrfach hervorgehoben (%4), ist die Moglichkeit invarianter
Renormierung ein Vorzug der Bethe-Salpetergleichung. Die Renormierung
der Tamm-Dancoffmethode bereitet dagegen einige Schwierigkeiten (¢5). Einen
Hinweis auf die Natur dieser Schwierigkeiten erh#lt man, wenn man — bei
Beschrinkung auf Streuprobleme-—die Funktionen (|, |) und ¢(|#,2,]) nach
den Wellenfunktionen der freien einlaufenden Teilchen entwickelt:

{1.5) (L, Ty(@)yp(x,)P) = (2., TIU'(+ 00, — co)y,(xy) %(mz 19’ (—o0)) (%%)
(7'51) (Q(;’ wo xl 1/)0 .1/'2 ) ’_‘( 09 w() m1)1/)0('%‘2) U’((), — OO)¢’(—— OO)) (66)

Die Entwicklung (7.5) von ¢ besitzt ecine so enge Verwandtschaft mit der
Dyson’schen S-Matrixformel, daB die Ubertragung der Dyson’schen Renormie-
rungsvorschriften auf diese Entwicklung keine Miihe macht. Bei der Renor-
mierung der Entwicklung (7.5’) sind aber prinzipielle Schwierigkeiten zu er-
warten: Sie hidngt wesentlich an der Renormierung von U(0, — oo), und es
ist, bisher noch nicht gelungen, diesen Operator in jeder Nidherung divergenz-
frei zu formulieren (*7).

Wihrend sich also die Bezichung auf das wechselwirkungsfreie Vakuum
zur Behandlung von Renormierungsfragen nachteilig auswirkt, verdankt man
ihr andererseits die Moglichkeit, Orthogonalitats- und Normierungsbedingungen
von Zustandsvektoren sehr einfach auf die zugehorigen Wahrscheinlichkeits-
amplitnden zu ibertragen: Die zeitunabhingigen Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden eines Zustands @ lassen sich ja durch eine Fouriertransformation in die
Entwicklungskoeffizienten a, (Gl. (3.1)) von @ nach dem Orthonormalsystem
@Y iiberfiihren.

(¢4) M. GELL-MaNy und F. Low: Phys. Rev., 84, 350 (1951).

(%%) H. LEuMANN: Zeits. f. Naturfor., im Erscheinen.

(%¢) Diese Entwicklungen erhilt man auchk, wenn die inhomogenen Formen der
Gl. (7.1) und (7.2) iteriert werden.

(¢") E. (. G. STUECKELBERG: Phys. Rev., 81, 130 (1951).
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Der Unterschied zwischen dem Vakuum der wechselwirkungsfreien Energie
und dem Vakuum der Gesamtenergie entfillt natiirlich, sobald Paarbildungs-

prozesse vernachéssigt weraen. Macht man z.B. fir H,(t) statt Gl. (II) den
Ansatz

(7.6) EM=—@fMMW@Wm~WmeNx

t

in dem alle Paarbildungs- und Paarvernichtungsprozesse unterschlagen sind,
so folgt

Q = Q(0) = Q(— o0) = O,

und die zu gleichen Zeiten genommene Funktion ¢ wird identisch mit der
{2 |-Wahrscheinlichkeitsamplitude:

(P(]$1%|)t‘.=t = Xt(!x1x2|) .

Dementsprechend fihrt bei Vernachlissigung der Paarprozesse die in Ab-
schnitt 8 angegebene Umwandlung der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung
in eine einzeitige Form genau zur Tamm-Dancofigleichung.

Bei voller Beriicksichtigung der Paarprozesse geht jedoch, wie wir in Ab-
schnitt 8 gesehen haben, die Aquivalenz von Tamm-Dancoff- und einzeitiger
Bethe-Salpetergleichung verloren. Wahrscheinlichkeitsamplitude und Wellen-
funktion weichen dann wesentlich voneinander ab, da die Paarbildungs-
prozesse den Vektor Q'(t) zeitlich 4ndern, und somit einen Unterschied zwischen
dem Vakuum £ der Gesamtenergie und dem Vakuum £, der wechselwirkungs-
freien Energie schaffen. Die erheblichen Schwierigkeiten, die sich dann an die
Beziehung

Q= U0, — )2

der beiden Vakua kniipfen, greifen auch auf die Wahrscheinlichkeitsamplituden
iiber, als Folge ihrer Definition, die gemischt GréBen des Wechselwirkungs-
problems und GréBen des wechselwirkungsfreien Problems verwendet. Die
Wellenfunktionen hingegen, die schon #uBerlich dem Wechselwirkungsproblem
angepafter sind, schlieBen sich eng an den Dyson’schen S-Matrixkalkiil an, der
wenigstens in jeder Niherung konvergente Resultate liefert.
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ANHANG UBER GRAPHENTECHNIK

1. — Allgemeines.

Angesichts der verwirrenden Fiille von Integralgleichungen und Integral-
gleichungssystemen in der Feldphysik, deren analytische Struktur durch Graphen
verschiedenster Art veranschaulicht werden kann, scheint es wiinschenswert,
die Definitionen und Regeln der Graphentechnik auf eine einheitliche Grund-
lage zu stellen.

Die Graphen der Quantenfeldphysik dienen zur anschaulichen Interpre-
tation komplizierter Integralausdriicke, sowie zur schnellen Aufzdhlung aller
Terme (bis zu einer bestimmten Néherungsordnung), die fiir eine spezielle
physikalische Problemstellung in Betracht kommen. Es ist zweckmiBig, noch
einen Schritt weiter zu gehen und die Graphen selbst als iibersichtliche und
abkiirzende Schreibweise analytischer Bildungen aufzufassen. In diesem Sinne
sind die Graphen die ihnen entsprechenden Integralausdriicke je selbst und
konnen statt der Integrale in deren gegenseitige Beziehungen eingesetzt werden.
Mit den so erhaltenen « Graphengleichungen » 148t sich leicht umgehen, da
sich manche mit viel Schreibarbeit verbundene analytische Umformuug in
graphischer Form sehr einfach gibt. Ganze Beweise (z.B. die Transformation
der mehrzeitigen Bethe-Salpetergleichung in eine einzeitige Form) lassen sich
so rein graphenméiflig fithren.

Die Absicht ist. eine Graphentechnik zu entwickeln, die es erméglicht,
in der beschriebenen Weise die zahlreichen Beziechungen von Wahrscheinlich-
keitsamplituden oder Wellenfunktionen gleichermaBen darzustellen. Dazu
wird folgender Weg eingeschlagen: Wir kennzeichnen zundchst eine allgemeine
Klasse von Graphen und geben die Regeln, nach denen die zugehdérigen analy-
tischen Ausdriicke zu bilden sind. Ein gemeinsamer Zug dieser Graphen, deren
Gesamtheit fiir unsere Zwecke gerade ausreicht, wird darin liegen, dafl inneren
Nukleonenlinien bzw. Mesonenlinien stets 8,- bzw. 4,-Funktionen entsprechen.
AnschlieBend werden aus dieser allgemeinen Klasse spezielle Graphentypen
ausgesondert, so wie es die graphische Formulierung der verschiedenen in der
Arbeit besprochenen Beziehungen erfordert. Es stellt sich heraus, dafi die
wesentlichen Unterschiede zwischen Graphen der Tamm-Dancoffmethode und
Graphen der einzeitigen Bethe-Salpetergleichung davon herrithren, wie iiber
die Zeiten der Eckpunkte usw. integriert wird.

Entsprechend den beiden Zerlegunger Gl. (2.2a) und (2.2b) der Gesamt-
energie kann die Graphentechnik auf zwei verschiedenen Weisen angewandt
werden, je nachdem, ob die Massenkonstanten m,, x, in experimentelle Anteile
und Renormierungszusitze aufgetrennt werden oder nicht. Im ersten Fall
entsprechen inneren Linien 8,-, 4,-Funktionen zu den experimentellen Massen,
im zweiten Fall S;-; 4,-Funktionen zu den Massen m,, x»,. Wir beschrinken
uns im folgenden auf den zweiten Fall. Die Modifikationen, welche die Auf-
trennung der Massenkonstanten mit sich bringt, sind jeweils in Anmerkungen
angegeben.
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2. - Definition der Graphen.

Wir definieren eine allgemeine Klasse von Graphen, die sich von den
S-Matrixgraphen in folgende Eigenschaften unterscheiden:

1. AuBler Eckpunkien z; (in denen jeweils drei Linien zusammenstoBen, nim-
lich eine Mesonen-, eine auf z; und eine von x; wegweisende Nukleonenlinie) (*¢)
besitzen die Graphen auch End- und (gegebenenfalls) Unterteilungspunkte: In
den Endpunkten w;, y, bzw. 2, endigt je eine Mesonen- oder auf y, bzw. von 2z,
gerichtete Nukleonenlinie blind; in den Unterteilungspunkien q, treffen entweder
zwei Mesonen- oder eine auf ¢, und eine von ¢, gerichtete Nukleonenlinie zu-
sammen. Jeder Unterteilungspunkt einer Mesonenlinie muf oberhalb oder
unterhalb durch einen beigesetzten Punkt markiert sein. Ein Endpunkt einer
Mesonenlinie kann durch einen unterhalb gesetzten Punkt markiert sein
(siehe Fig. 13). Wie iiblich unterscheiden wir innere Linien (mit zwei Rand-
punkten) und duflere Linien (mit einem Randpunkt). Die Randpunkte duBerer
Linien heiBBen duBere Punkte, ihre Koordinaten dullere Koordinaten.

2. Es kommt auf die Anordnung der Endpunkte durch ihren Index an.

3. Den Graphen kénnen bestimmte Groéflenbeziehungen (im folgenden
« Zeitbedingungen » genannt) fiir die Zeiten der Eck-, End- und Unterteilungs-
punkte beigegeben sein (nach diesen Bedingungen werden sich die Zeitinte-
grationen in den zugeordneten analytischen Ausdriicken richten). Als Bei-
spiele solcher Zeitbedingungen fihren wir an:

a) Keine Grofenbeziehung ist beigegeben.

b) Eine vollstindige Anordnung aller vorkommenden Zeiten wird ange-
geben: t, <t, < ... <t,.

Es konnen auch verschiedene Zeiten gleichgesetzt sein. Wir sprechen dann
von «Schnitten konstanter Zeit »: Ein Schnitt konstanter Zeit faflt jeweils
alle Punkte gemeinsamer Zeit zusammen (Fig. 12, 155, u.a.).

Bei einem Graphen mit vollsténdiger Anordnung der Zeiten sind die Zeit-
bedingungen der Zeichnung zu entnehmen (Beispiel Fig. 13 u.a.): Punkte auf
gleicher Hohe haben gleiche Zeitkoordinaten, die Anordnung der Zeiten wird
durch die Vertikale der Zeichnung wiedergegeben (die Richtung von unten
nach oben entspricht groBer werdenden Zeiten). Sind die Zeiten nicht voll-
stindig angeordnet (Fig. 12 a und b), so werden die Zeitbedingungen der Figur
beigeschrieben. Ist dem Graphen iiberhaupt keine Zeitbedingung beigegeben,
g0 wird dies durch den Zusatz (0.Z.) (ohne Zeitbedingung) vermerkt. Die zeich-
nerische Anordnung der Punkte des Graphen ist dann natiirlich ganz gleich-
giiltig (Fig. 6 bis 11, 16 ¢, b und ¢, 18, 19).

Zwei Graphen heilen isomorph, wenn es eine ein-eindeutige Abbildung der
Punkte des einen Graphen auf die Punkte des anderen Graphen gibt, sodaB:

(%®) Bei Auftrennung der Massenkonstanten enthalten die Graphen auBSerdem noch
|1|1-Eckpunkte, in denen eine ein- und eine auslaufende Nukleonenlinie zusammen-
stossen, sowie 2[-Eckpunkte, in denen zwei Mesonenlinien zusammenstoGen.
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a) die Koordinaten entsprechender Endpunkte iibereinstimmen;
b) die Zeitbedingungen invariant bleiben;

¢) die Verbinduugsart zweier benachbarter Punkte (Mesonen- oder Nu-
kleonenlinie bestimmter Markierung oder Richtung) erhalten bleibt.

Wenn jeder Punkt eines Graphen G mit mindestens einem der Endpunkte
von G rzusammenhiéngt, besitzt G auller der identischen Abbildung keinen
weiteren Avtomorphismus.

Die folgenden Regeln 1) bis 8) ordnen jedem Graphen @, der von den
S-Matrixgraphen in den genannten drei Punkten abweicht, — bei Vorgabe
einer Wahrscheinlichkeitsamplitude bzw. Wellenfunktion ¢ der #uBeren Ko-
ordinaten — eine Funktion L§ (2,,...]¥1,...|21,...) der Endpunktkoordinaten zu.
Zundchst wird nach den Regeln 1) bis 7) ein Integrand I aus seinen Faktoren
zusammengesetzt, der anschlieBend nach Regel 8) tiber die Koordinaten von
Eck- und Unterteilungspunkten zu integrieren ist.

1. Einer inneren von ' nach « weisenden Nukleonenlinie entspricht
der Faktor Sylx— ') von I (%).

2. Einer inneren Mesonenlinie mit den Randpunkten 2 uad #' entspricht
in I der Faktor dg(x— 2'), Az(x — 2'), Ae(x — 2') oder Az(x— '), je nachdem,
ob die Linie keine Markierungen hat, oder bei @, bei ' oder an beiden Rand-
punkten markiert ist ().

3. Der Gesamtheit der fiulleren Linien entspricht als Faktor die vorgegebene
Wahrscheinlichkeitsamplitude oder Wellenfunktion g(u,..., %zy..., [V1yeee f20y5.00),
wenn die dufleren Mesonen, Nukleonen- und Antinukleonenlinien in den Punkten
%;, ¥; und w; einlaufen und die Punkte u; fiir ¢ > k unterhalb markiert sind (?°).

4. Einem Eckpunkt w; entspricht der Faktor — gy, (™)

5. Dem Unterteiluﬁgspunkt ¢: einer Nuklconenlinie entspricht der Fa-
ktor y,.

6. Dem Unterteilungspunkt einer Mesonenlinie entsprickt der Faktor
— 1 bzw. +14, je nachdem ob die Unterteilungsstelle oberhalb oder unterhalb
markiert ist.

7. Man ersetze in dem nach den Regeln 1) bis 6) gebildetem Ausdruck
jeden Faktor 8yl —a') durch das Operatorenprodukt y(x)p(z’) und
q(Uyy.oe |02y |wy,...) dureh  y(vy) ... p(wy).... (Die iibrigen Faktoren werden
weggelassen). Je nachdem, ob eine Permutation dieses Operatorenproduktes,

(®?) Zu den Massen m, » bzw. m,, x%,, je nachdem, ob die Massenkonstanten auf-
getrennt werden oder nicht.

(") Die Reihenfolge der Nukleonen- und Antinukleonenkoordinaten in ¢ kann
untereinander beliebig gewihlt werden, die Regel 7 sorgt automatisch fiir das richtige
Vorzeichen.

(') Bei Aufspaltung der Massenkonstanten entspricht einem |1]1-Eckpunkt der
Faktor idm, einem 2||-Eckpunkt der Faktor l4idx2.

6 - Supplemenio al Nuovo Cimento.
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welehe die Faktoren in die Reihenfolge

YY) e YYD o Pl20) e PL2) o Pl ()
@(wi)w(w:) 17’(91)1/)@1) @(q:)w\,%)

anordnet, gerade oder ungerade ist, hat I noch einen Faktor 41 oder — 1 (™).

8) Der nach den Regeln 1) bis 7) erhaltene Integrand I wird integriert
iiber simtliche Eck- und Unterteilungspunkte, jedoch nicht iiber die End-
punkte. Die Integration erstreckt sich bei ben Raumkoordinater jeweils iiber
den ganzen Raum. Bei Ausfihrung der Zeitintegrationen mufi auf die Zeit-
bedingungen geachtet werden: Es ist iiber sdmtliche Zeiten zu integrieren,
welche die Zeitbedingungen erfilllen. Zwei Beispiele seien angefiihrt:

a) Der Graph hat vier Eckpunkte x,, x,, x;, 7;, zwei Endpunkte
@, &, eine GroBenbeziehung der Zeiten ist nicht angegeben. Die Integrations-
vorschrift lautet:

+o 4o 4o 4o
f at, f ai, f at. f i, f ax, f ds! f dx] j ax, (w2l

b) Der Graph hat vier Eckpunkte «;, ,, #;, ,, zwei Endpunkte
x,, x, und einen Unterteilungspunkt z’. Als Zeitbedingungen sind angegeben:
V=1,<t, <t, <t <t =1,=1 Die Integrationsvortschrift lautet:

t t,

fdt fd jdl ar’ [dxlfdxzfdxafde\wlwgwlréws’v; ’)t =t =

— @ — ©

Den nach diesen acht Vorsehriften definierten Ausdruck Lf identifizieren
wir auch mit dem Graphen G selbst:

G = LYy, .e Gay e |21y en) -

Die Variabeln z;, ¥;, 2, stehen danp an den Endpunkten, das Symbol ¢ fiur
Wahrseheinlichkeitsamplitude oder Wellenfunktion an den dufleren Linien des
Graphen. Der so bezeichnete Graph ist damit eindeutig als analytischer Aus-
druck definiert (Beispiele: die Graphengleichungen Fig. 1, 14, usw.).

Es gilt die einfache « Schnittregel » daf in einem Graphen die Schnitte
konstanter Zeit, die keine duBeren Linien unterteilen, weggelassen werden
diirfen, sofern iiber all méglichen Markierungen der betroffenen Mesonen-
unterteilunggstellen summiert wird (Beispiel Fig. 14, dagegen darf der in
Fig. 15 b eingetiagene Schnitt konstanter Zeit nicht weggelassen werden, da
er eine AuBere Nukleonenlinie unterteilt).

(2) Hat der Graph g Automorphismen, so tritt noch der Faktor 1/g hinzu.
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Ein Graph hei3t cinzeitig, wenn simtliche duBeren Punkte auf einem
Schnitt konstanter Zeit liegen (Beispiel Fig. 15 b) andernfalls heifit der Graph
mehrzeitig (Fig. 15 a). Einzeitige Graphen hiangen von einzeitigen Funktionen
(Wahrscheinlichkeitsamplitnde oder einzeitige Wellenfunktion) mehrzeitige von
mehrzeitigen Funktionen (mehrzeitize Wellenfunktion) ab.

3. — Mehrzeitige Bethe-Salpetergleichung.

Zur Formulierung der Bethe-Salpetergleichung (4.1) gehen wir zu speziellen
Graphentypen iiber. Wir definieren zuerst die mehrzedigen Zwei-Nukleonen-
graphen. Diese sollen neben inneren lLinien

1. zwei — untereinander zusammenhingende — in den Punkten , und
r, blind endende Nukleonenlinien,

2. zwei einlaufende duBere Nukleonenlinien enthalten, von dener aus
keine Sclbstenergieterle abspaltbar sind (siche Fig. 16).

Zeitbedingungen konnen je nach Bedarf hinzugefiigt werden (siehe den Ab-
schnitt iiber einzeitige Integralgleichungen).

Ein mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph heifit mehrzeitig reduzibel, wenn
sich zwei seiner inneren Nukleonenlinien so zerschreiden lassen, daBl zwei
nicht zusammenhéingende Teile entstehen, die beide wieder mehrzeitige Zwei-
Nukleonengraphen sind (Fig. 17). Andernfalis heilt der Graph mekrzeitig irre-
duzibel. Jeder Graph mit den Higenschaften 1 und 2 ist entweder selbst mehr-
zeitig irreduzibel oder lifit sich eindeutig in mehrzeitig irreduzible Bestand-
teile zerlegen.

In der Bethe-Salpetergleichung wird nun iiber simtliche mehrzeitigen Zwei-
Nukleonengraphen (ohne Zeitbedingung) summiert, die mehrzeitig irreduzibel
sind und keine geschlossene Komponenten besitzen (73).

Ganz entsprechend ist die Bethe-Salpetergleichung eines einzelnen Nnkleons
graphisch zu formulieren (vgl. S. 86).

4, - Integralgleichungssysteme.

Fiir die graphische Formulierung der Integralgleichungen (A a) der Wahr-
scheinlichkeitsamplituden y, eines Zustands @ sind drei Beispiele angefiihrt,
aus denen das allgemeine Bildungsgesetz schon zu ersehen ist: Fig. 1 gibt die
graphische Fassung von Gl. (3.11), Fig. 2 enthilt aus dem System (A a) die
Integralgleichung der 1,2'-, Fig. 3 die Integralgleichung der 1'!3|1-Wahrschein-
lichkeitsamplitude.

(**) Die Gesamtheit aller Linien und Punkte, die mit einem bestimmten heraus-
gegriffenen Punkt .« eines Graphen I' zusammenhidngen heiflit Komponente von I'.
Ein Graph ist entweder selbst eine Komponente oder kann eindeutig in seine Kom-
ponenten zerlegt werden. Komponenten ohne Endpunkte und duBere Linien heisgen
geschlossen (Fig. 18 zeigt einen Grapben mit zwei geschlossenen Komponenten).
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Die mehrzeitigen Integralgleichungen (B) der Wellenfunktionen eines Zu-
stands @ lassen sich gleichfalls sehr ibersichtlich als Graphengleichungen
schreiben. Fig. 6 zeigt die Integralgleichung (4.12), die Fig. 7 bis 10 geben
die zu den Differentialgleichungen (4.8) bis (4.11) gehérenden Integralglei-
chungen.

Es folgen noch einige Begriffsbildungen, die auf Seite 67 zur Ableitung der
Bethe-Salpetergleichung aus dem System (B) benutzt wurden. Das Zeichen

min|n-2
g , wie es in den Gl (4.15) und (4.19) vorkommt, besagt, daB iiber alle

T
mehrzeitigen m|n|(n— 2)-Graphen (unter AusschluB der Graphen mit ge-
schlossenen Komponenten) zu summieren ist, die mehrzeitig irreduzibel sind.
Ein mehrzeitiger m|n|(n — 2)-Graph soll auBer inneren Linien enthalten:

1. Endpunkte ¥, ..., Ym; &1y ceey Tnj Zy« ey Zn—e vON Mesopenlinien, ein-
laufenden und 2uslaufenden Nukleonenlinien.

2. Zwei einlaufende duBere Nukleonenlinien, die untereinander zusam-
menhingen. Von diesen aus sollen sich keine Selbstenergieteile abspalten lassen.

Ein mehrzeitiger m|n|(n — 2)-Graph heiflt mehrzeitig irreduzibel (Beispiel
Fig. 19), wenn es nicht moglich ist, zwei seiner inneren Nukleonenlinien so zu
zerschneiden, daB er in zwei nicht zusammenhéngende Teile zerféllt, von denen
der eine wieder ein mehrzeitiger m|n|(n — 2)-Graph und der andere ein mehr-
zeitiger |2|-Graph (Zwei-Nukleonengraph) ist.

Ganz entsprechend werden die in Gl. (4.17) vorkommenden mehrzeitig
irreduziblen m|n|(n— 1)-(Graphen erklirt. Sie enthalten:

1. Endpunkte ¥,,.,y ¥m; Tryeer Lui Ruyeees Znge

2. Eine einlaufende duBerc Nukleonenlinie, deren Randpunkt ein innerer
Punkt (also keiner der Endpunkte z;) ist.

Die mehrzeitigen m|n|(n — 2)*-Graphen unterscheiden sich von den mehr-
zeitigen m|n|(n — 2)-Graphen lediglich darin, daf die beiden &uleren Nu-
kleonenlinien nicht untereinander zusammenhingen und keinen der Endpunkte
z, als Randpunkt besitzen. Ein mehrzeitiger m|n|(n — 2)*-Graph heilt irre-
duzibel, wenn es nicht méglich ist, eine seiner inneren Nukleonenlinien 8o zu
zerschneiden, daB er in zwei nicht zusammenhingende Teile zerfillt, von denen
der obere wieder ein m|n|(n— 2)*-Graph, der untere ein |1|-Graph ist.

5. — Einzeitige Integralgleichungen.

Es handelt sich im folgenden um die prizise Fassung der in dieser Arbeit
besprochenen Integralgleichungen (6.6), (6.8), (3.13) und (3.12), sowie der
Transformationsgleichung (6.5). Als erstes definieren wir die einzeitigen Zwei-
Nukleonengraphen die sich von den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen nur
um einen Schnitt konstanter Zeit unterscheiden: G sei ein mehrzeitiger Zwei-
Nukleonengraph mit vollstindiger zeitlicher Eckpunktordnung, z; sei der
frithere, , der spitere der beiden duBeren Punkte. Wir konstraieren zu G
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einen einzeitigen Graphen @', indem wir durch 2; und die wnf x, weisende
sullere Nukleonenlinie einen Schnitt konstanter Zeit legen (Beispiel: Fig. 15 a
und b). Jeder Graph G', der sich so aus einem mehrzeitigen Zwei-Nukleonen-
graphen konstruieren ldfit, heifit einzeitiger Zwei-Nukleonengraph.

Aus dieser Definition folgt, daBl in einem einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen
die eine der beiden duBeren Nukleonenlinien auf einen Eckpunkt, die andere
auf einen Unterteilungspunkt weigst. Die vom Unterteilungspunkt zum nichsten
Eckpunkt weisende Nukleonenlinie ist nach oben gerichtet. Es l1afit sich von
ihr aus kein Selbstenergieteil abspalten.

Ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph heifit mehrzeitig irreduzibel, wenn
der zugehorige mehrzeitige Graph diese Eigenschaft hat.

Auf diese einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen bezieht sich die Eigenschaft
einzeitig irreduzibel: Ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph heiBit einzeitig irre-
duzibel, wenn er sich nicht durch einen Schnitt konstanter Zeit, bestehend aus
einem Eckpunkt &' der einen Nukleonenlinie und einem Unterteilungspunkt ¢’
der anderen Nukleonenlinie, so in zwei nicht zusammenhingende Teile zerlegen
1aBt, dall beide Teile wieder einzeitige Zwei-Nukleonengraphen sind (7*™).

Ein + -Zwei-Nukleonengraph ist ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, in
dem die Zeiten der den Endpunkt z,, x, benachbarten Eckpunkte x;, x, frilher
als die gemeinsame Zeit ¢t der beiden Endpunkte liegen:

t,<t, t,<<t.

(Graphisch ausgedriickt: Die in den Endpunkte z,, r, endenden Nukleonen-
linien sollen nach ohen gerichtet sein).

Ein — -Zwei-Nukleonengraph ist ein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, in
dem samtliche Eckpunktzeiten s friher als die gemeinsame Zeit t der beiden
Eckpunkte z,, x, liegen:

s<t.

Auf die 4 -Zwei-Nukleonengraphen und die —-Zwei-Nukleonengraphen
beziehen sich die Eigenschaften +-irreduzibel und —-irreduzibel: Ein J--Zwei-
Nukleonengraph bzw. ein ~—-Zwei-Nukleonengraph heilt J-irreduzibel bzw.
—-irreduzibel, wenn er sich nicht durch einen Schnitt konstanter Zeit, be-
stehend aus einem Eckpunkt 2’ der e¢inen Nukleonenlinie und einem Unter-
teilungspunkt ¢’ der anderen Nukleonenlinie, 80 in zwei nicht zusammenhin-
gende Teile zerlegen lafit, daBl beide Teile wieder --Zwei-Nukleonengraphen
bzw. —-Zwei-Nukleonengraphen sind (%).

Die Z-Zwei- Nuklieonengraphen, die wir zur Formulierung der Gl. (3.12)
benétigen, miilen etwas anders aus den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen
konstruiert werden: G sei ein mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph mit voll-
stindiger Eckpunktanordnung, jede Zeit s eines duBeren oder inneren Punktes
von G sei frither als die gemeinsame Zeit ¢ der beiden Endpunkte z,, z,:

§<t.

(%) Der obere Teil des Graphen ist nattrlich durch eine auf z’ und eine auf q'
weisende Nukleonenlinie zu vervollstindigen.
("3) Zu den verschiedenen einzeitigen Irreduzibilititsbegriffen vgl. Fig. 20.
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Wir konstruieren dann zu G einen —-Zwei-Nukleonengraphen @', indem
wir durch den friihesten (4uBeren oder inneren) Eckpunkt einen Schnitt kon-
stanter Zeit legen. Jeder Graph G', der sich so aus einem mehrzeitigen Zwei-
Nukleonengraphen gewinnen lift, heilt —-Zwei-Nukleonengraph.

Aus der Definition folgt, dall jede Eckpunktzeit s eines _-Zwei-Nukleonen-
graphen zwischen der Zeit ¢’ des frithesten Eckpunkts und -der Zeit ¢ der End-
punkte liegt:

UV<s<t.

Ein —-Zwei-Nukleonengraph heit —-irreduzibel, wenn er sich nicht durch
einen Schnitt konstanter Zeit, bestehend aus einem Eeckpunkt o' der einen
Nukleonenlinie und einem Unterteilungspunkt ¢’ der anderen Nukleonenlinie
oder aus einem Eckpunkt #’, einem Unterteilungspunkt ¢, der einen Nukleonen-
linie und einem Unterteilungspunkt ¢; der anderen Nukleonenlinie, so in zwei
picht zusammenhingende Teile zerlegen 1iBt, daB beide Teile wieder —-Zwei-
Nukleonengraphen sind (74).

In den GIl. (6.5) und (6.6) wird unter Ausschlufl von Graphen mit ge-
schlossenen Komponenten (disconnected closed-loops) iiber simtliche einzeitig
irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen yp summiert. In Gl. (6.8)
wird unter AusschluBl geschlossener Komponenten iiber samtliche J--irredu-
ziblen Zwei-Nukleonengraphen y+ summiert. In den GIl. (3.13) und (3.12),
wird iiber sdmtliche —-irreduziblen bzw. _-irreduziblen Zwei-Nukleonen-
graphen y, 7 summiert.

Den Begriff « einzeitig irreduzibel » wenden wir gelegentlich auch auf mehr-
zeitige Zwei-Nukleonengraphen an: Ein mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph
heiBt einzeitig irreduzibel, wenn dies fiir den zugehérigen einzeitigen Zwei-
Nukieonengraphen zutrifft.

Entsprechend zu den mehrzeitigen Zwei-Nukleonengraphen werden die
Ein-Nukleonengraphen definiert: Ein Ein-Nukleonengraph soll neben inneren
Linien

1. eine im Punkt z blind endende Nukleonenlinie,
2. eine einlaufende dullere Nukleonenlinie,

enthalten. Der Unterschied einzeitig — mehrzeitig entfillt hier natiirlich
Die Eigenschaften irreduzibel, —-irreduzibel, usw. werden fiir Ein-Nukleo-
nengraphen ganz analog definiert.
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Fig. 1. - Graphische Darstellung der Inte-

gralgleichung (3.11}.
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Fig. 2. — Graphische Darstellung der Inte-
gralgleichung (System A a) der 1|2|-Wahr-

scheinlichkeitsamplitude.

Xif Xz Xgf X Xy Xaf X Ko Xufh X
) |
) = +
| H A
1 H f
H H ;
) : :

—
X\ Ko X XA X
\
+ 4oaee

%
X1l Xs/ XpA X3A Xe
\
\
——+ 4

Xy} XA XA X R X,
I

XA Xg
[ f o

X!: x2 XS

7

X4 X? Xy x;x) Kol Xgf Xoh Xoh Xy

- HHTA - ATHY
Fig. 3. — Graphische Darstellung der Inte-
gralgleichung (System A a) der 1{3|1-Wahr-
scheinlichkeitsamplitude. Das Symbol y und
die Summenzeichen 2 sind der Ubersicht-
lichkeit halber auf der rechten Seite wegge-
lagsen.
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Fig. 4. - Integralgleichung, entstanden

durch Einsetzen von Fig. 2 und 3 in Fig. 1.
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Fig. 5. - Ein Zwei-Nukleonengraph, der
durch die Schnitte S,, S, konstanter Zeit
in seine drei —-irreduziblen Bestandteile
zerlegt ist. Durch einen weiteren Schnitt
S wird er in seine vier —-irreduziblen
Bestandteile zerlegt.

Fig. 6. — Graphische Darstellung der Inte-
gralgleichung (4.12), simtliche Graphen o.Z.
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Fig. 7. - Zu Gl (4.8) gehorende Integral-
gleichung des Systems (V) (0.Z:).



88 W. ZIMMERMANN

Yx, Xy Xy 2 wlrx<_ Xz Xy Z v‘ X3 Xy X2 Z
JH-HAL YT
Y X X, ¥ X X; Y Ay K Y Xz X L/T\—/ VTL\-/ \/—\;\/
! 1 2 3 1 2 " v A2 | 2 Xt f N \:x,z % %
ALY NN
¥ T v Ty U R
4 b 4
¥ig. 8. - Zu Gl (4.9) gehorende Inte- Fig. 9. — Zu Gl. (4.10) gehorende Inte-
gralgleichung des Systems (V) (0.Z.). gralgleichung des Systems (V) (0.Z.).
'v, Yo Xy %, BN X Xa % x,}', Xy Yy XY X,
- KT

Fig. 10. — Zu Gl. (4.11) gehorende Integralgleichung des Systems (V) (0.Z.).
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Fig. 11. - a) Graph I'; nullter Nidherung der Entwicklung (5.3'). &) Graphentyp I
der Entwicklung (5.3'). ¢) Graphentyp 7T, der Entwicklung (5.3'). d) Graphentyp

T,, der Entwicklung (5.3'). ) Graphentyp T, der Entwicklung (5.3'), simtliche
Graphen o.Z.
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Fig. 12 und b. — Zwei Graphen mit beigeschriebenen Zeitbedingungen, die durch
Zusammenfassung von einzeitig irreduziblen, einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen glei-
cher Struktur entstanden sind.
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Fig. 13. — Graphische Darstellung des Ausdrucks:
t
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Die Zeitbedingungen sind hier graphisch dargestellt: Punkte gleicher Zeit liegen auf
gleicher Hohe. Die GroBenanordnung t, <it, <t, <t <t der Zeiten wird durch die

Vertikale der Zeichnung wiedergegeben, die Richtung von unten nach oben entspricht.
groBer werdenden Zeiten.

9 ?

Fig. 14. - Beispiel einer Graphengleichung. 2 bedeutet, daB tber die vier moglichen
Markierungen der beiden Mesonenunterteilungsstellen summiert wird.

Fig. 15. - Zur Definition der einzeitigen Zwei-Nukleonengraphen. a) zeigt einen mehr-
zeitigen Zwei-Nukleonengraphen, &) den zugehorigen einzeitigen Zwei-Nukleonen-
graphen. a) und b) sind einzeitig irreduzibel.
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Fig. 16. — Selbstenergieteile bei Zwei-Nukleonengraphen. Die Graphen a und & (0.Z.)
sind keine Zwei-Nukleonengraphen, da sich von der Nukleonenlinie 2 aus ein Selbst-
-energieteil abspalten 1i8t. In o hingen die beiden Nukleonenlinien auferdem nicht
zusammen. Der Graph ¢ (0.Z.) ist dagegen ein mehrzeitig irreduzibler, mehrzeitiger
Zwei-Nukleonengraph. d ist kein einzeitiger Zwei-Nukleonengraph, da er sich nicht
definitionsgemi aus einem mehrzeitigen Graphen konstruieren 1ift.
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Tig. 18. — Ein Graph mit zwei ge-
schlossenen Komiponenten (o0.Z.).

Z
Fig. 17. - Ein eingeitig irreduzibler,
mehrzeitiger Zwei-Nukleonengraph, der
durch die Schnitte 8,, 8, und 8, in seine
-vier mehrzeitig irreduziblen Bestandteile Fig. 19. — Beispiel eines mehrzeitig
zerlegt wird. irreduziblen 1|4|2-Graphen (0.Z.).
Fig. 20. - Vier einzeitige Zwei-Nukleonengraphen. a zeigt einen “—-irreduziblen

Graphen, der durch den Schnitt §; (konstanter Zeit) in seine beiden —.irreduziblen

Bestandteile zerfillt. b zeigt einen —-irreduziblen Graphen (nimlich den oberen Be-

standteil von a), der durch den Schnitt S, in seine beiden --irreduziblen Bestandteile

zerfillt. ¢ zeigt einen +--irreduziblen Graphen (den unteren Bestandteil von b), der

durch 8, in seine beiden einzeitig irreduziblen Bestandteile zerfillt. Der untere Teil

von ¢ ist als Beispiel d eines einzeitig irreduziblen Zwei-Nukleonengraphen heraus-
gezeichnet.



