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ABSTRACT

We prove that every normalized sequence in L”, weakly null if p>2 and
equivalent to the unit vector basis of [° if 1 =p <2, has for all ¢ >0 a
subsequence which is 2(1 + ¢ )-symmetric. This result was known for p =1 (H.P.
Rosenthal) and p € 2N (W.B. Johnson, B. Maurey, G. Shechtman, L. Tzafriri).
Here, we use the technigues of stability which were introduced by J.L. Krivine
and B. Maurey: as well as providing new results, this approach unifies and
simplifies previous known results.

Nous étudions le probléme suivant: “existe-t-il une constante K >0 telle que
pour tout p €[1, + %[, toute suite normalisée de L”, tendant faiblement vers 0
dans L* ait une sous-suite K-symétrique?”’ Dans certains cas particuliers, on
connait des réponses a cette question:

(1) Si (x. )nen est une suite normalisée de L', isomorphe a la base canonique de
I’, H.P. Rosenthal a montré que pour tout & >0, (x,).ex @ une sous suite
2(1+ &)-symétrique (résultat non publié).

(i) Si d’autre part p est un entier pair et si (x. ).~ €St une suite normalisée de
L? qui converge faiblement vers 0, on sait (cf. [3]) que pour tout £ >0, (x,).=~ a
une sous-suite 2(1 + ¢)-symétrique.

Ici, on montre que si (x,).en est une suite normalisée de L* telle que:

ou bien: 1=p <2 et (x,).en est équivalente a la base canonique de [’

ou bien: p >2 et (x,).e~ tend faiblement vers 0,
alors pour tout & >0, {x,).en @ une sous-suite 2(1 + & )-symétrique.

Dans le cas des espaces L?, ou p est un entier pair, cette démonstration est
celle de [3] vue sous un angle différent et dans les autres cas, elle s’inspire du
résultat de H.P. Rosenthal dans L.
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Le point de vue adopté ici est celui des espaces stables introduits dans [5] qui
simplifie et unifie les résultats cités ci-dessus de H.P. Rosenthal et de [3].

Dans la premiere partie, on décrit I'espace des types sur L” pour 1 = p < +oo,
p#2 muni de sa topologie naturelle et de ses lois de composition. Dans la
deuxiéme partie on utilise cette étude pour montrer que si (X, ).en €St une suite
normalisée, tendant faiblement vers 0 dans L si 2 < p < + @ et isomorphe a I°
dans L? sil=p <2, etsi(x,).en définit un type o alors pour tout & >0, (¥, ).en
a une sous-suite (1 + ¢)-équivalente a la base canonique du modele étalé ([1])
associé a . Les espaces L? étant des espaces stables, cette base est 2-symétrique
et ceci prouve le résultat annoncé.

Je remercie W.B. Johnson qui a attiré mon attention sur cette question, Y.
Raynaud pour les nombreuses discussions que nous avons eues sur ce probléme
et B. Maurey et J.L.. Krivine pour leurs conseils.

Dans toute cette étude, la théorie des espaces de Banach stables est
fondamentale. Nous renvoyons a [5] pour les propriétés générales de ces

espaces. Cependant, nous rappelons quelques définitions indispensables pour la
suite.

X est stable si pour toutes suites bornées (X,).en €t (Vm)men €t pour tous
ultrafiltres U et ¥ sur N, on a

limlim || x. + y || = lim lim [l x. + y.. .

Un type sur X est une fonction o de X dans R" telle qu’il existe une suite
bornée sans sous-suite convergente (x,).ex de X et un ultrafiltre U sur N tels
que:

VxeX, o(x)=limlx+x.

Les types sur X sont des fonctions 1-lipschitziennes de X dans R et I’espace des
types sur X, noté J(X) peut étre muni naturellement de la topologie de la
convergence simple sur X.

Le produit de convolution de deux types o et 7 définis respectivement par
(X )nen €t U et (Ym)men et V7 est défini par:

VxEX,  ox7(x)=limlim|x + x, + yu |l

REMARQUE. Bien que la notion de type soit définie sur tout espace de
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Banach, le produit de convolution de deux types n’est bien défini que sur un
espace de Banach stable.

Le produit du type o par une constante A est défini par:

VixEX  Ao(x)=lim|x +Ax|.

On note
lol= o =tim|x,
pour n EN et (a,...,a,)ER", * qio =ai0*-*a,0,
3 il -

K(o)={r€T(X)|In €N, I(a,...,,) ER" tels que 7= * ac},

Ki(o)={r€K(a), |7||=1}.

On rappelle que le complété de R™ pour la norme |27, aie; || = || */-, i || est
appelé modele étalé associé a o (cf. [1]). La suite fondamentale (e;);en de tout
modele étalé sur un espace stable est 1-échangeable, c’est-a-dire qui si 7 est une
permutation sur N, on a: |2 a.e. || = |2 aie:|. De plus si (x.)nen est normalisée
et tend faiblement vers 0, (e;)ien est 2-inconditionnelle [1] donc c’est une base
2-symétrique du modele étalé. Side plus (x, ).en est 1-inconditionnelle, (e;)ien est
une base 1-symétriqgue du modele étalé.

1. Description de I’espace des types sur L", 1=p < +», p#2

Soit (€, 2, P) un espace de probabilité. On pose L” = L"(Q, %, P).

Nous allons utiliser une représentation de la norme des espaces L?, 1=p <
+ o0, p#2 qui a été utilisée initialement par J.L. Krivine pour prouver que les
espaces L” sont stables et nous commengons par donner les notations et
définitions que nous utiliersons. Deux cas se présentent:

Premier cas. p =2k, k EN, k=2
Si x appartienta L” etsii=1,...,2k — 1, on pose [{ = x'. [} appartient a L**"
et si x et y appartiennent a L?, on note:

pouri =1, 2k =1, {I5,i%)= | xy*ap
Q
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Remarquons que pour i =1,...,2k ~1, on a:

ol =112

Deuxiéme cas. 2k <p <2k +2, kEN
(N.B. pour k =0, on conviendra de ne considérer que 1= p <2).
Soit u, la mesure sur [0, + [ x Q) définie par:

2k/i
g2k

dt
d, = (P @ dP{w).
Posons:

! = Sup(0, k - 1),

K, =jm<1-cost+§(~1)f’—z')ﬂ
o = et et

On remarque que K, est fini, que (—1)“K, est strictement positif et que pour u
appartenant a3 R on a:

K,,‘u[p:fo” (1-coszu+2( 1y(2])7,> At

Pour x appartenant a L7, on définit:

pour i =0,...,1, U(tm)—l“COSfx(w)ﬂLz(*l)/ (2])! -

et

pouri=0,... .k, Vil w) = —sintx(w)+2( 1y It—(’_Ll%"l

On notera encore r, n’importe quel réel appartenant a
lp/Qi+2),p2i[ 01, +=[  pour i=0,....1

et s, n’importe quel réel appartenant a |p/(2i +1),p/(2i —1)[ N ]1, + [ pour
i=0,...,k Tl n’est pas difficile de voir que U7 appartient a L"(du,), que V;
appartient a L (du, ) et qu’il existe des constantes C,, >0 et D, > 0 telles que:

p
'(dltp) Pv'.' ” X ”Lpa

I Vil aun = D

P
psill X ”Lp'

Si x et y appartiennent a L”, on notera:
pour (i,j)€{0,..., 1Y, i+j=k ou k-1,
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(U, U =J UiUdu, ;

(0.4 2] xQ2
pour (i, ))E{0,... . k¥, i+j=k ou k+1,
ViV = f VVrdu,
[0 +%[x2

LEMME 1. Si x et y appartiennent a L”, on a:
sip=2k,keN, k=2,

&)

Cék(”,lgk—x);

k-1
I+ y " =l =lylr =
i=]

si 2k <p<2k+2, keN

k-1

K(x+ylr =lIxlF=lyl)= ; (U3, UL.)—'Z{)(U,*, UL

i

k k
+ ;)Wf, Vio)— Z. (V5 VL),

DEMONSTRATION. Le premier cas est évident,

Pour le second cas, on introduit pour tout n €N la fonction f, de R dans C
définie par:

n . Vi
Yu€ER, fi(u)=1-e" +2L’j%l.
= I

Comme fy(u)=if.-i(u), il est facile de montrer par récurrence Iidentité
suivante:

n—t

n—1
folu +0) = (fulu)+ fu(v)) = 21 i) (v)— 20 fi(u)fa ja(v).
1= 1=
En posant u = tx(w) et v = ty(w) et en intégrant la partie réelle de cette identité
sur [0, + oo X Q) par rapport & u,, on obtient 'identité souhaitée.
Nous allons étendre ces formules aux types sur L
PropOSITION 1. Soit o un type sur L.

Si p=2k, KEN, k=2, pour i=1,...,2k —1, il existe une fonction I
appartenant a L™ telle que:

W

k=1
Vxel’, o@)—[olf —lxlf =2 Culll, L)
=
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Si2k <p<2k+2,k €N, pouri=0,...,1il existe une fonction U7 appartenant a
L7(du,) etpouri =0,..., kil existe une fonction V; appartenant a L>{du,) telles
que:

VxeL’, Koy -lolf—|xI]
= 2: (U, UZ“'>_,ZO (U7, UL)+ 20 (VI,Vie) - Zl (VI, Viein).

DEMONSTRATION. ¢ est défini par une suite bornée (x, ).en et un ultrafiltre 4
sur N.

Si p=2k, k€N, k=2, pour i=1,...,2k —1, soit [7 la limite faible de
(I:")nen dans L™ selon %.

"Si2k <p<2k+2,k EN,pouri=0,...,1 soit U7 lalimite faible de (U, )nen
dans L"(du,) selon U et pour i =0,...,k, soit V{ la limite faible de (V;")nen
dans L%(du,) selon U. Comme u, est o-finie, ces derniéres limites faibles ne
dépendent pas des réels r et 5; choisis dans les intervalles convenables définis
précédemment.

En passant a la limite dans les identités du lemme 1, on voit aisément que ces
fonctions vérifient les formules de la proposition 1. Il reste a vérifier que ces
fonctions ne dépendent que de o et non pas de la suite (x,).en ni de 9L

Dans le cas o p =2k, k €N, k =2, il faut montrer que si deux familles

{I7, x € L*} dans L"", sont telles que:
2k—1
VxEL?, 2 Colli =13, 15y =0,
fest

alors, pour i =1,...,2k -1, L =1..
Or si I'on change x en ax dans la relation précédente, par homogénéité on a
aussi:

2k-1

VxeL’, VYa€R, 2 Cua®™ (L =17, 15-) = 0.
=1
En divisant par « et en faisant tendre a vers 0, on obtient alors:

VxeL? (b1, 1D =0.

Donc Ly = k1.
En divisant par o’ et en faisant tendre a vers 0, on obtient de méme:

VxeL’? (L=, 1) =0.
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Comme {I3, x € L?} est dense dans L"”, ceci prouve que Ly =1} ».
En itérant ce procédé, on obtient aisément que [ =1/} pour tout =
2k —1.

Dans le cas ou 2k <p <2k+2, k EN il s’agit de montrer que $’il existe

L (du,,) de {V,/x € L"} et telles que: Vx €LY,

k—1 {
; (U~ UL UL )~ }j (U - UL UL

k k
+Zﬂ<vi -V, vu—;m —ViVie)=0

alors U; = Ujpour i =0,...,l et V, = Vipouri=0,...,k. Or comme U7*= U;}
et V"= — Vi I'égalité ci-dessus est équivalente aux deux suivantes:
k—1 !
2 (U= UL Ui )= 3 (U~ U3, Ut) =0,
(*) VxelL’
k k
(Vi= Vi, Vi) = 2 Vi = Vi, Vi) =0
=1

i=0

Si k =0, la premiére égalité ci-dessus implique 1mmedlatement U() U()
Si k =1, on remarque que: Vo €ER, Vx EL?,

CPv’k—lap”x Hip’

{ :X,i_ U‘Zf,»ﬂ:az(k*i)(Ux‘,-— szpl) pouri :1,,k_1

Comme p/r.,>2k —2, le méme argument d’homogénéité que dans le premier
cas montre que la premiére ligne de la relation (*) équivaut a:

<U0“ U{), i‘1> = 0,
VxeL*
(U - UL Uiy —(U - U, Uiy =0, pour i=1,....k —1.

En utilisant (cf. lemme 1) le fait que la dérivée seconde de la fonction réelle
u—> Ui(t) est la fonction u— — ¢*U'_,(t), on montre aisément que si Vx € L?,
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(Us— U, Us_1) =0, alors Vx € L*, (U, — Uy}, Ust** ™) = 0 et ceci implique que
U,— Uy =0 dans L*(£*“ "du,) donc aussi dans L"(du,).

LEMME 2. Soit 2k <p <2k +2, k 2 1, (xs)nen Une suite bornée de L* et U un
ultrafiltre sur N. Si pouri =0,...,k — 1, on note U, la limite faible dans L"(du,)
de (U:")aen selon U, V; la limite faible dans L (du,) de (V" )nen selon U et ] la
limite faible dans L*" de (x}).en on a:

| = — — —(_ itZiIZi
pouri=1,.. k-1, U-U.=( 1)(21_)!’
ouri =1 k V.-V._ = (_ 1),'71 t2i_112,»~1
p yees g Ry i i—1 ————(21_1)'

Par définition, pour i =1,...,k — 1 on a Pégalité:

-tZi)CZi
@i
Soit 0<a <b et yny la fonction caractéristique de Pintervalle [a,b] dans
[0, +o[.

Les fonctions x(as)U:"> XasjUitt €t X1ant” X > appartiennent & L?* (du,). En
passant 4 la limite faible selon % dans cet espace et comme w, est o-finie, on
trouve:

Ur-Ur=(-1)

t2i12,'

Xiao) (Ui = Ui)) = (- 1)i@'mX[a,b1~

Ceci étant vrai pour tout 0 <a < b, on en déduit

Pl

@

Ce lemme termine la démonstration de la proposition 1: en effet, aucune
fonction de la forme t'f(w), r ER, f# 0 n’est intégrable pour la mesure w,. Donc
si Up= U}, U;— Uj est de la forme t°(l,— I5) et donc est nulle. De proche en
proche, on montre également que U, = U} pour i =2,...,k —1.

U.'_Ui—lz(—l)i

REMARQUE 1. On conclut de cette étude que si o est un type défini par une
suite (x.).ex de L et un ultrafilte % pour 2k <p <2k +2, k €N, la limite
faible de (x.).en dans L?" pour i = 1,...,2k — 1 selon % dépend uniquement de
a. On la notera [{ pour i =1,...,2k —1 par analogie avec le cas des espaces L”
ol p est un entier pair.
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Le résultat qui suit décrit la topologie et les lois de compositions sur I’espace
J(L"). La démonstration de la proposition 2 est une conséquence de celle de la
proposition 1, du lemme 2 et des formules utilisées au lemme 1.

PROPOSITION 2. Soit (0.).ex une suite de types dans L7, 1<p < +x_§i
p =2k, kEN, k=2, (0.)nen converge simplement vers o si et seulement si
(low Duen converge vers ||o|| et si pour tout i =1,...,2k — 1, (I{")sen converge
faiblement vers I} dans L*".

De plus: ¥(o,7)E[T(L")), Vi=1,....2k =1, Va ER:

i
=140+ ClylL
i=1
ll{!(l’ — all(lr'
Si 2k <p <2k +2, k €N, (0.).en converge simplement vers o si et seulement
si (|o|)we~x converge vers (o |, si pour tout i=0,.... L (U").en converge
faiblement vers U7 dans L' (duw,) et si pour tout i =0,..., k. (V{").en converge

faiblement vers V! dans L (du,).
De plus: Vo,7 €[T(L")]’, Va €R

1-U7=1-U)(l - Uy~ ViV,
BT =(1=-U)Ve+ (- UV,
pouri=1,... k-1

7
Ui - Ut = o™ (U7 - UL,

) 2i—1 lx‘r 17' .
arT (.fj“r: a_ T Y4 T T 4 _L ._l .
Ul U( 1 (Ul Ul l) (Uz Ui l) “~ ]!(21__])!’

pour i =0,....k
Vie- Vi =a” (V- VL),

oy TN N S L
VI — Vi 1-—(V,-—V,-_])+(V,*V,- 1)+i=lﬁ'(2—i_T._J1—)!‘

REMARQUE 2. L’espace des types sur L’ est un sous-ensemble des fonctions
continues de L’ dans R et peut étre muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de L*. Il est facile de voir d’apres la proposition 1 que si
une suite de types (o, ).en sur L7 est telle que:

si p=2k, k€N, k=2, pour chaque i =1,....2k — 1, la suite (I").en est
relativement compacte dans L"*/.
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si 2k <p <2k +2, k EN, pour chaque i=0,...,1 la suite (U"),en est
relativement compacte dans L"(du,) pour tout r, € |p/2i +2),p/2i[ N ]1, + o[
et pour chaque i =0,...,k, la suite (V/"),e~ est relativement compacte dans
L(du,) pour tout s; € |p/(2i + 1),p/Qi — D] N }1, + o[ alors la suite (o, ),en €St
relativement compacte dans J (L") pour la topologic de la convergence
uniforme sur les bornés de L’.

II. Extraction de sous-suites 2(1 + ¢ )-symétriques
On se propose de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit (x,).en une suite normalisée dans L', 1=p < + o, p#2,
telle que si 1 =p <2, (x,),en est équivalente a la base canonique de I’ et
$i 2<p < 4%, (X.)nen tend faiblement vers 0, alors pour tout ¢ >0, il existe une
sous-suite de (X,).en, qui est 2(1 + g )-symétrique.

Si de plus, la suite (x,).en est 1-inconditionnelle, alors pour tout € >0 on peut
en extraire une sous-suite (1 + ¢)-symétrique.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Soit (x,).en une suite normalisée de L°,
1=p <+, p#2 vérifiant les hypothéses du théoréme 1. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que (X, ).en définit un type o c’est-a-dire: Vx € L?,
o(x)=lim, . Si p>2, d’aprés [4], il n’est pas difficile de voir que, ou
bien pour tout £ >0, la suite (x,).en @ une sous-suite (1 + e)-équivalente a la

X+ x,

base canonique de ", ou bien la suite (x, ).en est équivalente a la base canonique
de I’. Dans le premier cas, le théoréme 1 est évidemment vérifié. On peut donc
supposer que (x,).en €st équivalente a la base canonique de I”.

Gréce aux propriétés des modeles étalés sur les espaces stables rappelés dans
introduction, le théoréme 1 est alors une conséquence du théoréme suivant:

‘THEOREME 2. Soit (x,).en une suite normalisée dans L?, 1 =p < + =, p#2,
équivalente a la base canonique de ¢° et définissant un type o sur L*. Alors pour
tout £ >0, il existe une sous-suite (X, )men de (X.)aen felle que: Ym €N,

V(ai,...,a,)ER",
m
\ Ea,-x”l - '
=1

Pour montrer le théoréme 2 on utilise un résultat non publié de J.L. Krivine et
B. Maurey.

m m
* ol |=¢ * a0
i=l i=1

ProposiTiON 3 (J. L. Krivine, B. Maurey).  Soit X un espace stable, (x,, ),ex une
suite normalisée tendant faiblement vers 0 dans X et o un type défini par (x,)nex.
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Si Ki(0) est compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés
de X, alors (x.).en vérifie la conclusion du théoréme 2.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3. Soit £ > () doné et (&,).en une suite
positive telle que ¢ =2, &,.

On note _K.(io')‘; I’adhérence de K(o) pour la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de X.

On procede par récurrence: supposons construits des éléments (x.,..., x,, ) de
la suite (X, ),en vérifiant: V7 € Ki(o)", Y(ai,...,an)E[— 1, + 1],

ol 3 0| =r(S en) | = (5 )] 2 o]

m
o0
i=1 =
On cherche a construire x, vérifiant cette propriété a 'ordre m + 1. Pour

%3

w1

cela, soit 7 appartenant & Ki(o)“ et (..., &) appartenant a [ — 1, + 1]*". En
appliquant I’hypothése de récurrence & 7 * a0 et (@1,..., &) ST || T* Qoo | =
leta
T* W10 (48] (8 .
||'r*a,,,+10'|| (”T*amﬂa'”""’l[fr*am.(r“) SI||T*am+10'“>l,

on peut écrire: Yn €N,

m al
T*| * a0 ||| = T| CmeiXn T E AKXy,
i=1

m*l

’T* * 040 “ (T*(X,"HO’)(EQX,,)

=

(7 * otm HU)(i a,-x.,,) - T(am+1xn + il aixn;>
i=1 i=

= (i s,~> (T*am+10)(i a,—x,‘,) - r(a,,.ﬂx,, + z oz,-x,.‘)
i=1 i=1

=1
La suite de fonctions (F, ),ev définie sur le compact K (c)* X [—1,+1]""" par:

m
_*laia' +
i=

m
Fn(Tyal,"'7am+l) = T(am+]xn + 2 aixn,)

i=1

converge simplement vers (7 * ..o )(2{, @ix, ) quand n tend vers + . D’autre
part la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de X est une
topologie métrique sur J(X) donnée par la distance d telle que:

d(r,7)= 3 3 Sup7(x) = () x = n + 11
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Par I'inégalité triangulaire, il est alors facile de voir que: Vn €N,

m+]

|E(myar,. .y @m) = Fo(7,al, . a )| S d(r, 1) + E | — el
=

La famille (F,).cx est donc équicontinue et on peut appliquer le théoreme
d’Ascoli: (F,).en converge uniformément sur Ki(a)'x[-1,+1]"" vers
(7% Q1) (E) aix,).

Il existe donc un entier n..: tel que:

VTEK](U)u, V(al,...,amH)E[—l,+1]"'“,

m m+1
(7*am+1(r)<2 aix,,i> - T( E aix,.l.> } = Emei

i=1 {

i=1

m+1

* o0
i=1

Comme

m+l
* a0

i=1

I %3

oo = R
1

ceci implique alors:

VTEK](O’)“, V(al,...,am+1)€[_l,+l]m+l,

— m+1 m+1
T*<.*] a,-cr)”—q’(Z a,-x,,i> é(E 8,->
= i=1 =1

Cette propriété est donc vraie a tout ordre et la sous-suite de (x.).en ainsi
construite vérifie la proposition 3.

m+1
;T
=1

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Grice a la proposition 3, il suffit de montrer
que sous les hypothéses du théoreme 2, K,(o) est relativement compacte dans
J (L") pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L”.

Soit (7™ )men une suite de K{(o) telle que

N

¥m €N, = fm‘ a'™o.
En appliquant un résultat de [6] sur les espaces a base symétrique, au modele

étalé associé a o, il est facile de voir que (7" )me~ @ Une sous-suite encore notée

(7" )men, telle que: Vm €N, 77 =17 7" avec:
nm Nm
Tlm — .* 015'")0' et ’T”m — I’ a(im)o_
il i=n,, +1

et
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lim Sup{lai™|/n, +1=i=N,}=0

Ve>0,ANENtelqueVm EN,‘

Em af’")UH =e¢+1/m
I=N+1
It n’est pas difficile de voir que (7" ).en est relativement compacte pour la
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L” si et seulement si
(7" Ymen lest.

On supposera donc que la suite (77 ).en est telle que:

VmeN, " = fl at™a,

Jim Sup{|e{™|/1=i=N,}=0.

De plus, comme (x, ).e~ €5t équivalente a la base canonique de Petquel|7™||=1
pour tout m €N, la suite numérique (E, " o™ ),ex est bornée et quitte a
extraire une sous-suite de (77 )nen, ON peut supposer qu’elle converge vers un
réel positif a.

On va utiliser les résultats de la premiére partie pour montrer qu’une telle
suite a une sous-suite convergente pour la topologie de la convergence uniforme
sur les bornés de L°.

Cas des espaces L', p =2k, k EN, k#2
Comme (x,).en converge faiblement vers 0 dans L%, [T=0. D’apres la
proposition 2, on a:

N

VmEN, "= (i a<"'>>

De la méme fagon on peut écrire:
Nm
VmeN, 1= (2 (a5m>)2) 2.
i=1

On en déduit que (I3")nen converge dans L* vers al5.
De la méme fagon, en utilisant la proposition 2, on montre que (I] )me~
converge dans L**"* vers 0'si i est impair et vers ((2j)!/2/j)(al5y sii =2j,j EN.
D’aprés la remarque 2, la suite (7™ )men @ donc bien une sous-suite con-
vergente pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L*. On
peut remarquer que la limite 7 est un [*-type (i.e. A7*pur = (A°+ p%)"*r pour
tous réels A et u).
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Cas des espaces L*, 2k <p <2k +2, kK EN

Si2k <p<2k+2, k=1, quitte a extraire une sous-suite de (X, ).en, O peut
supposer que (xa).cn converge faiblement dans L”” vers I5.

Si1=p <2, comme (x.).en €5t équivalente a la base canonique de I°, on sait
[7] que par changement de densité, on peut supposer que (X, ).ex €St une suite
bornée de L°.

De plus a I'aide de [2] ou [3] p. 132, quitte & passer a une sous-suite, on peut
décomposer la suite (xi).en de L' en xi=xils +x3lac ol Q=A, UA;,
lim, ... #(A,)=0 et la famille (x214,).en est équi-intégrable. Comme la suite
(X»)nen est bornée dans L7, la suite (x,1ac)ren tend vers O en norme dans L'
Sans perte de généralité, on peut donc supposer que la suite (x7).en est
équi-intégrable donc qu’elle converge faiblement dans L' vers 7.

LEMME 3. Pour presque tout w € (1,

210
%(Ug—’zlz) ot Lvg

tendent vers 0 quand t tend vers 0.

DEMONSTRATION DU LEMME 3. Par définition des fonctions Us et Vg, il existe
une constante M positive telle que:

Vn €N,

2_12
0= - (Uo—%) SM(Pxant'xy),

0=|Vy+ tx, | = M| x2a £'x3).

Si x(a6) désigne la fonction caractéristique de I'intervalle [a, b] dans |0, + o[ il est
facile de voir que les fonctions X[a‘b]UE", )([a,,,]VS”, SXtas)t X ny Xias)n,
Xiaol(EX0A1'X0) et x(as[£°x0A X)) appartiennent 3 L'(du,) si I=Sp<2eta
L"*(du,) si p>2. En passant & la limite faible dans ces espaces pour tout
0 < a <b < +x,0n voit, grace aux inégalités ci-dessus qu’il existe des fonctions
ei(t,w) et @:(t, w) telles que:

Oé _< g_t2%)§Mf2¢l(t’w),

0=| Vil= MPou(t, 0),

et pour ¢ fixé, @i(f,w) et @.(t,w) appartiennent a L'(du,) si 1<p<2et 2
L**(du,) si p >2.
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De plus, comme ces fonctions sont limites faibles de fonctions croissantes, il
est facile de voir que les fonctions t— ¢,(f,w) et t— @.(t,w) sont croissantes
pour presque tout @ € Q). Donc pour montrer le lemme 3, il suffit de montrer
que fo@i(t,0)dP(w) et [, @x(t,w)dP(w) tendent vers 0 quand ¢t tend vers 0.
Faisons le raisonnement pour ¢(t,w): soit ¢ >0 donné. Pour tout A >0, on
peut écrire: Vn €N,

2 2.4 2 2 4 2
O=xunt x,.éx,.lﬁx",,;:,)ﬂ A 1(\Xn\<;,\)+x,,1(/\§1x"\).

La suite (x,).en étant équiintégrable, il existe A >0 tel que: Vn EN,
j xilg(x");/\)dp(w)g 8}13
Q0

A étant ainsi fixé, il existe £, >0 tel que:
0<t<t,>VneN

A =¢/3,

J' xf.lﬂx",gl,dP(w)é 8/3
O
Donc: 0<t<t,>Vn &N,
Oéj (xan’x3)dP(w) = &
QO

Par suite pour 0 <t <t

‘o dt

Pl

Yo fo t
J %fﬂ (pl(tl,w)dp(w)éj J’” QD](t,w)%dP(w)éE

f

ou encore:
J oi(h,w)dP(w)=¢
Q

et ceci prouve le lemme 3.

Notons qu’il existe une démonstration plus simple de ce lemme dans le cas
p > 2 en utilisant le fait que pour x appartenant a L”, les fonctions ¢x*a t'x* et
t’x* A ’x’ appartiennent respectivement a L"(dw,) pour r €]p/4,p/2[N
1, + =] et L*(dp,) pour si€|p/3,p/2[N]1, + | et donc que les fonctions
t’ei(t,w) et £°¢,(t,w) appartiennent a ces mémes espaces. Comme par ailleurs,
t—-i(f,w) et t—p:(t,w) sont des fonctions croissantes, pour des raisons
d’intégrabilité en 0 pour la mesure dt/t”*', ces fonctions tendent vers 0 quand ¢
tend vers 0.
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Pour ¢ et w fixés, on peut donc écrire:
a 212
Us(t,w)=1—expl — ¢t 2 + et o)),
f(tw)= et w),
avec
llirrg e(t,w)= l,ing et,w)=0 w-pp.

En utilisant la proposition 2 et le fait que |1 — U] = 1 pour tout type 7 sur L”,
il est facile de voir que pour tous ¢ et w fixés et pour tout m €N:

[N, 2] "
fa-ven|s 3 (Svive)
& (m) Fllg m) (m) "
vl S vi X (g Iverevit)
=1 n=1 (R3]

Or, avec les notations précédentes, on a:

~

SoveveT= Y a™ a1 (@™t w)ea(a Mt )]
N, 1=ij=

1=ij= < {T=N,,

IT=i=N.},

=t (E a‘m)2> Sup{| &+(a

N

N
>V = t2<2 a(,»'"’2>Sup{‘ g0 )| 1= i =N},
=1

H(1— Us "’)—exp{—t (20/'")2) /2+Sup{|el(a§"')t,w)l|1§iéN,,.}]}.

Comme (S17) @™ ),en converge vers a et Sup{|a “I|[1=i=N,} tend vers 0
quand m tend vers + %, ces inégalités prouvent que pour presque tout w et £
(Ui Ymen converge vers 1 —exp(— *a(l5/2)) et (V“'"),,.;N converge vers 0.

Désignons par L, un majorant de la suite |Si @™ |en pour r=2 et
remarquons qu’il existe une constante M’ positive telle que:

Vn €N,
0= Uy =M'(1ntx3),
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En passant a la limite faible, et comme Vi = VY puisque par hypothese /7 =0,
on obtient aisément:
Vm €N,

PJ"

0= U= M’(l A af-"'szl;’) = M'Ly(1n £19),

N,

Ln S ar'ls

Les fonctions 1A £°15 et 1A £'17 appartiennent a L"(du,) et L**(du,)U L"(du,)
respectivement. Par le théoréme de convergence dominée, on déduit de ces
majorations que les suites (U Ymens (Vi men et (V]")uen convergent dans
L™(du,), L*(du,) et L*(duw,) respectivement.

Ceci conclut le théoréme 2 dans les cas | =p<2et2<p <4

|48

=M =M'L;

Si 4 < p <6, en utilisant la proposition 2, on peut écrire:
Vm &N,

N
U?m:Un <2 (1(’"))

i=1

N, N

v vie (3 o)

i=1

i}

Donc (Ui)men et (V3i"),.en convergent presque partout vers 1-—
exp(— at’l3/2)+ al3/2 et 0 respectivement.
Comme précédemment, on montre qu’il existe une constante M” positive telle
que: Ym €N,
[UT" | = ML LIS A L) S MPLL(E[197 A £119),

V" | = MPLsLy| €15 0 £13) = MY LAL {157 £ 215,

3/5

Des fonctions £°[15]"* A 'l et '[I$]"° A £71¢ appartiennent & L (dw,) et L*(du,)
respectivement et le théoréeme de convergence dominée s’applique: les suites
(Ui men €t (V3" )men convergent dans L(dw,) et L*(du,). Pour p >6, on
procéde de la méme fagon pour montrer que (U7")n.en converge dans L (du,)
vers

1—exp( tal) z(~tal pouri=0,....k—1

et (VI )men converge dans L (du,) vers O pour i =0,...,k. Ceci conclut le
théoréme 2 et on peut remarquer comme dans le cas des L?, p €2N, que la
limite de (7™ )men €st un [’-type.
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