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ABSTRACT 

We prove that every normalized sequence in L", weakly null if p > 2 and 
equivalent to the unit vector basis of 1: if 1 < p < 2 ,  has for all g > 0  a 
subsequence which is 2(1 + t;)-symmetric. This result was known for p = 1 (H.P. 
Rosenthal) and p E 2N (W.B. Johnson, B. Maurey, G. Shechtman, L. Tzafriri). 
Here, we use the techniques of stability which were introduced by J.L. Krivine 
and B, Maurey: as welt as providing new results, this approach unifies and 
simplifies previous known results. 

Nous 6tudions le probl6me suivant: "existe-t-il  une constante  K > 0 telle que 

pour  tout  p C [1, + oc[, toute suite normalis6e de L p, tendant  fa iblement  vers 0 

dans L"  ait une sous-suite K-sym6t r ique?"  Darts certains cas particuliers,  on 

connait  des r6ponses h cette question:  

(i) Si (X.)n~N est une suite normalis~e de L ', i somorphe h la base canonique  de 

12, H.P.  Rosenthal  a montr6 que pour  tout  e > 0 ,  (x.)n~N a une sous suite 

2(1 4-e)-sym6tr ique (r6sultat non publi6). 

(ii) Si d 'aut re  part  p e s t  un ent ier  pair et si (x.).~N est une suite normalisEe de 

L p qui converge  fa iblement  vers 0, on sait (cf. [3]) que pour  tout  e > 0, (x.).~N a 

une sous-suite 2(1 + e)-symEtrique.  

Ici, on mont re  que si (x,,).~N est une suite normalis6e de L p telle que: 

ou bien: l_-<p < 2  et (x.),,~N est Equivalente ~ la base canonique  de l 2 

ou bien: p > 2  et (x.).~N tend fa iblement  vers 0, 

alors pour  tout  E > 0, ( x , ) ~  a une sous-suite 2(1 + e)-symEtrique.  

Dans le cas des espaces L ~, off p e s t  un entier  pair, cette demons t ra t ion  est 

celle de [3] vue sous un angle different et dans les autres cas, elle s ' inspire du 

rEsultat de H.P.  Rosenthal  dans L ~. 
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Le point de vue adopt6 iciest  celui des espaces stables introduits dans [5] qui 

simplifie et unifie les r6sultats cit6s ci-dessus de H.P. Rosenthal  et de [3]. 

Dans la premi6re pattie, on d6crit l 'espace des types sur L p pour 1 =< p < + ~, 

p P  2 muni de sa topologie naturelle et de ses lois de composition. Dans la 

deuxi6me pattie on utilise cette 6tude pour montrer  que si (X,,)°~N est une suite 

normalis6e, tendant faiblement vers 0 dans L Psi 2 < p < + ~ et isomorphe a 12 

dans L psi  1 _-< p < 2, et si (X,),~N d6finit un type ~r alors pour tout e > 0, ( X n ) n G N  

a une sous-suite (1 + e)-dquivalente h la base canonique du module 6tal~ ([1]) 

associ6 ~ ~r. Les espaces L p 6tant des espaces stables, cette base est 2-symdtrique 

et ceci prouve le rdsuttat annonc6. 

Je remercie W.B. Johnson qui a attir6 mon attention sur cette question, Y. 

Raynaud pour les nombreuses  discussions que nous avons eues sur ce probl6me 

et B. Maurey et J.L. Krivine pour leurs conseils. 

Dans toute cette 6tude, la th6orie des espaces de Banach stables est 

fondamentale.  Nous renvoyons ~t [5] pour les propridtds g~ndrales de ces 

espaces. Cependant ,  nous rappelons quelques ddfinitions indispensables pour la 

suite. 

X est stable si pour toutes suites borndes ( x , ) . ~  et (y,,)m~N et pour tous 

ultrafiltres ~/ et 7/" sur N, on a 

lim lim IIx. + Y,, II = lim lim II + ym II. 
n,° / /  m,~I  * m , ' V  n ,  o~ 

Un type sur X est une fonction ~r de X dans R + telle qu'il existe une suite 

bornde sans sous-suite convergente (x,),eN de X et un ultrafiltre 0// sur N tels 

que: 

v x e x ,  o-(x) = l!mllx + xo II. ,o 

Les types sur X sont des fonctions 1-1ipschitziennes de X dans R et l 'espace des 

types sur X, not6 3-(X) peut 6tre muni naturel lement de la topologie de la 

convergence simple sur X. 

Le produit de convolution de deux types o- et r ddfinis respect ivement  par 

(x,),~N et ~ et (y,,)m~N et °F est ddfini par: 

REMAROUE. 

Vx~m, o ~ * r ( x ) = l i m l i m l l x + x , + y ~ l l .  
n,°ll re, F" 

Bien que la notion de type soit d6finie sur tout espace de 
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Banach,  le produit  de convolut ion de deux types n'est  bien ddfini que sur un 

espace de Banach stable. 

Le produit du type ~r par une constante  A est ddfini par: 

On  note 

Vx E X  

I[ o-II = o-(O)= lim ]lx~ II 
n,  ~1! 

A ~ ( x ) :  1!,~ IIx + Ax~ II. 

n 

pour  n E N  et (a~ . . . . .  a , , ) C R " ,  * mcr = a , ~ r * " ' * a , , ( r ,  

K(o-)={rC:S(X)I3n~N, : l ( a , , . . . , a ~ ) E R  ~ tels que r =  ,~ c~,~r}, 
i = 1  

g , ( ~ )  = b E g ( ~ ) ,  Ilrll ~ 1}, 

On rappelle que le compl~t6 de R 'N' pour  la norme [[ET-i a~e, II : 11.7, ~,~11 est 

appel~ module ~tal~ associ6 5 ~ (cf. [1]). La suite fondamenta le  (e~)~N de tout  

module 6tal~ sur un espace stable est 1-~changeable, c 'est-~-dire qui si ~" est une 

permuta t ion  sur N, on a: ]]E a,e~(,)]] = []E o~,e, II. De plus si (X°),~N est normalis6e 

et tend faiblement  vers 0, (e~)~¢N est 2-inconditionnelle [1] donc  c 'est  une base 

2-sym~trique du module 6ta16. Si de plus (x,),,~N est 1-inconditionnelle,  ( e i ) ~  est 

une base 1-sym~trique du module &tal&. 

1. Description de respace des types sur Le, 1 =< p < + 0% p ~  2 

Soit ( fLE ,  P)  un espace de probabili t& On pose L p =  Lf'(O,E,P). 
Nous allons utiliser une reprdsentat ion de la norme des espaces L p, 1 =< p < 

+ ~, p / 2  qui a 6t6 utilisOe initialement par J.L. Krivine pour  prouver  que les 

espaces L p sont stables et nous commenqons  par donner  les notat ions et 

d6finitions que nous utiliersons. Deux cas se prdsentent:  

Premier cas. p = 2k, k E N, k => 2 

S ix  appart ient  ~ L p e t  si i = 1 , . . . , 2 k  - 1, on pose l~ = x ~. l~ appartient/~ L 2k/i 

et s i x  et y appar t iennent  h L p, on note:  

y [ iy2~ idp" pour  i = 1 , . . . , 2 k  - 1, (li,12k i ) =  x 
. I t  
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R e m a r q u o n s  que pour  i = 1 . . . . .  2k - t,  on a: 

x 2 k / i  

II x IG = Ill, I1~ ..... 

Deuxi~me cas. 2k < p < 2k +2, k E N 
(N.B. pour  k = 0, on conviendra  de ne cons id&er  que 1 < p < 2). 

Soit /% la mesure  sur [0, + oc[ x f~ d4finie par: 

Posons:  

d., =J--~t,®de(~). 

l = Sup(O, k - 1), 

~+~( ~ t 2~ ) dt 
K p =  1 - c o s t  + ~ ( -  1 ) ' - -  

, i=, (2j)! P '÷'' 

et 

pour  i = 0 . . . . .  l, 

X, i t 2i 'x(w) 2i' 
p o u r / = 0  . . . . .  k, VT(t, co)= - sin tx(co)+ ~., ( - l y  

,=, ( 2 j -  1)! " 

On  notera encore  r, n ' impor te  quel rdel appar tenant  ~, 

]p/(2i+2),p/2i[n]l, +~[ pour  i = 0  . . . . .  1 

et s~ n ' impor te  quel rdel appar tenant  a ]p/(2i+ l ) , p / ( 2 i - 1 ) [ n ] l ,  + ~ [  pour  

i = 0  . . . .  , k. I1 n 'est  pas difficile de voir que U~' appart ient  fi L"(d~r,), que V; 

appart ient  ~ L',(dlzp) et qu'il existe des constantes  Cp.,, > 0 et Dp.~, > 0 telles que:  

x r 

II u ,  Ik..~., = G,., II ~ IL ,  

Si x et y appar t iennent  a L ' ,  on notera :  

pour  ( i , j ) E { 0  . . . . .  l} 2, i + j =  k ou k - l ,  

UT(t, oJ) = 1 - c o s  tx(o)) + - -  Z ( -  lY t2jx(°)gi ~ 
j=, (2j)! 

Pour  x appar tenan t  ~ L p, Oll ddfinit: 

On  remarque  que Kp est fini, que ( -  1)kKp est s tr ictement positif et que pour  u 

appar tenant  ~ R on a: 

Kplu[ p :  , 1-c°stu+~(-lY~jtP~'j:, 
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f x / x y . ( U, , Uy) = U, Ujdl.tp , 
Ji 

pour  ( i , / ' )C{0 . . . . .  k} 2, i + j = k  ou k + l ,  

x f x y ( V, ,  V~) = V, Vjdl~p. 
Ji O,+~[×fl 

LEMME 1. S i x  et y appartiennent a L p, on a: 

s i p = 2 k ,  k E N ,  k >_2, 

2 k  1 

IIx +yll"-Ilxll ~-Ilyll ' =  Y~ ' ~ C2k(li, 12k /); 
i = l  

si 2k < p  < 2 k  + 2 ,  k E N  

k I l 

K,, (11 x + y II p - II x I1" - II y II ~) -- S,  < u : ,  g z  ,> - E < g;',  g~  ,> 
i = 1  i = 0  

k k 

i = 0 i = I 

DI~MONSTRATION. Le p remie r  cas est 6vident.  

Pour  le second cas. on introduit  pour  tout  n ~ N la fonct ion f. de R dans C 

d6finie par:  

Vu@R, 
(i.), 

fn(u)  = 1 - e'" + .~ ~=, j!  

C o m m e  f ' n (u )=  i f . , (u ) ,  il est facile de mon t r e r  par  r~currence  l ' identi t6 

suivante:  

n 1 n 1 

f~(u + v ) - ( f . ( u ) +  f . ( v ) )=  ~ fj(u)f,  i ( v ) -  ~ fj(u)f~ i ~(v). 
j=l 1=o 

En posant  u = tx(oJ) et v = ty (w)  et en int6grant  la par t ie  r6elle de cet te identit6 

sur [0, + ~[ x f~ par  r appor t  ~ #p, on obt ient  l ' identit6 souhait6e.  

Nous  allons 6 tendre  ces formules  aux types sur L p" 

PROPOSITION 1. Soit o" un type sur LP. 

Si p = 2 k ,  k @ N ,  k=>2,  pour i = 1  . . . . .  2 k - l ,  il existe une fonction 17 

appartenant a L 2k/i telle que : 

2 k  1 

Vx~L', ~ ( x ) ~ - I I ~ l l P - I l x l l  P- -  E C~k(l~',l~k ,). 
i = 1  
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Si 2k < p < 2k + 2, k E N, pour  i = 0 . . . .  , I il existe une  [onction UP appar tenant  

L "~ (d~p)  et pour  i = 0 . . . .  , k il existe une  fonct ion VP appar tenant  fi L ~' (dl~p) telles 

que  : 

V x  E L p, gpl~(x r - II ~r II ~ - I I x  II P] 
k - l  I k k 

= Y~ (uT, u~_,)- Y~ (uT, u~_,)  + Y~ (v; ,  v~_,)- Y~ (v:,  vx~ ,+,). 
i = 1  i = O  i = 0  i = 1  

DEMONSTaATION. + est d6fini par  une suite b o r n &  (x,),+N et un ultrafiltre 

sur N. 

Si p = 2k, k E N, k _-> 2, pour  i =  1 , . . . , 2 k -  1, soit lP la limite faible de 

( I~") .~  dans L 2k" selon ~ .  

' Si 2k < p < 2k + 2, k E N, pour  i = 0 . . . . .  l soit UP la limite faible de (U~"),~N 

dans L' ,(d/zp) selon o// et pour  i = 0  . . . .  ,k,  soit VP la limite faible de (V~"),~N 

dans L' , (d l zp)  selon ag. C o m m e  /Zp est o--finie, ces derni~res limites faibles ne 

d6penden t  pas des r6els r~ et  s~ choisis dans  les interval les  convenab les  d6finis 

p r6c6demment .  

En  passant  a la limite dans les identit6s du l e m m e  1, on voit  a is6ment  que ces 

fonct ions v6rifient les formules  de la p ropos i t ion  1. I1 reste h v6rifier que ces 

fonct ions ne d6penden t  que de o- et non  pas de la suite (x,),~N ni de o-//. 

D a n s  le cas off p = 2k, k ~ N ,  k _-> 2, il faut  mon t r e r  que si deux familles 

(/,)~=~, ,2~ ~ et (/'~)~=~, ,2k-~, appa r t enan t  pou r  chaque  i ~ l ' adh~rance  faible de 

{17, x E L p} dans L ~", sont  telles que: 

2 k  1 

V x  E L P, ~ C2k(l, - l',, l~k-,) = O, 
i = 1  

alors, pour  i = 1 . . . .  ,2k  - 1, l~ = l'~. 

Or  si l 'on change  x en a x  dans la re lat ion pr6c6dente ,  par  homog6n6i t6  on a 

aussi: 

2 k - 1  

i~=1 C2kOt (l; -- l i ,12k- i ) :O.  V x E L  P, V a @ R ,  ~ 2~-, , 
.=  

En divisant par  a et en faisant  tendre  a vers O, on obt ient  alors: 

V x  C:_L p, (12~_11~k_1,1~)=0. 

D o n e  12~-1 = l~k-1. 

En  divisant par  a 2 et en faisant  tendre  a v e r s  0, on obt ien t  de m6me:  

V x  E L p, (12k-2 - 1'2k-2, 1~) = 0. 
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C o m m e  {1~, x ~ L p} est dense dans L "/2, ceci prouve que 1,~ 2 = 1'~ ~. 

En it6rant ce proc6d6, on obtient  ais6ment que l, = l; pour  tout  

1 . . . . .  2k - 1 .  

i = 

Dans  le cas off 2k < p < 2k + 2 ,  k E N, il s 'agit de mont re r  quc s'il existe 

deux families de fonctions (U,)~=,...j et (U'~)~=,..~ appar tenant  pour  chaque i /~ 

l ' adh6rence  faible dans L~,(dtxp) de {U~/x E L p} et deux families de fonctions 

(V~)~=o....,k et (V'~)~=o._.k appar tenant  pour  chaque i ~ l ' adh6rence  faible dans 

L',(dtxp) de {VX/x E L p} et telles que: Vx E L ~, 

k 1 l 

(u~ - u; ,  u~ ,5- E (u,. - u : .  u ;  ,5 
i = 1  i = 0  

k k 

+ y~ ( v , -  v ' , . v ~ _ , ) - y ~ ( v , -  v',. v~_ . , )  = 0 
i = 0  i = 0  

alors U~ = U'~ pour  i = 0 . . . . .  l et ~ = V'i pour  i = 0 . . . . .  k. Or  c o m m e  U F  = U~' 

et V F =  - V~' l '6galit6 ci-dessus est 6quivalente aux deux suivantes: 

k 1 l 

Y~ ( u ,  - u', .u~_,}- Y~ { u ,  - u',.u~ ,}=o, 
i=1  i = 0  

(*) Vx E L p 
k k 

~, ~v , -  v',, v~_,)- E ( v , -  v',, v~ ,+,1 = o. 
= i = l  

On peut donc traiter s6par6ment  les familles (U~ - U'~)~ o,...~ et (V~ - V'~), o..,k. 

D o n n o n s  le principe de la d6monst ra t ion  dans le cas des (U~ - U'~)~=o._.~: 

Si k = 0, la premiere  6galit~ ci-dessus implique imm6dia tement  U0 = U[,. 

Si k -> 1, on remarque  que:  Va  E R, Vx ~ L p, 

U~-,llL.k-,,..., = c .  .... ~f l lx ITS.. 

U~x~- U~X-~-, = a 2(k n ( U t - ~ -  U~ ~-,) p o u r i  = l , . . . , k - 1 .  

C o m m e  p/rk ~ > 2k - 2, le m~me argument  d 'homog6ndi t6  que dans le premier  

cas mont re  que la premi6re ligne de la relation (*) 6quivaut h: 

VX E L  p 

r ( u o -  u;, uL , )  = o, 

(a, - U',,U~ , ) - ( V , -  U',,Ut_,_,)=O, pour  i = 1 , . . . , k  - 1. 

En utilisant (cf. lemme 1) le fait que la d6r i%e seconde de la fonct ion r6elle 
2 u u ~ UT(t) est la fonct ion u ~ - t U,_~(t), on montre  ais6ment que si Vx  E L p, 
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(Uo - U ; ,  U~ l) = 0, alors Vx E L p, (Uo - U ; ,  U~I 2(k-1)) = 0 et ceci implique que 

U o -  U ;  = 0 d a n s  L2(t2(k- l)dtzp)  donc  aussi dans Lro(dlzp). 

LEMME 2. Soit 2k < p < 2k + 2, k >= l, (x, ),~N une suite bornge de L P et Ol un 

ultrafiltre sur N. Si pour i = 0 , . . . ,  k - 1, on note U~ la limite faible dans L',(dlzp) 

de (U~"),~N selon °ll, V~ la limite faible dans L'~(dlzp) de (V~°),~N selon ~ et 1, la 

limite faible dans L p/~ de (x~.),~N on a: 

2i 
1¥ t 12i pour i = 1 . . . . .  k - 1, U~ - U~ ~ = ( - . ,  (2~)~.' 

l~i 1 t2i-ll2i-1 
p o u r i =  l . . . .  ,k, V~-  V~ I = ( - - ,  ~f--_ ~ . .  

DI~MONSTRATION DU LEMME 2. On  ne la fait que dans le cas des (U~)~=o,. ,k-~. 

Par d6finition, pour  i = 1 . . . .  , k - 1 on a l '6galit6: 

x x 2i 2i 
U i " -  Ui:l = ( -  1 " t  x .  

Soit O < a  < b  et XI.,bj la fonct ion caract6rist ique de l ' intervalle [a ,b ]  dans 

[0, + % 

Les fonctions Xt~,bl U~", Xta,bl U~"-~ et X[a,b] t 2 i x  2i appar t iennent  ~ L p/2i (dtx p). En 

passant ~ la limite faible selon 0?/ dans cet espace et comme/x~  est ~-finie, on 

t rouve:  

i t2i lz i  
X [ a , b ] ( U i  - -  U / _ I )  = ( -  1)  ~ X [ a , b  ] • 

Ceci 6tant vrai pour  tout  0 < a < b, on en d6duit 

i t2'12i 
I5, - U~ ~ = ( -  1) (2i)!" 

Ce lemme termine la d6monst ra t ion  de la proposi t ion 1: en effet, aucune  

fonct ion de la forme t'[(~o), r E R, f ~  0 n'est  int6grable pour  la mesure/Xp. Doric 

si U0 = U ; ,  U ~ -  UI est de la forme t=(l:- l;) et donc  est nulle. De proche en 

proche,  on mont re  6galement  que U~ = U'~ pour  i = 2 , . . . ,  k -  1. 

RZMAROUE 1. On  conclut  de cette 6tude que si o- est un type d6fini par une 

suite (x, ,)n~ de L p et un ultrafilte ~// pour  2k < p  < 2 k  + 2 ,  k ~ N ,  la limite 

faible de (x',),~N darts L p/~ pour  i = 1 . . . . .  2k - 1 selon ~/ d6pend un iquement  de 

o-. On  la notera  17 pour  i = 1 . . . . .  2k - 1 par analogie avec le cas des espaces L p 

o~ p e s t  un entier pair. 
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Le r&ultat qui suit d6crit la topologie et les lois de compositions sur l'espace 

,?-(Lt').  La ddmonstration de la proposition 2 est une consequence de celle de la 

proposition 1, du lemme 2 et des formules utilisdes au lemme 1. 

PROPOSITION 2. Soit  (m,),,~N une suite de types dans  L",  l < p <  +oc. Si 

p =2k,  k CN, k >-2, (~r,,),,~N converge s i m p l e m e n t  v,ers ~ si et s e u l e m e n t  si 

(llo-,,ll),,~N converge vers licrjj et si pour tout i =  1 . . . . .  2k - 1 ,  (I'7"),,~N converge 

f a i b l e m e n t  vers I; ~ dans  L k/~. 

D e  p lus:  V ( m r ) E  [8-(LP)] 2, Vi  = 1 . . . . .  2 k -  1, Va d R :  

1'7 *~= 17+ l; + ~. C~lj' '~l~, ,, 
j=l 

li = a l i .  

Si 2 k  < p < 2 k  + 2, k E N, (on ),,~N converge  s i m p l e m e n t  vers o- si et s e u l e m e n t  

si (11~11)~ converge vers H(r/l, si pour  tout  i =  0 . . . . .  1, (g ' /") , ,~ converge  

f a i b l e m e n t  vers U7 dans  L"(d#,,)  et si pour  tout  i = 0 . . . . .  k. ( V ' 7 ° ) , ~  converge  

f a i b t e m e n t  vers V'( dans  L", (dlx~,). 

D e  p lus:  V m  r E [ J ( L " ) ]  2, V a  ~ R  

1 - - - v ; r v ; ,  

v;; *~= ( I -  u,;) v;; + ( ] -  ut3 v;,; 

pour  i = 1 . . . . .  k - 1 

{ u T " -  u ' y ,  = a 2 ' ( u ;  " -  u ? , ) ,  e, , / ~  1;, z _ .  

UI**-  U ; ' I = ( U ' 7 -  UT-,)+ (U; ~- U;' ')+ i=, ~ j ! ( 2 i - j ) ! '  

pour  i = 0 . . . . .  k 

,i..-e ,~ l~i i j 
V I * ~ - V T * I = ( V T - V ; L , ) + ( V ;  V;i)+ "(2i-j--  1)!" 

REMARQUE 2. L'espace des types sur L" est un sous-ensemble des fonctions 

continues de L J' dans R et peut dtre muni de la topologie de la convergence 

uniforme sur les bornds de L p. I1 est facile de voir d'apr6s la proposition 1 que si 

une suite de types (o-,,),,~x sur L r' est telle que: 

s i p  = 2k, k C N, k >-2, pour chaque i =  1 . . . . .  2 k -  1, la suite (l'[")n~N est 

relativement compacte dans l,k' .  
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si 2 k < p < 2 k + 2 ,  k E N ,  pour  chaque i = 0  . . . . .  /, la suite (U','")~_N est 

re la t ivement  compacte  dans L',(d/x~) pour  tout  r~ E ]p/(2i + 2) ,p /2i[  (q ]1, + ~o[ 

et pour  chaque i =  0 , . . . , k ,  la suite (V',")~N est re la t ivement  compacte  dans 

L',(dt.tp) pour  tout  s~ C ]p/(2i + 1),p/(2i  - 1)[ Cl ]1, + ~c[ alors la suite (O',,),,CN est 

re la t ivement  compacte  dans 3-(L r') pour  la topologie de la convergence  

uniforme sur les born~s de LL 

II. Extraction de sous.suites 2(I + e)-sym6triques 

On se propose de d~mont re r  le thdor~me suivant: 

TH~OREME 1. Soit ( Xn )neN une suite normalisde darts L P, 1 <- p < + 0% p ~  2, 

telle que si l<=p <2 ,  (X,,),,~N est dquivalente ~ la base canonique de 12 et 

si 2 < p < + ~c (xo),,~N tend [aiblement vers O, alors pour tout e > O, il existe une 

sous-suite de (xo),,~N, qui est 2(1 + e )-sym6trique. 

Si de plus, ta suite (X,,),~N est t-inconditionnelIe, alors pour tout e > 0 on peut 

en extraire une sous-suite (1 + e)-sym6trique. 

DI~MONSTRATION DU TH,CORI~ME I. Soit (Xn)n~N une suite normalisde de L p, 

1 _-< p < + 2,  p / 2  v&ifiant les hypoth6ses  du th6or6me 1. Quit te  ~ extraire  une 

sous-suite, on peut  supposer  que (Xn),,~N ddfinit un type o- c'est-~-dire: Vx E L ~, 

o-(x) = lira. Ilx + x,, I]. S i p  > 2, d 'apr6s [4], il n 'est  pas difficile de voir que,  ou 

bien pour  tout  e > 0 ,  la suite (x.).~N a une sous-suite (1 + e)-6quivalente  fi la 

base canonique  de l p, ou bien la suite (X,,).~N est 6quivalente/~ la base canonique  

de l -~. Dans le premier  cas, le thdor6me 1 est 6v idemment  v6rifi& On peut  donc 

supposer  que (x.).~N est 6quivalente fi la base canonique  de l ~. 

Grfice aux propri6tSs des mod6les 6talds sur les espaces stables rappel6s dans 

l ' introduction,  le thSorSme 1 est alors une consequence  du th6or6me suivant: 

THEOR~ME 2. Soit (X,,),~N une suite normalisde dans L p, 1 <_ p < + ~, p / 2, 

dquivalente fi la base canonique de (~ et ddfinissant un type o" sur L ~. Alors pour 

tout e > 0 ,  il existe une sous-suite ( x , , , , , )~  de ( x , , ) , ~  telle que: V m  ~ N ,  

V(a~ . . . . .  a,,,) E R",  

Pour  mont re r  le thSorSme 2 on utilise un rdsultat non publi8 de J.L. Krivine et 
B. Maurey.  

P]{OPOSmON 3 (J. L. Krivine, B. Maurey) .  Soit X un espace stable, (xo)~N une 

suite normalisde tendant [aiblement vers 0 dans X et ~r un type ddfini par (X~)~N. 
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Si Kl(O-) est compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur les bornds 
de X, alors (x.).~N vdrffie la conclusion du thdorbme 2. 

DI~MONSTRATION DE LA PROPOSITION 3. Soit e > 0  don8 et ( e , , ) . ~  une suite 

positive telle que e = E~, ~ e,.. 

On note  K,(o')" l ' adh6rence de K~(o-) pour  la topologie de la convergence  

uniforme sur les born6s de X. 

On proc~de par  r6currence:  supposons construits des 61~ments (x . . . . . . .  x, m ) de 

la suite (x.).~N vdrifiant: V~" E K~(¢)", V(at . . . . .  OGn)l~ [ - -  1, + 11% 

On cherche ~t construire x ....... v~rifiant cette propri6t6 ~t l 'ordre m + 1. Pour  

cela, soit z appar tenant  ~t K,( tr)"  et (a~ . . . . .  a~+~) appar tenant  ~i [ - 1, + 1] ''+l. En 

appl iquant  I 'hypothbse de rdcurrence ;a r * a, .+,~ et (a,  . . . . .  ~,.)  si II • * c~,. +la I[ -< 

l e t f i  

T * (~m+l O" ( O~ I O( m ) 
et 

on peut  6crire: Vn E N ,  

) 
= i=l l 1 

La suite de fonct ions (F.) .~N d6f inie sur le compact  K~(cr)" × [ - 1, + 1] " + '  par: 

Fo('r,a,,...,a,+,)=r(=m+,xo+ ,=,~ c~,x.,) 

converge  s implement  vers (~-* a,.+~¢)(E~%1 a~x.,) quand n tend vers + 0o. D 'au t re  

part  la topologie  de la convergence  uniforme sur les born6s de X est une 

topologie  m6tr ique sur g ( X )  donn6e par la distance d telle que: 

d ( ~ , ~ - ' )  = Sup{I,(x)-~'(x)l/llxlr<=n+l}. 
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Par l'in6galit6 triangulaire, il est alors facile de voir que: Vn E N, 

m + l  

[F.('~,o~,,...,o~,,+,)- F,(~",o~,...,'~'+,)l<= d('~,'c') + ~ I~, -'~',1. 
i=1  

La famille ( F . ) . ~  est donc 6quicontinue et on peut appliquer le th6or~me 

d'Ascoli:  (F , , ) .~  converge uniform6ment  sur K ~ ( ~ r ) " x [ -  1, + 1] "+1 vers 

(~ . ~+,o-)(~,% ~,xo,). 
II existe donc un entier n,.+~ tel que: 

Comme 

w -  ~ / , ; , ( o - )  °, v (o , ,  . . . .  , o~,,,+,) ~ [ - L + d ' * ' ,  

( , r *  ~ , , , + 1 o )  ol,x,,, - "r a,x, , ,  --<_ 
i = l  i = 1  "=  

ceci implique alors: 

V-rEK,(o)",  V(c~,,...,~,,,+,)~ [ -1 ,  + l] ''+', 

Cette propri6t6 est donc vraie h tout ordre et la sous-suite de (x.).~N ainsi 

construite v6rifie la proposition 3. 

DEMONSTRATION DU TH~ORI~ME 2. Grfice h la proposition 3, il suffit de montrer  

que sous les hypothbses du th6orbme 2, Kl(o-) est relativement compacte dans 

g ( L  p) pour la topologie de la convergence uniforme sur les born6s de L p. 

Soit (~-") , .~ une suite de K~(cr) telle que 

N 

V m  ~ N,  .c~ ~;, ~ ~m)- 0£ i D ,  
i = l  

En appliquant un r6sultat de [6] sur les espaces h base sym~trique, au module 

~tal6 associ6 h ~r, il est facile de voir que (~-")~.~N a une sous-suite encore notde 

0-m)m~N, telle que: Vm E N ,  ~-" = ~ - ' ' .  ~.,,m avec: 

n N 
T t m  ~--- ~" ( m )  . m  m ( m )  c~i ~r et 7 = * c~i o ~ 

i = l  i = n , n +  1 

et 
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[ l!m Sup{] {"' " c~+ /n~+l<=i<=N.,}=O, 

Ve>O, q N E N t e l q u e V m E N ,  ~=~+~ac'')°" <= e + llm. 

I1 n'est pas difficile de voir que (r").,~N est relativement compacte pour la 

topologie de la convergence uniforme sur les born& de L" si et seulement si 

(r"').,~N l'est. 

On supposera donc que la suite (r") , .~ est telle que: 

t N 
Vm E N, r "  g" ('> = O/i O'~ i=l 

, ! i %  Sup{I ~ 7'>1/1 _-<i_  -< N,,} = 0. 

De plus, comme (X.).~N est 6quivalente h la base canonique de 12 et que II , n  II ~ a 

pour tout m E N, la suite num6rique (E+N'°l (">:" c~ ~,.~N est born~e et quitte 

extraire une sous-suite de (1"')mEN, on peut supposer qu'elle converge vers un 

r~el positif a. 

On va utiliser les r6sultats de la premiere partie pour montrer  qu'une telle 

suite a une sous-suite convergente pour la topologie de la convergence uniforme 

sur les born6s de L p. 

Cas des espaces L p, p = 2k, k E N, k~  2 
Comme (X.).EN converge faiblement vers 0 dans L", 

proposition 2, on a: 

Vm EN,  11 ~-" i=10~i If1 --0, 

De la mSme faqon on peut 6crire: 

Vm E N, 

l ? = 0 .  D'apr6s la 

N 
1~" = ai  12. 

On en d6duit que (I~"),,~N converge dans L k vers al~. 
De la marne faqon, en utilisant la proposition 2, on montre que (12"),,EN 

converge dans L 2k" vers 0 si i est impair et vers ((2j)!/2Jj !)(al~ si i = 2j, j E N. 

D'apr6s la remarque 2, la suite (r"),,~N a doric bien une sous-suite con- 

vergente pour la topologie de la convergence uniforme sur les born6s de L". On 

peut remarquer que la limite r e s t  un /2-type (i.e. At* btr = (A2+ tx2)"~r pour 

tous rdels A et /.,). 



204 s. G U E R R E  Isr. J. Math. 

Cas des espaces L p, 2k < p < 2k + 2, k U_ N 
Si 2k < p < 2k + 2, k >- 1, quitte ~ extraire une sous-suite de (X.).EN, on peut 

supposer que (x2.).~N converge faiblement dans L ~/2 vers lL 

Si 1 =< p < 2, comme (x,,).~N est 6quivalente ~ la base canonique de l ~, on sait 

[7] que par changement de densit6, on peut supposer que ( x . ) . ~  est une suite 

born6e de L :. 

De plus h l'aide de [2] ou [3] p. 132, quitte a passer h une sous-suite, on peut 

d6composer la suite (x2.).~n de L ~ e n  X2,~=x]ln+x2nl,4~ Of.l: O = A .  UA~., 

lim . . . .  /x(A.) = 0 et la famille (X2.1A.).~ est 6qui-int6grable. Comme la suite 

( x . ) . ~  est born6e dans L :, la suite (Xn|A~)n~N tend vers 0 en norme dans L ~. 

Sans perte de g6n6ralit6, on peut donc supposer que la suite (x2.).~n est 

6qui-int6grable donc qu'elle converge faiblement dans L ~ vers l~. 

LEMME 3. Pour presque tout to c:?_ D~, 

t-5 U~,-  et V~ 

tendent vers 0 quand t tend vers O. 

DI~MONSTRATION DU LEMME 3. Par d6finition des fonctions Ua et V~, il existe 

une constante M positive telle que: 

Vn EN,  

f 44 
t-x;i.  o<lVo +tx l<MI = t xo^  

Si XI~,~J dEsigne la fonction caract6ristique de l'intervalle [a, b] dans ]0, + ~[ il est 
x x 1 2 2 

facile de voir que les fonctions XEa.bIUo °, Xla.bjVo °, ~X[a,blt Xn, Xla.bltxn, 
Xro,bl(t2x~.^ t4x~.) et Xt~.bl[t2x2.^ t3x3.) appartiennent h L~(d/zp) si 1 =<p < 2  et 

Lp/2(d/xp) si p > 2. En passant h la limite faible dans ces espaces pour tout 

0 < a < b < + ~o, on voit, grace aux in6galit6s ci-dessus qu'il existe des fonctions 

q~l(t, to) et ~2(t, to) telles que: 

0-<_ U~'- 2 1 ~ <  ( t ~-] = Mt2¢l(t ,  to ), 

0 <= [ V~ I <- Mt2q~2(t, to), 

et pour t fix6, q~,(t, to) et q~2(t, to) appartiennent ~ Ll(d/zp) si l < p < 2 et 

Le/Z(dl, l,p) s i p  > 2. 
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L 
ou encore: 

De plus, comme ces fonctions sont limites faibles de fonctions croissantes, il 

est facile de voir que les fonctions t---~ c L(t,w) et t---~ ¢2(t,w) sont croissantes 

pour presque tout w E f L  Donc pour montrer  le lemme 3, il suffit de montrer  

que f .  qh(t,w)dP(o~) et f.¢fft,~o)dP(oJ) tendent vers 0 quand t tend vers 0. 

Faisons le raisonnement pour ¢,(t, to): soit e > 0  donn& Pour tout A > 0 ,  on 

peut 4crire: Vn C N, 

0 <= x2. ̂  t2x~ <= x2.1/l~°,p> u + t~A 41/l~.l<al + x2~l/A<l~,,ll. 

La suite ( x ] ) . ~  6tant 6quiintagrable, il existe A > 0 tel que: Vn E N, 

2 xd~(~,,)~AidP(¢o)= e/3. 

A 6tant ainsi fix6, il existe to > 0 tel que: 

0 <  t < t . ~ V n  ~ N  

tiA2<= e/3, 

x2.111x.,l~_~dP(w ) <= e /3. 

Donc: 0 < t < t o ~ V n ~ N ,  

[ ( x ~ . ^ / x ~ , , ) a P ( o ~ )  < - ~. 0<= 
J ~  

Par suite pour 0 < t~ < to: 

¢,(t,,w)dP(w)<= cdt, w)t--~dP(to)<= e t,+, 
i l i 

~ ~l(t,,og)dP(og)<= 
et ceci prouve le lemme 3. 

Notons qu'il existe une d6monstration plus simple de ce lemme dans le cas 

p > 2 en utilisant le fait que pour x appartenant  h L p, les fonctions t2x 2 ̂  t4x ~ et 

t2x2 ̂  t3x 3 appart iennent  respectivement ~ Lr'(dt~,) pour n E]p/4,p/2[A 
]1,+oo] et L~"(dlzp) pour s[E]p/3,p/2[N]l,  +o0[ et doric que les fonctions 

t2~(t, w) et t2q~2(t,o~) appart iennent  ?~ ces m6mes espaces. Comme par ailleurs, 

t---~qh(t,w) et t---~¢2(t, oJ) sont des fonctions croissantes, pour des raisons 

d'int4grabilit6 en 0 pour la mesure dt/t p*', ces fonctions tendent vers 0 quand t 

tend vers 0. 
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Pour  t et o2 fixds, on peut  donc dcrire: 

gg(t,  co)= 1 - e x p  - t 2 ~ - +  t2g~(t,w)), 

= t % ~ ( t ,  o)), Vo( t, o2 ) 

avec 

!ira ~,(t,¢o) = !Qm~ ~e(t, o2) = 0 o2-pp. 

En  utilisant la proposi t ion 2 et le fait que I1 - U~; I <= 1 pour  tout  type r sur L p, 

il est facile de voir que pour  tous t et co fixds et pour  tout  m E N :  

N E[N /21 

1 U ;  ~ - ( 1  ' "  < - - u a ,  o )  = E I v,,  . . . .  % , .  . 
i=1  n = l  

E[N /21 I) ° v;°l< v,, I" E Iv,: '?''~v°'~ 
i=1  n = l  

Or, avec les notat ions prdc~dentes,  on a: 

a ( ~  a!~l (m)2 (m)2 4 (m) (m) 

lNi,j<~Nm 15i,j~Nm 

Nm 2 

= t  = O~i S u p { ] 8 2 ( a i  t , o , ) [  ] 1 = ,  = m}, 

N N 

V,,, I = t  a, Sup{]e2(c~, t,~o)IIl=t=N,.}, 

} 1-I (1- sg:"%--exp / - t 2 (2  ~F'2)[1';/2 + Sup{I ~,(~Im't, o2)1[ 1 _-<_i_-< grail 
i=1  I \ / 

Comme (27", al";-),~N converge v e r s a  et S u p { ) ~ ' 1 1 1  _-<i<_-N~} tend vers 0 

quand m tend vers + ac ces indgalit6s p rouvent  que pour  presque tout  o2 et t, 

(Ua'°)m~N converge vers 1 - e x p ( - t 2 c e ( 1 2 / 2 ) )  et (V~")m~N converge  vers 0. 

D6signons par g u n  majoran t  de la suite INN a~tm~',,~N pour  r ~ 2  et 

remarquons  qu'il  existe une constante  M'  positive telle que: 

V n ~ N ,  

x 2 2 0<= U,,°<= M ' ( I ^  t x . ) ,  

o-<_ I v ~ ° l -  < _ M ' I 1  ^ txo I. 

0<-I V~"I<= M'ltx. t, t' x3l. 
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En passant fi la limite faible, et comme V;; = V7 puisque par hypothbse l'1" = O, 
on obtient ais6ment: 

V m E N ,  
N 

()<-g°"<=M'(lA~°l}")~-tel~) 

N 

2 " ' ~ ' ~ "  < M ' Z d i ^ t ~ l ~ [  I v ; " I = I v ; ° ' I < = M  ' 1 ^  . ,  = 
i=1  

Les fonctions 1 ̂  t2l~ et 1 ̂  t317 appart iennent ~ L',,(d/zp) et LS,(d/xp)U L*'(dtxe) 
respectivement.  Par le th6or~me de convergence domin6e, on d6duit de ces 

majorations quc les suites (U,~'"),,,~. (V,;'"),,,~ et ( V I " ) , , ~  convergent darts 

Lr"(d/zp), L*"(dtxp) et L"(dlxp) respectivement.  

Ceci conclut le th6or6me 2 dans les cas 1 =< p < 2 et 2 < p  < 4 .  

Si 4 < p < 6, en utilisant la proposition 2, on peut 6crire: 

Vm EN,  

r = 2 ' 

VT" = V~°'+ a 
- , = ,  ' ) 6 " 

Donc (UI~),,~N et (V_F'),.~N convergent presque partout  vers 1 -  

exp( -a t21~72)+  t'-al'~/2 et 0 respectivement.  

Comme pr6c6demment,  on montre qu'il existe une constante M" positive telle 

que: Vm C N, 

[ Ul"[ <= M"L2La(teI2*^ t41'4 ~) <= M"LzL~(t2[I'4T/2 A t414"), 

I v T ' l  M "  - _-< 5 L3Ls t~lZ^ t~l;I M"L~L~]t3[I;] 3Is ^ t~l;~l. 

Des fonctions t2[l;'] I/~ ̂  Fl4 et t3[l~T/5 ^ tSl; ~ appart iennent  a L"(dtzp) et L"~(dtzp) 
respectivement et le th60r~me de convergence domin6e s'applique: les suites 

(UI~)m~N et (V~°'),,~N convergent darts Lq(d#p) et L'~(dtz~,). Pour p > 6 ,  on 

proc6de de la m6me fad:on pour montrer  que (/37'"),,~N converge darts Lr'(dlzp) 
vers 

1 - exp + ( - t2al~)J J=, j! p o u r i  = 0  . . . . .  k - 1  

et (V~") , ,~  converge dans L',(dlzp) vers 0 pour i = 0 , . . . , k .  Ceci conclut le 

th6orbme 2 et on peut remarquer  comme dans le cas des L ~', p C2N, que la 

limite de (r"),,~N est un /-'-type. 
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