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SUR LES ESPACES DE BANACH
CONTENANT /'(r)

PAR
MICHEL TALAGRAND

ABSTRACT

Let 7 be a cardinal with cf(7) > N,. Then a Banach space E contains a subspace
isomorphic to I'(r) if and only if [0, 1]" is a continuous image of the unit ball E;
of E', provided with the w*-topology. It follows that, for each cardinal «, if E |
contains a copy of B, then E has a quotient isomorphic to {*(x). In this
situation we show that E has even a quotient isometric to I*(x).

Introduction

Pour un cardinal infini 7, la cofinalité cf(r) de 7 est le plus petit cardinal 7’ tel
que 7 soit le supremum d’un ensemble de 7' cardinaux <.

Soit E un espace de Banach, et Ej la boule unité de E’ munie de la topologie
préfaible o(E’,E). Si E contient un sous-espace isomorphe a I'(r) alors
par transposition E| contient un sous-ensemble fermé dont [0,1]" est
image continue donc [0, 1]  est image continue de E;. Nous montrerons que la
réciproque est exacte si 7 est tel que cf(7)> N,. Ce résultat semble avoir été
oublié par les spécialistes, qui ont cherché a caractériser les espaces E contenant
une copie de I'(7) par des conditions portant sur I’espace de Banach E’ [1,4]. Si
pour k < 7 on a k" < 7, ce résultat découle de [4], 2-1 et 2-6. (Toutefois le cas le
plus interessant est sans doute celui ou 7 =2%!) La clef sera un lemme
combinatoire simple, qui aura d’ailleurs d’autres conséquences intéressantes.
Dans le cas ol 7 est de la forme 2, ceci signifie que [”(x ) est quotient de E si et
seulement si E, contient une copie de la compactification de Stone-Cech Bx
d’un ensemble discret de cardinal x. On montrera enfin dans ce cas que E
posseéde un quotient isométrique a /”(x ), c’est-a-dire qu'il existe une surjection T
de E sur ["(x) telle que pour x €1%(x), on a ||x[|=Inf{|ly |; T(y)=x}.
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I. Le résultat combinatoire

Soit {1 un ensemble. On dira [6] qu’une familie de couples (X, Yi)ie: de
parties de () est indépendante si pour tous ensembles finis disjoints J,J'de I on a

ZUJY=N XN N Y#2.
ieJ el
THEOREME 1. Soient {) un ensemble, I un ensemble tel que v = card I soit tel
que cf(1)> Ny, et (X, Y:).e: une famille indépendante de couples de parties de ().
Soit J un ensemble avec card J < cf(r). Soient des parties (X,;)ic1jes €t (Yij)ictjes
de Q avec X;; C X, et Y,; CY;. Supposons que pour chaque i il existe une partie
finie F; de J telle que

) XixY.Cc U X,; XY,

J€F;
Alors il existe j €J et une partie I' C I, avec cardI' = 7 telle que la famille
(Xij, Yij)ier soit indépendante.

Ce résultat serait trés aisé si 'on supposait que Q = {0, 1}’ et que X; ={x €Q;
x(i) =0}, Y: = Q\ X.. On utiliserait alors le théoréme d’Erdés-Rado comme cela
est maintenant classique [1, 3, 4, 7]. Mais il va falloir procéder un peu
différemment.

PREUVE. Puisque card J < cf(r), on se rameéne au cas ou J = [1, n] est finie, et
ou F, =[1,n] pour tout i € I. On dira qu’un sous-ensemble H de Q posséde la
propriété (P) s’il existe des sous-ensembles finis disjoints J, J' de I tels que pour
tous sous-ensembles finis L, L' de I, disjoints, et disjoints de J U J', on a, avec les
notations précédentes Z(J UL,J'ULYNH#J.

lére Etape. Soit H un ensemble possédant (P). Soient J et J' comme dans la
définition précédente, et soit i € I\(J UJ’). On va montrer qu’élors il existe
p =n tels que chacun des deux ensembles HN X, et HN Y,, posséde la
propriété (P). En effet, dans le cas contraire, on peut par induction sur p = n,
construire des ensembles disjoints L,,L, de I, tels que si on pose M, =
JuU,o, L et M,=J'UU,g, L, M, et M}, soient disjoints et disjoints de J, J’,
ne contiennent pas i, et que 'un des deux ensembles Z(M, U {i}, M))N HN
Xipy ZIM,,M,U{ihNHNY,, soit vide. Alors, puisque JCM,, J'CM,,
et que IEM, UM, il existe x€ZM,U{i, M)NHCX, et y€E
Z(M,,M,U{ihpN HC Y, D’aprés (1), il existe p €[1,n] tel que x €X;,,
y € Y,,. Mais ceci montre que
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x€EZM, M)NHNX,,=Z(M, U{i, M)NHN X,,,
YEZM, M)NHNY,,=ZM, M,U{iHNNHNY,,
ce qui est absurde.

2éme Etape: la construction. On dira qu’une famille (H, )<, de parties de X
est compatible si elle est stable par intersections finies et si chaque ensemble H,
posséde la propriété (P).

Pour une partie A C[1,n] et une partie H de X possédant la propriété (P),
soit

I(A,H)={i€el;VpE A ,'undesensembles HN X,,, HN Y,,
ne posséde pas la propriété (P)}.

Soit A C[1,n] un ensemble de cardinal maximum tel qu’il existe une famille
compatible (H, )i, avec card L < 7, de sorte que card U,e, I(A, H))=1.

D’aprés la premiere étape, A#[l,n]. Fixons p€[l,n]\A. Alors la
maximalité de A montre qu’il existe I', cardI'=1, avec Vi€Il', VIEL,
H N X, et HNY, possedent la propriété (P).

Pour un ensemble H possédent la propriété (P), et des parties finies disjointes
J,J' de I, soit

T(HJJY=HN N X, N N Y.

i€l ieJ
Si T(H,J,J') posseéde la propriété (P), soit

U(H,J,J")={i € I';'undes ensembles T(H,J,J )N X,,, T(H,J,J)N Y,,
ne posséde pas la propriété (P)}.

On va par induction construire pour a <7 des i, €I’ tels que pour deux
parties finies disjointes J,J' de {i.}.<. €t | € L, T(H,,J,J’) posséde la propriété
(P). Cela est immédiat, si 'on montre que pour une partie I"C I, telle que
card I"< 7 et que pour toutes parties finies disjointes J,J' de I", T(H;,J,J")
posséde la propriété (P) pour tout I € L, on n’a pas

*) card U {U(H,,J,J"); J,J' disjointes finiesC I[", | €L} = 1.

ler cas. cf(t)< 7. SOit (Ta )a<ctr une suite cofinale dans 7. Pour chaque a il
existe des parties finies J,,J, disjointes de I' telles que U(J,J,,J.) = B. (car
sinon I'ensemble considéré en (*) aurait un cardinal <g,.cf(r)).

On a cf(cf(r)) = cf(r)>N,. Le théoréme d’Erdos-Rado [2] aﬁbliqué aux
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ensembles L, = J, UJ montre qu’il existe un ensemble A C cf(r), cofinal, et
une partie finie N C I telle que

a,BEAa#¥B>L,NL, =N,
On peut alors supposer qu'il existe J,J'C N, avec
a€EA SILNN=JLI.NN=J'.

Pour F finie, F C A, posons Jr = U, crt., Ji=U,ceJ.. Ce qui précede
montre que Jr N Jr= . Ceci montre que la famille des T(H;, Jr, JE) pour [ € L,
F finie dans I", est compatible. Mais ceci contredit la maximalité de card A.

2¢me cas. cf(r)=1 Alors il existe [ €L, J,J'CI", finies disjointes avec
card(U(H,,J,J')) = 7 ce qui contredit la maximalité de A.

II. Applications

Pour un cardinal «, on désigne par Bk la compactification de Stone-Cech d’un
ensemble discret de -cardinal x. Puisque [0,1]*" contient une partie dense de
cardinal «, si un espace compact contient une copie de Bk il s’envoie continue-
ment sur [0, 1], et la réciproque est aussi exacte, découlant du fait que [0, 1}
contient une copie de Bk, que 'on peut relever. Le résultat suivant, quoique
abstrait, est crucial.

PROPOSITION 2.  Soit 7 un cardinal régulier, et K un espace compact dont {0, 1]
soit image continue. Soient (E;);c; des sous-espaces de €(K) tels que U, E
sépare K. Si card J <cf(r), il existe j €EJ, a,b €ER, a <b, I' tel que cardI' = 1,
des (f:)ier, fi € E;, tels que les couples ({f; = a},{f. = b}):c: soient indépendants.

PREUVE. Soit ¢ une surjection continue de X sur [0, 1]". Pour & < 7, soient
X. =9 '({x €[0,1] ;x(a) = 0}); Y. = '({x €[0,1];x(a) = 1}).

Les couples (X,, Y. ).<- sont indépendants. Pour chaque a, il existe un ensemble
fini (f.:)is., de fonctions de U jes E;, et des rationels a., < b,,, tels que
Xa X Ya - U {fa.l = aa,l} x{fa,l = bml}'

i=n,

Le conclusion résulte alors sans peine du théoréme 1.

THEOREME 3. Soient T un cardinal tel que cf(r)> 8y, A <cf(7), (K. )a<x des
espaces compacts. Alors [0, 1] est image continue de K =11, ., K. si et seulement
s’il est image continue de I’un des K.. En particulier si t est de la forme 2", K,
contient une copie de B« si et seulement si I’un des K, contient une copie de Bk.
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PrREUVE. On identifie chaque ¥(K.) 2 un sous-espace de €(K), et on
applique le résultat précédent, qui montre qu’il existe @ < 7, un ensemble I avec
cardI = 1, a <b, des (fi)ie; de 6(K.,) tels que si on pose g = Sup(a, Inf(f;, b)),
image de €(K) par I'application x — (g (x))e; contienne {a, b}". Ceci montre
le résultat, car [0,1] est injectif et image continue de {a, b}"

Le résultat suivant permet en particulier de simplifier [8] et [9].

THEOREME 4. Soient 7 un cardinal tel que cf(t)>N,, et E un espace de
Banach. Soit A une partie totale de E. Alors si E; s’envoie continuement sur
[0,1], il existe une partie B C A de cardinal 7, et équivalente a la base canonique
de l'(7). Si 7 est de la forme 2, alors E| contient B« si et seulement si [”(k) est
quotient de E.

PREUVE. On applique la proposition 2 avec K = E{, et A, ={x € A,[[x||=
n} pour parties séparant E. La premiére assertion résulte alors de [4]. La
seconde résulte du fait que si E contient une copie de 1'(7), alors puisque ["(x)
est injectif et image continue de I'(r), il est image continue de E, et que
réciproquement, puisque /”(x ) contient un sous-espace isomorphe a ['(7), et que
I’on peut relever de tels espaces, si E posséde ["(k) pour quotient, il contient
I'(r). C.QFD.

I1 est naturellement possible d’exploiter les résultats précédents de multiples
fagons. Pdr exemple si E est un espace de Banach réticulé, et E{ a [0,1]" pour
image continue, il existe un isomorphisme positif de I'(r) dans E. Si E| contient
Bk, ["(x) est quotient de K par une application positive. Voici une autre
application moins évidente.

PROPOSITION 5.  Soit K un espace compact et v un cardinal quelconque. Alors si
ensemble M,(K) des mesures atomiques sur K de masse =1 contient un
ensemble vaguement homéomorphe a B, K contient une copie de B.

PREUVE. Pour n,p €N, soit A% I'ensemble des p € M.(K) qui peuvent
s’écrire sous la forme A + v, ot | » || = p ' et A est atomique et charge au plus n
points. C’est un fermé vague, et M, (K)= U, A% pour tout p. L’ensemble + des
¢léments de B qui ne sont portés par aucune partie de cardinal < 7 est compact,
et on montre sans peine qu’une intersection dénombrable non vide d’ouverts y
contient une copie de Br. Il existe donc une suite n(p) d’entiers telle que
ﬂ,,Az(,, contienne une copie de B7. Soit

B-{enet.vp 3 fal<p].

izn(p

C’est un compact de /,(N). L’application ¢ de K™ x B dans M, (K) qui envoie
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((xn), (@) sur Z,a,8,, est continue lorsque M(K) est muni de la topologie
vague, et son image contient N » A%, donc une copie de B, donc K contient
Bt d’apreés le théoréme 3. C.QF.D.

II. Quotient de ["(7)
La premiére assertion du résultat suivant est annoncée dans [5].

THEOREME 6. Soit T un cardinal infini quelconque et soit || .|| une norme sur
I°(7), équivalente a la norme usuelle ||.||. Alors il existe un & >0 tel que pour
chaque n, il existe un sous-espace E, de I”(t), isomorphe a I*(7), tel que sur E,

G-2")l=N-W=@E+27)]..

De plus I=(7), ||.|| posséde un quotient isométrique a 1=(t).
PREUVE. Sur [*(7) on désigne encore par | .| et ||.[| les normes duales de
.l et fil.ll respectivement. Chaque x € I”(r) peut étre vu comme une mesure

finiement additive sur 7. On désigne par |x | sa variation. Soit 7 I'’ensemble des
parties de 7 de cardinal 7. Pour I € J, soit

a(I)=Sup {L_K_)lilcx ﬁl ;X E l”(T)} ,

b(I)=Inf{a(J),J € J,J CI}.

Soit I, une suite décroissante de J telle que a(l.+.)= b(L.)+2™" pour tout n.
On peut supposer que card L\ L., = 7.

Pour chaque n, soit (J..).<, une partition de A,\A,..: en 7 ensembles de
cardinal 7. Pour chaque n, a, soit x,. € [”(7) tel que

|" Xna "l = 1’ Ixn.a I(Jn.a ) g a (Jn,a ) - 2_"-

Soit L., CJ.. tel que
Yo (Xtra = Xnatna) Z 8(Jna) =277
Pour tout a,n, définissons I’élément u,., de I”(7) par U, = x. —xm O0 L =
U,enLpa; M = U, 21,0\ L. Pour a =(a.) € I™(7), soit ¢, ()= Z. duldn, le
sens a donner a cette série étant évident, les u, . ayant des supports disjoints.
Soit 8 =sup,b(I,). Pour tout n on a a(L)=b(I,_))+2""'=8§ +27""". Pour
a€l”(r)et xE€Il”(r),on a

[x(en@)|=len @ Ix|E)=]al. x| (5 +27"")
doi fle.(a)ll =laf.(a+27""").
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D’autre part, pour tout a, et tout p=n+1on a
| Xpe | (Jpa) Z @) =277 Z b(Lh-) -2 Z a(L)—27""
Z | Xpa | (L) =27
d’oll |Xpa | (I.\Jpa)=27""". Un calcul analogue montre que
§—2"" =X (XLpe — Xy ) =8 +277
d’ou sans peine
2 [ Xpa (@n (@) — 8, | =]laf27".

Ceci étant vrai pour tout a, on a || ¢(a)|ll Z|la[|( —27"*%) ce qui prouve la
premiére assertion. Pour prouver la seconde, soit pour tout a une valeur
d’adhérence vague de (X,.),, €t 0:17°(7)— ["(7) donné par 8(a)=(x.(a))..
Puisque || X [| =1, on a [|x. || =1 d’ou ||8(a)||= || a || . D’autre part (2)
montre que

66 pn(a))—al|=67" a2

Puisque [| 8 '@.(a)|l| =|lul|(1+827"*") il est alors aisé de conclure de fagon
standard.
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