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SUR LES ESPACES DE BANACH 
CONTENANT ll(z) 

PAR 

MICHEL TALAGRAND 

ABSTRACT 

Let r be a cardinal with cf(~') > rio. Then a Banach space E contains a subspace 
isomorphic to l '(f) if and only if [0,1] ~ is a continuous image of the unit ball E', 
of E', provided with the w*-topology. It follows that, fol each cardinal K, if El 
contains a copy of OK, then E has a quotient isomorphic to /~(K). In this 
situation we show that E has even a quotient isometric to V(K). 

Introduction 

Pour  un cardinal  infini ¢, ia cofinalit~ cf(z)  de ¢ est le plus pet i t  cardinal  z '  tel 

que ~" suit le s u p r e m u m  d 'un  ensemble  de ~" cardinaux < z. 

Suit E un espace  de Banach ,  et E ;  la boule  unit6 de E '  munie  de la topologie  

pr6faible t r ( E ' , E ) .  Si E cont ient  un sous-espace  i somorphe  ~ l ' ( r )  alors 

par  t ransposi t ion E ;  cont ient  un sous -ensemble  ferm6 dont  [0,1] ~ est 

image  cont inue  donc  [0, 1]" est  image  cont inue  de E~. Nous  m o n t r e r o n s  que  la 

r6c iproque est  exacte  si ~- est tel que c f ( ¢ ) >  N0. Ce r6sultat  semble  avoir  6t6 

oubli6 par  les sp6cialistes, qui ont  cherch6 ~ caract6r iser  les espaces  E con tenan t  

une copie de l~(z) par  des condi t ions por tan t  sur I ' espace  de Banach  E '  [1,4]. Si 

pou r  x < ~" on a x N < z, ce r6sultat  d6coule de [4], 2-1 et  2-6. (Toutefois  le cas le 

plus in teressant  est sans dou te  celui oh r =2" , ! )  La  clef sera un i e m m e  

combina to i r e  s imple,  qui aura  d 'a i l leurs  d ' au t res  cons6quences  int6ressantes.  

Dans  le cas oh z e s t  de ia fo rme  2 ", ceci signifie que l~(K) est quot ient  de E si et 

s eu lemen t  si E'I cont ient  une copie  de  ia compact i f icat ion de S t o n e - C e c h  /3/< 

d 'un  ensemble  discret  de cardinal  K. On  mon t r e r a  enfin dans ce c a s q u e  E 

poss~de un quot ien t  i som6tr ique  ~ I~(K), c 'est-~-dire qu' i l  existe une sur ject ion T 

de E sur 1®(~) telle que  pour  x ~E l®(x), on a Ilx }1 = Inf{lly II; T(y) = x}. 

Received December 8, 1980 and in revised form March 30, 1981 

324 



Vol. 40, 1981 ESPACES DE BANACH CONTENANT / '(r)  325 

I. Le r~sultat combinatoire 

Soit fl un ensemble. On dira [6] qu'une famille de couples (X, Y,)~t de 

parties de f~ est ind6pendante si pour tous ensembles finis disjoints J, J '  de I on a 

z(LJ')= n x, n n ~ , ~ .  
i ~ J  i ~ J '  

THI~OI~EME 1. Soient fl  un ensemble, I un ensemble tel que ~" = card I soit tel 

que cf(~r)> 8o, et (X~, Y~)~e, une famille ind3pendante de couples de parties de I'L 
Soit J un ensemble avec card J < cf(~'). Soient des parties (X~.i),e~,iaj et (Y~.~),e~.iaJ 

de 1) avec X~.~ C X~ et Y~j C Y~. Supposons que pour chaque i il existe une pattie 

finie F~ de J telle que 

(1) x, xY, c U x~jx Y~. 
jEF~ 

Alors il existe j E J e t  une pattie I 'C  I, avec card I ' =  r telle que la famille 

(X~,~, Y~.j)~r soit ind~pendante. 

Ce r~sultat serait tres ais6 si l'on supposait que f~ = {0, 1}' et que X~ = {x E ~ ;  

x(i) = 0}, Y~ = I ) \ X ,  On utiliserait alors le th6or~me d 'Erd6s-Rado  comme cela 

est maintenant classique [1, 3, 4, 7]. Mais il va falloir proc6der un peu 

diff6remment. 

Pa~.uw.. Puisque ca rdJ  < cf(~'), on se ramene au cas o/l J = [1, n] est finie, et 

o/1 F~ = [1, n ] pour tout i E L On dira qu'un sous-ensemble H de fl possede la 

propri6t6 (P) s'il existe des sous-ensembles finis disjoints J, J '  de I tels que pour 

tous sous-ensembles finis L, L '  de / ,  disjoints, et disjoints de J U J ' ,  on a, avec les 

notations pr6c6dentes Z(J  U L, J' U L') n H ~ 0 .  

l~re Etape. Soit H u n  ensemble poss~dant (P). Soient J e t  J '  comme dans la 

d6finition pr6c6dente, et soit i e I \ ( J  U J'). On va montrer qu'alors il existe 

p _-< n tels que chacun des deux ensembles H n x~.p et H O Y~.p poss~de la 

propri6t6 (P). En effet, darts le cas contraire, on peut par induction sur p _-< n, 

construire des ensembles disjoints Lp, L'~ de /, tels que si on pose Mp = 

J U U , . ~ L ,  et M ~ =  J ' U  U,~pL', ,  Mp et M~ soient disjoints et disjoints de J,J', 

ne contiennent pas i, et que l'un des deux ensembles Z(Mp U {i}, M~) n H n 

Xtp; Z (Mp,M'vU{ i } )AH A Y~p soit vide. Alors, puisque J CM,,  J 'CM' . ,  
et que itI~M, U M ' ,  il existe x e Z ( M p U { i } , M ~ ) A H C X ~  et y E  

Z ( M p , M ' p U { i } ) A H C  Y~. D'apr6s (1), ii existe p E[1 ,  n] tel que x EX~.p, 

y E Ytp. Mais ceci montre que 
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x ~ Z (M~,M; )n  H n x , .  = Z(M~ U {i},M;) n H n X,.. 

y ~ Z(M~. M;) n H n Y,.~ = Z(M~, M; U (i}) n H n Y,.. 

ce qui est absurde. 

2~me Etape: la construction. On dira qu'une famille (Ht)~L de parties de X 

est compatible si elle est stable par intersections finies et si chaque ensemble H~ 

poss6de la propri6t6 (P). 

Pour une partie A C [1,n] et une partie H de X poss~dant la propri6t6 (P), 

soit 

I (A, H) = {i E I; Vp E A, Fun des ensembles H n X~,p, H n Y~.~ 

ne poss~de pas la propri6t6 (P)}. 

Soit A C [1, n] un ensemble de cardinal maximum tel qu'il existe une famille 

compatible (Hs)t~L, avec cardL < ~-, de sorte que card Ut~LI(A,H~) = ~. 
D'apr~s la premiere 6tape, A ~ [ 1 ,  n]. Fixons p ~ [ 1 , n ] \ A .  Alors la 

maximalit6 de A montre qu'il existe I', card I ' =  ~', avec Vi E I', Vl E L, 

H~ n X~.p et Hs n Y~.~ poss~dent la propri6t6 (P). 

Pour un ensemble H poss/~dent ia propri6t6 (P), et des parties finies disjointes 
J, J '  de /, soit 

T(H,J,J')= H n n n n 
iE.I  i•J" 

Si T(H, J, J') poss/~de la propri6t6 (P), soit 

U(H, J, J ' )  = {i E I ' ;  i'un des ensembles T(H, J, J ')  N X~,p, T(H, J, J') n Y~.p 
ne poss~de pas la propri6t6 (P)}. 

On va par induction construire pour ot < ~- des is ~ I '  tels que pour deux 

parties finies disjointes J, J '  de {i~ }~<. et ! E L, T(Hs, J, J') poss~de la propri6t6 

(P). Cela est imm6diat, si I'on montre que pour une partie I"C I, telle que 

card I " <  ~" et que pour toutes parties finies disjointes J, J '  de I", T(H.J ,J ' )  
poss~de la propri6t6 (P) pour tout 1 E L, on n'a pas 

(*) card U {U(H.J,J');J,J'disjointesfiniesC I", l E L } =  ~-. 

ler cas. cf(~')< ~'. Soit (~'~)~<c~t. une suite cofinale dans 7. Pour chaque a il 
t t existe des parties finies J~, J~ disjointes de I '  relies que U(J, J~, J~)= fl~ (car 

sinon I'ensemble consid6r6 en (*) aurait un cardinal < fl~. c f (~ ' ) ) .  

On a cf(cf(~'))--cf(~-)>l%. Le th6or6me d 'Erd6s-Rado [2] appliqu6 aux 
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ensembles L~ = J, U J"  montre qu'il existe un ensemble A C cf(~-), cofinal, et 

une partie finie N C I telle que 

a, f l U A ,  a # f l  ~ L ~ N L a = N .  

On peut alors supposer qu'il existe J, J '  C N, avec 

a E A  @ J ~ f q N = L J ' Q A N = J ' .  

Pour F finie, F C A, posons J~ = U,EFJ~, J~:= I..J~E~J'. Ce qui pr6c~de 

montre que J~ tq J~ = ~ .  Ceci montre que la famille des T ( H ,  J~, J'~) pour l E L, 

F finie dans I", est compatible. Mais ceci contredit ia maximalit6 de card A. 

2~me cas. cf(¢) = z. Alors il existe l E L, J , J 'C  1", finies disjointes avec 

card(U(Ht,J,J ' ))= ¢ ce qui contredit la maximalit6 de A. 

!I. Applications 

Pour un cardinal K, on d~signe par/3K la compactification de Stone-Cech d'un 

ensemble discret de .cardinal K. Puisque [0, 1] 2- contient une partie dense de 

cardinal K, si un espace compact contient une copie de /3K il s'envoie continue- 

ment sur [0, 1] 2", et ia r6ciproque est aussi exacte, d6coulant du fait que [0, 1] 2- 

contient une copie de /3K, que l'on peut relever. Le r6sultat suivant, quoique 

abstrait, est crucial. 

PROPOSmON 2. Soit run  cardinal rdgulier, et K un espace compact dont [0, 11" 

soit image continue. Soient (Ej)j~s des sous-espaces de qg(K) tels que Uj~sEj 

sdpare K. Si card J < cf(z), il existe j E J, a, b ~ R, a < b, I' tel que card I '  = z, 

des (fi ),~v , [~ E E ,  tels que les couples ( ~  < a }, {[, >= b }),~, soient inddpendants. 

PREtJVE. Soit ~0 une surjection continue de X sur [0, 1] ". Pour a < z, soient 

X.  =q~-'({xG[O, 1]'~;x(a)=O}); Y~ = ~-'({x ~[O, 1 ] ' ; x (a )=  1}). 

Les couples (X., Y.)~<. sont ind6pendants. Pour chaque a, il existe un ensemble 

fini (/..~)t_~.. de fonctions de [..J,~sEj, et des rationels a..~ < bQ.. teis que 

X~ x Y~ C U {f,,., <- aa.,} x {L., >= b,.J}. 
l ~ _ n  o 

Le conclusion r~sulte aiors sans peine du th6or~me 1. 

TH~OREUE 3. Soient ~" un cardinal tel que cf(~')> No, A < cf(~'), (K~)~<~ des 

espaces compacts. AIors [0, 1] ~ est image continue de K = I-I~<A K~ si et seulement 

s'ii est image continue de l 'un des K~. En particulier si • est de la [orme 2 ~, K~ 

contient une copie de ~K si et seulement si l' un des K~ contient une copie de [3K. 
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PREUVE. On identifie chaque CO(K,,) /l un sous-espace de ~¢(K), et on 

applique le rEsuitat prEcEdent, qui montre qu'il existe o~ < r, un ensemble I avec 

card I = r, a < b, des (f~)i~ de ~¢(K,,) tels que si on pose gi = Sup(a, Inf(f,, b)), 

l'image de ~¢ (K) par l'application x ~ (g~ ( x ) ) ~  contienne {a, b }~. Ceci montre 

le rEsultat, car [0, 1] ~ est injectif et image continue de {a, b} x. 
Le rEsultat suivant permet en particulier de simplifier [8] et [9]. 

THI~ORi~ME 4. Soient r un cardinal tel que cf (z )>  1,1,,, et E un espace de 

Banach. Soit A une pattie totale de E. Alors si E', s'envoie continuement sur 

[0, 1]', il existe une pattie B C A de cardinal 7, et Equivalente d la base canonique 

de l~(z). Si 7 est de la forme 2 K, Riots El  contient fig si et seulement si l~(r)  est 

quotient de E. 

PREUVE. On applique la proposition 2 avec K = E'~, et A, = {x ~ A ,  llxll_- < 

n} pour parties sEparant E. La premiere assertion rEsulte alors de [4]. La 

seconde rEsuite du fait que si E contient une copie de l a(7), alors puisque l~(K) 

est injectif et image continue de l~(7), il est image continue de E, et que 

rEciproquement, puisque l~(K) contient un sous-espace isomorphe ~ 1'(7), et que 

l'on peut relever de tels espaces, si E poss~de l~(r)  pour quotient, il contient 

1'(7). C.Q.F.D. 

II est natureilement possible d'exploiter les rEsultats prEcEdents de multiples 

faqons. Par exemple si E est un espace de Banach reticulE, et E'~ a [0, 1]" pour 

image continue, il existe un isomorphisme positif de 1'(7) dans E. Si E', contient 

/3K, I~(K) est quotient de K par une application positive. Voici une autre 

application moins Evidente. 

PROPOSITION 5. Soit K un espace compact et 7 un cardinal quelconque. Alors si 

l'ensemble M~ (K)  des mesures atomiques sur K de masse <= 1 contient un 

ensemble vaguement homEomorphe ?t f17, K contient une copie de fir. 

PREUVE. Pour n, p E N ,  soit A~ l 'ensemble des /x ~ M ~ ( K )  qui peuvent 

s'Ecrire sous la forme A + v, of a II v 11-<-p-t et A est atomique et charge au plus n 

points. C'est un fermE vague, et Mo (K) = I,_J,A P, pour tout p. L'ensemble -~ des 

ElEments de/37 qui ne sont portEs par aucune partie de cardinal < 7 est compact, 

et on montre sans peine qu'une intersection d6nombrable non vide d'ouverts y 

contient une copie de /37. II existe donc une suite n(p)  d'entiers telle que 

I'~pAP.~p~ contienne une copie de /3r. Soit 

B = { ( a . ) E I , ( N ) , V p  ~ ] a , l < p - '  } .  
i~n(p) 

C'est un compact de I~(N). L'application q~ de KNx B dans M~ (K) qui envoie 
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((x.) , (a . ) )  sur Z . a . 8 . .  est continue lorsque M ( K )  est muni de la topologie 

vague, et son image contient I']pA~t~), donc une copie de/3z, donc K contient 

fly d'apr~s le th6or~me 3. C.Q.F.D. 

IlL Quotient de l~0 ") 

La premiere assertion du r6sultat suivant est annonc6e dans [5]. 

TH~OREME 6. Soit I" un cardinal infini queIconque et soit 111. ]1[ une norme sur 
l®(~), (quivalente fi la norme usuelle II. II. Alors il existe un 8 > 0 tel que pour 

chaque n, il existe un sous-espace En de l®(r ), isomorphe fi l®('r ), tel que sur En 

(8 - 2 -n)ll. II =< III. Ill ~ (6 + 2-")11. II. 

De plus l®(z), III. III poss~de un quotient isomdtrique fi l~(r). 

PREtJVE. Sur l®'(r) on d6signe encore par II-II et III. III ies normes duales de 

II. II et III. III respectivement. Chaque x ~ l®(~ ") peut 6tre vu comme une mesure 
finiement additive sur ~'. On d6signe par Ix [ sa variation. Soit ~- l 'ensemble des 

parties de z de cardinal ~'. Pour I ~ J ,  soit 

a(I)  = Sup ~lx [(I) E l~(r)} 
[ III x III ; x 

b(I)  = In f{a(J) ,J  E ~r,j C I}. 

Soit/~ une suite d6croissante de J- telle que a (h÷0_ -  < b ( h ) + 2  -~ pour tout n. 

On peut supposer que card h \/.÷~ = ¢. 

Pour chaque n, soit (J.,~)~<. une partition de A. \A,,+t e n  ~- ensembles de 

cardinal r. Pour chaque n, a, soit x.,. E l~'(~ ") tel que 

IIIx..o III =1 ,  Ix.,~ [(L.~)=> a ( L , ~ ) - 2  -~. 

Soit L... C Jn,~ tel que 

x~,~(XL~.. -XJ.,.~L.,.)>= a ( L , ~ ) -  2 -~÷'. 

Pour tout a, n, d6finissons 1'616ment u.,. de l®(~ ") par u~.. = X L -  XM o6 L = 

[.J,~L~.~ ; M = I..Je~ Jp,~ \/-~.~. Pour a = ( a~)~  l®0"), soit tpn(a)=Z~a~u .... le 

sens h donner h cette s6rie 6tant 6vident, les u~.. ayant des supports disjoints. 

Soit 8 = sup .b( I . ) .  Pour tout n on a a(l.)  <- b(I ._~)+2 - ' ÷ t <  8 + 2  -~÷~. Pour 

a E l~(r) et x E l~'(z), on a 

Ix(~.(a))l<=ll~n(a)ll Ixl(I.)<=llall. Illx Ill . (a + 2  -°÷') 

d'o~ III ~.  (a)III ~ II a II. (8 + 2-'+'). 
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D'autre part, pour tout a, et tout p _-> n + 1 on a 

I xp.~ I(Jp.,) >= a(Jp,~) - 2 -p >-_ b(I ,_ , )  - 2 -p >= a ( h )  - 2 -"+~ 

__>lx..~ I ( h ) - 2  -"+l 

d'oO I Xp.~ I (L  \ Jp.,) <= 2 -"+'. Un  calcul analogue  montre  que 

8 - 2 -"+' =< Xp.~ (XL~. - XJ~..~L,..)- -< 8 + 2 -"+1 

d'o~  sans pe ine  

(2) I xp.. (~,n ( a ) ) -  8~. I----II a 112 -"+'. 

Ceci 6tant vrai pour tout  a, on  a III ~(a)III ~- Ila 11(8-  2 -"+') ce qui prouve  la 

prerni~re assertion. Pour prouver la seconde,  soit pour tout a une  valeur 

d'adh6rence vague de (Xp.~)p, et O : l = ( r ) - +  l=(r)  donn6  par O ( a ) =  ( x , ( a ) )~ .  

Puisque II[x... II = 1, on a I[Ix~ Ill _-<1 d'oO IIO(a)ll<= Ilia III- D'autre part (2) 
montre que 

I IO(8- '~o , (a ) ) -  a II--< 8- 'Ha 112 -"+'. 

Puisque III 8-'~n(a)III--<llu I1(1 + 82 -°+') il est alors ais8 de conclure de fa~:on 

standard. 
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