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PRODUITS INFINIS DE RESOLVANTES 

PAR 

H. BREZIS ET P. L. LIONS 

ABSTRACT 

This paper is concerned with the convergence of the sequence x. = 
(I + A.A)-~x._~ where A is maximal monotone and A. > 0. Various assump- 
tions on A and ;t. are considered. 

Soit H u n  espace de Hilbert  et soit A un op6ra teur  maximal  mono tone .  On  

6tudie la convergence  de produi ts  infinis de la fo rme  l-I~=~ ( I  + ApA)-lx o3 {Ap} 

est une suite de r6els positifs; plus pr6cis6ment on d6finit par  r6currence  la suite 

x. = ( I  + A,A )-lx._~, x0 = x. Au  paragraphe  I on suppose que A est lin6aire; on 

mont re  d ' a b o r d  que si E ;tp2 _- o0 alors x~ ~ Px I project ion o r thogona le  de x sur 

N(A ) et lAx. I <= (E~,=~ A 2)-~/2 t x [. 

On pr6cise ce r6sultat dans deux cas particuliers importants .  Lorsque  A * = A, 

il suffit de supposer  que E Ap = oo et l 'on obt ient  

Lorsque  R ( A )  est ferm6 on mont re  par  exemple  que si A~ ~-1 alors les 

convergences  de Ix, - Px[ et de I Ax~ [ vers z6ro sont g6om6tr iques.  On  indique 

enfin divers exemples  et contrexemples .  

A u  paragraphe  II on suppose  que A est nonlin~aire et que  0 E R(A);  on 

mont re  d ' abo rd  que si ~; I~  = ~, alors x, converge  fa iblement  vers une limite 

l ~ A-1{0} et lAx. [~  O. Lorsque  A = 0q~ est le sous-diff6rentiel d ' une  fonct ion 

convexe,  il suttit de supposer  que Y~Ip = ~;  si de plus q~ est paire, alors x, 

converge  for tement  vers I. 

l - - E t u d e  de II e (I  +/~.pA) -1 pour  A lin6aire 

1.1 Le cas g~ndral 

Soit H un espace de Hilbert  sur R. Soit A : D ( A ) C H  ~ H u n  op6ra teur  

lin6aire maximal  m o n o t o n e  de dom a i ne  dense.  On  note  N(A ) le noyau  de A et 
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R ( A )  l ' image de A,  de sorte  que H = R ( A ) ~  N ( A )  (somme directe hilber- 

tienne). On  d6signe par  P la project ion or thogonale  sur N(A) .  

Soit {A.}._~, une suite de r6els, A. > 0 ;  6tant donn6 x E H, on d~finit par 

r6currence 

(1) 

On pose 

x. = ( I  + A.A )- 'x.-1,  Xo = x. 

g .  = Ap et u. = 
p=l 

Y.p~, Ap . Alors PROPOSITION 1. On suppose que ~ ~:  

(2) lim x. = Px, 

(3) < 1  IAx~ 

DI~MONSTRATION. O n  a 

D'ofl  il r6sulte que 

(4) 

et par  sommat ion  il vient 

x.  + A.Ax.  = x.-1. 

lx .r+ A~lAx. 12<~lx._,l 2 

(5) ~ A~lAx. l~lxl  ~. 
p=l 

C o m m e  la suite lAx.  Iest d6croissante on obt ient  (3). 

D ' a u t r e  part,  pour  tout  e > 0 on peut  6crire x sous la fo rme  

(6) x = A y + r + P x  avec I r l < e  

et donc  

x n = A y . + r . + P x  avec I r . l < e ,  

avec y. = (I  + A . A ) - ' y . _ .  y0 = y e t  r. = (I  + A.A )-lr._,, ro = r. Par suite 

Ix.-I:'xl<=fay. I+E <=2~ 

pour  n assez g rand  puisque A y .  ~ 0 d 'apr~s  ce qui precede.  



VOI. 29, 1978 PRODUITS INFINIS DE RESOLVANTES 331 

REMARQUE 1. Pour  tou te  suite (A.) telle que Ep , A 2p< ~ et E~=, he = ~ on 

peut  const rui re  un exemple  tel que x. ne converge  pas. 

EXEMPLE. Dans  H = R 2 on consid&re A - - ro t a t i on  de + 7r/2. En nota t ion  

complexe  on a done  x. = x II~,=~ (1 + lap) -I et lAx, [ = Ix, I = Ix I II~,=~ (1 + h~,) ,/2 

converge  vers une  limite > 0  si x J 0 .  Par  suite x, = Ix. l e x p ( - i  E~,:~ 0p) avec 

tgO, = ,~, ( 0 <  0, < 7r/2) ne converge  jamais  puisque E ~  0p = 2. 

REMAROUE 2. Soit f E  R ( A )  et soit X = {u E D ( A ) ;  Au = f}. On d6signe 

par  Px la pro jec t ion  o r thogona le  sur X. Alors  sous l 'hypoth~se  de ta proposi t ion 

1 la suite d6finie par  r6cur rence  par  

(7) x. = (I + A.A )-'(x. ~ + h.f) ,  x,, = x 

v6rifie l im.~=x .  = Pxx et tAx.-fl<=(1/~,.)dist(x,X). En effet on a 

x. - Pxx = (-I (I + ApA)- ' (x  - Pxx) 
p= l  

(8) 

et done  aussi 

(9) Ax,  = A ~I  ( I  + hpA) '(x - Pxx). 
p= l  

I1 suffit alors d ' app l ique r  la propos i t ion  1. 

Cons id6rons  ma in tenan t  le cas par t icul ier  off A. ~- 1. 

PROPOSITION 2. Pour tout x E H on a 

1 
(10) I]A(I+A)-"II<--~n et ,~l im~/nlA(I+A)"xl=O" 

Si de plus x ~ R ( A  k)+ N(A ) avec k entier >= 1, alors 

(11) l imn~ '2[ ( I+A) -"x -Px[=O et lirnn-~k+"]A(I+A)-"xl=O. 

DI~MONSTRATION. La p remi6re  assert ion de (10) r6sulte de la Proposi t ion  1. 

C o m m e  E~=~ I Axp 12 <=Ix 12, on en d6duit  que ~ ~=t./211AXp 12 ~ 0 quand  n ~ ~. 

D o n e  ~nlAx,  12~0 quand  n ~ .  Pour  tout  ent ier  k ~ 1 on a 

JA k(I + A )  "~x ]<= IIA ~-'(I + A )-"(k-"lf Ia (I + A )-"x ] 

1 
< = ~ [ A ( I + A )  -"x I. 
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Par cons6quent lim,_~ n k/21A k (I  + A )-"~x [ = 0. 

Enfin s i p  est un entier, on pose n = [p/k] et I'on a alors 

pkP'fAk(I  + A )-PXJ<--_pk/21A~(l + A )-"~xJ 

(12) 

<= [k(n + 1) ]k ' : l ak ( I  + A )-"kx I. 

Lorsque p ~ ~, alors n --~ ~ et le dernier terme de (12) tend vers z6ro. On en 

d6duit (11). 

REMARQUE 3. Pour tout entier k => 1, l 'ensemble R (A k)+ N ( A )  est dense 

dans H. En effet R ( A  ~) coincide avec D ( B  k) off B--(A~,w~,~o~A~)-' est un 

op6rateur  maximal monotone  dans R ( A )  de domaine D ( B )  = R ( A ) ;  on salt 

alors que D (B ~) = R (A ~) est dense dans R (A). 

REMARQUE 4. La convergence de x, vers Px peut &re arbi trairement lente 

en g 6 n d r a l e - - m ~ m e  si A est autoadjoint (cf. Remarque  6). D 'au t re  part, pour 

tout a > 1/2 on peut construire un exemple tel que I A ( I +  A)-"I  >- - C/n".  

EXEMPLE. Soit H = 12(C) et soit A (u',  u2, ". ", uk, ' ' ' )  

( iu ~ iu z iu k 
, 2 7 ~ , ' " , 7 s  

(noter que A peut aussi &re r6alis6 comme un op6rateur monotone  sur 

/2(R)• Partant de x = (Xk)k~, avec x k = 1/k '~ e t a  > 1/2 on a 

1 I C 
IAx")2>= ~k-=.(l+l/n)"k '+z" n 2~" 

1.2 Cas off A est autoad]oint (ou angle borng) 

Lorsque A est autoadjoint (ou plus g6n6ralement angle born6) on peut 

am61iorer les estimations pr6c6dentes. En particulier il suflit de supposer que 

E~=,Ap (au lieu de l 'hypoth~se E~=, 2 _ ~  = ~ ) t p -  qui est plus restrictive). 

On suppose que A est angle born6 i.e. il existe a => 0 tel que 

(13) Vx, y e D ( a )  I(ax, y ) - ( a y ,  x)J<=Za(Ax, x)"2(Ay, y) ''2. 

THr~OREME 3. On suppose que E~=, Ap = ~. Alors la suite x. dgfinie par (1) 

v&ifie 

(14) lim x, = Px, 



Vol. 29, 1978 PRODUITS INFINIS DE RESOLVANTES 333 

< C  IAx~ (15) 

off C d@end seulement de a. 

DI~MONSTRATION. On sait (cf. [2] Proposi t ion 1) que 

(16) Vx, y E D ( A ) ,  V a > 0  (Ax, y)<=~(Ax, x)+a(Ay,  y) 

avec o" = (1/4)(1 + a2). 

En particulier s i x  E D(A 2) on a 

IAx I2<-_ ~(Ax,  x)+ a(A 2x, Ax). 

Choisissant x = x . ,  il vient 

A. I A x . ] 2 <  ~ =--d(x. , -  x.,x.)+ a (Ax . - , -  ax . ,ax . )  

12 I s -  = 2"~- (] Xn-  1 - Ix .  12)+a(lax.-i lAx.  J2). 

Rempla~ant  a par  a/z. , et muitip | iant  par  tz.-, on obt ient  

A.tz.-,[Ax. 12--< 2-~a (1 x.- ,  12-Ix .  12)+ atz2._,(Iax._,l 2- lAx. 12) 

or 2 2 
(17) = ~ -  (I x . - , l  - I x .  12) + o~ (/.~ . _ l l a X . _ l l  2 -  I z 2 . 1 a x .  12) 

+ a(tz2.- lx2._,)[ Ax. I 2. 

Mais 2 2 t z . -  t~.-,  = A.(2tx.-~ + A.), et donc choisissant a = 1/4 dans (17) on est 

conduit  

~A./x._~ j Ax .  t 2 < 20"(I X,,-ll 2 -  ]X. 12)+ ' 2 ' = a ( /z ._ , l ax ._ , ]  2 /.~ 2.1 a x .  [z ) 

2 

ce qui implique par sommat ion  

�89 Z aptzp-,[Ax. 12<2crlx,12+~X]lAx,r + l Z ~[Axpl 2 
p~2 p~2 

=< (2or +�88 12 (grfice ~t (5)). 

Par  cons6quent  
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(18) 2 •  Apl~,_~lAxpl2+ ~ A~lAx, 12<=(8o- + 2)lxl 2. 
.>=2 p>=l 

Notant  que 2 Y.p=2 " )Lp~p ~ + Ep=~ ) t , "  2 = p,.~ et utilisant le fait que la suite lAx .  Iest 
d6croissante on d6duit  de (18) que ix2,IAx. I ~<< - (8o-+ 2) lx  I ~ et (15) en r6sulte. 

Enfin (14) se d6duit  de (15) comme (2) se d6duit  de (3). 

Consid6rons  h prSsent le cas part iculier  o~ 2t. = 1. 

PROr'OSITION 4. On suppose que A v&ifie (13), alors on a Vx ~ 11, 

C 
(19) I a ( I + A ) - " x l < = n l X l  et l i m n l l A ( I + A ) - " x l = O  

(off C d~pend seulement de a). 
Si de plus x E R (A k) + N ( A  ) (k >-_ 1) alors 

(20) l i m n k l ( I + A ) " x - P x l = O  et limn~+~[A(I+A)-"xl=O. 

DI~MONSTRATION. Appl iquant  (15) on obt ient  la premiSre part ie de (19). 

No te r  que  d'apr~s (18) on a E~=~ p I Axp 12 < ~, ce qui condui t  h l i m . ~  n t Ax ,  t = 

0. On prouve  (20) comme dans la d6monst ra t ion  de la Proposi t ion 2. 

REMARQUE 5. 

et Vt > 0, 

Appl iquant  (15) avec )tk = t /n Vk, on obt ient  'qx E H, Vn => 1 

Passant  h la limite quand  n --> ~ on trouvelAS(t)xt<= (C/t)I x I ofJ S(t)  d6signe 

le semi-groupe engendr6 par  - A ;  on re t rouve  ainsi le fait que S(t)  est un 

semi-groupe analyt ique (cf. par  exemple  [2]). 

REMAROUE 6. La convergence  de x, = (I + A) - "x  vers Px peut  &re  arbit- 

ra i rement  lente m6me si A * =  A. 

EXEMPLE. Soit H =  12(R) et soit A(u ' , u2 ,  . . . ,u~,  .. . ) =  

(u ~, u2/2, . . ., uk /k, . . . ). 

On part  de x = (x~)k__>~ o~ x k = (6k - 6k+~) ~a et 8~ est une suite arbi traire  qui 

d6croit  vers z6ro. 

On a 

I - +,)_-> i - +')  --- ( i  i 
Ix. 12 = ~ (1 + 1/k)'" k~. (1 + 1/n)'" + 1/n)'" 6.. 
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Notons par ailleurs que si l 'on prend x = (x~)k_~t et x ~ = 1/k ~ avec/3 > 1/2, alors 

k~ 1 1 1 1 C 
lAx" 12 = : (1+ l / k )  2" k 2+2" => k~, • (1 + 1/n) 2" k 2+20 n '+2" 

et donc IAx.] >- C /n  ']2+~. 

1.3 Cas off R ( A  ) est [ermL Exemples 

Lorsque R (A)  est ferm6 les r6sultats de convergence obtenus aux w et w 

peuvent  &re compl6t6s. 

Tr~EOREME 5. On suppose que R (A ) est [ermg. Alors il existe a > 0 (qui 

ddpend seulement de A )  tels que Vx ~ H 

[ ] 1/2 
Ix. -ext  <- - H Ixl 

p=l 
(21) 

et 

[•-S• 
] -1/2 

(22) j Ax ,  1 <- )t ~1 (1 + a",~ ~) Ix t. 
kp=l 

En particulier Iorsque A, - 1, les convergences sont g~om~triques i.e. 

(23) I(I + A )-"x - ex  I <- k" Ix 1 

avee k = (1 + a 2) -1/2 < 1. 

Si de plus A * = A, on a 

(24) 

et 

(25) 

et IA(I+A)-"xl<k"-'rx [ 

Ix~ 0 + 1 

n - I  

l A x , , l ~ A : ' r l  (I-+-- ~Ap)-' I x I. 
/7-:I 

En particulier lorsque A. ~ 1 les convergences sont g6m~triques avec k = (1 + a )  l 

e t a  est la premiere valeur propre strictement positive de A. 

DEMONSTRATXON. On a H = Ha (D N ( A  ) avec Ha = R (A)  et D (A)  A Ha est 

dense dans Ha. L 'op6ra teur  Al  = AiocA~n., est bijectif de D ( A ) N  H~ sur Ha. 

D ' a p r&  le th6or6me du graphe ferm6 il existe a > 0 tel que 

(26) a]xl<=lA~xl  V x E D ( A ) N H ~ .  

Or 
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(27) (x. - P x ) +  M A x .  = (x ._~-  Px)  

et x. - Px E R (A  ) (par r6currence). 

Comme t x , - P x l 2 + ~ 2 . 1 a x ,  12<-_lx._~-Pxl 2 et d'apr~s (26) a l x . - P x l < =  

I A x .  I, on obtient ix, - Px I(1 + el2)~ 2.),/2 <_ix._ ~ _ pxl;  ce qui prouve (21) et (22). 

Supposons maintenant que A * = A ; on pose 

[3 = Inf{(ax,  x); x E N ( A )  1 f3 D ( A )  el Ix l = 1}. 

Montrons que/3  > 0; de sorte que/3 est la premi6re valeur propre strictement 

positive de A. 

En effet soit x @ N ( A ) I M D ( A )  et soit y E R ( A ) M D ( A )  tel que x = A y .  

D'apr~s Cauchy-Schwarz on a 

Ix 12 = (x, A y  ) <= (ax ,  x )'n(Ay, y ),/z ~ Ix 1'/21 y 1'/2(ax, x ),/2 

<-_lxl ''2 (Ax, x)'". 

Par cons6quent (Ax,  x)>= a Ix I z et /3 => a >0 .  

Notons enfin que grace ~ (27) on a 

Ix. - Px lZ + A./31x. - Px l2<= lx,,_, - Px l lx. - Px J 

ce qui implique (24) et (25). 

REMAROUE 7. On se place dans le cadre de la Remarque 2 et on suppose de 

plus que R (A)  est ferm4, alors les convergences de x. vers Pxx et de A x .  vers f 

sont g6omftriques; lorsque A * = A le rapport de convergence est k = (1 + a )  

oh a est la premibre valeur propre strictement positive de A. 

EXEMPLES. 

(a) Un exemple elliptique 

Soit I~CR N u n  ouvert born6 r6gulier et soit f E L:(fl).  On considbre le 

probl6me 

0u 
(28) - A u = f  sur fL 3v 0 sur ,gf~ 

(off v d6signe la normale ext6rieure h ~). 

On pose f - - (1 / I f~ l ) fn fdx .  Le probl6me (28) poss6de une solution (unique 

une constante pr6s) si et seulement s i f  = 0. Nous supposerons doric .f = 0. 

Appliquant la Remarque 7 avec H = L 2 ( O ) ,  A u = - A u ,  D ( A ) =  

{u E H2(O); Ou/Ov = 0 sur 0f~} on est conduit au 
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COROLLAIRE 6. Soit Uo E L2(fl); on ddfinit par rdcurrence la suite 

OU.+ ~ 
- A u , + ~ + u . + ~ = f + u .  sur 1), 0----~-=0 sur c ~  

alors u, converge gdom~triquement en norme H~(ll) vers la solution u de (28) qui 

v&ifie fi = rio. 

En effet, il suflit de remarquer que sur D (A) la norme H 2 est 6quivalente ~ la 

norme du graphe. On peut pr~ciser la valeur du rapport de convergence 

k = 1/(1 + h2) ott A2 est la seconde valeur propre de A (c'est la premiere valeur 

propre strictement positive). 

(b) Un exemple parabolique 

On consid~re le probl~me suivant 

(29) du + dt L u = f ( t )  sur ]0, T[, u ( O ) = u ( T )  o~ L : D ( L ) C Y ( - - * Y (  

est un op6rateur lin6aire maximal monotone autoadjoint dans 9( (Hilbert r6el). 

Etant donn6 f ~ L2(0, T; ~ )  on note f = ( l /T) f r f ( t )d t .  

Posons H = L2(0, T; ~ )  et Au = du/dt + Lu avec 

du 
D ( A  ) = {u E H; u ( t ) E  D(L  ) p.p., Lu E H, -d ie  H et u (0 )=  u(T)}. 

Alors A est maximal monotone et de plus 

R ( A ) = { f E H ;  f E R ( L ) } .  

Etablissons ce dernier point en suivant une suggestion de A. Haraux. 

Supposons d 'abord que f ~ R (A);  alors f = Au et on v6rifie que a E D (L) et 

La = f Inversement supposons que f E R (L); soit u, la solution de 

+ (30) Eu, dr + Lu, = f sur (0, T), u,(0) = u,(T).  

On notera que 

(31) [ au, - i-12 +lLu, l <-_lfl  
et que 

eli, + LIi, = f = L~o. 

Par cons6quent J a, J _-< J~o ]est  d'apr6s (31), I u, In reste born6 quand e ~ 0. Le 

passage ~ la limite dans (30) quand e--~ 0 est alors imm6diat. 
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En particulier R (A)  est ferm6 dans H si R (L) est ferm6 dans 9( et dans ce cas 

on peut appliquer le Th6or~me 5. 

On en d6duit par exemple que si f ~ L 2 ( Q )  ( Q = I I x ( 0 ,  T)) v6rifie 

f o f ( x ,  t )dxdt  = 0, alors la suite d6finie par r&urrence  

+cgu.+,_Au.+~=u.+f s u r  Q ,  
U.+l Ot 

OUn+l 
- 0 sur O~ • (0, T), 

Ov 

u.+,(x, O) = u.+l(x, T)  sur 1"I 

converge vers l 'unique solution de 

OU 
a t -  Au = f sur 

OU 
Ov 0 sur Of~x(O,T),  

u (x, 0) = u (x, T) sur f~ 

v6rifiant f o u (x, t )dt = f o Uo(X, t )dxdt. 

De plus u,---~u dans L2(O,T;HZ(I-I)) et Ou,/Ot---~Ou/cgt dans L2(Q)  

g6m&riquement  avec un rapport de convergence k qui est pr6cis6 par le r6sultat 

suivant 

PROPOSITION 7. On suppose que R (L ) est ferm~ et on note 

o = Inf{(Lx, x); x ~ N ( L )  ~ n D(L), Ix f= 1}>0 

(32) k = M a x  1 + 0 '  " 

DEMONSTRATION. I1 SUffit de prouver que [I(I+A)~ltA)[[<=k. Soit donc 

f E R (A)  et soit u la solution de 

+du+ 
(33) u dt Lu = f sur (0, T), u(O)= u(T) .  

Comme 9( = R ( L ) ~  N ( L ) ,  on note v = v, + v2 avec vl E R (L)  et v2 E N ( L ) .  

Donc (33) est 6quivalent 

alors (23) a lieu avec 
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+du,+ 
(34) ul dt Lu~ = f~ sur (0, T), ul(0) = ul(T), 

du2 
(35) u~ + - d ?  = f~ sur (0, T), us(0) = u~(T), 

L'hypoth~se f E R ( A )  exprime que f~of(t)dt~R(L) et 

fgu~(t)dt = 0 o n  a 

f: (36) h(t)dt = O. 

De (34) on d6duit que 

(37) lu l l ,  ~ 1-~0 train. 

339 

donc comme 

(39) 

et on conclut que 

tu2tn 
1 

~/1+ T 2 

Combinant (37) et (39) on obtient le r6sultat. 

I I - -Etude  de lip (I + ApA)-t pour A nonlin6aire 

II.1 Le cas g~n~ral 
Soit A un op6rateur (nonlin6aire) maximal monotone tel que 0 E R (A); on 

note F = A-10. 

Soit ()t,),__.~ une suite de r~els, )t, > 0; on d6finit par r6currence 

(40) x~ = (I + A.A)-lx,_~, Xo = x. 

Si A est multivoque on conviendra que Ax, = (1/A,)(X,-l-xn).  

Par ailleurs de (35) on d6duit que 

du~12 (38)  J u2 t2- + at  . = 1:2 I~,. 

Comme f~u2(t)dt = 0 (d'apr~s (35) et (36)) on peut appliquer I'in6galit6 de 

Poincar6 

= T 2 i 
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PROPOSITION 8. On suppose que Ep=lAp~ z= ~. Alors 

(41) x. converge faiblement vers une limite I E F, 

(42) I Ax~ I<= 1 dist( x, F). 
b'n 

DI~MONSTRATION. Notons d 'abord que (Ax, - Ax._~,x. - x._~)>= 0 i.e. 

( A x ~ - A x ,  i, Axo)<=O et done la suite jAx,  Iest  d4croissante. Etant donn6 

u ~ F ,  on a 

Ix,, - u 12+ A2JAx. 12<= Ix . - , -  u 12, 

ce qui implique que 

(43) ~ h~]Ax el z<-lx - u ]2; 
p=l  

d'o6 (42). 

Pour prouver (41) on utilise le lemme d'Opial (cf. [9]). t Notons d 'abord que 

pour tout u E F la suite Ix, - u les t  d6croissante. D'autre part si x,~ ~ 1, alors 

1 E F puisque Ax.~ ~ 0 (cf. par exemple [3]). 

REMAROUE 8. Choisissant A, ----- 1 on volt que (I + A)-"  converge faiblement; 

ce r6sultat 6tait connu (cf. [4] et [9]) car (I + A) - '  peut s'6crire sous la forme 

(I + T)/2 o6 T est une contraction admettant un point fixe." Notons aussi qu'en 

g4n4ral (I + A)  -" ne converge pas fortement (cf. [8]). Toutefois on sait (cf. [1]) 

que si A est impair, alors (I + A)-"  converge fortement. Nous ne savons pas si 

lqp (I + ApA)-' converge fortement lorsque A est impair et Y, pA~ = ~. 

REMARQUE 9. I1 est 6vident que si Y~=, Ap < ~, alors la suite x, dffinie par 

(40) converge fortement (mais en g6n6ral la limite n'est pas un 616ment de F)  

puisque Ix.-x._,I<=A. IAx. I<=A. IAx,I et donc Z . ~ 2 1 x . - x .  , l<  ~. 

REMAROUE 10. Consid6rons le cas 06 EAp = ~ et EA~< ~. Alors la suite x. 

d6finie par (40) ne converge pas n6cessairement (cf. Remarque 1). N4anmoins on 

peut montrer  (P. L. Lions, h parahre)  que E~,~, A,xp/E~=, A e converge faiblement 

vers un 416merit de A-I{0}. 

'Soit  FCH, F~O et soit (xo) une suite v6rifiant: 
(a) Vu E F, ix. - u I converge, 
(b) si x,~ converge faiblement vers y, alors y E F. 

Alors x. converge faiblement vers une limite. 

"Lor sque  A. => c > 0 ,  (41) est d6montr4 dans  [10] par la mSme mSthode. 
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REMARQUE 11. 

(44) 

Supposons qu'il existe a > 0 tel que 

Vx, y ~ O ( a )  I A x - A y I > - _ a l x - y l  

(i.e. A est bijectif et A-I  est lipschitzien). Alors x, ~ 1 d~s que X~t  Ap-2 _ ~; plus 

pr6cis6ment il est clair que 

Ix~ -''2. 
p - I  

En particulier si 3`, =- 1, la convergence est g6om6trique (ce cas est consid6r6 

dans [10]). 

S'il existe a > 0 tel que 

(45) Vx, y E D ( A )  ( A x - A y ,  x - y ) > = a l x - y ]  2 

alors x, ~ l d6s que X~ ~3`p = oo; plus pr6cis6ment il est clair que 

Ix , - l l<-<_lx- I I ( - I  (1 + a3`p)-'; 
p=l 

ce cas est ~ rapprocher de [7]. Notons enfin que (45) est v6rifi6 lorsque A -- 0q~ 

(~0 convexe s.c.i.) et A - t e s t  lipschitzien de rapport 1/a (cf. [2]). 

II.2 Cas off A = c9~r (ou A demi-positif) 

Lorsque A = ar est le sous-diff6rentiel d 'une fonction convexe s.c.i., il suffit 

de supposer que Xp=~ 3̀ p = ~ pour obtenir la convergence de x,. 

THEORY:ME 9. On suppose que A = 0~o et que X~ ,  3̀ p = ~. Alors 

(46) x, converge faiblement vers une limite I E F, 

(47) tAx,  1 =< x/2 dist(x, F). 

Si de plus A est impair, alors x~ converge fortement. 

REMA~UE 12. Lorsque 3.,--=1 on obtient pour A =0q~ ] A ( I + A ) - " x [ = <  

(X/2/n)dist(x,F). Remplaqant A par ( t /n )A  on voit que 

A I +  t--A x <-_X/2dist(x,F). 
n t 

Quand n ~ ~, on retrouve l'ettet r6gularisant du semi-groupe engendr6 par - A 

(cf. [31). 
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DI~MONSTRATION. 

(48) 

On a Vu 

~ ( u  ) - ~o(x.)  >= ( A x . ,  u - x . )  = l ( x . _ z -  x . ,  u - x . )  
A n  

1 ]2_ x._~12). l u  - 

Soit u ~ F;  on peut supposer que ~,(u) = 0 et que p => 0 sur H. On d6duit alors 

de (48) que 

(49) 

D'autre part on a 

(50)  

et donc 

2 Ap~ (xp) _--< �89 F) 2. 
p = l  

r ~o(x.)>-_ A. I Ax .  I 2 

/z~ z~(x. ,)-/ .t .g~(x.) + A.~o(x.) => A.tx._,IAx. I 2 

et par sommation il vient 

E Ap#p-ltAxp] 2<= 2 h.cP(xp)<=�89 2. 
p~2 p= l  

2 2 ~  Par ailleurs d'aprbs (43) on sait que E;t~lAx ~ I = dist(x,F) 2. Donc 

2 ~ AplZp_,IAxpl~+ ~ A~lAxpl~<-2dist(x.F) 2. 
p~2 p>=l 

En utilisant le fait que la suite IAx. I d6croit on conclut que t.t2.1Ax, l 2< - 
2dist(x, F)  2. On 6tablit que x. --~ 1 comme dans la d6monstration de la Proposi- 

tion 8. 

Pour prouver que x. converge fortement clans le cas o/l A est impair (~ pair) 

on utilise une technique introduite par R. Bruck (cf. [5]). D'apr6s (50) la suite 

~ (x . )  est d6croissante. Choisissant u = - x p  avec p _-> n clans (48) on obtient 

donc Ix. + Xpl<=lx._l+ xp I. D'ofi il r6sulte que pour p fix6 la suite n ~ Ix. + xpl 

est d6croissante lorsque n varie entre 1 et p. En particulier I xp + xp I <= Ix. + xp I 
pour l<=n<-p i.e. 4txpl2<=lx,,+xpI 2. Comme lx , ,+xpl2+lx, ,-xpl== 
2Ix. Iz+21xel 2 on en d6duit que Ix. -x~l=<-21x~ 2 et done la suite (x.) 

est de Cauchy. 

On peut m6me 6tablir la convergence faible de x. sous l'hypoth/~se Z~=~ Ap = oo 



VO1.29, 1978 PRODUITS INFINIS DE RESOLVANTES 343 

pour la classe des op6rateurs demi-positifs A (qui inclut les c~). On dit que A 

est demi positif (cf. [5]) s'il existe yo~  F tel que Vu. E D ( A ) ,  V f ,  E A u .  avec 

u. ~ u et I f . t  born6, alors (f,, u, - y o ) ~  0 implique u E F. 

TH~OR~ME 10. On suppose que A est demi  positif, et que E~= ~ Xp = oo. Alors x,  

converge fa iblement  vers une limite l E F. 

On utilisera le 

LEMME 1. SOUS les hypotheses du Thdor~me 10, Ve  > 0 3N ,  Vn  >= N, 3 m  avec 

N <= m <= n v~rifiant 

(Axe ,  x~ - yo) < e. 

DI~MONSTRATION. Comme y0 E F, on a (Axk, xk - Y o )  -> 0. D'autre part 

llxk - yo]2+ Ak(AXE, Xk -- y0)~ �89 ,-- y012 

et donc 

(51) Ak (Axk, xk - yo) < oo. 

Soit P = { k ; ( A x ~ , x k - y o ) > - _ e } ,  de sorte que grace ~ (51) E~pAk <oo. En 
l 

particulier Y.k~p I Xk -- Xk-~l < ~; soit donc N~ tel que Zk~e,k~N, I Xk -- Xk-~ [ < e. 

Fixons ensuite N _- N~ tel que (AxN, xN - yo) < e (ceci est possible grfice ~ (51) et 

l 'hypoth~se E Ap = ~). 

Etant donn6 n _-> N, distinguons deux cas: 

Cas 1. n ~ P ;  on choisit m = n ,  

Cas 2. n E P; on choisit pour m l e p l u s g r a n d e n t i e r k < n  t e l q u e k ~ P .  

Notons que m = > N e t  que {m + 1 , - . . , n } C P .  D'o~ 

Ix~ <- IXk--Xk-,t< . 
k - m + l  

DI~MONSTRATION DU THt~ORI~ME 10. Appliquons le lemme d'Opial. Si x.~ ---" l, 

montrons que l E F. D'apr6s le lemme 1, on peut construire une suite mk --~ 

telle que [ x.~ - x,,, I ~ 0 et (Axing, x,~, - y0) ~ 0. D'off xm~ ~ l e t  l E F puisque A 

est demi-positif. 

REMARQUE 13. Le Th6or~me 10 et sa d6monstration sont ~ rapprocher des 

r6sultats de [6]. 
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REMARQUE 14. Supposons  main tenant  c o m m e  dans [10] et [7] que la suite 

(x.)  ne v6rifie pas x. = ( I  + A.A )- 'x ._,  mais seulement  Ix. - ( I  + A .A) - 'x ._ ,  I <  

e. avec Y.~=, ek < ~, alors 

(a) x . ~  l pour  A g6n6ral et Z~=,A~,= o% 

(b) x. ~ l pour  A = 0q, (ou A demi positif) et Z~=, Ak = oo, 

(c) x.  ~ l pour  A = 0~0, A impair  et Y.~=, Ak = ~. 

DEMONSTRATION. Pour  k fix6, on construit  la suite ~ . (k )  d6finie par  

s%(k) = xk, ~,(k )=  (I + Xk+lA )-'xk, " " " , ~.(k )= ( l  + Ak+.A )-'~._,(k ). 

M o y e n n a n t  les hypotheses  sur A et Ak on sait que ~:. ( k ) ~  sO(k) dans les cas a) et 

b) et ~ . ( k ) ~ ( k )  dans le cas c). 

D ' a u t r e  part on v6rifie ais6ment que  

(52) t ~ . ( k ) -  ~n+l(k - 1)1--< e~ 

et donc  ~ la limite ] ~ ( k ) -  ~(k - 1)1 =< ~ .  

Par  cons6quent  ~(k)  est de Cauchy  et ~ ( k ) ~ l  quand  k ~ .  

Enfin appl iquant  (52) avec n = 0 et k, n = 1 et k - 1 , - " , n  et k - n  avec 

k > n on obt ient  par  addit ion 

lxk - sc.+,(k - n - 1)1---< e~ + e~_, + . . .  + e~_.  

i.e. remplaqant  k par  k + n on a 
i 

lx~+.-#o+,(k- 1)1_-< e , + .  + e ~ + . + , +  - - .  + e , .  

On a 

x~+. - l = x~+. - r - 1) + r - 1) - r  - 1) + r  - 1) - I. 

On  fixe d ' abo rd  k assez g rand  pour  que  

(e~+. + . . "  + e k ) < e  et I ~ ( k ) - l l < e .  

et puis n assez grand  pour  que  sc.+,(k - 1) - sC(k - 1) appar t ienne  ~ u n  voisinage 

de 0 (faible ou fort suivant les cas). C .Q.F .D.  
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