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PRODUITS INFINIS DE RESOLVANTES

PAR
H.BREZISETP. L. LIONS

ABSTRACT

This paper is concerned with the convergence of the sequence x, =
(I+A.A)'x,_, where A is maximal monotone and A, > 0. Various assump-
tions on A and A, are considered.

Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur maximal monotone. On
étudie la convergence de produits infinis de la forme II;-, (I + A,A)7'x ol {A,}
est une suite de réels positifs; plus précisément on définit par récurrence la suite
xn = (I + A,A) 'x._1, Xo = x. Au paragraphe I on suppose que A est linéaire; on
montre d’abord que si £ A} = « alors x,, = Px — projection orthogonale de x sur
N(A) et [Ax,. |=(Ep-0A0) 7 x].

On précise ce résultat dans deux cas particuliers importants. Lorsque A * = A,
il suffit de supposer que 2 A, = < et I'on obtient

le,.|§<21 ,\,,)

Lorsque R(A) est fermé on montre par exemple que si A, =1 alors les

Ixl.

convergences de | x, — Px | et de | Ax, | vers zéro sont géométriques. On indique
enfin divers exemples et contrexemples.

Au paragraphe II on suppose que A est nonlinéaire et que 0 € R(A); on
montre d’abord que si T A=, alors x, converge faiblement vers une limite
l€ A {0} et |Ax.|—0. Lorsque A = d¢ est le sous-différentiel d’une fonction
convexe, il suffit de supposer que X A, =; si de plus ¢ est paire, alors x,
converge fortement vers .

I—Etude de I1, (I + A,A)™' pour A linéaire
1.1 Le cas général

Soit H un espace de Hilbert sur R. Soit A : D(A)CH — H un opérateur
linéaire maximal monotone de domaine dense. On note N(A} le noyau de A et
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R(A) l'image de A, de sorte que H = R(A)@D N(A) (somme directe hilber-
tienne). On désigne par P la projection orthogonale sur N(A).

Soit {A.},=1 une suite de réels, A, >0; étant donné x € H, on définit par
récurrence

(1) x, =(I+AA) "%, Xo=x.

On pose
n 172
=3 et V"=(z Ai) .
p=1

ProPOSITION 1. On suppose que Z;_,A.= . Alors

(2) lim x, = Px,

n—sx

3) ijnygvi"yx[.

DEmMONSTRATION. On a
Xa + AAX, = Xl
D’ou il résulte que
4 [Xa P+ AL Axn P = | X0

et par sommation il vient
) 2 MlAx =[x P
p=1

Comme la suite | Ax, | est décroissante on obtient (3).
D’autre part, pour tout £ >0 on peut écrire x sous la forme

(6) x=Ay+r+Px avec |r|<e
et donc
X, = Ay.+r.+Px avec [r.|<e,
avec ¥, = (I + A A) 'yaoy, Yo=y et r, = (I + AA) 'ray, o= r. Par suite
|x,— Px|=|Ay.|+&=2¢

pour n assez grand puisque Ay, —0 d’aprés ce qui précede.
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REMARQUE 1. Pour toute suite (A,) telle que 2;_,A2< et ;_,A, == on
peut construire un exemple tel que x, ne converge pas.

ExempLe. Dans H =R’ on considére A = rotation de + /2. En notation
complexe on a donc x, = x II;., (1+iA,)" et |Ax,|=|x.|=|x|T., (1+A2)™"”
converge vers une limite >0 si x# 0. Par suite x, =[x, [exp(—i 5., 6,) avec
186, = A, (0< 6, </2) ne converge jamais puisque =,_, 6, = <.

REMARQUE 2. Soit f € R(A) et soit X ={u € D(A); Au = f}. On désigne
par Py la projection orthogonale sur X. Alors sous ’hypothése de la proposition
1 la suite définie par récurrence par

) x,.=(I+AA )"(x,.fl + Adf), Xo= X

vérifie lim, . x, = Pxx et |Ax, — f| = (1/v.)dist(x, X). En effet on a
8) %o — Pxx = H (I +A,A)"(x - Pux)
o
et donc aussi
©) Ax, = Aﬂ (I +MAY (x - Pux).

I suffit alors d’appliquer la proposition 1.
Considérons maintenant le cas particulier ou A, =1.

ProrosiTiION 2. Pour tout x € H on a

(10) ||A(I+A)"‘f|§% et limVn|A(I+A)"x|=0.
n

n—x

Si de plus x ER(A*)+ N(A) avec k entier = 1, alors
(1)  Hmn*?{(I+A)"x - Px|=0 e limn*""|A(I+A)"x|=0.

DEMONSTRATION. La premiére assertion de (10) résulte de la Proposition 1.

Comme Z;.,|Ax, ?<|x %, on en déduit que D, |Ax, =0 quand n — .
, q

=[n/2]
Donc in|Ax,|*—0 quand n — . Pour tout entier k =1 on a

|AMI+A)Y x| S|AS T+ A) O AT+ A) x|

1 n
éWIA(I‘FA) xl.
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Par conséquent lim,_.n*?|A*(I+ A) ™ x|=0.
Enfin si p est un entier, on pose n = [p/k] et I'on a alors

p*PAMI+ Ay x | =p A (T + A) ™x|
(12)
slk(n+ D)?AKT + A) x|

Lorsque p — =, alors n — et le dernier terme de (12) tend vers zéro. On en
déduit (11).

REMARQUE 3. Pour tout entier k = 1, I'ensemble R(A*)+ N(A) est dense
dans H. En effet R(A*) coincide avec D(B*) ot B = (A ra)npa)) ' €St un
opérateur maximal monotone dans R_(;\_) de domaine D(B)= R(A); on sait
alors que D(B*)= R(A*) est dense dans R(A).

REMARQUE 4. La convergence de x, vers Px peut étre arbitrairement lente
en générale —méme si A est autoadjoint (cf. Remarque 6). D’autre part, pour
tout & > 1/2 on peut construire un exemple tel que |[A(I+A)™"|= C/n".

ExempLe. Soit H = L,(C) et soit A(u',u’,---,u---)

.y il iu
(i

(noter que A peut aussi étre réalis€ comme un opérateur monotone sur
L(R) X I(R)). Partant de x = (x* ).z, avec x* =1/k" et @« >1/2 0n a

2 t _C
|Ax.['2 Z(1+1/n) kT g

1.2 Cas ot A est autoadjoint (ou angle borné)

Lorsque A est autoadjoint (ou plus généralement angle borné) on peut
améliorer les estimations précédentes. En particulier il suffit de supposer que
2;-14, == (au lieu de 'hypothése 2;_, A, =2 qui est plus restrictive).

On suppose que A est angle borné i.e. il existe a = 0 tel que

(13) Vx,y ED(A) [(Ax,y)—(Ay, x)|=2a(Ax, x)"(Ay, y)"
THEOREME 3. On suppose que Z,_, A, =». Alors la suite x, définie par (1)

vérifie

(14) limx, = Px,

n—sx
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C
15 Ax, | =—(x|,
(15) Ax =2 x|
ou C dépend seulement de a.
DEMONSTRATION.  On sait (cf. [2] Proposition 1) que

(16 Vx,y €ED(A), Va >0 (Ax,y) = (Ax,x)+a(Ay,
Y= y

avec o = (1/4)(1 + a®).
En particulier si x ED(A*) on a

| Ax lzgg(Ax,x)+ a(A’x, Ax).
Choisissant x = x,, il vient
An len ]2 = g(xn—l = Xy Xn )t @ (AXnuo1 — AXn, Ax,)

= a

7a (il =1 )+ (| Axei[ = | Axa ).

Remplagant a par ap,.; et multipliant par p.-, on obtient

Aottn1| A%, [P Z 57 (1 50m = |20 )+ appha(| AR s [P = | Ax, )

(17) = 5%(! Xno[P =% )+ @ (i Axas = 3] Ax, )

+a(ui—pa)Ax [

Mais w?— 2.1 = AQ2uacr + A,), et done choisissant a = 1/4 dans (17) on est
conduit a

2Anphn 1| Axa [ 220 (%0 [ =] 20 P) +3(00es| Axoe [~ g2 Axa )
+iAn Ax, [
ce qui implique par sommation

%22 Mttt | AX, P =20 | x: P +1A Ax P41 D A2 Ax, 2
pE p=2

=Qo+3)|x[* (grice a (5)).

Par conséquent
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(18) 2 22 Apttp—1| Ax, 2+ Z A2 Ax, [P = (80 +2)|x .

Notant que 225 A,p, 1+ 2Z5-1 A, = p 5 et utilisant le fait que la suite | Ax, | est
décroissante on déduit de (18) que w3 Ax, |*= (80 +2)|x|* et (15) en résulte.
Enfin (14) se déduit de (15) comme (2) se déduit de (3).

Considérons a présent le cas particulier ol A, =1.

ProrosiTiON 4. On suppose que A vérifie (13), alors on a ¥x € H,
(19) }A(I+A)‘"x]§§]x[ et li_r}lnllA(I+A)‘"x(=O

(ou C dépend seulement de a).
Si de plus x E R(A*)+ N(A) (k = 1) alors

(20) limn“[(I+A)"x—Px|[=0 et limn“'A(I+A)"x|=0.

DEMONSTRATION.  Appliquant (15) on obtient la premiere partie de (19).
Noter que d’aprés (18) on a ;- p| Ax, [° <, ce qui conduit & lim,_.n|Ax,|=
0. On prouve (20) comme dans la démonstration de la Proposition 2,

REMARQUE 5. Appliquant (15) avec A, = t/n Vk, on obtientVx € H ¥n =1
et Vi >0,

,A(H;’A)‘"x ——[xf

Passant a la limite quand n — » on trouve | AS(¢)x | = (C/t)|x | ot S(t) désigne
le semi-groupe engendré par — A; on retrouve ainsi le fait que S(¢) est un
semi-groupe analytique (cf. par exemple [2]).

REMARQUE 6. La convergence de x, = (I + A)"x vers Px peut étre arbit-
rairement lente méme si A* = A.

ExempLE.  Soit = I,(R) et soit A u’, - uk )=
W' u?2, -, u*/k,- )

On part de x = (x*)iz) 00 x* = (8, — 8c.1)'"” et & est une suite arbitraire qui
décroit vers zéro.

On a

oL PR S
X I —"21 (1+1/k)2" (5;‘ 8k+1) ;‘(1+1/ )2n (5k 8k+l)=(1+1/n)2n 3n.
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Notons par ailleurs que si on prend x = (x*)c=1 et x* = 1/k® avec B > 1/2, alors

1 C
z (l+ l/k)“" k2+2 ; (1+1/ 2 | 2428 "'nuza

|Ax, [* =

et donc [Ax,|= C/n"*"
1.3 Cas ot R(A) est fermé. Exemples

Lorsque R (A) est fermé les résultats de convergence obtenus aux §1.1 et §1.2
peuvent étre complétés.

THEOREME 5. On suppose que R(AY) est fermé. Alors il existe a >0 (qui
dépend seulement de A) tels que Vx € H

21) rxn—leg[ﬂ (l+a2)\f,)]7m|x|
et
(22) ]Axnlé)\;‘[::[:[: (1+a2,\;)}_”2|x1.

En particulier lorsque A, =1, les convergences sont géométriques i.e.
(23) [I+A)Y"x—Px|=k"|x] et |[AJ+A)"x|=k" ' |x]|

avec k =(1+ %)< 1.
Si de plus A*=A, on a

(24) %~ Pxf= ] (1+ah,) x|
et
(25) (Ax =4 1] L+ ar) ' x].

En particulier lorsque A, =1 les convergences sont gémétriques avec k = (1+ a)™'
et « est la premiere valeur propre strictement positive de A.

DeMonsTRATION. Ona H=H,(PN(A)avec H = R(A)et D(A)N H, est
dense dans H,. L'opérateur A, = A p)nn, est bijectif de D(A)N H, sur H,.
D’aprés le théoréme du graphe fermé il existe a >0 tel que

(26) alx|=|Ax| VxE€D(A)NH,.
Or
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@7) (x» = Px)+ AuAX, = (X, — Px)

et x, — Px € R(A) (par récurrence).
Comme |x, — Px["+ ALlAx,"=|x..,— Px[* et d'aprés (26) alx, —Px|=
|Ax.|, onobtient |x, — Px [(1+ a®A%)"* ={x._. ~ Px|; ce qui prouve (21) et (22).
Supposons maintenant que A* = A; on pose

B = Inf{(Ax,x); x EN(A) N D(A) et [x]|=1}.

Montrons que 8 > 0; de sorte que B est la premiere valeur propre strictement
positive de A.

En effet soit x EN(A)' N D(A) et soit y € R(A)N D(A) tel que x = Ay.
D’apres Cauchy-Schwarz on a

X[ =(x, Ay) = (Ax, x)"*(Ay,y) " =[x [*
= !x ‘”2<%1>I/2(Ax,x)”2.

Par conséquent (Ax,x)Z a /x| et B=Za >0.
Notons enfin que grace a (27) on a

y II/Z(AX, x)l/2

[x, = Px [+ AB|x, = Px?=|x,-,— Px||x. — Px|
ce qui implique (24) et (25).

REMARQUE 7. On se place dans le cadre de la Remarque 2 et on suppose de
plus que R(A) est fermé, alors les convergences de x,, vers Pxx et de Ax, vers f
sont géométriques; lorsque A * = A le rapport de convergence est k = (1 + @)™’
ou a est la premiere valeur propre strictement positive de A.

EXEMPLES.

(a) Un exemple elliptique

Soit L CR" un ouvert borné régulier et soit f € L*(Q2). On considére le
probléme

(28) —Au=f sur Q, %=o sur Q)
(ou v désigne la normale extérieure a {}).
On pose f = (1/|Q]) [ fdx. Le probleme (28) posséde une solution (unique a
une constante prés) si et seulement si f = 0. Nous supposerons donc f =0.
Appliquant la Remarque 7 avec H =L*Q), Au= —-Au, D(A)=
{u € H*(Q); du/dv =0 sur 3} on est conduit au
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COROLLAIRE 6. Soit uo € L*(Q); on définit par récurrence la suite

aun+1

2y =0 sur d{d

—Aupiyt sy = f+u, sur Q,
alors u, converge géométriquement en norme H*(Q) vers la solution u de (28) qui
vérifie i = .

En effet, il suffit de remarquer que sur D (A ) la norme H” est équivalente 2 la
norme du graphe. On peut préciser la valeur du rapport de convergence
k = 1/(1+ A;} ot A, est la seconde valeur propre de A (c’est la premiére valeur
propre strictement positive).

(b) Un exemple parabolique

On considére le probléme suivant

(29) %+Lu=f(t) sur 10, T[, u(0)=u(T) ot L:D(L)C%—> %

est un opérateur linéaire maximal monotone autoadjoint dans # (Hilbert réel).
Etant donné f € L*(0, T; %) on note f = (1/T)fqf(t)dt.
Posons H = L*0,T; %) et Au = du/dt + Lu avec

DA)={ueH;u(t)e D(L) p.p., Lu e H, d—lt‘EH et u(0)=u(T)}.

Alors A est maximal monotone et de plus
R(A)={f€H; fER(L).
Etablissons ce dernier point en suivant une suggestion de A. Haraux.
Supposons d’abord que f € R(A); alors f = Au et on vérifie que @ € D(L) et
La = f. Inversement supposons que f € R(L); soit u, la solution de

(30) e +-‘%+ Lu.=f sur (0,T), u(0)=u.(T).

On notera que

2

+|Lu, [u=|flh

H

du,

(€2)) ar

et que
e, +Lu, = f= Le.

Par conséquent |, | = |¢| est d’aprés (31), |u. |4 reste borné quand ¢ —0. Le
passage & la limite dans (30) quand ¢ — 0 est alors immédiat.



338 H. BREZIS AND P. L. LIONS Israel J. Math.

En particulier R (A) est fermé dans H si R(L) est fermé dans 7 et dans ce cas
on peut appliquer le Théoréme 5.

On en déduit par exemple que si fEL¥Q) (Q=Qx(0,T)) vérifie
fof(x,t)dxdt = 0, alors la suite définie par récurrence

Unss +%*—'— Atpsr=u, +f sur Q,
ST sur 90 (0, T)

av > b
Unii(X,0) = tpsr(x, T) sur §)

converge vers 'unique solution de

du _

o —Au=f sur ()

u

-;=O sur 3Qx (0, T),

u(x,0)=u(x, T) sur ()

vérifiant [ou(x, t)dt = [o uo(x, t)dxdt.

De plus u,—u dans L?*0,T;H*Q)) et du./dt— du/dt dans L*Q)
gémétriquement avec un rapport de convergence k qui est précisé par le résultat
suivant

ProposiTiON 7. On suppose que R(L) est fermé et on note
6 =Inf{(Lx,x); x EN(LYND(L), |x|=1}>0

alors (23) a lieu avec

1 1
(32) k=Max{1+0’\/ 47#}’
1+ —5
T
DemoNSTRATION. 11 suffit de prouver que [(I+ A)iw,|=k. Soit donc
fE R(A) et soit u la solution de

(33) u +%‘7‘+ Lu=f sur (0,T), u(0)=u(T).

Comme # = R(LY N(L),onnotev = v,+ v, avecv, E R(L)et v;€ N(L).
Donc (33) est équivalent a
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du]

(34) u, + 7—+ Lu,=f, sur (0,T), u,(0)=u(T),
(35) + % =f, sur (0,T), u,(0) = uy(T),

L’hypothése f€&€ R(A) exprime que [5f(t)dt € R(L) et donc comme
foux(t)dt=0on a

(36) L ’ ft)dt =
De (34) on déduit que
&y [l S35l

Par ailleurs de (35) on déduit que

duz

(38) lua fia + =2l

Comme [ uy(t)dt =0 (d’aprés (35) et (36)) on peut appliquer l'inégalité de
Poincaré

du, |?

2
w
ar |, =7 el

et on conclut que

———=|f2ln-
TZ

(9) el = \/1+

Combinant (37) et (39) on obtient le résultat.

Il —Etude de I, (I + A,A)™" pour A nonlinéaire

II.1 Le cas général

Soit A un opérateur (nonlinéaire) maximal monotone tel que 0 € R(A); on
note F=A7'0.

Soit (A.).z1 une suite de réels, A, >0; on définit par récurrence

(40) X = (I + AA)Y %oy, Xo= X.

Si A est multivoque on conviendra que Ax, = (1/A.)(Xn-1— X.).
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ProrosiTion 8. On suppose que 2;-, A= . Alors

41) x. converge faiblement vers une limite | € F,
(42) | Ax, | = - dist(x, F).

DEMONSTRATION. Notons d’abord que (Ax, — Ax.-i, X, —X,-1)20 ie.
(Ax, — Ax,_,, Ax,) =0 et donc la suite |Ax,| est décroissante. Etant donné
ucEF ona

(X, —u P+ AL Ax P S X0 —u )

ce qui implique que
(“3) > AlAx Pslx-uly
p=1

d'on (42).

Pour prouver (41) on utilise le lemme d’Opial (cf. [9])." Notons d’abord que
pour tout u € F la suite |x, — u| est décroissante. D’autre part si x,, — [, alors
| € F puisque Ax,, — 0 (cf. par exemple [3]).

ReEMARQUE 8. Choisissant A, =1 on voit que (I + A)™" converge faiblement;
ce résultat était connu (cf. [4] et [9]) car (I + A)™' peut s’écrire sous la forme
(I + T)/2 ou T est une contraction admettant un point fixe." Notons aussi qu’en
général (I + A)™ ne converge pas fortement (cf. [8]). Toutefois on sait (cf. [1])
que si A est impair, alors (I + A)™" converge fortement. Nous ne savons pas si
I, (I + A,A)™' converge fortement lorsque A est impair et Z,A; = .

REMARQUE 9. 1l est évident que si 2,-, A, <, alors la suite x, définie par
(40) converge fortement (mais en général la limite n’est pas un élément de F)
puisque | X, — x,-,[= A, |Ax, | = A, | Ax,| et donc 2,

Xo = Xy ] <20,

REMArQUE 10. Considérons le cas oll A, = © et TA2<x. Alors la suite x,
définie par (40) ne converge pas nécessairement (cf. Remarque 1). Néanmoins on
peut montrer (P. L. Lions, a paraitre) que 2;.,A,x,/2,- A, converge faiblement
vers un élément de A {0}

'Soit FCH, F#J et soit (x,) une suite vérifiant:

(a) Yu €F, {x, ~ u! converge,

(b) si x., converge faiblement vers y, alors y € F.
Alors x, converge faiblement vers une limite.

"Lorsque A, = ¢ >0, (41) est démontré dans [10] par la méme méthode.
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REMARQUE 11. Supposons qu’il existe « >0 tel que
(44) Vx,y€ED(A) |Ax—-Ay|zalx-y|

(i.e. A est bijectif et A ™' est lipschitzien). Alors x, — | dés que =;_, A = «; plus
précisément il est clair que

o= lx -1 T] @+ atad.

En particulier si A, =1, la convergence est géométrique (ce cas est considéré
dans [10]).
S’il existe a >0 tel que

(45) Vx,yED(A) (Ax—Ayx-y)Zalx—-yf
alors x, — 1 dés que Z,_, A, = »; plus précisément il est clair que
xo = 1 =]x = 1] (1+ar,)™
p=1

ce cas est a rapprocher de [7]. Notons enfin que (45) est vérifié lorsque A = d¢
(¢ convexe s.c.i.) et A™' est lipschitzien de rapport 1/a (cf. [2]).

11.2 Cas ou A = d¢ (ou A demi-positif)
Lorsque A = d¢ est le sous-différentiel d’une fonction convexe s.c.i., il suffit
de supposer que Z;-, A, = © pour obtenir la convergence de x,.

THEOREME 9. On suppose que A = d¢ et que 2;., A, =. Alors

(46) x. converge faiblement vers une limite | € F,
(47) |Ax,| = )«/2 dist(x, F).

Si de plus A est impair, alors x, converge fortement.
REMARQUE 12. Lorsque A, =1 on obtient pour A =d¢ |[A(I+A)"x|=
(V2/n)dist(x, F). Remplagant A par (t/n)A on voit que

‘ A(I +;’A>_"x < ?dist(x, F).

Quand n — =, on retrouve Pefet régularisant du semi-groupe engendré par — A

(cf. [3]).
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DEMONSTRATION. On a Vu

eu)— @(x.)Z (Ax,,u —x,)= le(x,ﬂ-x,.,u -Xx.)
(48)

25y, Ju =% = u = xai ).

Sott u € F; on peut supposer que ¢{u}=0 et que ¢ =0 sur H. On déduit alors
de (48) que

(49) z A (x,) = 3dist(x, F).

D’autre part on a
(50) @ (xao1) = @ (%) Z A, | Ax, |2

et donc

Mo 1@ (n 1) = pn@ (X0) + A (X0) Z At | A, [

et par sommation il vient
};2 Aobtp—1] Ax, P = 21 Ao (x,) = 3dist(x, F).
Par ailleurs d’aprés (43) on sait que = A2|Ax, |* = dist(x, F). Donc
2; Aoitp 1| AX, |7+ le A2 Ax, | = 2 dist(x, F)*.

En utilisant le fait que la suite |Ax,| décroit on conclut que ul|Ax,[’=
2dist(x, F)’. On établit que x, — I comme dans la démonstration de la Proposi-
tion 8.

Pour prouver que x, converge fortement dans le cas ou A est impair (¢ pair)
on utilise une technique introduite par R. Bruck (cf. [5]). D’aprés (50) la suite
®(x,) est décroissante. Choisissant u = —x, avec p = n dans (48) on obtient
donc | x, + X, | =|x.-1 + X, |. D’00 il résulte que pour p fixé la suite n » |x, + x, |
est décroissante lorsque n varie entre 1 et p. En particulier |x, + x, | =[x, + x, |
pour 1=n=p ie 4|5 =|x.+x,[>. Comme [x,+x,[+|x,—x['=
2{x.[*+2|x, > on en déduit que |x, — x, "= 2|x.|*— 2| x, |* et donc la suite (x.,)
est de Cauchy.

On peut méme établir la convergence faible de x, sous 'hypothese Z;_, A, =
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pour la classe des opérateurs demi-positifs A (qui inclut les d¢ ). On dit que A
est demi positif (cf. [5]) sil existe y, € F tel que Vu, € D(A), Vf. € Au, avec
u, — u et |f,| borné, alors (f., u, — yo)— 0 implique u € F.

TutoreME 10.  On suppose que A est demi positif, et que Z;-, A, = ©. Alors x,,
converge faiblement vers une limite | € F.

On utilisera le

LEMME 1. Sous les hypothéses du Théoréeme 10,Ve >03AN,Vn = N, Am avec
N =m = n vérifiant

‘xm—x“|<89

(AXmy X — Yo) < €.

DimonsTraTION. Comme yo € F, on a (Ax, X — ¥o) = 0. D’autre part
%lxk - )’0'2 + A (Axk, Xk — y0)§ %'xk—l - )’0,2

et donc
(51) > A (Axi, xi = yo) <.

Soit P = {lf;(Axk, X — yo)Z €}, de sorte que gface a (51) ZyepAv <. En
particulier Sy cp | X — X1 <o0; soit donc N, tel que Zicpznm | Xk — Xiot] <e.
Fixons ensuite N = N, tel que (Axn, xv — ¥o) < & (ceci est possible grice a (51) et
a 'hypothése Z A, = ).

Etant donné n = N, distinguons deux cas:

Cas 1. n& P; on choisit m = n,

Cas 2. n € P; on choisit pour m le plus grand entier k < n tel que k € P.
Notons que m = N et que {m +1,---,n}CP. D’ou

n

[x,,—x,,.]é 2 lxk_xk—1,<€.
k=m+1
DEMONSTRATION DU THEOREME 10.  Appliquons le lemme d’Opial. Si x,, — 1,
montrons que | € F. D’apres le lemme 1, on peut construire une suite m, —
telle que | x,,, — X, | = 0 €t (AXpn,, Xm, — Yo)— 0. D’00 x,,, — | et | € F puisque A
est demi-positif.

ReEMARQUE 13. Le Théoréme 10 et sa démonstration sont a rapprocher des
résultats de [6].
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REMARQUE 14. Supposons maintenant comme dans [10] et [7] que la suite
(x.) ne vérifie pas x, = (I + A,A) 'x,_, mais seulement |x, — (I + A,A) 'x._,| <
£, avec Zi-; & <, alors

(@) x,.— 1! pour A général et 3;_, A} =0,

(b) x. — 1 pour A =3¢ (ou A demi positif) et 27_; A, = o,

(c) x.— [ pour A =3¢, A impair et 27_, A, = .

DEMONSTRATION.  Pour k fixé, on construit la suite £,(k) définie par
bok)=x,  &k)=(T+hnA) %, &)= (T +AanA) (k).

Moyennant les hypothéses sur A et A« on sait que &,(k)— £(k) dans les cas a) et
b) et £,(k)— £(k) dans le cas ¢).
D’autre part on vérifie aisément que

(52) [ (k)= Enrs(k — 1)| = &4

et donc a la limite [£(k)— £(k — 1) = &

Par conséquent £(k) est de Cauchy et ¢(k)— [ quand k — .

Enfin appliquant (52) avec n=0¢et k, n=1et k—1,---,n et k —n avec
k > n on obtient par addition

Xk =&tk —n—=1)|Sex+ &1+ -+ + €ecn
i.e. remplagant k par k +n on a
[Xisn = Enirlk = 1) = €1sn + Exann + -+ + &k
On a
Xeon =1 =Xesn —bnsilk — D+ &k —1)—Ek - 1)+ -1)— L
On fixe d’abord k assez grand pour que
(eksnt - +&)<e et |&k)-1|<e.
et puis n assez grand pour que &..,(k — 1) — £(k — 1) appartienne a un voisinage
de 0 (faible ou fort suivant les cas). C.Q.F.D.
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