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ESPACES DE B A N A C H  REPRESENTABLES 

PAR 

GILLES GODEFROY ET MICHEL TALAGRAND 

ABSTRACT 

We study the Banach spaces which are isomorphic to a subspace of I~(N) which 
is analytic in R s. We prove structure theorems which show that some pathologi- 
cal situations cannot take place in this class. We show that a non-metrizable 
separable compact of Rosenthal has a continuous image which is not a compact 
of Rosenthal. 

La structure des espaces de Banach g6n6raux pouvant  8tre tr~s complexe ,  il 

est naturel de chercher ~ obtenir des th6or~mes de structure pour des classes 

d 'espaces v6rifiant une propri6t6 suppl6mentaire;  c'est ce qui a 6t6 fait, par 

exemple,  pour les espaces r6ticul6s [9] ou les espaces h structure locale 

inconditionnelle. Par ailleurs, il peut 8tre utile de savoir si un espace E est un 

espace dual. On sait par exemple [7] que darts la classe des espaces duaux, les 

propri6t6s de Krein-Milman et de Radon-Nikodym sont 6quivalentes. 

L 'hypoth~se de repr6sentabilit6 que nous employons peut ~tre consid~r6e 

comme une extension tr/:s vaste de l 'hypoth~se " E  est dual d 'un espace 

s6parable".  Les exemples donn6s montreront  par ailleurs qu 'on  peut consid6rer 

que les sous-espaces "nature ls"  de/~(N),  c'est-h-dire ceux dont la d~finition ne 

n6cessite pas l 'emploi  de l 'axiome du choix ou de l 'hypoth~se du continu, par 

exemple,  v6rifient l 'hypoth~se de repr6sentabilit6, et donc que certaines 

pathologies de structure ne se produiront  pas dans les cas concrets. 

DEFINITIONS-NOTATIONS. La boule unit6 d 'un espace de Banach X sera not6e 

Xl. La topologie o-(X',X) sur le dual X' de X sera not6e oJ*. Un espace 

compact  K sera dit angdlique s'il poss~de les propri6t6s suivantes: 

(1) Tout  sous-ensemble de K relat ivement d6nombrablement  compact  est 

compact.  

(2) Tout  point x de K adh6rent h une partie A de K est limite d 'une suite 
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d'616ments de A. I1 est clair qu'un compact ang61ique est en particulier 

s6quentiellement compact. 

Une partie D du dual d 'un espace de Banach E sera dite normante si la 

fonction ~b(x) = sup{ly(x) l  I y E D} est une norme sur E 6quivalente h la norme 

initiale. Si D est une partie normante de E ' ,  on notera ~o la topologie de la 

convergence simple sur D. La topologie ~ro, d6finie sur E, est une topologie plus 

faible que la topologie faible. 

Soit {x~,f~}~eA u n  sous-ensemble de E • E ' .  La famille {x~,f~} sera appel6e 

syst~me biorthogonal si on a f~,(xo) = 6 f .  Un espace compact K sera dit compact 

de Rosenthal s'il est hom6omorphe ~ un compact, pour la topologie de la 

convergence ponctue/le, de fonctions de premiere classe sur un polonais (5). Un 

espace topologique A est dit analytique s'il est image continue de l 'ensemble N ~ 

des irrationnels de [0,1]. Enfin, un espace de Banach E sera dit de type 

dgnombrable s'il existe une partie D de E'  normante d6nombrabte. 

I. Les espaces repr6sentables 

DI~FINITION 1. Soit E un espace de Banach de type d6nombrable. L'espace E 

sera dit representable s'il existe un sous-espace X de /~(N), isomorphe ~ E, 

analytique dans l'espace R N. 

D~FINITION 2. Soit E un espace de Banach de type d6nombrable. L'espace E 

sera dit universellement representable si tout sous-espace X de I~(N), isomorphe 

E, est analytique dans R N. 

Le lemma suivant 6claire la signification de ces d6finitions. 

LEMME 3. Soit E un espace de Banach de type d~nombrable. Alors: 

(1) E est representable si et seulement s'il  existe une partie d~nombrable 

normante D de E '  telle que (E, o'o) soit analytique. 

(2) E est universellement representable si et seulement si pour toute partie 

d~nombrable normante D de E' ,  l' espace (E, o'o) est analytique. 

DI~MONSTRATION. Si D = {f, }.oN est une partie d6nombrable normante de E ' ,  

l 'application q~o de E dans I~(N) qui envoie x sur (fn (x)) est un isomorphisme 

entre E et le sous-espace tht, (E)  de I~(N); inversement, tout isomorphisme est 

obtenu de cette mani~re. I1 suffit alors de traduire les d6finitions 1 et 2, en 

remarquant que la topologie induite par R r' sur ~bo (E)  se transforme par ~bfi I en 

la topologie ~o. C.Q.F.D. 

Ci-dessous, un sous-espace X de I~(N) isomorphe h E sera appel6 

"repr6sentation de E "  
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Exemples d'espaces universellement reprdsentables 
- -  Si E est s6parable, toute repr6sentation de E est un K,~ dans R N. 

- -  dim E < ~ si et seulement si E admet une repr6sentation comme ~38 de R N. 

- -  Si E" est s6parable, toute repr6sentation de E est un ~3~ dans R r~. 

- -  Si K est un compact de Rosenthal s6parable, toute repr6sentation de 

l'espace qg(K) est analytique dans R ~ [5]. Plus pr6cis6ment, si K est un compact 

s6parable, on a l'6quivalence suivante [5] 

K de Rosenthal r162 Cg(K)est universellement repr6sentable. 

- -  Si E est s6parable, le dual E '  de E est universellement repr6sentable si et 

seulement si E ZI I~(N). 

Exemples d'espaces repr~sentables 
- -  L'espace E est le dual d'un espace s6parable si et seulement s'il existe une 

repr6sentation de E qui soit K~ dans R ~. En effet, si E est le dual d 'un espace 

s6parable X, soit D u n e  partie d6nombrable dense en norme dans X~; (E, tro)est 

K~ d'apr6s la compacit6 pr6faible de El.  Inversement, si (E, tro) est K~, soit 

E = I..J,EN K,, le th6or~me de Baire applique ~ E muni de sa topologie forte 

montre que l'un des K, est d'int6rieur non vide et donc que E contient une 

boule B0 (pour une norme 6quivalence) de centre 0 qui soit compacte pour tro 

l'espace E s'identifie alors au dual de l'espace des fonctions aflines continues sur 

(Bo, tro) nulles en 0. 

En particulier, le dual d'un espace s6parable est repr6sentable. 

- -  Soit c = 2 ~o. L'espace l'(c) admet une repr6sentation K,,s dans R N. En effet, 

on identifie l'(c) ~ l'espace d//~ a des mesures atomiques sur [0, 1]; il suffit alors 

d'employer le fait que l'application /z ~ /xd ,  dont le noyau est d,t~, est de 
deuxi6me classe de Baire pour la topologie vague. 

Plus g6n6ralement, si E est s6parable, l'ensemble Ext EI des points extremaux 

de E '1 est un ~6 de (E ~, to *) [2]; on en d6duit que le sous-espace fortement ferm6 

de E '  engendr6 par Ext(E~) est repr6sentable. 

- -  Avec la m6me d6monstration que ci-dessus, l'espace d/~ des mesures de 

Radon diffuses sur [0, 1] admet une repr6sentation Ko~. 

- -  L'espac~e cr 1] c) admet une repr6sentation analytique. Ceci d6coule du 

lemme suivant, qui se d6montre en utilisant les m6thodes de [5]: Soit {f,}.~N une 

partie d6nombrable dense dans [0, 1] c, form6 de fonctions bor61iennes sur [0, 1]. 

Alors l'espace cr c) muni de la topologie de la convergence simple sur la 

famille {/.}.E~ est analytique. 

Nous verrons plus loin des exemples d'espaces non repr6sentables. 
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II. Les th6or~mes de structure 

Le lemme technique suivant est essentiellement une adaptation d'un r~sultat 

de C. Stegall [11]. 

LEMME 4. Soit E un espace de type ddnombrable, non sdparable et 

reprdsentable. Soit D telle que (E, cro) soit analytique. II existe dans E • E '  un 

syst~me biorthogonal {x~, f~ }~ ca, tel que {x~ }~ cA m uni de ~o soit hom~omorphe fi 

l' ensemble de Cantor {0, 1} N. 

DEMONSTRATION. Par hypoth~se, il existe une surjection continue 

6 : NN---> (E, o'o) �9 

On suppose E muni de la norme d6finie par la partie D. Soit 0 < e < 1. Soit f~ 

le premier ordinal non d6nombrable. Une r6currence transfinie facile montre 

qu'il existe des (t~)~<a dans E, et des (y~)~<n dans E', tels que 

(1) Ilto II--< 1 v,,, 
(2) II Y~ I[ < 1 + e Va, 

(3) si /3 < a, yo (t0) = 0 et y~ (t~) = 1. 

On choisit cr~ = g,-1(t~). L'espace topologique N Nes t  h6r6ditairement de 

Lindel6f, done tout ~ ,  a => a0, off a0 est un certain ordinal d6nombrable, est 

point de condensation des (o-,),<n, c'est-g-dire que tout voisinage de cr~ dans N N 

contient une infinit6 non-d6nombrable de (cr,),<a. 

Notons (D)  l 'espace vectoriel alg6briquement engendr6 par D. Tout  616ment 

de D est continu sur (E, cro). 

SOuS-LEMME. II existe une suite (A,  ),~N de sous-ensembles de N TM qui vdrifie : 

(1) A,  = U,~soB T, o~ S, = {0, 1} ~, et oft B ~ est une boule de rayon <= 1/n, pour 

une distance fixde sur N N induisant la topologie usuelle. 

(2) B7 +I C_ BT/, Vs E S,+l (o~ s/n est l'~ldment de S, [ormd des n premidres 

coordonndes de s ). 

(3) II existe [7 E (D) telle que IIf:ll < 1 § ~, et telle que 

(a') /~' -> 1 - e sur 6 (B 7), 

(b) IfT[ <-- 1/n sur 6(B:,),  

V s ' # s ,  s ' ~ S . .  

DI~MONSTRATION DU SOuS-LEMME. Soit ao < f~ tel que tout o-~ (a --> ao) soit 

point de condensation des (o'~)v<a et soit al > ao. I1 existe y., @ E'  tel que: 

= I, lly ,ll< 1+ e. 
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L'espace E 6tant muni de la norme d6finie par D, la boule unit6 de (D) est 

oJ*-dense dans El.  Donc il existe fl � 9  telle que 

Ilfltlll < 1 + e, f~,[4, (or.,)] = 1. 

La fonction fI~ o 4' est continue sur N ~, donc l'ensemble 

4 , - ' (v , )  = 4,-'({x �9 E [ x)[ < 

est un voisinage de cry, dans N N. On d6finit B~t = At comme une boule de rayon 

inf6rieur ou 6gal h 1, contenant (r~, et contenue dans 4,-'(V~). Le couple (f~z, At) 

v6rifie les propri6t6s annonc6es. 

Soient ~ pr6sent a~<[3~<a2, tels que o'~, et o-~ �9  A~. On a 

y~(r (~ra,)) -- 0; y,~(4, (o',~))= 1; II y.~ll = 1. 

La boule unit6 de (D) est dense dans (E~, ~o *), donc il existe f~ �9 (D) telle que 

f~:(6 (~r,,)) = 0; f~(4, (o-~)) = 1; IIf~ll = 1. 

Le point o-,, ~tant point de condensation des (o-~)~<~, il existe a3 > a2 tel que 

~r~ �9 A t, et f~(4, (o-~)) < e/4, puisque f~ o 4, est continue sur N N. On a alors 

y~(4, ( ~ ) )  = 1 ; yo,(4, (or,~2)) = 0; II Y'~3 II < 1 + ~. 

Et toujours par densit6 de la boule unit6 de (D) dans (E'~,w*), il existe 

f~ �9 (D) telle que 

Ilf~]l < 1 + e ; f~(4, (o'~)) = 1; f~(4, (~%)) = 0. 

On prend alors B ~  ~r.~ et B , ~  o-~ des boules assez petites pour que 

B~ U B~_C AI = B t~, de rayon --< 1/2 et telles que 

f ~ > l - e  sur 4,(B~); / I < 1 / 2  

f2 < 1/2 f ~ > l - e  sur4,(B~); 2 

sur 4, (B~), 

sur 4, (B ~), 

ce qui est possible d'apr/~s la continuit6 des fonctions f~ o 4, et f~ o 4, sur N N. On 

poursuit ensuite la construction de fa6on analogue au premier pas, ci-dessus, de 

la r6currence, ce qui prouve le sous-lemme. 

Terminons la d6monstration du lemme 4. Soit p �9 {0, 1} N. La suite {/7,n,},EN est 

une suite born6e dans E ' ;  soit/p �9 E '  un point o~*-adh6rent h la suite (f~l,). On 

d6finit A : {0, 1} N---~ N N par A (p) = ("I,~N B~,l.. 

L'application A est une injection continue par construction et on a 

(a) f~l.>=l-e sur BT, I. ~ fp[4,~ 
(b) f~,j.<=l/n sur B7,1. s i p  In#p'ln ~fp[4,oA(p')]=O si p#p'. 
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On en d6duit que l'application 4~~ est injective, et que le syst~me 

(~b o A (p), (fp (~b o A (p)))-~fp),~(o.~ est un syst~me biorthogonal. Enfin, l'ensem- 

ble (4~oA(p))o~o.~, image de l'espace compact {0,1} N par une injection 

continue, est hom6omorphe h {0, 1} N. C.Q.F.D. 

On d6duit imm6diatement du lemma 4 le 

TrtEOREME 5. Soit E un espace de Banach de type d~nombrable, representable. 

Les ~noncds suivants sont ~quivalents : 

(1) E est sdparable, 

(2) E ne contient pas de syst~me biorthogonal ~ C dldments. 

Le th6or~me suivant permet de caract6riser, parmi les espaces repr6sentables, 

ceux qui sont universellement repr6sentables. 

TrfEOREME 6. Soit E un espace de Banach de type d~nombrable et 

representable. Les ~noncds suivants sont ~quivalents : 

(1) E est universellement reprdsentable, 

(2) l '(C)f2 E, 

(3) l'espace compact (El, ~o*) est angflique. 

Df~MONSTRAT1ON. On suppose E muni de la norme d6finie par D. 

(1) ~ (3). L'espace (E,r est analytique. Le compact (El,  co*) apparait 

comme un compact de fonctions sur l'espace analytique (E, o-o), qui contient une 

partie dense (la boule unit6 de (D)) form6e de fonctions continues. Si E est 

universellement mesurable, tout x E E;  est une fonction bor61ienne sur (E, o'o). 

En effet, soit D '  --- D t.J {x }. L'espace (E, cro,) est analytique, et o-o > o-o. I1 en 

r6sulte que les structure bor61iennes d6duites de o'o, et cro sont identiques, donc 

que x est une fonction bor61ienne. Or, d'apr~s (1) tout compact de fonctions 

bor61iennes sur un analytique qui contient une partie dense de fonctions 

continues est hom6omorphe hun  compact de fonctions l~re classe sur un espace 

Polonais et est donc en particulier ang61ique. 

(3) f f  (2) est vrai, sans hypoth~se sur E:  Si l '(C) C E, alors/~(N) est quotient 

de E, donc E~ contient une copie de /3N, donc n'est pas ang61ique. 

(2) ::~ (1). Si l~(C)V_ E, alors/3NZ E;  d'apr~s (13). La boule unit6 de (D) est 

une famille de fonctions continues sur l'analytique (E, o-D) dont l'adh6rence E~ 

pour ia convergence simple ne contient pas/3 N. Par cons6quent E'~ est form6 de 

fonctions bor61iennes sur (E, cro) [1]. I1 est alors facile de voir que si D '  est une 

partie normante d6nombrable de E ' ,  les structures bor61iennes induites par ~ro, 

cro, et o'ouo, sont identiques. Or un espace m6trisable s6parable dont la tribu 

bor61ienne est celle d'un analytique est analytique [3] et donc (E, o'o,) est 

analytique. C.Q.F.D. 
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Exemples d'espaces de type d~nombrable non reprdsentables. Applications 

Dans ce qui suit, on dira qu'un compact s6parable - -  respectivement un 

convexe compact s6parable - -  est reprdsentable si l'espace ~ ( K )  - -  respective- 

ment l'espace sO(K) des fonctions attines continues - -  est repr6sentable. 

(1) D'apr~s le th6or~me 5, si K est repr6sentable et non m6trisable, alors 

Cr contient un syst~me biorthogonal de cardinal C. Or, K. Kunen [8] a 

construit (avec l'hypoth/~se du continu) un compact K,, s6parable non m6trisable 

tel que Cr ne contienne pas de syst/~me biorthogonal transfini. Le compact 

K0 n'est pas repr6sentable. 

(2) D'apr~s le th6or~me 6, si K est repr6sentable et n'est pas s6quen- 

tiellement compact, alors ~ ( K )  contient l'(C). Le compact K~ construit par R. 

Haydon [6] (avec l'hypoth~se du continu) n'est donc pas repr6sentable. 

(3) D'apr~s le th6or~me 6, si K est repr6sentable et infini et si ~ ( K )  est un 

espace de Grothendieck, alors I~(N) est quotient de CO(K). f~e compact Kz 

construit par le second auteur [12] (avec l'hypoth/~se du continu) n'est donc pas 

repr6sentable. I1 en est de m6me du compact ang61ique K~ ([12]: hypoth~se du 

continu) tel que /~(N) soit quotient de Cr 

(4) Soit A un sous-ensemble non analytique de [0, 1]. Soit Ia l'intervalle 

"6clat6 aux points de A ". Ce compact n'est pas un compact de Rosenthal [5]. La 

d6monstration du th6or~me 6 nous montre alors que ~g(IA) n'est pas 

repr6sentable. Ce dernier exemple montre que construire un Banach non 

repr6sentable revient h construire un sous-ensemble non analytique de [0, 1], 

puisque tout Banach non repr6sentable est un sous-ensemble non analytique de 

R N qui est borel-isomorphe ~ [0,1]. Dans la mesure oft les sous-ensembles 

"raisonnables" de [0, 1] sont analytiques, on peut consid6rer que les espaces de 
Banach de type d6nombrable "raisonnables" sont repr6sentables. 

(5) Soit 1,11 le premier ordinal non d6nombrable. Le th6or~me 6 permet de 

montrer facilement que ll(N1) est repr6sentable si et seulement si 1~ = 2".. La 

n6gation de l'hypoth6se du continu permet donc de construire un espace assez 

simple, ~. savoir 11(1%), qui n'est pas repr6sentable. 

(6) On dit qu'un espace de Banach E a la propri6t6 (cr si toute famille 

(c~,)~a de convexes ferm6s born6s d'intersection vide contient une sous-famille 

denombrable d'intersection vide; cette propri6t6 a 6t6 6tudi6e par R. Pol [10]. 

Le th6or~me 6 permet de montrer: Soit E representable. Alors : E a la propridtd 
(c~) si et seulement si (E~,to*) est ang~lique. On ne sait pas si l'6quivalence 

ci-dessus est vraie en g6n6ral. 

(7) Soit K un convexe compact repr6sentable. Le th6or6me 5 permet de 
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montrer: Si tous les sous-ensembles convexes ferm~s de K sont sdparables, alors K 

est m~trisable. On ne sait pas si/'implication est vraie en g6n6ral. 

(8) L'espace H(N) muni de sa topologie faible est non m6trisable et non 

s6parable. Le th6or6me 5 permet de montrer, cependant, que tout sous-espace 

ferm6 de H(N) qui est mesurable-souslinien dans (H, o~) est analytique (c'est-h- 

dire s6parable) darts (H, w). 

IIl. Applications aux compacts de Rosenthal 

Les compacts de Rosenthal sont le champ priviligi6 d'application des 

m~thodes de ce travail. 

Soit K un compact s~parable. I1 est montr6 dans [5] que K est un compact de 

Rosenthal si et seulement si l'espace ~ (K)  est universellement repr6sentable. I1 

est montr6 6galement que la classe des compacts de Rosenthal s6parables est 

stable par image continue ouverte, mais n'est pas stable par image continue. Le 

th6or~me 7 ci-dessous va pr6ciser ce dernier point, en montrant que les seuls 

compacts de Rosenthal s6parables dont toutes les images continues sont des 

compacts de Rosenthal sont les compacts m6trisables. 

Rappelons que la tribu cylindrique d'un espace de Banach E, not6e CyI(E), 

est la tribu engendr6e par les 616ments de E',  ou encore [4] par les fonctions 

continues sur l'espace topologique (E, w). 

THEOREME 7. Soit K un compact de Rosenthal. Les dnoncds suivants sont 

~quivalents : 

(1) K est mdtrisable. 

(2) K est s~parable et toute image continue de K est un compact de RosenthaL 

(3) K est s~parable et l'espace CO(K) est lindel6f pour la topologie faible. 

(4) La tribu CyI(~(K)) s'identifie d la tribu des borgliens faibles de ~ (K) .  

DEMONSTRATIOn. (1) r (3). Plus g6n6ralement, le th6or6me 5 montre qu'un 

espace de Banach repr6sentable est lindel6f pour la topologie faible si et 

seulement s'il est s6parable. 
(1) <::> (4). Si la boule unit6 de ~ (K)  appartient ~ Cyl(CC(K)), il existe une 

partie d6nombrable D de ~ (K)  qui s6pare ~(K). On en d6duit que K est 

support d'une mesure de Radon, donc [5] que K est s6parable. I1 est facile de 

voir que la tribu cylindrique d'un espace universellement repr6sentable est une 
tribu souslinienne. D'apr6s le th6or6me 5, si E est universellement repr6sen- 

table et non s6parable, la tribu CyI(E) est distincte de la tribue des bor61iens 

faibles de E puisque cette derni6re a 2 c 616ments; en effet, un syst6me 
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biorthogonal de cardinal C fournit un sous-ensemble faiblement discret de E de 

cardinal C. 

(1) ~ (2) est 6vident. 

(2) ~ (1). Reprenons la d6monstration du lemma 4 dans le cas o/l E est un 

espace <r (K compact de Rosenthal s6parable). Soit D u n e  partie d6nom- 

brable dense de K, telle que l'espace C~(K) muni de la convergence simple sur D 

soit analytique [5]. I1 est facile de voir que les {y~}~<, dans <r peuvent 6tre 

pris de la forme y. = �89 -ebo) ,  Oil eao et ebo sont les mesures de Dirac aux 

points ao et b, de K. On prend ensuite les 616ments (f~)s~s. de la forme 

�89 o/1 a7 et b7 appartiennent ~ D. Pour tout p E{0, 1} N, la mesure [p 

adh6rente h la suite (fTi.) est alors de la forme [p = �89 - ebo). On associe ~ toute 

partie A de {0, 1} s l'espace 

E~ = {g E ~ ( K ) l f o ( g )  = 0 Vp ~ A } .  

D'apr~s la forme des mesures fp, l'espace EA est une sous-alg~bre unitaire de 

~(K) .  Le lemme 4 montre que si A ~ A ', alors EA ~ EA,. Or la tribu Cyl(~(K))  

a C 616ments, donc il existe A E{0, 1} N tel que EA~CyI(~,  (K)). La tribu 

Cyl(~(K))  6tant souslinienne, ceci implique que la tribu CyI(EA) n 'est  pas 

souslinienne. Or EA = ~ ( K ' )  pour un certain compact K' ,  image continue de K, 

et [5] montre que K '  n'est pas de Rosenthal. C.Q.F.D. 

REMARQUES ET QUESTIONS 

(i) A-t-on en g6n6ral (4) ~ (1)? 

(ii) Dans (2), l'hypoth~se " K  s6parable" est n6cessaire comme le montre 
l'exemple du compactifi6 d'Alexandroff d'un ensembe discret de cardinal C. 

(iii) Tout compact de Rosenthal s6parable 6tant repr6sentable, un convexe 

compact de Rosenthal h6r6ditairement s6parable est m6trisable. L'exemple de 

l'intervalle 6clat6 montre qu'on ne peut se passer de l'hypoth~se de convexit6. 

(iv) Le th6or~me 5 permet de montrer que si E est reprdsentable et non 

sdparable, alors E a un quotient qui n ' est pas de type d~nombrable. Ceci amine  

se poser la question suivante: existe-t-il un sous-espace X non s6parable de 

/~(N), tel que tout quotient de X soit de type d6nombrable? 
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