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1. — Introduction.

Je me propose d’exposer ici quelques résultats que j’ai obfenu dans la
recherche et I’étude des solutions de quelques types d’équations d’ondes non
linéaires susceptibles de généraliser les équations d’ondes de la mécanique
ondulatoire.

De nombreux auteurs ont déja cherché & introduire des équations d’ondes
non linéaires en partant soit d’une étude phénoménologique des interactions,
soit en cherchant une théorie non linéaire dont la théorie quantigue des champs
soit une approximation.

J’ai adopté un tout autre point de vue en cherchant si des considérations
trés générales pouvaient sinon indiquer exactement, tout au moins restreindre
les clagses d’équations d’ondes non linéaires susceptibles d’étre introduites.
Partant d’une analyse des types de solutiong de 1’équation d’ondes de Klein-
Gordon, j'ai été amené [16-18] & en examiner les généralisations accep-
tables. Réciproquement, ces généralisations satisfont & des égquations d’ondes
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généralisations de Véquation de Klein-Gordon. Dans le cas des ondes planes
jai été amené [16] ainsi & retrouver un type d’équations non linéaires déja.
rencontré par R. FINKELSTEIN, R. LE LEVIER, M. RUDERMAN [6], L. SCHIFF [20]
et N. RosEN et H. B. ROSENSTOCK [19].

2. — Les solutions principales de 1’équation de Klein-Gordon.‘

La mécanique ondulatoire usuelle représente les corpuscules sans spin par
des fonctions d’ondes y(x, y, 2, 1) solutions de I’équation de Klein-Gordon

Oy + poy = 0,
(1) 10t [ee 02 ot MeC ” 3
‘EZ@_(%ﬁﬁﬁﬁ’ Moo= Ty

Bien que des théorémes généraux montrent I’équivalence de tous les systemes
complets de solutions des équations d’ondes, les applications de la mécanique
ondulatoire montrent qu’il est nécessaire suivant les problémes examinés,
d’utiliser des systémes de base adaptés possédant par exemple des symétries
particulieres. Dans une généralisation non linéaire de la mécanique ondula-
toire qui semble souhaitable a différents égards il est possible que certaing
systemes de base soient seuls & considérer, ’équivalence entre systéme pouvant
ne résulter que d’'une dégénéréscence associée 4 lapproximation linéaire.

Suivant les problémes étudiés les principaux types de solutions de I’équation
de Klein-Gordon sont:

a) les solutions du type ondes planes,

b) » » ondes invariantes,
c) » » ondes sphériques,
d) » » ondes guidées.

a) Les solutions du type « ondes planes » s’cbtiennent & partir de ’équa-
tion (1) en supposant que les fonetions wy(z, ¥, z, t) ne dépendent gque dune
seule variable soit 7, combinaison linéaire de x, y, 2, ¢

(Wt — (px)] = Ket — (Kx)

N

T —

par l'intermédiaire de quatre constantes (W, P,, P,, P,) ou (K, K,, K,, K;}
telles que

W2 =¢c*p*+mict  ou K= K'+4u.
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La fonetion () solution de (1) est alors solution de 1’équation différentielle
(@) O =0

La solution générale de (2) est une combinaison de deux types de solutions,
les unes paires v, les autres impaires v,

3) p. =4 cos T, p,= Bsinzt.

Les fonctions y(t) = y(Kect — (Kx)) peuvent étre considérées comme résul-
tant d’une transformation de Lorentz appliquée 4 la solution particuliere du
systéme propre (i), solution de (1) indépendante de @, y,2. On a alors

2m
T = el = W MeC2E .

Les ondes planes (3) soient y(r) forment un systéme complet de solutions
de (1), fonctions de 7, uniformes, périodiques et d’amplitudes bornées.

b) Les solutions invariantes s’obtiennent 4 partir de (1) en considérant
les solubtions particulicres de cette équation qui ne dépendent que d'une seule
variable celle-ci étant un invariant relativiste.

On prend généralement pour cette variable

(4) uw=Verr— 72,

ou
ut = o2 — (2% 4y 4 22) .

On voit facilement que

@ 34
®) St ud

L’équation (1) détermine alors w(u) par

e  3d . .
(6) anaa;er'zp(u)_o.

C’est encore une équation différentielle dont la solution générale s’exprime
au moyen de fonctions de Bessel d’ordre un

0,
u

A B 1 02 2
(7) pu) = Jilpew) + 171\71(/%“) = —HP(uow) + ” HP(uou)
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(Jy, N, fonctions de Bessel de premiére et de seconde espéces, H” et H® fonc-
tions de Hankel d’ordre 1 correspondantes).

¢) et d) Pour ’introduction des ondes sphériques et des ondes guidées [18]
nous allons maintenant supposer qu’il existe un repére privilégié R, dans lequel
les fonctions d’ondes y(z, ¥, 2, t) s’expriment sous forme du produit d’une fone-
tion de ¢, y,(¢) et d’une fonction des variables d’espace, y,(z, ¥, 2) ou .(r, g, ¢):

(3) (2, 1) = Pi(B)pa(@, ¥, 2) = pu()yalr, 6, @) .
Nous aurons alors

1 d*y,

Pa(%) & de (t) ‘Wl(t)A%(x) ‘|’,u31/’1'/)2 =0.

Introduisant deux constantes, 1,, A, telles que
— 2y = /f‘ﬁ y
.() et y,(x) satisferont aux équations

1 d2y,
© =0 A =0,

sz(w’ Y z) + j'21:02(“'7 Y, Z) =0.

{Nous supposerons A, et 1, réels et nous nous bornerons ici au cas 4,>0 afin
de ne pas introduire de solutions de type évanescent par rapport & ¢ Ces
solutions amorties an cours du temps ne doivent pas étre écartées dans une
étude générale que je ne fais pas ici).

Nous obtenons alors pour la fonction ,(?)

(10)  9,(t) = ¢, exp [V 1iet] F ¢, exp [— iV Jzet] = ¢, cos (VAet) + ¢, sin (VAet) .

Pour y,(x, ¥, 2) deux cas sont & considérer:

1) L>us, 2,>0.
A’/f'z‘}‘zz‘/’z: 0,

admet alors pour solutions acceptables
1 _
(11 vl 0, 9) = = (AT 1y (Vir) + RNy (VRN E O, )5

2) h<p, A<O.
A"/’z*’l}*zhpzz 0,

35 - Supplemento al Nuovo Cimento.
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a pour solutions restant bornées quand r — oo

4

= KiatViLnyr 0, 9) -

(12) wZ(Ty 67 (P) =

Si nous nous bornons au cas | =0 nous n’avons plus & congidérer les fonc-
tions sphériques y7'(6, ) et il reste

(13) Pa(7, 0, @) = (1) .

On a done dans les cas ci-dessus

(14) palr) = A’ ﬂ;/i@ LB C_f’s_(r‘/_ﬂﬁ
A7 .
(13) Palr) = = exp [— V7).

Les solutions dites « ondes sphériques » de la mécanique ondulatoire ortho-

a

doxe sont obtenues a partir de ces expressions en posant

W2 2
(16) /'11———%2—02=K2, Zzz%—zlelz,
d’otr ll—lgsz—lKP:‘u/i.

On a alors nécessairement A, > u; et pour I =0 la solution onde sphérigque
générale g’écrit

A"COS!K,?‘ _

(A7) Pon = P2 (B)ya(r) = [c; cos Ket -+ ¢, 8in Ket] A’ SﬂITK—B + ;

_ sin (Ket T | K|7) L cos (Ket F | K|r) '

B r r

La mécanique ondulatoire orthodoxe congidére également le cas parti-
culier des solutions ci-dessus pour lequel on a

(18) Mh=0, P = p,(r).

On est alors dans le cas 2) ci-dessus. A, = 0 enfraine |4,| = u} et

(19) p =yr) =pu(r) = -f,ﬂeXp [— por] -
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Cette solution, en fixant 1a valeur de la constante C,, est considérée comme
reprégentant le champ (r) eréé par une source €, localisée au point » = 0 dans
le systéme propre du corpuscule (ici le repére R,).

On passe des solutions y =v;(N)y.(x, ¥, 2) avec pi(f), ¥.(x, y, 2) donnés par
(10), (11) et (12) ou (10), (14) et (15) aux solutions du type « Ondes guidées »
pour lesquelles le corpuscule est localisé et décrit une trajectoire (rectiligne et
uniforme en 1’absence de champ extérieur) en effectuant sur les fonctions ¢
une transformation de Lorentz dépendant explicitement du temps.

Pour un corpuscule se déplacant le long de I’axe 0OZ avec la vitesse v nous
poserons

¢t = cosh yet'— sinh y2', 2 = cosh yz'— ginh yet’,
v =a, y=9, tghy =0,
d’ou
r? = o'® + y'® + cosh? y(2'— tgh yet')? ,

V7t = v/ A, (cosh yet'— sinh yz2') .

Ecrivant encore
Vi=uw, Ky =pcoshy, K, = p, sinh y,
VAt = Kiet'—| K, |7,

2 ' 7 K12 ’ ’ 2
r:aﬂ—i—yz—}——‘u— [2'—ot']2 = o,
1

nous obtenons alors Yexpression de '« onde guidée »
(20) w,(m” ?/I’ Z', tl) =

_fdeos .\ ], sin (Vi)
= ¢! sin (K, et lKllZ)Jl o

Le terme en A” introduit une singularité polaire qui se déplace avec la vitesse v
(/=0 pour #'=9y'=0, 2’ =o'). Méme si I’on se borne & la partie réguliére,
une structure définie dans R, par une combinaison de solutions du type (10),
(11) et (12) ou (10), (14) et (15) engendre une solution combinaison des
y'(@'y ¥y &', t') ci-dessus déplacée avec la vitesse v.
La solution particuliére
Gy €xP [— uyr]

p=y0) =",

conduit & la solution guidée

€o XD [— po(2'2 4 y'2 + cosh? y(z'— vt')2) ]

(21) p@,y', 2 1) = [2"2 4y + cosh® y(e'—ot')? [t o
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interprétiée ordinairement comme champ de Yukawa d’une source en mou-
vement rectiligne et uniforme de vitesse tghy = .

De méme les solutions du type onde plane rentrent dans le sechéma des
ondes guidées lorsque nous posons A, =0, A, =0, ¢ =,(t).

3. — Les ondes planes généralisées déduites des fonctions elliptiques de Jacobi.

Dans une extension de la mécanique ondulatoire basée sur 1’équation de
Klein-Gordon nous devrons généraliser soit Pensemble des types de solutions
que nous venons de considérer soit seulement certaines d’entre elles que des
raisons physiques nous conduisent & considérer comme rattachées plus directe-
ment & la représentation de la matiére.

Si nous considérons d’abord les solutions du type ondes planes, nous avons
vu qu’elles pouvaient étre considérées comme résultant d’une transformation
du groupe de Lorentz appliquée aux solutions particuliéres du systéme propre

(22) p=A4'sinz,, p=4"cos 7,
avec

2
(23) Ty = HeCl = Tnmoczt = 27t .

Cette forme de solution met en évidence un caractére fondamental de la
représentation des corpuscules en mécanique ondulatoire sur lequel M. L.
DE BROGLIE a souvent insisté: Dans le systéme propre du corpuscule la fonc-
tion d’ondes associe a celui-ci une «horloge », c’est-a-dire une fonction pério-
dique du temps propre de période T = h/mqc* (ou de fréquence v, = m,c*/h).

8i nous voulons généraliser cette conception tout en essayant d’enrichir
la notion de corpuscule en introduisant non plus la seule constante intrin-
séque v, = myc?/h mais deux ou plusieurs constantes, la généralisation la plus
immédiate consiste & prendre comme fonction d’ondes représentant le corpu-
scule dans son systéme propre, au lieu des fonctions circulaires cos t ou sin 7,
certaines des fonctions elliptiques de Jacobi possédant une période réelle et
une période imaginaire pure. La définition de ces fonctions introduit un para-
metre k réel, compris entre 0 et 1. Pour k = 0, ces fonctions redonnent sin 7
et cost. La donnée de k équivaut 4 introduire un parametre intrinseque
supplémentaire. ‘

La théorie des fonctions de Jacobi introduit trois fonctions principales:

sn (u, k) de périodes 4K et 4iK',
cn (u, k) » 4K et 4iK',
dn(u, k) » 2K et 2iK'.
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Les périodes K(k) et K'(k) sont définies par l'intégrale

:/V1~k2 sinz 6’
0
et par

K’(k) = K(&). : avec k'' =1 — ke

A partir de ces trois fonctions on construnit un systéme de 12 fonctions
elliptiques en adjoignant & sn %, cnw, dn « leurs inverses et leurs quotients:

‘ 1 ‘ i 1
nsu = —, ney = ——, ndu =—,
SN u cn dnwu
SN % sn %
scu =tnu = —, sdu = —,
cnu dnu
S cnu od cn
e U = —— =
nu’ dnu’
dnu dnu
dsu = ——, dew = —,
sn cn %

on & nota,mmeni} entre ces fonctions les relations
n(u+ K,k = cd (u, k),

en(u + K, k) = — & sd (u, k),
dn(w + K, k) = k'nd (u, k),

sn (4, 0) =sinu, sn(u, )~tg11u,
1

cn (#, 0) = cos u , cn(u,l):coshu,
dn(u, 0) =1 | 'd 1) = 1

’ =1, n (%, )—coshu'

On trouvera dans de nombreux livres de mathématiques appliquées 1'étude
des propriétés de ces fonctions. A titre indicatif je ne citerai que les ouvrages
@’ArPEL et LACOUR [1], de GREENHILL [9], de TricomI [22] et Dlexcellente
petite monographie de BowMAN [2]. ,

La généralisation des fonctions d’ondes solutions ondes planes de I’équation
de Klein-Gordon nous améne & poser % =7 d’oit

(24) T = LK (k)v,t = 4K (k) m;f - "2’ —
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4K est ici Vanalogue du facteur 27z du cas trigonométrique et ceci nous
conduit & introduire une nouvelle constante de Planck réduite

h

(25) i = 1K)’

remplagant la constante usuelle # = /27, u, sera lié 4 la masse dynamique m,
par Vintermédiaire de #’,

mye
(26) ‘uo:—ﬂoT-

Dans le systéme propre, nous avons la possibilité de définir des fonctions
d’ondes doublement périodiques, paires et impaires, se réduisant respectivement
a sin v et cos 7 pour % = 0 suivant deux choix

a) soit sn (t, k) et cd (t, k),

b) soit en (t, k) et sd (z, k).
En outre, nous pouvons définir une fonction d’ondes doublement pério-
dique se réduisant pour k¥ = 0 & une constante en considérant les fonctions

c) dn (t, k) et nd (z, k).

Nous allons maintenant examiner les équations différentielles du second
ordre que le choix de ces fonctions nous conduit & adopter pour généraliser
Yéquation

dz
g ¥ T =0.

Pour cela nous examinerons les équations différentielles du second ordre
dont les solutions sont les fonetions elliptiques de Jacobi.

A) L’équation
YR (L —2kye Ryt — K =0,
a pour solutions
Y= cnu si y(0)=1,

y=Fksdu si y(0) =0.
Par suite

¥+ (L— 2y + 2k =0,
a pour solutions
y= onu 8i y(0) =1, %'(0)=0,
y="Fksdu si y(0) =0, ¥(0)=1FK.



SUR UNE GENERALISATION NON LINEAIRE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE ETC.

B) ¢+ 14k —kyt—1=0,
a pour solutions
Y =snu si 4(0) =0,
y=cdu si ¥(0) =1.
Par suite
y'+ A+ —28y° =0,
a pour solutions
y=snu powr y(0)=0, y'(0)=1,
y=cdu pour y(0) =1, %'(0)=0.
C) L’équation
YE— A+ Ryt + K =0
a pour solutions
Y= dnu pour y(0) =1,
¥y =k'ndu pour y(0) = k',
Par suite,
— (k)Y +29° =0,
a pou_r‘ solutions
y= dnu pour y(0) =1, %(0)=0,

y=k'ndu pour y(0) =k, ¥ (0)=0.

551

Revenant des équations différentielles vérifiées par les fonctions y(7) aux
équations aux dérivées partielles déterminant les fonctions y(z, y, 2,t) on voit

immédiatement par correspondance que

[p, =4 on[(Ket— (Kx)), k],
4) (27)
y, = Ak'sd [(Ket — (Kx)), k],

sont solutions particuliéres de

kz g
(28) Oy + (1—2k)ugy + P =0,

%:m—mw
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j , = s [ (Kot — (Kx)), k],
B) (29) l

p, = Acd [(Kct — (Kx)), k],

sont solutions particuliéres de

2k2u?
(30) Oy + (L4 Kby — =" p* = 0.

[ Y= 4 dn [(KCt_ (Kx)), k] y
¢) (31)
| Yua= Ak nd [(Ket — (Kx)), k] ,

sont solutions particuliéres de
2p5

(32) Oy — 1+ k)uey + =79 =0,

Les équations (28), (30), (32) ont été déja rencontrées par de nombreux
auteurs notamment L. ScHIFF [20], N. RosEN et H. B. ROSENTOCK [19],
R. FINKELSTEIN, R. LE Levier et M. RUDERMAN [6], B. J. MALENKA [13],
D. IvaneNko [11].

Ces équations §'écrivent d’une fagon gémérale

(33) Uy +oy +yyp* =0,

o et y désignant deux constantes.

4. — Les solutions ondes planes des équations d’ondes non linéaires iy -
+ay +yyp*=0.

Réciproquement nous allons utiliser les résultats ci-dessus pour caractériser
les solutions ondes planes des équations (33) que nous répartirons el quatre types

(A) Oy +uly +my* =0,
(B) Oy +piy —py* =0,
(€) Oy —ply +my® =0,
(D) Oy —ply — pwy® = 0.

(34)

Plus précisément, nous allons déterminer lorsqu’elles existent gsous des
conditions que nous préciserons les solutions de ces équations du type ondes
planes d’amplitudes bornées.
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A) L’équation (A) admet pour solutions les ondes planes

(35) p = Aen [(Ket — (Kx)) + &, k],
avec
K '_lKlz = :u'?) ’
Mo
Mo = 37>
en déterminant u, et k par
2k2p}
-2kl =pd, =,
d’ou
po = pi + pal?,
(36) e

kz

T 20k )

Ici on a toujours 0 <<k*<<l. L’onde plane n’est jamais apériodique.

553

La

masse dynamique réduite u, est toujours supérieure & y, tandis que la masse

dynamique vraie m, a pour valeur

hug
"™ = LK (k)

Si po>u, est fixé, 1 et k sont déterminés par

2 2 2 2
2 _ Mo y . Mo —
(37) A T k T

Si au lieu de pu,, m, est donné la détermination de % est plus complexe:

devra dans ce cas résoudre 1’équation transcendante

_ M
~ 16mie?

(38) (1— 2k?)K2(k)

Si Pon se donne les trois constantes u,,"u, et k, (0 <k2<}) alors

o 2k
w1 —2k2)’
(39)
2 2
2 /lll ! 2.9 _ ll'l
M= gm Y ™= BRa—oe)

on
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Les ondes planes (35) sont solutions de (A) quelques soient les conditions
initiales (0) ou ¥'(0). Pour & =0, ¢y =Acn<, pour § =K, y = Ak'sd 7.

B) Les équations de la forme

(34B) Oy + ply —pey* =0,

admettent pour solutions les ondes planes d’amplitudes bornées

(40) p = Asn [(Ket — (Kx)) + &, k], K —|K|*=u,
avec ici
e o MaA?
(el 7 ?
(41)
k2 — ﬂ .
2p1 — pah?

La condition 0 <k%< 1 entraine

Ceci correspond a des restrictions sur les données initiales.
En effet 1a solution ci-dessus n’existe que si les conditions initiales satisfont
aux conditions

(9'(0))2 < 2—/:2 ’
et

((0))? <5§ [ul —Vopi(y'(0)] .

Si ces conditions ne sont pas satisfaites, les solutions ondes planes de (B)
sont des fonctions elliptiques de Jacobi devenant périodiquement non bornées
et il ne semble pas que de telles fonctions soient susceptibles de représenter
une gtructure corpusculaire physiquement réalisable.

Réciproquement la donnée de uj, p?, u2 détermine A* et k? par

a2 :2(_/‘3:_*/‘3)
I

’

(42)
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Cette solution devient apériodique pour A2 = uj/ul. Alors u? = ui/2 et

(43) p. =" tgh (Kot — (Kx)), w. =2,
1u'2 ,uz

La relation mge = hu,/4K montre alors que si yy = y, /\/— reste fini, (1) — oo,
la masse propre dynamique m, tend vers zéro.

() Les équations du type (C)

(340) Oy — uly + piy® =

admettent quelque soient les conditions initiales des solutions ondes planes
soit du type Acnt soit du type Adn<t.

— O —
(44) p = Adn [(Ket — (Ka)) + &, ],

2

satisfait aux équations (C), u2

et k2 étant déterminés par

2 2 2
pah? 2(pah® — pi)
(45) luzo = ] k= 2 ’
pal?
sous la condition
2 2

M2
,uz ﬂz

Pour & =0, p =Adnz; pour §, =K, y = Ak'nd 7.
Pour |A|= /s, k=0, 9 se réduit & une constante: yp = pu,/u,.
Pour k2 =1 soit |A|=u,V2/u,, v devient apériodique

1
(dn (w, 1) = cosh u) ’

mais alors u) = ui, #'—0. Il faut que la masse propre dynamique m, tende
vers z€ro.
Réciproquement si u?, u?, u; sont données

2 22_2
o2 2l

M3 Mo
sous la condition ul/2 <ul<pu}.
—(, —
(46) y = Acn[(Ket — (Kx)) + &, k],
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avec

[

<k<t,

est solution de (C).

(Pour £,=0, ¢, = Aent, pour &= T K, ¢, =+ A%'sd 7).
W et k2 sont alors déterminés par

:ug = :ug}‘z - /‘i s
(47) o uiaz
o 2ugdr— )’

sous la condition
2
s
Ha
Pour A% ==2ui/u;, k* =1, ¢ devient apériodique

AR

48 .
(48) M. cosht

<

Réciproquement si u?, ui, u sont donnés

2 2 2 2
(49) e S (1 > ) -
2 bad i}
D) Les équations du type
(34D) Oy —miy —pp* =0,

n’admettent pas de solutions ondes planes d’amplitudes bornées.
En effet les solutions de ’équation différentielle associée

d*y(z)
7;”;2— —piy —piy* =0,

sont suivant les conditions initiales de 1'une des formes

snT
ltrn'(, AE, inerz.

Ces fonctions doublement périodiques deviennent périodiquement non bornées

et ne sont pas physiquement acceptables. Ceci conduit & écarter les équations
du type (D). ‘ ‘



SUR UNE GENERALISATION NON LINEAIRE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE ETC. 557

Dans les trois cas (A), (B), (C) nous avons obtenu des solutions ondes
planes du type stationnaire.

La mécanique ondulatoire linéaire considere surtout les ondes planes du
type «progressif » c’est & dire de la forme

y = A exp [i(Ket — (Kx)) ],

correspondant aux solutions

y = A exp [+ it], (v = Ket — (Kx)),
de

dy .

It + () =0.

On peut se proposer de déterminer pour (34A), (34B), (34C) des ondes du
méme type se réduisant pour u,= 0 aux fonctions A exp [-iz].
Si I'on considére 1’équation

Y+ 0?y(z) = 0,
Tintégration directe donne

y'? + w*y? = y, = const.

%070 conduit aux ondes stationnaires Vy,/o?sin wz et Vy/w? sin wx
tandis que y,= 0 conduit & y = A exp [+ twa].
Ici Véquation différentielle associée a I’équation (34A) par exemple soit

Yook Uiy + iy’ =0,
donne par intégration directe

2
(w;)?2 + piy? + %z Y=y,

%o 7 0 conduit aux solutions réelles stationnaires considérées précédemment.
%o=0 conduit & un autre type de solutions.
Posant ¢ =1/y on voit facilement que si y,=0

1
0, exp [iur] — O, exp [— iy’

(50) p(7)

C,; et C, désignant deux constantes liées par la relation

2 .

we
51 = 5.
(1) 6.0 = b
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Posant 1/C, = 1,, 1/C; = — A, on écrit encore
)
52 )(t) = - 3 z : =
(52) Vi) exp [tu, 7] — (p2/8u3) 41 exp [— i, 7]
exp [— duy 7] — (u3/8u1) A3 exp [y, 7]’

ou encore

A
(53) Y(7) :

T exp [T |(1 + P 8ud) — (W3/4pd) A cos pyT
[1+ (u5/8ui)A3] exp [— ipyv] — (uz/dpul)d cos uyT

Ces fonctions sont simplement périodiques. On voit facilement sur ces
expressions comment s’opére lorsque u,—0 le passage aux solutions du cas
de Klein-Gordon.

L’onde plane y(Kct— (Kx)), (K2 —|K|?* = pu]) n’est jamais purement pro-
gressive. A c6té du terme progressif figure un terme stationnaire. Ceci peut
encore g'interpréter en disant que les ondes planes de ce type ne sont jamais
uniquement 4 énergie positive ou uniquement & énergie négative. Un terme
de battement accompagne toujours le terme principal progressif & énergie
positive ou négative.

5. — La composition des fonctions d’ondes dans les théories non linéaires.

Les équations (34A), (34B), (34C) ne sont pas linéaires et la somme de
deux solutions n’est pas une solution. Néanmoins et c’est 14 un point sur
lequel je veux ingister maintenant, il existe pour les ondes planes solutions
de ces équations un théoréme d’addition ou si 'on préfére un théoreme de
composition,

Celui-ci va résulter immédiatement des théorémes d’addition des fonctions
elliptiques.

Considérons la fonection en#. On a vu que

ch(u + K)=—Fk'sdu, sd(u + K)=—cnu.

On peut montrer que les théorémes d’addition des fonctions elliptiques
tels qu’ils sont donnés dans les traités classiques prennent également la forme
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suivante
on (u 4 v) — ¥ oY + k" sdusdo
T 14+ kcnusdocnvsde’
sdu cnv £ s8dvenu
849 = T3 5dw enu sdv oo’
(54)
snucdv 4 cdusno
sn (u+v) = 1F k*snucdvsnvcdo’
cdu edv T snu snv
cd(u+ ) = 14ksnucdosnvedy’

Si ’on considére pour un corpuscule représenté par 1’équation (34A) des.
états 7, et 7, auxquels correspondent les fonctions d’ondes

[ y = Adent, p = Ak'sdT,
(85)

@

p? = lent,, p> = Ak'sd 7,
& la fonetion d’état (1) (2) ou (7, +7,) correspondent les fonctions

jwﬁ“=zcmﬁ+nmn
<56) l (1) +(2)
| v = AW'sd (5 + 7, B)

Le théoréme d’addition donne alors

(1)

'/’(J)uz) _ }‘3[’/"9)‘)”22) — Y o)

(57) e = 74 * (kz/klg) "/’él)q)?)w(cl)"/)(cg) y
i 23[1/121)1;)?) 4 1/1(52)1/)9) 4
Ps = i (kz/klz)wél)wgmwgnwém .

La possibilité de construire des fonctions d’état & deux corpuscules & partir
des fonctions d’états & un corpuscule rend possible la construction d’un espace
d’états nécessaire pour introduire une seconde quantification.

La seconde quantification a été généralement considérée comme néces-
sitant une théorie linéaire. Il me semble que ceci n’est pas nécessaire mais.
que la seconde quantification est essentiellement attachée & la possibilité de

construire des états & 2, 3, ... n particules & partir des états 4 une particule.
Pour cela, il suffit que dans la théorie considérée, il existe un théoréme d’ad--
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dition ou. de composition des états, c’est a4 dire qu’a partir des fonctions repré-
sentant un état & n particules et un état 4 une particule on puisse construire
un état & » +1 particules.

Les fonctions d’ondes acceptables seront donc celles admettant un théo-
reme d’addition. Cette condition, nécessaire mais non suffisante, semble a priori
trés large. Néanmoins nous allons voir que P’on peut apporter & la détermi-
nation de ces fonctions une solution particuliére remarquable.

En effet, WEIERSTRASS a démontré un théoréme remarquable (voir par
exemple le traité des fonctions elliptiques de Hancxock [10]) qui répond &
notre question.

WEIERSTRASS appelle théoreme d’addition algébrique une relation algé-
brique liant les fonctions D(u), D(v), D(u +v), et voici son théoréme:

« Toute fonction pour laquelle il existe un théoréme d’addition algébrique
est une fonction elliptique ou l'une de ses dégénérescences ».

L’application de ce théoréme aux solutions ondes planes nous conduit d’une
fagon limitative aux équations d’ondes considérées ci-dessus.

Toutefois la nature algébrique d’un théoréme d’addition des fonctions
d’ondes ne s’impose pas du point de vue de V'interprétation physique et rien
ne nous conduit & penser que la nature obéisse & des regles traduites par des
lois algébriques.

Je vais d’ailleurs considérer maintenant un exemple simple d’équations
d’ondes généralisant les équations précédentes et pour lequel il existera un
théoréme d’addition non algébrique pour les ondes planes.

Pour cela je considére les équations d’ondes non linéaires

!(oc) Oy +pisinyg =0,
| (#) Uy +pisinhy=0.

(58)

Si Pon considére que ces équations sont « approchées » par les équations
obtenues en remplacant sin i et sinh y par les premiers termes de leurs déve-
loppements en séries ces équations sont les généralisations de

2
(@) DOy +uly A%W =0,

(59)
I ) Oy +,ufw+%zp3 =0.

8i Pon pose alors y = Ap, uiA*/6 = u;, on obtient pour ¢ les équations

[ @) Op +uip—pie* =0,
| 6 O+l +uig’=0.

(60)
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On retrouve les équations des types (34A) et (34B) précédents.

Les solutions du type « ondes planes » des équations (58«) et (588) peuvent
s’obtenir sans difficulté.

Si 'on pose

7 = Ket — (Kx) , avec K*—| K> = 4},
les solutions « ondes planes» de (58«) et (588) seront de la forme

"/’(xy t) = W(T) ’

p(t) étant solution des équations différentielles

d*p(z)  pi .
dz + g sin ,‘/)(T) =0 ’

(61)

dy(r) | pi . w

i + [LT% sinh ¢(r) =0,
ou

(@) yp+ psingE) =0,
(62) n

(B) .+ xisinhp(r) =0.

Nous allons examiner les solutions de (62«), celles de (628) s’obtenant par
une analyse parallele.

L’équation (62«) est bien connue en physique: c’est 1’équation du mou-
vement pendulaire:

Alors que l’équation de Klein-Gordon associait au corpuscule dans son
systeme propre le mouvement d’un oscillateur sinusoidal, les équations non
linéaires considérées ici lui associent un mouvement pendulaire.

Les solutions de

(58x) Oy + pisinyg =0,

ne sont définies qu’a un multiple de 27 prés. Si y,(r) est solution il en sera
de méme de

Pi(T) = 1/)0(7:) + 2nm .

De méme si 'on pose
ni
Po(7) = o) £ 50

36 - Supplemento al Nuovo Cimendto.
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les fonctions y,(t) satisfont a

(58y) Uya(z) + p; cos yy(t) = 0.

Les solutions de (58x) permettent done d’écrire immédiatement celles de (5843)
et de (58y)

Pour obtenir les solutions ondes planes de (58«) il nous suffit de considérer
Véquation différentielle (62«) qui par intégration directe donne

(63) (W) — 2y, cOS P = 74,
%o étant une constante telle que

2 5
Ko =Y, — &)1 COo8 Yo -

Nous en déduisons

, 4 LY
2 — 2 1 2 7
(64) () = (X0 + 221) ot 27, sin? 51,

et ceci nous conduit & consgidérer deux cas

4%1 .
1) — L1 80it 5= 2, .
Yo+ 2x: h Xo 2

Posant k= 4y, /(xs+ 2x1),

(65) (o = 211 —kesine ¥
- 411_ RT
2 Xo+211_k1>1’
d’ou
ne 4 2 o ¥
(67) ()2 = 5 |1 —kisin2 | .
K 2

Dang le premier cas, on a immédiatement

y/2

49 Wit T + 2§,

) - - 4
V1 — k2 gin2 6 k
i)

ou
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F(p, k) désignant I'intégrale elliptique de Legendre

['4
do
Flo ) :(,f\/lmk2 sin?f

Intreduisant la fonection am (u, k) = ¢ telle que

sihng =sn(u,k) et cosep=cnuk),

on obtient
(68) Y_am(+ Yoq 4 1),
2 k
Y vV
sin =sn( kxl‘r—i-&nk),
(69)
cos% = cn(vkJQ T+ &, k) .
0 <k*<1 entraine la condition
12
cosz%’ <4£;1 .
La solution du second cas pour lequel
Yo w(?
21 —_
cos® > P
ce qui exige
vy <411,

se déduit de la solution du premier cas par la relation

F(p, k,) = kF(¢,, k),
avee

¢, = aresin (k; sin ¢) ,
ou par la formule dite du module réciproque

sn (ku, k,) = ksn (u, k),

563
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qui nous donne ici
(70) sin% =ksn (\/Z‘C + 517 k) .

Nous avons donc dans le cas considéré des expressions simples au moyen
des fonctions elliptiques des ondes planes solutions des équations d’ondes (58).

Il existe encore ici un théoreme d’addition pour les fonctions d’ondes solu-
tions du type ondes planes.

En effet, soit

Tl = K]_Ct —_ (le) [} Ty = cht -_ (Kgx) )
avece

— (K= Kz — (K,)2= /"(2) ’

(1) et w(r,) désignant les solutions précédentes, (7, -} 7,) s’exprime au moyen
de (1) et de ¢(r,).
En effet nous avons

\/Xl

p(r) =2am

T +£o]

Le théoréme d’addition des fonctions am # nous donne
(71) am (4, 4 u,) = arctg (tnu, dnw,) + a1etg (tnu, dnu,) =

= arctg % \/1 k2 sin? gvz}i arctg[ a: \/1 — J2 sin? g, |
(sin ¢, = snu, , cos @, = en 4, , 8in @, = SN U, , CO8 @, = CILUy) .

On en déduit immédiatement le théoréme d’addition corregspondant pour
les fonctions u(tr,), ¥(z,). Il n’est pas nécessaire de souligner le caracteére non
algébrique de ce théoréme d’addition.

Tl peut étre intéressant de rattacher les ondes planes solutions des équa-
tions (34A), (34B), (34C) aux développements de la théorie quantique des
champs.

Ceci Tevient & exprimer les ondes planes du cas (34A) par exemple, de la
forme

(72) p(t) = Aent = Aen [uget, k],
dans le systéeme propre, au moyen des fonctions

(73) Acost = Acosuct, ou Asint = Asinygct.
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La théorie des fonetions elliptiques nous fournit immédiatement deux
développements de ce type.

«) Le développement en série de Fourier des fonections elliptiques nous
donne pour cnu

74) w225 0 e 1
( en AKic,gol—f—q“—lcO (2n -+ )2K

avee
o K’

Nous en déduisons

© qn+§ ,
(75) p(r) = A en (uect, k) = 4 k—K"ZU T g 08 (unct)
avec
(76) fin = (210 +1)2K,uo

L’onde y(r) peut étre considérée comme résultant d’une série particuliére
d’ondes planes solutions d’équations de Klein-Gordon avec une suite de masses
propres réduites u, multiples impairs de la masse propre réduite

~

T
(77) Ho = 535 Ho<<fho -

b) Le développement en produit infini des fonctions elliptigues donne
pour cnu:

© an "
(78) enuy = Qq,krzk } cos U 1__[[ 1+ 2q%" cos (nu/K) + ¢t ]

f aly |1 — 2qéi_1 cos (nu/K) + gin—2 *

Ceci nous donne

79 = A t, k] = 2¢ik'tk}
(79) (v en [pqet, k] = 2q cos uoet [T T2 cos et 1 gk

=

o { 14 292" cos pct + gt ]
b

avec ici
. o
(80) o =2 o
d’oi1
Mo > o 5 pour z/2 < K(k) <,

o < tho - pour K(k)>n
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L’onde plane y(r) s’exprime donc¢ au moyen d’un produit infini de com-
binaisons d’ondes planes solutions d’une équation de Klein-Gordon pour un
corpuscule de masse propre réduite ., == (7/K)u,.

6. — Solutions invariantes et solutions radiales des équations précédentes.

Nous compléterons cette étude en examinant briévement pour les équa-
tions du type

(34) Oy + piy = pgy® = 0,
les solutions du type « ondes invariantes » y(u) avec u?= c%? — (424 y?-4- 22), et

les solutions du type p = y(r) avec 72 = a2+ y> | 2%,
Ces solutions particulicres sont déterminées par les équations différentielles

dz 3d ,

(81) a Tunda T wi () = pay® =0,
dz 2 d

(82) [(ﬁ + Y ar 2} P(r) F usyp®= 0.

Les équations de ce type ont fait 'objet de nombreuses études mathéma-
tiques notamment de R. . FORNAGUERA [7], de M. CiMmINoO [3] et de JaicH-
NIcYM [12]. Leur intégration ne semble pas rattachable 4 des transcendantes
caractérisées jusqu’ici.

Nous n’indiquerons que quelques résultats relatifs au cas p, = 0.

Les équations (81) et (82) se réduisent alors &

dz2 3 d 2
. d= 3d 2y
(83) duz T % qal YW £ pay® =0,
& 2d -
(84) ar: "y &*} p(r) Fpy® =0,

L’équation (83) admet la solution particuliére remarquable

A

d’olt 'on déduit 'onde invariante singuliére sur le cone de lumiére

(85) 1/)('%‘7 Y, %, t) Ep—— = = e -,
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L'équation (84) sous la forme

d 4 g E (7' + 2, =0
ar Ty ap P T =0,
se rameéne & I'équation d’Emden [4] étudiée notamment par E. A. MILNE [14],
N. FaircroucH [6], R. H. FowLER [8].
En effet, si I’on pose

p(r) = P @(r),

¢(r) est déterminée par Péquation
" 2 ’
gt e T =0,

qui est 1a forme canonique de ’équation d’Emden adoptée par E. A, MILNE [14].
Si @(r) est une solution, on voit immédiatement que

).(}"(ZJ') ’

est également une solution.
E. A. MiLNE a étudié les différentes formes de solutions ¢(r) telles que

de 1
@) =0, (w)r:“ = Zﬁ )

pour t, =1 suivant les différentes valeurs de (. Il 4 montré notamment qu’il
existe une seule intégrale posgitive telle que ¢(1) = 0 et qui pour r =0 prenne
une valeur ¢(0) restant finie. Réciproquement (solution d’Emden) si on con-
sidére une solution ¢(r) qui pour r =0 prend une valeur finie (pour laguelle on
peut poser @(0) =1 avec une valeur convenable de 4) et telle que (dg/dr),_, =0,
on trouve la fonction tabulée par N. FAIRCLOUGH [5] qui s’annule pour
r=7,=6.9011 et en ce point g’'(r,) = — 0.40231 et rigp'(r,) =—2.0150.
L’intégrale générale de

v 2 ! .
Pre "‘-;% ¢ =10,

dépend ici des deux constantes A et C. Pour toute valeur finie de 4, il existe
pour ¢(0) donné une valeur de C = C, pour laquelle il existe une solution.
Cette solution s’annule pour r = r, et la tangente a cette solution pour r =1,
définit C=: ¢,. Pour les autres valeurs de C 3= (il existe des solutions ¢(r, C)



568

G. PETIAU

telles que @(r,, C) == ¢(ry, C;) mais divergentes pour r —0, les unes tendant
vers -- co, les autres vers — co. E. A. MILNE a montré Pallure générale de
ces fonctions sur un diagramme. Toutefois je ne crois pas que V’analyse de
Milne ait été étendue au domaine 7 > 7, sauf dans 1’étude générale de R. O. For-
NAGUERA et dans une note de JAICNIcYM dont les résultats ne semblent pas
se raccorder avec ceux de Milne.

(1]

(2]
(3]
(4]
(5]
(6]
(7]
(8]
(9]
[10]
(1]
[12]
[13]
[14]
(15]
(16]
[17]
(18]
[19]
[20]
[21]
[22]
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