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1 .  - I n t r o d u c t i o n .  

Je  me propose d 'exposer  ici quelques r~sultats  que j ' a i  ob tenu  duns 1~, 

recherche et  l '~tude des solutions de quelques types  4 'Squations 4 'ondes non 

lin~aires susceptibles de g~n4r~liser lee 5quations d 'ondes de la m~e~mique 

ondulutoire.  

De nombreux  auteurs  ont  d4j~ cherch5 ~ introduire  des ~quntions d 'ondes 

non lin6aires en p~r tunt  spit d 'une  5tude phSnomSnologique dee interact ions,  

spit en eherchunt  une th4orie non lin~aire dont  13 thSorie quant ique des champs  

spit une ~pproximution.  

J ' a i  adopt4 un  tou t  uutre point  de r u e  en ehereh~nt si des considerations 
tr~s gSn~rules pouvuient  sinon indiquer ex~etement ,  t ou t  ~u moins res t re indre 

les elusses d'~qu~tions 4 'ondes non lin~uires susceptibles d ' e t re  introduites.  

Pur t~n t  d 'une  ~nulyse des types  de solutions de l '4quution 4 'ondes de Klein-  

Gordon: j 'a i  4t~ umen4 [16-18] s en exuminer  lee gSn4r~lisutions accep- 

tables. R4eiproquement ,  ees gSn4r~lisutions sutisfont ~ des 5qu~tions d ' onde ,  
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g6n6ralisations de l'6quation de Klein-Gordon. Dans le eas des ondes planes 
j'ai 6t6 amen6 [16] ainsi s retrouver un type d'6quations non lin6aires d6jE 
reneontr6 par R. FINKELSTEIN~ R. LE LEVIER, M. RUDERMAN [6]~ ~. SCHIFF [20] 
et 2g. ROSEN et 1=[. B. ROSENSTOCK [19]. 

2. - Les  s o l u t i o n s  p r i n e i p a l e s  de l ' 6 q u a t i o n  de K l e i n - G o r d o n .  

La m6eanique ondulatoire usuelle repr6sente les corpuseules sans spin par 
des fonctions d'ondes ~f(x, y, z, t) solutions de l'5quation de Klein-Gordon 

[] ~o +/~o~O = O, 

I ~ ( ~  ~2 ~ )  moc h 
(1) [ ] - - c 2 ~ t  2 ~x2 + ~-y2 + ~ , /Zo -- h ' / i=2-~" 

Bien que des th6or~mes g6n6raux montrent l'6quivalence de tousles syst~mes 
complets de solutions des 6quations d'ondes, les applications de la m6canique 
ondulatoire montrent qu'fl est n6cessaire suivant les probl~mes examin6s, 
d'utiliser des systgmes de base adapt6s poss6dant par exemple des sym6tries 
particuli~res. Dans une g6n6rMisation non lin6aire de la m6canique ondula- 
toire qui semble souhaitable s diff6rents 6gards il est possible que certains 
syst~mes de base soient seuls h consid6rer, l'6quivMence entre syst5me pouvant 
ne r6sulter que d'une d6g6n6r6scence associ6e /~ 1'approximation lin6aire. 

Suivant les problbmes 6tudi6s les principaux types de solutions de l'6quatioIt 
de Klein-Gordon sent: 

a) les solutions du type ondes planes, 

b) >) )> ondes invariantes, 

c) )) ,) ondes sph6riques, 

d) )) ~) ondes guid6es. 

a) Les solutions du type (~ ondes planes ~> s'obtiennent h. partir de l'6qua- 
tion (1) en supposant que les fonctions ~(x, y, z, t) ne d6pendent que &une 
seule variable soit v, combinaison lin6aire de x, y, z, t 

1 
T = ~ [Wt - -  (px)] = Kct  --  (Kx), 

par l'interm6diaire de quatre eonstantes (W, P1, P2, P~) ou (K, K1, /s Ka) 
telles que 

W 2 = c2p ~ + m~'0c ' ou  K ' = K 2 + ~ .  
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La fonction F(T) solution de (1) est alors solution de l '6quation diff6rentielle 

(2) d~ i §  

La solution g6n6rale de (2) est une combinaison de deux types de solutions, 
les unes paires %, les autres impaires ~ 

(3) % = A cos 3,  ~ = B sin 3.  

Les ionctions ~ ( 3 ) =  ~ p ( K c t - - ( K x ) )  peuvent 6tre eonsid6r6es comme r6sul- 
ran t  4 'une transformation de Lorentz appliqu6e ~ la solution particuli~re du 
syst~me propre ~p(t), solution de (1) ind6pendante de x ,  y ,  z .  On a alors 

2~ 
3 = #oCt = - f f  m o C ~ t .  

Les ondes planes (3) soient 9(3) forment  un systbme eomplet de solutions 
de (1), fonctions de 3, uniformes, p6riodiques et d 'amplitudes born6es. 

b) Les solutions invariantes s 'obtiennent ~ partir  de (1) en consid6rant 
les solutions particuliSres de cette 6quation qui ne d6pcndent que d 'une seule 
variable eelle-ci 6tant un  invariant  relativiste. 

On prend g6n6ralement pour cette variable 

u = ~ / c ~ t  ~ - -  r 2 , (4) 

o n  

On volt facilement que 

u 2. = c~t  2 _ ( x  2 _~_ y2  ~_ z 2) . 

d 2 3 d 
(5) ~ = clu 2 -~ u d--u" 

L'6quation (1) d6termine alors ~(u) par 

I d ~ 3 d ] 
(6) ~ ~- ~ ~-~ -~/~ ~(u)  = 0.  

Ces t  encore une 6quation diff6rentielle dont  la solution g6n6rale s'exprime 
au moyen de fonctions de Bessel d'ordre un 

(7) 
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(J~, N1 fonctions de Bessel de premiere et  de seconde esp~ees, ~jH(1) et  ~1~7(") fone- 

tions de Hankel  d 'ordre 1 correspondantes).  

e) et  d) Pour  Fintroduct ion des ondes  sph6riques et  d.es ondes guid6es [18] 
nous allons main tenan t  supposer qu'il  exist~e un rep~re privfl@i6 Ro dans lequel 
les fonctions d 'ondes ~o(x, y, z, t) s 'expr iment  sous forme du produi t  d 'une fonc- 
t ion de t, ~p~(t) et d 'une fonction des variables d'espac% ~p~(x, y, z) ou y~2(r, 0, ~): 

(8) ~,(x, t) = F~(t)yJ2(x, y, z) = F~(t)yJ2(r, O, ~v). 

570us aurons alors 

~p~(x) 1 d~% 
dt ~ (t) - -  y~(t)A~v2(x) +/to~yh~f~ = 0 .  

In t roduisant  deux constantes, ~1~ ~2 telles que 

~ - -  ~ = ~o, 

~( t )  et  ~2(x) satisferont aux 6quations 

I 1 d2~1 
(9) ~ d t  2- (t) + 21y~(t) -- 0 ,  

I A%(x, y, z) + ~2%(x, y, z) = 0 .  

(~ous  supposerons 21 et  2~ r6els et nous nous bornerons iei au eas 21 > 0 afin 
de ne pas introduire de solutions de type  6vanescent par  rappor t  g t. Ces 
solutions amorties au cours du temps ne doivent  pas 6tre 6cart6es dans une 
dtude g6n6rale que je ne fais pas ici). 

~Nous obtenons alors pour  la fonetion %(t) 

(10) ~p~(t) = cl exp [iv/~ct] + c~ exp [-- i~/2~ct] = c'~ cos (~/2~ct) + c: sin (~21ct) . 

Pour  v2~(x , y, z) deux eas sont g consid6rer: 

1) ~.1>#2o, ~.~>0. 

admet  alors pour  solutions aeeeptables 

I [Ajz+i(V~2r) + RN~+�89 ' ~) ; 0 J )  ~ ( r ,  0, ~) = ~-~ 

2) 2 1 < ~ o ,  2 ~ < 0 .  

& o ~ -  12~l~o~ = o ,  

35  - S u p p l e m e n t o  a l  N u o v o  C i m e n t o .  
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pour  solutions res tan t  born~es quand r - >  c~ 

- 4  - -  ~a 
(12) ~ ( r ,  0, ~) = ~-~ K~+�89 Ir)y~ (0, ~) . 

Si nous nous bornons au c~s I = 0 nous n 'avons  plus ~ considSrer les fonc- 
tions sph~riques y'~(O, q~) et  il reste  

(13) %(r, O, ~) -~ %(r ) .  

On ~ done duns les c~s ci-dessus 

sin (~r cos (~/~r) 
(14) ~ ( r )  = A' § B' 

r ?" 

All 
(15) ~ ( r )  = - -  exp [ -  ~/I k~ I r ] .  

Les solutions dites (~ ondes sph4riques )~ de lu m4c~nique ondulutoire ortho- 
doxe sont obtenues ~ pur t i r  de ces expressions en pos~nt 

W 2 p ~  
( 1 6 )  kl - -  ~ 2 c ~  - -  K 2 , k2 ---- ~G = I K 12 , 

d'o/1 

On ~ alors n6cessuirement 21 >#~ et  pour  1 ~ 0 lu solution onde sph6rique 
g~n~rale s'gcrit 

(17) ~Bph. = %(t)%(r) = [el cos Kct  + c~ sm Kct] A '  sin A" -- 
r 

,, cos (Kct ~ [ K Ir ) ,, sin (Ket T I Kit) + e~ 
?" r 

La m4cunique ondul~toire or thodoxe consid~re @Mement  le cas pat t i -  

culler des solutions ci-dessus pour  lequel on 

( i s )  k, = o ,  ~ = ~ ( r ) .  

On est alors d~ns le c~s 2) ci-dessus, k~ = 0 entraine I )~1~ #~o et  

(19) ~o = ~(r) -~ ~ ( r )  : ~ exp [ - -#0r ] .  
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Cette solution, en f ixant la valeur  de la eonstante Co, est consid6r6e comme 

repr6sentant  le champ ~o(r) cr66 par  une source Co localis6e au point  r =- 0 darts 
le systgme propre  du corpuscule (ici le rep~re Ro). 

On passe des solutions ~=?Jl(t)~f2(x, y, z) avee %(t) ,  ~o~(x, y, z) donn6s par  
(10), (11) et  (12) ou (10), (14) et  (15) aux solutions du type  ((Ondes guid6es >> 
pour  lesquelles le corpuscule est localis6 et  d6crit une trajectoire (rectiligne et  
uniforme en l 'absence de champ ext6rieur) en effectuant  sur les fonctions 
une t ransformat ion de Lorentz  d@endant  explici tement  du temps. 

Pour  un corpuscule se d6pla~ant le long de l 'axe OZ avec la vitesse v nous 
poserons 

ct =- cosh ye t ' - -  sinh yz '  , z = cosh 7z ' - -  sinh 7ct' , 

d'ofi 

Ecr ivant  encore 

x = x ' ,  y = y ' ,  t g h y  = v ,  

r ~ = x '~ § y'~ -~ cosh ~ 7(z ' - -  tgh 7ct ')~,  

~ /~ t  = ~/~(cosh yc t ' - -  sinh y z ' ) .  

~ - =  #1, -K1 = r cosh 7, K1 = ~1 sinh y ,  

/ K I \  ~ , ~,~, 

nous obtenons Mors l 'expression de 1'<< onde guld6e ,> 

(2o) ~0'(x', y ' ,  z ' ,  t ') 

= / c l s i n  ( K l c t ' - - [ K l [  z') �9 A ,s in  ( ~ ' )  A,,COS (v/2~')l  " ~' + e '  / "  

Le te rme en A" in t rodui t  une singularit6 polaire qui se d6place avec la vitesse v 
(~ '=  0 pour  x ' =  y ' =  0, z ' =  vt'). M6me si l 'on se borne ~ la pat t ie  r6guli~re, 
une s t ructure  d6finie dans Ro par  une combinaison de solutions du type  (10), 

(11) et  (12) ou (10), (14) e t  (15) engendre une solution combinaison des 

~'(x', y', z', t') ci-dessus d6plac6e a v e c l a  vitesse v. 

La  solution p~rticuli~re 

= ~( r )  - 

conduit  s la solution guid6e 

(21) 

co exp [--/~0r] 
T 

~p(x', y ' ,  z ' ,  t'} ----- co e x p  [ - - / ~ o ( x  '2 + y'~ + c o s h  2 y(z'-- vt')2)i] 
[~'~ + y'~ + c o s h  ~ ~(z'-- vt')2]~ 
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interpr6t~e ordin~irement  comme champ de u  d 'une  source en mou- 
v e m e n t  rectiligue et uni forme de vitesse tgh ~ - ~  v. 

De m~me les solutions du type  onde plane r en t r en t  duns le seh6m~ des 

ondes guid6es lorsque nous posons 22-~ 0, 2~-~ 0, ~ ~ ~o~(t). 

3. - Les ondes planes g~n~ralis~es d~duites des fonctions elliptiques de Jacobi. 

Dans  une extension de lu m6cunique ondulutoire bus~e sur l '6quution de 

Klein-Gordon nous devrons g6n6ruliser soit l ' ensemble  des types  de solutions 

que nous venons de eonsid6rer soit seulement  certuines d ' en t re  elles que des 

raisons :physiques nous conduisent  ~ consid6rer comme rutt~ch6es plus direete- 

m e n t  ~ lu repr6sentut ion de lu muti~re. 

Si nous consid6rons d 'ubord  les solutions du type  ondes planes, nous uvons 
v u  qu'eiles pouvuient  ~tre eonsid6r6es comme r6sultunt  d 'une  t runsformut ion 
du groupe de Lorentz  uppliqu6e uux solutions purtieuli~res du syst~me propre  

(22) ~ ~ A'  sin ~o, ~r ~ A" cos ~o, 

~ u  

2z  
(23) ~o ~- #oct - ~ - ~  moC2t ~ 2~Vot. 

Cette forme de solution m e t  en 6vidence un  c~ruct~re fondament~ l  de lu 

repr~sentut ion des corpuscules en m4eunique ondulutoire sur lequel M. L. 
DE B~OGLIE ~ Souvent insist6: Duns le syst~me propre  du corpuscule lu fonc- 
t ion d~ondes ussocie ~ eelui-ei une (< horloge >>, c 'est-~-dire une fonetion p6rio- 

dique du t emps  propre  de p~riode T ~ - h / m r  2 (ou de fr6quence Vo ~ moc2/h). 

Si itous voulons g6n6ruliser eet te  concept ion tou t  en essuyunt  d 'enriehir  
lu no t ioa  de corpuscule en int roduisunt  non plus lu seule constunte intr in-  
s~que ~o = moc2/h muis deux ou plusieurs constuntes,  lu g6n6rulisution lu plus 
imm6diute  consiste ~ prendre  comme fonction d 'ondes repr6sentunt  le corpu- 

scule d~ns son syst~me propre,  uu lieu des fonctions eirculuires cos T ou sin z, 

certuines des fonetions elliptiques de Jueobi  poss6dunt une p6riode r6elle et  

une p6riode imuginuire pure.  Lu d6finition de ces fonctions in t rodul t  un  pur~- 

m6tre  k r6el, eompris entre  0 et  1. Pour  k = 0, ces fonctions redonnent  sin T 

et  cos v. Lu donn6e de k 6quivuut ~ introduire  un purum6tre  intrins~que 

suppl6mentuire.  

Lu th6orie des fonctions de Jueobi  in t rodui t  trois fonctions principules:  

sn (u, k) de p6riodes 4K et  4 i K ' ,  

cn (u, k) )) 4 K  et  4 iK '  , 

dn(u,  k) )> 2K et  2 i K ' .  
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Les  p~r iodes  K(k)  e t  K'(k )  son t  d6finies p a r  l ' i n t 6 g r a l e  

~/,~ 

K(k )  : ~/1 - -  k 2 sin 2 0 
0 

e t  p a r  

K'(k)  = K ( k ' ) .  avec  k ~ 2 ~ l - k L  

A p a r t i r  de  ces t ro i s  fonc t ions  on c o n s t r u i t  u n  s y s t ~ m e  de  12 fonc t ions  

e l l i p t i ques  en  a d j o i g n a n t  s sn u, cn  a ,  d n  ~ leurs  i nve r ses  e t  l eurs  q u o t i e n t s :  

1 1 1 
n s u  - -  n e u  - -  n d u  - -  

s n u '  e n d '  d n u '  

sn ~ sn u 
s c u = t n u - -  s d u - -  

c n u  ' d n u  

CS U - -  
cn u cn u 

cd  u - -  
s n u  ' d n u  ' 

dn  u d n  
ds  u - -  dc u - -  

sn u ' cn 

on a n o t a m m e n t  e n t r e  ces fonc t ions  les r e l a t i o n s  

sn (u -F K ,  k) = cd  (u, k ) ,  

c n ( u  + K ,  k) = - -  k'  sd  (u, k ) ,  

dn  (u 4- K ,  k) = k' n d  (u, k ) ,  

sn (u, 0) = sin u ,  s n ( u ,  1)~= tgh  u ,  

1 
cn (u, 0) = c o s u ,  cn (u, ] )  c o s h u '  

1 
dn  (u, 0) = i ,  d n  (u, 1) - -  cosh u " 

On t r o u v e r a  dans  de  n o m b r e u x  l iv res  de  m a t h 4 m a t i q u e s  app l iqu6es  r 6 t u d e  

des  p ropr i4 t6s  de  ces fonc t ions .  A t i t r e  i n d i c a t i f  je  ne  c i t e r a i  que  les o u v r a g e s  

d 'A2PEL e t  LACOVlr [1], de  GREENm~L [9], de  T ~ I c o ~  [22] e t  l ' exceUente  

p e t i t e  m o n o g r a p h i e  de  BOW~A~ [ 2 ] .  

L a  g~n4ra l i sa t ion  des  fonc t ions  d ' o n d e s  so lu t ions  ondes  p l anes  de l ' ~ q u a t i o n  

de  K l e i n - G o r d o n  nous  a m i n e  ~ pose r  u = ~ d 'o f i  

(24) v : 4K(k)vot = 4K(k)  m~ m~ 
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4 K  est  ici l ' ana logue  du  f ac teu r  2~ du  cas t r i gonom6t r ique  et  ceci nous  

condu i t  ~ in t rodui re  une  nouvel le  cons t an t e  de P l u n c k  r6dui te  

h 
(25) ~' - -  

4K(k)  ' 

r e m p l a ~ m t  1~ cons t an te  usuelle ~ = h/2z, #o sera li~ ~ 1~ masse  d y n a m i q u e  mo 

p a r  l ' int ,erm4diuire de ~', 

moC 
(26) t i p -  ~, �9 

D a n s  le sys t~me propre ,  nous  avons  la possibilit6 de d6finir des fonct ions  

d ' ondes  d o u b l e m e n t  p6riodiques,  paires et  impaires ,  se r6du i san t  r e spec t i vemen t  

sin z et  cos ~ pour  k = 0 su ivan t  deux  ehoix 

a) spit sn (~, k) et  cd  (~, k) , 

b) spit cn  (v, k) et  sd (v, k) . 

E n  outre ,  nous  pouvons  d6finir une  fonc t ion  d 'ondes  d o u b l e m e n t  p4rio- 

d ique  se r~duisan t  p o u r  k ~ 0 ~ une  cons t an te  en cons id4ran t  les fonc t ions  

c) dn  (% k) et  nd  (3, k). 

Nous  aUons m a i n t e n a n t  examiner  les 6quat ions  diff~rentielles du  second 

or4re  que le choix de ces fonct ions  nous  condui t  {~ adop t e r  p o u r  g6n6raliser 
l ' ~qua t ion  

d ~ 
dv 2 V(~) -k y~(~) ~- 0 .  

P o u r  cela nous  exa,minerons les ~quat ions diff6rentielles du  second ordre  

d o n t  les solut ions sont  les fonct ions  el l iptiques de Jacobi .  

A) L ' 4 q u a t i o n  

a p o u r  solutions 

Par sui te  

pour  solutions 

y,2 + (1 - -  2k2)y ~ § k2y 4 --- k '~ = 0 ,  

y---- c n u  si y (0 ) - - - -1 ,  

y = k' sd u si y(0) = 0 .  

y " +  ( 1 -  2k~)y + 2k2y ~ = 0 ,  

y ---- c n u  

y = - - k ' s d u  

si y(0) = 1, y '(0) = 0 ,  

si y(0) = 0, y '(0) ~- k'. 
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B) y'* ~- (1 Jr k~)y ~ -  k*y ' - 1  = 0 ,  

a p o u r  solut ions 

P a r  sui te  

a p o u r  solutions 

y ~ s n ~ t  

y ---- c d u  

C) L ' ~ q u a t i o n  

a p o u r  solutions 

P a r  suite, 

y ~ s n u  si y(0) ---- 0, 

y ~ c d u  si y(0) = 1 .  

y " + ( l + k 2 ) y - - 2 k ~ y a =  O, 

pour  y(0) = 0, y '(0) = 1 ,  

p o u r  y(0) = 1, y '(0) = 0. 

y'~ - -  (1 + k'~)y ~ + y '  + k '2 = 0 ,  

y ---- dn  u p o u r  y(0) ~ 1 ,  

y ---- k' nd  u pour  y(0) = k'.  

y"-- (1 ~- k~)y + 2y 3 = 0 ,  

a p o u r  solutions 

y--~ d n u  p o u r  y ( 0 ) ~ l ,  y ' ( 0 ) - - - - 0 ,  

y ---- k ' n d  u p o u r  y(0) ~ k', y '(0) = 0 .  

R e v e n a n t  des 6qu~tions diff6rentielles v6rifi6es pa r  les fonc t ions  v/(~) aux  

6quat ions  aux  d6riv6es part iel les  d 6 t e r m i n a n t  les fonct ions  ~p(x, y, z, t) on voi t  

i m m 6 d i a t e m e n t  p a r  co r re spondance  que 

A) (27) 
[ ~0 = 2 cn [(Kct- (Kx)), k] , 

l V. = ~k' sa [ (Ka  --  (Kx)), k],  

son t  solutions part iculi~res de 

. 2k~t t ~ 3 = 0  (28) []~ + ( 1 -  2k2)~o~ t ~ z -  , 

( ~  = K ~  - -  [ K I~). 
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B) (29) 
~0 = ,~ sn [ ( K e t - -  (Kx)), k ] ,  

~ -- Z cd [(Kct  - -  (Kx)), k ] ,  

sont solutions particulibres de 

(30) 2k~t* ~~ y~" = 0 ~ + (~ + k ~ ) l ~  ,~ 

c) (31) 
[ vdn= z an [ ( K e t -  (Kx)), k], 

[ ~ =  2k' nd [(Kct - -  (Kx)), k] ,  

sont solutions particuli~res de 

(32) k '~" ~ 2#~ 7~" = 0 [ ] ~ - - ( 1 +  ) /~o~V+~ 

Les 6quations (28), (30), (32) out  6t6 d6j~ reneontr6es par  de nombreux  
auteurs no tumment  L. Scm~r  [20], N. I~0SEN et H. B. I~0SENTOCK [19], 
R. FIN]~_ELSTEIN, l~. LE LEVIE~ et M. ~UDERMAN [6], B. ft. MALENKA [13], 
D. IVANENKO [11]. 

Ces 6quations s'6crivent d 'une fa~on g6n6rale 

(33) ~ + av 2 + 7 ~  3 = O, 

et  y d6signant deux eonstantes. 

4 . -  Les solutions ondes planes des ~quations d'ondes non lin6aires Q ~ +  
~ ,  + y~v ~ = O. 

t~6ciproquement nous allons utiliser l e s  r6sultats ei-dessus p o u r  earact6riser 
les solutions ondes planes des 6quations (33) que nous r6partirons e n  quatre types  

(34) 

(A) 

(B) 

I(C) 
[ (D) 

~ + ~ + g~,~ = o, 

Y]~ + ~w - ~ o, 

~ ,  - ~ - ~ = o .  

Plus pr6cis6ment, nous allons d6terminer lorsqu'elles existent  sous des 
conditions que nous pr6ciserons les solutions de ces 4quations du type  ondes 
planes d 'amplitudes born6es. 
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A) L 'Squat ion  (A) a d m e t  pour  solutions les ondes planes 

(35) ~o = 2 cn [(Kct  - -  (Kx))  -~ ~o, k ] ,  

avec 

en d6 te rminant  /~o et  k par  

moc 
/Zo-- h, , 

(1 - -  2k2)#~ = # [ ,  

d'ofi 

(36) 

2~ - / ~ ] ,  

/,o ~ = ~ + ~ i ~  ~ , 

lc i  on a toujours  0 ~ k * ~ � 8 9  L 'onde  plane n ' e s t  jamais  ap6riodique. ]Sa 
masse dynamique  r6duite /~o est toujours  sup6rieure ~ #, tandis  que la masse  

dynamique  vraie mo a pour  valeur  

h#o 
mo =- 4cK(k)  " 

Si #o>#1  est fix6, 2 et  k sont d6termin6s pa r  

(37) X2 _ / z2~ --/z~ kS _ #~ - - / ~  
~ , 2~o  ~ 

Si au lieu de /~o, mo est donn~ la d4terminat ion de k est plus complexe:  on 
devra  dans ee cas r4soudre l '4quat ion t ranscendante  

(38) ( 1 -  2k~)K2(k) h2#~ 
- i ~ "  

Si l 'on se donne les trois eonstantes /~1, ?#2 et  k, (0 ~ k  2 ~�89 alors 

(39) 

22 __ 2k~u~ 

/~ - -  #~ et, m~oc ~ = #] 
1 - -  2k ~ 16K2(1 - -  2k ~) " 
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Les ondes planes (35) spat solutions de (A) quelques soient les conditions 
initiules ~(0) ou ~'(0). Pour ~o= 0, ~ = 2 c n %  pour ~o = K ,  y = 2 k ' s d T .  

B) Les 6quations de is forme 

(34B) 2 2 3 

admc t t en t  pour solutions les ondes planes d 'amplitudes born6es 

{40) ~p = ~ sn [(Kct - -  (Kx))  q- ~0, k], K ~ - - I K  l ~ = tt~, 

avec ici 

(41) 

gg = ~ ,~[x~ 
2 

2~ - ~ z , "  

Lu condition 0 ~ k 2 < 1 entraine 

0 ~ 42 ~#~ /~" 

Ceci correspond s des restrictions sur les donn6es initiales. 
En  effet la solution ci-dessus n'existe que si les conditions initiales satisfont 

aux conditions 
2 

(~ ' (o))~<~,  

et 

(v(o))~ < ~ [~ - ~/2~[(v'(o))~]. 

Si cos conditions ne sont pas satisfuites, les solutions ondcs planes de (B) 
sont  des fonctions elliptiques de Jacobi devenunt p6riodiquement non born6es 
et  f l n e  semble pus que de telles fonctions soicnt susccptibles de repr6senter 
une structure corpusculaire physiquement  r6alisable. 

R6ciproquement la donn6e de #2o, #21, #~ d6termine 2 ~ et  k ~ par  

(42) 

~ _ 2 ( ~ ] - ~ )  
A 
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Cette solution devient  ap6riodique pour  2 2 =  ~ 2 #1/#~. Alors #~ = #~/2 et  

(43) ~p~ = #~ tgh (Kct  - -  (Kx) )  , y~o _ #1.  
# 2  # 2  

I~a relat ion moe = h#o/4K montre  alors que si to = ~1/~/-~ reste fini, K(1) -+ cx~, 
la masse propre  dynamique mo tend  vers z6ro. 

C) Les 6quations du type  (C) 

(34C) 

a d m e t t e n t  quelque soient les conditions initiMes des solutions ondes planes 
soit du type  2 cn z soit du type  ~ dn ~. 

(44) ~ = 2 dn [(Ket  - -  (Kx) )  + ~o, k] ,  

satisfait  aux 6quations (C), #~ et  k ~ 6tant  d6termin6s par  

2 ' = # ~  
sous la condition 

#~ #~ �9 

Pour  $o = 0, ~ ---- 2 d n r ;  pour  $o~  K ,  ~p = 2k 'ndz .  
Pour  ] 2 I = # l / l & ,  k = O ,  v? se r6duit  ~ une constantc:  ~ =#1/#~. 
Pour  k ~ ----1 soit 12I--#lv~/ / . t2 ,  yJ devient  ap6riodique 

dn(u ,  1 ) - -  1 ) 
cosh u ' 

mais alors # ~ # ~ ,  ~'--~0. I1 faut  que la masse propre dynamique mo tende 
vers z6ro. 

R6ciproquement  si #~, #~, #~ sont donn6es 

# ~ '  #~ ' 

sous la condition ~ 2 #1/2 <#o  <#1 �9 

C a - -  

(46) v? -= 2 c n [ ( g c t  - -  (Kx) )  + $o, k ] ,  
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a v e c  

1 2 ~ k  ~ 1  , 

est solution de (C). 
(Pour $o --~ 0, yJr = 4 cn v, pour ~o = T K, y~ = • 2k' sd 3). 
#*o et k* sont alors d~termin~s 0dr 

(47) 

sous la condition 

~ 0  2 2 2 2 = # 2 4  - -  # ~ ,  

P o u r  ~ 2 2 k~ := 2#~/#~, = 1, ~0 devient ap6riodique 

~v/2 1 
( 4 8 )  ~o  - 

~t2 Gosh  

R~ciproquement si #*0, #2, #~ sont donn4s 

(49) 42 --/z~~ + #~ k s #2 + / ~  

D) Les 6quations du type  

n ' admet t en t  pas de solutions ondes planes d 'amplitudes born6es. 
En  effet les solutions d e  l '~quation diff6rentielle associ6e 

d~S ~ _ ~g~3 = 0 ,  

sont s u i w n t  tes conditions initiales de t 'une des formes 

(~o >~ ~?)- 

s n  T 
2 t n ~ ,  2 c d v ,  4 n c v .  

Ces fonctions doublement 9~riodiques deviennent pSriodiquement non born~es 
et ne sont p~s physiqu.ement acceptables. Ceci conduit s ~curter les 4quations 
du type (D). 
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Dans les trois cas (A), (B), (C) nous avons obtenu  des solutions ondes 

planes du type  stat ionnaire.  

La  m6canique ondulatoire lin6aire considbre sur tout  les ondes planes du 
type  (( progressif  ~) e 'es t  ~ dire de la forme 

yJ = A exp [ i ( K c t -  (Kx) ) ] ,  

eor respondant  aux solutions 

de 
yJ = A exp [ • iz] , 

d '~  
dz ~ + ~(~) = O. 

(3 = K c t -  (Kx) ) ,  

On peu t  se proposer  de d4terminer  pour  (34A), (34B), (34C) des ondes du 

m~me type  se rSduisant pour  /~2 = 0 aux  fonctions A exp [ ~  i~]. 

Si Yon consid~re F4quation 

y:~ + co~y(x) = o, 

l ' in t4grat ion directe donne 

y,2 + co2y2 = Zo = cons t .  

Zo # 0  conduit  aux  ondes s tat ionnaires  V/Zo/co ~ sin cox ct  V/;(0/o 2 sin cox 

tandis  que Zo = 0 conduit  ~ y = A exp [~= icox]. 
Ic i  l '6qu~tion diff6rentielle associ6e ~ l '6quat ion (34A) pa r  exemple soit 

~ , + ~ + p ~ : o ,  

donne par  int6grat ion directe 
2 

(~'1~ + ~ + ~ ~' = Zo- 

•0 ~ 0 conduit  aux  solutions r6elles s tat ionnaires consid6r6es pr6c6demment .  

Xo = 0 conduit  ~ un aut re  type  de solutions. 

Posan t  yJ = 1/Z on voi t  facf lement  que si Xo = 0 

(50) 
1 ~(~) 

01 exp [iltlz ] - -  02 exp [ - -  i/~1~] ' 

C I e t  C~ dSsignant deux constantes  li6es par  la relat ion 

(51) C~C~= ~ 
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Posant  1 /C~= 2~, 1/C2:-  ~ ,  on 4crit encore 

(52) ~,(~) = 
e x p  [ i ~ 1  T ]  2 = - -  (#~18#,))~, exp [-- i#,'~] 

~2 
2 8 2 2 exp [-- i#~T] - -  (/~2/ #~)22 exp [i#~v] 

ou encore 

(53) ~(~) = 
~__ / ~ 2 ~ 1 / 8 ~ 1 )  2 2 2 exp [i#~T](1 2 2 2 _ (#~/4#~)~t~ cos #~T 

2 8 2 2 2~ 2 2 " [1 + (#2/ #~),~2] exp [-- i#~]  - -  (#2/4#,)~., cos # ~  

Ces fonetions sont s implement p~riodiques. On volt  faeflement sur ces 
expressions comment  s'op~re lorsque #~-~0 le passage aux solutions du cas 
de Klein-Gordon. 

L 'onde  plane ~(Kct--(Kx)), (K ~ - I  KI 2 = #~) n'est  jamais pu remen t  pro- 
gressive. A c6t4 du te rme progressif figure un  te rme stationnaire.  Ceci 1)eut 
encore s~interpr~ter en disant que les ondes planes de ce type  ne sprit jumuis 

un iquement  ~ 4nergie positive ou un iquement  ~ 4nergie n~gative. Un te rme 
de b a t t e m e n t  accompagne toujours le te rme principal progressif ~ 5nergie 

positive ou n~gative. 

5. - La compos i t ion  des fonct ions  d'ondes  dans les th6ories  non  l in6aires.  

Les 4quutions (34A), (34B), (34C) ne sont pus lin~aires et  la somme de  
deux solutions n 'es t  pus une solution. ~4anmoins  et  c 'est 1~ un  point  sur 

lequel je veux  insister maintenant ,  il existe pour  les prides planes solutions 

de ees ~iquations un  th4or~me d 'addi t ion ou si l 'on pr~f~re un th~or~me de 

composition. 
Celui-ci va  r~sulter immSdiatement  des th4or~mes d 'uddit ion des fonet ions 

elliptiqu es. 
Consid4rons la fonetion cn u. On a vu  que 

cn (u § K) = - -  k' sd u ,  
1 

sd (u q- K) --~ -~ cn u .  

On peut  mont re r  que les th4or~mes d'~ddition des fonctions elliptiques 
tels qu'ils sont dorm, s duns les trait4s classiques prennent  ~galement la fo rme  
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(5~) 

e n ( u  =~ v) = 

sd (u :~ v) = 

sn (u ~ v) = 

cd (u ~: v) = 

cn~  cnv ~= k '~ s d u  sdv  
1 =]= k ~ cnct sdv  cnv sdv  

s d u  cnv + sdv  c n u  

1 :V k ~sdu  cnu  sdv  c n v '  

s n u  cdv  ~ c d u  snv  

1~= k s s n u c d v s n v c d v '  

c d u  cdv T s n u  snv  

1 ~: k ~ snu  cd v sn v cd v" 

Si l 'on  consid~re pour  un  corpuscule reprSsent4 pa r  l '~quution (34A) de~ 

4tats  ~1 et v~ uuxquels correspondent  les fonctions d~ondes 

(55) 
y~(c ~) ~ cn ~ ,  

1~ fonction d '~ ta t  ( 1 ) §  (2) ou ~ ( ~ §  correspondent  les fonctions 

(56) 

Le th6or~me d 'uddi t ion donne alors 

(57) 

~ ,  _ ( k ~ / k , ~ ) ~ , ? ~ , 7 , W ~ , ~ 7  ~ " 

La possibflit4 de construire des fonctions d '~ ta t  ~ deux corpuscules ~ p a r t i r  

des fonctions d 'd ta ts  ~ un  corpuscule rend possible la construct ion d 'un  espace 

d '~ta ts  n~cessaire pour  introduire  une seconde quantification. 

L a  seconde quantif icat ion a ~t4 gSndralement considdrde comme n~ces- 

s i tan t  une thdorie lindaire. I1 me selnble que ceci n ' e s t  p~s n~cessuire m~i s  

que 1~ seconde quantif icat ion est  essentiel lement ~ttach~e s la possibilit5 de 
construire des 6tats ~ 2, 3, ... n part icules ~ p~rth, des 6tats ~ une p~rticule. 

Pou r  cela, il suffit que dans la thSorie considdrSe, il existe un th~or~me d'ad-- 
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dition ou. de composition des 6t~ts, c 'est  ~ dire qu'~ parth" des fonctions repr6- 

sentant  un  6tat  ~ n partieules et  un 6tat  ~ une part ieule on puisse construire 
un 6tat  ~ n + 1 particules. 

Les ionctions d'ondes acceptables seront donc celles adme t t an t  un  th6o- 
r~me d'addition. Cette condition, n6cessaire mais non suffisante, semble a priori  

tr6s large. N6anmoins nous allons voir que l 'on peut  appor ter  h la d6termi- 
nat ion de ees fonctions une solution particuli6re remarquable.  

En  effet, WEI~,RS~ASS a d6montr6 un th6or~me remarquable  (voir par  
exemple le trait6 des fonetions elliptiques 4e HANCKOCK [10]) qui r6pond 
notre  qnestion. 

WEI~mSTaASS appelle th6orbme d 'addi t ion alg6brique une relat ion Mg6- 

brique l iant  les fonctions q~(u), q)(v), q)(u +v) ,  et  voiei son th6or6me: 
<( Toute  fonction pour  laquelle il existe un th6or~me d 'addi t ion alg6brique 

est une fonetion elliptique ou l 'une de ses d6g6n6rescenees ,). 
L'ap]?lication de ee th6or6me aux solutions ondes planes nous conduit  d 'une 

fapon l imitat ive aux 6quations d'ondes eonsid6r6es ei-dessus. 
Toutefois la na ture  Mg6brique d 'un  th6or6me 4 'addi t ion des fonctions 

d 'ondes ne s'impose pas du point  de r u e  de l ' in terpr6tat ion physique et  rien 
ne nous conduit  g penser que la na ture  ob6isse ~ des r6gles t radui tes  par  des 
lois alg6briques. 

Je  vais d'aflleurs consid6rer main tenan t  un  exemple simple d '6quations 

d 'ondes g6n6ralisant les 6quations pr6c6dentes et  pour  lequel il existera un 
th6or6me d 'addi t ion non Mg6brique pour  les prides planes. 

Pour  cela je consid~re les 4quations d 'ondes non lin6Mres 

(~) ~ ] y + # ~ s i n y  = 0 ,  
(58) 

[ (fl) V ~ + # ~ s i n h ~ p = 0 .  

Si l 'on eonsid6re que ees 6quations sprit (~ approch6es ~> par  les 6quations 

obtenues en remplapant  sin ~ et  sinh ~ par  les premiers termes de leurs d6ve- 

loppements  en s6ries ees 6quations sont les g6n6ralisations de 

(59) 

~t~ ~ = 0 , 
(~') 5~  + ~  --6- 

(~') Dr, + ~ ,  + ~v, ~ = o  ~- 

Si l 'on pose Mors ~ = 2~, #~2~/6 = #~2, on obt ient  pour  ~0 les 6quations 

(60) 
[ (a") E~r #19--#~~ = 0 ,  
{ 
[ (~") E~r + ~ + ~:r o. 
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On re t rouve  les 6quations des types (34A) et  (34B) pr6e6dents. 

Les solutions du type  <~ ondes planes ~> des 6quations (58~) et  (58fl) peuvent  
s 'obtenir  sans difficult6. 

Si Fort pose 

= K c t - -  ( K x ) ,  avec K ~ - ] K [  ~ = #~, 

les solutions <~ ondes planes ~> de (58~) et  (58fl) seront de la forme 

w(x, t) = ~(~:), 

~(~) 6rant solution des 6quations di//grentielles 

(6i) 

o n  

(62) 

d~(v )  
~ - -  § sin y~(v) = O, 

d~ (v )  
d ~ - - k  ~ sinh ~p(v) = 0 , 

#o 

(a) V:* -k Zl sin y~(~) = O, 

(fi) ~P~, q- %1 sinh ~(~) = O. 

Nous allons examiner  les solutions de (62a), celles de (62fl) s 'obtenant  par  
une analyse parallSle. 

L '6quat ion  (627) est bien connue en physique:  e 'est  l '6quation du mou- 
vement  pendulaire:  

Alors que F6quation de Klein-Gordon associait uu corpuscule darts son 
syst~me propre  le mouvemen t  d 'un  oseillateur sinusoidal, les 6quutions non 
lin6~ires consid6r6es ici lui ~ssocient un mouvement  pendulaire. 

Les solutions de 

(58a) D~ +#~  s in~ =- O, 

ne sont d6finies qu's  un  multiple de 2z  pr~s. Si ~o(T) est solution il en sera 

de m~me de 

De m~me si l 'on pose 

~l(v) = ~o(v) + 2 n ~ .  

n ~  

~(~) = ~ o ( ~ ) •  E , 

36 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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les fonct ions  ~'2(~) s~t isfont  

(587) E3~(v) + #~, cos ~(~)  = O. 

Les solut ions de (58a) p e r m e t t e n t  donc  d '6cr i re  i m m 6 d i a t e m e n t  celles de (58fl) 
e t  de (587) 

P o u r  ob ten i r  les solut ions ondes planes  de (58a) il nous suffit de consid6rer  
l '6qua,t ion diff6rentielle (62~) qui  pa r  in t6gru t ion  di recte  donne  

(63) (~)'~ - -  2 x, cos ~ = Xo, 

Zo 6 t~nt  une  eons t~nte  tel le que 

#2 
Zo - ~~ - -  2Z~ cos ~Oo �9 

~ o u s  en d6duisons 

(64) (yj')2 = (Zo + 2Z~) [1 4ZI 
Zo + 2Z1 

e t  eeci nous condui t  h eonsid6rer  deux  cas 

sin2 ~] , 

1) 4Z~ " < 1 soit  
Zo § zg~ 

Z6 > 2 Zl  �9 

(65) 

d'ofi 

P o s a n t  k2 = 4X1/(Zo+ 2Z1), 

1 
2)  4Z1 --  k~ > 1 , 

~o ~- 2~1 

(67) (~p')2 = k~ 

Duns  le p remier  e, as, (m a i m m 6 d i ~ t e m e n t  

~/2 

f 2 ~ /1- -k  2sin 20 
0 

OU 
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F(~,  k) d6s ignant  l ' in t6grale  el l ipt ique de Legendre  

F(q ,  k) = f v  / dO . 
1 - -  k s sin s 0 

o 

I n t r e d u i s a n t  la fonc t ion  a m  (u, k ) =  q telle que 

sin ~ = sn (u, k) et  cos ~o - cn (u, k ) ,  

on ob t ien t  

2 ~ 

(69) 

s i n ~  = s n  ~-k, ~o,k , 

0 ~< k: ~< 1 ent ra ine  la condi t ion  

c o s S ~  ~ ~< 4X ~ 

L a  solut ion du second cas pour  lequel  

ce qui exige 

cos s > 4X 1 

2 

~o < 4X1 

se d4dui t  de la solut ion du  premier  cas pa r  la re la t ion  

a v e c  

~ol ---- arc  sin (kl sin ~o), 

ou  pa r  la fo rmule  di te  du module  r4ciproque 

sn (ku, kl) = k sn (u, k ) ,  
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qui nous donne ici 

~v 
(70) sin ~ = k sn (~r + ~ ,  k) .  

Nous avons doric dans le cas consid6r6 des expressions simples au moyen  
des fonctions elliptiques des ondes planes solutions des 6quations d 'ondes (58). 

I1 existe encore ici un  th6or~me d~addition pour  les fonctions d 'ondes solu- 
tions du type  ondes planes. 

En  effet, spit 

~ u  

v~ = K~c t  - -  ( K ~ x )  , z2 = K 2 c t -  ( K 2 x )  , 

K ~ -  (K1)2:  K2~ - -  (Ks)s= #~, 

~(zl) et y~(T2) d6signant les solutions pr6c6dentes, ~(v~-v2) s 'exprime au moyen  
de ~,(zx) e t  de ~o(%). 

En  effet nous avons 

~o(z) = 2 a m [ ~ z  Jr $o]. 

Le th6orbme d 'addi t ion des fonctions a m u  nous donne 

(71) am (ul i us) = arctg ( tnul  dnus) q- ~ c t g  (trJ u2 dnux) = 

= arctg I s-in qv~ V/1 _ k~ sin~ ~s 4- arctg [cos ~vs 
[cos ~ 

(sin q~ = sn u~, cos q~x = cn u~ , sin ~os = sn us,  cos ~vs =- cn us) �9 

On e n d6duit  imm6diatement  le th6or~me d~addition correspondent  pour  

les fonctions ~@1), ~(Ts). I1 n 'es t  pas n6cessaire de souligner le caract~re non 

alg6brique de ee th6or~me d'addit ion.  
I1 peu t  6tre int6ressant de ra t t acher  les ondes planes solutions des 6qua- 

tions (34A), (34B), (34C) aux d6veloppements de la th6orie quant ique  des 

champs. 
Ceci revient  ~ exprimer les ondes planes du eas (34A) par  exemple,  de la 

forme 

(72) v / ( z )  = ), c a  z = ;. c a  [[~oct, k ]  , 

dans le syst~me propre,  au moyen  des fonctions 

t o t 

(73) A cos z ' =  A cos #oCt, ou A sin z ' =  A sm,uoCt. 
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(74) 

~vee 

La th6orie des fonctions elliptiques nous fournit  imm6diatement  deux 
d6veloppements de ce type. 

a) Le d6veloppement en s6rie de Fourier  des fonetions elliptiques nous 
donne pour  en u 

2~z ~ q~+�89 ~- q-.- ~ [ 2-K~U 1 c n u = ~ _ . . 1  - ~ c o s  ( 2 n + 1 ) ,  

Nous en d6duisons 

(75) 

avee  

q = exp - - ~  . 

2~ ~ q'~+} 
~f(T) = 2 cn (#oCt, k) = ), k-K,,~o 1 + q2~-~ cos (#;ct), 

t 7~ 
(76) #n = (2n + 1) ~ # o .  

L'onde ~0(~) peut  ~tre consid6r6e comme r6sultant d 'une s6rie particuli~re 
d'ondes planes solutions d'6quations de Klein-Gordon avec une suite de masses 
propres r6duites #'~ multiples impairs de 1~ masse propre r6duite 

7~ 
(77) #'o = 2-~ # o <  #o �9 

b) Le d6veloppement en produit  infini des fonctions elliptiques donne 
poo r  cn ~: 

(78) c n u  = 2q~,k'2k -~ c o s T .  f i l  1 +  2q 2n cos ( z u / K ) +  q4,~ ] 
,,=1 1 - -  2q 2n-I cos (nu/K) + ~ - 2 j  " 

Ceci nous donne 

' I~_,[ l+2a2"c~176 ] ~ . . .  
(79) ~(r) = 2cn[#0ct  , k]----2q~k'�89 1 2 ~  cos#,oct + q, ._,] ,  

avec iei 

(80) 

d'ofi 

r 

! 
#o < #o �9 

pour  ~]2 ~< K(k) < ~, 

pour K(k) > ~: 
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L'onde plane y,(z) s 'exprime done au moyen d 'un produit  infini de com- 
binaisons d'ondes planes solutions d 'une 6quation de Klein-Gordon pour un 
em])useule de masse propre r6duite #'~--(.~/K)tt o. 

6. - Solutions invariantes et solutions radiales des 6quations pr6c6dentes. 

_N~ous complbterons cette 6rude en examinant  bri~vement pour les 6qua- 
tions du type 

(34) ~ + t @  ~ ~ ' ~  = O, 

les solutions du type (, ondes invariantes ,~ ~p(u) avee u2= c2t ~ - -  ( x ~ +  y 2 •  z2), et 
les solutions du type ~p ---- yJ(r) avee r 2 = x 2 § !f  • z ~ . 

Ces solutions particulii~res sont d6termin6es par les 5quations diff6rentielles 

(81) du' + ~ ~ + ~ ~p(u) • ~ ; ,  - O, 

[ d2 2 d ] 
(82) ~ + ~-: d-~ --#2 y,(r ) ~ / ~ f ~  __ 0.  

Les 6quations de ce type ont fait l 'objet  de nombreuses 6tudes math6ma- 
tiques no tamment  de R. O. FORNAGUERA [7], de M. C]mNO [3] et de JAICH- 
~mVM [12]. Leur int6gration ne semble pus rat tachable s des transcend~ntes 
caract6ris6es jusqu'iei. 

~Nous n'indiquerons que quelques r6sultats rel'~tifs au cas /q =-0. 
Les 6quations (81) et (82) se r6duisent alors s 

[ d2 3 d ] " 3 
(83) du 2 §  ~ ( u ) •  - - 0 ,  

[d~ 2 d 1 
(84) ~ + r dr F(r)~:#2F3 = 0 .  

L'6quatiou (83) admet  la solution particuli~re remarquable 

~/• 
~(u) _ 

/t2u 

d'ofi l 'on d6duit l 'onde invariante singuliSre sur le cone de lumi~re 

(85) yJ(x, y, z, t) - -  
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L'6quat ion  (84) sous la forme 

I d  2 2 d] # ~ v ' ( r ) - - 0  
~r~ + r ~ ' ( r ) +  ' ~ 

se ram6ne /~ l '6quat ion d ' E m d e n  [4] 6tudi6e n o t a m m e n t  pa r  E. A. MILN~, [14], 
~N. F A I R C L O U G H  [5] ,  R .  H .  F O W L E R  [8].  

E n  effet, si l 'on pose 

1 
~v(r) #'-' 9 ( r ) ,  

9,(r) est d6termin6e pa r  l '6quat ion 

,, 2 r 

qui est la forme canonique de l '6quat ion d ' E m d e n  adopt6e par  E. A. MIL~E [14]. 
Si 9(r) est une solution, on voit  imm6dia temen t  que 

~9(4r),  

est  6galement  une solution. 

E. A. MILLE a 6tudi5 les diff6rentes formes de solutions 9(r) telles que 

9(ro) = 0 , 
dp)  1 

d r  . . . .  = C~'  

pour  ro = 1 suivant  les diff6rentes valeurs  de C. I1 a montr6  n o t a m m e n t  qu'il  
existe une seule int6grale posi t ive telle que 9(1) ~ 0 et  qui pour  r = 0 prenne 

une valeur  9(0) r es tan t  finie. ]~6eiproquement (solution d 'Emden)  si on eon- 
sid~re une solution 9(r) qui pour  r = 0 prend  une valeur  finie (pour laqueUe on 
peu t  poser 9(0) = 1 avee une valeur  convenable  de 4) et  telle que (d9/dr) . . . .  = 0 ,  
on t rouve  la fonetion tabul6e pa r  5;. FAIRCLOUGg [5] qui s 'annule  pour  

r - - r o =  6.9011 et  en ee point  9 ' ( r o ) = - - 0 . 4 0 2 3 1  et r*op'(ro) = - -  2 .015 0. 

L ' int6grale  g6n6rMe de 

2 
9~ ~ ~ - 9 ~  i- - - 0 ,  

r 

d6pend iei des deux constantes  4 et C. Pour  tou te  vMeur finie de 4, il existe 

pour  9(0) donn6 une valeur  de C = Co pour  laquelle il existe une solution. 
Cette solution s 'annule  pour  r =- ro et  la t angente  a cet te  solution pour  r =- ro 

dSfinit C- -  Co. Pour  les autres  valeurs  de C # Co il existe des solutions 9(r, C) 
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telles que T(ro, C)==~(ro, Co) mats divergentes pour  r - + 0 ,  les unes tendant  

vers q-c~, les autres vers --,z~. E. A. ~r ~ montr6 l 'allure g6n6rale de 

ces fonetions sur un diagramme. Toutefois je ne crois pas que l 'analyse de 

Mflne ~rit 6t6 6tendue au domaine r >  ro saul dans l '6tude g6n6rale de R. O. FOR- 
NAGUERA et darts une note de JAI~]~ICYM dont les r6sultats ne semblent pas 

se raceorder ~vec ceux de Mflne. 
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