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�� �� � ���
�� ���� k ∈ L∞(Γk) ��

��
 ��� � �
���
���� ����������
 ���� v� 
�� ����� 
��
 �� �*��
�� �� 
�� �
���
��� �� 
��
�������� �� �/��� 
�

tk(v) = −(k · v)
k

k
.

�
 �� ���� ������� 
��
 k = |k| > 0 �� Γk�
��� ���� �� ������
������ ���������� ����������
�� V � �� 
�� ������ ������� �� H1(Ω)

����� ������� ��� ���� 
��
 
���� 
����� ������ ��Γu� B� V � ?�����C� �����
������ �
����

����� �� ����� ��

ε(v) =
1
2
(∇v + ∇vT ).

 �� � ����� ��
����� �� 
�����
��� ����
���fq� 
�� ��
����� � ��� �����
��� �������� ����
�� V × V �� ������ ��

aρ,k(u,v) = aρ(u,v) + ak(u,v)

�����

aρ(u,v) =
∫
Ω

ε(u) · Eq(ρ) · ε(v)

���

ak(u,v) =
∫

Γk

1
k

(k · u)(k · v). <#=

 �� ��� ρ ��
������� 
�� ��/������� 
� ��� 
����� ������ 
�� ��������� ����
���� �����

|aρ,k(u,v)| ≤ M‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω), ∀u,v ∈ V

���

aρ,k(v,v) ≥ fq(ρε)α‖v‖2
H1(Ω), ∀v ∈ V

��� ���� �
���
�� ���
�� � ����
��
� α ��� M � �
 �� ������� 
��
 
�� �����
�� ρε �� �
���
��
���
��� 
� ������ ����
���
� �� 
�� ����
�� aρ,k� ��� �*
����� ���� ������ ����� �� �� ������
��

�(v) =
∫

Γt

t · v, <&=

����� ����� �
 � ������� ������ ����
����� �� V � ��� 
�
�� �
�� 
��� ������ �� 
�� ���
���
���� 
�� �
���
���� 
�� � ������� ��� 
�� �*
����� ������ ��� ��� �� �
�
�� ��

J (ρ,v) =
1
2
aρ,k(v,v) − �(v).

��� �/��������� ����������
 ���� �� 
�� ���/�� ��������� �� v 
→ J (ρ,v)� ���� ������
��)
���� �� 
�� ����
��� 
� 
�� ��������� � ����
����� �/����
�

u ∈ V : aρ,k(u,v) = �(v), ∀v ∈ V . <(=

����� 
 �� ���� ���
���� ��� 
�� � ��� ����� �������� �� ������� �
��
��� ������ ���
���
��� �����



2�$����� 3$�� �4����� �� ������� )�� ���5� %���� 1���������� ���

�'� ��� �����(���	�  �	%����

%��� �
 �� ������� 
��
 �� ������
� ��
����� ��
�����
��� ����
��� fq ��� ���� �������
����� �� ��� ���
���� <-= �� <0=� ��� �� 
��
��� �� 
� �����
 
�� �
�����
��� ������� ��
���
�� ����� ����� 
�� �
�
� � �������u �� �������
�� 
������ <(=�  �� � ����� �����
�ρ
<����� ��
������� 
�� ��/������� 
� ��� 
����� �� 
�� ������� ���
���=� 
�� ���/�� ����
���

� <(= �� ����
�� u(ρ)�

��� 	
������	 ��� 
�� �
���
��� �� �� ������� ������� �� 
�� �
�.���� ��� �� ��
����
)
������ ���� �� � ����
��� �� ρ� �
 �� ����
�� �̃ ��� ����� �� �̃(ρ) := �(u(ρ))� ����� � �� �����
�� <&=�  ��
�������� 
�� ����� 
��
 �� �*��
�� �� 
�� �
���
��� � � 
�� � ������� �� ��9��
��
�� 
�� k/k �����
��� ��� ��
����
�� �� Γk �

tk(v) =
∫
Γk

tk(v) · k

k
= −

∫
Γk

(k · v)(
k

k
· k

k
) = −

∫
Γk

(k · v).

+���� 
�� ����������
 ���� �� �������
�� 
������ <(= ��� t̃k �� ������ �� � ����
��� ��
ρ� ���� t̃k(ρ) := tk(u(ρ))� ���� ����
��� ��� �� ���� �� � ������ ������� �� 
�� 
�
�� �����

��
 �� �*��
�� �� 
�� � ������� �� 
�� �
���
��� �� ���� ������ � ����� ����
��� ����� �� t̃k
����� 
��
 � ����� ����� �� �*��
�� �� 
�� �������� �� 
�� �
���
���� B� 
�� �
��� �����
� ����� ���
��� ����� �� t̃k ������ �� ��� ����� �� ������
�� ����� 
��
 � ���� ���� 
��


�� �
���
��� ��� � ������� ��� �����
��� ������� �� 
�� ������ ������ ����� ����� ��
���� �� � ���� ����� ����
������� ����
���� ��� 
��
 ������ 
��� �� ��
 
�� ����� ;����
�������

�� ��9��
��� ���� �� 
� �������� t̃k ��� � ���
��� ����� ���� 
��� ����� ����� �� ���
����
��� �����
��� k/k �� ������ �� 
�� ������� �����
��� �� � ����� �*��
�� �� 
�� �
���
��� ��
� �������� ��� k �������� 
�� �
�.���� �� 
��� �������� �� 
��� �����
����

����� �����	� 
����

 ��
��

��� ���
 ������ 
� �������� �� 
�� ������ �� ��*������� �
�.���� ���9��
 
� � ����
����

�� 
�� ������� %��� Γk = ∅ ��� 
�� ������ ��� �� �������
�� ��
����
������ ��

(P )����




min
ρ

�̃(ρ)

��
�
∫
Ω ρ ≤ V

ρε ≤ ρ ≤ 1 ���� �� Ω.

����� �������� ������
� ��
��

��� ������ ������ 
��
 �� ���������� �� 
� ������ � �������
 ��� ������� ��� ��9��
���
�� 
� ��*����� 
�� ����� 
��
 �� �*��
�� �� 
�� �������� �� 
�� �
���
����  �������� "&($�
� ������ ����
����
 �� ��
������� �� ����� 
� ��� � ��� ������ ����
��� ��� �������
�����
�������� �� � ��� �� � ����
����
 �� 
�� ��������� �� ����� 
� � �� 
�� �
������ �� 
��
�
���
��� ���� �� ���
� �� "&( $ 
�� ����
����
 �� �
 �� 
�� ���
 ���������� 
 �� 
�� �����
���
�� 
�� ����� ���
 ����� + ����������
��� �� 
��� ����
���� 
 
� 
�� ���� �� �� ����
���� ����
<�� �������= ���� � ���� �� � ����
����
 �� 
�� ���������� ���� �� ���
��� ��
���
�� ��
������
��� "7$ ����� �
 �� ������
��
�� 
��
 
�� ��
����
�� ��� A���� �/�������
 �
���� ��
������� �� ���� ����
�� 
 
���� 
�� �� 
����
�� �
���� ������ �����
� ����� ���� �� � �������
/���
�
� 
��� 
�� ���������� ���� ���� ��
 ���� 
��
 
�� �
������ ��� ��������� �������
���
���� ��
 �
 �� ������
��
�� �� "&($ 
��
 
���� �� ������ 
� ������� 
��
 
��� ���� ���
������ ��� �� � �� ���� ���
�� ��
����
������ ��

(P )����




min
ρ

t̃k(ρ)

��
�
∫
Ω ρ ≤ V

�̃(ρ) ≤ �

ρε ≤ ρ ≤ 1 ���� �� Ω.
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�� 
������ �
�����
���� � ���� �� 
� ������ 
��
 �� �
���� �����
� ρ∗ 
� ��
��� ��� ��

�� �
�����
��� ������� (P )���� �� (P )���� �� ������
� ������� ���� ����� 
��
 ρ∗ ������
���������� 
��� ���� 
�� ������ ρε �� 1 �����
 �� �������� ��Ω� ���� ����� �� �*����
���
������ ���� �������
��� 
�� ������ �� �������� 
�� ���
 ����
����
 �� ��� �� 
�� ���)
���� 
� ρ ∈ {ρε, 1} ���� �� Ω� +�
����
������ ��� ����� ��
������ ���� ���� �� �������
���
�� 
�� ������ �� ��
��� ��� �� 
�� ����� ���� 
�� �����

B�� ��� ����� ��� ����� � ����� 
�� ��
����� �� 
�����
��� ����
��� �� 
��
 ��
�������
�
�����
� ������ ��� ����� � ������ ���
 ������� 
� ������
� �����
� ������� ?������� ���
���
����

fq(ρ) = ρq, <-=

�������� ����� �� 
�� 	�AD <	���� ���
���� A�
����� ��
� D�������
���= ��
�����
���
����
��� "&3� &5$� ��

fq(ρ) =
ρ

1 + (q − 1)(1 − ρ)
, <0=

���
��� 	�AD ������
 "&7$� �
 �� ���� 
��
 f1(ρ) = ρ ��� 
��
 fq(ρ) ��������� 
������ 0 ��
q ��������� ��� �� ��
�������
� �����
� ����� ρ�  �� ���� q� 
�� ��
�������
� �����
� ������
��� �������� �� 
��� ���
����
� ������
�� ��� ��

�� 
� 
�� �
�.����� ��� �����
��q ��
��
����� 
� �� ���� �� � ���
��� �� 
�� ����� �� �������
���� �� � ���� ����� �� q ������
���� �������
����  �� �*����� �� �
��� ��
������ ��
����� ��
�����
��� �������� ��� ���
���
���� "(8� (#$� ��� ��� � ������� 
���
���
 �� ��
����� ��
�����
��� ������� �� 
������
�
�����
��� 
�� ������ �� �������� 
� "(&$�

+��
��� � �� �� 
� ������ 
�� ��
����� �� 
�����
��� ����
���fq(ρ) = ρ ��� �*����
���
������� 
�� ��
�������
� � ����� �� ������ � ����
� 
��� �� 
�� ��9��
�� � �� 
�� ����
QP (ρ)� ����� Q �� � ���
��� ������ ���� 
� ��� � ���� ������ �� �������
��� ��� P �� �
����
� ����
��� 
��
 ���������� ������
� ������ �����
���� ���� ����
� ����
��� ����� 
���

�� ����� ��� ��� ���
���� "((� (- $�

P (ρ) =
∫
Ω
(1 − ρ)(ρ − ρε). <2=

��� �� 
�������
� �����
� ������ ���
����
� ���� 
� 
�� ��9��
�� � 
��� 
�� ������
� �����
�
������� ����� 
��� ��� ���������

�'+ �,������� ������

 �� ����������� �� 
��� ���
��� ��� 
�� ���
 �� 
�� ���� ��
H ����
� 
�� �����
��� ρ 
��

��� ��
������� � � 
�� ����
����
� �� ��
��� ��� �� 
�� �������(P )���� �� (P )�����

�� �������� 
�� ������� ���������� �� ���
��� &�& ��� ���)���� ���� ������
� ����
����
�
��� ������ �� �������
��� �� �� 
������� �� ��������� �� 
�� ������� ���
���� ��� 
���
���)���� �� 
��� ���
�*
 ����� 
��
 
���� ��� �� �
���� ����
����� + ��6����
 �����
��� ���
���� �� �
�����
��� ������ 
� �� ����)���� �� ��� �
 
� ���� 
�� ��������� 
�� ����
����
 ���
� 
�� ��
 H ��� 
� �� �����
 ��� ������� 
�� ��9��
��� ����
��� ��� 
� �� ����� ����)
���
�������  ��
�������� ����� 
�� ������ �� �����
� ������������ 
���� 
�� ����
���
���
 �� ����� ��
� �����
 
� 
�� ���� 
������ �

 �� 
�� ������ (P )����� H �� ������ ������E �����
 �� L∞(Ω) ��
 
�� ��9��
���
����
��� �� ��
 ����� 
� �� ������E ����� ����)���
������ �� L∞(Ω) ���� q > 1� %�������
�
 �� �� ���� q = 1 ��� ����� 
��� ������ �� ����)����� � ������ 
��
 �� ����� �� 
��
�������� ��	����� ���� ��
���� "(0� (2$�  �� 
�� ������ (P )����� H �� ��
 ����� 
� ��
������E �����
 �� L∞(Ω) ������ q = 1 ��� 
�� ��9��
��� ����
��� �� ��
 ����� 
� ��
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������E ����� ����)��� 
������ ��L∞(Ω) ��� ��� q� �
 ����� ������ 
��
 
��� ������ ��
���)���� ���� ��� q = 1�

'��
���
��� �� � ������� ��� ��
������ � ����)���� �
�����
��� ������ �� 
��� ���
�*
�
	
��
��� ���� �� ���)���� ������ ��
� � �������� ��
 H� 
�� ���� �� 
� ���
���
 
��� ��
 
�
���
��� ��
 H̃ ⊂ H �� 
��
 
�� ������ ������� ����)����� ;�
��� 
��
 
�� ��9��
�� �
����
��� �� ��
��� ��� �� 
�� �
�����
��� ������� (P )���� �� (P )���� �� �
������ <�����

����)=���
������ �� Lp(Ω)� 1 ≤ p < ∞� 
�� ��
 H̃ ������ �� �����
 �� 
�� ���� ������
+ 
 
��� ���
� �
 ������ �� ��� 
����� 
��
 � ���
���
��� ��
��� ��� �� �������
�� �� 
����
�� ��
 �������� 
�� ��
 H ��
 
� ������
��� ������ �
 �����
 �� ������ � 
��� �� 
��
��9��
��� ��
� ���
��� �����
���� ����
���� ����
���� 
��
 �� ����
 ��
� �� ���
��� 2�

) ��������" ��$�  ��!"��$

 ��� ��������� 
��
 ������� ��� ������ 
� �����
��
� ��� ������
� 
�� ��.����
 ���
���
���
��
����� :��� �� 
��  ������ &)0 ����� � �
���
���� ������ �� ����� �� �
���� �����
� �� 
�
�� ���
����
��� ��� ��
� �� 
�� �������� ����� 
�� ����������
� ��� �*�� ��� ������
�� ��
���� ��� 
�� ����� ������ ��� ������
�� � � �������  �� 
�� ������� 
 �����������  ������ -
��� 0� 
�� ��
� �� 
�� �������� 
��
 ��� �� ��� 
��
 ��
� � � ������� ��� ������
�� �� � �����
�
�� 
��
 �� ������
�� 
� � ������ ��� 
��� ���� �� �� 
���� ������ ��� � 
�� �����
��� ��
���� � 
�� ��*������ ����� ������ ��
� ��� ��
����� ��� ���� �� 
�� 
��
 ������� �� ���
����
��
� � F ����C� ������� ��1000.0 ��� � D������C� ��
�� �� 0.29�

)'� ��,���� $��-����  �	%����

��� ������� 
��
 ��� ���������� ��� �
�.���� ��*�����
���� �� ��������� ��������
����
��� 
�� ��������� ��������� ������� �� 
������ �
�����
����

��� ���
 ��� �� � ��� 
������ ���� ��� �� ��  ����� &� ��� ���������� �� 
�� �
���
����
������ ��� 3.2 × 2.0 ��� 
�� �
���� �
���
��� ������ ���� � �� ���� 
���50% �� 
���
������� ��� �
���
��� �� �*�� ����� 
�� ���
 ���
���� ���� ��� � ���
���� ���� ���� �� �����
�
 
�� ���
�� �� 
�� ����
 ���
���� ����� ��� �����
��� �� 
�� ���� ���� ��
����
�� �� 1.0�
	����
�� ������ ��� ��������� 
�� ����
�
���� �� 
�� ��� ���� �� 
�� �������

��� ������ ������ �� �� A�� ���� ����� ��  ����� (� ��� ���������� ��� 6.0 × 1.0
���� ������ 
�� ����� 
 �� ��
����� �� ����
�� 
�50% �� 
�� �
���
���� ������� %��� 
��
���������� 
� ��� �*�� �� 
�� ���
���� �����
��� �
 
�� ��

�� ������� �� ������
�� �� 
��
������ ��� ���������
 � �� 
�� �
�.���� ��
��* �� �������
�� �� ����������� ���� 
�� ���
 ����
�� 
�� ������ ��� ����
�
���� ����� ��
� ������
� �����
�� �����
����� + ���
���� ����
���� �� ����� �
 
�� 
� ���
�� �� 
�� ������ ��
� � �����
��� �� 1.0 ��
����
���

������ 	� � �������� ���
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��� 
�� ������� ��� ��������� �������
 ���������� �� �� ��������� ���� 
���
�� �� ���
���
���� "&($�

��� ���
 ������ �� � ����� �����
�� ��� ������ ����� ��  ����� -� ��� �
���
���� ������
�� � �/���� �� ���������� 2.0 × 2.0 ��
� ������ ��� �*�� ����������
� ��������� �� 
��
���
 ���
���� ����� ��� ����� ����� �� ��� ���
�� ��
� � ����� �� 
�� ����
� �����
��� ��

�� ���
�� �� 
�� ����
 ���
���� ����� ��� �����
��� �� 
�� ����� ����� ��
����
�� �� 1.0
��� ���������� � 
�� �����
��� �� 
�� �
�.���� �� 
�� �������� ��
����
�� �� 1000.0� ���
��������� �� ��
 ���� ��� 
� �*����0.1� ���� � ���������� 
� �� ������� ���
 ���������� 

�� ���*���
��� 0.1� ��� ��*���� �����
 �� ��
����� ���� ��� ��20% �� 
�� ������ ���

�� ����
�
���� ��� �������� �� 
�� ��� �����

��� ���
 ������ �� � ����� ��������� ��� �� ��  ����� 0� ��� ���������� �� 
��
�
���
���� ������ ��� ����� 2.0×2.0 ��
 ��
� � �
� � �� ����������0.5×0.5 ������� ����

�� ����
 ���
�� ���� �� 
�� �/���� 
� ���� � ��� +� ��� 
�� ����� �����
�� ��� ������� ������
��� �*�� ���������� 
� ��� ��������� �� 
�� ���
 ���
���� ����� ���� ����� ����� ������
�����
 �� � ����� �� � � ������� ��
��
�� �� 
�� �� �� ����� �� 
�� ������ ��� �����
���
�� 
�� ����� ����� ��
����
�� �� 1.0 ��� 
�� �����
��� �� 
�� �
�.���� �� 
�� ��������
��
����
�� �� 500.0 �� ���� �� 
�� 
�� ���������� ��
� �� 
�� ��������� ��� ��������� ��
��
 ������� 
� �*����0.1� ���� � ����� ���������� 
� �� ������� ���
 ����������
 �� 0.1�
��� ��*���� �����
 �� ��
����� ���� ��� ��20% �� 
�� ������ ��� ���� 
�� ��� ����
�� ���9��
 ��� ����
�
����� ������� �� 
�� ������
 �������
�
���� 
�� �
�
� ������ ��
������ ��
� 
�� ��� ���� �� 
�� �� �������� �� ����� �� ���� � 
�� �����
� �� ��
 ����
��
�
ρ = ρε�

������ �� � �
�� ������ �� ������
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 �������� � �
������ ���
� ������
 ��������� 
�� �
���
���� ������ �� ���� �� 
�� ���������
�*����� �� 
�� ������� ���
��� �� ������
���� �� 
� � ������� ���� ��Nh ���� ����� ��������
���
� ������ 
�� ��� �����
 �ρ �� ���*���
�� ������
���� ����
�� 
 ��� 
�� ���������� 
�
u ��� ���*���
�� �������� ��
��� ��� ���
������ ������ 
�� ���� �� ���� ���
� ������ 
�
>�
 ρh ����
� 
�� ������
� �����
�� ρh

i 
�� ����� �� 
�� ������
� �����
� �� ������
 i ��� uh


�� ���
�� �� ����� ������ �� 
�� ������
� ���������� 
�� ��� ������
� �
�
� ������ ����
��

� <(= �� 
�� ��������� ���
�� �� ������ �/��
����

Kρ,kuh = f . <3=

%��� Kρ,k �� 
�� ������ �
�.���� ��
��* ����� �� 
�� ��� �� 
�� ��� 
����
���� ���� 
��
�
�.���� �� 
�� �
���
��� ��� 
�� � ������� �����
������

Kρ,k = Kρ + Kk.

��� �
������ �
�.���� ��
��* Kρ �� 
�� ��� �� ������
 �
�.���� ��
����� �����
�� ��
������ 
 �
�.���� �������

Kρ =
Nh∑
i=1

fq(ρh
i )Ki,

��� Kk �� � �������� ��
��* ��
� ���
��� �������� ������ |kh
i | 
��
 ��� ���)���� ���� �


������� ������������ 
� ����� ����� 
�� �
���
��� �� ������� �� ���
��
 ��
� 
�� � ��������

Kk = ����{|kh
i |}.

��� ������ kh
i ��� 
�� ���� � ����� �� 
�� ����
���k ����� 
�� ���� �� ��� ���
� ������ 
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��f �
�
 ������ �� ��
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��
 � �������� ���
� ������ 
 ������
���
��� �� 
�� ��
����� <#= �����

��
 �����
 �� � �������� �
�.���� ��
��*� ��� ������ ��� ���*���
��� 
��� ��
��* ��������
�� ��� 
� ����
�
����� �������
� ��� 
� 
�� ������ 
��
 
��� ���*���
��� �� ������
�
������ 
� ��
������ ���� ������� � �������� �����
�� ��� ��
��*Kk ��� �� ���� �� � �����
���*���
��� �� 
�� 
��� �
�.���� ��
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>�
 uh(ρh) �� 
�� ����
��� 
� <3= ������������ 
� 
�� ������
� �����
 �ρh� ��� ���������

�̃ ��� ����� �� 
�� � ������� t̃k ��� ���� 
�� ��������� ������
� ���� 
����
��

�̃h(ρh) = fT uh(ρh)

t̃hk(ρh) = −khT uh(ρh),
<5=

����� kh �� 
�� ���
�� ��
� � ����� kh
i ��������� �� 
�� ������� ���
���� ��� ������
� �
�)

����
��� ������� ������������ 
� (P )���� ��� (P )���� ��� �� ���� ��

(P )h
����




min
ρh

�̃h(ρh)

��
�
∑Nh

i=1 mh
i ρh

i ≤ V

ρε ≤ ρh
i ≤ 1 i = 1, . . . ,Nh

���

(P )h
����




min
ρh

t̃hk(ρh)

��
�
∑Nh

i=1 mh
i ρh

i ≤ V

�̃h(ρh) ≤ �

ρε ≤ ρh
i ≤ 1 i = 1, . . . ,Nh,

����� mh
i �� 
�� ������� �� 
�� iG
� ���
� ������ 
�

+') $��������� * ����*���

�� ����� 
� ����� 
�� ������� (P )h
����

��� (P )h
����

��
� �
������ �
�����
��� ������
���
<�
 ����
 �� ���
 �����=� �����
���
��� �� 
�� �������� ����
���� ��
� �����
 
� � ������ ��

�� �����
� ρh ��� ��/������ 	���� �������
��� 
�� �����
���
��� �� 
�� ������ ����
����
 ��
�
�����
�������� 
��� ���
��� �������� �� 
�� 
�� ��9��
��� ����
�����

��� �����
���
��� �� 
�� ��9��
�� � ����
���� ��� �� ��
����� �� ��.����
��
��� <3= ��� <5=
���� � ��� 
�� ��������� ������

∂�̃h

∂ρh
j

= −f ′
q(ρ

h
j )uhT Kju

h.

+ ������� ����� � ��
� 
�� ����� �� 
�� � ������� ������

∂t̃hk
∂ρh

j

= f ′
q(ρ

h
j )λhT Kju

h,

����� λh �� 
�� ����
��� 
� 
�� ��������� ��9��� 
 �/��
���

Kρ,kλ
h = kh.
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��� ���
��� <
���
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� �*
������� 
��������
 
�� ���= ���
�������
�� ������ �� ?HH ��
 ��
� ���� ��� ��  ��
��� 33 
� ���� �� 
�� ����
�
�����
�6������ � ��� �
�����
��� ������� ��� ������ ��
� AA+ <A�
��� �� A����� +���
�
��=
"(3$� �� �
�����
��� ������
�� 
��
 �� ����� �� 
�� ���� �� ��/���
��� �����* ���*���)

����� �� ���� �
���
��� 
�� ���
�� <3= �� ���� �� ��
� ��LDLT )���
�����
��� �� 
�� �
�.����
��
��* ����� ��� �� � ������� ����
�
�
���� �������
��� �� �������� ������
� ��� � ��������
����
�
�
��� ���� � ������ 
�� �����
���
��� �� 
�� �������� ����
����� +������� 
��
 ρh �� 
��
���������� ������ �������� †� �� ���*���
��� �������� ��������� �� ������ ����� ����
�� 
�� �������� ����
���� �� �� 
�� ��������� ����

Nh∑
i=1

{
pi

ρh
i − li

− qi

ui − ρh
i

}
.

��� �����
��� pi ��� qi ��� ������ �� 
��
 
�� �����
���
��� �������� ��
� 
�� ���� 
��

��� ��
����� ���� 
�� �����
���
 � �������� ��� �� 
��
 
�� ��������� �� ��� ��*� �������
�� 
�� ����� ������ �� ����
����
� �� (P )h

����
��� (P )h

����
� 
�� ��������� �� ������ ��
� �

���� ��
��� ����� �� 
��� ������ � ������ ������
��� ��� 
�� ��*
 �
���
���� ��� �����
���
li ��� ui ��� 
�� �� ���� ����
�
�� 
��
 ��� ��� 
�������� ���
�� �� ����� 
� ��� 
��� 
��
�
�����
��� ���������  �� ��
���� ���������� 
�� AA+� 
�� ������ ��� ������
 "(3$� B
���
�
�����
��� ������
��� ���� �� 
��� ���
�*
 ������� �� ������ �
�����
 � ���
���� ��
�����
��� "#$ ��� ���������� 
������� ��� ��/��� 
��� ������ ���������� "&8� &(� (5$�

'��������� �� 
�� 
 �� �� ���
���
���� 
�� �������(P )h
����

��� (P )h
����

��� ���� ����� 
�
�� ���)�����* ���� ���� ���� �� �������
��� �� ��
�������� ���� �
 ��� ���� 
��
 ��
��
����� ��������� ����
��� �� ���� � ����� �
���� 
� 
�� ���������� ������� �� �����
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��
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�� ����
��� 
� ��� � ������ �� ���� �� � �
��
���
����
��� ��� 
�� ��*
� ��� ��/����� �� ������� ��� ������ �� 
��
 
�� I������J �� ���)
�����*�
� �� ��������� ��������� ��� �������� 
�� ���� ����
��� ��� �� ��
 � ������ �
�����
�
 ����
 ��

�� 
��� � ����
��� 
��
 �� ��
����� ��
���
 � ��� 
����
��� �
��
����  �� 
��
������� (P )h

����
��� (P )h

����

��� ����� ��� ���
���� ���� 
��
 
�� �����
�� q �� 
��

��
����� �� 
�����
��� ����
���fq �� ��������� ��������� ���� q = 1 
� ���� q = q� �� "(7$�
�� ����������� ���� ����� ����� �*������ �
 �� ����� 
��
 
��� �
��
��� ���� ��
 �����������
������
�� 
��
 � ������ �
�� �� �� ���� ���� �� 
��� ����� �������� 
 ��� �� ���
����
���
�
��
����� � ��� ����� 
� 
�� ���������� �������� ��� ���
���� 
�� ��� 9��
 ���
������ ��
���
 ����� �� ������ 
�� ����
���� 
��
 ��� ��
����� �� 
��� � �� 
��� ��
 
� �� ����� 
���

�� ���� 
��
 ��� ��
����� ��
���
 ��� ���
����
���� ����� �� 
��� �*�������� ��� ���������
�*����� �� 
��� ��� ��� ���� �� ��
���
 � ��� 
����
��� �
��
��� �*��
 �� ��� ��
������
����� ��� ���
��� 2�#�

�� 
�� ��������� �*������ 
�� �����
�� ρε ������ ��� 
�� ����� 
��
 ������ fq(ρε) ≈
10−9 ��� 
�� ������ ����
� �����
�� q ��� 
�� ����������� ���
����� �� ����� �� 
��
���������� +� �
���� ����
��� �� ���������� 
� �� ������� ���� 
�� ��.������ �� ��*)
���� ��
 ���� 
�� ���������� ������ ������
���� �� ���� 
���10−4� ��� ������ ��� � �������

��� �
���
 ���
����� �� 
��
 ��� �������
 ����������� ����� ������� �� 
�� ������ ������
� ���� 
��� ���� �� ������� �����
 �� � ��9�� ������ �� 
�� ���� �� 
�� �
���
��� ����

†$� �� ��
���� (P )���� ��� (P )���� ��� �� �
 ���������
� ���� �� ����� ������� ��� �� �����	
ρ ���� �� 
���������
� �� ���� ����� �
 ���� � ������� $� ����
�� ' ��� (��� � ����� ������� ���� �
����
���� ���� �� ����	 � ����������� ��� � ������ ���� �
 ��	����� ����������
�� �� 
���������
�
���� � ���� ����� �
 ���� � ������ ��� �� ��	����� �����	 ρ ���� � ������� � 	 � �������
������	
��������
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�
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��� ���� ��� �*����� ���
����� Ci,Mi, Ii ��� Gi ����� 
�� ���
�� ��

�� ������
�� ���
 
��
 ������ �� ������
��� 
�� �������* i ������ 
� 
�� ����� �� ���� � 
��� ���� �� 
�� 
�*
� �� ���� �� 
��
������� ������� 
�� ����� 
�*
 ��� ���� ���
 ��
������ �*���� �� ������ +� ��� �� ����
���� 
���� #� 
�� � �� ��� �� �
�����
��� �
���
���� �� �� ������� � ��� ���� ��� 
� 
��
��� 
����� ����������� ���
����� ��� �� ���
��� �
 � ���� ��
�� ��6�� 
� ������ � ���
������� �
���
���� 
� ��
��� � ���������� ����
���� ���� � ����� ��� ���� �������� �� 
��
������ ������ ��� 
 �� �� ���
���
��� ����������� �� �����* �� 
���� 
 ��� �� ���
���
���
��
���� ��� ��������� ��������
��� ��� ������� ���� � ���� ���
���� ���
 �� �����
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+� � �� 
�� ������� �� ���
��� -�& �� ����)���� ��� ����� �
 ������ ��
 �� 
����������

� ��
������ �
 ����
 � ������� �
���� ����
��� 
� 
��� ���
� ����������� ������� %�������
������ 
�� ������������ �����
� ����������� ������ �� ����)����� �
 �� ������ 
��
 
���
����
��� � ���� ���
��� ������������� "((� -8� -#$ ���K�� �
���
���� ��
� 
��
 ��� �� ����

��� ��� �� 
�� ������ 
� ����� 
���� ����� ������� �� 
�� �
���
���� ������ ���� �����

�� �
���
���� �������� ��� /��
� ����������� + ��������
 �� 
�� ���
� ������
 ���� ����
�� ������� ��
 ��� �� 
��� � ���� ���� � �����
��� ��.���� 
 ������ ������
���� �������
��
� �� �� ���� � ������������ ��� 
��� �
���
���� ������� "-#$� +� ������
�� �� ���
��� &�-�

�� �������� 
�� ������ �� 
��
 
���� ��� �� �� ������
��� ��
 ���� 
�� ���
� �����������
�
�����
��� ������ ��� ��� ����)���� �����
� ����������� ������� +��
���� �����
���� ��
��
���� ��� �� �

��� �
 �� 
��
 
�� ������
���
���� �� ������ ��� ����������
� ���
������� � �������� 
 �� 
�� ���������� 
 ���� ������ � ��������
 �� 
�� ������ �����
 �� ��� ������
���
��� ������ 
�� ������
� ��
 �� ���������� ����������
� �� �������� ��
������ ������
� �������
��� �� 
�� �
�
� �� ��� 
�� ���������� �������� ���� ������
� 
��
 �
�������� 
 �� 
�� ���
� ������ 
 ���� ������ �� ������� ��
���
 ������� 
�� ��
 �� ��������
��� ��
 �� ������� �� ���� ���
� ����������� � ����� ��� ����� ���������
 �� 
�� ���������
������
���
����

.'�  �	%��� #	�������	�

'�������� 
� ���
��� &�-� 
�� ���
���
�� ��
 H̃ �� ������

H̃ = {ρ ∈ L∞(Ω) | ρ =
NH∑
i=1

ξiφi,

∫
Ω

ρ ≤ V, ρε ≤ ξi ≤ 1}. <7=

%��� NH �� � �*�� ��� ��� 
��
 �� ���������
 �� 
�� ��������� ������
���
���� ξi ��� 
��

������� 
� �� 
�� ������ ���
��ξ ∈ RNH
��� φi ��� ���
���� ������ ����� ����
����� �����

����� ����
���� ������ �� ������ ���
 �� 
��
 H̃ ⊂ H ��� ������ �� 
��
 H̃ ������ ��� �
���� ���� �� �
���
����� ��� �����
��� �� H̃ ����� �� ������� ��� 
�� ������ (P )���� ���
������ �� ������ �� ��������
�� ��
� 
�� ��������� ����
����
 ���� ����������� 
��
������ (P )����� �
 ������ �� ��
�� 
��
 ρ �� ��
 
�� ������ �������� �� 
�� �
�����
��� ��
��� ��
� �����
 
� 
�� � ��
��ξ� ��� �����
 �ρ �� ��
������� � � 
�� ������ ������)
�)�����
�
����� ��� �� �� 
�� �����
��� ��H̃�
.'� ��� !���� #�����	��

 �� 
�� ������
��� �� 
�� ����� ����
���� 
��
 ��� ���� ��� 
�� � �������� �*������ 
��
���
������� �
���
���� ������ �� �������� �� � ������� ���� ��
� ������
� �� ���� H ×H
�� 
��
 �
 �� ������� ����� 
�� ���� ��� �� 
��
 ��� � ������ ���
 �� 
�� �
���
���� ������
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�������� ��
� ���� ����� ���
 �� 
�� ���������� ����� ��� ����� ����
���� ��� ������ ��
�������� ����� 
��
 ��� ���
���� �
 
�� ����� ���
� �� 
��� ����� +
 ���� i ��
� ��������
��
(xi, yi)� 
�� ������������ ����� ����
��� φi �� ����� ��

φi(x, y) =
1
π

e−
(x−xi)

2+(y−yi)
2

H2 .

 �� ���
���� ������� � ������������� �� 
�� ���
(xi, yi) �� ������� ��
���� �� ���� � 
��
���
����
��� ���� φi �� �
 �/��� 
� �����  �� 
�� ��������� �*������ 
��� �������������
�� � /������
 �� ���������� 6H×6H 
��
 �� ������� ����� 
�� ���� ��� ��� 
���� �
(xi, yi)�
��� NH ����� ����
���� 
��
 ��� ���������� ��� ����
�
���� ��� 
���� 
��
 ��� ���� �
���)���� ���
����
��� 
� 
�� �����
� ρ� ������ 
���� 
��
 ��� ��
��
�� ��6����
�� ����� 
�

�� �
���
���� ������� �
 ������ �� ���
����� 
��
 ��
� 
��� � ����� �� ����� ����
�����H̃ ��
��
 �����
��� ��� 
����� ��H ������� 
�� ����
����
 ρε ≤ ξi ≤ 1� i = 1, ...,NH ���� ��

���� ρε ≤ ρ ≤ 1 ���� �� Ω� %������� �
 �� �����
 � ���� �� 
�� ����� 
��
 
�� �����
��� ����

�� ���
 ����
����
 �� ���� � ����
��� �� � �����
� ���� ��
 �� ����� ����
���� ��� ���������
���� ���� �� 
�� 
����� �� ���*���
� ��� *���
���� "-&$� � ��������� ����
��� ��
���
��� ��
��� ��.����
��� �/��
�����

.') �������� ��� $���������* ����*���

L��� ������� 
�� ������ ����������� � ��� � ���� ���� 
� ��
������ 
�� ������
� �����
 �
ρh 
��
 �� 
� �� ���� ��� ������� 
�� �
�
� ������ <3=� ��� ������
 ������ �� ρh ��� �� 
���
�������
�
��� ��
������� � � 
�� ����� � ����� ��ρ �� 
�� ���
����� �� 
�� ���
� ������ 
��

ρh
j =

NH∑
i=1

ξiφij ,

����� φij �� 
�� ����� �� φi �
 
�� ���
���� �� ������ 
 j� �
 ������� 
� ��
������ 
��
�����
���
��� �� 
�� �������� ����
���� ��
� �����
 
� 
�� ������ � �������ξ� �� 
�� �����
���� �� ��.����
��� ��������� �
 �� ���� ��������� 
� ��
������ 
�� �����
���
��� �� ρh ��
�
�����
 
� ξ ��� ��� ���� 
��� ��
� 
�� �����
���
��� �� ���
��� -�(� ����� ��� ����� ��

∂ρh
j

∂ξi
= φij .

.'+ ��������� �������

��� ���
 � �������� �*���� �� 
�� ���
������ ���� ���� � �� ������ ��
�H = 0.1 ��� 
����
��.����
 ���������� 
 ������� ��� ��
����� ��
�����
��� ����
��� �� ����� �� <0= ��
�
q = 6 ��� 
�� ����
���� ��� ����� ��  ����� 2� +� �����
��
�� �� 
��� ������ 
�� ��������
������
��� �� �� �
���� �
���
��� �� ������ ��� 
�� ��� ������ �� ������ ��������� ��
������� ��� �� 
�� �
���
���� ��
� ��
��� 9����� ����
� � ��� ����������
 ����� B� 
��
�
��� ����� 
�� ��� � �� ��� �� ������ ��������� ������ ��� � ���
 �
�����
��� ��������
�� ��������� 
� 
�� �
��� ��
���� 
��
 ��� �����
�� �� 
��� ���� ��� 
���� #� L��
�
��� 
������ �� ���� 
��
 
�� ������ �� �
�����
��� �
���
���� �� ���
����� ���������
 ��

�� ���������� 
 ���� �� �
 ������ �� ����� 
�� ������ �� ������ ��������� ���� ��
 ������
���� 
�� ����������
 ���� �� �������

��� ������ � �������� �*���� �� 
�� �����
�� ��� ������ ����� �� ������ ��� H = 1/30
��� H = 1/15 ��
� 
�� �����
�� � ����
���� ����� ��  ����� 3� ��� ���� ��
����� ��
�����)

��� ����
��� �� ��� 
�� ������� �*���� �� ����� ;�
������ �� 
��
 �
���
���� ������� 
��

��� ������� ����� ��� �������� 
� 
�� ���� ��� �� ���
 �
����� 
 ��� ����
�� ����� �� ������)
����
 ��� 
�� ������ ��
 �� ����� ����
����� ��� ������ ��� ��
������ 
�� ������ ���� �����
�
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������ � �� �������� ���  C1 − C3! ���� � )��� ������
��� �� 
� ������

������ ������� �� 
�� ����
��� I2 �� �������� 
� �� ��
�� ������� �� 
�� ��� ������ ��
������ ���������� ����� �� �� � �� �� �������
��� 
�� ��� � ��
���
 �����
��� 
�� ���������
����
����
 ��� 
��� ������ �� H� �� 
�� ����
��� I1� ���� � �� ������ ��
� ��� *���
��� ����

���� �� ���� ������ ���������� 
�� ���� �� �������
�� � � �
 
�� ���� 
��� �����
�� ��������

�� ���� �� 
�� �
���
���� ����� ����
���� ������ �� ������� 
� 
�� �����
�� ��� �������
�� ���
��� 3�&�&�

������ �� �� ������ �� ������  I1−I2! ���� � )��� ������
��� �� 
� ������

0 !����$ �� �1� ��$�/� /�������

+ ���������� ��/����� �� ��
��� ��� �� 
�� ������� �� ���
��� &�& �� �� ������� ������
������
�� ������������ �������
��� �������� + � �� 
� ������� �������
���� �� � ����
��� �� 
������
���� ���� �� 
�� ���
����
����� �������
� ����� �
 � ���� �� ��
���� 
� ����� � ����� ��
���� � ����� 	
����� 
������� ������� �� ����� � ���� �� 
�� ������Lp ������ ���� �����

‖∇ρ‖p ≤ Cp < ∞, 1 ≤ p ≤ ∞, <#8=

�� ��� � 
��� �� 
�� ��9��
�� � �� 
�� ����

cp‖∇ρ‖p 1 ≤ p ≤ ∞, <##=

��
� cp > 0� �� 
�� ������ ����� 
�� ���
���
�� ��
 H̃ �� ���
��� &�- �� �*��
�� 
�� ��
 H ��
�

�� ����
����� ����
����
 <#8=� �� 
�� ��

�� ����� 
�� ��
H �� ��
 �*����
��� �������� ��


�� ������� <##= ������ 
��
 
�� �
���� ����
��� ��
����� <#8= ��� ���� Cp�

	���� ∇ρ ��� ��
 �*��
 �� � ����
���� �
 �� �
 
��� �����
 ��
 ����� ���
 ‖∇ρ‖p ������
��� ����� ���� �����
��� �� 
�� ���

‖∇ρ‖p := sup{
∫
Ω

ρ ���φ | φ ∈ C∞
0 (Ω), ‖φ‖q ≤ 1}, <#&=
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����� q �� 
�� ���9���
� �*����
 �� p� + ����
����
 �� 
�� <#8= �� � ������� �� 
 ��
<##= ������ 
��
 ��� � ���������� ��/����� ρ� ‖∇ρ‖p �� ��������� ������� ��� �*��
����
�� ����
���� �������� ������� �������� ���� �� ��� ����)��� 
����
� �� ‖ · ‖p ��� 
�� '����� �)
, ���������� �����
���� 
������ "&2$�  �� 1 < p ≤ ∞� 
��� ����� 
��
 ρ ������� 
� 
��
	������ ���� W 1,p(Ω) ��� ‖ · ‖p �� 
�� ����� Lp �����  �� p = 1 �������� ρ ������� 
�
� �������� �� W 1,1(Ω) ����
�� BV (Ω)� ����
���� �� ������� �����
���� ���� � ���� ��
����
�� 
 ���� �� ���� 
�� 
����� �� ���
���
� "-($ ��� ������� �������� "--$� L��� p = ∞�

�� �������
 �� ������� ���
���� ���� � �� 
�� �
������
 ����
����
� ��� 
���� �����p = 1�
1 < p < ∞ ��� p = ∞ ���� �� 
���
�� �����
��� �� 
�� ����� ���� 
���� ������
�����

0'�  �������� �	��������

 �� p = 1� <#&= �� 
�� 
�
�� �����
��� �� ρ� L��� ρ �� 
�� ������
����
�� ����
��� �� � ��
� 
��

�
�� �����
��� �� ������ 
�� �����
�� �� 
�� ��
�  �� � ��
 ω ⊂ Ω ��
� ��6���� 
�� ����
�
��������� �
 ��� �� ����� 
��


‖∇χω‖1 = |∂ω ∩ Ω|. <#(=

�� �
��� � ����� 
�� �����
�� ��ω �� �/��� 
� 
�� ������� �� 
�� ��
 �� ∂ω 
��
 �� ���
�����
�� Ω� 	���� 
��� ������
� 
��
 �
���
���� ��
� �� 
�� �
���� �
���
��� ��� ����������
��
��
�� �
 
�� �������� �� Ω� 
��� 
�
�� �����
��� �� ������� ��

TV (ρ) = sup{
∫
R2

ρ ���φ | φ ∈ C∞
0 (R2), |φ| ≤ 1 �����
 ����������},

����� ρ �� ������� �*
����� � � ���� ��
����Ω� ���� ���� ��
 ������ ��� �� 
�� 
�����
����
�����
� ��� 
����� ������ ��� ���ω ⊂ Ω ��
� ��6���� 
�� ����
� �������� � ��� <#(=�

TV (χω) = |∂ω|.
��� ��.������ �� 
��
 
��� � ����
��� 
���� ��
� ������
 
�� �����
��� ���� 
�� �������� ��
Ω�

 �� � ������ � ��� ������� 
� 
�� ���������� ������� �*��
���� �� ����
���� ��� �����
�� +������� ��� ��
���� "-0 $ ��� �� 
�� ���
�*
 �� 
������ �
�����
���� 
�� ������ ���
��
�� 
���
�� 
�����
������ �� D�
������ "-2$� + � �������� 
���
���
 ��� ���
 ������� ��
%���� �� ��� "-3$ ��� ��� ����� ���� �������� � �� ��� ���
���� @�����* "-5$ ��� ������� "-7$�
�� ��� ���� "-7$ 
�� ������ �� ���� �� ��
� ������
� ����
���� 
� ��� �
 ���� �������� 
������
�
�����
��� �� 3)����������� �
���
����� D �����
�� ����
������ 
������ �
�����
��� ��3
���������� ��� ���� ���� 
���
�� ��  �������� �� ��� "08$�

����� �	�����


��� � �������� ��� *���
��� �� 
�� �����
��� �� 
�
�� �����
���� �� ����
���� 
��
 ���
����� �

�� 
����  �� 
��� �*���
���� �
 �� ��� �������
 � ������� 
��
 �2)����������� ���
)
������� �
���
���� ������ �� ������
���� ��������� �� 
��
 h ����
�� 
�� ����
� ��� ���
�
�� ���� ���
� ������ 
 ���nx ��� ny ����
� 
�� ��� ��� �� ���
� ������ 
� �� ���� ��������
�
�����
���� :�� � ������
 �� ����� �� ����* (i, j)� i = 1, ..., nx� j = 1, ..., ny 
��
 ������
�� 
��

���
��� �� 
�� ������ 
 �� 
�� ���
� ������
 ���� �� �� ������� � ���  ��
�������� ��
 ρh
i,j

�� 
�� �����
� ����� �� ρh 
��
 ���������� 
� ������ 
(i, j) ��� ��� ��� i ≤ 0� j ≤ 0� i > nx

�� j > ny� ρh
i,j = 0� �� ��� 
�� ���� ���� �� 
��� ���
��� �� ���������� ����
�� ��


δ→i,j = |ρh
i+1,j − ρh

i,j |, δ↑i,j = |ρh
i,j+1 − ρh

i,j |,

δ↗i,j = |ρh
i+1,j+1 − ρh

i,j |, δ↖i,j = |ρh
i,j+1 − ρh

i+1,j |.
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+ �
����� 
������� ������
��� �� 
�� 
�
�� �����
��� �� �� ������ 
���� ����
�� 
 �����
�
ρh ������

TV2(ρh) = h




nx∑
i=0

ny∑
j=1

δ→i,j +
nx∑
i=1

ny∑
j=0

δ↑i,j


 . <#-=

���� ��� *���
��� 
�� �� ��.������� �� �����
� ������ �� 
�� 2 ��������
� �����
���� ���� �
�*����� 
�� ��
�����
��� �� 
�� �������*� �
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 ����� 
��� ������� ����
������ � �
���
��� ��
� � ����� ��
��� �� �
� �������� ������� ����� 
�� ���
����� ��������
�
�*�� "-2� -3$� �� ���
� ���� ��� � ����
� ����
��� ρ 
��
 �� ������
��� ���*���
�� ��
������ 
���� ����
�� 
ρh� 
��� ���� ��� ���� ��
 ��� ����� 
� 
�� ������
 
�
�� �����
��� ���� �
�� �����
���
�� ?���������� 
��
 ��� � ����
� ����
��� ρ�

TV (ρ) =
∫
R2

|∇ρ|,

�� ��
����
��� 
� <#-= ����� �� 
� ��� � � ���
� ��.������ ���*���
��� �� 
�� ������� 

�� ρ <������
��� 
�� ���
 
��
 �
 �� � ��
 �� ��.����
�����= ��� 
��� ������ � ��������
��
����
���� B�� � �� �� ����� 
��� ������ 
�� ��������� ��� *���
��� �� 
�� 
�
�� � ����
����

˜TV 2(ρh) =
h√
2

nx∑
i=0

ny∑
j=0

√
δ→2
i,j + δ→2

i,j+1 + δ↑2i,j + δ↑2i+1,j . <#0=

�
 �� �
�����
�������� ��
����� 
������� 
� ������ 
��
 ��� � ����
� ����
���ρ 
��
 �� ���)
���
��� ���*���
�� �� ������
���� ����
�� 
ρh� 
��� ���� ��� ���� �� ���
 ��� ����� 
� 
��
������
 
�
�� �����
����

˜TV 2(ρh) → TV (ρ), h → 0.

���� �� �����
��
�� �� 
�� ���
 ���� ��  ����� 5� ����� ����� 
�� �����
��� ���� 
�� 
���

�
�� �����
��� �� � ��
�
��� ���� ��� ���� � �������� ��� *���
����� ��� �������
�� �����
���� �
 y = 0 ���������� 
� ˜TV 2 ��� 
�� ������ ���� ���������� 
� TV2� %������� ���
� ���)����
� ����
���� 
�� �����
��� �� 
�� 
 �� ���*���
���� ����� ������� ����� ��
�����
��
�� �� 
�� ������ ���� ��  ����� 5� ���� ���� ����� 
�� �����
��� ���� 
�� 
���

�
�� �����
��� �� � ��
�
��� ���� ��� ���� � �������� ��� *���
���� ��� 
�� ������ ����
���������� 
� ��
� ˜TV 2 ��� TV2� �
 �� ���� 
��
 
�� �����
��� ��� �� �� ����� �� ≈ 41% ��


��� ��� �� ���������
�� ������� �� ����������� ��.������� �� �����
� ������ �� 4 �����
�����
������ ������� 
����� ���
������ ��� ���� ���������� �� 
�� ���
� ������ 
 ����� ���� �� ����
�� "0#$ ��� 
�� ������
�� ���*���
��� ��

TV4(ρh) = (
√

2 − 1)h
{∑nx

i=0

∑ny

j=1 δ→i,j +
∑nx

i=1

∑ny

j=0 δ↑i,j
}

+

√
2−1√
2

h
{∑nx

i=0

∑ny

j=0 δ↖i,j +
∑nx

i=0

∑ny

j=0 δ↗i,j
}

.

���� ������� 
�� �����
��� 
� ≈ 8%� ��� 
�� ����)��

�� ���� �� ��
� ����� ��  ����� 5�
+� �

��
 
� ������ �� 
��� �� ���� ���� 
������ 
�� ����� ���� ����
��

˜TV 4(ρh) = α h√
2

∑nx
i=0

∑ny

j=0

√
δ→2
i,j + δ→2

i,j+1 + δ↑2i,j + δ↑2i+1,j+

β h
2

∑nx+1
i=0

∑ny+1
j=0

√
δ↗2
i,j−1 + δ↗2

i−1,j + δ↖2
i−1,j−1 + δ↖2

i,j .

	�6����
 ���
˜TV 4(ρh) → TV (ρ), h → 0
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� ���� ���� ρ �� ����
� �� 
� ��/���� α + β = 1� 4����
���
���� 
�� �����
 �����
��� ���
� ��
�
��� ���� ����� 
��� �����
��� �� ≈ 31% ��� α = β = 0.5� ���� � �� �����
��
�� �� 
��
����� ���� �� 
�� ������ ���� ��  ����� 5�  �� α = β =

√
2 − 1� 
�� �����
��� ��� ˜TV 4

�������� ��
� TV4 ����� ������� ��� �� 
�� �����
��� ��� � ��
�
��� ���� �������
���
��
�� ≈ 17%�

��� �����
���
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�� �*������� ��� ˜TV 4 ��
� �����
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�����
�������
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��� ��������� �*����� ��� �����
�� ����� � �����
��� 
��� �� ����� �� 
�� ��9��
��� ��
�� <##=� ��� ������ ��� ��
 ������� � ����
����
 �� 
�� ���� <#8= �� ������� 
�� ������
������ ��� ����� 
� �� ���� �
���� ����������� �  ���
� 
�� ���
������ ���� �� ���� ��
��
� 
�� TV4 ���*���
��� ��� 
 �� ��.����
 ������ �� c1� ��� 
�� ����
���� ��� ����� ��
 ����� 7 ��� 
�� TV4 ������ ��� 25.6 ��� 19.6 ��
����� ��
� 
�� c1 ������ 2.5 · 10−5 ���
1.5 ·10−4 �����
������ ��� ��
����� �� 
�����
��� ����
��� �� ������ �� <0= ��
�q = 2.5 ���
q = 6 �����
������ �
 �� �������
��� ��
�� 
��
 
�� �������� ������
��� �� ���� ���� ��
��������� 
� ��� ���
���� 
�� ����
���� ��  ����� 2� ���� �� �*��
�� ����� ��
�������
�
�����
� ������ ��� �������� ��� ρ �� ���
����� ������� 
� �� ���)����
�� ���� ��� ���� ��
���� ��  ����� #8� ����� ����� 
�� ����� ��� ������ ���� �� ��� 
���� ��.����
 ������ ��
�

�� ˜TV 4 ���*���
���� α = β = 0.5� ��� ���� ��
����� ��
�����
��� ����
��� �� ���� ��


��� ����
��� ��/����� 
��
 q �� ��������� ���������� + ��� 
����
��� �
��
��� �� ���� �����
200 �
���
���� ��� �������� ��� q = 2 ��� q = 3.5 ������ 
�� ���� ����
��� �� ��
����� ���
q = 6� ��� ˜TV 4 ������ ��� 
���� 
���� �
���
���� ��� 28.2� 29.4 ��� 30.2 ��� � c1 ����� ��
8.3 · 10−3�

������ �� �� �������� ���  C4 − C5! ���� � TV4 �
��������
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��
 ˜TV 4 �� ����
����
����
� <�� ��������� 
� TV4 ����� ����� ��=� 
�� ��
��� 
���� 
� ���� �� 
�� ����
���
�������� ��
 ��������������� +��
��� ������ ��
��� �� �� ������ 
��
 
�� ����� ��c1 <�� C1=
��� �� ���
��� ���� �� ��
������� � � �*������ 
�� +�� 
��� ��� �� �
 ���� 
� ���� � �������
������
��� �� ��� 
� ���� � 
���� ����� �� ������� ��� �����
�� ����
������ 
������
�
�����
��� �� ��
 ����������� �� ���
����

0'� Lp&�	������� �

��� ���� 1 < p < ∞ �� ��� ����������� + � �������� 
���
���
 �� 
��� ������ �� 
��
���
�*
 �� 
������ �
�����
��� ��� ��� �� ������ �� 
�� ��
���
��� ��
����� ����
����
������� ��� ���� ������
�� �� �� ��
����
�� � 
� 
�� �����
�� ����
����
� �� �����!� "#$ ���
���
����� � �����
�� ������� ������ �� ����� 
� �� � ���)���� ����p = 2 ��� 
�� ����
�����
 � �� ��
����� �� �����!� "0&$ �� 
�� ���
�*
 �� �
�����
��� �� ������ ����
�� ��
���

����� �	�����
 �� 
�
������� ����
�


��� �����
���� ��� ��
�
��� ���� ���
��� 2�#�# ��� ��
� ��� � �������� ��� *���
���
��� ‖∇ρ‖p �� ����
�� Dp(ρh) ��� �� ������ ��

Dp(ρh) =
h

2−p
p√
2




nx−1∑
i=1

ny−1∑
j=1

{
δ→2
i,j + δ→2

i,j+1 + δ↑2i,j + δ↑2i+1,j

} p
2




1
p

, <#2=

����� ����� �� ���
� ��.������� ��� � �������� �� 
����
���� '�������� 
� <#0=� �
 �� �� 
����
���


� ��
� 
��
 D1 = ˜TV 2 ��
� 
�� �*��
��� �� �� � ��
 ����������� ������
� ��
���� 
��
�
���
���� �������

��� �����
���
 � �������� ��� � �������p �� 9��
 �� ����
�� �� ��� ˜TV 4 ��� ���� 
�� ����
p = 2 �� �
������ �� ����� 
����� 
�� �/����)���
 ��
� ������
� 
�� �����
���
��� ���D2(ρh)2



2�$����� 3$�� �4����� �� ������� )�� ���5� %���� 1���������� ��	

��� �����������  �� �� ������ 
(i, j) �� 
�� ��
����� �� 
�� �
���
���� ������ �
 ����� 
��


∂
∂ρh

i,j
D2(ρh)2 = 8ρh

i,j − 2ρh
i−1,j − 2ρh

i,j−1 − 2ρh
i+1,j − 2ρh

i,j+1

∂2

∂ρh2
i,j

D2(ρh)2 = 8.

;�
�� ��
�� �� 
��
Dp
p �� ����
� ��� ����� ���� p �� ����� 
� ��� �����
�� ��� *���)


����

����� �	������� ��
	��


M��
 �� ��� 
�� �����
��� � 
��� �� 
�� ��9��
��� �� ����� ��� ��������� ������� ���
������ p = 2, 4, 8 ��� ������ ��� 
�� ���� �� <##= �� ������ 
� 
���� � ���� 
� ������� 
��
�����
���
� ��������� ���� ��� ���� ���������� p 
�� ��������� 
��� �� ����� �� 
�� ��9��
���

c̃pDp(ρh)p.

��� ���
 �*���� �� 
�� A�� ���� ����� �� ������ ��� p = 2 ��� 
�� ��.����
 ������ ��
c̃2� ��� ��
����� �� 
�����
��� ����
��� �� ����� �� <0= ��
� q = 2.5 ��� q = 6 �����
�����
��� 
�� ����
���� ��� ����� �
 
�� 
� ��  ����� ##� ��� ������ �� D2 ��� 
�� 
�� ����
����
��� 49.5 ��� 20.0 ��� c̃2 ������ �� 1.8 · 10−6 ��� 5.6 · 10−5� ��� ���� ������ �� ������ ���
p = 4 ��� p = 8 ��
� 
�� ������������ ����
���� ����� �
 
�� ��

�� ��  ����� ##� ���
��
����� �� 
�����
��� ����
��� �� 
�� ���� ��
�q = 6 ��� 
�� ������ �� D4 ��� D8 ��� 
��

�� �����
��� ����
���� ���15.9 ��� 11.4 ��� c̃4 = 8.3 · 10−7 ��� c̃8 = 2.2 · 10−9�  ��� 
���
�
 �� ���� 
��
 
�� �����
 �� ���� �� ���������� ��
� ���������� p ���� � ������
� 
��
 
����
������� ��� �� ������ �� ��
�����
����� �� ���� � ���� ������ ��
���� �����
�� ��� ����
����
������ 
������ �
�����
��� <��� ���
��� 2�(=� �� �
����
��� 
���� �
 �� ��
����
��� 
�
��
���
� 
�� ����
����
��� 
� ‖∇ρ‖p ���� � �
���
���� ��� ��
� � ���
� �� b ��� � ����
�
�� L� +������� 
��
 
�� ��� ������� 
�� ������

Ω	
� = {(x, y) ∈ R2 | − L/2 ≤ x ≤ L/2, −b/2 ≤ y ≤ b/2}
��� 
��
 ρ �� 
���� ����� ��

ρ(x, y) = 1 − 2|y|/b,


��� ���
����
��� �� �/��� 
�

(
∫
Ω	
�

|∇ρ|p) 1
p = 2

L
1
p

b
p−1

p

. <#3=

+� �� �*��
��� ��� p = 1 
�� ����
� �� 
�� ��� �� �������� ��� ��� p = ∞ 
�� ���� �� 
��
����
��� ρ �� ��������� �� ��
 ����� � ��� ����
��� �� ��
� ����
� ��� ���� �� �������� ��

�� ����� ����� �� 
�� ���� ����

'�������� 
�� Lp)����
����
 ��� � ����� p� 
�� ����� 
��� �� 
�� ��9��
��� �� �� � �����
���)�����
����� ��� 
���� ��� �� ������� ��
� ������������  �� ���
����� 
�� �*����M4

��
� p = 8 ����� �� ������ ��
� ��������
��� ����
�
� ���
�� �� 
�� AA+ �� ����� 
�
�������� ������� ��� "(3$� ?���������� �������
�
��� ����
� ��� ��������� �
�����
 �� �
���
���� ������ �� p ����� �� p = 2� ���� ���� ����� 
�� ����
��� D2

2 � /�����
�� ����
���
����� ��� �� 
���� �����
��� ��� ��� ������� ����� ��� ������ ��
� AA+ ��
 ��
� 
��
����
��� Dp

p ���*���
�� �� /�����
�� ��� �������� �� ��� � �
���
��� ���� � ����� 
�
�������
 �
������� 
�� ����
��� ���������

��� ������ �*���� �� 
�� ����� ��������� ��
� p = 2 ��� 
�� ���� ��
����� ��)

�����
��� ����
��� ��
� q = 6� ��� ������ �� ���� �� ��� 
���� ��.����
 ������ ��� 
��

���� ����
���� ��� ����� ��  ����� #&� ��� D2 ������ ��� 
���� 
���� �
���
���� ��� 25.0�
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:*� A��� ?���� <×10−2=  ���� D��� <%= �
���
C1 10 × 32 3.62/4.90/3.97 −/ − /− 31.1 7&
C2 20 × 64 3.56/4.84/3.74 −/ − /− 30.5 &&0
C3 60 × 192 3.57/4.86/3.72 −/ − /− 30.5 &7&
C4 60 × 192 3.54/3.57/3.57 −/ − /− 1.7 #08(
C5 60 × 192 3.66/3.66/3.67 −/ − /− 0.0 #8888
C6 60 × 192 3.57/3.57/3.62 −/ − /− 3.5 #757
M1 60 × 180 8.52/8.72/8.67 −/ − /− 7.4 #8888
M2 60 × 180 8.93/9.99/9.16 −/ − /− 17.4 -03#
M3 60 × 180 8.81/10.68/9.21 −/ − /− 27.1 -72(
M4 60 × 180 8.67/11.77/9.30 −/ − /− 39.6 -230
M5 60 × 180 8.90/10.22/9.12 −/ − /− 21.8 022
M6 60 × 180 8.54/9.26/8.72 −/ − /− 21.5 (&5(
M7 60 × 180 9.00/10.91/9.16 −/ − /− 26.7 #5#&
I1 60 × 120 5.91/10.00/6.73 1.31/1.52/1.48 24.5 ##88
I2 60 × 120 3.95/10.00/5.39 0.80/0.96/1.09 46.2 (#8
I3 60 × 120 9.75/10.00/9.88 2.02/2.04/2.03 1.6 #-&&
I4 60 × 120 6.73/10.00/7.31 1.51/1.71/1.65 20.5 -878
I5 60 × 120 4.70/10.00/5.56 1.01/1.15/1.22 40.0 &0#5

G1 30 × 60 9.58/10.00/17.73 1.81/1.83/1.77 2.0 535
G2 60 × 120 9.94/10.00/10.04 1.90/1.90/1.90 0.4 #&0(
G3 90 × 180 9.88/10.00/10.01 1.91/1.92/1.92 0.8 &835
G4 30 × 60 7.34/10.00/8.24 1.50/1.51/1.51 28.4 (87
G5 60 × 120 7.37/10.00/7.95 1.52/1.58/1.55 23.2 #(-&
G6 90 × 180 7.26/10.00/7.80 1.50/1.60/1.56 21.6 (#0-
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