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Summary. - - A new formulation of quantized field theories is proposed.
Starting from some general requirements we derive a set of equations
which determine the matrix-elements of field operators and the S-Matrix.
These eguations contain no renormalization constants, but only expe-
rimental masses and coupling parameters. The main advantage over the
conventional formulation is thus the elitnination of all divergent terms
in the basic equations. This means that no renormalization problem
arises. The formulation is here restricted to theories which do not involve
stable bound states. For simplicity we derive the equations for spin 0
particles, however the extension to other cases (e.g. quantum electro-
dynamics) is obvious. The solutions of the equations are discussed in a
power-series expansion. They are then identical with the renormalized
expressions of the conventional formulation. However, the equations
set up bere are not restricted to the application of perturbation theory.

1. -~ Einleitung.

Um die Problemstellung dieser Arbeit zu verdeutlichen, sei zunéchst auf
einige unbefriedigende Ziige der gebriauchlichen Formulierung von Feldtheorien
hingewiesen:

1) Wihrend es mdoglich ist, fiir die sog. renormierbaren Theorien im
Rahmen einer Entwicklung nach Kopplungsparametern endliche Resultate fiir
die Matrixelemente der (renormierten) Feldoperatoren und der S-Matrix zu
erhalten, ist es bisher nicht gelungen, die Grundgleichungen derartiger Theorien
konvergent zu formulieren. Wir meinen damit die Tatsache, dafl sowohl in
den Feldgleichungen als auch in denVertauschungsrelationen der renormierten
Operatoren divergente Renormierungskonstanten auftreten.



206 H. LEHMANN, K. SYMANZIK und w. ZIMMERMANN

2) Die erwidhnten endlichen Resultate lassen sich nur iiber divergente
Zwischenrechnungen gewinnen, die im Zuge der Renormierung vorzunehmen
sind. Wenn auch die zur Abspaltung dieser divergenten Terme notwendigen
Vorschriften eindeutig formuliert werden koénnen, so sind sie doch eng an die
Storungsrechnung gebunden.

Diese Umstinde wirken sich sowohl bei der Behandlung prinzipieller Fragen
als auch bei der Anwendung der Theorie nachteilig aus. Einmal erschweren
sie eine Beantwortung der Frage nach der Existenz von Lésungen der Grund-
gleichungen (etwa fiir die Quantenelektrodynamik), zum anderen steht die
notwendige Abspaltung (divergenter) Renormiernngsglieder einer konsequenten
Anwendung anderer Niherungsverfahren als der Entwicklung nach einer
Kopplungskonstanten im Wege.

Der von uns im folgenden unternommene Versuch einer Neuformulierung
quantisierter Feldtheorien verfolgt das Ziel, die eben geschilderten Schwierig-
keiten zu vermeiden. Wesentliches Merkmal dieser Formulierung ist, da} wir
Gleichungen ableiten, die im Gegensatz zu den gebrduchlichen Grundgleichungen
divergenzfrei sind. Sie reichen im Prinzip aus zur Bestimmung der Matrix-
elemente der Feldoperatoren und der S-Matrix. Die physikalisch bedeutungs-
losen Renormierungskonstanten sind vollsténdig aus der Theorie eliminiert;
d.h. sowohl in den Grundgleichungen als auch in allen weiteren Beziehungen
kommen nur renormierte Feldoperatoren sowie experimentelle Massen und
Kopplungsparameter vor, so daf es kein Renormierungsproblem gibt. Feld-
gleichungen und kanonische Vertauschungsrelationen der Operatoren werden
nicht benutzt. Dieser Verzicht erscheint unerldfllich, wenn man nur mit re-
normierten Grofen arbeiten will.

Es ist hervorzuheben, daf wir eine Neuformulierung, jedoch keine Abin-
derung der physikatischen Grundlagen der Quantenfeldtheorie im Auge haben.
Dies duBert sich darin,daB die stérungstheoretischen Losungen unserer Gleichun-
gen identisch sind mit den entsprechenden renormierten Ausdriicken der
iiblichen Formulierung. Bei der Ableitung des Gleichungssystems wird nicht
vorausgesetzt, daf die Losungen sich nach einem Kopplungsparameter ent-
wickeln lassen. Insofern bedeutet eine eventuell divergierende stérungs-
theoretische Reihe hier keine prinzipielle Schwierigkeit fiir die Diskussion der
Frage, ob exakte Losungen der Grundgleichungen existieren.

Wir beschrinken uns vorldufig auf die Formulierung von Theorien, in denen
keine stabilen gebundenen Teilchen auftreten. Dies sollte z.B. fur die Quanten-
elektrodynamik ausreichen. - Um moglichst einfache Verhdltnisse zu haben,
geben wir die Gleichungen fiir den Fall an, dal nur eine Teilchensorte vorhanden
ist; nédmlich Teilchen vom Spin ¢ und der Masse m, deren Wechselwirkung
zu beschreiben ist. Die Entwicklung 148t sich jedoch nnmittelbar anf andere
Fille (z.B. die Quantenelektrodynamik) ubertragen.

Fiir die Ableitung der von uns benutzten Gleichungen sind lediglich einige
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sehr allgemeine Voraussetzungen notwendig. Die Gleichungen enthalten dement-
sprechend viele Losungen; die invarianten Ldsungen entsprechen lokalen Feld-
theorien. Die einzelnen Moglichkeiten der Wechselwirkung werden durch
Randbedingungen charakterisiert, die bei der Autiosung der Gleichungen zu
stellen sind. Diese Auflésung wird vorldufig nur im Rahmen der Storungs-
rechnung betrachtet. Auf die Behandlung nichtlokaler Felder und auf Fragen,
die mit nichtrenormierbaren Theorien zusammenhingen, wird nicht einge-
gangen.

2. — Allgemeines.

Wir beginnen mit der Darlegung der allgemeinen Grundlagen. Unsere
Absicht ist, eine quantentheoretische Formulierung der lokalen, skalaren Felder
ohne gebundene Zustinde zu geben, die sich von den bekannten Formulierungen
darin auszeichnet, dal sie die Schwierigkeiten der Ultraviolettdivergenzen
grundséitzlich vermeidet. D.h.: Bereits die Grundgleichungen der Theorie
selbst sollen frei von Ultraviolettdivergenzen sein. Es ist klar, daBl wir zu
diesem Zweck so geliufige methodische Hilfsmittel, wie die Hamiltonfunktion
kanonischer Feldvariablen, die kanonischen Vertauschungsrelationen oder das
Feynman-Schwingersche Variationsprinzip nicht brauchen kénnen, da diese
alle divergente Renormierungskonstanten enthalten. Wir miissen uns also nach
noch allgemeineren Eigenschaften quantisierter Felder umsehen, die von solchen
Divergenzschwierigkeiten unbelastet und deshalb zur Grundlegung unserer
Theorie geeignet sind. Dazu zdhlt die Existenz einer invarianten, unitiren
S-Matrix, deren Matrixelemente als beobachtbare Groflen zwangsldufig endlich
sein miissen. Hierdurch wire aber erst der Rahmen allgemeiner quantisierter
Felder abgesteckt. Zur Kennzeichnung der lokalen Felder mufl man dariiber
hinaus in geeigneter Weise die Forderung der Kausalitit stellen. Da es bisher
nicht gelungen ist, die Kausalitit als Eigenschaft der S-Matrix selbst zu for-
mulieren, entschliefien wir uns zur Einfiihrung eines Feldoperators und gehen
damit wesentlich iber die Konzeption einer reinen S-Matrixtheorie hinaus.

Wir denken uns ein Feld durch einen linearen, hermitischen Operator A(x)
des Hilbertraums beschrieben. Diesen « Feldoperator » A(x) (er entspricht genan
dem sog. «renormierten Feldoperator» fritherer Formulierungen) gilt es nun
in seinen Eigenschaften weiter einzuschrinken. Das geschieht, indem wir an
ihn die drei folgenden Forderungen stellen:

1) Invarianzprinzip. Die Theorie soll invariant sein gegeniiber Lorentz-
transformationen, Translationen, sowie Spiegelungen in Raum und Zeit.

2) Kausalititsfordernng. Der raumartige Kommutator des Feldoperators
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soll verschwinden:
(1) (A(x), A(y)]= 0,

wenn x — y ein raumartiger Vektor ist.

3) Asymptotenbedingung. Der Feldoperator A(x) soll fir x, —— co
und », —~ - co in die wechselwirkungsfreien Feldoperatoren 4, (x) bzw. A4_ (x)
zur Teilchenmasse m iibergehen.

Diese drei Forderungen an den Feldoperator A(x) werden die einzige
Voraussetzung unserer Theorie quantisierter, skalarer und lokaler Felder ohne
gebundene Zustinde bilden. Sie sollen, ihrer Bedeutung wegen, noch kurz
erlautert werden.

Das Invarianzprinzip ist wohl so selbstverstdndlich, dafl sich eine weitere
Erérterung eriibrigt. Hinsichtlich seiner mathematischen Formulierung sei
auf die einschligigen Arbeiten (!) verwiesen.

Die vorliegende Form der Kausalitatsbedingung (2?) besagt ganz klar, daB
Feldwirkungen in zueinander raumartig liegenden Punkten unabhingig sind.
Sie dirfte anderen gebriduchlichen Kausalitdtsbegriffen (°) dquivalent sein.

Uber den anschaulichen Sinn der Asymptotenbedingung (%) ist zu sagen:
Sie bringt zum Ausdruck, dall in jedem System wechselwirkender Bosonen,
wenn man nur lange genug wartet, die Teilchen mit wachsender Zeit aus-
einanderstreben, um sich fiir geniigend grofle Zeiten wie wechselwirkungsfreie
Bogonen einer bestimmten Masse m zu verhalten. Die Asymptotenbedingung
beschrinkt demnach die Theorie auf solche Felder, die keine gebundenen
Zustinde zulassen, sondern nur Streuung, Erzeugung oder Vernichtung von
Bosonen der Masse m beschreiben. Da im n#échsten Kapitel aus der Asymptoten-
bedingung sehr weitgehende Folgerungen gezogen werden, ist eine prizise
mathematische Fassung unerldfilich. Wir beginnen mit der Definition der
ein- und auslaufenden Felder. A _(x) und A_ (x) sollen natiirlich den iiblichen

in

wechselwirkungsfreien Feldgleichungen und Vertauschungsrelationen geniigen:

(2) (O—mHd, (@) =0, [4, ), ()] =idlz—az) ()

in

(1) E. WIGNER: dnn. of. Math., 30, 149 (1939).

(2) Diese Form ist z.B. auch in der Arbeit M. GerL-MaxN, M. J.. GOLDBERGER
und W. E. THIRRING: Phys. Rev., 95, 1612 (1954) gebraucht worden.

(3) E. C. G. SriickeLBERG und (. WANDERS: Acausalité de Vintéraction non-locale,
Manuskript, 1954.

(*) Uber die prinzipielle Bedeutung einer Asymptotenbedingung fir die Grund-
lagen der Feldtheorie vgl. R. Haac: On Quantum Field Theories, Manuskript, 1954.

(%), Es wird auBerdem verlangt, dal A4,,(x), A,,(») eine irreduzible Darstellung
dieser Vertauschungsrelationen geben.
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Es soll ferner Zustinde © und £ mit der Eigenschaft

t

3) Al(x)2, =0, AT (@) =0 (%

in uut out

geben. Besondere Aufmerksamkeit erfordert die Prizision des Grenziibergangs
%, 4 oco. Es liegt vielleicht nahe

LA (D, A()¥) =  Lim (D, 4, (0)P)
zu schreiben, doch sagt dies zu wenig aus, da die Matrixelemente der rechten

Seite fiir normierbare Zustinde punktweise gegen Null gehen. Wir fiihren
stattdessen Operatoren

b ~ x [1 .
@) ) = if L@ T — o T

mg== 1

und entsprechend A47(¢), A’ (t) ein. Hier ist f(x) eine beliebige normierte

in out

Losung positiver Frequenzen der Klein-Gordongleichung, d.h.

cxy

(_1-—m2)f(r) =0, - z’{ f dﬁ—— i* ;j }dga‘ =1. ()

Der Asymptotenbedingung geben wir nun die Form

[ lim (&, A0)P) = (@, A, O)F)

— @

| im, (B, A/(0)¥) = (@, A7, (V")

—>4

5)

worin die rechten Seiten unabhingig von f, also konstant sind.

Es folgen zum AbschluB des Kapitels noch einige leicht nachzuweisende
Konsequenzen aus den genannten drei Forderungen.

Aus Q, 148t sich durch fortgesetzte Anwendung des Operators A, (r) ein
vollsténdiges Orthonormalsystem des Hilbertraumes aufbauen, desgleichen ein
zweites durch Anwendung von 4  (x) auf £ .. Man braucht dazu lediglich
ein System f (x) von Lésungen der Klein-Gordongleichung die nur positive

(8) Diese Bedingungen miissen zur Kennzeichnung der freien Felder hinzugefiigt
werden, da die kanonischen Vertauschungsrelationen iniquivalente Darstellungen zu-
lassen. Vgl. K. O. FriEDRICHS: Math. Aspects of the Quantum Theorie of Fields (New
York, 1953).

(") Der zeitunabhingige Operator 4/ (f) erzeugt also ein Teilchen mit der Wellen-
funktion f(z). Tm Gegensatz zu A, (r) fibren diese Operatoren bei Anwendung auf
einen normierten Zustand nieht aus dem Hilbertranm heraus.
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Frequenzen enthalten und der Orthonormalititsrelation
— /I I« ifﬁ af“ } dat = Oy 5
sowie der Vollstindigkeitsrelation
2 L@fi@) = idt @z —a)

gehorchen. Die beiden Orthonormalsysteme sind dann:

Q,
g X
q)in = AinQin
(6)
1
L T «
Qjm‘ Fe= \/ m ‘4 mk‘Qm ’
pa g
QOL\L
X x
¢uut nut‘QouL
(M)
1
K: 3 a
qjiut ke o Ai\‘lb A‘OIIIL"’ out*
pal»-m
Hierin bedeuten die Abkiirzungen
A%, = AT 18 = Al — ny Iy !
out — ont(t) ’ “Hin T YT (t) ’ p"‘y--"k TR Ryl Ryl

wenn je n; der Indizes «; untereinander gleich sind.
Die S-Matrix wird durch

(8) S(M(ﬁ) = (D2 ®?:))

out?
definiert, wenn (), (#) die Indexkombinationen
(o) = otgy oor O (B) =Py ..y Bu

bedeuten. Es folgt unmittelbar die Unitaritat der S-Matrix, sowie die Be-
ziehung

(9) 44‘0ut - SfAinS N
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Gelegentlich sprechen wir von « gemischten Matrixelementen » des Feld-
operators oder dessen Produktbildungen. Gemeint sind dann Ausdriicke der
Form

(P, A(2)DY),
die sich links auf einen Zustand des Orthonormalsystems (7), rechts auf einen
Zustand des Systems (6) beziehen.

Aus Asymptotenbedingung und Invarianzprinzip folgt die Existenz eines

Energie-Impulsvektors P, mit den Eigenschaften

. cA(x
(10) e, Ay = 9
(.If'u
. o edn(@) . A uw)
— [Pl‘7 Ai“('r):l - a;rﬂ T -1 [P/,cy fLmt(‘”)] 7 am’u 9
ferner
(11) 0 =0 =0

in out,

(der willkiirliche Phasenfaktor ist gleich Eins gesetzt). P, erfiillt aus Inva-
rianzgrinden

Die Definition von @7 bzw. @ zeigt, dall (2, A(2)@>) eine Lésung der
out

Klein-Gordongleichung ist. Mit der Asymptotenbedingung folgt dann
[ (24P = (2, 4, @)D}) = f,(@) ()

in

(12)
l ("(2’ A(;r)qsi‘nt) - (!")7 Ao\\t(".c)®:ut) - fa('l')

und daraus @7 = @

out*

Eine weitere Folge der Asymptotenbedingung ist das
Verschwinden des Vakuumerwartungswerts von A(x):
(13) (Q, 4()Q) — (2, A (£)Q) = 0.

in

3. — Die Reduktionsformel.

Nach vollzogener Grundlegung der Theorie wird man fragen, welche Feld-
typen die genannten Voraussetzungen erfilllen und wie sich gegebenenfalls

(*) Diese Beziehungen, die sich hier als naturliche Folge der Asymptotenbedingung
ergeben, sind frither voN KALLEN zur Festlegung der Renormierungskonstanten benutzt
worden. . KALLEN: Helv. Phys. Acta, 25, 417 (1952).
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S-Matrix und Feldoperator berechnen lassen. Die allgemeine Operatorform
der Voraussetzungen scheint zur Beantwortung dieser Fragen wenig geeignet.
Es soll deshalb Aufgabe dieses Kapitels sein, ein den drei Forderungen &iqui-
valentes Gleichungssystem zu entwickeln, das einer analytischen Behandlung
zuginglich ist. Wir werden dabei den Umstand ausniitzen, dafl sich als Folge
der Asymptotenbedingung die Matrixelemente von Feldoperator und S-Matrix
geschlossen auf Vakuum-r-Funktionen (damit sind Vakuumerwartungswerte
von T-Produkten aus Feldoperatoren gemeint) zuriickfiithren lassen. D.h.: Es
geniigt, sich auf die Vakuum-7-Funktionen zu beschrinken. Diese lassen sich
aber im Prinzip aus einem unendlichen Gleichungssystem (System A) berechnen,
das wir gegen Ende dieses Kapitels aufstellen werden. Die Ableitung des
Systems A setzt allein die Asymptotenbedingung voraus. Invarianzprinzip
und Kausalitéitsforderung bewirken die Invarianz der Vakuum-z-Funktionen.
Somit wird die Aufgabe, alle Felder A(x), die den drei Grundforderungen In-
varianz, Kausalitit und Asymptotenbedingung geniigen, festzustellen und zu
berechnen, auf die Diskussion der invarianten Losungen des Systems 4 zurtick-
gefiithrt (?).

Diese « Reduktion » von S-Matrix und Feldoperator ist nur ein Spezialfall
der allgemeinen Reduktionsformel, die besagt, dafl sich die gemischten Matrix-
elemente eines beliebigen 7T-Produktes von Feldoperatoren in elementarer
Weise geschlossen durch die Vakuumerwartungswerte der T-Produkte aus-
driicken lassen. Die Reduktionsformel ist eine Folge der Asymptotenbedingung.
Sie wird im Anhang auf funktionale Weise in voller Allgemeinheit formuliert
und bewiesen. Hier beweisen wir sie nur soweit, als zur Reduktion der S-Matrix
und zur Aufstellung des Systems A4 notwendig ist.

Die Asymptotenbedingung sei in der Form (5) vorausgesetzt. Ferner gelte
die Beziehung

Q
I
I

ia “out
Wir beweisen zuerst den Spezialfall
{14) (Q, T(xyy .y 2,)D%) = — i./‘K_,,z(x,, s Ty Y Ly) Ay
der Reduktionsformel, worin zur Abkiirzung

T(Xyy ey @) = T{A()) ... Ala)}

K,=1,—m?

(*) Man kann auch ausgehend von der Kommutatorbedingung (1) zu einer Analyse
maoglicher Feldtheorien kommen, vgl. dazu die in (*) zitierte Arbeit.
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gesetzt ist, und
(15) T(&Lyy ooy @) = (82, Ty, ..., ¥0)82)

die Vakuum-z-Funktion von % Argumenten bedeutet. Aus der Definition
von @7 folgt:

(Q, T(@y, ...y 2)DPY) = (D, ..., .)2, AZQ) .

Anwendung der Asymptotenbedingung auf die rechte Seite gibt:

(2, T(xyy oy 2 )P) = lim  (T(,, ..., 2,)82, A¥y,)L2)

Yo—>r— @©
o i

= ¢ lim [(&, T(wl,...,mn,y)a——fa(y)d“y
Yg—>—© Yo

—>

0 0
= “7'./5%{770(‘”17 vy Ly Y) a—yofa(y)ddy}’

mit den Abkiirzungen:

5 dg(a of(x)
A = A5, ) 59 = ) A gy D,
0 0
da der Randterm bei y,= + cc
L PN .
iim [(Q, T(xy, ..., @0y ¥)2) — fuly) @y = (2, A0, T (21, ..., 2,)02) ,
yn-—>+oo- ayo
wegen
(A[:ut)*'g =0 I
verschwindet.

2 KN
i — . 4
7/fay0{70($1a vy Ty Y) o 1x(y) } d*y,

gibt nach einigen Umformungen, die vom Verschwinden rdumlicher Randterme
Gebrauch machen, die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (14).
Nach diesem Muster beweist man ebenso die Beziehung

{16) (2, T@,, ..., 2,) Dy "*+) :ny(_Q, T(@15eeey @y YDV, (y) dy
Daraus folgt ohne weiteres durch vollstindige Induktion die Formel

(17) (2, T(x, ... x,)P5%) =

1 k

= (— i)k/K,” oo Ky w(@y oy YY) e f () Aty Aty

15 — Il Nuovo Cimento.
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Dies ist die Reduktionsformel fiir soleche Matrixelemente von 7-Produkten,
die links auf das Vakuum bezogen sind. Danach koénnen die zwischen Vakuum
und einem beliebigen Zustand des Orthonormalsystems (6) genommenen Matrix-
elemente von 7-Produkten aus den Vakuum-r-Funktionen errechnet werden.
Durch Ubergang zu konjugiert komplexen GroBen gewinnt man die Reduktions-
formel fiir Matrixelemente von 7-Produkten, die rechts auf das Vakuum be-
zogen sind.

Wir wenden uns nun der Reduktion der S-Matrix zu. Unsere Absicht ist,
das Matrixelement

(DL, DP) (0) = o1y ey 2y (B) == P, oy B

auf Vakuum-t-Funktionen zuriickzufiihren, zunichst fiir den Fall, dal keiner
der Indizes o«; mit einem der Indizes [, iibereinstimmt. Die Verallgemeine-
rungen von Gl. (16) lauten dann:

(D2, T(x, ... 2,)DP) :kifKE(dijj;i, T(w, ... 2,8)PhP1) f o (£) A&

out?

out?

(D, T(@, ... 2,) D) = — i J K (@751, Ty ... 2 DP)FE () do.

Durch vollstindige Induktion folgt:

(¢c(vf:z’ @:5)) - (_i)k'H/Kgl ngKnl KWT(& §k771 771)]:*(51) e fR(ER)

) - fp) A2, . A2 dy, . Ay, .
Hieraus leitet man leicht eine Normalform fir den durch

(18) (B5)

out?

OP) = (P2, SPP)

definierten Operator S ab:
L - . .
(19) S :,Zo -(?—!)7 {Kl e K@y o 0,) L A(@y) o A() ) dy . dio,

Die Funktionen ¢(wy, ..., #,) bedeuten die Vakuum-¢-Funktionen (%), die aus
den Vakunm-7-Funktionen nach der Wick’schen Regel mit der Kontraktions-

(**) Zur Definition der 7- und ¢-Funktionen vgl. z.B. die Arbeit W. ZIMMERMANN :
Suppl. al Nuovo Cimento, 11, 43 (1954), Abschnitt 4, deren Bezeichnungsweise wir hier
iitbernehmen.
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funktion A, gebildet sind. Gl. (19) gilt ganz allgemein, unabhingig von der
im Anfang gemachten Annahme iiber die Indizes. Es ist zu beachten, dafl
zur Ausfilhrung der Integrale im Impulsraum die Vakuum-z-Funktionen
lediglich fiir solche Koordinaten bekannt sein brauchen, die auf dem Massen-
hyperboloid liegen. Nur die so eingeschrankten Vakuum-7-Funktionen gehen
in die Berechnung der S-Matrix ein.

Zum Abschluf} leiten wir das unendliche Gleichungssystem 4 ab, das zur
Bestimmung der Vakuum-t-Funktionen dienen soll. Wir gehen von der ein-
fachen Operatoridentitéit

T{A@®) o A(@a)} = 3 02— @) o0 0@ — 2,) T{A(2) ... A2y} A (0

aus, worin Y die Summation iber alle n— 1 Vertauschungen einer Koordi-
?

nate x; mit z, bedeutet. Bildung des Vakuumerwartungswerts und Zerlegung
der rechten Seite gibt:

(R, Ty, 2) )= > 05 —xn) .. O@0—2,) (2, Ty 20, ) DEW D, A

in ?
v (x)

(r02) =
z z D 0@ — @) oo O@ns— ) (Q, Ty ... 2,y ) D) (D%, A,) ) .

Driickt man jetzt noch auf der rechten Seite die Matrixelemente nach Re-
duktionsformel (17) durch Vakuum-z-Funktionen aus, so hat man das ge-
wiinschte Gleichungssystem fiir die Vakuum-z-Funktionen allein (11):

T(Byy ooy T) = 2, > Oy — @) oo D@0y — x,,)i’“]d“fl ) G 7 S L7
v k=1
(A) fo ng‘r(xl e &y E)AT(E —1y) o AT (E— r]k)K,71 K%‘y*(wnnl e W)

Aus Invarianzprinzip und Kausalitdtsforderung folgt, dafl die Vakuum-t-
Funktionen invariante Funktionen sind. Um eine Ubersicht iiber alle den drei
Forderungen Invarianz, Kausalitit und Asymptotenbedingung gehorchenden
Felder zu gewinnen, geniigt es also, die invarianten Lésungen des Systems A
zu untersuchen.

Wir erwihnen noch ein ganz ihnlich gebautes Gleichungssystem A’ fiir

{13) In der iblichen Formulierung der Feldtheorie erfilllen die renormierten stérungs-
theoretischen Entwicklungen der Vakuum-z-Funktionen das System A identisch. Der
Beweis kann analog den in der Notiz W. ZIMMERMANN: Nuovo Cimento, 11, 416 (1954)
skizzierten Uberlegungen durchgefiihrt werden.
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die Funktionen 7, das sich ausgehend von der Operatorenidentitit

T{A(@®) ... A(@n)} = 2 00— 1) .. 02— Boy) A () T{A (1) .. A(@ney)}

ebenso erhalten 148t. Das System A’ ist dem System A dquivalent

Ein weiteres Gleichungssystem der Vakuum-z-Funktionen, das fiir prak-
tische Anwendungen geeignet erscheint, kann aus der Identitit
(20) 2 (¢(a) Q;(Br)(@(ﬁ)

in ? out out?
153}

TA(x )4 (wz)qu)) =

= 0@, — x,) 3 (PP A(2,)PD) (PP, A

out?
(1]

(2,) DY) + Symm.

durch Einsetzen der Reduktionsformel gewonnen werden. Auch dieses System
ist dem System A fquivalent.

4. — Diskussion des Gleichungssystems A.

Angesichts der wenigen Voraussetzungen, die zur Ableitung des Systems A
erforderlich waren, wird man erwarten, dafl diese Gleichungen eine grofle Zahl
von Losungen besitzen. Dieser Abschnitt verfolgt das Ziel, einen Uberblick
iiber die invarianten Loésungen zu geben und insbesondere zu zeigen, wie man
durch Stellung von Randbedingungen bestimmte Lésungen aussondern kann.
Wir beschrinken uns dabei auf eine stérungstheoretische Diskussion der Glei-
chungen.

Zunichst sei vermerkt, daf selbstverstindlich die bekannten z-Funktionen
eines freien Feldes eine exakte Losung des Systems A bilden. Sie lauten:

T('”l’ xZ) = Ap(wlp— 922) 5 T(xly ceey x2n+1) = 07
1
(21) T(®yy ooy Bgp) == > A, — BYT(By oo Bygy By oo Byegy Lypr oo Tam)
w<v

Fir die weitere Behandlung ist es zweckméssig, zu den in Kap. 3 bereits ein-
gefithrten Funktionen @(x; ... x,) iiberzugehen. Man kann das System leicht
in ein Gleichungssystem fiir die p-Funktionen umformen (vgl. Anhang (A.11)).
Wir wollen nun die ¢-Funktionen in einer ersten vom freien Feld abweichenden
Naherung bestimmen. Es wird sich zeigen, dall diese Berechnung eine iiber
die 1. N#herung hinausgehende Bedeutung hat und eine Ubersicht iiber die
moglichen Losungen des Systems A in beliebiger Niherung vermittelt. Es sei

(@1, oy ©) = GO PP

Wir nehmen an, dafl in 1. Niaherung (~¢) nur eine bestimmte Funktion
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@(#, ... ) von Null verschieden ist, d.h. vom freien Feld abweicht (*?). Aus (A)
folgt dann fiir p¥(xy, ..., #,)

(22) PILyy o By) =

z - .l‘,, O(mn—l— ‘/v") {JK&(P”’(%, very gy Sn)A+(§n”‘ wn) d4§n +

2

+i2(n—1)

e
—

A (@ — &) oo AT @y — Ens ) B o K, @ (0, &1y oy Eay) A% d4§n_1} .

Es ist bequem, diese Gleichung nicht nach ¢(x,...x,), sondern nach einer
Funktion w(z,...2,) aufzulosen, mit

(23) @@y ... ) :fAF(wl— £) o Aplw, — Ewn (4, .., £,) A6, LAY, .

(22) geht damit iiber in

f Ap@y— &) weo Ap(a— EOO(Ey ooy ) A3y 0%, =
_20 v ) eer 0@y — 2,)
f {Ap@— &) oo Apl@ny— Euy)(— DA (@, — EJV(Esy ooy Ea) +
A @ — &) A @0 — Ea ) A — EJOIH(E, 0 £} A A4,
Mit Anwendung der Beziehungen
— iA-(@) = A @) + idy@);  id*(@) = A (@) — i d,@)
folgt aus (22)
(24) Z Oy — 22) o O(2 ey — 20) -
[0 £ A — s £l £
A (@ — £) o A8 @y — Ea) Al @ ENOO(E oy £)) A¥E L d9E,=0.

s wird sich herausstellen, dafl invariante Funktionen w® nur dann ungleich
Null sind, wenn alle Zeiten wy,, ..., @,, iibereinstimmen. Wegen der Invarianz

(1*) Dies entspricht dem Fall, dafl bei einer Lagrangeformulierung ein Kopplungs-
term mit » Feldoperatoren vorhanden ist.
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folgt daraus, daB. auch die rdumlichen Komponenten der Argumente gleich

sein missen; d.h. die Funktionen w® bestehen aus Produkten von vierdimen-

sionalen J-Funktionen und deren Ableitungen.

Wir beweisen diese Aussagen zun#chst fiir wV(w,, ,, ;) und libertragen

dann das Resultat auf beliebiges n. Fir o(x;, ., x;) lautet (24)

(24)  Bl@,— )0 j{A — &) Ay — E) (&, £y &) —
— Ay — &A@y — &5) A (20— 53)60(1)*(515253)} dsg, 446,44, +
+ 0@y — @y)0(@s— ) { } +0(3,152){} =0 .

Durch Anwendung von Klein-Gordonoperatoren folgt

P10y Lap = Tao

o'V(x, 2y, ) = 0 Wenn | g, Tz > Tyo

Loy Lro > Fzo-

Aus dem in Kap. 3 erwithnten Gleichungssystem (A’) folgt ebenso, dal

1oy Lao < 3o

O V(@ Loy X3) = 0 WENN | Ty, Lgp < Xyg

L3y X10 << Tap-

Diese Bedingungen besagen, -dall in oV(x,, 2., ¥;) alle Zeiten gleich sein
miissen. Unter den danach verbleibenden invarianten Funktionen gibt es
drei Losungen der Gleichung (24'). Sie lauten im Orts- bzw. im Impulsraum
(9515 Y324 953 Sind reelle Konstanten):

1) oV == igy; (@, — %) 6{&, — @) 5 bzw. igy - 6(p1 + P2+ Ds)y

2) oW =igyu(T], + O, + ) O(y — @2) (@ — 3 );
bzw. -~ igas(pi+ Py +p3) 0Py + Pe+ Da)

3) oW =igyu([], 8/’2 am + O, 8ﬂa aﬂl + 1,0 s Ma) Oy — x3) (X — @3)
baw. gy (PHPD,) -+ PiPDL) + D5(P.P))0(Py + D2 + Pa)

Wir verifizieren dies am Beispiel der Losung (1). Hierfiir lantet (24')
E S)J{AF(:‘EI_ EAplx,— &) + Atw, — E) At (@, — )} -
Agloy— EYAE +0(2,3; 1) .. +...=0.

Diese Gleichung ist erfiillt, da wegen #y, %z > %5 > & die A,-Funktionen
durch <4+ ersetzt werden kdnnen.
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I3s sind jedoch nicht beliebig hohe Ableitungen von J-Funktionen Lésungen,
da im allgemeinen durch die Differentiation der A,-Funktionen Zusatzterme
auftreten, die die Aquivalenz von A4, und 4+ zerstéren. Man kann zeigen,
daB es nur die angegebenen drei Lésungen gibt.

Fir o®@,, ..., #,) erhidlt man Zhnliche Resultate. Man stelit wieder fest,
daB Produkte von d-Funktionen und einige Ableitungen dieser Funktionen
die Gleichungen (24) erfullen. Fir o™(x,, ..., #,) gibt es » unabhingige L&-
sungen in denen willkiirliche Parameter ¢,,, ..., ¢.. auftreten. Im Impulsraum
stellen sie symmetrische Polynome in den Variablen p,, ..., p, dar, die dadurch
charakterigiert sind, dafi die Potenzsumme je zweier Impulse kleiner als vier ist.

Die so gewonnenen Funktionen ¢V (bzw. w'V) stimmen mit den Ausdriicken
itberein, die man bei Benutzung der iiblichen Formulierung von Feldtheorien
in 1. Naherung erhilt. Dabei entsprechen natiirlich §’-Funktionen Theorien
mit Ableitungskopplung. ‘

Es zeigt sich also, dal die hier diskutierten Gleichungen formal (d.h. bis
auf Renormierungsterme) den konventionellen Feldgleichungen dquivalent sind.
Wenn wir z.B. die Konstanten g¢;,, g4, ..., ¢.; 2ls von Null verschieden vor-
geben, so entspricht dies einer Lagrangefunktion mit dem Kopplungsterm

L'= g, A%x) + g;,4%2) + ... + g, A% (@) .

Die Konstanten g;, und g¢;, stimmen dabei in erster Niherung iiberein.

Durch die angegebenen Lésungen der (homogenen) Gleichungen fiir die
@' V-Funktionen sind Parameter ¢,,, ..., gn. (n=3, 4, ...) eingefithrt worden, die
als Kopplungskonstanten fungieren. Wenn diese Konstanten vorgegeben sind
(also @V bekannt ist), so kann man versuchen, die ¢-Funktionen héherer Nihe-
rung in einer Potenzreihenentwicklung nach diesen Konstanten mit Hilfe des
Systems A zu bestimmen. In 2. Ndherung erhidlt man fiir ¢'® eine inhomo-
gene Gleichung, in deren inhomogenen Gliedern die Funktionen 1. Niherung
auftreten. Der homogene Teil der Gleichung fiir ¢'® ist identisch mit der
schon behandelten Gleichung fiir ¢, ¢'® ist also bis auf Liésungen dieser homo-
genen Gleichung bestimmt. Dieser Sachverhalt gilt in beliebiger Ordnung
der Stérungsrechnung.

Die notwendige Festlegung der bei der Durchfithrung der Stérungsrechnung
auftretenden homogenen Lésungen kann nun dadurch geschehen, daf man
an die Losungen des Systems A Randbedingungen stellt, indem man einiges
ither das asymptotische Verhalten der Funktionen w vorgibt. Im einpara-
metrigen Fall (etwa nur g, 0) lautet diese Vorgabe: w(axy, ..., z,) soll (in
jeder Niherung) fiir grofe Impulse einen konstanten Term g¢,, enthalten; es
soll keine Terme der Form ¢,,(p} + ... p2); ¢.(pip,p, -+ ...), ete., enthalten, die
den anderen Liosungen der homogenen Gleichung fiir w(x, ... z,) entsprichen.
Alle anderen Funktionen  sollen asymptotisch keine Terme enthalten, die
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konstant sind oder den homogenen Gleichungen entsprechende Polynome dar-
stellen. Allgemein gibt man also die Kopplungskonstanten und damit ein
diesen Konstanten entsprechendes asymptotisches Verhalten der Funktionen
w vor (13).

Bekanntlich gibt es unter den einparametrigen Theorien genau zwei, die
im Rahmen der iiblichen Formulierung renormierbar sind. Fiir diese ist g,
bzw. g,, ungleich Null. (Kopplung ~ 42 bzw. ~ A*). Mit diesen Randbedin-
gungen hat das System A in jeder Niherung eindeutig bestimmte Losungen,
die den renormierten Ausdriicken entsprechen (4).

Die in diesem Kapitel gemachten Aussagen beziehen sich natiirlich nur
auf die Storungsrechnung (beliebiger Ordnung). Insofern kommt hier einer
der Vorziige des Systems A, das eine Diskussion renormierbarer Theorien ohne
Binschrinkung auf die Storungsrechnung ermdéglichen sollte, nicht zur Geltung.
Jedoch diirfte auch die stérungsméfBige Behandlung mit dem System A kon-
sequenter als das sonst iibliche Verfahren sein, da hier nur mit divergenz-
freien Gleichungen gearbeitet wird. Auf die Einzelheiten der Stérungsrechnung
gehen wir hier nicht ein, da dies angesichts des Modellcharakters des zugrunde-
gelegten skalaren Feldes nicht lohnend erscheint.

ANHANG

Funktionale Formulierungen.

Der ein Funktional der Raumzeitfunktion J(r) darstellende geordnete
Operator (%)

ty

T exp [@ f A(w) I (@) dm} — @ty b J}

ist durch die Integralgleichung

(A.1) Tty iz Jp =1+ i/‘t’{tz, o3 J 1 (€) A (w) A

(1*) Diese Vorgabe entspricht im Ortsraum einer Festlegung der Funktionen « fir
gleiche Argumente durch J-Funktionen und deren Ableitungen.

(1) Fir die nichtrenormierbaren Theorien gibt es innerhalb der Stérungsrechnung
keine Losungen des Systems A; z.B. existiert fiir derartize Randbedingungen die
A,-Funktion in ¢2-Niherung nicht.

(18) Zu den Eigenschaften dieses von Schwinger eingefithrten Operators vgl. K.
SYMANZIK: Zeits. f. Naturf., 10a, 809 (1954) und dort angegehene Literatur.
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bestimmt. Zur Abkiirzung setzen wir
T{too,—ooyd} ={d} und ([T} =<t}

wobei wir der Ubersichtlichkeit halber die Diracsche Schreibweise mit dem
Vakuum |» verwenden.
Zufolge
2 {d
gy =3 1T
n=90 .

mit

TldT} f /ﬂdxl... Ay T(@ oo )T (23) o I ()

ist dieses Funktional das erzeugende Funktional der Vakuum-z-Funktionen
(Gl. (15)), die sich aus ¢{J} durch funktionales Differenzieren und Nullsetzen
von J gewinnen lassen. Den Operator

T} = 2 3 (@) {3 B <P)

x) B
selbst gewinnen wir, indem wir fiir |(x)) das Orthonormalsystem der auslau-
fenden asymptotisch freien Teilchen, fir |(5)> das der einlaufenden Teilchen

einsetzen (Gl. (7), (6)). Benutzung der Asymptotenbedingung (5) und der aus
(A.1) folgenden Relation

d

(A2) 57) T V) = {00, 203 A ()T, — 001 T}

gibt

A3)  {|TT} B :<<oc>&czr{J}7;: i [i f A (] B ) | | > =

@ =1

T Ay 8 < | |
= \/P.(ﬂ) ;}E_[;Lul_l)r{lm féJ(a:) o fa,.(a:)dsw] <(oc)!‘Qf’{J} [>

mit der Abkiirzung

¢

f(x) 2 glx) - — gl@ )% x) + f(d )—q(w)

TEntsprechend wird fiir ¢, eingesetzt. Mit der Vollstindigkeitsrelation erhalten
wird durch Summation iiber alle Anfangs- und Endzustédnde:

To—>+ @

& ® J_ D . " ® /(—/—‘» ,
(A.4) T{J}:ngo "z=0 nlin [Z fAf,ut) @) 0y falz) dyz - dim Jfa (x") 80 5T () dyr

S i [ A e [ 6T ) | i -

B o=

— eXp

M ) N (S (S +
ylnglot /Afmt( 1) ST J (@ )dsaﬂ} ) <‘ exXp Lol_{nlm/é(]() 80.4( "(y) d3y}‘t'o{'p'-
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Um die Randintegrale durch Volumenintegrale ersetzen zu konnen, ist zu
erreichen, dafl die Integrale iiber den jeweils gegeniiberliegenden Rand ver-
schwinden. In (A.4) ist dies noch nicht der Fall. (Denn (A.3) folgt aus (A.2) und
der Asymptotenbedingung nur dann, wenn J(z) am Rande hinreichend stark
verschwindet; dann aber diirfen in der Umgebung des Randes weitere funktio-
nale Ableitungen nicht beliebig vorgenommen werden, was der Grund fiir das
Nichtverschwinden der bei der Umformung von (A 4) auftretenden Rand-
integrale ist.) Daher gehen wir durch

(A5) <@ty =exp|— 727 } 1T},
mit
STy =3 “‘7’”{‘1} f / A2y ... A (@, oo 2) T (@1) oo I (@)

zum erzeugenden Funktional der Vakuum-g-Funktionen iber (). Zur Ab-
kiirzung ist hier und in #hnlichen spiteren Ausdriicken Matrixmultiplikation
vorausgesetzt, also

TN = f ’v'J(x)AF(m — @) (') dee Az

o

é
me) SW.
A, K(SJWJAm W, — (SJ()dx usw

FEinsetzen von (A.5) in (A.4) gibt

0 JAJ
J (—) o ¥
<{J] exp /Aout( )ao 8 (x )dam exp[ B ]’>
(|exp —JJ(y)AF(y—y’)%TA{:’(y’)dydsy’} '
Yo=—
- exp 0 By A (2) dgz| Syl =
- 6J(Z) 0 in 3 0
—exp |- exa| [1014 0 a0 4 -
- exp JAiM)( e )(SJ( )dle 8+ exp fJ( )Ap(z—z’)%(']—)A‘i:’dzdaz’ .
. exp ’. 6 (—aTA(+)( 7" dz// ¢0{J}
méJ@” o l L=J

Zy=—®
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oder

(A.6a) ST} =exp F {fl’f cexpliJ4,] exp |—4,K (;?]} Soid}
und

(A.6b) T{J}8 = exp |-~ H—”{ sexp [iJA,,] exp [ 4,.K 6(?7\ Sy{d}

und mit J=0 schliellich
(AT) S=: 50{—“ AinK} =15 { AonLKl

{Bei der Rechnung sind der Reihe nach die Volterra-Formel

{A.8) exp |J

]9’{7} G{J+J) exp {J’ (;?7\

(F{J} ein beliebiges Funktional),

’ A (@) Ap(x — a’fo? 4:,]:(90 ) dgz dgt’ == 0,
out ow

L
Ty, Xy= =+ ®

/ AT @8 AL A

in

S = .expli

und
Au(@) = STA(@)S Ay (r) = 84, ()8

verwendet worden. Dabei ist in der zuletzt benutzten Formel fiir die S-Matrix
zwischen den A{’- und den A{)-Operatoren anstelle des Einheitsoperators
der Operator |>{| eingesetzt zu denken. Die in (A.6) erfolgte Ersetzung der
Randintegrale durch Volumenintegrale, welche bei (A.4) nicht zuldssig war,
ist hier erlaubt.)

(A.7) ist die Normalform der S-Matrix (Gl. (19)), (A.6a,b) sind die in
Kap. 3 erwidhnten allgemeinen Reduktionsformeln, durch die Matrixelemente
geordneter Operatoren anf Vakuumerwartungswerte zuriickgefiihrt werden.

Mit

J(@', x) = J (@0 x'— ) und T = (i)
1aBt sich (A.1) auch sehreiben:

—~ I R
@{J} =1— / J(x)(t,{']} éJ”(T) CC{J”} de. =0 )

=

p7 — @

Bilden des Vakunmerwartungswerts und Benutzung von (A.4) gibt die funktio-
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nale Form des Systems A:

(A.9) T} —-1-f ) {|exp

p= — ©

f(s ”éT(_a:)AH.)( l)dBm/

- exp

r 7T

0 0
——fAf )(m”) ao (SJ”( / } |> (SJ” (CO{J }(ZTU{J”} dz

v
L= — ®

J’~=()

@

—1- fJ(>J,, exp

6 <—7.) 6 s v
ff&J’(w' 0,14 wﬁw) A 5J,,(x,,)d3w d,x

Ty, Tyg=—

- T T YT} dw\ =

J
0

Il (I

0

0 0 = = 0 - ‘
] — _ . ; A+ 7 "
1 J J(x) T () exp LW' KidPK éJ”} TS YT {J"} d 7

-7
Hieraus folgt wegen
(A10) Cofdt =1— 'mdx 4 =14 mJ( O e
- ° = J odwo‘to y=1- w)m‘t’o h wJ:,;
nach Einsetzen von (A.5) und mehrmaliger Benutzung von (A.8)
fJ( ) exp —JAJK /Af(mﬁx)J(m 7) 8’ + 0 )5{J}dx =
_ 2 J ( J'=a
) o TAI|[ [ 4 ( =, 6 8
= '/-J(w)exp — } U A e — 2 \—zJ(a:,x) + K, 57 W))dx +6]”( 7
- ex 0 Kid K -2 0 Sl 1 &I} dﬁc‘i
p (SJI 6J// 0 5.’) . ]5:/:"6\ .

Wie sich durch Reihenentwicklung nach Potenzen von J zeigen 146t, folgt
aus dieser Gleichung, da8 die dhnliche Gleichung, in der beiderseits der Faktor
exp [— JA4,J/2] weggelassen ist, ebenfalls gilt. Damit erhalten wir schliefSlich
unter Benutzung der (A.10) entsprechenden Beziehung fir §,{J} als in ¢-Funk-
tionen geschriebene Zusammenfassung des Systems A:

1

(A11)y S} =1— U J(@) A (x — 2')K, B_Ji’ax’)A Sofd '} da da’ -

( L y= g 1)

exp O Riavk O \s s

_l, J({I)) (SJ, S5J" =7

J AMK 3”} exp

0
8J" ()

[
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RIASSUNTO (%

Si propone una nuova formulazione delle teorie di campo quantizzate. Partendo
da alcuni requisiti generali, si deriva una serie di equazioni che determinano gli ele-
menti di matrice degli operatori di campo e la matrice S. Queste equazioni non con-
tengono costanti di rinormalizzazione ma solo masse sperimentali e parametri d’ac-
coppiamento. Il principale vantaggio rispetto alla formulazione convenzionale &, per-
tanto, l'eliminazione di tutti i termini divergenti dalle equazioni fondamentali. Sono
cost eliminati i problemi di rinormalizzazione. La formulazione &, in questo lavoro,
ristretta alle teorie che non considerano stati legati stabili. Per semplicitd deriviamo
le equazioni per le particelle con spin nullo; tuttavia, P'estensione ad altri casi (ad
esempio, all’elettrodinamica quantistica) é immediata. Si discutono le soluzioni delle
equazioni mediante uno sviluppo in serie di potenze. Esse sono allora identiche alle
espressioni rinormalizzate della formulazione convenzionale. Tuttavia, l'applicazione
delle equazioni date nel presente lavoro non ¢& limitata alla teoria delle perturbazioni.

(*) Traduzione a cura detle Redazione.



