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Summary. - A new formulation of quantized field theories is proposed. 
Start ing from some general requiremertts we derive a set of equations 
which determine the matrix-elements of field operators and the S-Matrix. 
These equations contain no renormalization constants, but  only expe- 
rimental  masses and coupling parameters.  The main advantage over the 
conventional formulation is thus the elimina.tion of all divergent terms 
in the basic equations. This means that  no renormalization problem 
arises. The formulation is here restricted to theories which do not involve 
,*table bound states. For  simplicity we derive the equations for spin 0 
particles, however the extension to other cases (e.,o.. quantum electro- 
dynamics) is obvious. The solutions of the equations are discussed in a 
power-series expansion. They are then identical with the renormalized 
expressions of the conventional formulation. However, the equations 
set up here are not restricted to the application of per turbat ion theory. 

1.  - E i n l e i t u n g .  

U m  die  P r o b l e m s t e l l u n g  d ieser  A r b e i t  zu v e r d e u t l i c h e n ,  sei zun~chs t  au f  

e in ige  u n b e f r i e d i g e n d e  Zfige de r  gebr~iuchl ichen F o r m u l i e r u n g  y o n  F e l d t h e o r i e n  

h i n g e w i e s e n :  

1) W i i h r e n d  es m6gli(.h is t ,  f i i r  d ie  sog.  r enormierb t~ren  Theor i en  im 

R a h m e n  e ine r  E n t w i c k l u n g  n a c h  K o p p l u n g s p a r a m e t e r n  end l i che  R e s u l t a t e  fill" 

die  M u t r i x e l e m e n t e  de r  ( r e n o r m i e r t e n )  F e l d o p e r a t o r e n  u n d  de r  S - M a t r i x  zu 

e r h a l t e n ,  i s t  es b i s h e r  n i c h t  ge lungen ,  d ie  G r u n d g l e i c h u n g e n  d e r a r t i g e r  Theo r i en  

k o n v e r g e n t  zu f o r m n l i e r e n .  W i t  m e i n e n  d a m i t  die  T a t s a c h e ,  dal~ sowohl  in 

den  F e l d g l e i c h u n g e n  als  aueh  in d e n V e r t a u s c h u n g s r e l a t i o n e n  de r  r e n o r m i e r t e n  

O p e r a t o r e n  d i v e r g e n t e  R e n o r m i e r u n g s k o n s t a n t e n  a u f t r e t e n .  
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2) Die erwfihnten endlichen Resnltate lassen sich nur fiber divergente 
Zwisehenreehnungen gewinnen, die im Zuge der t~enormierung vorzunehmen 
sind. Wenn aueh die zur Abspaltung dieser divergenten Terme notwendigen 
Vorsehriften eindeutig formuliert werden k6nnen, so sind sie doch eng an die 
StSrungsreehnung gebunden. 

Diese Umstiinde wirken sieh sowohl bei der Behandlung prinzipieller Fragen 
als aueh bei der Anwendung der Theorie naehteilig aus. EinmM ersehweren 
sie eine Beantwortung der Frage naeh der Existenz yon L6sungen der Grund- 
gleichungen (etwa fiir die Quantenelektrodynamik), zum anderen steht die 
notwendige Abspaltung (divergenter) Renormierungsglieder einer konsequenten 
Anwendung anderer N~herungsverfahren als der Entwieklung naeh einer 

Kopplungskonstanten im Wege. 
Der yon uns im folgenden unternommene Versueh einer Neuformulierung 

quantisierter Feldtheorien verfolgt das Ziel, die eben gesehilderten Sehwierig- 
keiten zu vermeiden. Wesentliehes Merkmal dieser Formulierung ist, dab wit 
Gleiehungen ableiten, die im Gegensatz zu den gebrguehliehen Grundgleiehungen 
divergenzfrei sind. Sie reiehen im Prinzip aus zur Bestimmung der Matrix- 

elemente der Feldoperatoren and der S-Matrix. Die physikaliseh bedeutungs- 
losen Renormierungskonstanten sind vollsthndig aus der Theorie eliminiert; 
d.h. sowohl in den Grundgleichungen als aueh in allen weiteren Beziehungen 
kommen nut renormierte Feldoperatoren sowie experimentelle Massen und 
Kopplungsparameter vor, so dab es kein t~enormierungsproblem gibt. Feld- 
gleiehungen und kanonisehe Vertausehungsrelationen der Operatoren werden 
nieht benutzt. Dieser Verzieht erseheint unerl~tBlieh, wenn man nut mit re- 

normierten Gr6Ben arbeiten will. 
Es ist hervorzuheben, daft wir eine Neuformulierung, jedoch keine Abi~n- 

derung der physikaiisehen Grundlagen tier Quantenfeldtheorie im Auge haben. 
Dies ~ugert sieh darin, dag die st6rungstheoretisehen L6sungen unserer Gleiehun- 
gen identiseh sind mit den entspreehenden renormierten Ausdriieken der 
iibliehen Formulierung. Bei der Ableitung des Gleiehungssystems wird nieht 
vorausgesetzt, dab die L6sungen sieh naeh einem Kopplungsparameter ent- 
wickeln lassen. Insofern bedeutet  eine eventuelt divergierende stSrungs- 
theoretisehe Reihe hier keine prinzipielle Sehwierigkeit ffir die Diskussion der 

Frage, ob exakte LSsungen der Grundgleiehungen existieren. 
Wir besehrhnken uns vorli~ufig auf die Formulierung yon Theorien, in denen 

keine stabilen gebundenen Teilehen auftreten. Dies sollte z.B. ffir die Quanten- 
etekt, rodynamik ausreichen. Um m6gliehst einfaehe Verh~.ltnisse zu haben, 
geben wir die Gleiehungen fiir den Fall an, dab nur eine Teilehensorte vorhanden 
ist; ni~mlieh Teilehen yore Spin 0 und der Masse m, deren Weehselwirkung 
zu beschreiben ist. Die Entwieklung liiBt sigh jedoeh umnittelbar auf andere 

Fi~lle (z.B. die Quantenelektrodynamik) fibertragen. 
Fiir die AbleitunR" der yon uns benutzten Gleiehungen sind lediglich einige 
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sehr allgemeine Voraussetzungen notwendig. Die Gleiehungen enthal ten dement- 
spreehend viele LSsungen; die invar ianten LSsungen entspreehen lokalen Feld- 
theorien. Die einzelnen MSgliehkeiten der Weehselwirkung werden dureh 
Randbedingungen eharakteris ier t ,  die bei der AuflSsung der Gleichungen zu 
stellen sind. Diese AuflSsung wird vorliiufig nu t  im Rahmen  der StSrungs- 
rechnung be t raehte t .  Auf die Behandlung niehtlokMer Felder und a uf Frggen, 
die mit  nichtrenorlnierb~ren Theorien zusammenhfingen, wird nieht einge- 
gangen. 

2 . -  Allgemeines. 

Wir beginnen mit der Darlegung der allgemeinen Grundlagen. Unsere 
Absieht ist, eine quantentheoret isehe Formulierung der lokalen, skalaren Felder 
ohne gebundene Zust~nde zu geben, die sieh yon den bekannten  Fornmlierungen 
darin auszeiehnet,  dai.t sie die Sehwierigkeiten der Ul tmviole t td ivergenzen 
grunds~tzlieh vermeidet.  I) .h.:  Bereits die Grundgleichungen tier Theorie 
selbst sollen frei yon Ul t raviole t td ivergenzen sein. Es ist Mar, dab wit zu 
diesem Zweck so gelS ufige methodische Hilfsmittel,  wie die H,~miltonfunktion 
kanoniseher Feldvarif~blen, die kgnonisehen Vertauschungsrelat ionen oder das 
Feynman-Scbwingersehe Variationsprinzip nicht br.mehen k6nnen, da diese 
Mle divergente Renormierungskonstanten enthMten. Wit  mtissen uns glso naeh 
noch allgemeineren Eigensehaften quantisierter  Felder umsehen, die yon solchen 
Divergenzschwierigkeiten unbelastet  und deshalb zur Grundlegung unserer 
Theorie geeignet sind. Dazu ziihlt die Existenz einer invarianten,  unitSren 
S-Matrix, deren Matrixelemente als beobaehfbare Gr6I.ten zw~mgsli~ufig endlieh 
sein mfissen. Hierdureh wSre abet  erst der R~hmen allgemeiner quantisierter  
Felder ~bgesteckt. Zur Kennzeiehnung der lokalen Felder muB man dgriiber 
hina.us in geeigneter Weise die Forderunt~" der KausalitS.t stellen. I)a es bisher 
nieht gelungen ist, die Kausaliti~t als Eigensehaft der S-M~trix selbst zu for- 
mulieren, entsehlie6en wit uns zur Einffihrung eines Feldoperators  und gehen 
d~mit wesentlieh fiber die Konzept ion einer reinen N-Matrixtheorie hina.us. 

Wir denken uns ein Feld durch einen linearen, hermit isehen Operator  A(x) 
des Hi lber t raums besehrieben. Diesen <~ Fehloperator  >> A(x) (er entsprieht  gena.u 
dem sog. << renormier ten  Feldoperator,> fr~iherer Formulierungen) gilt es nun 

in seinen Eigensehaf ten weiter einzusehriinken. Das gesehieht, indem wir an 
ihn die drei folgenden Forderungen  stellen: 

l) Invarianzprinzip.  Die Theorie soll invariant  sein gegeniiber Lorentz- 
t, ra.nsformat.ionen, Tra.nslationen, sowie Spiegetungen in tMum und Zeit. 

2) KausMitfitsforderun~'. 1)er raumart ige  K o m m u t a t o r  des Feldoperators  



2 0 8  n .  LEHMANN~ K. SYMANZIK l l l ld  ~v. ZIMMERMANN 

soll versehwinden : 

(1) [A(x), A(y)] - -  0,  

wenn x - - y  ein raumar t ige r  Vektor  ist. 

3) Asympto tenbed ingung .  Der  Fe ldopera to r  A(x) soll ffir X o - ~ - - c o  
und xo ---> ~- c~ in die wechselwirkungsfreien Fe ldopera to ren  A~(x) bzw. Ao~t(x ) 
zur Tei lchenmasse m fibergehen. 

Diese drei Forderungen  an den Fe ldopera to r  A(x) werden die einzige 

Voraussetzung unserer  Theorie quantis ier ter ,  skalarer  und lokaler  Felder  ohne 

gebundene  Zust/~nde bilden. Sie sollen, ihrer  Bedeutung  wegen, noch kurz  

erlfiutert  werden. 

Das Invar ianzpr inz ip  ist wohl so selbstverst~indlieh, daf3 sieh eine weitere 

Er6r te rung  eriibrigt.  Hinsicht l ich seiner m a t h e m a t i s c h e n  Formul ie rung  sei 

auf  die einschli~gigen Arbei ten  (~) verwiesen. 
Die vorliegende F o r m  der Kausal i t i i t sbedingung (~) besagt  ganz klar,  dal~ 

Feldwirkungen in zueinander  r a u m a r t i g  l iegenden P u n k t e n  unabhiingig sind. 

Sie diirfte anderen  gebr~iuehliehen Kausal i t~tsbegri f fen (3) i iquivalent sein. 
Ober  den ansehaul ichen Sinn tier Asympto tenbed ingung  (4) ist  zu sugen: 

Sie br ingt  zum Ausdruck,  dub in j edem Sys tem wechselwirkender  Bosonen,  
wenn m a n  nu t  lange genug war te t ,  die Teilehen mi t  waehsender  Zeit  aus- 

e inanders t reben,  u m  sieh ffir geniigend grol~e Zei ten wie weehselwirkungsfreie 
Bosonen einer b e s t i m m t e n  Masse m zu verhal ten.  Die Asympto tenbed ingung  
beschr~nkt  demnaeh  die Theorie auf solche Felder,  die keine gebundenen  
Zust~nde zulassen, sondern nu t  Streuung,  Erzeugung  oder Verniehtung yon 

Bosonen der Masse m beschreiben.  Da  im n~iehsten Kapi te l  aus der Asympto t en -  
bedingung sehr weitgehende Folgerungen gezogen werden, ist  eine pr~zise 
ma themat i sehe  Fassung  uneriiiBlich. Wir  beginnen mi t  der Definit ion der  
ein- und aus laufenden Felder.  A~,:(x) und Ao.~(x) sollen natiirl ieh den iiblichen 
wechselwirkungsfreien Feldgleiehungen und Vertausehungsrelut ionen geniigen: 

(2) (~_J-- m2)A~.(x) = 0 ,  [A~n(x), A~,~(x')] = i~J(x-- x') (5). 

(i) E. WIGNER: Ann. o]. Math., 30, 149 (1939). 
(~) Diese Form ist z.B. ~uch in der Arbeit M. GEI,L-MA~N, M. ],. GOLDBERGER 

lllld W. E. TftIRRING: Phys. Rev., 95, 1612 (1954) gebraucht worden. 
(3) E. C. G. STt~Cl~ELBERG and G. WANDERS: Acausalitd de l'intdraction non-locale, 

M~nuskript, 1954. 
(4) (~ber die prinzipielle Bedeutung einer Asymptotenbedingung fiir die Grund- 

lagen der Feldtheorie vgl. R. HAA(~: O~t Quantum Field Theories, 5Ianuskript~, 1954. 
(5). Es wird aul~erdem verlangt, d,~l~ A~(x), Ao,,t(x) eine irreduzible Darstellung 

dieser Vertauschungsrel~tionen geben. 
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Es solt ferner Zustfinde -(2~,, und ~2 .... mit der Eigensehaft 

(3) A£(x)£2,o -- O, A '~:(x)[2o~, = 0 (~) 

geben. Besondere Aufmerksamkei t  erfordert die Priizision des Grenzfibergangs 
x0-> d: oo. Es liegt vielleicht nahe 

:,,oling (~b, A(x)~t 1) ~oli~,~ (q'), A,o(:e)(P) 

zu schreiben, doch sagt dies zu wenig aus, da die Matrixelemente der reehten 
Seite ffir normierbare Zustiinde i)unktweise gegen Null gehen. Wir ffihren 
stat tdessen Operatoren 

(4) _ ~A(x) } 
Aqt) = i "{ A(x) ~f(,r) ](x) da;r, 

• ~ ,ro  c ; r  o 

und entsprechend A[n(t), A~ut(t ) ein. Hier ist f(x) eine beliebige normierte 
L6sung positiver Frequenzen der Klein-Gordongleiehung, d.h. 

( :~ - -  m-~)f(,r) =-- O, - - i  / fi[*~xo ]* day-= 1 . (7) 

Der Asymptotenbedingung geben wit mm die Form 

(5) I 
[ li+n~ (q~, A*(r)~ u) - (q), A(,,fl)9') 

worin die rechten Seiten unabh~ngig von t, also konstant  sind. 
Es folgen zum Absehlug des Kapitels noch einige leicht nachzuweisende 

Konsequenzen aus den genannten drei Forderungen. 
Aus ~ .  Rtl3t sieh dutch  fortgesetzte Anwendung des Operators Am(x ) ein 

vollstgndiges Orthonormalsystem des Hilbertraumes aufbauen, desgleichen ein 
zweites durch Anwendung von Aout(x ) auf f 2 t .  Man braucht  dazu lediglich 
ein System ]~(x) yon LOsungen der Klein-Gordongleichung die nur positive 

(8) Diese Bedingungen mfissen zur Kennzeichnung der freien Felder hinzugefiigt 
werden, da die kanonischen Vertauschungsrelationen in~quivalente Darstelhmgen zu- 
lassen. Vgl. K. O. FRIEDRICIIS: Math. Aspects o] the Quantum Tbeorie o/ Fields (New 
York, 1953). 

(7) Der zeitunabhiingige Operator A~l(t) erzeugt also ein Teilchen mit der Wellen- 
funktion f(x). tm Gegensa~z zu A~n(r ) ffihren diese Operatoren bei Anwendung auf 
einen normierten Zustand nieht aus dem Hilbertraum heraus. 
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Frequenzen enthal ten  und der OrthonormMiti~tsrelation 

] ,  d3x 
~Xo ~ ~Xo ] 

sowie der Vollst~ndigkeitsrelation 

gehorchen. 

(6) 

(7) 

c o  

X $ ' L( ) L  (x  ) = i A + ( x - -  x ' )  

Die beiden Orthonormalsys teme sind dunn: 

:Qm 

~i~ = Aj /21~ 

1 
a i ¢  ¢ ; ~ +  A,:.' ... A,o o ~ ,  

~/p~, ~ 

Dour 

- -  Ao~t .Qou t 

+:: ,F~= } .... d::,~... A:j2o,,~. 

Hierin bedeuten die Abkfirzungen 

A ~ C, 4" ~( -~ Ao.t( t)  , ----.4 t),  
o u ~  " i a  

wenn je n~ der Indizes c~ untere inander  t~leich sind. 
Die S-Matrix wird durch 

definiert, wenn (~), (fi) die Indexkombina t ionen  

bedeuten.  
ziehung 

(~ )  ~ ~1~ .." 0~i~ (~ )  ~ ~1~ .- '~ /~z 

Es folgt unmi t te lbar  die Unitariti~t der S-Matrix, sowie die Be- 

(9) A ~ = S t A ~ , f i .  
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Gelegentlieh spreehen wir von (~ gemisehten Matr ixelementen ~) des Feld- 
operators oder dessen Produktbi ldungen.  Gemeint  sind dann Ausdrficke der 
Form 

out ' 

die sieh links auf einen Zustand des Orthonormalsystems (7), reehts auf einen 

Zustand des Systems (6) beziehen. 
Aus Asymptotenbedingung und Invarianzprinzip folgt die Existenz eines 

Energie-Impulsvektors  P ,  mit  den Eigensehaften 

~A(x) 
(10) - -  i [P,~, A(x)] . . . . .  

CXtt 

ferner  

~Ain(x) 
- -  i [ P , ,  A ~ ( x ) ]  = ~xt, , - i [P~, AoA*)]  = = ~ x T - ,  

(der willkiirliehe Phasenfaktor  ist gleich Eins gesetzt). 
rianzgrfinden 

P .(2 0. ll  

P erfiillt aus Inva- u 

Die I)efinition yon ¢~,~ bzw. (/)~,,,,~ zeit~'t, dab (.(2, A(x)qSj~) eine L6sung der 
out 

Klein-Gordongleichung ist. Mit der Asymptotenbedingung folgt dann 

(.o, A ( . ) ~ ; ; )  = (~ ,  A,n ( x ) ~ ; )  = L(x)(~)  
(12) 

(.(2, A ( . ) ~ L )  (~.), o , ,~(x)+3 /~(.) 

und daraus ~5~,~ = qi~,,,t. Eine weitere Folge der Asymptotenbedingung ist das 
Versehwinden des Vakuumerwartungswerts  yon A(x): 

( ta )  (t_), A(x).o.) (~2, Ag.)_O) = 0 .  

3 .  - D i e  R e d u k t i o n s f o r m e l .  

Nach vollzogener Grundlegung der Theorie wird man fragen, welche Feld- 

typen  die genannten Voraussetzungen erfiillen und wie sich gegebenenfalls 

(8) Diese Beziehungen, die sich hier als natfirliche Folge der Asymptotenbedingung 
ergeben, sind friiher VON Ki~LL~.~ zur Festlegung der Renorinierungskonstanten benutzt 
worden. (~. K~LL~=~': Heh,. Pl~ys.. Acta, 25, 417 (1952). 
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~b'-Matrix und Feldoperator berechnen lassen. Die allgemeine Operatorform 
der Voraussetzungen scheint zur Beantwortung dieser Fragen wenig geeignet. 
Es soll deshalb Aufgabe dieses Kapitels sein, ein den drei Forderungen fiqui- 
valentes Gleichungssystem zu entwickeln, das einer analytischen Behandlung 
zug~nglich ist. Wit werden dabei den Umstand a usniitzen, daft sich ~ls Folge 
der Asymptotenbedingung die Matrixelemente yon Feldoperator und S-Matrix 
geschlossen auf Vakuum-v-Funktionen (damit sind Vakuumerwartungswerte 
von T-Produkten aus Feldoperatoren gemein~) zuriiekfiihren lassen. D.h.: Es 
genfigt, sich auf die Vakuum-T-Funktionen zu beschr~nken. Diese lassen sieh 
aber im Prinzip aus einem unendlichen Gleichungssystem (System A) bereehnen, 
das wir gegen Ende dieses Kapitels aufstellen werden. Die Ableitung des 

Systems A setzt allein die Asymptotenbedingung voraus. Invarianzprinzip 
und Kausalitii~tsforderung bewirken die Invarianz der Vakuum-~-Funktionen. 
Somit wird die Aufgabe, alle Felder A(x), die den drei Grundforderungen In- 
varianz, Kausalit~tt und Asymptotenbedingung geniigen, festzustellen und zu 
berechnen, auf die Diskussion der inva.rianten L6sungen des Systems A zurtick- 

gefiihrt (9). 
Diese ((Reduktion ~> yon S-Matrix und Feldoperator ist nur tin Spezialfall 

der allgemeinen ReduktionsJormel, die besagt, dab sieh die gemischten Matrix- 
elemente eines beliebigen T-Produktes yon Feldoperatoren in elementarer 
Weise geschlossen durch die Vakuumerwartungswerte der T-Produkte aus- 
driicken lassen. Die Reduktionsformel ist eine Folge der Asymptotenbedingung. 
Sie wird im Anhang auf funktionale Weise in roller Allgemeinheit formuliert 
und bewiesen. Hier beweisen wit sie nur soweit, als zur Reduktion der S-Matrix 
und zur Aufstellung des Systems A notwendig ist. 

Die Asymptotenbedingung sei in der Form (5) vorausgesetzt. Ferner gelte 

die Beziehung 

Wir beweisen zuerst den Spezialfall 

 14) T(x,,..., x,,)¢:o) . . . ,  x , , ,  

der Reduktionsformel, worin zur Abkfirzung 

T(x,, ..., x,,) -- T{A(xl)... A(xn)} 

K y  r 

(9) Man kann auch ausgehend yon der Kommutatorbedingung (1) zu einer Analyse 
mSglicher Feldtheorien kommen, vgl. dazu die in (4) zitierte Arbeit. 
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gesetzt  ist, und 

( !  5) T(Z1, .o*, X,~) : ( ~ ,  T ( X l , . * .  , X n ) ~ )  

die Vakuum-~-Funkt ion yon n Argumenten  bedeutet .  

von ~ folgt :  
(f2, T(x~, . . . ,  xn)q~) = (i ' (x~, . . . ,  x~)f2, A ~ ) .  

Anwendung der Asympto tenbedingung uuf die rechte Seite gibt:  

(~3, T(x~, . . . ,  x n ) ~ )  = lim (T(x~,. . . ,  x,~)~, A~(yo)f2) y~--->- 
<----> 

~- i ,  (~,  T(x~, . . . ,x ,~ ,y)~yo]~(y)day 

mit  den Abkfirzungen: 

A~(t) = AS~(t) , 

da der Ran d t e rm  bei Yo----• cc 

i 'ira .(2, T(x~ Y)D) 7yo ~.--'+%! , ..., x,~, J~(y) d'~y 

wegen 

verschwindet.  

<----> 
(x  g(x)  t(x) 

](X)~x g ) = J ( x )  5Xo - -g (x )  8 ~ - '  

-~ (-(2, Ao~.tT(x~,..., xn)P-), 

2 1 3  

Aus der Definition 

(A~,,t)*.Q = 0 , 

i:{ } Yo ~o(x,, ..., x~, y) ~ / ~ ( y )  d ' y ,  

gibt  naeh einigen Umformungen,  die vom Verschwinden r~umlieher Randte rme  
Gebraueh machen, die reehte  Seite der zu beweisenden Gleichung (14). 

Nuch diesem Muster beweist man ebenso die Beziehung 

..., f K~ ~l~qS~l""~k\t ( ~  d4~j . 

Daraus folgt ohne weiteres durch vollst~ndige Indukt ion  die Formel  

(17) (~, T(,~ ... x~)~; '''~) : 

:( --  (-- i) gv. ... K~,7(x ~ ... x y~ ... Yk)f~,~(Y~) ... L~(Y~)d'Y~ ... d4yk. 

15  - I I  N u o v o  C i m e n t o .  
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Dies  is t  die R e d u k t i o n s f o r m e l  fi ir  solche M a t r i x e l e m e n t e  yon  T - P r o d u k t e n ,  

die l inks  auf  dab V a k u u m  bezogen  sind. D a n a e h  k S n n e n  die zwisehen V a k u u m  

und  e i n e m  be l ieb igen  Z u s t a n d  des O r t h o n o r m a l s y s t e m s  (6) g e n o m m e n e n  Ma t r i x -  

e l e m e n t e  yon  T - P r o d u k t e n  aus  den  V a k u u m - ~ - F u n k t i o n e n  e r r e e h n e t  werden .  

D u r e h  0 b e r g ~ n g  zu k o n j u g i e r t  k o m p l e x e a  Gr61~en gewinn t  m a n  die R e d u k t i o n s -  
f o r m e l  ffir M a t r i x e l e m e n t e  y o n  T - P r o d u k t e n ,  die r eeh t s  auf  das  V a k u u m  be-  

zogen  s in& 
W i r  w e n d e n  uns  n u n  der  R e d u k t i o n  der  S -Mut r ix  zu. Vnse re  Abs i ch t  ist ,  

dab M a t r i x e l e m e n t  

oo~, ~o, ( ~ )  = ~ ,  . . . ,  ~.~,  ( f l )  = f i , ,  . . . ,  fi, 

auf  V a k u u m - ~ - F u n k t i o n e n  zurf ickzuf i ihren ,  zun~chs t  fiir den Fal l ,  daf~ ke ine r  

der  Ind izes  :q m i t  e i n e m  der  Ind izes  f}~ f i be r e in s t immt .  Die  Vera l lgemeine -  

r u n g e n  y o n  G1. (16) l a u t e n  d a n n :  

" / (~) [rb(~} T(x~ Xn)q}(~ ' )=- -~  K~( T(x~. . .xn~)qh~, '~ t -g f~(~)d4~ ~ 0 u t  ~ ? ~ o u t  ~ " ° " 

i [ K  /~b ~''~1~-' x ~{2b {~}\~* ~ d 4~ ~oo~,l'~'~' T(x~ ... x, ,)~'~')  = - -  j ~ ou~ , T(x~ . . . .  , ,  ~ ; , ~ y ,  , .  

D u r e h  vol l s t~ndige  I n d u k t i o n  folgt  : 

t~{~} {2b{~)~ / . . . . . .  • , o,~, ,~. = ( - - i )  ~'+' K~, . . .  K~,K,~ ... K~,r (G ffkV, ... ~,)]*(G) ]*($k) 

:/(Vl) ... ](}7~) d*~, ... d 4& d4vh ... d4r/,. 

H i e r a u s  l e i t e t  m a n  le ieht  eine Normt f l fo rm fiir den durch  

(18) 

def in ier ten  O p e r a t o r  ~9 ub:  

(19) 
( - - i ) n f K  

S ~-- ~ n i  I 1 . . .  K n ~ ( X l  . . .  X n ) "  A f n ( X l )  " '"  A i n ( X n ) *  d l X l  °'" d4Xn • 
n=O • . ~  

Die F u n k t i o n e n  ? (x l ,  ..., xn) b e d e u t e n  die V a k u u m - ~ - F u n k t i o n e n  (lo), die aus  
den  V a k u u m - T - F u n k t i o n e n  nach  der  W i c k ' s c h e n  Regel  mi t  der  K o n t r a k t i o n s -  

(lo) Zur Definition der 3- und ¢-Funktionen vgl. z.B. die Arbeit W. ZIMMER~AN~-: 
Suppl. al Nuovo Cimento, 11, 43 (1954), Abschnitt 4, deren Bezeichnungsweise wir hier 
(ibernehmen. 
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funktion z]±. gebildet sind. G1. (19) gilt ganz Mlgemein, un~bh~ngig v o n d e r  
im Anfung gemachten Annuhme fiber die Indizes. Es ist zu beuchten, dab 
zur Ausffihrung der IntegrMe im Impulsr~um die Vnkuum-T-Funktionen 
lediglich ffir solche Koordinaten bekunnt sein brauchen, die auf dem Massen- 
hyperboloid liegen. :Nur die so eingeschr~nkten Vakuum-v-Funktionen gehen 
in die Berechnung der ,~-Matrix ein. 

Zum Abschlul] leiten wir dus unendliche Gleichungssystem A ~b, das zur 
Bestimmung der Vakuum-T-Funktionen dienen soll. Wir gehen yon der ein- 
f~chen Operatoridentiti~t 

T { A ( X l )  ... A(x~)} ~-- ~ O ( x . - -  x , )  ... O ( x , _ ~ - -  x n ) T { A ( X l )  . . .  A(x,~_I)}A(x,~) 
v 

aus, worin ~ die Summation fiber ulle n - - 1  Vertauschungen einer Koordi- 
v 

nate x~ mit x. bedeutet. Bildung des Vakuumerwartungswerts und Zerlegung 
der reehten Seite gibt: 

(~Q, T ( x l  . . . ,Xn)~Q) = ~ X O ( X i - - X n ) ' " O ( X n - - I - - X n ) ( ~ '  T ( x l  X ~i)('~)'ll~b (°'' A ' x  ~ y "*" nl in/~ in ~ ~ "nl ]--- 
v (a) 

co 

Drfiekt man jetzt noeh auf der rechten Seite die Matrixelemente nach Re- 
duktionsformel (17) durch Vakuum-~-Funktionen ~us, so hat man das ge- 
wfinschte Gleichungssystem ffir die Vakuum-~-Funktionen nllein (~1): 

V ( X l , . . . ,  Xn) : ~,  ~ ,  O(X 1 -  Xn) ... O ( X n - 1 - -  xn) i  d4~1 ... d ~ d 4 ~  ...  d ' ~ ,  
v k=l 

(A) K , ,  ... K~ ,v (x l  ... x , , _ , ~  ... ~ , ) A + ( ~ -  r,1) ... A+($~- -  V~.)K~ ... K ~ , ~ * ( x ~  ... ~,~). 

Aus Inv~ri~nzprinzip und K~us~lit~tsforderung folgt, d~l~ die Y~kuum-~- 
Funktionen inv~riante Funktionen sind. Um eine lJbersieht fiber Mle den drei 
Forderungen Invarianz, Kausaliti~t und Asymptotenbedingung gehorehenden 
Felder zu gewinnen, genfigt es also, die invarianten L6sungen des Systems A 
zu untersuchen. 

Wir erwi~hnen noch ein ganz ~hnlieh gebautes Gleichungssystem A' fiir 

(11) In der iibliehen Formulierung der Feldtheorie erfiillen die renormierten stOrungs- 
theoretischen Entwicklungen der Vakuum-v-Funktionen das System A identisch. Der 
Beweis kann analog den in der Notiz W. ZIMME~MA~.~: Nuovo Cime~do, 11, 416 (1954) 
skizzierten Uberlegungen durchgefiihrt werden. 



216 H.  L E H M A N N ,  K .  S Y M A N Z I K  U I l d  W.  Z I M M E R M A N N  

die Funktionen ~ das sich ausgehend yon der Operatorenidentit~it 

T { A ( x ~ )  ... A (x~)}  ---- ~_, O(xn--  x l )  ... O x , - -  x~_~)A(x~)T{A(x~)  ... A ( xn - 1 ) }  
v 

ebenso erhalten l~Bt. Das System A' ist dem System A i~quivalent 
Ein weiteres Gleichungssystem der Vakuum-~-Funktionen, das ffir prak- 

tische Anwendungen geeignet erscheint, kann aus der Identiti~t 

(20) ~, C~) C~ qS(B'~Cq5 '~  T A ( x ~ ) A ( x . , ) ~  )) = in ~ out/~ out~ 
(fl) 

_ _  / d ) ( ~ ) A  I x ~ (5  (B) ~ / ( 5 ( ~  - -  O(x~--  x~) ~_, ~ , ,  ~ ~ o ~ t / ~ o ~ ,  A(x~)qS(~ )) + Symm. 
(fl) 

durch Einsetzen der Reduktionsformel gewonnen werden. Auch dieses System 
ist dem System A i~quivalent. 

4.  - D i s k u s s i o n  des  G l e i c h u n g s s y s t e m s  A .  

Angesichts der wenigen Voraussetzungen, die zur Ableitung des Systems A 
erforderlich waren, wird man erwarten, dab diese Gleichungen eine gro$e Zahl 
yon L6sungen besitzen. Dieser Abschnitt verfolgt das Ziel, einen (~berbliek 
fiber die invarianten L6snngen zu geben und insbesondere zu zeigen, wie man 
durch Stellung yon Randbedingungen bestimmte L6sungen aussondern kann. 
Wir beschri~nken uns dabei auf eine stSrungstheoretische Diskussion der Glei- 
ehungen. 

Zuni~ehst sei vermerkt, dab selbstverst~ndlich die bekannten T-Funktionen 
eines freien Feldes eine exakte L6sung des Systems A bilden. Sie lauten: 

(21) 

~(xl, x2) = A~(x~-- x2) ; ~(x,, ..., x2~+1) = 0, 

T ( X l ,  . . . ,  X2n ) = ~_. ~ A . F ( X a - -  X~)T(X 1 o*. X]~-I , Xj ,+l  *.. X v - 1 ,  X,{-1 . . .  X2n ) • 
n ~ < v  

Ffir die weitere Behandlung ist es zweckm~ssig, zu den in Kap. 3 bereits ein- 
geffihrten Funktionen q~(xl ... Xn) fiberzugehen. Man kann das System ]eieht 
in ein Gleiehungssystem ffir die ~-Funktionen umformen (vgl. Anhang (A.1])). 
Wir wollen nun die q-Funktionen in einer ersten vom freien Feld abweichenden 
N~herung bestimmen. Es wird sich zeigen, dab diese Bereehnung eine fiber 
die 1. ~ h e r u n g  hinausgehende Bedeutung hat und eine ~bersicht fiber die 
m6glichen L6sungen des Systems A in beliebiger ~i~herung vermittelt. Es sei 

Wir nehmen an, dal3 in 1. N~herung (~g)  nur eine bestimmte Funktion 
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~(x~ ... x~) yon  ~u l l  verschieden ist, d.h. vom freien Peld  abweicht  (~). Aus (A) 

folgt  dana  ffir q S ' ( x l ,  ... ,  x . )  

(22) ~(1'(Xl, ... x~) --~ 

Es is t  bequem,  diese Gleichung nicht nach q)(X 1 .., Xn) , sondern nach einer 

Funk t i on  o(x l . . ,  x.) aufzulSsen, mi t  

~(X 1 ... =fA (xl- ~n)(~0n(~l, . . . ,  d'~l ... (23) daSn. 

(22) geht  dami t  fiber in 

(22') / ~ F ( X l  .*. - -  ~n)(A)(1)(~l, . . . ,  ... : ~,) A~(x~ ~ )  d4~1 d4~ 

~" ~ 0 ( 2 1 - -  Xn) . . .  O(Xn-- 1 - -  Xn)" 
v 

" j { z ~ p ( X l - -  e l ) . . ,  z~F(Xn-1--  ~n 1 ) ( - -  i ) d - - ( X n - -  ~n)0)(1)(~l, . . . ,  ~n) + 

~- iA+(x~ - -  ~ )  ... iA+(x ._ l  - ~n_i)Ar(x~-- ~)w(~)*(~ ... ~.)} d ~  ... d4~..  

Mit Anwendung  der Beziehungen 

- -  i A - ( x )  : AF(x  ) -~ i A R ( x  ) ; iA~-(x) = A ~ ( x ) -  i A , ( x )  

folgt  aus (22') 

(24) O(x l - -  x~) ... O(xn_~ - -  x~). 
v 

+ iLJ+(Xl - ~1) ... iA+(x~-~ - ~ - ~ ) A a ( x n - -  ~)w(~)*(~, ..., ~)} d4~1 ... d 4 ~ = 0 .  

Es wird sich herausstel len,  dal~ invar iante  Funkt ionen  w(1) nur dana  ungleieh 

Null  sind, wenn ulle Zeiten Xlo, ..., x.o f ibereinst immen. Wegen der Invar ianz  

(1~) Dies entspricht dem Fall, dab bei einer Lagrangeformulierung ein Kopphmgs- 
term mit n Feldoperatoren vorhanden ist. 
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folgt daraus, daft. auch die r~umlichen Komponenten der Argumente  gleich 
sein mfissen; d.h. die Funkt ionen co (" bestehen aus Produkten yon vierdimen- 
sionalen 5-Funktionen und deren Ableitungen. 

Wir beweisen diese Aussagen zun~ehst ffir w(1)(xl, x~, x3) und fibertragen 
dann das Resultut  auf beliebiges n. Fiir ~o(1)(x~, x2, x3) lautet  (24) 

(24') 
/, 

O(xl-- x~)O(x~-- x~)J {A~(xl-- ~)A~(x~-- ~)A,(x~ --  ~)~) (~1 ,  ~ ,  ~)  - -  

- -  A+(x~-- ~I)A+(x2-- ~)A~.(x3-- ~)~o(t)*(~3)} d ~  d ~  d4~3 + 

~- O(Z2--Xl)O(Z3--Z1) { } --~ 0(31 1 ;  2)  { } = 0 . 

Durch Anwendung yon Klein-Gordonoperatoren folgt 

! 
Xlo~ 220 > Xao 

~o(1)(x, x2, xa) = 0 wenn I X2o~ X3o > Xlo 

Xao~ Xlo > X~o. 

Aus dem in Kap. 3 erwi~hnten Gleichungssystem (A') folgt ebenso, daft 

Xlo~ X2o < X~o 

o~(1)(xl, x2~ x3) = 0 wenn x20, x30 < Xlo 

X3o~ Xlo < X~o. 

Diese Bedingungen besagen, d a b  in o~(~)(xl,x2, x3) alle Zeiten gleich sein 
miissen. Unter den danach verbleibenden invarianten Funkt ionen  gibt es 
drei LSsungen der Gleichung (24'). Sie lauten ira Orts- bzw. im Impuls raum 
(g31, g3.2, g33 sind reelle Konstanten):  

1) o) ~" = ig31 b(x~-- x~) ~t(x~-- x3) ; bzw. ig31" 5(pl -~ P2 -~ P3) , 

2) 0) (1)= ig32(.~x, + ~J~: + [~.) (~(Xl--  X2) 5( x 2 -  X3); 

bzw. ig3~(p~(p~p~) ÷ P~(P3P~) -t- p~(PlP2))5(Pl ÷ P2 ÷ P~). 

Wit verifizieren dies am Beispiel der LSsung (:l). Hierffir lautet  (24') 

3)({A~(xl-- ~)A~(x~-- ~) + A+(xl - -  ~)A+(x~ - -  ~)}" 0(~, 2; 
J 

• A~(x3-- ~)d4~ + 0(2, 3; 1) ... + . . . .  0.  

Diese Gleichung ist erffillt, da wegen xx~ x2o> x~o> ~o die A f F u n k t i o n e u  

dutch iA + ersetzt werden kOnnen. 



ZUR FORMULIERUNG QUANTISIERTER F E L D T I I E O R I E N  219 

Es sind jedoch nicht beliebig hohe Ableitungen von d-Funktionen Lbsungen, 
da. im allgemeinen dureh die Differentiation der Af-Funktionen Zusatzterme 
auftreten, die die J~quivalenz yon A~ und iA  + zerstSren. Man kann zeigen, 
d ~  es nur die angegebenen drei LSsungen gibt. 

Ftir (o(~)(x~, ..., x~) erh~lt man ~hnliche Resultate. Man stellt wieder lest, 
dal~ Produkte yon &Funktionen und einige Ableitungen dieser Funktionen 
die Gleiehungen (24) erfiillen. Ffir w('(x~, . . ,  x~) gibt es n unabh~ngige L(i- 
sungen in denen willkiirliehe Parameter g ~ , . . . ,  g ~  auftreten. Im Impulsraum 
stellen sie symmetrisehe Polynome in den Variablen p ~ . . . ,  p~ dar, die dadurch 
churakterisiert sind, dag die Potenzsumme je zweier Impulse kleiner als vier ist. 

Die so gewonnenen Funktionen ~(" (bzw. ~o (') stimmen mit den Ausdriieken 
iiberein, die man bei Benutzung der fibliehen Formulierung yon Feldtheorien 
in 1. Ni~herung erh~tlt. Dubei entspreehen natiirlich (Y-Funktionen Theorien 
mit Ableitungskopplung. 

Es zeigt sich also, dalt die hier diskutierten Gleiehungen formM (d.h. bis 
auf Renormierungsterme) den konventionellen Feldgleichungen ~quivalent sind. 
Wenn wir z.B. die Konstanten g~,, g~, ..., g.~ als yon Nullversehieden vor- 
o'eben, so entspricht dies einer Lagrangefunktion mit dem Kopplungsterm 

L ' =  g~A3(x )  4- g~A~(x )  4. ... 4- g:~IA'~(x) . 

Die Konstanten g~, und gll stimmen dabei in erster Ni~herung iiberein. 
Dureh die angegebenen L6sungen der (homogenen) Gleiehungen ffir die 

~( '-Funktionen sind Parameter g~, ..., g~,, (n=3, 4, ...) eingeffihrt worden, die 
als Kopplungskonstanten fungieren. Wenn diese Konstanten vorgegeben sind 
(also ~(1) bekannt ist), so kann man ~'ersuehen, die ~-Funktionen h6herer N~he- 
rung in einer Potenzreihenentwieklung nach diesen Konstanten mit Hilfe des 
Systems A zu bestimmen. In 2. N~herung erhi~lt ma.n fiir ~(2) eine inhomo- 
gene Gleichung, in deren inhomogenen Gliedern die Funktionen 1. Ni~herung 
auftreten. Der homogene Tell der Gleichung fiir ~ ist identisch mit der 
sehon behgndelten Gleiehung fiir ~(~. W~ ist a.lso bis auf LSsungen dieser homo- 
o'enen Gleichung bestimmt. Dieser Sachverhalt gilt in beliebiger Ordnung 
der StSrungsreehnung. 

Die notwendige Festlegung der bei der Durchffihrung der St6rungsrechnung 
auftretenden homogenen LSsungen kann nun dadureh gesehehen, dag man 
an die LSsungen des Systems A Rgndbedingungen stellt, indem man einiges 
fiber das asymptotisehe Verhalten der Funktionen oJ vorgibt. Im einpara- 
metrigen Fall (etwa nur g ~ ¢  0) lautet diese Vorgabe: ~ ( x ~ ,  ..., x~) soll (in 
jeder N~herung) ffir grol~e Impulse einen konstanten Term g,, enthalten; es 
soll keine Terme der Form g.2(P~ 4- ... p~); 2 g.,~(p,p~pa 4. ...), etc., entha.lten, die 
den anderen L6sungen der homogenen Gleichung fiir oJ('(x~ ... x,~) entspr~ichen. 
Alle nnderen Funktionen o) sollen asymptotisch keine Terme enthnlten, die 
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konstant  sind oder den homogenen Gleiehungen entspreehende Po lynome dar- 
stellen. Allgemein gibt man also die Kopplungskons tan ten  und damit  ein 
diesen Kons tan ten  entspreehendes asymptot isehes Verhal ten der Funk t ionen  
~ v o r  (1~). 

Bekanntl ich gibt es unter  den einparametr igen Theorien genau zwei, die 
im Rahmen  der fiblichen Formul ierung renormierbar  sind. Ffir  diese ist g3~ 
bzw. g4~ ungleieh Null. (Kopplung ~ A 3 bzw. ~ A4). Mit diesen Randbedin-  
gungen hat  das System A in jeder Ni~herung eindeutig bes t immte  LSsungen, 
die den renormier ten  Ausdriieken entspreehen (14). 

Die in diesem Kapi te l  gemaehten  Aussagen beziehen sieh natfirlich nu t  

auf die St6rungsrechnung (beliebiger Ordnung). Insofern kommt  hier einer 
der Vorztige des Systems A, das eine Diskussion renormierbarer  Theorien ohne 
Einschr~nkung auf die StSrungsrechnung ermSgliehen sollte, nicht zur Geltung. 
Jedoch dfirfte auch die stSrungsm~tl~ige Behandlung mi t  dem System A kon- 
sequenter  als das sonst fibliehe Verfahren sein, da hier nu t  mit  divergenz- 
freien Gleichungen gearbei tet  wird. Auf die Einzelhei ten der StSrungsrechnung 
gehen wir hier nicht  ein, da dies angesichts des Modelleha.rakters des zugmnde-  

gelegten skalaren Feldes nicht tohnend erscheint. 

A N H A N G  

Funktionale Formulierungen. 

Der ein Funkt ional  der 
Operator  (~5) 

t~ 

tt 

ist dureh die Integralgleiehung 

te 

( a . 1 )  

Raumzei t funkt ion  J(x) d,~rstellende geordnete 

qS~{t:, t~ ; J} 

t,; ,It = + i f Xo; J}J(x)A(x)dx  
t ,  

(13) Diese Vorgabe entspricht im Orbsraum einer Festlegung der Funktionen u9 fiir 
gleiche Argumente durch &Funktionen und deren Ableitungen. 

(14) Fiir die nichtrenormierbaren Theorien gibt es innerhMb der St6rungsrechnung 
keine LSsungen des Systems A; z.B. existier~ ffir derartige Randbedingungen die 
A~-Funktion in g2-Ni~herung nicht. 

(15) Zu den Eigenschaften dieses yon Schwinger eingeftihrten Operators vgl. K. 
SYMA~ZIK: Zeits. /. Natur/., 10a, 809 (1954) und dort angegebene Liter~tur. 



Z U R  F O R M U L I E R U N G  Q U A N T I S I E R T E R  F E L D T H E O R I E N  221 

best immt.  Zur Abkiirzung setzen wit 

< r{d -c~ , - - c~ ;  J} -- ~U{J] und <l<r{J}]) --<rio{J}, 

wobei wit der Obersichtlichkeit halber die Dir~csche Schreibweise mit dem 
Vakuum ]> verwenden. 

Zufolge 

q:?ofJ} = £ 
i'~v,~{J} 

n : 0  ~ !  ' 

mit 

~{J}  f ... f dx~ ... dxn'~(x~ .., x,~)J(xJ ... J(x,) , 

ist dieses FunktionM das erzeugende Funkt ional  der Vakuum-~-Funktionen 
(G1. (15)), die sich aus ~0{J} durch funktionales Differenzieren und Nullsetzen 
von J gewinnen lassen. Den Operator 

selbst gewinnen wir, indem wir fiir [(~)> das Orthonormulsystem der auslau- 
fenden usymptotisch freien Teilchen, fiir ](fi)} dus der einlaufenden Teilchen 
einsetzen (G1. (7), (6)). Benutzung der Asymptotenbedingung (5) und der aus 
(A.]) folgenden t~elation 

(A.2) 

gibt 

(A.3) 

oo~)~'x ~ qS" {J} -- i~?{ ÷ c% x0; J}A(x)<r{xo , -  c~; J} 

<(~) [<r{ j} [ ( f i )>=<(~) !~{ j ]  1 ~i[ijAl;)(x)~-~o~(x)d3x]]>= 

mit der Abkiirzung 
~--~ a 

/(x) ao g(x) ...... g(x) ~ f(x) + 1(,) ~oo g(x). 

Entsprechend wird fiir cf(~) eingesetzt. Mit der Vollsti~ndigkeitsrel~tion erhalte~l 
wird durch Summation fiber alle Anfangs- und Endzusti~nde: 

[~.o-~%~ (SJ(x) ]' ' ~, . l~nh ~oAl.+}(y) d3y ~Uo{J]. 
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Um die Randintegrale durch Volumenintegrale ersetzen zu kSnnen, ist zu 
erreiehen, dab die Integrale fiber den jeweils gegenfiberliegenden Rand  ver- 
schwinden. In (A.4) ist dies noeh nicht der Fall. (Denn (A.3) folgt aus (A.2) und 
tier Asympt, otenbedingung nur dann, wenn J(x)  vorn Rande hinreiehend stark 
verschwindet;  dann aber dfirfen in der Umgebung des Randes weitere funktio- 
nale Ableitungen nieht beliebig vorgenommen werden, was der Grund ffir das 
Riehtverschwinden der bei der Umformung yon (A4) auftretenden Rand- 
integrale ist.) Daher gehen wir durch 

(A.5) eU{J} = e x p [  J ' ~ J ] 5 o { J } ,  

mit 

. .  o / j  
5o{J} = ~" *"q~{~/} = ~" i'` ~ dx~ dxn ~(x 1 . . .  xn)J(Xl) J(x,,) 

~ o  n! ~*:=0n. v "". . . . . . .  

zum erzeugenden Funkt ional  der Vakuum-~0-Funktionen tiber (~o). Zur Ab- 
kiirzung ist hier und in £hnliehen spgteren Ausdrfieken Matrixmultiplikation 
vorausgesetzt, also 

J a . J  ~ f j  J(x)a . ( ,  - =')J(,')d=dx' 

A~= K ~ __ A~=(x ) (0 , - -  m ~) 5 J ~ i  dx 1]SW. 

Einsetzen yon (A.5) in (A.4) gibt 

x ~ =  co 

If ] ~iexp J ( y ) A / y  ' ~-'~ (+) ' Y ) ~oAi~ (y )dyday'  • D 

! j 0 = - -  ¢o 

• exp [ i" a ~-'a'+)/z~ daz] So{J} = 
[J (~J(z) -o **,, , , 

= e x p  - -  2 ]exp J (x )Ae(x  x ) % A o ~ t ( x ) d a x  d x .  

(i - - &  I I), /  + • exp A(o2~(y) e, d=y S ÷. exp - -  z ) A / z - z  ) ~o A,,~ 

g o =  co z o =  - -  co 

L.! oatz ) 1 
Z o =  - -  era 

dz d~z' 1 • 



Z U R  F O R M U L I E R U N G  Q U A N T I S I E R T E R  F E L D T H E O R I E N  223 

oder 

(A.6a) 

und 

(A.6b) 

und mit J =  0 schlieBlich 

(A.7) S : "  S0{-- AinK}" : "  ~50{-- Ao:tK}" 

(Bei der R, echnung sind der Reihe nuch die Volterra-Formel 

{A.8) exp [J' ~jl ~T{J} ~- ~{J--J'} exp !J' : j  1 

(~{J} ein beliebiges Funktiona,t), 

j A !  ± '  + - +  , , ~ T  + , ± ,  , , f - - ~  (x) ~o-~e(x-- ~, ) o A~,~, t (x)d3xd~x --  0 , 
z 

x o , x o ~  : co 

I:/ 1 .... " "--+ a(+>¢x ~dax " 

und 

Ain (X) Y . %,~- 

verwendet  worden. Dabei ist in der zuletzt  benutz ten  Formel  fiir die S-Mutrix 
zwischen den <-) (+) Ain- und den Aou~-Operatoren unstelle des Einheitsoperators 
der  Operutor 1}<I eingesetzt zu denken. Die in (A.6) erfolgte Ersetzung der 
R~ndintegrale durch Volumenintegra.le, welche bei (A.4) nicht zul~ssig war, 
ist hier erlaubt.) 

(A.7) ist die ~ormul fo rm der ,~-Matrix (G1. (19)), (A.6a,b) sind die in 
Kap. 3 erw~hnten ullgemeinen Reduktionsfo, meln, dutch die Mutrixelemente 
geordneter  Operatoren auf Vakuumerwartungswerte  zuriickgefiihrt werden. 

Hi t  

• ]'(x', x) ~ J(x')O(x'--~) und ~V{J} = (~{J})+ 

lfiBt sieh (A.1) auch sehreiben: 

+ co  

i ' J(x)~?{ b ')} 5g"(x)q~{J"} dx qY{J} = ] - - .  ./=o 

Bilden des Vakuumerwnrtungswerts  und Benutzung von (A.4) gibt die funktio- 
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nale Form des Systems A: 

(A.9) 

O3 

q S ' o { J }  - -  1 - -  J(x) (lexp '[J<~J'ix~" ~'o A < + > ' x " d i n  t ) 3 x ] f '  " 

. [ _  ._ a ,,l 
[ J ,,,, , o OJ"(x") ~ 11 } ~J,~ < v ° ( J ' ) ~ v ° { < r ' )  d ~  ;,,,=~ _ 

X o ~  - -  c~ 

co 

= 1 - -  J ( x ) ~ , ( x ) e X  p I - -  I I  - -  ~'iA(+~tm'--.~/'~"- ~ d~x'd3x" - 
[ J J ~ J ' ( x ' )  o - , -  - , - o  5J'(x") 

x o ~  - -  o:~ X o , X o :  - -  c o  

• CUo{J'}~ffo{J"} dx I ~ = 
~J = J  
J " =  0 

c~ 

= 1 - -  J(x)  r3J"(xi exp .KiA~ ~'K dJ" ~o{J ' }~o{J"}  

Hieruus folgt wegen 

dx ~ , ~ .  

co 

d q:7o(J} = 1 + J(x)~J~x))  (A.lo) ~o{J} = ~ -  dxo Jxo 
- -  co x a ~  - -  co 

nach Einsetzen yon (A.5) und mehrmuliger Benutzung yon (A.8) 

0 { _ _  

x u ~  - -  m 

J(x)  exp [ JA~J] A(-)(x--  x') - -  i J(x ' ,  x) + K~, ~ d x ' +  d J~ - )  " 

x ~ - - - -  co 

5 KiA+ K ~ &{j ,}&{j ,}  dx[j,=5. • exp ~ ,J"=o " 

Wie sich durch Reihenentwicklung nach Potenzen yon J zeigen l~13t, folgt 
aus dieser Gleiehung, dab die i~hnliehe Gleiehung, in der beiderseits der F a k t o r  
exp [ - - J A r J / 2 ]  weggel~ssen ist, ebenf~lls gilt. Damit  erhMten wir schliet31ieh 
unter  Benutzung der (A.10) entsprechenden Beziehung ffir 5o{J} als in %Funk-  
t ionen gesehriebene Zusammenfassung des Systems A: 

f f  J ( x ) A ( - ) ( x  ~ i __ (A.I1) 5~(J} --  1 . . . .  x')Kx, -5-J'(x'i 5o(J'} dxdX'  (x,,=%,, ~,) 

- -  J(x)  ~l"(x) exp J'zJ(+)K exp ffj~ i J,=5-" K iA(+' K (~j,,] 5o{J'} 5o{J"} dx I 
. ' J "  = 0  
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R I A S S U N T O  (*) 

Si propone una nuova formulazione delle teorie di campo quantizzate.  Par tendo 
da  alcuni requisiti  generali, si deriva una serie di equazioni che determinano gli ele- 
menti di matrice degli operatori  di campo e la matrice S. Queste equazioni non con- 
tengono costanti  di rinormalizzazione ma solo masse sperimentali  e paramet r i  d'ac- 
coppiamento. I1 principale vantaggio r ispetto alla formulazione eonvenzionale 6, per- 
tanto,  l 'eliminazione di tu t t i  i termini divergenti dalle equazioni fondamentali .  Sono 
eosi eliminati  i problemi di rinormalizzazione. La formulazione 6, in questo lavoro, 
r is t ret ta  alle teorie che non considerano s ta t i  legati stabili.  Per  semplicit£ deriviamo 
le equazioni per le particelle con spin nullo; tu t tavia ,  l 'estensione ad altr i  casi (ad 
esempio, al l 'e let trodinamica quantistica) 6 immediata.  Si discutono le soluzioni delle 
equazioni mediante uno sviluppo in serie di potenze. Esse sono allora identiche alle 
espressioni rinormalizzate della formulazione convenzionale. Tut tavia ,  l 'applicazione 
delle equazioni date nel presente lavoro non 6 l imi ta ta  alla teoria delle perturbazioni.  

(*) T r a d u z i o n e  a cura  della Redazione.  


