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iilteren Kurven vet,  die eine Pr i i fung unserer  Hypothese ermOglicht. Ruppels und Hodgsm~s Bilder  

geben nieht  a, sondern den Beiwert  p _ = a g - l - m " -  wieder. Der Umkehrpunk t  ist bei alien Kurven 
deutlieh ausgepr~igt. Naeh GI. 9 vermag o im Umkehrpunk t  Ext remwerte  yon o ~ 1  anzunehmen.  
tn din" Tat  kommt Abb. 1 ftir gr6f~ere 0ffnungsverhfi l tnisse dent nahe. 

4. Z u s a m m e n f a s s u n g .  Die Gleichung fflr (lie F/eil)ung der S t r6mung in Drossel-Mei~- 
gerSten besitzt den gleichen Aufbau wie die I:lohrreibnngs-Gleichung. I)araus liiBt sich eine Formel  
fth" (lie Durehf lugzahl  e entwiekeln, in der der Reibungseinf lug berficksichtigt  wird. Dutch 
Diskutieren dieser Formel  werden die acts der Er fahrung  bekannten Abhfingigkeiten (let' Durchflug-  
zahl yon der Reynoldsschen Zahl erklfirt. [FIF 404] 

Die FlieBgrenze bei behinderter Form inderung 
Von IV. P R A G E R ,  G6ttingen (Milteilung aus dem Inst i tut  fSr  ange- 

wandte Mechanik der Universit6t G6ttingen) 

1. Vergleich der elastischen Uberschreitung der Flieflgrenze mit dem Siedeverzug bei 
Fli2ssigkeiten - 2. Anwendung auf die Theorie der reinen Biegung - 3. Zusammenfassung 

Bei Versuchen fiber den Eintr i t t  des F l iegens  in Stitben, welche einem nicht  homogenen 
Spannungszus tand unterworfen wurden,  beol)achteten Thum un.d TVm~derlich ~) eine Erh6hung  der 
Fl ieggrenze tibet' d ie jenige des einfachen Zugversuchs.  Das Ausmai3 dieser Erh6hung  hi[ngt wm 
der Art  der Spannungsve r t e ihmg  tibet" den Stabquerschni t t  ab. Bei (let" Besprechung dieser Ergeb- 
nisse bemerken Thum und Wu~derlich, dab die beobachtete Erh6hun,g der F l i eggrenze  nieht  im Ein- 
klang mit  den sei ther igen Ansehammgen  fiber die F l i egge fah r  steht. 

1. Vergleich der elastischen Oberschreitung der Flieflgrenze mit dem Siedeverzug bei 
FlUssigkeiten, Im folgenden soil auf eine offenbar noch wenig  bekannte  Theorie  a u f m e r k s a m  
gemacht werden, welche Nakanishi"-) zur Erkl~irung der Erh6hung  (let' F l i eggrenze  bei ungleich- 
m/igiger  Spanncmgsver te ihmg entwickel t  hata) .  Den Ausgangspunk t  dieser Theorie bildet die Ver- 
mutung, dab beim Zugversuch nach Erreichen der Streekgrenze 6s (lie Dehnung  der f l iegenden 
Stabelemente sprunghaf t  yon der zu 6s geh6renden eIastisehen Dehnung  ~a~-6s/E zur Dehnung eb 
beim Verfest igungsbeginn fibergeht, Abb. 1 ( E = E l a s t i z i t S t s m o d u l ) .  Man kann  sieh diese Grund- 
ansehauung am einfachsten dureh den Vergleieh mi t  den VorgSngen beim Verdampfen  einer 
Flfissigkeit Mar rnaehen. Abb. 2 zeigt die Isothermen der Kohlens~ture nach CIaw~ius 4), von denen 
wir eine herausgre i fen  wollen. Der Teil 0 A entsprieht  (lent flfissigen, der Tell B C dem gasfSrmigen 
Zustand. Durehl / iuf t  m a n  ausgehend yore Zustand 0 die Isotherme, so wird nach Erreiehen des 
Zustands A die Fl t issigkei t  bei unverf indert  b le ibendem Druck allm~thlich verdampfen.  Der ()bet- 
gang des einzelnen F10ssigkei tselementes  veto flfissigen Zustand A in den gasfSrmigen  Zustand B er- 
folgt sprunghaft ;  da abet  withrend des Verdampfens  eines Gramms KohlensSure beide Aggregat-  
zustSnde vorhanden sind, witchst das Gesamtvolumen stetig von ca his vb. Ebenso kann man  sieh 
vorstellen, claP, im Spanmmgs-Dehnungs-Diagramm,  Abb. 1, der L"bergang yore elast isehen Zustand A 
zuttl plastisehen Zustand ant Verfest igungsbeginn B ftir das einzelne Element  sprunghaf t  erfotgt, 
obwohl der Zugversueh  infolge des gleiehzeit igen Vorhandenseins  elast iseher und plast iseher Stab- 
ieile ein athn/ihliehes Anwachsen  der Gesamtdehnung yon ea bis eb zeigt ~). Diese Vors te lhmg wird 
durch versch iedene  Beobachtungen  gesttitzt. 
Schon das Auf t re ten  scharf  begrenzter  plast ischer  

1) A. T]~um u..F. }V~enderlich, Forschung Bd. 3 
(1932) S. 261. 

2) F. 2Vakanishi, Reports Aeron. Research Inst. 
Tokyo, Bd. 6 (1931) S. 83. 

a) Die hier  g e g e b e a e  Dars te l tung  dieser  Theorie,  
welche sich zum Tell yon der yon ~Vakanishi unter-  
scheidet ,  wurde veto Verfasser  in e iner  V o r l e s u n g  
fiber Plastizitfitstheorie an der Universitfit G6gingen 
im Sommersemes ter  1931 vorgetragen.  

~) Abb. 2 ist e n t n o m m e n  aus M. Planck, Thermo-  
dynamik,  Leipzig i905. 

5) Diese Auffassung wurde  bereits yon J. l~Iwb" 
u. D. ]3in,ie, Engineering Bd. 122 {1926) S. 743, ver- 
1,reten. 
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Abb. 3. Darstellung tier sprung- 
weisen D e h n u n g z u n a h m e  yon 

StahI an der Streckgrenze 
Die schraffierten Fl~.chen haben gieichen 
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Abb. 4. Vereiafachte Dar- 
stellung des V o r g a n g e s  
nach Abb. 3 e n t s p r e c h e n d  
der Theorie yon Nakanishi 

Bereiche, die durch Beobach tung  der poller- 
ten Staboberfl~ehe oder mi t  Hilfe  der  Fry-  
sehen fi, tzung festgestel l t  we rden  k6nnen,  
legt die Vermutung  nahe, dab  kein allm~.h- 
l ieher ~£Tbergang vom e las t i sehen  zum pla- 
stisehen Zustand s tat t f indet .  Fe rne r  haben 
Kttntze und Sachs 6) festgestel l t ,  dab  in den 
plas t ischen Bereichen eines  gezogenen tlund- 
stabs der Durchmesser  s ich sp rungha f t  um 
mehr  als 1°/o verminder t ,  und s c h l i e f t l i c h  
hat  Moser 7) beobachtet,  d a b  die Brinel lht t r te  
der plast ischen Teile eines gezogenen Flach- 
stabs sich sprunghaf t  um e twa 20O/o vergr61~ert. 
B e i  wei terer  Dehnung  des Stabes t~ndern 

sich Durchmesser  und H~rte der bereits gef lossenen Stabtei le  solange nicht, his das gesamte  Stab- 
mater ia l  den Zus tand  am Verfes t igungsbeginn erreieht  ha t ;  erst von da ab t r i t t  eine tiber den 
ganzen Stab g l e i ehm~gige  Verminderung  des Durehmessers  und eine Vergr6Berung  der H~rte ein. 

Ftir die Theorie yon Na]canishi ist nun noeh eine weitere Vorstel lung yon Bedeutung,  die man  
sich ebenfalls du tch  den Vergleieh mit  den Vorg/ingen beim Verdampfen e iner  Fl t issigkei t  k lar  
machen kann. Bekannt l ieh  kann unter  geeigneten Umst~inden eia S i e d e v e r z u g e int re ten,  d. h. 
es ist mbglieh, die Isotherme O A der Flt issigkeit  noeh tibet" den Punk t  A hinaus  ein Sttick zu durch- 
laufen. Die Verdampfung  tri t t  dann ftir mehr  oder weniger  groBe Mengen der Fl t i ss igkei t  gleich- 
zeitig ein. Entspreehend kann man sieh das theoretische Spannungs-Dehnungs-Diagramm ftir Stahl 
in der i n  Abb. 3 dargestel l ten Form vorstellen. Legt man in diesem Diagramm eine Para l le le  zur 
e-Aehse so, dab die beiden sehraffierten El~chen zwischen der Kurve und dieser Pa ra l l e l en  gleiehen 
lnha l t  besitzen, so sehneidet  diese Paral le le  auf der a-Aehse die Fliel~spannung Vs ab. Die Inhalts-  
gleiehheit  der beiden Fl~ehen bede,utet n/imiieh, dab  die Form~inderut}gsarbeit, welehe  beim Durch- 
laufen tier Kurve von A naeh B geleistet wird, gleieh (let" Form/ inderungsarbe i t  ist, welehe beim 
Durchlaufen der Geraden yon A naeh B geleistet  wird. Bei Zugrundlegung  dieses Spannungs-  
Debnungs-Diagramms ist tier FliePovorgang nicht  e indeut ig  best immt,  v ie tmehr  k a n n  en tweder  beim 
Erreiehen des Punktes  A eine sprunghafte  Dehnungsvergrbl~erung des e inzelnen Stabelementes  
yon ea naeh ~b eintreten,  oder es kann ein F l i e g v e r z u g  zustande kommen,  wobei die Spannung  ztt- 
n~ehst fiber die Spannung  as an der Streckgrenze w/iehst, und d a n n  unter  Abfal l  der Spannung  
auf as eine sprunghaf te  Dehnungsverg rbgerung  ganzer  Stabpart ien eintritt .  Die Theorie yon 
Nakanishi  verwendet  eine vereinfaehte  Form dieses Spannungs-Dehnungs-Diagramms,  Abb. /~. Die 
L'bersehrei tung der Streekgrenze soll in vSlIig elast iseher  Weise erfolgen, eine obere Grenze ftir das 
.~.[ag dieser  (?bersehrei tung (a .... in Abb. 3) wird nieht  bert icksiehtigt ,  und die Verfest igung,  welehe 
beim Punkte  B einsetzt, wird vernachl/issigt.  

2. Anwendung auf die Theorie der reinen Biegung. Wir wollen nun diese Vors te l lungen  
auf die Theorie des Biegeversuchs anwenden.  Die filtere Theorie der plas t isch-elas t ischen Biegung 
n i m m t  an, dab nach Erreichen der Fl ieI~spannung in der &ugersten Faser  des Stabes die voll- 
elastische Spannungsver te i lung ,  Abb. 5 a, fiber elast isch-plast isehe Spannungsver te i lungen ,  Abb. 5 b, 
allmfi.hlieh in die voll-plastisehe Spannungsver te i lung,  Abb, 5c, tibergeht. Diese A n n a h m e  kann  
bei den oben entwickel ten Vorste lhmgen nicht  aufrecht  erhal ten werden, well dann bei den elastisch- 
plastischen Spannungsver te i lungen  unmi t te lbar  nebene inander  Fasern  des e las t i schen Gebietes mi t  
der Dehnung ~ und I:asern des plastischen Gebietes mi t  der Dehnung  eb vorkfimen,  was mit  Rtiek- 
sicht auf den S t abzusammenhang  nieht m6gtieh ist. Wir  haben v ie lmehr  ein ptStzliches Auftre~en 
van FlieJtfiguren nach Abb. 6 zu erwarten, welche bis zur neut ra len  Faser  des Stabes reichen. In 
der Tat zeigen auch Biegeversuehe an St/iben mit  polierter  Oberfliehe, dag die Fl ieBf iguren  sieh 

. i . 

i i c] 

Abb. 6. FlieBzonen (Flieft- 
Abb. 5. Spannungsverteilung in einem figuren) an eiaem ge- 
gebogenen Stab nach t ier  ~ l t e r e n  T h e o r i e  b o g e n e n  Stab 
a vollelastisch; b elastisch-plastisch; c vollplastisch schematisch 

keineswegs auf  die allertiui3er- 
sten Fasern  des Stabes beschrgm- 
ken, sondern, wie  auch  Zhum und 
Wunderl ich beobach te t  haben,  so- 
fort z iemlich wel t  in die m e h r  
nach  der n e u t r a l e n  Fase r  zu ge- 

6) ~V.B~untze u. G. Sachs, VDI- 
Zeitschr. Bd. 72 (1928) S. 1011. 

v) iV. 3Ioser, Stahl u. E i s e n  
Bd. 48 (1928) S. 1601. 
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legenen Schichten  h ine inre ichen.  DaB sie nicht  vol lends bis zur neu t ra len  Faser  vordr ingen,  dftrfte 
(lurch die Ver fes t igung  zu erkl/ iren sein, auf welche bei den obigen i )ber legungen  keine Flticksicht ge- 
nommen wurde. Infolge der dreieekigen Form det: Fliel3zonen der Abb. 6 bleiben die Flfinder dieser 
Zonen gerade, so dal5 hier  ein Anschlul~ an die Verfornmngen des elastischen Gebiets m6glich ist. 
In den plast ischen Zonen haben wir  tiberall die F l i e g s p a n n u n g  (Is, also eine voll-plastische Span- 
nungsver te i lung  nach Abb. 5 e. Die Spannungsver te i lung  im elast ischen Gebiet in der unmi t te lbaren  
Umgebung der Fliel~z.onen wird gest6rt sein, in gr6[.~erer Ent fe rnung  wird aber eine voll-elastische 
Spannungsver te i lung  nach Abb. 5a  auftreten. Aus Gleiehgewichtsgr i inden mflssen die Biege- 
momente beider S p a n m m g s v e r t e i h m g e n  e inander  gleich sein, und aus dieser Bed ingung  liifSt sich 
(lie ErhShung der F l ieggrenze  beim Biegeversuch ermitteln.  Damit  nSmlich beide Spannungs-  
ver te i lungen das gleiehe Biegemoment  liefern, m u g  die Randspannung  der voll-elast ischen Span- 
nungsver te i lung  grSfter  sein als diejenige tier voll-plastischen Spannungsver te i lung.  Bedeutet  W 
das Wide r s t andsmomen t  des Stabquersehnit ts  in bezug auf die Null inie und as die Flandspannung 
tier voll-elastischen Spannungsver te i tung,  so betr/igt das zugeh6rige Biegemoment  M - - d s I V .  Be- 
deutet weiter  S / 2  das statische Moment der oberhalb der Null inie l iegenden Qnerschnit tshSlf te  in 
bezug au[ die Nullinie,  so betrfigt das Biegemoment  der voll-plastischen Spannungsve r t e i lung  
. l i =  Os S.  Aus tier Gleichheit  beider Biegemomente  folgt also 

S 
a~ = , ~  ~ . . . . . . . . . . . . . . .  (1).  

(}1. 1 wercie angewendet  auf (lie Werte dot' Zahlentafel  1 yon Thrum m~d ~Vumlerl ich ~). In diesel" 
Tafel sind (lie Wer te  yon as zusammengestel l t ,  welehe aus dent gemessenen Biegemoment  beim 
ersten Auftreten yon Fl iel t l inien unter  Annahme  einer  voll-elastischen Spanmmgsve t ' t e i lung  ftir 
vevschiedeneT-fSrmige  Stabquerschnit te  berechnet  wurden.  Abb. 7 zeigt diese acht Querschnitts- 
formen. Es lassen sich zwanglos zwei Gruppen bilden, (lie StSI)e 1 his 4 besitzen dicke Stege, welehe 
(lie beiden Flansehen in zuverl/issiger Weise zu einem als ganzes wirkenden Querschni t t  verbinden;  
(lie St/ibe 5 bis 8 haben wesentlich dtinnere Stege, wodurch getrenntes  Wirken  der beiden Flanschen 
m6glich ist .  

1 2 ,3 ~ 5 G 7 8 

Abb. 7. Von Th~tm und IVttnderlich t) untersuchte Quersehnittsformen, L/,_ nat. Gr6l]e 
Nr. I bis 4: Dicke Stege;  Nr. 5 bis 8: Diinne Siege  

Zahlentafel 1 B e r e c h n u n g  tler, S t r e c k g r e n z e  ~s f i i r  die Stftbe nach  Abb. 7 m i t t e l s  G1. 1 
Die Werte o S entsprechen den Werten in Zahlentafel 1 yon Thum u. Wunderlidzt) 

Stab nach Abb. 7 

as kg/mm ~ 
O'S ,, 

35,0 
23,3 

St ibe  mit d i c k e m  Steg 

2 3 

36,4 37,8 
24,8 25,9 

34,2 
24,5 

StSbe mit d h n n e r n  Steg 

5 I O 7 S 

29,1 34,4 31,5 26,1 
21,6 23,3 22,6 21,1 

Rechnet  m a n  aus den von T h u m  und W u n d e , ' l i c h  angegebenen  Wer ten  yon a' s un ter  Ver- 
wendung  von G1. 1 die Spannung  6~ an der S t reckgrenze  aus, so ergeben sich die Werte in Zahlen- 
tafel 1 der vorliegen.den Arbeit. Das Mittel der Werte  in den Spal ten 1 bis 4 betriigt 24,6 kg /mm 2 
und s t immt in bemerkenswer t  guter Weise mi t  der yon Th~:rrt und W~t~derlich angegebenen Fliel~- 
spannung (~s~ ~---2~,7 kg/mm'-" des Zugversuchs fiberein. F~ihrt man  (lie entsprechende Rechnung 
ftir die StSbe 5 bis 8 durch, so el'h/ill man  die "vVerte der Spal ten 5 his 8 in Zahlentafel  1 der vor- 
l iegenden Arbeit. Das Mittel der Werte 5 his 8 betrSgt 21,15 kg/mm"-. Es liegt nahe, diese Ernied- 
r igung der Fl ie l3spannung darauf  zurttckzuftihren, dal3 die beiden Ftansche dutch die dtinnen Stege 
nicht  in h in re ichender  Weise z u einem als Ganzes wi rkenden  Querschni t t  verbunden  werden. Wie 
mir Herr  Prof. T h u m  in Erg~tn.zung der Angaben seines Aufsatzes mitteil te,  sind die Versuche bei 
Biegung durch eine Einzel last  in Stabmitte durchgef t ihr t  worden. In diesem Fal le  treten bei den 
Stfibea mit  d t innem Steg betr/ichtliche Schubspannungen  ant i~rbergang yore Flanseh zum Steg auf. 
Diese Sehubspannungen  k0nnen ebenfalls auf einen fr~heren Eint r i t t  des FI iegens  hinwirken.  

3. Z u s a m m e n f a s s u n g .  Die etastische Ober seh re i tung  der  St reckgrenze  bei Stahl  wird mi t  
dem Siedeverzug bei Fli issigkeiten verglichen. Die Ergebnisse e iner  sich aus dieser Auffassung 
ergebenden - -  yon F.  Naka~vishi in anderer  Weise begrt indeten - -  Theorie der plast ischen Biegung 
gerader  St/tbe werden  angewendet  auf Versuche, die T h u m  und Wumder[ich  ~) in dieser Zeitsehrift  
beschrieben haben. [ t lF 397] 


