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dlteren Kurven vor, die eince Priifung unserer Hypothese ermoglicht. Ruppels und Hodgsons Bilder
geben nicht ¢, sondern den Beiwert .Q=aV1—;—7rﬁ wieder., Der Umkehrpunkt ist bei allen Kurven
deutlich ausgeprdgt. Nach Gl 9 vermag £ im Umkehrpunkt Extremwerte von £ =1 anzunehiuen.
In der Tat kommt Abb. 1 flir groBere Offnungsverhiltnisse dem nahe.

4. Zusammenfassung. Die Gleichung fiir dic Reibung der Stromung in Drossel-Mefi-
geriten hesitzt den gleichen Aufbau wie die Rohrreibungs-Gleichung. Daraus it sich eine Formel
fur die DurchfluBzahl e entwickeln, in der der Reibungseinflu beriicksichtigt wird. Durch
Diskutieren dieser Formel werden die aus der Erfalirung bekannten Abhéngigkeiten dev Durchfiu-
zahl von der Reynoldsschen Zahl erklirt. [RF 404]

Die FlieBgrenze bei behinderter Formé@nderung

Von W. PRAGER, Géttingen (Mitteilung aus dem Institul fiir ange-
wandte Mechanik der Universitdt Gottingen)

1. Vergleich der elastischen Uberschreitung der Fliefgrenze mit dem Siedeverzug bei
Flassigkeiten — 2. Anwendung auf die Theorie der reinen Biegung — 3. Zusammenfassung

Bei Versuchen tber den Eintritt des FlieBens in Stidben, weiche einem nicht homogenen
Spannungszustand unterworfen wurden, beobachteten Thum und Wunderlich ') eine Erhohung der
lieRgrenze tber diejenige des einfachen Zugversuchs. Das AusmalB dieser Erhohung hingt von
der Art der Spannungsverteilung tiber den Stabquerschnitt ah. Bei der Besprechung dieser Ergeb-
nisse bemerken Thum und Wunderlich, daB die beobachtete Erhohung der FlieBgrenze nicht im Ein-
klang mit den seitherigen Anschauungen iiber die FlieBgetahr steht.

1. Vergleich der elastischen Uberschreitung der FlieBgrenze mit dem Siedeverzug bei
Fitssigkeiten. Im folgenden soll auf eine offenbar noch wenig bekannte Theorie aufmerksam
gemacht werden, welche Nakanishi?) zur Erklirung der Erhéhung der FlieBgrenze bhei ungleich-
méaBliger Spannungsverteilung entwickelt hat?). Den Ausgangspunkt dieser Theorie bildet die Ver-
mutung, daB beim Zugversuch nach Erreichen der Streckgrenze 6s die Dehnung der flieBenden
Stabelemente sprunghaft von der zu os gehdrenden elastischen Dehnung g, = 6s/E zur Dehnung &
beim Verfestigungsbeginn ubergeht, Abb. 1 (F=Elastizititsmodul). Man kann sich diese Grund-
anschauung am einfachsten durch den Vergleich mit den Vorgingen beim Verdampfen einer
Flassigkeit klar machen. Abb. 2 zeigt die Isothermen der Kohlensiure nach Clawsius %), von denen
wir eine herausgreifen wollen. Der Teil O A entspricht dem flussigen, der Teil B C dem gasformigen
Zustand. Durchlduft man ausgehend vom Zustand O die Isotherme, so wird nach Erreichen des
Zustands A die Fliissigkeit bei unverindert bleibendem Druck allmihlich verdampfen. Der Uber-
gang des einzelnen Fliissigkeitselementes vom flussigen Zustand A in den gasférmigen Zustand B er-
folgt sprunghaft; da aber withrend des Verdampfens eines Gramms Kohlensiure beide Aggregat-
zustinde vorhanden sind, wichst das Gesamtvolumen stetig von vq bis vp. Ebenso kann man sich
vorstellen, dall im Spannungs-Dehnungs-Diagramm, Abb. 1, der TUhergang vom elastischen Zustand A
zum plastischen Zustand am Verfestigungsheginn B fir das einzelne Element sprunghaft erfolgt,
obwohl der Zugversuch infolge des gleichzeitigen Vorhandenseins elastischer und plastischer Stah-
teile ein allindhliches Anwachsen der Gesamtdehnung von & bis e zeigt®). Diese Vorstellung wird
durch verschiedene Beobachtungen gestiitzt.
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a o} | Bereiche, die durch Beobachtung der polier-
! ten Staboberfliche oder mit Hilfe der Fry-
]

8 schen Atzung festgestellt werden konnen,
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| legt die Vermutung nahe, daf kein allméh-
| licher Ubergang vom elastischen zum pla-
} stischen Zustand stattfindet. Ferner haben
| Kuntze und Sachs®) festgestellt, daBl in den
5' € plastischen Bereichen eines gezogenen Rund-

5
[RF3g72Z4) stabs der Durchmesser sich sprunghaft um
Abb. 3. Darstellung der sprung- 28 b 8

weisen Dehnungzunahme von ADD. 4. Vereinfachte Dar- mMmehr als 19/, vermindert, und sghlieﬁ}ich
Stahl an der Streckgrenze stellung des Vorganges hat Moser?) beobachtet, daf3 die Brinellhirte
Die schraffierten Flichen haben gleichen 1aCR AbD. 3 entsprechend {er plastischen Teile eines gezogenen Flach-
fnhalt der Theorie von Nakanishi stabssichsprunghaftumetwa?20%/, vergroflert.
Bei weiterer Dehnung des Stabes &ndern
sich Durchmesser und Hérte der bereits geflossenen Stabteile solange nicht, bis das gesamte Stab-
material den Zustand am Verfestigungsbeginn erreicht hat; erst von da ab tritt eine Uber den
ganzen Stab gleichmifige Verminderung des Durchmessers und eine VergroRerung der Hérte ein.
Fiir die Theorie von Nakanishi ist nun noch eine weitere Vorstellung von Bedeutung, die man
sich ebenfalls durch den Vergleich mit den Vorgingen beim Verdampfen einer Flissigkeit klar
machen kann. Bekanntlich kann unter geeigneten Umstinden einSiedeverzug eintreten, d. h.
es ist moglich, die Isotherme O A der Fliissigkeit noch Uber den Punkt A hinaus ein Stick zu durch-
laufen. Die Verdampfung tritt dann fiir mehr oder weniger gro3e Mengen der I'lissigkeit gleich-
rzeitig ein. Entsprechend kann man sich das theoretische Spannungs-Dehnungs-Diagramm fir Stahl
in der in” Abb. 3 dargestellten Form vorstellen. Legt man in diesem Diagramm eine Parallele zur
e-Achse so, daB die beiden schraffierten Flichen zwischen der Kurve und dieser Parallelen gleichen
Inhalt besitzen, so schneidet diese Parallele auf der ¢-Achse die Fliefspannung os ab. Die Inhalts-
gleichheit der beiden Flachen bedeutet namlich, daB die Forménderungsarbeit, welche beim Durch-
laufen der Kurve von A nach B geleistet wird, gleich der Forminderungsarbeit ist, welche beim
Durchlaufen der Geraden von A nach B geleistet wird. Bei Zugrundlegung dieses Spannungs-
Dehnungs-Diagramms ist der FlieBvorgang nicht eindeutig bestimumt, vielmehr kann entweder beim
Erreichen des Punktes A eine sprunghafte DehnungsvergroBerung des einzelnen Stabelementes
von £ nach & eintreten, oder es kann ein FlieBverzug zustande kommen, wobei die Spannung zu-
néchst iher die Spannung og an der Streckgrenze wichst, und ‘dann unter Abfall der Spannung
auf o5 eine sprunghafte DehnungsvergroBerung ganzer Stabpartien eintritt. Die Theorie von
Nakanishi verwendet eine vereinfachte Form dieses Spannungs-Dehnungs-Diagramms, Abbh. 4. Die
Uberschreitung der Streckgrenze soll in vollig elastischer Weise erfolgen, eine obere Grenze fiir das
MaB dieser {Iberschreitung (6., in Abb. 3) wird nicht beriicksichtigt, und die Verfestigung, welche
beint Punkte B einsetzt, wird vernachlissigt.
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2. Anwendung auf die Theorie der reinen Biegung. Wir wollen nun diese Vorstellungen
auf die Theorie des Biegeversuchs anwenden. Die #ltere Theorie der plastisch-elastischen Biegung
nimmt an, daBl nach Erreichen der FlieBspannung in der &duBersten Faser des Stabes die voll-
elastische Spannungsverteilung, Abb. 5 a, iiber elastisch-plastische Spannungsverteilungen, Abb. 5 b,
allméhlich in die voll-plastische Spannungsverteilung, Abh. 3¢, iihergeht. Diese Annahme kann
bei den oben entwickelten Vorstellungen nicht aufrecht erhalten werden, weil dann bei den elastisch-
plastischen Spannungsverteilungen unmittelbar nebeneinander Fasern des elastischen Gebietes mit
der Dehnung & und T'asern des plastischen Gebietes mit der Dehnung & vorkdmen, was mit Riick-
sicht auf den Stabzusamwmenhang nicht méglich ist. Wir haben vielmehr ein plétzliches Auftreten
von Fliefifiguren nach Abb. 6 zu erwarten, welche bis zur neutralen Faser des Stabes reichen. In
der Tat zeigen auch Biegeversuche an Stében mit polierter Oberfliche, daB die FlieBfiguren sich
keineswegs auf die allerdufBer-
sten Fasern des Stabes beschran-
ken, sondern, wie auch Thum und
Wunderlich beobachtet haben, so-
fort ziemlich weit in die mehr
nach der neutralen Faser zu ge-
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Abb. 8. FlieBzonen (FlieB- 8 W. Kuntze u. G. Sachs, VDI-
Abb. 5. Spannungsverteilung in einem figuren) an einem ge- Zeitschr. Bd. 72 (1928) S. 1011.
gebogenen Stab nach der alteren Theorie bogenen Stab 7 M. Moser, Stahl u. Eisen

a vollelastisch; b elastisch-plastisch; ¢ vollplastisch schematisch Bd. 48 (1928) S. 1601.
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legenen Schichten hineinreichen. Daf sie nicht vollends bis zur neutralen Faser vordringen, diirfte
durch die Verfestigung zu erklidren sein, auf welche bei den obigen Uberlegungen keine Riicksicht ge-
nommen wurde. Infolge der dreieckigen Form: der FlieBzonen der Abb. 6 hleiben die Rinder dieser
Zonen gerade, so daf3 hier ein Anschlufl an die Verformungen des elastischen Gebiets moglich ist.
In den plastischen Zonen haben wir Gberall die Flielspannung os, also eine voll-plastische Span-
nungsverteilung nach Abb. 5c¢. Die Spannungsverteilung im elastischen Gebiet in der unmittelbaren
Umgebung der FlieBzonen wird gestort sein, in groBerer Entfernung wird aber eine voll-elastische
Spannungsverteilung nach Abb. Ha auftreten. Aus Gleichgewichtsgriinden miissen die Biege-
momente beider Spannungsverteilungen einander gleich sein, und aus dieser Bedingung li3t sich
die Erhohung der FlieBgrenze beim Biegeversuch ermitteln. Damit ndmlich beide Spannungs-
verteilungen das gleiche Biegemoment liefern, muf3 die Randspannung der voll-elastischen Span-
nungsverteilung griofer sein als diejenige der voll-plastischen Spannungsverteilung. Bedeutet W
das Widerstandsmoment des Stabquerschnitts in bezug auf die Nullinie und 65 die Randspannung
der voll-elastischen Spannungsverteilung, so hetrigt das zugehérige Biegemoment 3 ==¢5IV. Be-
leutet weiter S/2 das statische Moment der oberhalb der Nullinie liegenden Querschnittshilfte in
bezug auf die Nullinie, so betriigt das Biegemoment der voll-plastischen Spannungsverteilung
M =o0gS8. Aus der Gleichheit heider Biegemomente folgt also

, S
Os =0s 3« -« « + -« « . . . (1)

Gl. 1 werde angewendet auf die Werte der Zahlentafel 1 von Thum und Wunderlich'). 1In dieser
Tafel sind die Werte von o zusammengestellt, welche aus dem gemessenen Biegemoment beim
crsten Auftreten von Fliefllinien unter Annahme einer voll-elastischen Spannungsverteilung fir
verschiedene T-tormige Stabquerschnitte berechnet wurden. Abb. 7 zeigt diese acht Querschnitts-
formen. Ks lassen sich zwanglos zwel Gruppen bilden, die Stibe 1 bis 4 besitzen dicke Stege, welche
die beiden Flanschen in zuverldssiger Weise zu einem als ganzes wirkenden Querschnitt verbinden;
die Stibhe 5 bis 8 haben wesentlich diinneve Stege, wodurch getrenntes Wirken der heiden TFlanschen
moglich ist.
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Abb. 7. Von Thum und Wunderlich') untersuchte Querschnittsformen, Y2 nat. GréBe
Nr. 1 bis 4: Dicke Stege; Nr. 5 bis 8: Diinne Stege

Zahlentafel 1 Berechnung der Streckgrenze og fiir die Stibe nach Abb. 7 mitiels GL 1
Die Werte 0:3 entsprechen den Werten in Zahlentafel 1 von Thum u. Wunderlich)

Stibe mit dickem Steg Stabe mit ditnnem Steg
Stab nach Abb. 7
1 2 3 4 5 | 6 7 8
6s. - « . . . . .kgmm*| 350 36,4 37,8 34,2 29,1 34,4 31,5 26,1
S . « « v o« .. 4 23,3 24.8 25,9 24,5 21,6 23,3 22,6 21,1

Rechnet man aus den von Thum und Wunderlich. angegebenen Werten von 6y unter Ver-
wendung von Gl. 1 die Spannung g, an der Streckgrenze aus, so ergeben sich die Werte in Zahlen-
tafel 1 der vorliegenden Arbeit. Das Mittel der Werte in den Spalten 1 bis 4 betrigt 24,6 kg/mm?
und stimmt in bemerkenswert guter Weise mit der von Thum und Wunderlich angegebenen Flief-
spannung os, =247 kg/mm? des Zugversuchs iberein. Fiihrt man die entsprechende Rechnung
fir die Stibe 5 his 8 durch, so erhdlt man die Werte der Spalten 5 bis 8 in Zahlentafel 1 der vor-
liegenden Arbeit. Das Mittel der Werte 5 bis 8 betrdgt 21,15 kg/mm?2 Es liegt nahe, diese Ernied-
rigung der FlieBspannung darauf zuriickzufithren, daB die beiden Flansche durch die diitnnen Stege
nicht in hinreichender Weise zu einem als Ganzes wirkenden Querschnitt verbunden werden. Wie
mir Herr Prof. Thum in Erginzung der Angaben seines Aufsatzes mitteilte, sind die Versuche bei
Biegung durch eine Einzellast in Stabmitte durchgefithrt worden. In diesem Talle treten hei den
Stdben mit diinnem Steg betriichtliche Schubspannungen am Uhergang vom Flansch zuim Steg auf.
Diese Schubspannungen konnen ebenfalls auf einen fritheren Eintritt des FlieBens hinwirken.

3. Zusammenfassung. Die elastische Uberschreitung der Streckgrenze bei Stahl wird mit
dent Siedeverzug bei Flilssigkeiten verglichen. Die Ergebnisse einer sich aus dieser Auffassung
ergebenden — von F. Nakanishi in anderer Weise begriindeten — Theorie der plastischen Biegung
gerader Stibe werden angewendet auf Versuche, die Thum und Wunderlich*) in diescr Zeitschrift
beschrieben haben. [RF 397]



