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I N T R O D U C T I O N  

Le but  de ce travail est de ddvelopper l'dtude des groupes algdbriques rdductifs 
sur un corps local dans la voie ouverte par  N. Iwahori  et H. Matsumoto. Les principaux 

rdsultats obtenus ont dtd annoncds, parfois sous une forme ldg~rement diffdrente, dans [IO] 

~t [16] (voir aussi les conjectures de [9]). 
De fa~on imagde, la thdorie qui sera expos& ici, & partir du chapitre II, peut 

&re ddcrite comme l'dtude d 'un groupe semi-simple ddfini sur un corps local K - -  ou 
plut6t du groupe G de ses points rationnels sur K - -  considdrd comme << objet de 
dimension infinie >> ddfini sur le corps rdsiduel k. Ce point de vue est illustrd par les 
analogies qu'on peut dtablir entre nos rdsultats et la thdorie ordinaire des groupes algd- 
briques ddfinis sur k. Comme pour celle-ci, il y a lieu de distinguer la thdorie absolue 
(k algdbriquement clos) de la thdorie relative (k quelconque). On sait le r61e joud en 
thdorie absolue des groupes semi-simples ([I] ,  [18]) par  les sous-groupes de Borel, 
sous-groupes rdsolubles connexes maximaux, et plus gdndralement par les sous-groupes 
paraboliques, c'est-~t-dire les sous-groupes contenant un sous-groupe de Borel. Ce m~me 
r61e sera tenu ici, pour k algdbriquement clos, par les sous-groupes d'Iwahori et les sous- 

groupes parahoriques. Dans un exposd basd sur une description a priori de la structure 
algdbro-gdomdtrique de G sur k - -  exposd qui reste d'ailleurs k faire - - ,  les sous-groupes 
d ' Iwahori  pourraient sans doute &re ddfinis comme les sous-groupes prordsolubles 
connexes maximaux de G. En tout cas, nous verrons au chapitre II  qu'ils ont une 
structure naturelle de groupe proalgdbrique prordsoluble connexe et sont maximaux 
pour cette propridtd. Cependant, nous les introduisons ici d 'une autre fa~on. Lorsque G 

est ddployd sur K, nous utilisons le procddd d ' Iwahori-Matsumoto [28] consistant en 
une description explicite, k partir  de la thdorie radicielle de G sur K. Dans le cas gdndral 
(k &ant toujours supposd algdbriquement clos), on sait que G est toujours quasi-ddployd, 
en vertu d 'un thdor~me de Steinberg, et nous avons k notre disposition deux procddds : 
une extension au cas quasi-ddployd de la mdthode << constructive >> d ' Iwahori-Matsumoto 
- -  procddd ddj~k utilisd dans certains cas (groupes quasi-ddployds, groupes classiques) 
par H. Hijikata ([26], [27] ) - -  ou la rdduction au cas ddployd ~ l'aide d 'un processus 
de descente galoisienne. 

On sait que plusieurs propridtds essentielles d 'un sous-groupe de Borel (le fait 

d '&re son propre normalisateur, la ddcomposition de Bruhat, la structure du treillis 

des sous-groupes qui le contiennent, etc.) sont consdquences du fait que ce groupe 
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constitue, avec le normalisateur d 'un tore maximal, un syst~me de Tits (1) dont le groupe 
de Weyl est un groupe de Coxeter fini (groupe de Weyl du syst6me de racines du groupe 
semi-simple consid~r~). De m~me, lorsque G est simplement connexe, un sous-groupe 
d ' Iwahori  B constitue avec le groupe des points rationnels du normalisateur d 'un tore 
maximal convenable, un syst~me de Tits, dont le groupe de Weyl est cette fois infini. 
I1 en r~sulte tt nouveau que Bes t  son propre normalisateur, donne lieu tt une d6compo- 
sition de Bruhat, etc. Les sous-groupes parahoriques sont les sous-groupes P qui 
contiennent un sous-groupe d ' Iwahori  B e t  sont rdunion d 'un hombre fini de doubles 
classes suivant B. Dans le cas non simplement connexe, on rencontre des phdnom~nes 
tout tt fait analogues tt ceux du cas non connexe de la thdorie classique. Dans cette 
introduction, pour simplifier le langage, nous ne considdrerons g~ndralement que le cas 

simplement connexe. 

Comme dans le cas classique [3], le passage au cas relatifse fait par ~< deseente ~>. 
Nous utilisons tt cette occasion les techniques de descente galoisienne, ce qui nous oblige 
souvent tt supposer le corps k parfait, bien que cette hypoth~se soit probablement  superflue 
dans bien des cas. On se rappelle qu 'un groupe algdbrique semi-simple ddfini sur k ne 
poss~de pas n~cessairement de sous-groupe de Borel d6fini sur k, mais qu'il convient 
de considdrer ses k-sous-groupes paraboliques minimaux, qui sont tous conjuguds et 
donnent lieu t~ leur tour k des syst~mes de Tits. De m~me, nous serons conduits tt envisager 
les - k-sous-groupes parahoriques >> minimaux de G, qui sont les ~< groupes B >~ de 
systtmes de Tits dont le groupe de Weyl est le groupe de Weyl affine d 'un syst~me de 
racines (syst~mes de Tits r de type affine >>). Celui-ci n'est pas ndcessairement homo- 
thdtique du syst~me de racines relatives de G, mais a mfime groupe de Weyl (ordinaire) 

que ce dernier. 

L'intdr~t des sous-groupes parahoriques rdside notamment dans les faits suivants. 
Les sous-groupes born6s maximaux de G - -  supposd simplement c o n n e x e -  sont les sous- 
groupes parahoriques maximaux. Nous d6terminons d'ailleurs compl~tement les sous- 
groupes bornds maximaux de n'importe quel groupe semi-simple sur K, gdndralisant ainsi 

les rdsultats obtenus par H. Hijikata pour certains groupes classiques (PGL,,  groupe d 'une 
forme sesquilindaire non ddg~ndrde). D'autre part, les sous-groupes parahoriques ont 
des structures naturelles de groupes proalgdbriques sur k; par leur truchement, diverses 
questions concernant G (questions de cohomologie galoisienne notamment) peuvent fitre 
ramendes par r rdduction modulo p >> tt des probl~mes concernant des groupes semi- 
simples (de dimension finie) sur k. Ceci nous permet de gdndraliser des thdor~mes obtenus 
par M. Kneser lorsque K est localement compact  de caractdristique zdro (ddtermination 

des groupes anisotropes, nullit~ du H 1, classification). Notons aussi que, si le groupe 
consid~rd se d~ploie sur une extension non ramifide de K, les sous-groupes parahoriques 

(I) Dans  tout ce m6moire,  nous avons essay~ d 'adh6rer  le plus s t r ic tement  possible A la terminologie de 
N. Bourbaki,  de mani~re  ~. faciliter les rdfdrences ~. [5]. C 'est  pourquoi  Pun  des auteurs  a v ivement  insist6 pour  que 
ce que d ' aucuns  appellent  une (BN)-paire dans  un  groupe G soit appel6 ici u n  ~< syst&me de Tits  )). L ' au t re  auteur ,  

son tour  [3], s 'y  r~slgne. 
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apparaissent comme groupe des << points entiers >~ (ou <~ groupe d'unitds >~) de certaines 

<~ structures sur les entiers )~ sur le groupe envisagd, c'est-~t-dire de schdmas en groupes 
sur l 'anneau �9 des entiers de K qui deviennent le groupe semi-simple dtudid par le 

changement de base 0-+ K. 

D'autres ingrddients de la thdorie classique sont les tores - -  notamment les tores 

maximaux dans Ie cas absolu et les tores k-ddployds maximaux dans le cas r e l a t i f - -  le 
syst6me de racines - -  absolues ou relatives - -  et les sous-groupes radiciels, notds gdnd- 

ralement Ua, qui sont des groupes additifs dans le cas absolu et des groupes unipotents 

de classe ~< 2 dans le cas relatif. Tous ces objets ont leurs rdpondants dans la ~ thdorie 

locale )~. En particulier, nous associons au groupe G u n  ~ syst$me de racines affines >~ 

(absolues ou relatives), dont les dldments sont des demi-espaces affines du dual A de 

l'espace vectoriel rdel engendrd par le syst6me de racines relatives �9 de G, de la forme 

aa,~={x~Ala(x)+k>~o}, off a parcourt �9 et k un sous-groupe discret I'~ de JR. A chaque 

racine affine ~ est associd un sous-groupe Us de G. Le syst~me des Us est d'ailleurs 
dtroitement lid au syst~me des groupes radiciels usuels U~. Plus prdcisdment, les U%, k 

(pour k~U~) sont les termes d'une filtration de U~; ces filtrations proviennent d 'une 

<~ valuation ~ de la donnde radicielle constitude par les U~ (qu'on se souvienne qu'une 

valuation d 'un corps n'est guSre plus qu'une filtration de son groupe additif). Dans le 

cas absolu (k algdbriquement clos), les quotients successifs de ces filtrations sont des 

groupes additifs sur k; dans le cas relatif, ce sont des groupes unipotents connexes de 

classe ,< 2. 

Ce premier chapitre est consacrd ~ la partie << abstraite ~> de la thdorie, c'est-h-dire 

celle qui relSve de la thdorie des groupes ~< abstraits ~ et est inddpendante de toute 

structure algdbro-gdomdtrique sur G ou sur les sous-groupes envisagds. De ce fait, elle 

s'applique aussi ~t des groupes G sans relations avec les groupes algdbriques. 

Nous exposons cette thdorie en nous pla~ant successivement ~t deux points de vue : 

celui des systSmes de Tits de type affine (w167 2 ~t 5) et celui des donndes radicielles 
valudes (w167 6 ~t 8). Le premier est plus gdomdtrique au ddpart, et donne un r61e primordial 

aux sous-groupes parahoriques; le second, plus analytique, est essentiellement fondd 
sur la considdration des sous-groupes radieiels U~ et de leur valuation. I1 n 'y  a pas dqui- 

valence stricte entre les deux thdories : d 'une part, il existe des syst~mes de Tits de type 

affine ne provenant pas d'une donnde radicielle valude (dans les groupes d'auto- 
morphismes de certains arbres par exemple); en revanche, les valuations de donndes 

radicielles que nous considdrons ne sont gdndralement pas supposdes discr&es, et seules 

les valuations discr~tes donnent lieu ~t de tels syst~mes de Tits. Toutefois, les principales 

applications que nous avons en rue rel~vent aussi bien de l 'une des thdories que de 

l 'autre et le lecteur surtout intdressd ~t ces applications pourra souvent ddcouvrir deux fois 

l'dnoncd qu'il eherche sous des formes un peu diff6rentes. Ces redites, dues en partie 

la gen&se du travail, auraient sans doute pu ~tre dvitdes moyennant  une refonte du 
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m6moi r e  que nous avons renonc6 ~t en t r ep rendre  (nous reviendrons  p e u t - f t r e  ailleurs 

sur une not ion  abs t ra i te  d '  ~ i m m e u b l e  )), p e r m e t t a n t  une g6n6ralisat ion c o m m u n e  des 

deux  th6ories);  elles ont  du moins  l ' a v a n t a g e  de me t t r e  en 6vidence deux  aspects des 

objets 6tudi6s et de faire appe l  ~t des modes  de r a i sonnemen t  parfois tr~s diff6rents. 

Le  w i e s t  essent ie l lement  consacr6 b. des rappe ls  sur les syst~mes de Ti ts  et  les 

groupes  de Weyl  de type affine. 

Au w 2, nous  associons h tout  syst~me de Tits  de type affine (B, N) un ~ i m m e u b l e  ~ J ,  

6 t ro i tement  li6 ~t l ' ensemble  c o m b i n a t o i r e  d6fini dans  [39] ou [5] (exercices io  ~t 17 

du chap.  IV,  w 2), mais  qui  ne lui est c e p e n d a n t  pas  ident ique.  I1 s 'agi t  ici d ' u n  complexe  

polysimpl ic ia l  g6om6tr ique  mun i  de diverses structures,  n o t a m m e n t  d ' une  dis tance qui  

en fait  un espace complet .  Dans  le cas de r a n g  I (c'est-~t-dire lorsque le g roupe  de Weyl  

de (B, N) est le g roupe  di6dral  infini), J est un  arbre. A certains 6gards, cet  i m m e u b l e  

r emp lace  l ' espace  r i emann ien  sym6tr ique  de la th6orie des groupes  de Lie semi-simples 

r6els. C 'es t  n o t a m m e n t  le cas au w 3, ot't son uti l isation nous p e r m e t  de d6 te rminer  les 

sous-groupes  born6s  m a x i m a u x  de G (pour  une  borno log ie  na tu re l l emen t  associ6e au  

syst~me (B, N) et qui  est la borno log ie  d6finie p a r  la va lua t ion  de K dans  le cas des 

g roupes  a lg6briques  sur un corps local) ,  grace  ~t un  ~ l e m m e  de po in t  fixe ~ qui  s ' app l ique  

aussi b ien  ~t nos immeub le s  q u ' a u x  espaces r i emann iens  symf t r iques ,  et peu t  ~tre 

6ga lement  utilis6 p o u r  la d6 te rmina t ion  des sous-groupes  compac t s  m a x i m a u x  des 

groupes  de Lie r6els. De  m~me,  au  w 4, nous 6tablissons, toujours  ~t l ' a ide  de l ' immeub le ,  

des ~ d6composi t ions  d ' I w a s a w a  et de C a r t a n  ~ analogues  aux  d6composi t ions  de m 6 m e  

nora  des groupes  de Lie semi-s imples  r6els (~) (2), ainsi que certaines relat ions entre  

doubles  classes ayan t  des cons6quences int6ressantes pou r  la th6orie des repr6sentat ions  des 

groupes  semi-simples sur les corps locaux  loca lement  compac t s  (voir k ce sujet le n ~ 4). 

Revenons  un  instant /~ la ~< ddcomposi t ion  d ' I w a s a w a  ~. A pa r t i r  du  syst6me (B, N) ,  

nous construisons un sous-groupe $ de G qui, dans  le cas des groupes  alg6briques sur 

un corps local K ,  n 'es t  au t re  q u ' u n  K-sous -g roupe  pa rabo l ique  min imal .  L a  d6compo-  

sition d ' I w a s a w a  est alors la re la t ion  G = $ .  P, off P e s t  un  sous-groupe  born6 m a x i m a l  

de G (mais  c o n t r a i r e m e n t  ~ ce qui  se passe dans  le cas r6el, on ne peu t  pas  en g6n6ral 

t rouver  de sous-groupe  I~ de ~3 tel que  G = R .  P avec R n P = {  I }). Elle n 'es t  c e p e n d a n t  

va lab le  que  p o u r  cer tains  P - -  les - bons  )) sous-groupes  born6s m a x i m a u x  - -  et 

m o y e n n a n t  une  hypoth~se supp l~menta i re  sur le syst~me (B, N) ,  toujours  v6rifi6e pa r  

exemple  d~s que  l ' on  a G = ~ . N . ~ 3 .  

(x) Si G est un groupe de Lie semi-simple r6el de centre fini et K un sous-groupe compact maximal de G, 
ce qui e_st classiquement appel6 la ~ ddcomposition de Cartan ~) de G est la relation G = K. P, o~a Pest l'image par 
l'applieation exponentielle de l'orthogonal de l'alg~bre de Lie de K pour la forme de Killing. Mais on salt que P 
est la r~union des conjuguCs kAk-l, oia A est un sous-groupe commutatif maximal de P et off k parcourt K. 
De G = K.P on d~duit done G = K.A.K et c'est cette derni6re relation dont nous d6montrerons un analogue 
sous le nom de << d6composition de Cartan )~. 

(:) Pour un autre exemple d'analogie entre immeuble et espace riemannien sym6trique, voir [35]. 
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Le w 4 appelle encore un commentaire. Nous avons dit plus haut que, du point 

de vue de la thdorie locale, les groupes algdbriques non simplement connexcs se comportent 

comme les groupes non connexes de la thdorie usuellc. Pour que nos rdsultats soient 

d'emblde applicables Ace cas, nous avons dtd amends ~t considdrer, outre le groupe G, 

un groupe G muni d 'un homomorphisme q~ : G-+G satisfaisant ~ certaines conditions 

( ,  homomorphisme B-N-adaptd ~) ; dans les applications, G e t  G seront respectivement 

les groupes des points rationnels d 'un groupe semi-simple quelconque et du ~< rev&ement 

universel ~ (simplement connexe) de la composante neutre de ce groupe. La ndcessitd 

de considdrer simultandment les groupes G e t  G explique la lourdeur des notations. 

Lorsque G =~N~3,  ce qui est le cas dans toutes les applications, lc couple (~,  N) 

est un systbme de Tits de groupe de Weyl rink Nous traduisons cc fait en parlant d 'un 

double systbme de Tits. Le w 5 est consacrd/t une analyse axiomatique de cette situation. 

Elle ne prdsente quc peu d'intdr& pour l '&ude des groupes algdbriques et les rdsultats 

du w 5 ne sont pas utilisds par la suite. Le lecteur peut donc, sans grand dommage, sauter 

ce paragraphe. 

Le w 6 est consacrd aux donn&s radicielles valu&s. Si �9 cst un systbme de 

racines, une donn& radicielle de type �9 dans un groupe G est une famille de sous- 

groupcs (T, (U~)~e.) soumise ~ certaines conditions ((6. I .  I ) ,  (DRI) ~t (DR6)). Un 

exemple typique - -  sur lequel sont model& les axiomes - -  est celui off G est le groupe 

des points rationnels d 'un groupe semi-simple sur un corps K, T l e  centralisateur d 'un 

tore ddployd maximal, q) le systdme des racines relatives ~t ce tore, et off les U, sont 

les groupes radiciels unipotents associ& ~t ces raeines (groupes not& Uc, I dans [3]). 

Une valuation de la donnde radicielle est un ensemble de fonctions q~ : U,--~lltu{oo}, 

satisfaisant ~t des conditions ((6.2. I), (Vo) "~ (V5)) naturellement suggdrdes par l'dtude 

des groupes ddploy& sur un corps valu6. Comme nous y avons fait allusion plus haut, 
~t une valuation discr&e d'une donnde radicielle gdndratrice de G est associd un double 

systdme de Tits dans un sous-groupe d'indice fini de G (6.5). Mais dans la suite du 

chapitre, nous ne nous limitons pas au cas discret. 

L 'un des avantages de l ' introduction de donn&s radicielles valu&s est qu'elles 

permettent une dtude plus poussde de la structure des sous-groupes parahoriques, qui 

n'apparaissent plus d'ailleurs que comme des cas particuliers des sous-groupes U r &udi& 

en ddtail au n ~ 6.4, notamment du point de vue de leur pronilpotence. Par exemple, 

dans le cas des groupes semi-simples sur un corps local de corps rdsiduel k, tout groupe 

parahorique est extension d 'un groupe algdbrique rdductif sur k et d 'un groupe 

pronilpotent. 

Les w167 7 et 8 transposent en quelque sorte aux donn&s radicielles valu&s les 

r&ultats des w167 ~, 3 et 4 : construction d 'un immeuble 3-, qui dans le cas discret est celui 

du syst~me de Tits associd et qui dans le cas gdndral poss~de la plupart des structures et 

propridtds de ce dernier, k l'exception de la structure de complexe polysimplicial (bien 

que J poss~de des ~ chambres )) et des ~ facettes )~) et de la propridt6 d'&re complet; 
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~tude de la bornologie de G e t  ddtermination des sous-groupes bornds maximaux. L'ordre 

des ddmonstrations est grosso modo l'inverse de celui des w167 2 ~t 4 : nous devons commencer 
par dtudier certains sous-groupes g6n6ralisant les sous-groupes parahoriques et par 

6tablir les dficompositions d ' lwasawa et de Bruhat avant de construire l 'immeuble. 
Le w 9, essentiellement technique, expose le thdor~me qui nous permettra de 

~ descendre ~) la valuation des donn~es radicielles et le syst~me de Tits de type affine 

des groupes ddploy6s d 'abord aux groupes quasi-d~ploy6s puis aux groupes semi-simples 

quelconques sur un corps local. 
Tout ce qui est fait ic ies t  6videmment orient6 vers l 'application subs6quente aux 

groupes algdbriques; c'est donc dans le ou les chapitres suivants qu'on en trouvera l'illus- 

tration principale. Cependant, pour temp6rer la sdcheresse de ce premier chapitre, 

nous y avons inclus un w io off sont trait6s par des calculs naifs - -  ind6pendamment de 

toute descente - -  les groupes classiques. Nous y ddterminons notamment routes les 

valuations des donn6es radicielles naturelles de ces groupes. Notons que, comme nous 
ne nous y bornons pas aux valuations discr6tes et que les corps gauches de rang infini 

sur leur centre y sont admis, les rdsultats de ce paragraphe ne seront pas enti6rement 

retrouv6s dans les chapitres ult6rieurs. 

L'origine de ce travail se trouve dans des discussions que nous avons cues au cours 

de l 'Institut d'~tfi ~ Groupes alg~briques et sous-groupes discrets ~ organis6 ~ Boulder, 

Colorado, en juillet-aoflt I965, sous l'~gide de l 'American Mathematical Society. 
A l'~poque, de nombreuses conversations avec M. Kneser, T. A. Springer et R. Steinberg 
nous ont fort aides ~ nous engager dans la bonne voie; nous leur en exprimons ici notre 
amicale reconnaissance. Nous remercions aussi les diverses institutions, et principalement 

l'Universit~ de Yale, l 'Institute for Advanced Study, l 'Institut des Hautes ~tudes Scien- 

tifiques et le Sonderforschungsberelch Theoretische Mathematik de l'Unlversit6 de Bonn 

qui nous ont procur~ l'occasion des frfiquents contacts sans lesquels ce premier chapitre 

n 'aurait  certes pas v u l e  jour en un temps aussi bref. 
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i. RAPPELS ET N O T A T I O N S  

x.x. Complexes  polysimpHciaux.  

(x. x. x) Soit F u n  ensemble. Nous appellerons structure affine sur F une application 
de [o, i] • F • F dans F, notre (t, x,y) ~ tx + (i --  t)y, telle qu'il existe une b~]ectionjde F 
sur une partie convexe ayant un point int~rieur d 'un espace affine r~el E de dimension 
finie, satisfaisant ~ la condition : 

(x) j ( tx  + (i --  t)y) = tj(x) + (i -- t)j(y) 

quels que soient te[o, I] et x, y eF .  Toute partie convexe d 'un  espace affine de dimension 
finie est canoniquement munie d 'une structure affine. Un  ensemble muni d'une structure 
affine sera appelfi un ensemble affine. 

Si F est un ensemble affine, il est clair que l'espace affine E et la bijection j saris- 
faisant ~ (I) sont ddtermin~s ~t un isomorphisme affine pr~s. On peut done transporter 

F la topologie de j (F)  ainsi que les notions de dimension, de segment ouvert ou fermd, 
de parall~lisme de deux segments, de partie ou d'enveloppe convexe, de point interne, 

de point extrdmal, etc. Pour tout point x de F, soit F, l 'ensemble formd de x et des 
points y e F  distincts de x tels qu'il existe un segment ouvert de F contenant x e ty .  On 
vdrifie aussit6t que F, est une partie convexe de F et que l'ensemble des F, pour xeF  
est une partition de F. Une partie de F de la forme F, est appel6e une facette de F. 

Soient F et F' deux ensembles affines. Un  morphisme de F dans F' (encore appel6 
application affine) est une application j de F dans F' satisfaisant $ la condition (x). 
Ceci ddfinit la catdgorie des ensembles affines. Tout  morphisme bijectif est un isomor- 
phisme. L'application (t, (x, x'), (y, y '))  ~ (tx + ( I - - t ) y ,  t x ' + ( i - - t ) y ' )  munit F •  
d 'une structure affine, dite produit de celles de F et de F'. 

( I .  x. 2) Un  simplexe fermd (resp. ouvert) de dimension r est un ensemble affine 
isomorphe ~ un simplexe fermfi (resp. ouvert) d 'un espace vectoriel r~el E de dimension r, 
c'est-k-dire ~t l 'enveloppe eonvexe (resp. l'int~rieur de l 'enveloppe convexe) de r + i points 
affinement indfipendants de E. Un simplexe fermd F de dimension r poss~de r + i points 
extr~maux; une facette de F est un simplexe ouvert de dimension <r  et est l 'ensemble 
des points internes de l 'enveloppe convexe d 'une partie non vide de l'ensemble des points 

extr~maux de F. 

(I.  I .  3) U n  polysimplexe fermd est un ensemble affine F isomorphe au produit  

d 'un nombre fini de simplexes fermfis F1, . . . ,  F k (k~>o) de dimension >o .  On v6rifie 
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ais6ment que les simplexes F~ et les projections F-+F~ sont d6terminds k isomorphisme 

pr~s. Les facettes de F sont (apr6s identification de F avec F ~ •  xF~) les parties de 
la forme G~ •  • G,, off G~ est une facette de F~ ; ce sont done des polysimplexes ouverts, 
c'est-k-dire des ensembles affines isomorphes ~ des produits de simplexes ouverts. 

(*.*-4) Soient A un ensemble et ~" une partie de l 'ensemble des parties de A, 
dont les 616ments seront appel6s les facettes de A. On suppose que 

(i) Les glgments de ~ forment une partition de A. 

On se donne de plus une relation d'ordre sur ~-, notde F-~ F', et pour Fe~- ,  on 

ddsigne par F la r~union des dl6ments de ~- major,s par  F (~ldments qui seront appelds 
les facettes de F). Enfin, pour ehaque F ~ ' ,  on se donne une structure affine sur F telle 

que les deux conditions suivantes soient r6alis6es : 

(2) F est un polysimplexe fermi; 
(3) l'ensemble des F ' ~  majords par F est l'ensemble des facettes de F; l'adMrence d'un 

tel F' dans F coincide avec F' et la structure affine de F' est induite par celle de F. 

I1 en r6sulte aussit6t que chaque facette F de A est un polysimplexe ouvert, ensemble 

des points internes de F. 

(x. I .  5) On suppose d~sormais que les dimensions des facettes de A sont major6es 
et on note d i m A  leur borne sup6rieure. Pour F ~ ' ,  on pose codim F = d i m  A - - d i m  F. 
Les facettes de codimension o (resp. I) sont appel6es les chambres (resp. doisons) de A. 
Deux chambres sont dites mitoyennes si elles sont distinctes et ont une cloison commune. 
Une galerie de longueur n e s t  une suite P = ( C 0 ,  C1, . . . ,  C,) de n + i  chambres, telle 
que C~_ 1 et Cli soient mitoyennes ou confondues (I < i~< n). On dit que C o est l'origine 
et C, l'extrdmitd de I" (ou encore que C 0 et C, sont les extrfmit6s de F). On dit que I" 

est sans Mgaiement si C~_I~C ~ pour  i<<.i<~n. 
Soient F et F' deux faeettes de A. On dit qu'une galerie F = ( C 0 ,  . . . ,  C,) relie F 

F' si F c C 0  et F ' c C , .  On dit que P e s t  tendue entre F et F' si elle les relie et s'il 
n'existe pas de galerie reliant F ~ F' de longueur strictement inf6rieure ~ n. Si x, x'~A, 
on dit qu 'une galerie est tendue entre x et x' si elle est tendue entre les facettes F et F' 

contenant respectivement x et x'. On dit qu'une galerie est minimale si elle est tendue 

entre ses extr6mit6s. 

Difinition ( x .  x .  6 ) .  - -  On dit que A (muni de l'ensemble ~',  de la relation d'ordre F "K F' 
et des structures affines sur chacun des ensembles F, satisfaisant aux conditions prgcgdentes) est un 
complexe polysimplicial si, quelles que soient les facettes F et F' de A, il existe une galerie 

reliant F et F'. 

Si A est un complexe polysimplicial, les chambres de A ne sont autres que les 

faeettes maximales. Si les chambres d 'un complexe polysimplicial sont des simplexes, on 

dit que c'est un complexe simplicial. Toutes les facettes sont alors des simplexes (ouverts). 
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(x. x. 7) Soient A et A' deux complexes polysimpliciaux. Un  morphisme de A dans A' 
est une application f : A ~ A '  possfdant les deux propri6t6s suivantes : 

(i) l 'image par f d 'une facette de A est une facette de A'; 

(ii) si F est une facette de A, la restriction de f k F est une application affine 

de F su r f (F ) .  

On dit que le morphisme f est chambrg si, pour toute chambre C de A, la restric- 

tion d e f k  C est un isomorphisme de C sur une chambre de A'. 

( z . x .8 )  Soient A t et A 2 deux complexes polysimpliciaux. D6finissons les facettes 

de A 1 • A2 comme les produits F t • F2, o~ F~ est une facette de A~ (i = I, 2); munissons 
l'ensemble des facettes de A t • A 2 de la relation d'ordre ~< F~ • F~-< F 1 • F 2 si et seulement 

si F~-<F t et F~-<F~>. O n a  alors FI• t •  e t o n p e u t  munir F t •  2 d e l a  
structure affine produit. On v~rifie ais~ment que ces donn~es munissent Ax•  2 d 'une 
structure de complexe polysimplicial, dite produit de celles de A 1 et de A~. Les projections 
canoniques sont des morphismes. Ceci s'~tend dvidemment au produit  d 'un hombre fini 

quelconque de complexes polysimpliciaux. 

x. 2. S y s t ~ m e s  de  C o x e t e r  et  s y s t ~ m e s  de  T i t s .  

Dans ce num6ro, nous rappelons quelques d6finitions et r6sultats relatifs aux 
syst6mes de Coxeter et aux syst6mes de Tits. Pour les d~monstrations, nous renverrons 

([5], chap. IV),  que nous d~signerons par l.c. dans tout 1.2. 

( x . 2 . I )  Rappelons qu 'un systbne de Coxeter est un couple (W, S), off W e s t  un 
groupe et S une partie de W, satisfaisant aux axiomes suivants (l.c., w I, n ~ 3) : 

(i) S engendre W e t  les 616ments de S sont d 'ordre 2; 
(ii) soit re(s, s') l'ordxe de l'616ment ss' de W (pour s, s'ES) et soit I l 'ensemble 

des couples (s, s') d'61~ments de S tels que re(s, s') soit fini; l 'ensemble g~ndrateur S 
et les relations (ss')"~s'*')=i pour (s, s ' )~I  forment une pr6sentation de W. 

Lorsque C a r d S = l ,  on a W----Z/2Z. Lorsque C a r d S = 2 ,  legroupe  W e s t  un 

groupe diddral d 'ordre 2re(s, s'), avec S ={s, s'} (l.c., w I, n ~ 2). 

(x .2 .2 )  Soit (W, S) un syst~me de Coxeter. On appelle longueur d'un 61~ment w~W 
et on note t(w), le plus petit entier q~>o tel que w soit produit  d 'une suite de q ~Mments 
de S. On appelle dgcomposition rfduite de w toute suite (sl, . . . ,  sq) d'61~ments de S telle 
que w = s t . . . s q  et que g ( w ) = q  (l.c., w i, n ~ 1). L'ensemble {st, . . . ,  sr ne d~pend que 
de w e t  non de la d~composition rdduite choisie (l.c., w i, n ~ 8, prop. 7); on le note S w 
et on l'appelle support de w. Les dl~ments 

t j : ( S l .  . . S j _ I ) S j ( S 1 .  . . S j _ I )  - 1  

pour I<~j<~q, sont deux ~ deux distincts et leur ensemble ne ddpend que de w (l.c., w i, 
nO 4, lemme 2). 
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(x.~'.3) Soit (sl, . . . ,  Sq) une d~composition rdduite d 'un 61dment wEW et soit 
s~S. Si t(sw)<~g(w), il existe un e n t i e r j  avec I<<.j<~q, tel que s s l . . . s j _ ~ = s ~ . . . s j  et 
(sl, . . . , s ~ _ l , s ~ + l ,  . . . , s q )  est une ddeomposition r6duite de sw, qui est done de 

longueur q - - I  (l.c., w I, nO 4, lemme 3). Soient sl, �9 �9  sq des dldments de S et posons 

w = s ~ . . . s q ;  il existe une suite I<<.j~<j2<...<jk<~q telle que (sh,. . . ,s~k) soit une 
ddcomposition rfiduite de w e t  on a k - q  modulo 2. 

(x .2 .4 )  Pour toute partie X de S, on note W x le sous-groupe de W engendrd 
par X. C'est aussi l 'ensemble des 616ments w~W dont le support est contenu dans X 

(l.c., w i, nO8, cor. I de la prop. 7). On a en particulier W x n S = X  et W x n W y = W x n y  
pour X, Y c S .  Le couple (Wx, X) est un syst6me de Coxeter (l.c., w I, n ~ 8, th. 2). 

( x . 2 . 5 )  Le graphe de Coxeter Cox(W, S) (ou Cox W) du syst~me de Coxeter (W, S) 
est le couple ( G , f )  obtenu comme suit : G est le graphe dont les sommets sont les 
~l~ments de S, deux sommets distincts s e t  s' fitant lids par  une ar~te si et seulement si 
l 'ordre re(s, s') de ss' est />3 (ce qui signifie que s et s' ne commutent  pas); f e s t  
l 'application {s, s ' } ~ m ( s ,  s') de l'ensemble des ar~tes dans l'ensemble form6 de oo et 

des entiers >/3 (l.c., w I, n ~ 9). 

(I,  2 ,6)  On appelle systkme de Tits un quadruplet  (G, B, N, S), off G est un groupe, 
B e t  N deux sous-groupes de G et S une partie de N / ( B n N ) ,  vdrifiant les axiomes 
suivants (l.c., w 2, n ~ i) : 

I) L'ensemble B u N engendre G e t  B n N est un sous-groupe distingug de N.  
engendre le groupe W = N / ( B n N )  et se compose d'~16ments 

(T 
(T 2) L' ensemble S 

d' ordre 2 (1). 
(T 3) Pour tout s~S et tout wEW,  on a 

sBw c BwB u BswB. 

(T 4) Pour tout sES, on a sBs~-B. 

Notons que les 6ldments de W sont des classes modulo B n N ,  ce qui donne un 
sens aux produits Bw, BwB, etc. 

L'ensemble S est l 'ensemble des 6ldments weW tels que B u B w B  soit un sous- 

groupe de G (l.c., w 2, n ~ 5, cor. du th. 3). I1 en rdsulte que, si G, B e t  N sont donnds, 
il existe au plus une partie S de N / ( B n N )  telle que (G, B, N, S) soit un syst~me de 
Tits. Ceci nous permettra de dire, par  abus de langage, que le triplet (G, B, N) est un 
syst~me de Tits, ou encore que le couple (B, N) est un syst~me de Tits dans G. 

Le groupe W est appel~ le groupe de Weyl du syst~me de Tits. Le couple (W, S) 
est un syst~me de Coxeter (l.c., w 2, n ~ 4, th. 2). 

Dans la suite de ee numdro, on ddsigne par  (G, B, N, S) un syst~me de Tits, par  W 

son groupe de Weyl et par  v : N ~ W  l 'homomorphisme canonique. 

(1) Cette seconde hypoth6se f a r e  sur S est en  fait consdquence du  restant  des axiomes ([37]). 
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(x.e.7) L'application w ~ B w B  est une bijection de W sur l'ensemble B \G/B 

des doubles classes de G suivant B (l.c., w 2, n ~ 3, th. I). 

(x .2 .8)  Soient seS et wEW; les trois relations << BsBwB contient une seule 

double classe modulo B >>, BswB = BsBwB et t ( s w ) = t ( w ) + i  sont 6quivalentes (l.c., w 2, 
n~ 4, th. 2). Par cons6quent, si (st, . . . ,  sq) est une d6composition r6duite d 'un 616ment 

weW, on a BwB=Bs lBs~B . . .Bs~B .  

(x .o .9)  Pour toute partie X de S, posons Bx=BWxB (r6union des doubles 

classes BwB pour w d6crivant le sous-groupe W x de W engendrd par X;  cet ensemble 

est not6 G x dans (l.c., w 2)). L'application X ~ B  x est une bijection de l'ensemble des 

parties de S sur l'ensemble des sous-groupes de G contenant B e t  on a B x n By = Bxn Y 

pour X, Y c S  (l.c., w 2, n ~ 5, th. 3)- 

(x .2 .xo)  On dit qu 'un sous-groupe P de G est un sous-groupe parabolique s'il 

contient un conjugud de B. II existe alors une partie X de S e t  une seule telle que P soit 

eonjugu~ de B x (l.c., w 2, n ~ 6, prop. 4). On dit que X est le type de P. Pour toute partie Y 

de S contenant X, il existe un sous-groupe parabolique de type Y e t  un seul contenant P 

et l 'on obtient ainsi tousles  sous-groupes contenant P. 
Tout sous-groupe parabolique est son propre normalisateur; deux sous-groupes 

paraboliques distincts dont l'intersection est encore un sous-groupe parabolique ne sont 

pas conjuguds; deux sous-groupes paraboliques contenus dans un m6me sous-groupe P 

et conjuguds par un dldment de G sont conjugu~s par un dldment de P (l.c., w 2, nO 6, th. 4). 

(I.2,II) Soit ( G ' , B ' , N ' ,  S') un autre syst6me de Tits, avec G ' = G .  On dit 
que les syst~mes de Tits (G, B, N, S) et (G, B', N', S') sont gquivalents si les sous-groupes B 

et B' sont conjuguds, ou ce qui revient au m~me, s'ils poss~dent les m~mes sous-groupes 
paraboliques. Les groupes de Weyl W et W', ou plus prdcisdment les syst~mes de Coxeter 

(W, S) et (W', S') sont alors canoniquement isomorphes. En effet, soit gEG tel que 

B '=gBg-1 ;  puisque B e s t  son propre normalisateur, un tel dldment est d~termind ~t 

multiplication ~ droite pr6s par un ~l~ment de B. L'application x ~ g x g  --1 d~finit une 

bijection, ind~pendante du choix de g, de l'ensemble B \ G / B  sur B ' \G/B ' ,  done une bijec- 

tion y de W sur W' (ef. ( i .  2.7)). Comme les dldments s de S (resp. S') sont caractdrisds 

par le fait que BuBsB (resp. B 'uB'sB' )  est un sous-groupe ( I .2 .6) ,  on a y ( S ) = S ' .  

D'autre part, soit ( s l , . . . , s q )  une ddcomposition rdduite d 'un ~ldment weW. On 
d~duit immddiatement de (I .2.8) que (y(sl) , . . . ,  y(sq)) est une ddcomposition r~duite 

de y(w). I I e n  rdsulte aussit6t que, pour s, teS,  l 'ordre de y(s)y(t) dans W' est dgal 

celui de st dans W et que, par suite, il existe un homomorphisme y' et un seul de W 

dans W' tel que y ' ( s )=y(s )  pour tout seS. Comme on a 

v ( w )  = ' : ( h ) - . . ' : ( s q )  = v'(sq) = v ' ( w ) ,  

on voit que y est bien un isomorphisme de (W, S) sur (W', S'). 
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( z . 2 . z2 )  Posons H =  17 nBn -1. C'est un sous-groupe de G, normalisd par N. 
nE-'q 

Posons -N=NH.  Alors H est un sous-groupe distingud de ~,  on a H----BnN et 

l'injection de N dans ~ d6finit un isomorphisme de W sur N/(Bni~) ,  isomorphisme 
au moyen duquel nous identifierons ces deux groupes. On dit que Ie syst6me de 

Tits (G, B, N, S) est satur/si ~----N. Dans tousles  cas, le quadruplet  (G, B, ~,  S) est 
un syst6me de Tits satur6, 6quivalent ~t (G, B, N, S), et appel6 syst~me de Tits satur6 
associ6 ~t (G, B, N, S) (l.c., w 2, exerc. 5). 

Deux syst6mes de Tits seront ditsfortement/quivalents si les syst~mes de Tits satur6s 
associ6s sont les m~mes, ~t automorphisme intdrieur pr6s. On notera que deux syst~mes 
de Tits, m~me saturEs, peuvent ~tre Equivalents sans 6tre fortement 6quivalents (sauf 
cependant si leur groupe de Weyl est fini (cf. l.c., w ~, exerc, i5));  en particulier les 
groupes N e t  N' peuvent ne pas 6tre conjuguEs (cf. (2.8. I3) ). 

(x.2. x3) Un homomorphisme ? du groupe G dans un groupe (~ est dit B-adapt/ 
(resp. B-N-adapt/) si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) le noyau de ? est contenu dans B; 

(ii) pour tout g~G, il existe un ElEment hoG tel que q~(hBh -1) =gq~(B)g -1 (resp. 
~(hBh-1)=gg(B)g -~ et ?(hNh-~)=g~(N)g-~).  

Dans la suite de ee num~ro, on dEsigne par ? : G - + G  un homomorphisme B-adaptE. 

(z.~,.x4) Comme G est engendrd par la reunion des conjuguEs de B (l.c., w 2, 
n~ 4, cor. 2 du th. 2), l 'image q~(G) est un sous-groupe distingu/de G. D'autre part, 
(i) entraine que le noyau de ~ est eontenu dans tout sous-groupe parabolique de G, done 

dans H. 

(z.~,. z5) Pour tout sous-groupe parabolique P de G e t  pour tout geG,  l 'image 
rEciproque ?- t (g?(p)g-~)  est un sous-groupe parabolique de G, que nous noterons ~P. 

On dEfinit ainsi une loi d'opEration de G dans l'ensemble des  sous-groupes paraboliques 
de G. Pour tout sous-groupe parabolique P de G, nous noterons Stab'~P ou simplement 

Stab P l'ensemble des g e G  tels que g P = P .  On a ?-1(Stab P)----P. 

( z .2 .x6 )  Pour g~G, la classe ~t droite modulo B de 1'ElEment heG satisfaisant 
~t la condition (ii) de (~. 2. ~3) est bien dEterminde puisque B est son propre normalisa- 
teur et que le noyau de 9 est eontenu dans B. On  en d~duit qu'il existe une permutation ~(g) 
et une seule de W telle que 

~(B. ~(g)(w). B) = ?(h)-~.g.  ?(BwB) .g-~. ?(h) 

pour tout weW et tout h~G satisfaisant ~ (~.~. 13) (ii). Un  raisonnement analogue 
celui de (~. 2. I~) montre que ~(g) est un automorphisme du syst6me de Coxeter (W, S) 

et ~ est un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de (W, S), ou encore clans 
le groupe des automorphismes du graphe de Coxeter de (W, S). On pose ~" = ~(G). 
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(x .2 .x7)  Le noyau G0 de ~ contient q~(G). I1 en r&ulte que la restriction de 

~t Stab B e s t  une application surjective de Stab B sur E. On pose B = G0 n Stab B. Le 

couple (B, ?(N)) est un syst~me de Tits dans G0, de groupe de Weyl canoniquement 
isomorphe ~t W (l.c., w 2, exerc. 8). 

Plus g6n6ralement, si P est un sous-groupe parabolique de G, on pose 

P = G 0 n S t a b P .  Si P3B,  on a P = ? ( P ) . B .  L'application P ~ P  est une bijection de 

l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G sur celui de G0- 

(x .2 .x8)  Si P e s t  un sous-groupe parabolique de type X c S ,  le sous-groupe 

parabolique gP est de type ~(g)(X) (pour geG).  
Pour toute partie X de S, nous noterons E x l'ensemble des ~eE tels que ~(X) = X .  

Si gEStab Bx, les sous-groupes paraboliques minimaux B et gB sont contenus dans Bx, 
donc sont conjuguds par un ~l~ment de B x (I. 2. IO). Par suite, on a 

Stab B x =  q~(Bx). (Stab Bxn Stab B) = q)(Bx). (Stab B n ~-l(Ex) ) 

puisque gBx=B~ig)(x) pour geStabB.  

( I . 2 . I 9 )  Soit X c S  et soit H u n  sous-groupe de E x. Posons 

Q.(X, H ) =  ?(Bx). (Stab Bn  ~-I(H)). 

L'application (X, H ) ~ Q . ( X ,  H) est une bijection de l'ensemble des couples 
(X, H)~B(S)x~3(E)  tels que H soit un sous-groupe de Ex, sur l'ensemble des sous- 

groupes de G contenant B. On a Q.(X, Ex) ---- Stab Bx; de plus Q.(X, H) c Q.(X', H') 
si et seulement si X c X '  et H c H '  (l.c., w 2, exerc. 8). Les sous-groupes Q.(X, H) 

et Q.(X', H') sont conjugu6s dans G si et seulement si il existe t e e  tel que X ' ~ - t . X  
et H ' = t . H . t  -~. 

Soit P (resp. P') un sous-groupe parabolique de G, de type X (resp. X').  Pour que 
Stab P~S tab  P', il faut et il suffit que P 3 P '  (d'ofi X ~ X ' )  et que E x 3 E  x, : cela 
rfsulte de ce qui prdc6de, en se ramenant  par conjugaison au cas off P'----Bx,. 

(x .2 .2o)  Supposons que cp soit B-N-adapt6 et soit E l'intersection des normalisa- 

teurs de q~(B) et de 9(N) dans G. On  a G=E.~0(G) ,  d'ofi ( ~ = E . ( ~  0. Soient eeE 
et neN, et soit ~n~N tel que e?(n)e-~=?(en). On a e(nBn-~)~-en.B.(~n)-~ et 
v(en) ---- ~(e)(~(n)). 

I "3" Groupes  de Weyl  af f ines .  

Dans ce num6ro, nous rappelons quelques ddfinitions et r&ultats relatifs aux 
<< groupes de Weyl de type affine >>. Pour plus de d&ails et pour les d6monstrations, 

nous renvoyons ~t [5], d6sign6 par l.c. dans tout 1-3. 

( I , 3 ,  I ) Soit A un espace affine rdel de dimension finie. On suppose que l'espace 
des translations vA de A est muni d 'un produit scalaire (non ddg6n6r6), done d 'une 
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norme, et on munit  A de la distance (euclidienne) correspondante : on dit alors que A 

est un espace affine euclidien. 
Deux parties de A se d~duisant l 'une de l 'autre par une translation sont dites 

dquipollentes. 
On d~signe de plus par W un sous-groupe du groupe des ddplacements de A, 

engendrd par des r6flexions orthogonales par rapport ~ des hyperplans (affines) de A 
et operant proprement dans A lorsqu'on le munit  de la topologie discrete; cette derni~re 

condition revient k dire que W e s t  un sous-groupe discret du groupe des ddplacements 

de A (l.c., chap. V, w 4, n~ 9)- Pour weW, on note Vw l 'automorphisme correspondant 

de vA. 

( I . 3 . 2 )  On sait (l.c., chap. V, w 3, n~ 8) que A se ddcompose canoniquement en 
produit d'espaces affines euclidiens A o •  • A,,, chacun d'eux dtant un quotient de A, 

de telle sorte que les conditions suivantes soient r~alis~es : l 'action de W passe au quotient 

et d6finit un groupe discret W i de d~placements de Ai. , engendr~ par des r~flexions ortho- 

gonales par rapport ~ des hyperplans de Ai; le groupe W s'identifie au produit direct 

des Wi, on a W o = { I  } et chaque Wi pour I<<.i~m est irrdductible en ce sens que 

Wi:~={l} et que la reprdsentation lindaire canonique de W i dans l'espace "A i des 

translations de ~ est irrdductible. 

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que A0 est rdduit ~ un point, ce qui permet 

de ne pas le consid6rer, et que chaque Wi pour I<<.i<<.m est infini, ou, ce qui revient au 
mfime (l.c., chap. V, w 3, no 9), n'a pas de pointfixe dans ~..  Nous dirons dans ces conditions 

que W e s t  un groupe de Weyl affine; lorsque de plus m = i ,  nous dirons que W est 

irrdductible. 

(I, 3" 3) Si L est un hyperplan affine de A, nous noterons s L la rdflexion orthogonale 
admettant  L comme ensemble de points fixes. Rdciproquement, s i s  est une rdflexion 

orthogonale par rapport ~ un hyperplan, nous noterons L s cet hyperplan, ensemble des 

points fixes de s. 

On appelle tour de A (relativement ~ W) tout hyperplan L de A tel que la 

r6flexion s L appartienne ~t W. On sait que l'ensemble ~,~ des murs de A est localement 

fini (l.c., chap. V, w 3, n~ i). 

On appelle racine affine de A tout demi-espace fermd de A limit6 par un mur, lequel 
est appel~ mur de la racine. L'ensemble des racines affines de A sera notd Y-. Si sa i l ,  

on pose r~=s~= off 00~ est le mur de ~; on pose e * = A - - ~  et on d~signe par ~+ l'inter- 

section des racines affines contenant un voisinage de 0~ : c'est une racine affine 

~quipollente ~ ,t. 

I1 est clair que la donn~e de ~- ddtermine W. Un ensemble de demi-espaces ferm~s 

d 'un espace affine euclidien A qui est l'ensemble des racines a/fines de A pour un groupe 

de Weyl affine opdrant dans A, sera appel~ un syst~me de racines affines. 
On appellefacette de A (relativement ~ W ou ~ II) une classe d'~quivalence dans A 
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pour la relation d'~quivalence ~ x et y sont contenus dans les m~mes racines affines )). 

Une facette F est un ensemble convexe ouvert dans le sous-espace affine (appel~ 
support de F) qu'elle engendre. Munissons l 'ensemble o~- des facettes de la relation d'ordre 

,~ F' est contenue dans l'adh~rence de F ~; l 'ensemble notfi F au n ~ ~. ~ coincide avec 
l'adh~rence de F, et A, muni de o~-, de cette relation d'ordre et des structures affines 

canoniques sur chacun des ensembles F, est un complexe polysimplicial, dont la structure 
est produit  des structures de complexe polysimplicial sur chacun des ~.  (l.c., chap. V, 

w 3, n~ 8, prop. 6 et n ~ 9, prop. 8), qui sont d'ailleurs des complexes simpliciaux. 
Les chambres de A (relativement ~ W) sont les composantes connexes du compl~- 

mentaire dans A de la rfiunion des murs et les cloisons de A sont les facettes dont le support 
est un hyperplan (qui est alors un mur). On sait que W e s t  simplement transitif sur 
l'ensemble des chambres (l.c., chap. V, w 3, nO 2, th. ~). 

(x .3 .4 )  On d~signe par C une chambre de A fix~e une fois pour toutes. On sait 

(l.c., chap. V, w 3, n~ 3, th. 2) que l'adMrence C de C est un domaine fondamental pour W 
opgrant dans A. De plus, W est engendr6 par l 'ensemble S des r~flexions par rapport  aux 
tours supports des cloisons de C (qu'on appelle murs de la chambre C) et le couple (W, S) 

est un syst~me de Coxeter (l.c., chap. V, w 3, n~ 2, th. I). 
Plus prdcis~ment, pour I<i<~m, la projection Ci de C dans k,~ est une chambre 

de ~. (relativement k Wi). Si Si est l 'ensemble des rdflexions par rapport  aux murs 

de Ci, le syst~me de Coxeter (Wi, Si) est irrdductible et (W, S) s'identifie au produit  
des (Wi, Si); autrement dit, apr~s identification des Wi ~ des sous-groupes de W, on a 

s =  U s,. 

Le rang de (W, S), c'est-~-dire le cardinal de S, est 6gal ~ Z (dim ~ + I ) .  
l ~ i ~ m  

Par contre, on appelle rang de W (ou de Y-) la dimension de A. 
Le syst&me de Coxeter (W, S) (et aussi son graphe de Coxeter) d~termine essen- 

tiellement le groupe de Weyl affine W. Plus pr6cis~ment, soit A' un espace affine euclidien, 
W' un groupe de Weyl affine dans A', S' l 'ensemble des r~flexions par rapport  aux murs 
d'une chambre de A' relativement ~ W' ;  alors, tout isomorphisme du syst~me de 
Coxeter (W, S) sur (W', S') est induit par  un unique isomorphisme ~ : A ~ A '  d'espaces 
affines; si de plus W est irr~ductible, ~ est une similitude, i.e. transforme la distance 

de A en un multiple de celle de A'. 

(x .3 .5 )  Pour toute facette F, il existe une facette et une seule de C transform~e 
de F par un 616ment de W. D'autre part, pour toute partie X de $ telle que X r ~ S i . $ i  

pour 1<~i<<.m, l 'ensemble C x des points aEC, tels que X soit exactement l 'ensemble 
des sE$ avec aEL,, est une facette de C. De plus, l 'application X ~ C  x est une 
b i jec t iondel ' ensemble  T = { X c S I X n S , # S  ~ pour x~<i~<m}={XcS]W x estf ini} sur 

l'ensemble des faeettes de C. On a C = C o. Nous dirons que T e s t  l 'ensemble des types 
de facettes et qu 'une facettc F est de type X ~ T  si F est transformde de C x par  un 

~l~ment de W. 
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Le stabilisateur de (Ix, qui est aussi le stabilisateur d 'un point quelconque de Cx, 
est le sous-groupe W x de W engendr6 par  X (l.c., chap. V, w 3, n~ 3, prop. ~). 

( x . 3 . 6 )  Pour qu'une facette F soit une cloison, il faut et il suffit que son type 
soit rdduit k un seul dl6ment s; on dit encore que F est de type s. Si deux chambres C 
et C' sont mitoyennes (~. ~. 5), elles ont en commun une cloison et une seule. R~cipro- 
quement, toute cloison de A est facette d 'exactement deux chambres. 

Si F = ( C 0 ,  . . . ,  C,) est une galerie sans b~gaiement, on appelle type de F la 
suite s ( F ) = ( s t ,  . . . ,  s,) d'~lfiments de 8 telle que la cloison commune ~ Ci_ ~ et h C~ 
soit de type s~ (pour i<<.i<~n). Deux galeries de A de m~me origine et de m~me type 

sont identiques. 

(x .3 .7 )  On dit qu 'un point x d e / k  est un point spgcial si, pour tout mur L de A, 
il existe un mur 6quipollent ~ L contenant x. On sait que tout point special est point 
extr6mal de l 'adhdrence d 'une chambre et que pour toute chambre C, il existe au moins 
un point sp6cial adh6rent ~ C (l.c., chap. V, w 3, n~ io, cor. de la prop. II) .  S i x  est 
un point special, le groupe W est produit  semi-direct du stabilisateur W~ de x par le 
sous-groupe distingu6 V des translations de A appartenant ~ W e t  l 'application canonique 

de W, dans le groupe des automorphismes de l'espace vectoriel ~/k est un isomorphisme 
de W~ sur l 'image "W de W tout entier dans Aut "A (l.c., chap. V, w 3, n~ Io, prop. 9). 
De plus, le groupe V e s t  un rdseau dans "A, c'est-~-dire un sous-groupe discret de rang 
maximal de "A (l.c., chap. VI,  w 2, n ~ 5, remarque).  Pour que xs/k soit un point sp6cial, 
il faut et il suffit que la projection de x dans ~. soit, pour tout ie{ ~, . . . ,  m}, un point 
spfcial de ~.  pour W~. 

Supposons W irr~ductible. Un  sommet s du graphe de Coxeter de (W, S) est dit 
spgcial si le point extr~mal correspondant de C (c'est-k-dire le point d'intersection des 
hyperplans L t pour teS, t+s) est un point spdcial. 

( I . 3 . 8 )  I1 existe dans le dual ("A)* de *A un syst~me de racines r~duit ~Y. et un 
seul poss~dant la propri~td suivante : faisons de A un espace vectoriel et identifions-le 

~A en choisissant pour origine un point spdcial de A; pour ae ~y-, et keZ,  d~signons 

par L~, k l 'hyperplan affine ensemble des points xeA tels que a ( x ) = - - k ;  alors 
l 'ensemble 9~ des murs de A n'est autre que l'ensemble des hyperplans L,, k pour a&~l 
et keZ  (I.e., chap. VI,  w 2, n ~ 5, prop. 8). Les racines affines de A sont done les demi- 
espacesferm6s o~,,k={x~A[a(x)+k>~o } pour a~ ~y- et k~Z. Si ~Y-  est de laforme ~a,k, 
on pose " e = a  et ra, k=r~.  

Autrement dit, une fois un point sp6cial choisi comme origine, le groupe W 
s'identifie au groupe de Weyl affine du syst6me de racines ~IEI au sens de (l.c., chap. VI,  
w 2). En particulier, pour ae"l~, notons a v l 'unique 616ment de "/k tel que la r6flexion r~ 

associ~e ~t a soit donn~e par r~(v)=v--a(v)a  v (v~A).  L'ensemble des a v pour ae ~y- 

forme le systkme de racines inverse de "If (l.c., chap. VI, w 2, n ~ 1, prop. i). Les points sp~ciaux 

sont les poids du syst~me de racines ("Y-)v (l.c., chap. VI, w 2, n ~ 2, prop. 3), le groupe V 
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des translations de W est le groupe des poids radiciels de (~I)v et est engendr6 par ("IEI)v 

(l.c., chap. VI, w 2, n ~ i, prop. i) et les chambres de A sont les alcEves de ~l~ au sens de 

(l.c., chap. VI, w 2, n ~ i). Le groupe ~W (opErant dans "A et dans son dual) s'identifie 

au groupe de Weyl (ordinaire) de ~-. II est engendr6 par les rEflexions r~ pour a~ *y-. 

Les ElEments de "ZI seront appelEs les racines vectorielles de A (relativement ~ W). 

(x. 3- 9) A la decomposition A = A a •  • A~ de ( I.  3.2) correspond une dEcompo- 
sition du dual de "A en somme directe des (~A~.)* et les intersections 'Y-ta (~.)* ne sont 

autres que les composantes irrEductibles de ~ (l.c., chap. VI, w I, nO 2). 

(I.3.IO) On appelle chambre vectorielle une composante connexe du complEmen- 

taire dans ~A de la reunion des hyperplans (vectoriels) noyaux des racines vectorielles, 

c'est-~t-dire une chambre du syst~me de racines inverse (,y.)v au sens de (l.c., chap. VI, 

w I, n ~ 5)- Plus gEnEralement, on appellefacette vectorielle une classe &Equivalence pour 

la relation d'Equivalence suivante dans "A : ~< pour toute racine vectorielle a, a(x) et a(y) 
sont simultanEment soit nuls, soit strictement positifs, soit strictement nEgatifs -. Une 

facette vectorielle est un c6ne simplicia', une chambre vectorielle est un c6ne simplicial 

ouvert. Le groupe ~W est simplement transitif sur l'ensemble des chambres vectorielles 

et l'adhErence d 'une chambre vectorielle est un domaine fondamental pour 'W operant 

sur ~A (l.c., chap. VI, w I, n ~ 5)- L'opposEe d'une chambre vectorielle est une chambre 

vectorielle (l.c., chap. VI, w I, cor. 3 de la prop. 17). 

(x .3 .xx)  On appelle quartier de A l'ensemble x + D  des transformEs d 'un point 
donne x~A (appelE sommet du quartier) par les translations appartenant ~ une chambre 
vectorielle D donnde (appelEe direction du quartier). Deux quartiers de direction opposEe 

sont dits opposgs. Soit x un point special de A; tout quartier de sommet x contient une 
chambre C et une seule k laquelle x soit adherent; le quartier Q est alors reunion des 

transformEs de C par les homothEties de centre x et de rapport > o  et on obtient ainsi 

une bijection de l'ensemble des quartiers de sommet x (ou encore l'ensemble des 

chambres vectorielles) sur l'ensemble des chambres de A dont l'adhErence contient x. 

(x .3 .x2)  A toute chambre vectorielle D est associEe une base B(D) de ~ (ou 
syst~me de racines simples), c'est-~t-dire une partie linEairement indEpendante de ~Y. 

telle que tout ElEment de "~ soit combinaison linEaire k coefficients entiers tous de mfime 
signe d'dlEments de B(D) : la chambre vectorielle D est l'ensemble des xe~A tels que 
a(x)>o pour tout a~B(D). L'application D~,B(D) est une bijection de l'ensemble 

des chambres vectorielles sur l'ensemble des bases de ~Y- (l.c, chap. VI, w i, n ~ 5 et 7)- 
Pour tout aeB(D), l 'hyperplan Ker a contient une face du c6ne simplicial D et on obtient 

ainsi une bijection de B(D) sur l'ensemble des faces de D. 

(I.3.I3) Lcs racincs vcctoriellcs qui sont combinaisons linEaircs ~t coefficients 

positifs d'E1Ements de B(D) sont dites positives pour la chambre vectorielle D; ce sont 
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d'ailleurs les racines positives pour la relation d'ordre sur le dual de "A ddfinie par le 

c6ne convexe D. Leur ensemble est not6 *~'i~ ou ~Y-+(D). On a '~= 'Y-+ u(--~Y.~). 
Si W e s t  irrdductible, ou, ce qui revient au m~me, si le syst~me de racines "~- est irrd- 

ductible, il existe une plus grande racine ~ pour cette relation d'ordre; si l 'on identifie 

comme plus haut A e t  ~A en prenant pour origine un point spdcial, la chambre de A 

contenue dans le quartier D et contenant l'origine dans son adhdrence est l'ensemble 
des points xeA tels que a(x)>o pour tout aeB(D) et ~ (x)< i  (l.c., chap. VI, w 2, 

nO 2, prop. 5)- 

(I "3" I4)" Soit D u n e  chambre vectorielle. On sait que l'ensemble R = R ( D )  des 

rdflexions r, pour aeB(D) engendre ~W et que ("W, R) est un syst~me de Coxeter 

(l.c., chap. VI, w I, n ~ 5, th. 2); on a 

"~'..+(r,(D))={be~Y..+(D)[b+ a}u{- -a}  et --aeB(ra(D)) (ibid.). 

(x. 3. x5) Soit M une partie de "Y-. Nous dirons qu 'un dldment meM est extrdmal 
dans M si la demi-droite R+ m est une gdndratrice extrdmale du c6ne convexe d'origine o 
engendrd par M. Un ordre sur M sera dit grignotant s'il est total et si tout dldment meM 

est extrdmal dans l'ensemble des 616ments de M plus grands que m. Pour qu'il existe 
un ordre grignotant sur une partie !V[ de ~Y-, il faut et il suffit que le c6ne convexe 

d'origine o engendrd par M soit strictement convexe, ou encore que son polaire soit 

d'intdrieur non vide, ou encore rencontre une chambre vectorielle D, ce qui signifie 
que M cq~+(D). Dans ce cas, il existe un ordre grignotant sur M pour lequel le premier 

61dment est un dldment extrdmal dans M donnd ~ l'avance. En particulier, il existe un 

ordre grignotant sur 'Y-+ (D) pour lequel le premier dldment est une racine simple aeB(D) 
arbitraire. 

Si .-V[' c 1V[, la restriction ~ M'  d 'un ordre grignotant sur M est un ordre grignotant 
s u r  ~/~ r, 

(x .3 .x6)  Pour route chambre vectorielle D, on ddfinit une relation d'ordre dite 

associde d D et not6e <D sur A (resp. ~A) de la mani~re suivante. Soit D* la chambre du 

syst~me de racines "Y- associde ~t la base B(D) (l.c., chap. VI, w i, n ~ 5) : c'est l'ensemble 

des te('A) * dont le produit scalaire avec tout dl6ment de B(D) est strictement positif. 

Par d6finition, la relation x~< B x', pour x, x 'eA (resp. ~A) 6quivaut ~ t(x'--x)>~o pour 

tout teD* (ou ce qui revient au m~me, pour tout poids dominant  t de "Y- relativement 

~t B(D)). Ces relations d'ordre sont compatibles avec la structure d'espace vectoriel 

de ~A et avec l 'action de "A sur A. Pour y e D  et we~W, on a w(y)<~Dy (l.c., chap. VI, 

w I, n ~ 6, prop. 18). 

(I .  3. I7) Le tableau p. 29-3 ~ permet de rctrouvcr la liste des graphes de Goxeter 

des groupes de Weyl affines irrdductibles : ce sont les graphes de Coxeter sous-jacents 

aux graphes de Dynkin des 6chelonnages irrdductibles (I .4) .  Dans ce tableau, on a 

signal6 par un s les sommets spdciaux (I.  3.7). On remarquera que le groupe des auto- 

24 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 25 

morphismes d 'un tel graphe de Coxeter op~re transitivement sur l'ensemble des sommets 
sp6ciaux. 

(I .  3-x8) Soit W le normalisateur de W dans le groupe des automorphismes de A; 

c'est aussi le groupe des automorphismes du complexe polysimplicial A. Soient V l e  

sous-groupe des translations appartenant ~ I~ r, x un point sp6cial de A adherent k C 
et D la chambre vectorielle satisfaisant ~ C c x  q-D. Pour toute partie ~ de A, on pose 

Alors (l.c., chap. VI, w 2) : 

(I) W e s t  produit  semi-direct de l~r~ par le sous-groupe distingu6 W. 

(2) I~ r est produit  semi-direct de *~r~ par V e t  l 'application w ~ * w  est un 

isomorphisme de 1~r, t sur ~I~ r. 

(3) V e s t  le groupe des poids du syst6me de racines inverse de ~Y- et op~re de fa~on 
simplement transitive sur l'ensemble des points sp~ciaux de A. 

(4) ~ , t  est produit  semi-direct de l~r~+D)par W,;  si l 'on fait op6rer 17g~+D) sur 

le dual de ~A par la contragr6diente de l'op6ration naturelle dans "A, alors l~r(t~+9)laisse 

fixes *~- et B(D), &off un homomorphisme de 1~r(tx+D) dans le groupe des automorphismes 
du graphe de Dynkin de ~Y., homomorphisme qui est bijectif. 

(5) Les 616ments de ~ permutent  les tours de C; on en d6duit un homomorphisme 

de ~ dans le groupe des automorphismes de (W, S), ou du graphe de Coxeter de W, 

homomorphisme qui est bijectif. Si W e s t  irr6ductible, l ' image de ~r~+9) par cet isomor- 
phisme est le sous-groupe fixateur du sommet sp6cial de Cox W associ6 ~t x. 

(6) Posons ~r i . t=W~.V.  C'est un sous-groupe distingu6 de W e t  W est produit 
~ a  

semi-direct de W(t,+91 par Wi. t. 

I .  4.  E c h e l o n n a g e s  (1). 

On conserve les notations du n ~ I. 3. 

(I "4" I) Soit q) un syst~me de racines non n~cessairement r6duit dans le dual 
de vA. Les deux propridt6s suivantes sont dquivalentes : 

(i) �9 et le syst~me de racines rdduit ~Y.. ont mgme groupe de Weyl vW; 

(ii) pour tout aeap, il existe un nombre rgel X(a)>o tel que X(a)ae 'y- et l'application 

a ~  X(a)a de �9 dans "F., est surjective. 

(x) (Note ajout~e sur ~preuves.) I1 y a ~quivalence entre notre notion d'~chelonnage et ce que I. G. Mac- 
donald appelle ~< syst~me de racines affines ~>. 
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Dans ce qui suit, nous supposerons que * satisfait ~t ces conditions. On voit facile- 
ment que si ~Y-- est irr~ductible et n'est pas de type B,, C,, G2 ou F4, il existe ~,ER+ 
tel que O = X  ~y-. Par contre, si ~Y- est de type B,, C,, F 4 (resp. G2) , �9 peut &re de 
type C,, B,, F, (resp. Gz) et on peut avoir ),(a)=2X(b) (resp. X(a)=3X(b)) pour a 
d&rivant  l'ensemble des racines courtes et b celui des racines longues de * ;  de plus, 
si "Y- est de type B, ou C,, �9 peut &re de type BC,. 

On appelle gchelonnage de �9 par ~- une partie o~215 possddant les propri&ds 
suivantes : 

(E I) si (a, e ) eg ,  alors aeR+.~e ;  

(E ~) si (a, e ) e g  et si w e W ,  alors ("w(a), w(e))e@; 

(E 3) Ies restrictions ~ ~ des deux projections pr~ : q)• et pr~. : @• sont 
surjectives. 

Deux racines a~@ et eeY. telles que (a, e) e@ sont dites associ&s par l '&helon- 

nage g. 

(x .4 .2)  Si xcA et si F est la facette de A contenant x, l'ensemble O ~ - ~ v  des 
racines aeq) associ&s aux racines affines dont le mur  contient x, est un syst~me de 
racines dont le groupe de Weyl est l ' image canonique dans "W du stabilisateur de x; 
on l'appelle le srst~me de racines attach6 ~ x (ou ~ F) par o ~. 

( I . 4 . 3 )  Soit O'C (~A)" un autre syst~me de racines. Deux &helonnages o~c �9 • Y- 
et 8 '  c * '  • X sont dits homothdtiques s'il existe une transformation linfiaire X : ("A)* -+ (~A)" 
telle que (a, a) ~g  si et seulement si (X(a), 0~) ~o ~'. Dans ce cas, X induit sur chaque (~Ai)" 
une homoth&ie de rapport positif. Un  &helonnage est dit semblable ~ ~ s'il est isomorphe 
(dans un sens Evident) k un &helonnage homoth&ique ~ e". 

(x.4.4) Dans la suite de ce numEro, nous aurons ~ consid6rer des quadru- 
plets (G,f,  M, F) form6s d 'un graphe G, d 'une f o n c t i o n f d e  l'ensemble des ar&es.de G 
dans l'ensemble {3, 4, 6, oo}, d 'un ensemble M de sommets de G et d 'un ensemble F 
de couples (r, s) de sommets tels que {r, s} soit une ar&e. Les sommets appartenant 

M sont dits multipliables. Le couple (G , f )  est le graphe de Coxeter sous-jacent ~ (G,f ,  M, F). 
Un tel quadruplet (G,f,  M, F) sera repr6sent6 par un dessin dans lequel une ar&e {r, s} 
est figur& par un trait simple, double, triple ou 6pais selon que f ({r ,  s}) = 3, 4, 6 ou oo, 
et affect6 d 'un signe d'in~galitE > allant de r vers s si (r, s) EF, les sommets muhipliables 
~tant rnarqu6s d 'une croix. 

Soit 11 une partie finie de ("A)'--{o} telle que, pour tout couple (a, b) d'616ments 

de H, on ait 

- -  ~ (a I b) 
(a[a) eN,  ou a = 2 b ,  ou encore b =2a ,  
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oe~ (I) dEsigne un produit scalaire dans (~A)" invariant par 9 .  On appelle graphe de 
Dynkin de l-I, le quadruplet  (G,f ,  M, F) dEfini comme suit : les sommets de G sont les 
ElEments a de II tels que a/2r une paire {a, b} de sommets est une arEte si 
(a I b) 4: o; ta fonction f est dEfinie par 

~.  (alb)  ~ 
COS 2 - -  

f({a, b}) = (a ] a)(b I b) ; 

un sommet a appartient ~t M si 2aeII ;  enfin, un couple (a, b) de sommets appartient 

F s i  (al a )> (b lb  ) . 
Soit q) un syst&me de racines dans un sous-espace de (~A)*, dont le groupe de Weyl 

laisse invariante la restriction du produit  sealaire ( [ ) ~ ee sous-espace. Le graphe de Dynkin 
de q~, notd Dyn ~,  est par ddfinition le graphe de Dynkin de l'ensemble des ~lEments 
de * qui sont multiples positifs des ElEments d 'une base. Ce graphe ne depend pas, 
isomorphisme canonique pr&s, de la base ehoisie. 

(x .4 .5)  On appelle graphe de Dynkin d'un dchelonnage d ' C * •  et on note Dyn ~, 
le graphe de Dynkin de l'ensemble des ElEments de �9 assoeiEs aux raeines affines eonte- 
nant C et dont l e m u r  eontient une eloison de C. A isomorphisme canonique prEs, ee 
graphe depend seulement de 8 et non du choix de la chambre fondamentale C; 
l'ensemble de ses sommets est en eorrespondance bijeetive canonique avec t'ensemble 
des eloisons de C, done aussi avec l'ensemble S. Connaissant le graphe de Dynkin d 'un 
Echelonnage g, on en dEduit le graphe de Coxeter de W, et les graphes Dyn �9 et Dyn ~x 
pour tout x J l ,  (done aussi les systEmes ~, Ig et ~x ~t isomorphisme prEs) par les rEgles 
suivantes, dont les demonstrations sont immEdiates : 

(I) Le graphe de Coxeter de Wes t  le graphe de Coxeter sous-jacent ~ Dyn 8. 

Supposons Dyn d ~ eonnexe. Si son rang (c'est-~t-dire le nombre de ses sommets 
moins un) est Egal ~t I, alors Dyn (I) a un seul sommet, toujours multipliable saufsi Dyn 
est le graphe o o. Si Dyn do est de rang I>2 et n'est pas Fun des graphes suivants : 

• \ 
0---->----0 0 �9 �9 �9 �9 0 0---->----0 

(2) ~ x I (?/'~I sommets) 
0~<----0---- 0 .... 0 0---->----0 

0~-~)~0 0 �9 �9 �9 �9 0 0----> ----0 / 

alors, Dyn q~ se dEduit de Dyn d ~ en lui retirant un sommet special (et le rEsultat ne 
depend pas du sommet special choisi). Enfin, si Dyn @ est l 'un des graphes (2), Dyn q) 

est le graphe 
x 

o o - - - - - o  . . . .  o o---->~o (n sommets). 

Lorsque Dyn ~ n'est pas connexe, Dyn �9 s'obtient en appliquant les rEgles prEcE- 

dentes aux composantes connexes de Dyn g. 
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(3) Si x e A  est contenu dans une facette de type X c S ,  le graphe Dyn O, est 

le sous-graphe de Dyn o ~ dont les sommets correspondent aux 61dments de X. 

( , . 4 . 6 )  Un 6chelonnage est d6termin6 h une similitude pr6s par son graphe de 

Dynkin. Le tableau de l a p .  29-3o est la liste complete des graphes de Dynkin des 
dchelonnages irr6ductibles. 

Pour ddmontrer ces assertions, on classifie pour chaque groupe de Weyl affine 

irr6ductible les 6chelonnages correspondants. Supposons par exemple que W soit de 

type C~. En examinant la classification des syst~mes de racines, on voit que, ~t une 

homoth6tie prfis, ou bien �9 est le syst~me @0 =vy- de type C~, ou bien 4) est le systfime ~1 

de type B~ obtenu en conservant les racines longues de *Y- et en rempla~ant les racines 

courtes par leur double, ou bien �9 est le syst6me �9 2 = �9 0 u �9 1 de type BC n : ces syst~mes 
sont en effet les seuls qui admettent ~W comme groupe de Weyl. Si �9 = 4)0 (resp. d0 = O1) , 

il existe un et un seul 6chelonnage de �9 par ~, puisque, pour tout 0~Y--, il existe une et 

une seule racine a~O avec vaeR+.a .  Le graphe de Dynkin correspondant est 

0----)--0 0 .... 0 0----<--0 

(resp. o_--<~o o .... o o-->--o). 

Si �9 = (I)2, il y a quatre dchelonnages non semblables de qb par Ig. On los obtient 

de la mani~re suivante : soit ~ une racine affine contenant C et dont le mur 0~ contient 

une cloison de G; si la r6flexion par rapport ~t 0~ est l 'une des extr6mitds de Cox W, 

on associe ~t ~ soit l 'un, soit les deux 616ments de qb appartenant t~ R+ .~0~; sinon, on lui 

associe l 'unique 616ment de �9 n R+.  ~a. Soit g l'ensemble des transform6s par W des 
couples ainsi d6finis. I1 est imm6diat que o a poss~de les propri6t6s (E I) et (E 2); pour 
que g soit un 6chelonnage, il faut et il suffit que l'ensemble des racines de �9 assocides 

au d6part aux r6flexions correspondant ~ l 'une ou l 'autre des extr6mit6s de Cox W, 

contienne au moins une racine de plus grande longueur possible et au moins une racine 

de plus petite longueur possible. Enfin, comme les deux rdflexions correspondant aux deux 

extr6mitfs de Cox W ne sont pas conjugu6es dans W ([5], chap. IV, w I, n ~ 3, prop. 3), 

on voit que les 616ments de d9 associfs par l'4chelonnage ~ k une racine affine contenant C 

et dont l e m u r  contient une cloison de C, sont exactement ceux que l'on avait choisis au 

d6part. D'ofl les quatre 6chelonnages de �9 2 par Y- : 

0~)--0 0 .... 0 0 ~ ) ~ 0  

X 

0 ~ < ~ 0  0 .... 0 0 ~ > ~ 0  

X 
0 ~ ( ~ 0  0 .... 0 0 ~ < ~ 0  

>( x 
0 ~ ( ~ 0  0 . . . .  0 0 ~ ) ~ 0  

La ddtermination des 6chelonnages pour lesquels Cox W est d 'un autre type se 

fait de maniSre analogue, mais est encore plus facile. 
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Nom Rang 

Tableau des dchelonnages irrdductibles 

Type Type 
de ~Y- de �9 Graphe de Dynkin et sommets spdciaux 

A1 

C-BCl 

C-BC~ I 

C-BC[" 

C-BCI v 

A,, 

B. 

A 1 A 1 c o 
$ $ 

A 1 BCI o 
$ $ 

A1 BCI ~ 
s $ 

A 1 BC1 o--~--o 
$ $ 

x 

A1 BC1 o-->--o 
S s 

n >/2 A. A. 

n~> 3 B. B. 

B-C. n/> 3 B. C. 

B-BC. n/> 3 B. BC. 

C, n >/2 C, C, 

C-B. n/> 2 C. B. 

C-BC. ~ n t> 2 C. BC. 

C-BC n n~>2 C. BC. 

o/~ 
s ~ o  

$ 

~ ~ 
o~ 
S 

~ o  
o~ 
$ 

~ o  
o~ 
$ 

0~>----0 
$ 

0--(~0 

S 

0 ~ < ~ 0  
I 

X 

0~<----0 
$ 

0 .... 0 .... 0 

$ S $ ~  

o .... o o ~ ~  
$ S $ 

0 .... 0 0---->----0 

--0 �9 �9 �9 �9 0 0~<---~0 

X 

0 .... 0 0----)~0 

0 .... 0 0----(:0 
$ 

0 .... 0 0 --~>:0 
$ 

X 

0 .... 0 0 ~ ) ~ 0  
$ 

X 
0 . . . .  0 0 - - - - ) ' ~ 0  

$ 
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Nom 

Tableau des fichelonnages irr4ductibles (suite) 

Type Type 
Rang de "Y- de �9 Graphe de Dynkin et sommets sp6ciaux 

C - B C  I n  n > / 2  C .  B C .  o = = > =  o . . . .  o . . . .  o - o - - > - - - - o  
$ $ 

• 

C-BCI. v n i> 2 C. BC. o=--> --o o .... o o: =>zo 
$ $ 

D, n i> 4 D, D, 

E 6 6 E~ E 6 

~ 

o~- 
$ 

E7 7 E 7 E 7 o----o 
$ 

E 8 8 E s E 8 

F4 4 F4 F4 

F~ 4 F4 F4 

G 2 2 G 2 G 2 

G~ 2 G2 G2 

0 ..... 0 

$ 

o o 

0 . . . . . . . .  ~ 0  

$ 

0$ 

0 

i 

I 
0 --0 0 --0 ..... 0 
$ $ 

0 

b 

0 - 0 0 

0 - - - - - - - 0  0 

o o 
$ 

T 
O -  0 . . . . .  0 

0 . . . . . .  0 
$ 

0 - - - - - 0  
$ 

0~>--0 --0 

0 "~(---~ 0 -- --- 0 

0 0 ~- ) --~-" 0 
$ 

$ 

x .  5- C o n v e n t i o n s  e t  n o t a t i o n s .  

(I.5.I) On dit qu'un syst~me de Tits (G, B, N, S), de groupe de Weyl W, est 
de type affine s'il existe un groupe de Weyl affine W, op4rant dans un espace euclidien 
affine A, une chambre C de A et un isomorphisme du syst~me de Coxeter (W, S) sur 
le syst~me de Coxeter (W, S), od S est l'ensemble des r4flexions par rapport aux murs 
de C (x.3.4).  On appelle rang de ce syst~me de Tits le rang de W, c'est-~-dire la 
dimension de A (I .3 .4) .  
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Nous appellerons alors sous-groupe parahorique de G u n  sous-groupe parabolique 
de G dont le type X est, aprEs identification de W avec W, un ElEment de l'ensemble T 
de (x.3.5),  c'est-k-dire est tel que W x soit tim'. Un  sous-groupe P contenant B est done 
un sous-groupe parahorique si et seulement si l 'ensemble des doubles classes B \P /B  est 
fini. Lorsque W est irrEductible, les sous-groupes parahoriques ne sont autres que les 
sous-groupes paraboliques propres, i.e. diffErents de G. Tout  sous-groupe parabolique 
contenu dans un sous-groupe parahorique est un sous-groupe parahorique; les sous- 
groupes paraboliques minimaux, i.e. les conjuguEs de B, sont des sous-groupes 

parahoriques. 

(X.5.2) Dans toute la suite du chapitre, nous conserverons les hypotheses et notations de I .3. 
En partieulier, la lettre W dEsigne un groupe de Weyl affine operant dans un espace 
affine euclidien A et les symboles "A, C, Y-, etc. ont la mfime signification qu 'en I .3- 

Dans les w167 2 ~ 4, on ddsigne par (G, B, N, S) un systkme de Tits satur~ de type affine. 

On identifie le groupe de Weyl W de G avec W comme en (I.  5. x) et les symboles Bx, 
H, etc. auront la m~me signification qu'en 1.2. 
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2. L ' I M M E U B L E  D 'UN SYST~ME DE TITS DE TYPE AFFINE 

Nous allons associer au systbme de Tits (G, B, N, S) (I.  5-2) un ensemble d r, qui 
sera muni d 'une structure de complexe polysimplicial (2.1), d 'un ensemble de 
morphismes chambr6s de complexes polysimpliciaux de A dans dr, appelfis applications 
structurales de dr (2.2), d 'une distance en faisant un espace mfitrique complet et pour 
laquelle les applications structurales sont des isomfitries (2.5) et d 'une loi d'op6ration 
de G respectant ces diverses structures (2 . i .4 ) .  L'objet dr ainsi d6fini sera appel~ 
l'immeuble du systbme de Tits (G, B, N, S), ou, par abus de langage, de G. Nous verrons 
qu'il ne d6pend que de la classe de conjugaison du couple (B, N) (2.7)- 

,7. I. Le c o m p l e x e  p o l y s i m p l i c i a l  J .  

(2 .x .x)  Soit ~ l'ensemble des sous-groupes parahoriques de G. Pour P e ~ ,  on 
d~signe par -r(P) eT  ]e type de P (I.  2. io). Soit dr l'ensemble des couples (P, x), avec 

P e ~  et xeC,/pl(I .3.5) .  Pour P e ~ ,  l'ensemble F = F ( P ) = { ( P ,  x) lxeC,ipi } est appeld 
unefacette de dr, de type ~(F)=~:(P) et de codimension Card~(P) .  Si P ' e ~  et PEP ' ,  
on dit que F(P') est unefacette de F(P);  on a alors v(P ' )~v(P) .  R6ciproquement la 
facette F(P) poss~de, pour tout type Y~ v(P), une facette et une seule de type Y (I.  2. i o). 

On notera F la rdunion des facettes d 'une facette F donn6e. 

(2 .x .2)  L'application (P, x ) ~ x  appel6e l'application canonique de J dans C. Si F 

est une facette de dr, de type X, la restriction de cette application ~t F (resp. F) est une 

bijection de F (resp. }'-) sur C x (resp. Cx), dont l'inverse est appel6e l'application canonique 

de (I x (resp. Cx) sur F (resp. F). On munit F (resp. F) de la structure de polysimplexe affine 
ouvert (resp. ferrrd) obtenue par transport de structure gz partir de celle de C x (resp. s grace 

cette application canonique. II est imm6diat que si l'on d6signe par o~" l'ensemble des 

facettes de dr et par F' -~ F la <~ relation d'incidence >> F' c F, les conditions de (I.  I. 4) 
sont satisfaites. Les chambres de J sont les facettes de type t0, assocides aux sous-groupes 
parahoriques minimaux. Au contraire, si P est un sous-groupe parahorique maximal, 
la facette F(P) contient un seul point, not6 a v et appel6 le sommet de J associ6 ~ P. 

(2. x. 3) Si deux chambres de dr sont mitoyennes, c'est-k-dire si elles sont distinctes 

et ont en commun une cloison (I.  1.5), cette cloison est bien d6termin6e. En effet, 
si F(P1) et F(Pz) sont deux cloisons distinctes d 'une mfime chambre F(P), on a P =  P1 n P2- 
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Ceci permet de poser la ddfinition suivante : si P----(C0, . . . ,  Cn) est une galerie sans 
bdgaiement de J ( i .  1.5), on appelle type de P la suite s ( P ) = ( s l ,  . . . ,  sn) d'dldments 
de g telle que la cloison commune aux chambres mitoyennes Ci_~ et C i soit de type s~ 
pour I ~< i<~ n. 

( 2 , 1 . 4 )  On fait opfirer le groupe G sur J en posant 

(I) g. (P, x)=(gPg -1, x) (pour P ~  et xeC~cp) ). 

Ceci d6finit bien une loi d'opdration de G dans J puisque gpg-1 est un sous-groupe 
paxahorique de mame type que P. 

Proposition. - -  (i) Pour tout type X e T ,  le groupe G permute transitivement les facettes 

de type X .  
(ii) Pour tout sous-groupeparahorique P, la restriction de l'action de g e G ~ F (P) (resp. F (P)) 

est une b~iection affine de F(P) (resp. F(P)) sur F(gPg -1) (resp. F(gPg-1)), dont la composde 
avec l'application canonique de C,(pI sur F(P) est l'application canonique de C,(pI sur F(gPg-1). 

L'assertion (i) r6sulte de la conjugaison des sous-groupes parahoriques de type 
donnd (1.2.1o) et (ii) est 6vidente. 

Proposition (2 .x .5) .  - -  Soit Q un sous-groupe parahorique de G. 
(i) Q est le stabilisateur dans G de la facette F(Q)  et de chacun de ses points; 

(ii) F (Q)  est l'ensemble des points de J stables par Q.  
Les deux assertions rfisultent aussit6t de ce qu 'un sous-groupe parahorique est 

son propre normalisateur. 

Corollaire (2. x. 6). - -  Soit C une chambre de J .  Alors -C est un domaine fondamental 
pour G dans J .  

En effet, toute facette de J e s t  transformfie d 'une facette F de C et d 'une seule 
et (2.1.5) montre que si g e G  est tel que g . F n F + O ,  ce qui entrMne g . F = F ,  alors 

g . x = x  pour tout xeF. I1 en rfisulte que toute orbite de G dans J rencontre C en un 
point et un seul. 

Proposition (2. x.7). - -  Soient C et C' deux chambres de J .  Il existe un glgment 
w = w ( C ,  C ' )eW et un seul tel que g - tg ' eBwB quels que soient g, g ' e G  avec C = g . F ( B )  
et C'=g ' .F (B) .  Ona w(h .C ,h .C ' )=w(C ,  C') quelquesoit beG et w ( C ' , C ) = w ( C , C ' )  -1. 
Posons w(C)=w(F(B) ,C)  : pour tout nev-l(w(C)) ,  ilexiste beB tel que C----bn.F(B). 

Soient g,g ' ,g l ,g~eG avec C = g . F ( B ) = g l . F ( B  ) et C ' = g ' . F ( B ) = g ~ . F ( B ) .  Vu 
(2.1.5) (i), on a g~gB et g'~eg'B, d'ofi g~-tg[~Bg-tg'B, ce qui ddmontre la premiere 
assertion. Soit de nouveau C = g . F ( B )  et soit nev- l (C)) .  Par ddfinition de w(C), il 

existe b,b 'eB avec g=bnb',  d'o~ C = b n . F ( B ) .  Lesautres  assertions sontdvidentes. 

Lemme ( 2 . I , 8 ) .  - -  Pour qu'une chambre C = b n . F ( B )  soit mitoyenne de F(B), il faut 
et il suffit que ,~(n) eS. La cloison commune tz C et F(B) est alors de type ,,(n). 
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Les cloisons de F(B) sont les facettes F(B{,)) pour  seS et F(B{,}) est une facette 
de C = b n . F ( B )  si et seulement si bn.F(BI,})=F(B{,}), c'est-~-dire bneBi, } (2.~.5) 
ou encore v(n)~{e, s}. Mais sous cette condition, on a C = F ( B )  si et seulement si 
~(n)=e,  &off le lemme. 

Proposition (~. 1.9).  - -  Soit F=(C0 ,  . . . ,  C,,) 
Les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) P est une galerie sans Mgaiement; 

(ii) il existe b~B,  s~eS et 7~ev-t(s~) 

C~ ---- b~7, . . ,  b j j .  F(B) 

Sous ces conditions, F est de type (s~, . . . ,  s~). 

une suite de chambres, avec C0=F(B) .  

(pour j = ~ , . . . , m )  tels que : 

pour j =  I, . . . ,  m. 

Sous les hypoth6ses de (ii), les chambres C~ et Cj+t sont les images par  b~7~.., bT~ 
des chambres F(B) et bj +17j+1. F(B), lesquelles sont mitoyennes d'apr6s le lemme (2. I. 8), 
d'ofl (i). R6ciproquement,  admettons (i) et d6montrons (ii) par  r~currence sur j .  En 
vertu de l 'hypoth6se de rdcurrence, on a C j _ t = b 1 7 1 . . . b j _ l ~ _ t . F ( B  ) avec bkeB et 
7~e,f t (S) .  Comme les chambres Cj_ t et Cj sont mitoyennes, il e n e s t  de m~me de F(B) 
et de la chambre C ~ - - ( b j ~ . . .  bj_~7~_~)-~.C~, de sorte que l 'on a C j = b j ~ . F ( B )  avec 
b~eB et ~fiv-t(S)  (lemme (2 . I .8 ) ) ,  d'ofl (ii). 

La derni~re assertion r6sulte de (2. x.8). 

Corollaire (2.x.xo). - -  Soit C une chambre de d .  Posons w = w ( F ( B ) ,  C). Pour route 

dgcomposition rgduite s = ( s l ,  . . . ,  sin) de w, il existe une galerie minimale d'origine F(B), 
d'extrgmitg C et de type s. 

Soit s = ( s l ,  . . . ,  sin) une d6composition r6duite de w, soient nev-t(w) et beB 
tels que C = b n . F ( B )  (2 . I . 7 )  et soient ?-j~-t(sj) tels que n = 7 1 . . . 7 , , ;  les chambres 
b71.. .7~.F(B) forment d'apr~s (2.1.9)  une galerie F, d'origine F(B), d'extr6mit6 C, 
de type s et de longueur g(w). D'autre part ,  soit (C0=F(B) ,  C1, . . . ,  C q = C )  une 
galerie sans b6gaiement. D'apr6s (2 . I . 9 )  , il existe 7~ev-~(s) et bjeB (pour I<~j<~q) 

tels que C=b~7'tb2.. .bqs'q.F(B), d'ofl neBT[B. . .BT;B.  II en r6sulte que q>~/(w) 

([5], chap. IV, w 2, n ~ I), ce qui montre  que P e s t  minimale. 

Ce r6sultat sera prdcis6 plus loin (2.3.9) .  

Corollaire (2. x. xx). -- Une galerie sans bdgaiement est minimale si et seulement si son 

type s =-- (sl, �9 �9  s,,) est une dgcomposition rgduite de s t . . .  s m . 

Proposition (2. x. x2). - -  L'ensemble d ,  muni de la famille des facettes, de la relation 

d'incidence entre facettes et des structures affines sur chacun des ensembles F(P) pour P s i ,  est 

un complexe polysimplicial et G opkre sur J par automorphismes de complexe polysimplicial. 

En effet, pour  toute facette F de J ,  il existe par d6finition m~me une chambre C 

avec F cC .  La proposition (2.1.7)  et le corollaire (2. I. Io) montrent  que pour  toute 
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chambre C, il existe une galerie tendue entre F(B) et C. La transitivitd de G sur les 
chambres entratne alors l'existence d 'une galerie reliant deux facettes quelconques. 

Exemple (~,. I .  I 3 ) .  - -  Supposons A de dimension I. On a alors Card S : 2 et 
le groupe W est un groupe di6dral infini. Toute suite tinie (sj) d'dlfments de S avec 
sj~es~+t pour tout j est une d6eomposition rdduite, et toute galerie (Co, . . . ,  C,,) sans 
b6gaiement et off les cloisons Cj_~r~CIj et CinCh+ t sont distinctes pour i < j ~ m - - i  
est une galerie minimale. L' immeuble J e s t  un complexe simplieial de dimension i, 
c'est-~-dire un graphe connexe, et ce qui pr6c6de montre que ce graphe ne contient 
pas de circuit (qui fournirait une galerie minimale de longueur >o ,  d'origine et 

d'extr~mit~ confondues), done ~" est un arbre. 

2 .2 .  Les  app l i ca t ions  s t ruc tura l e s  et l e s  a p p a r t e m e n t s  de  J .  

Proposition (2 .2 .  x ). - -  Il existe une application j : A - ~ J  et une seule poss/dant les deux 

propri/t/s suivantes : 

(i) la restriction de j ~t C est la bo'ection canonique (2. I .2) de C sur F(B); 
(ii) on a j ( v ( n ) . x ) = n . j ( x )  quels que soient n e N  et x~.A. 

L'application j est injective. Si F est une facette de A,  alors j(F) est une facette de J de 

mgme type, on a j ( F ) = j ( F )  et la restriction de j ~ F est une bijection affine de F surj(F). 
L'unicitd de j e s t  ~vidente, puisque C est un domaine fondamental pour W. Soit J0 

la bijection canonique de C sur F(B). Pour d~montrer l'existence et l'injectivitE de j ,  
il suffit de prouver que, pour X, X ' e T ,  x e C x ,  x'EC x, et n, n 'eN, les deux conditions 
suivantes sont Equivalentes : 

( I )  n .jo(X) = n' . L ( x ' )  

( 2 )  . x  = 

Or (2) est dquivalente ~ x = x '  et v (n- ln ' )eWx ([5], chap. V, w 3, n~ 3), (i) est 
~quivalente d'apr~s (2.1.5) /~ x = x '  et n - l n ' e B x ,  et on a v - l ( W x ) = B x n N .  

Enfin, la derni~re assertion est ~vidente si F c C  et le cas g~n~ral en rdsulte, 
vu (ii). 

D/finition ( 2 . 2 . 2 ) .  - -  L'application j de A clans J ddtermin/e en (2 .2 .  I) est appel/e 
/ 'application canonique de A dans ~ .  Une application ~ de A darts J e s t  appel/e une application 
structurale de J s'il existe un /l/ment g e G  tel que ? ( x ) = g . j ( x )  pour tout x e A .  On appelle 

appartement (resp. demi-appartement,  quartier, mur) de . /  un sous-ensemble de Jr qui est 

l'image de A (resp. d'une racine affine, d'un quartier, d'un tour de A) par une application structurale. 

(2 .2 .3)  I1 rdsulte immddiatemcnt de ( 2 . 2 . I )  qa 'une application structuralc ? 

est un morphisme chambrd (I.  I. 7) de complexes polysimpliciaux de A dans . / ,  et est 
m~me un isomorphisme de complexes polysimplieiaux de A sur l 'appartement ?(A), 
qui est un ~ sous-complexe polysimplicial >> de J en ce sens que si un appartement  contient 
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une facettc F, il contient F et que tout appartement est rdunion des facettes des chambres 

qu'il contient. 

(~176 Soit M un demi-appartement image d'une racine affine o~ de A par une 
application structurale q~. I1 est immddiat que le mur ?(000 est la rdunion des ensembles 
pour F d~crivant l 'ensemble des cloisons de J appartenant A une seule chambre contenue 

dans M. Ce mur ne ddpend donc que de M e t  non du choix de ? : on l'appelle le mur 
de M e t  on le note 0M. 

Proposition (2.2.5) .  - -  Conservons les notations prgcgdentes. On a : 
(i) H =  N nBn l = { g e G I g . j ( x ) = j ( x )  pour tout xeA};  

n~N 

(ii) N = {gEG]g. j (A)  =j (A)} .  
La premiere figalit~ de (i) n'cst que le rappel de la d6finition de H ( I .2 .  I2). 

Vu (2.1.5) ,  l'intersection des stabilisateurs des points de j (A) est dgale 

['1 n B x n - t =  17 n B n - l = H ,  
n~N, X ET n~N 

d'o~ (i). 

D'autre part, les images p a r j  des chambrcs de A sont les chambres F(nBn ~) pour 
hEN. Si g . j ( A ) = j ( A )  (avec gEG), alors g permute ces chambres, donc aussi leurs 
stabilisateurs, c'est-~-dire les sous-groupes nBn -1 pour neN. Pour tout nEN, il existe 
donc un ~ldment n ' eN tel que gnBn-lg-~=n'Bn '-~, ou encore gnEn'B. En particulier, 
il existe n " e N  et b~B tels quc g=n"b ,  &off bnen"-ln 'B et n~n"- ln 'H (1 .2 .7) .  
Par suite, on a b~nBn -~ pour tout n~N, c'est-~-dire be l l ,  d'ofl finalement g=n"b~N,  
puisque le syst~me de Tits (G, B, N) est satur~. Inversement, on a bien n.j(A) =j(A)  
pour tout n~N d'apr~s la d~finition m~me de j ( (2 .2 . I )  (ii)). Ceci ach~.ve la 

d~monstration de (ii). 

Corollaire (2 .2 .6) .  - -  Le groupe G permute transitivement les couples (F, A) formgs d'une 
facette F de type X donng et d'un appartement A contenant F. 

En effet, G permute transitivement les appartements par dr m~me et le 
stabilisateur d 'un appartement A permute transitivement les facettes F c A  de type X 

donne ((2.2 .5)  (ii) et ( I .3 .5 ) )  . 

CoroUaire (2 .2 .7) .  - -  Soit ? une application structurale et soit dr une application de A 
dans l'appartement ?(A). Pour que ~ soit une application structurale, il faut et it suffit qu'il existe 
un /ldment w~W tel que d / = ? o w .  

On se ram~ne aussit6t au cas q~-----j et le corollaire r~sulte alors de la proposi- 

tion (2.2.5)  et de la d6finition d e j  ( (2 .2 . I )  (ii)). 

(2 .2 .8 )  En vertu de (2.2 .7) ,  il existe sur tout appartement A une structure d'espace 

affine euclidien et une seule telle que toute application structurale d' image A soit un 
isomorphisme d'espaces affines euclidiens de A. Nous considdrons ddsormais A comme muni 
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de cette structure d' espace euclidien, et en particulier de la distance correspondante, que nous noterons d A. 

I1 est clair que,  pour  tout  g e G ,  l 'appl icat ion x ~ g . x  est alors un isomorphisme de A 
sur r a p p a r t e m e n t  g .A .  

2 . 3 .  L e s  r 6 t r a c t i o n s  d e  J s u r  u n  a p p a r t e m e n t .  

Proposition (2 .3 .  x). - -  Deux facettes de J sont contenues dans un mgme appartement. 

D'apr~s (2 .2 .3 ) ,  il suffit de mont rer  que deux chambres  sont contenues dans un 
m~me appar tement .  Pour  eela, il suffit d 'util iser la transitivitd de G sur les chambres ,  

le fait que toute ehambre  est de la for int  bn.F(B) avee beB et n e N  (2 .x .7 )  et de 
r emarquer  que F(B) et bn. F(B) sont eontenues dans l ' appar tement  b . j (A) .  

Proposition ( 2 . 3 . 2 ) .  - -  Soient A et A '  deux appartements contenant une mgme chambre C. 

Il  existe une application P----PA'.A;C et une seule de A'  sur A qui soit la restriction g~ A '  d'une 

opdration de G e t  telle que p(C)----C. La restriction de p ~ A n A'  est l'identitg et pest une isomgtrie 

de A '  sur A.  

O n  peut  supposer  que  A = j ( A )  et C----F(B). L'existence de p rdsulte de (2 .2 .6 ) .  

D 'au t rc  part ,  ( 2 .2 .5 )  montre  que  ]e stabil isateur du couple  (A, C) est B n N = H  et 
laisse invariant  chaque  point  de A. L 'uniei td de p e n  rdsulte. 

Enfin, soit a ~ A n A ' .  O n  a aEF(nBx n- l )  (avee n~N et XCT) .  Soit beB tel 
que p(x)----b.x pour  tout  xeA' .  O n  a b - l . a ~ A ,  ce qui  entraine l 'existence de n '~N 

tel que 
b - l n B x n - ' b  - -n ,Bx  n ' - l .  

Compte  tenu de ce que B x est son propre  normalisateur ,  on en ddduit  b-I n ~ n'B x c Bn' W x B 
([5], chap.  IV,  w 2, n ~ 5, prop.  2). O n  a done v(n)~v(n ' )W x et n B x n - '  = n ' B x  n ' - l .  On 
en ddduit  

b -  i. F(nBx n- l )  _-- F(n' Bxn ' -  1) _~ F(nBxn-  1) 

d'ofa b. a = a d'apr~s (2. x. 5) (i). Q ue p soit une isomdtrie rdsulte de la ddfinition de d A. 

Corollaire (~,. 3 .3 ) .  - -  Soient F 1 et F 2 deux facettes, A 1 et A~, deux appartements contenant 

tous deux F 1 et F2. I l  existe un dlgment g e G tel que g. AI  ~ A~ et g. F~ ---- F~ pour i = x, 2. 

Pour  i----x, 2, soit C~ une chambre  contenue dans A~ et admet t an t  F~ comme 

facette. Soit A un appa r t emen t  contenant  C 1 et C~ et soit g~eG tel que g~ .A~=A et 
g~.C~=C~ (i----I, 2);  alors, g = g ~ t g ~  poss~de les propridtds requises. 

Thgor~me ( 2 . 3 . 4 ) .  - -  Soient A un appartement et C une chambre contenue dans A.  

Il existe une application pet  une seule de J dans A possddant les propridtds suivantes : 

(i) p ( C ) = C ;  
(ii) pour tout appartement A '  contenant C, il existe g e G  tel que p(x) -~g. x pour tout x e A ' .  

La restriction de p ~ A est l'identitL Si x~-C, on a p-~(x)--{x}.  Si F est une facette de 

type X ,  il en est de mgme de p(F), on a p(F) ----- p(F) et la restriction de p ~ F est une bijection affine 

de F sur p(F). 
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Si p existe, sa restriction ~t un appa r t emen t  A'  contenant  C coincide ndcessairement 

avec PA'.A;C, d'ofl l 'unicit6 de p (vu (2 .3 .  I)).  
Soit x ~ J  et soit A' un appa r t emen t  contenant  C u{x}. Montrons  que  pA,,A;c(X) 

ne d6pend que de x. En effet, si A"  est un autre appa r t emen t  contenant  C u{x},  on a, 

vu l 'assertion d'unicit6 de (2 .3 .2 ) ,  

PA",A~ C ~ PA', A; C~ PA", A' ; C 

et 9A,,.A,;c(X)=X puisque xeA'nA". 
Posons alors 9(x)= pa,,.~;c(X) : il est clair que l 'appl icat ion p ainsi ddfinie poss~de 

les propridtds (i) et (ii). 

O n  a o]A---0A, A;c----Id A. Si xCC, on a p(x)r  puisque oIA'-----OA',A;C est 
injective et est l ' identit6 sur C. Si F est une facette de ~r contenant  x, on a F c A' et la 
restriction de p ~ F coincide avec celle d 'une  op6rat ion de G, d'ofl les derni~res assertions 
du thdor~me. 

Ddfinition ( 2 . 3 . 5 ) .  - -  L'application p d/finie en (2 .3 .4 )  s'appelle la rdtraction de J 
sur A de centre C et se note PA; c. 

Proposition (2. 3. 6). - -  Soient Cune ehambre, F une facette et F une galerie tendue entre C 

et F. Tout appartement contenant C et F contient chaque terme de F. 

Posons F = ( C 0 = C  , C 1 , . . . ,  C,,) et soit A un appa r t emen t  contenant  C et F. 
Supposons C ~ _ I c A  et C~r  avee i<.j<..m. Soit C'  la chambre  de A distincte de Cj_ l  
et telle que C~_1, C~ et C'  aient une cloison c ommune  F' .  Posons p = PA; c'. a lo r s  p(Cj) 

est une chambre  de A, distincte de C'  et ayant  F '  comme eloison. O n  a done p(Cj) = C 5 _  1. 
C o m m e  p ( C m ) D p ( F ) = F ,  l a  suite (C, . . . ,  C j_I ,  p(Cj+l) , . . . ,  p(Cm)) est une galerie 
possddant les propridtds requises de F et de longueur  moindre,  ee qui est impossible. 
On  a d o n e  C # c A  pour  t o u t j .  

Corollaire (2 .3 .7 ) .  - -  (i) Soient F et P' deux galeries minimales de mgme type. Il existe 

g~G tel que F = g . r ' .  

(ii) Soient C, C' et C"  trois chambres deux g~ deux distinctes, poss/dant une mgme cloison. 

Il existe g~G tel que g.C----C et g . C ' = C " .  
II est clair que (i) entraine (ii), en considdrant les galeries (C, C') et (C, C") .  

Ddmontrons  (i). Posons F = ( C 0 , . . . ,  Cm) et r ' = ( C 0 , . . .  , C~,) et soit A (resp. A') 
un appa r t emen t  contenant  C o et C,, (resp. C o et C~). II existe g e G  tel que  C = g . C '  
et A = g . A '  (2 .2 .6 )  et on a F = g . F '  vu (2 .3 .6 )  et la deuxi~me part ie du  lemme 
suivant  : 

Lemme ( 2 . 3 . 8 ) .  - -  Soient A un appartement et Cune chambre de A. 

(i) Pour tout w e W ,  il existe une chambre C' et une seule contenue dans A et telle que 

w(C, C ' ) = w  (oz) w(C, C') est d/fini comme en ( 2 . I . 7 ) ) .  
(ii) Deux galeries sans b/gaiement, de mgme type et de mgme origine contenues darts A 

co~'ncident. 
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L'assertion (ii) est imm6diate, car pour toute chambre de A et tout seS, il existe 
une chambre et une seule de A qui lui soit mitoyenne, de cloison commune de type s. 
Pour d6montrer (i), on peut  supposer A = j ( A )  et C = j ( C )  et (i) r6sulte aussit6t de la 

simple transitivit~ de W sur les chambres de A. 

Corollaire (2 .3 .9) .  - -  Soient C et C' deux chambres de de et posons w=w(C ' ,  C) (2. i .  7). 
Soit E l'ensemble des galeries minimales d'origine C' et d'extrgmitg C. L'application s qui, ~ FeE,  

fair correspondre son type s(P) (2 .1 .3) ,  est une bijection de E sur l'ensemble des dgcompositions 

rgduites de w. 

On peut supposer que C ' = F ( B )  et C = n . F ( B )  avec neN ((2.2.6)  et (2 .3 . I ) ) .  
On a alors w=,~(n). Soit s = ( s l ,  . . . ,  s,,) une dfcomposition r6duite de w e t  soit 
~kEv--l(Sk) (pour I<~k<~m). La suite des chambres Ck=3-1. . .3-k.F(B ) est une galerie 
appartenant ~ E, de type s ( (2 . I . 9 )  et ( 2 . r . i i ) ) .  R6ciproquement,  soit FeE.  On 
sait (2. I. I I) que le type de P est une d6composition rfduite de w. Supposons-le 6gal 
~t s. Vu (2.3.6) ,  on a F c j (A)  et les deux galeries P et (Co, . . . ,  Cm) sont deux galeries 
minimales de m~me type, de m~me origine et contenues dans un m~me appartement,  
donc elles coincident ((2.3.8)  (ii)). 

( 2 . 3 . z o )  Soit weW. En appliquant (2.3-9) ~tj(C) e t j ( w . C ) ,  on voit (ce qui 
pourrait  d'ailleurs s'6tablir directement en d6montrant l 'analogue de (2.1.9)  dans A) 
que l'ensemble des galeries minimales d'origine C et d'extrdmit6 w(C) est en corres- 

pondance bijective avec les ddcompositions rdduites de w. Si F =  (C o = C ,  . . .  ; C, ,=w(C))  
est une telle galerie, de type s = ( s l ,  . . . ,  Sin) , la rdflexion par rapport  au mur L i support 
de la cloison commune ~t C~_ t et C i est 

t,=(s~ . . . s,_~)s~(s~ . . . s,_l) -~ 

et on a W = S l . . . s m = t m . . . t  1. On a rappel6 en ( I . 2 .2 )  que les tl sont deux ~t deux 
distincts et que leur ensemble, qui sera not6 T w par la suite, est indfipendant de la 
ddcomposition rdduite consid6rfie de w. Les ti sont appelfis les rgflexions associ&s ~ w. 

Pour que la r~flexion r par rapport au mur L de A appartienne ?z To, il faut  et il suffit que C 

et w(C) soient de part et d'autre de L. En effet, si L s6pare C et w(C), il doit s6parer C~_~ 
et C~ pour un i au moins et L dolt coincider avec l 'un des L i. Inversement, Cj_ 1 et Cj 
sont du m~me c6t6 de L~ pour tout i4:j  (puisque Lj+L~); ce qui entraine que C et w(C) 
sont de part  et d 'autre de L~ pour i = I, . . . ,  m. En particulier, on voit que la longueur t(w) 

de wes t  ggale au nombre de murs de A slparant C et w.C. De plus, une galerie minimale de A 

est toute entikre contenue dans route racine affine qui contient ses extrgmitgs. Plus gfn6ralement : 

Proposition (2 .3 .  H ). - -  Toute galerie minimale de J e s t  contenue dans tout demi-appartement 

de d e qui contient ses extrgmit(s. 

Proposition (2.3.  x2). - -  Soient A un appartement de J ,  C une chambre de A e t  p = PA; c. 
Soit F une cloison de J ;  soit C1 la chambre de A admettant p(F) comme cloison et situge du mgme 
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cdtd que C du tour de A contenant p(F), et soit C 2 l'autre chambre de A admettant p(F) comme 

cloison. Alors, il existe une chambre C' et une seule de J admettant F comme cloison et telle que 

p(C') = C  1 et pour toute chambre C"  de J ,  admettant F comme cloison et distincte de C', on a 

p(C") =C~. 
Soit F = ( C ,  . . . ,  C') une galerie tendue entre C et F. Alors, p(F) est une galerie 

tendue entre C et 0(F) et on a p(C ' )=C~.  Si C" est une chambre de ~', admettant  F 
comme cloison et distincte de C', alors la galerie (C, . . . ,  C', C") est minimale; en effet, 
elle est sans b~gaiement et de m~me type que la galerie (p(F), C2) , qui est mini- 

male (2.3. io). Par suite, on a bien p(C")----C~. 

2 .4 -  P a r t i e s  c l o s e s  de  . I  et  de  A. 

Ddfinition (2 .4 .  x ). - -  Soit M une partie de J (resp. A), rencontrant au moins une chambre. 

On dit que M est close si, quelle que soit la galerie (Co, . . . ,  C,,) tendue entre une chambre C o 
rencontrant M e t  un point de M,  on a C, c M  pour o<~k<~m. 

I1 est clair que toute partie close rencontrant une chambre est la r~union des 
ensembles C pour les chambres C rencontrant ]k~. Un  appartement,  un demi-appartement,  
une racine affine sont clos ((2.3.6)  et (2. 3. I x)). L'intersection d 'une famille de parties 
closes contenant une mfime chambre est encore close. D'ofl : 

( 2 . 4 . 2 )  Si M est une pattie de J (resp. A) rencontrant au moins une chambre, il existe 

une plus petite partie close de J (resp. A) contenant M.  On l'appeUe l'enclos de M et on la 

note el(M). 

(2 .4 .3 )  I1 est clair que la notion de partie close et d'enclos ne d~pend que de la 
structure polysimpliciale de J (resp. A). Si M rencontre au moins une chambre, on a 

j ( c l ( M ) ) = - c l ( j ( M ) )  pour M c A  

g.cl (M) = c l ( g . M )  pour M c . f  et gEG. 

Lemme (2-4.4) .  - -  Soient C et C' deux chambres de A.  L'enclos de C u C '  coincide avec 

l'intersection des racines affines de A contenant C u C' et avec la rdunion des adhlrences des 

chambres qui font  pattie d'au moins une galerie minimale d'extrdmitds C et C'. 

Soit E l'intersection des racines affines contenant C u C ' .  On a c l ( C u C ' ) c E  
d'aprbs (2.3.IO).  I~6ciproquement, soit C"  une chambre contenue dans E et soient 
w , w ' , w " e W  t e l sque  w . C = C ' ,  w'.C----C" et w " . C " = C ' .  On a w----w"w', &off 
t(w)<<,g(w')+g(w"). D'autre part, ddsignons par 5P(X, Y) l'ensemble des murs de A 

qui s6parent deux chambres X et Y. D'apr6s (2.3. IO), on a 

g(w) = C a r d  5r C'), t(w') = C a r d  ~9~ C"),  t(w") = C a r d  5P(C", C'). 

Soit LeSg(C,  C " ) u S g ( C ' ,  C").  On a LeZg(C, C') : sinon, C et C' seraient 

contenues dans une m~me racine affine a de tour L, on aurait C " c a  (puisque 
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C " c E )  et L ne sfiparerait C" ni de (3 ni de C'. Le m~me raisonnement montre que 
5~(C, C " ) n  5"(C', C " ) = 0 .  Par suite, on a 

t(w) = C a r d  5P(C, C')/> Card 5~(C, C " ) + C a r d  5~ ', C " ) = t ( w ' ) + g ( w " )  

d'ofl finalement g ( w ) = t ( w ' ) + t ( w " )  (et ~9'(C, C ' ) = 5 : ( C ,  C") u 5P(C', C")).  I1 s'ensuit 
qu'en mettant bout ~ bout une galerie minimale joignant C ~ C" et une galerie minimale 
joignant C" ~ C', on obtient une galerie minimale joignant C ~ C' et C " r  
Le lemme en rEsulte, puisque E comme c l (CuC ' )  sont des reunions d'adhdrences de 

chambres. 

Proposition ( 2 . 4 . 5 ) .  - -  Soit M une partie de A rencontrant au moins une chambre. L' enclos 

de M cofncide avec l'intersection des racines affines contenant M,  et est l'enveloppe convexe de la 

rgunion d'un nombre fini de points et de demi-droites. 
Soit E l'intersection des racines affines contenant M. Comme une racine affine 

est close (2.3. io), on a cI(M) c E .  D'autre part, el(M) est convexe : en effet, (2-4.4) 
montre que l'enclos de deux chambres est convexe, et tout point de cl(M) est adherent 

une chambre contenue dans el(M). De plus, el(M) est un poly~dre dont les faces sont 
contenues dans des murs de A. Par suite, el(M) est une intersection de racines affines 
contenant M, &off e l (M)~ E et finalement e l ( M ) = E .  De plus, comme les directions 
des murs de A sont en nombre fini, le poly~dre convexe el(M) est intersection d 'un 
nombre fini de racines affines et poss~de un hombre fini de sommets et d'ar~tes, d'ofl 
la derni~re assertion de la proposition. 

(2 .4 .6 )  La proposition (2.4.5) permet de gEndraliser ~ des parties quelconques 

de A les definitions (2.4.1) et (2.4.2) : 

D~finition. - -  Pour toute partie M de A,  on appelle enclos de IV[ et on note cl(M) l'inter- 

section des racines affines de A contenant M.  On dit que M est close si e l ( M ) = M ,  ou encore 

si M est intersection de racines affines. 

Une partie M de A est close si et seulement si elle est convexe et rfiunion d'adhErences 

de facettes. 

Proposition (2 .4 .7) .  - -  Soit M une partie de J ,  contenue dans la rgunion d'un nombre 

fini de facettes. Pour que M soit contenue darts un appartement, il faut  et il suffit qu'il existe deux 

chambres C et C' relies que M soit contenue dans l'enclos de C u C'. 

La condition est Evidemment suffisante, puisque cl(C uC ' )  est contenu dans tout 
appartement contenant C et C' (2.3.6).  Qu'elle soit nEcessaire rEsulte de la proposition 

suivante : 

Proposition (2.4.8) .  - -  Soit Dune  chambre vectorielle. 

(i) Pour toute partie bornge M de A,  il existe x, x' e A  tels que M c ( x + D ) n ( x ' - - D ) .  
(ii) Quels que soient x, x ' , y , y ' E A  tels que y ~ x - - I )  et y ' e x ' + D ,  on a 

(x + D ) n  ( x ' - - D ) r  cl({y,y'}). 
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Soit r un quartier de direction D. Le transformd de ~ par une homothdtie de 
centre un point de l 'ouvert r et de rapport  assez grand est un quartier ~'  de direction D 

contenant M. S i x  est le sommet de ~', on a bien M c x - [ - D ,  d'ofl (i). 
Ddmontrons (ii). I1 suffit de montrer que toute racine affine e contenant y e t  y '  

contient (x + D )  c~ (x '--D).  Quitte ~ remplacer D par - -D  ct ~ dchanger (x,y) et (x' ,y') ,  

on peut supposer que ~eE ~y-+ ( i . 3 .13 ) .  On a alors 0 t = e + D  et 

x + b c y +  b +  b = y +  b c ~  + b=o~ 
d'ofl (ii). 

Corollaire (2 .4 .9 ) .  - -  Soient Dune chambre vectorieUe et x un point de A. Q uels que soient 

les points y e x + D  et y ' e x - - D ,  l'enclos de {y ,y ' }  est un voisinage de x. 
En effet, cl({y,y'}) contient ( y - - D ) n ( y ' + D ) ,  qui est un voisinage de x. 

Proposition (2.4.  xo). - -  Soient F une facette de A, L le sous-espace affine engendrd par F 
et A une composante connexe du compldmentaire dans A de la rdunion des rnurs contenant F. Pour 

toute partie bornge M de -A, il existe un point y e L  et un quartier r  A tels que Mccl ({y ,  z}) 

pour tout point z ~ .  
Soient xeF  et M une partie born~e non vide de ~. I1 existe une chambre vecto- 

rielle D telle que x + D c A et que l'int~rieur relativement ~ L de (x + D) n L ne soit 
pas vide. Faisons de A un espace vectoriel en prenant comme origine o un point de 

( x + D ) n L .  Comme x §  est un voisinage de o dans ~, il existe r e R +  tel que 
M c r ( x + D ) - ~ r x + D .  Posons y-=rx  et soit y ' ~ A  tel que M c y ' - - D  ((2.4.8)  (i)). 
On a y '  + D  c A et M c ( y +  D) n (y ' - -D)  c cl({y, z}) pour tout point z du qua.rtier y ' +  D. 

Proposition (2.4.  xI). - -  Conservons les notations de (2.4.  io). Pour toute pattie bornge M 
de ~ et toute chambre C de J admettant j (F)  comme facette, il existe un appartement de J 

contenant C et j (M) .  
Soient F' une facette ouverte dans L et CI'r une chambre telles que 

F u M c c l ( F ' u C ' )  (2.4.  io). Soit C+ (resp. C+) la chambre de A admettant  F (resp. F') 
comme facette. Nous supposerons, ce qui est loisible, que C+ = C ;  il existe alors X e T  
tel que F = C  x. Soit P une galerie tendue entre C et C+. Comme C est la seule ehambre 
de A admettant  F comme facette et contenue dans la partie close A, cette galerie est 

t �9 t tendue entre F et C+. Soit A un appartement contenant C et j ( C  ~.); il eontient j (C)  
�9 G '  et i lex is te  beB tel que b . j ( A ) = A  et b . J ( + ) = j ( C ' )  (2.3.3) .  Posons w = w ( j ( C ) ,  C) 

et soit ne~- l (w) .  On a C = b n . j ( C )  et WSWx, de sorte que n est l'identit~ sur j (F ' ) .  
La galerie bn.j(I') est done tendue ent re j (F)  et une chambre C"=bn.j(C'+) admettant  

j (F ' )  comme facette, et son origine est la chambre C. Par suite, on a C uj(F ' )  c cl(j(F) oC") .  
L'enclos de j ( C ' ) u C "  contient l'enclos de j ( C ' u F ' ) ,  done contient j ( F o M ) ,  et 
contient aussi l'enclos de C " u j ( F ) ,  done contient C, ce qui d6montre la proposition. 

Corollaire ( 2 . 4 .  x 2 ) .  - -  Soient o~ un demi-appartement, M une partie bornde de o~ et Cune 

chambre de J possddant une cloison contenue dans le mur Oo: de o~. Alors, il existe un appartement 
contenant C et IV[. 
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Proposition (2 .4 .  x3). - -  Soit 1V[ une partie de d ,  rencontrant au moins une chambre, et 

soit g e G  tel que g . x = x  pour tout xeM.  On a alors g . x = x  pour tout xeel(M).  Autrement 

dit, les fixateurs de M e t  de el(M) sont /gaux. 

I1 suffit de montrer que l'ensemble X = { x e J l g . x = x  } est clos. Soient xeX,  
C une chambre rencontrant X, done contenue dans X (2 . I . 5 ) ,  A un appartement  
contenant x et C et F une galerie tendue entre x et C. D'apras (2 .3 .6) ,  les deux galeries F 
et g. P sont contenues dans A, done coincident puisque ce sont deux galeries de m~me 
type et de marne extrdmitd. On a done bien 1-' c X et X est close. 

2.5" La m ~ t r i q u e  de  r l m m e u b l e  d .  

Nous avons vu (2.2.8)  que chaque appartement A de J est muni d'une structure 
d'espace affine euclidien et en particulier d 'une distance d A. Nous allons montrer qu'il 
existe sur J u n e  distance et une seule dont la restriction ~ chaque appartement A est 
la distance d A. Cette distance est invariante par G et fait de d u n  espace mdtrique 
complet, contractile et off deux points quelconques sont joints par une gdoddsique unique. 

Lemme ( 2 . 5 .  x ). - -  Il existe une fonction d:  d r • J---~ R+ et une seule telle que, pour tout 

appartement A de d ,  la restriction de d ~ A • A soit la fonction d A. 

L'unicitd de d est claire, puisque deux points quelconques de J appartiennent 
un m~me appartement (2 .3 . I ) .  Considdrons deux appartements A et A' et soient 
x, y e A n A ' .  V u ( 2 . 3 . 3 ) , i l e x i s t e  g e G  t e l q u e  g . x = x ,  g . y = y  et g . A = A '  e t o n s a i t  
que l 'application zP ,  g . z  de A sur A' est une isomdtrie (2 .2 .8) ,  d'o/a dA,(x,y ) = dA(X,y ). 

L'existence de la fonction d e n  rdsulte. 

(2 .5 .2 )  I1 est clair que la fonction d est invariante par G. 

Proposition (2 .5 .3) .  - -  Soient C une chambre de J e t  A un appartement contenant C. 

Soit P=PA;C la r/traction sur A de centre C (2.3.5) .  Soient x, y e d .  Alors : 

(i) on a d(p(x), p(y))<~d(x,y); 

(ii) si xEC, on a d ( p ( x ) , p ( y ) ) = d ( x , y ) ;  

(iii) s'il existe une facette F de ~ telle que x, y e F ,  on a d(p(x), p ( y ) ) = d ( x , y ) .  

S'il existe un appartement A' eontenant ~ la fois C, x ety, alors d(p(x), p(y)) = d ( x , y )  

ear pIA'=oA,.A;C est une isomdtrie de A' sur A (2 .3 .2) .  Ceci ddmontre (ii) et (iii). 

Soit A" un appartement contenant x e t y  et soit (x0=x , xl, . . . ,  x , , = y )  une suite 
monotone de points du segment [xy] de l'espace affine A", telle que, pour I<~j<~m, 

il existe une facette F~ telle que xj_ t et xj appartiennent ~ Fj. On a alors, d'apr~s (iii) 

t?t m 

d(p(x), p(y))<~ ~=ld(p(xj_l), p(xj))=j~=ad(x~_l, x j ) = d ( x , y )  

d'o~a (i). 
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Proposition ( 2 . 5 . 4 ) .  - -  (i) La fonction d est une distance sur J .  

(ii) Soient x , y ~ J  et soit D = { z ~ J I  d (x ,y )=d(x ,  z ) + d ( z , y ) } .  Alors D est contenu 
darts tout appartement A contenant x et y ,  et coincide avec le segment [xy] de l' espace affine A.  

(iii) Si une isomdtrie de J ,  en particulier une opdration de G, laisse fixes les deux points x 
et y ,  elle laisse fixe tout point de D. 

Soient x,y ,  z E J .  I1 est clair que d ( x , y ) = d ( y ,  x) et que d ( x , y ) = o  si et seulement 

si x = y .  Soit A un appar tement  con tenan t  x et y e t  soit C une chambre  de A. Posons 

P=PA;c.  On  a : 

(I) d(x ,y )=d(p(x ) ,  p(y))<~d(p(x), p(z))+d(~(z) ,  p(y))<~d(x, z ) + d ( z , y )  

d'ofl (i). 

Supposons de plus que z e D  et soit t le point  du  segment [xy] de A tel que 

d(x, z ) = d ( x ,  t). Choisissons la chambre  C de telle sorte que teC.  Comme z s D ,  les 

in6galit~s (I) sont des dgalit6s, ce qui  implique el(x, O(z))=d(x,  z ) = d ( x ,  t) et de m~me 

d(y, p ( z ) )=d( y ,  t) d'ofl p ( z ) = t  et z = t  d'apr~s (2 .3 .4) .  (3eci d6montre  (ii) et (iii). 

D~finition (2 .5 .5 ) .  - -  On appeUe immeuble  du syst~me de Tits (G, B, N, S) l' ensemble J 
muni de sa structure de complexe polysimplicial dgfinie en 2. I, de la famille des applications structurales 
dgfinie en 2.2 et de la distance d. 

D~finition ( 2 . 5 . 6 ) .  - -  Avec les notations de (2 .5 .4) ,  on dit que D est le segment fermg 
d'extrgmitgs x et y et on le note [xy]. Une partie M de J e s t  dire convexe si x, y e M  entrafne 
[xy] c M. 

II est clair que l ' intersection d 'une  famille de parties convexes de ~" est convexe; 

on peut  done parler  de l'enveloppe convexe d 'une  partie de o~. 

( 2 . 5 . 7 )  Pour  qu 'une  part ie  de J contenue dans un appar tement  A soit convexe 
dans J au sens de la d~finition (2 .5 .6 ) ,  il faut  et il suffit qu'elle le soit au sens de la 

structure affine de A. En particulier,  tout  appar tement  est convexe dans J .  L ' inter-  

section de deux appar tements  A n  A' est convexe dans chacun d 'eux  et les structures 
affines induites sur A n A'  par  celle de A ou celle de A' sont identiques. (3omme A n A' 

est r~union d 'adh6rences de facettes, on voit que A o A '  est close dans A au sens 

de (2 .4 .6) .  
Si 1V[ est une part ie  de J rencont ran t  au moins une chambre,  alors M est close si 

et seulement si elle est convexe et rgunion d' adh~rences de chambres. Cette condit ion est 6videmment  

n6cessaire. Supposons-la satisfaite et soit (3 (resp. F) une chambre  (resp. facette) ren- 

cont rant  M, donc contenue dans IV[. Si A est un  appar tement  contenant  (3 u F, l ' inter- 

section A n M est convexe et r6union d 'adhdrences de facettes, done est close (dans A, 

done dans J )  (2 .4 .6)  et on a c l ( C u F ) c A o N I c M .  Done M est close. 

Plus gdndralement,  nous dirons qu 'une  partie M de J e s t  close si elle est convexe 

et r~union d'adh~rences de facettes (cf. (2 .4 .6) ) .  Pour 1V[ c J ,  nous appellerons enclos 
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de M e t  noterons el(M) l'intersection des parties closes de J contenant M; c'est la plus 

petite partie close contenant M. 

Proposition (2 .5 .8) .  - -  Soient A e t  A'  deux appartements. II existe g c G  tel que g . A = A '  

et g . x = x  pour tout xEA nA ' .  
Soit F une facette ouverte darts A n N  et soit gEG tel que g . A = A '  et 

g . F = F  (2.2.6).  Soit yEF et soit x ~ A n A ' ;  soit D l e  segment [xy], qui est contenu 

dans A n A'. L'image de D par g est un segment de A', d'extr6mitEy et de longueur d(x,y). 

Comme F est ouverte dans A n A', D n F est un sous-segment non r6duit ~ {y} et laissE 
fixe point par point par g. On en d6duit que g. D = D et que g laisse fixes tousles points 

de D, et en particulier x. 

Corollaire ( 2 . 5 . 9 ) . - - S o i t  g e G ;  posons A---j(A). Il existe n~N tel que g . x = n . x  

pour tout x e A n g - l . A .  Si de plus on a g . x = x  pour x appartenant ?tun ouvert non vide de A, 

on a g . x = x  pour tout x e A n g - l . A .  
En effet, il existe heG tel que h g . A = A  et h . y = y  pour y e A n g . A .  On a alors 

h g = n ~ N  et g . x = n . x  pour x E A n g - t . A .  La deuxi~me assertion en rEsulte, puisque 

un ElEment de N laissant fixes les points d 'un ouvert non vide de A, appartient ~ H. 

Proposition (2.5. xo). - -  Si F est une facette de J ,  l' adh#ence de F clans l' espace mgtrique J 

n'est autre que la rgunion F des facettes de F. 
Cela rEsulte aussit6t de la compacitE de F dans tout appartement eontenant F. 

Lemme (2.5.xx) .  - -  Soient F une facette de J e t  xeF. Il existe une boule ouverte D de 

centre x telle que, si F' est une facette de J rencontrant D, on ait F oF' .  Si D est une telle boule 

et si gEG est tel que g . xeD,  on a g.x----x. 
Soient x oet F 0 les images de x et F par l 'application canonique de F dans C (2. i .  2). 

I1 existe ~>o tel que tout mur de W rencontrant la boule ouverte D o de centre x 0 et 

de rayon e, contienne x 0. Soit F 1 une facette de A rencontrant D o et soit y e F l n  D 0. 
Tout  mur reneontrant le segment ouvert ]yx o[ contient x0, done aussi [yx0]. Ceci entratne 

que ]yx0[cF t et x0EF 1. On a done F0ci~ t. 
Soit maintenant  D la boule ouverte de J ,  de centre x et de rayon e, et soit F' une 

facette de J reneontrant D. Soit e une application structurale telle que e(C)DF et 

a(A)DF'.  Comme e est une isom6trie, et que e - l [ F  est l 'applieation canonique de F 

dans C, on a ~- l (x)=x0,  0t- t (F)=F0 et ~ - I ( D ) = D 0 .  Posons F0=~- I (F ' ) .  Comme 

F0nDo~e0, on a F0cF  0 d'apr~s la premiere partie de la demonstration, d'o~ F c F ' .  

Enfin, soit g e G  tel que g . x s D  et soit F' la facette contenant g.x. On a alors 

x , g . x e F ' ,  d'o~ g . x = x  d'apr~s (2 . i . 6 ) .  

TMor~me (2.5. x2). - -  (i) L' espace m/trique J est complet. 

(ii) Soit ~" un ensemble de facettes. Alors U F est ferm/ dans or 
F G ~  

I1 suffit de montrer que, avec les notations de (ii), M----- U F est complet, c'est-~-dire 
FG~ 

qu'une suite de Cauchy (yq) de M poss~de un point d 'aecumulation dans M. Soit C 
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une chambre de J e t  soit gqeG tel que xq =g~-X.yqe~ (pour q~N). Quitte ~ remplacer 

la suite (yq) par une suite partielle, on peut supposer que la suite (x~) converge vers x~C. 
Soit D u n e  boule de centre x possddant la propriEtE du lemme (2 .5- I  I). Comme 

d(gp. x, gq. x) <~ d(gp. x, gp. xp) + d(gp. xp, gq. xq) -r d(gq. xq, gq. x) 

<<. d(x, x2~ ) + d(yp,yq) + d(xq, x) 

il existe un entier m tel que g-~tgp.x~D pour p, q>~m et on a gp.x=gq.x pour p, q>>.m. 
Pour p/> m, on a d(yp, g,,. x) =d(xp, x) etyp tend vers y=gm.  x. De plus, le lemme (2.5- I i) 

montre que y est adherent ~ la facette contenant yp pour p assez grand, done 
appartient ~ M. 

(2 .5 .x3)  Quels que soient les points x, y e J ,  le segment [xy] est l'unique gdodgsique 
joignant x ~ y. 

Cela rEsulte aussit6t de (2.5.4)  (ii). 
Pour tout nombre reel t de l'intervalle [o, i], nous ddsignerons par t x + ( i - - t ) y  

l 'unique point ze[xy] satisfaisant k d(x , z )=( I - - t )d (x , y ) .  

Lemme (e .5 .x4) .  - -  Soient x, y, z, Z' quatre points de J tels que z~[xy], et soit 
~ R +  tel que d(x,z")<~d(x,z)+~d(x,y) et d(y ,z ' )<~d(y ,z)+~d(x ,y) .  On a alors 
d(z, z')~<.4~d(x, z)d(y, z)+~2d(x,y)~. 

Soient A un appartement contenant [xy] et C une chambre de A telle que zeC.  

Posons z " =  PA;c(z). On a d(z, z')-=d(z, z") et les quatre points x, y, Z, Z" satisfont 
aux m~mes hypotheses que x,y, z, z'. On volt qu'il suffit de dEmontrer le lemme lorsque 
les quatre points considdrEs appartiennent ~ un m~me appartement,  et il rEsulte alors 
d 'un caleul dlEmentaire de gdomEtrie euclidienne plane. 

Lemme (2 .5 .x5) .  - -  L' application (t, x , y ) ~ t x  + ( I - - t ) y  
est continue. 

Cela rEsuhe aisEment du lemme (2.5.  I4)- 

de [o, I ] X , f x , f  dans J 

Proposition (2.5. x 6). - -  L' espace me'trique J e s t  contractile. 
Cela rEsulte du lemme (2.5.15) .  

( 2 . 5 . I 7 )  Soient x , y ~ J  et soit . f ( x , y ) l ' ensemble  des suites finies s=(x0, . . . ,  x,,) 
de points de J telles que xo=x , xm=y et que x~_ 1 et x~ appartiennent ~ l'adhErence 
d'une m~me chambre pour I~<j~<m. On a 

m 

d(x,y) = inf 52 d(x~ ~, xj). 
s 6~(x,v) j= 1 

I I e n  rEsulte aussit6t que la mEtrique de J e s t  compl~tement dEterminde par la donnEe 

de la structure de complexe polysimplicial de J et des structures d'espace mEtrique 

sur les parties de J de la forme C, off C est une chambre de J .  
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2.6.  D~compos i t ion  de l ' immeuble  en composantes  irr~ductibles.  

Lemme ( 2 . 6 .  �9  - -  Soit (g', g") une partition de S telle que tout glgment de S' commute 

avec tout glgment de S" .  Alors W s, est un sous-groupe distingug de W e t  (G, Bs,, N) est un systkme 

de Tits dont le groupe de Weyl est canoniquement isomorphe gz W / W  s, et ~ Ws, .  
Comme W s, n Ws,, = W  s, n s" ={e}, le groupe Wes t  produit direct de W s, et Ws,,. 

Posons H ' =  B s, n N : l 'image de H' dans W est W s, et N/H '  s'identifie ~ W]W s, ou 
encore k Ws,,. Soit s eg"  et weWs,,. On a : 

sB s, w = sBW s, Bw c sBW s, wB = s B w W  s , B c (BswW s, B) u (BwW s, B) 

C (B,, wBs, ) u (Bs, swBs, ). 

Enfin, sBs, s+B  s, puisque B s, est son propre normalisateur. Nous avons bien 
v~rifi6 les axiomes d 'un syst~me de Tits. 

Remarquons que ee lemme est valable pour un syst~me de Tits queleonque, non 
n~cessairement de type affine. 

(2 .6 .2 )  Soit A = A  1 •  • A,, la d~eomposition eanonique de A en produit de 
ses composantes irr~ductibles sous W et soient W = W l x . . .  xWm, C = C 1 x . . .  x C  m et 
N : S l U . . .  k.I Srales ddcompositions correspondantes de W, C et S ((i .3.2) et (x-3.4)).  

Pour toute partie J de { ~ , . . . ,  m}, soit Ps la projection canonique de A sur 
Aj-~II j .  A,, soit Cj=Hj.E Ci et soit W j= ,Hj .  Wi, considdr~ comme groupe de trans- 

formations affines de Aj .  Posons Sj=iUjSi, B j = B s ~ = B W j B  et BJ=B{~ ..... ,,}_a. II 

r6sulte du lemme (2.6. I) que (G, B a, N) est un systkme de Tits de groupe de Weyl W j ,  
done de type affine. Soient J j  l ' immeuble de (G, B a, N) (construit h partir de A se t  Ca), 

da sa distance, 3"o, a l 'application canonique de Ca sur F(BJ), etc. La classe de eonju- 
gaison de (B J, N), done aussi l ' immeuble Ja ,  ne d~pcnd que de la classe de conjugaison 

de (B, N). 

Proposition (~,.6.3). - -  (i) Soit ~ (resp. ~s) l'ensemble des sous-groupes parahoriques 
de (G, B, N) (resp. (G, B J, N)). Pour tout PASO, il existe un plus petit glgment not~ ~j(P) 

dans l'ensemble des glgments de PJ qui contiennent P. 
(ii) Il  existe une application ~a et une seule de J dans J s  telle que l'on ait 

- j ( F ( P ) ) = F ( n j ( P ) )  pour tout P e ~ ;  

p joX=Xjo~j  

o~ X (resp. k~) d~signe l'application canonique de J (resp. J j )  dans C (resp. Ca). 
(iii) Pour tout g e G  et a e J ,  on a g .raj (a)-=~j(g .a)  et r~j est surjective. 

(iv) Pour toute application structurale ~ :A- ->J ,  il existe une application structurale 

q~a : A j - + J j  et une seule telle que wjoq~ ~qgjopj. 
Pour d6montrer (i), on peut supposer P = B  x avee X e T .  Lcs sous-groupes de G 

contenant P sont alors les By avec X c Y c S ,  et si un tel sous-groupe appartient ~ 9~j, 
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il doit contenir  un conjugufi de B J e t  Y doit contenir  S - - S  a. On  voit donc que 

~j (P)=Bxu(s_s~ ) poss~de la propri6t~ voulue. 
D~montrons  (ii). Si ~j  existe, elle envoie le point  (P, a ) ~ J  (avec aeX(F(P)))  

sur le point (ns(P), ps(a))eJs .  I1 suffit donc de mont re r  que 

(i)  pj(X(F(P))) cXj (F(n j (P ) ) ) .  

Par  une operat ion de G, on se ram~ne au cas P = B  x. O n  a alors x ( F ( P ) ) = C  x et 
Xj(F(nj(P)))=Xa((UJ)xass)=(Cj)xnsj (facette de type X o S j  de Cj), d'ofl ( i) .  

La premiere  assertion de (iii) rdsulte de l 'unicit~ de ~j .  Elle entralne 

r~j ( J )  = O.  r~j(F(B)) ----- O .  F(B J) = J j .  

Ddmontrons  (iv). Compte  tenu de (iii), (iv) r6sultera de la relation 

(2) ~ j ( j (x ) )=j j (p j (x) )  pour  x e A  

(off j : A--->J et jz  :/kj--->~r sont ddfinis comme  en (2 .2 .  I)). I1 suffit, toujours en 
ver tu  de (iii) et de (2 .2 .  I) d '6tablir  (2) pour  XeCx. Or on a dans ce cas : 

~,j(j(x)) = ~,j(Bx, x) = ((BJ)x n s~, pj(x)) = j j  (pj(x)). 

Proposition (2 .6 .4 ) .  - -  Soit {J[JsJ} une partition de l'ensemble {~, . . . ,  m}. 
Soient J '  le produit des immeubles Js  pour J e J ,  muni de la structure de complexe polysimplicial 

produit et de la distance l Y~d%l/2 ~ '  le produit des ensembles :~j muni de la structure d' ordre produit, k j J /  

~ = ( ~ j )  : J - ~ J '  l'application produit &s ~j et ~ = ( ~ j )  : ~ - ~ '  l'application produit 

des ~j.  
(i) ~ est une isomdtrie et un isomorphisme de complexes polysimpliciaux de J sur J ' .  
(ii) Pour tout appartement A de J ,  la restriction de ~ ~ A est un isomorphisme d'espaces 

affines euclidiens et de complexes polysimpliciaux de A sur le produit des appartements ~,j(A). 
(iii) n est un isomorphisme d'ensembles ordonnds de ~ sur ~ ' .  Pour tout P ~ ,  on a 

P =  13 nj(P).  
J ~ J  

L'assertion (ii) r~sulte de (2 .6 .2)  et de (2 .6 .3)  (iii). Elle entralne que ~ est 
isom~trique et est un  morphisme de complexes polysimpliciaux. Pour  ~tablir (i), il ne 
reste donc qu '~ mont re r  que ~ est surjective. Par  induct ion  sur Card  J ,  on se ram~ne au 
casofl  J =  (J1,Jz).  Soit alors x k e J j ,  et y k e Y  d ' imagc x k (pour k = I ,  2) ( (2 .6 .3)  (iii)). 
Soit A un  appa r t emen t  de ~r c o n t e n a n t y  1 e ty2.  O n  a alors XkE~jk(A ) pour  k=I ,  2, 
d'ofl (xt, x2) e~,(A ) d'apr~s (ii). 

Enfin, si P e ~ ,  on a ~ ( F ( P ) ) =  j[IF0zj(P)).  Comme  ~ commute  avec Faction 

de G, on en ddduit  que P =  ag_ r:j(P) (2. i .  5). I1 en rdsulte que ~ est injective. Montrons  

que 7: est surjective : en effet, si Pae~s  pour  J e J ,  alors I IF (P j )  est une facette F' J 

de ~r et il existe un P e ~  tel que F ' = ~ ( F ( P ) ) ,  ou encore Pj=xj(P)  pour  tout J .  
Enfin, il est clair que P c Q  est 6quivalent ~t ns(P ) Cxj(Q) pour  tout  J e f f  (P, Q e ~ ) .  

( 2 . 6 . 5 )  Lorsque J cst unc part ie h u n  seul ~16ment i, on convient  d 'dcrirc i au 
lieu de {i} dans les notations pr6c~dentcs. Les syst6mes de Tits (G, B i, N) sont irr~duc- 
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tibles : on les appelle les composants irrgductibles de (G, B, N). La proposition (2.6.4) 
fournit donc une dgcomposition canonique de l'immeuble J en produit de complexes simpliciaux. 

( e . 6 . 6 )  Soit J c { I ,  . . . ,  m}. I1 est clair que (Bj, B, N n B j )  est aussi un syst~me 
de Tits de groupe de Weyl Wj.  Son immeuble est canoniquement isomorphe ~ J j ,  
la correspondance P ~ P '  entre sous-groupes parahoriques de (G, B s, N) et de 
(Bj, B, NnBj)  pouvant ~tre ddcrite comme suit : P ' = P n B j  et P e s t  l 'unique sous- 
groupe parahorique de (G, B, N) de type " r (P)u(s - -ga )  contenant P'. 

2.7" Homomorp]~smes B-adapt~So 

Soit c? : G--~G un homomorphisme B-adaptd ((I .  2. I3) sqq., dont nous reprenons 

les notations). Nous avons vu en 1.2 que 0 op6re sur l'ensemble ~ des sous-groupes 

parahoriques de G e t  nous avons ddfini un homomorphisme ~ de G dans le groupe des 

automorphismes du syst6me de Coxeter (W, 8), groupe qui s'identifie ~ W~, avec les 
notations de (I.  3.18), c'est-~-dire au groupe des automorphismes de l'espace euclidien A 

qui conservent la chambre C. 

(2 .7 .x)  Soit alors y = ( P ,  x ) ~ J  (avec P ~  et x~C~(p)). Comme gP est un 
sous-groupe parahorique de G de type ~(g)(v(P)) (i .2. I8), le couple g.y=(gP,  ~(g).x) 

est encore un point de J e t  on ddfinit ainsi une loi d'opgration de (~ dans l'ensemble J .  
Pour cette loi, le stabilisateur d 'une facette F(P) n'est autre que le sous-groupe Stab P 

(1 .2 . I5)  et B = S t a b  B n ~ - l ( I )  est le fixateur de la chambre F(B). 

Proposition (2 .7 .2) .  - -  (i) Si g e G  et y e J ,  on a ~ (g ) . y=g . y .  Autrement dit, les 

lois d'opgration de G et de G sur J sont compatibles avec l'homomorphisme ~. On a 

Ker q~ C n gHg-  l = ['1 gBg -I.  
gEG gEG 

(ii) Pour tout geG,  l'application y ~ g . y  est un automorphisme isomgtrique de complexe 

polysimplicial de J .  
(iii) Si, de plus, l'homomorphisme ~ est B-N-adaptd ( I .2 .~3) ,  cette application permute 

entre eux les appartements (resp. les demi-appartements, les quartiers, les tours) de J .  
La premiere assertion de (i) est immddiate, compte tenu de ce que, pour g e G  

et P e ~  on a ~(glp = g p g - t  et ~ (~(g) )=I .  La deuxi~me en rdsulte, puisque si geKer  % 

q~(g), done aussi g, op~re trivialement sur J .  

Ddmontrons (ii). Soit g e G  et soit ,( l 'application y ~ g . y  de J dans lui-m~me. 

Comme Faction de G sur ~ respecte les relations d'inclusion dans ~ ,  on voit que, pour 

P e ~ ,  l ' image par "r de la facette F(P) est la facette F(~ et que -f(F(P))=F(gP).  Par 

ailleurs, la restriction de y ~ F(P) s'obtient par composition de l'application canonique 

de F(P) sur Cl,/p) , de ~(g) et de l'application canonique de C~(g)i,ip) ) sur F(gP). Comme ~(g) 
est un automorphisme de l'espace euclidien A, on en ddduit que ~ est un automorphisme 

g9 
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de complexe polysimplicial et que la restriction de y ?t F(P) est isomdtrique. Par suite, 

y elle-m~me est isomdtrique d'apr~s (2.5. I7). 
D6montrons (iii). Quitte ~ multiplier g ~ gauche par un 616ment de v(G), on peut 

supposer que g normalise q~(B) et q0(N). On a alors, pour tout waW (I . i .2o)  

g(wBw-1)=w'Bw '-~ avec w'=~(g)(w)=~(g)w~(g)  -1 

et plus g6n6ralement 

g(wBx w-i)  = w'B~(g)(x)W ' - I  pour X e T .  

Soit alors aeA etsoient X a T  et waW tels que a e w . C  x. On a j ( a )=(wBx  w- l ,  w-t(a)) 
et g.j(a)=(w'B~(g)(x)W ' - l ,  ~(g) .w- l .a) ,  d'ofl 

g .j(a) = (w'B~(g)(x)W ' - l ,  w '-1 . ~(g). a) = j (~(g) .  a). 

Par suite, y conserve l 'appartement j (A) et se r6duit sur j ( l )  ~ l 'application jo~(g)o j - l ,  
donc permute entre eux les tours (resp. les quartiers, les demi-appartements) de j ( l ) .  
On en d6duit (iii) en utilisant (i) et la transitivit6 de G sur les appartements. 

(2 .7 .3)  Par contre, G ne permute pas entre elles les applications structurales, sauf si 

(2 .7 .4)  Ce qui pr6c~de s'applique en particulier si l 'on prend pour G le groupe 
AUtBG (resp. AUt(B,~)G ) des automorphismes de G qui conservent la classe de conjugaison 
de B (resp. du couple (B, N)) et pour q0 l 'homomorphisme qui ~ g a G  associe l 'auto- 

morphisme int6rieur d6fini par g. On a alors y . g . x = y ( g ) . y ,  x pour y e 0 ,  g a G  et x a J .  
La proposition (2.7-2) montre alors que l'immeuble J avec toutes ses structures ne ddpend 
(~ un automorphisme pr6s de A conservant C pour ce qui est des applications structurales) 
que de la classe de conjugaison du couple (B, N). Si l 'on consid6re J comma muni seulement 
de sa mftr ique et de sa structure polysimpliciale, il ne d6pend que de la classe de 
conjugaison de B. 

2.8.  Caract~risations des appartements .  

Nous avons vu (2.4.7) que, pour qu 'une partie M de J soit contenue dans un 
appartement et y soit born6e, il faut et il suffit qu'il existe deux chambres C e t  C' telles 
que M soit contenue dans l'enclos de C u C'. En particulier, la famille des parties de . f  
qui sont des parties born/es d'appartement est compl6tement d6termin6e par la donn6e de la 
structure de complexe polysimplicial de J .  

I1 n'en est pas de m~me en g6n6ral de la famille des appartements : il existe des 
syst~mes de Tits de type affine (G, B, N, S) et (G, B, N', S') satur6s ~quivalents pour 
lesquels N e t  N' ne sont pas conjugufis. Le complexe polysimplicial d associ6 est le m~me 
pour les deux syst~mes, mais les familles d 'appartements sont distinctes : sinon, il 
existerait un 61~ment gaG tel que j ' ( A ) = g . j ( A )  en d6signant p a r j  e t j '  les applications 
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canoniques de A dans J correspondant ~ ces deux syst~mes de Tits de groupe de Weyl W, 

et on aurait N ' = g N g  - t  d'apr~s (2.2.5).  

Dans ce num6ro, nous allons tout d 'abord donner une autre caract6risation des 

parties born6es d'appartements, puis, dans le cas off le groupe G est complet pour une 

topologie convenable, des appartements eux-mSmes. Enfin, nous montrerons que l 'appar- 

tement j(A) est enti~rement d6termin6 par la structure polysimpliciale de J e t  par le 

groupe N considdr6 comme groupe de permutations de J .  

Dgsormais, nous identifierons A et j(A) au moyen de j e t  considirerons done A comme un 

appartement de J .  

Proposition (2 .8 .  I ). - -  Soit M une partie bornLe de J ,  posstdant l'une des deux propridtgs 

suivantes : 
a) l'intgrieur de M n'est pas vide; 

b) M est convexe. 
Pour qu'il existe un appartement contenant M,  il faut  et il suffit qu'il existe une isomgtrie 

de M sur une pattie de A.  
Que la condition soit n~cessaire est fivident. Supposons-la satisfaite et supposons 

tout d 'abord que l'intdrieur de M n'est pas vide. I1 existe alors une chambre Co telle 

que Con M soit d'intdrieur non vide. Par ailleurs, toute isom~trie q~ : X ~ X '  d'une 
partie de A sur une autre se prolonge en un automorphisme de A, qui est unique d~s 

que X contient un ouvert non vide de A. On en d~duit aisdment que, si A est un appar- 

tement contenant Co, il existe une isomfitrie ~: et une seule de N[ sur une pattie de A, 

dont la restriction ~ C 0 n M  est l'identit6. De plus, v e s t  la restriction ~ M de la 

r6traction p de centre C O de J sur A, puisque l'on a d(p(x) ,y)  = d ( x , y )  = d ( v ( x ) , y )  pour 

tout x~M et pour t o u t y  appartenant ~ Con M, qui est d'int6rieur non vide. 

Soit E l'enclos de p(M), et soit c~ l'ensemble des chambres C c E  telles que la 

restriction de p k M u C soit encore isom6trique. La restriction de p ~ l'ensemble M'  

r6union de M e t  des adh6rences C des chambres appartenant ~ cg est elle aussi isomdtrique. 
Nous allons alors raisonner par r6currence sur le nombre k de chambres contenues 

dans E et n 'appartenant  pas ~ ~'; ce qui pr6c~de montre que si k = o ,  la restriction 

de p ~ M u E  est isomdtrique, ce qui entralne M c A .  

Supposons donc k>o .  En consid~rant une galerie minimale tendue entre C o 
(qui appartient fividemment k 5) et une chambre contenue dans E et n 'appartenant  

pas ~t 5,  on voit qu'il existe deux chambres mitoyennes C et C' contenues dans E, telles 
que Clew et (3,r La premiere partie de la dfimonstration montre que l 'on peut 

supposer C = C 0. 
Soit alors F la cloison commune k (3 et (3' et soit aCF. Distinguons deux cas : 

~) Pour tout x s M ' ,  x:~a, l'intersection [ a x ] n ( C u C ' )  est un sous-segment de [ax] non 

rdduit ~ {a}. Soient alors xeM' ,  x+a ,  z e C '  et soit A' un appartement contenant C' et x. 

Le triangle T r6union des segments [az], [zx] et [ax] est contenu dans A', done est 

<< euclidien >>. Le triangle T ' =  o(T) lui est alors isom6trique, puisque d'une part p est 
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isom~trique sur [ax] et que d'autre part les angles au sommet a de T et T '  sont 6gaux 

puisque pest  l'identitfi sur C uC ' .  On a donc d(z, x)~d(z ,  p(x)) et la restriction de p 

~t IVIuC' est isom6trique, contrairement ~ l'hypoth6se selon laquelle C'r 

2) II existe x~lV[', x +a tel que [ax] n (C u C') ={a}. I1 existe alors une chambre C" 

admettant  F comme cloison, distincte de C et de C', telle que [ax] n C" 4= ~. Soit alors A' 

un appartement contenant C et x, done C",  et soit p' (resp. p") la r~traction de J sur A', 

de centre C (resp. C").  Soit y ~ M ' ;  comme p=pop ' ,  on a 

P(p'(y))) 

,t(p'(x), p'(y)) y). 

Comme x=o'(x)=p"(x) ,  on en d6duit d(x,p'(y))=d(x,y)>>.d(x,p"(y)). Soit R'  
(resp. R") le demi-appartement de A' dont l e m u r  eontient F et eontenant C (resp. C") ; 
on a x~R". 1V[ontrons que [ay] n (C u C") 4: {a} d~s que y4:a. Sinon, il existerait une 

ehambre C '"  admettant  F comme cloison, distincte de C et de C", avec [ay] n C'" 4:0. 
Comme p'(C'")=C" (resp. p " ( C ' " ) ~ C )  et que p' (resp. p") restreinte ~ [ay] est une 

o o 

isom6trie, on aurait p'(y) e R "  et p"(y) e R', avec de plus p"(y) = r .  p'(y), off rest la 

r6flexion dans A' par rapport ~ l 'hyperplan mur commun de R'  et R".  1Viais ceci 

entra~nerait d(x, p"(y))>d(x, p'(y)), eontrairement 5 ee que nous avons vu plus haut. 

Enpartieulier ,  s i y ~ l V i ' n a ,  avec y4:a, on a [ay]nC4:{a} puisque C " n A = 1 0  

et y appartient au demi-appartement R de A contenant C et de mur eontenant F. 

D'apr~s (2.4.12), il existe done un 61~ment g s G  tel que g . y = y  pour tout y~lVI 'nA 

et g . C " = C ' .  On a alors g . C = C  et ceci entrMne que p(g.z)=p(z) pour tout z ~ ' .  
La restriction de p ~t M " = g . M '  est done encore une isomdtrie et l'enclos de 
p(1VI")=p(1V[') est toujours dgal ~ E. De plus, pour tout y e M "  avee y4=a, on a 

[ay]n (CuC' )4 :{a}  et l'fitude faite plus haut en i) montre que la restriction de p 

M " u C '  est isom6trique. Nous nous retrouvons done dans la m~me situation, avee M "  
au lieu de 1V[, mais la famille c~ se trouve augment6e d 'au moins une ehambre, ~ savoir C', 

et le nombre k diminu6 d 'au moins une unit~. 

L'hypoth6se de r6currenee entrMne done qu'il existe un appartement A" eonte- 

nant M" et l 'appartement g - l . A "  contient M, ce qui ach~ve la dfimonstration dans 

le cas a). 
Supposons maintenant que M est convexe. Soit F une faeette de J ,  rencontrant M, 

de plus grande dimension possible, et soit x e F n  M. Pour tout y ~ M ,  y 4:x, l'intersection 
F n [xy] n'est pas rdduite ~ {x}. Soit A un appartement contenant F et soit C u n e  

chambre de A dont l'adhfirence contient F. II nous suffit, pour nous ramener au cas 

pr~c6demment fitudi6, de montrer que la restriction ~t C u 1V[ de la r~traetion p = PA;c 

est isom6trique, ou encore que d(o(y), p(z))=d(y, z) pour y, zeM.  Or, les deux 

triangles enveloppes convexes de {x,y ,z}  et de {x, p(y), p(z)} sont tous deux isomfi- 

triques ~ des triangles euclidiens; leurs angles au sommet x sont figaux puisque 

[xy]n [xp(y)]4:{x}4: [xz]n [xp(z)] et les e6t6s [xy] et [xp(y)] (resp. [xz] et [xp(z)]) sont 
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de longueurs dgales. Par suite, on a d(y, z ) = d ( p ( y ) ,  p(z)) ([22], livre I ,  prop. IV), 
ce qui termine la ddmonstration. 

(2 .8 .2 )  Supposons que G soit muni d 'une structure de groupe topologique 
complet, pour laquelle B est un sous-groupe fermd. Supposons de plus qu'il existe une 
suite ddcroissante de sous-groupes (V,),>. 1 formant un syst~me fondamental de voisinages 

de l'dldment neutre, et une suite croissante de parties borndes ~ de A telles que, en 
notant P~ le fixateur de j(Y~) dans G, l 'on ait 

(I) P~----(P~nV~).H pour tout n~> I. 

II est immddiat que (I) reste valable si l'on remplace ~ par  une partie plus grande 

de A. On peut donc supposer de plus que C c ~ l ,  que les ~ sont de la forme 
cl(C~oC',) ,  off (]~ et C', sont des chambres de A (2 .4 .8) ,  et ont pour rdunion/k tout 
entier. Remarquons que P~, dtant alors une intersection de conjuguds de B, est un sous- 
groupe fermd de G, donc P~ n V~ est aussi fermC 

Proposition ( 2 . 8 . 3 ) .  - -  Sous les hypotheses de (2 .8 .2) ,  toute partie M de J qui est rgunion 

d'une suite croissante de parties M .  (n>>.o) contenues chacune dans un appartement A . ,  est elle- 

mSme contenue dans un appartement. 

On peut dvidemment supposer que les M .  sont borndes et rdunions convexes 

d'adhdrences de facettes, et que Mo est ouvert dans M . .  Choisissons u,,eG tel que 

A , + I = u , . A  . et que un.x=x  pour tout x e M . , c A ,  nA ,+  t (2 .5 .8) .  Posons g, ,=u~_l . . .u  o 

et M',=g~ -t. M ~ c A  0. On obtient ainsi une suite croissante de parties borndes de A = A o ,  
dont la rdunion M'  est une rdunion convexe d'adhdrences de facettes. 

Montrons qu'on peut se ramener au cas o~ M ' =  A. Supposons que M ' +  A et soit 
I ' = (C0 ,  . . . )  une << galerie infinie >> ayant pour termes toutes les chambres de A 
(chacune d'elles pouvant  y figurer plusieurs lois) et telle que C o contienne une facette 
de dimension maximale de M~. Posons D_ 1 = ~ et ddfinissons D i e t  la chambre C~ par 
rdcurrence sur i/> o de la fa~on suivante : C~ est le premier terme de I' non contenu dans 

c l (M 'uDi_ l )  et D i = D ~ _ I o  C~. Quitte ~ remplacer la suite (M.) par  une suite extraite, 

on peut supposer que C~ est aussi le premier terme de P non contenu dans cl(~. '  u Di_l). 
D'autre part, notons C~' le terme prdcddant C~ dans I" ; lorsque C o = Co, la chambre C o 
n'a pas de prdddcesseur dans I' et on ddsigne alors par C 0' une chambre mitoyenne de C o 
telle que la cloison commune ~ C' 0 et C' 0' contienne une facette de dimension maximale 
de M'. Nous allons montrer par rdcurrence sur l 'entier n qu'il existe, pour k 1> n t>--I ,  

des dldments h~,keG tels que, en posant h~=h. , .  : 

(I) h.,~ coincide avec gk sur M~; 

(2) h., k cofncide avec h. sur cl (M' .oD.)  pour n>~o; 
(3) h. cofncide avec h._ 1 sur c l ( M ~ _ t u D . _ l )  pour n ) i .  

On prend h _ l = i d  et h _ l , k = g  ~ pour k~>o. Soit n~>o et supposons les h~, k 

construits pour i<n .  Soit k>~n. Par ddfinition de C'. et C'.', l'enclos de M~,uD._ t est 
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contenu dans ie demi-appartement de A o contenant C'.' et dont le tour contient la 
cloison F commune ~ C~ et C'.'. Vu l'hypoth~se de r6currence, la facette F ' = h . _ I , ~ . F  

ne depend pas de k et on a h . _ l , k - ( M ~ u D . _ l ) = M k u h . _ l . D . _ l .  D'apr~s (2.4. i2), il 
existe un appartement  A;contenant  h ._1 ,k .c l (M~uD._l )  et h ._ l .C  ~. D'apr~s (2 .5 .8) ,  
il existe h.,keG tel que h. ,k.A0=A ~ et que h . , k . x = h . _ l , k . x  pour tout x e c l ( M ; u D . _ l ) .  
II est alors imm6diat que (i) et (3) sont satisfaites. La condition (2) l'est aussi, car les 

restrictions de h.,~ et de h. tt c l (M' .uD.)  ont la m~me image cl(M.uh, ,_ 1 .D.) et coin- 

cident sur la chambre C 0. 

En rempla~ant ~ par  c l(M, uh,.C~) et g, par h,, on est bien ramend au cas 
off M ' = A .  

Supposons donc d~sormais que M ' = & .  Comme chaque M~ est une rdunion 
convexe d'adh6rences de facettes, on voit que & est aussi la rdunion des int6rieurs des M~ 
et, quitte ~ extraire une suite partielle, on peut supposer que Y~,cM',. Comme 

g , + l . x = g , . x  pour x~M',, on a g~ lg ,+ teP  . et quitte ~ remplacerg,+ 1 par un dldment 
de la forme g~+~=g,,+th,+t avec h , + t e H  (ou encore u, par u~=g,h,+lg~-~) , on peut 
supposer que g~-lg,+leP, n V  . .  

La suite g~ converge alors vers un ElEment g e G  et on a g . x = g , . x  pour tout 
xelVI~, d'olh M~cg .A ,  ce qui ach~ve la demonstration. 

d e J  

g~ une 

Corollaire (2 .$ .4) .  - -  Supposons les hypotheses de (2 .8 .2)  satisfaites et soit M une partie 
d'intdrieur non vide. 

(i) Pour que M soit contenue dans un appartement, il faut  et il suffit qu'eUe soit isomdtrique 
partie de A.  

(ii) Pour que 1~ soit un appartement, il faut  et il suffit qu'elle soit isomgtrique gl A. 

Cela rdsulte de (2.8. I) et (2 .8 .3) .  

Proposition (2 .8 .5) .  - -  Sous les hypothkses de (2 .8 .2) ,  pour qu'une partie M de J soit 
un appartement, il faut  et il suffit que IV[ soit une partie close contenant au moins une chambre de J 
et que, pour toute cloison F de 3- contenue dans M,  il existe exactement deux chambres de 3" contenues 
dans M e t  admettant F comme doison. 

Que la condition soit ndcessaire est bien clair (et inddpendant de (2 .8 .2) ! ) .  
Supposons-la rEalis~e. Pour toute chambre C clV[ et tout seS, il existe alors une 
chambre C ' c  NI et une seule, mitoyenne de C et telle que la cloison commune soit de 

type s. On en conclut immEdiatement, en utilisant (2 .3 .9)  et le fait que M est close, 
que, pour tout w e W  et toute chambre C c M ,  il existe une chambre C ' c M  et une 

seule telle que w(G, C') = w (2. i .  7). 

Soient C, et C~, comme en (2 .8 .2) .  Choisissons une chambre C*cM,  posons 
w , = w ( C ,  C,) et w~=w(C,  C~) et soit C~, (resp. C~,*) la chambre de M telle que 

w(C*, C~,)=w, (resp. w(C*, C,~')=w,~). Comme C c c l ( C ,  u C ' ) ,  on a 

t(w.w  -1) =t(w.)  et w(C , c . )  = w.w -1. 
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On en d6duit aussit6t que C* c M n--- cl(C~, u C~,*), que w(C~,*, C~,) ---= w,w'-  1, done qu'il 

existe gneG tel que g, .C,=C~,,  g,.C'n=C~*. Pour tout k<n, on a gn. Ckcel(C~,uC~*) 
et w(C*,g, .Ck)=wk, d'ofl C~--g,.Ck. De m~me, C~*=g,.C~, ee qui entralne 

M k c M  .. Vu (2.8.3)  , il existe done g e G  tel que g . C = C *  et que M n c g . A  pour 
tout n, d'ofi g. C n = C~, et g. C' n = C~,* et par  suite g. A ----- V Mn c iV[. Si de plus, on avait 

M +A,  il y aurait au moins une cloison de iV[ appartenant ~ trois chambres distinctes 
contenues dans iV[, contrairement ~ l'hypoth~se. Par suite, M = g . A  est bien un appar- 
tement de 3". 

Corollaire ( 2 . 8 . 6 ) .  - -  Soit ~ une injection de A dans J .  On suppose que ~ est un morphisme 
chambrd ( i .  i .  7) de complexes polysimpliciaux et envoie chaque cloison de C sur une cloison de 
mgme type. Alors q~(A) est un appartement et ~est  une application structurale. 

On montre immddiatement par rdcurrence sur t(w(C, C)) que q0 envoie une cloison 

d'une ehambre quelconque C de A sur une eloison de m~me type. On en ddduit que 
l'image d'une galerie minimale est une galerie minimale de m6me type, ce qui entraine 

que q~(A) est close, done est un appartement  d'apr6s (2 .8 .5) .  I1 existe done une appli- 
cation strueturale ~b telle que d/ (A) = q~ (A) et d?(C)=~?(C). Mais +-loq~ est alors un 

automorphisme de eomplexe polysimplieial de A, dont la restriction ~ C est un 
automorphisme affine de C conservant chaque eloison de C, ee qui entraine que +-loq~ 
est l'identit~, d'o/a le eorollaire. 

(2 .8 .7 )  On voit done que, sous les hypotheses de (2.8 .2) ,  la famille des 
appartements de 3- ne d6pend que de la structure polysimpliciale de 3-. On en d6duit 

en particulier que tout homomorphisme B-adapt~ ~ : G ~ G  est automatiquement B-N-adaptS. 
Par ailleurs, on montre faeilement que la mgtrique de 3- dgtermine sa structure poly- 

simpliciale : les points de 3- int~rieurs ~ une ehambre sont ceux qui poss~dent un 
voisinage isomfitrique k un ouvert de A. I1 rdsulte alors de (2.8.4)  que, sous les 
hypotheses de (2 .8 .2) ,  route isomfitrie de 3" sur lui-m~me est un automorphisme de 
l ' immeuble 3", ~ un automorphisme de (A, W) pr~s. 

Lemme (o,. 8.8).  - -  Soient A un appartement, C une chambre de A, y,  y '  deux points de 3". 

Si Cccl({pA;c(y), PA;c(Y')}), alors Cccl ({y ,y '} ) .  
Posons p = 0A; c, z = p(y) et z'---- O(Y'). Soient (I', C) (resp. P') une galerie tendue 

en t rey  et C (resp. entre C e ty ' ) ,  C' l 'origine de I" et C" l'extr6mit~ de I". Vu (2.4.4)  , 
la galerie (p(P), p(I")) est minimale. La galerie (F, I"), qui est de m~me type, l'est 
done aussi (2. i .  i i )  et C est contenue dans e l (C 'oC") .  Par suite, il existe g e G  tel 

que g . C = C ,  g . C ' = p ( C ' )  et g . C " = p ( C " ) .  On a alors 

cl({y,y'}) = g - ~ .  cl({g.y, g.y'}) =g-~ .  cl({z, Z'}) zg -~ .  C = C .  

Proposition (2 .8 .9) .  - -  Soient D une chambre vectorielle, x, x" ~A et y , y '  e3". Supposons 
qu'il existe y ~ x - k D  et y'~ex'--D tels que d(y,y~) (resp. d(y',y'~)) soit infd'rieur g~ la distance 
de y~ (resp. y[) au complgmentaire de x + D  (resp. x ' - -D)  dans A. Alors 

el({y,y'}) z (x'+ (x -  D). 
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Soit C une chambre rencontrant ( x - - D ) n ( x ' + D )  et soit p la r~traction de J 

sur A de centre C. On a O(y)sx-t-g) et p(y ' ) sx ' - - f ) .  Vu (2.4.8) et (~.8.8),  on a donc 

Cccl ({y ,y ' } ) ,  d'ofi notre assertion. 

CoroUaire ( ~ , . 8 .  x o ) .  - -  Soient Dune chambre vectorielle, v un glgment de D et X un nombre 
r&l tel que o~<X<i. II existe un nombre rdel e>o  tel que, pour x, x ' eA  et y , y ' e J ,  les 
relations x ' - - x e R v ,  d(x,y)<e.d(x,  x') et d(x' ,y ')<e.d(x,  x') entrMnent l'existence de 
Z, z'E[yy'] n A  avec d(z, z')>~X.d(x, x'). 

Soient xi ( i = I , . . . ,  6) six points distincts d 'une droite L de A, tels que 

xis[xi_lxi+l] pour i = 2 , . . . , 5 ,  que x6--x leR+v et que d(x3, x4)>X.d(xl, x6). Soit 

reR~. et soit Xi la boule de A de centre x i et de rayon r (i~<i~<6). Supposons r assez 

petit pour que Xlcx~- -D  , X 3 u X 4 C ( x z + D ) n ( x ~ - - D  ) et X 0 c x ~ + D  et posons 

= r .  d ( x l ,  x~ ) -  1. 

Soient x, x ' eA et y , y ' e J  satisfaisant aux conditions de l'~nonc6. Quitte ~t trans- 

former le syst~me des xi par une homoth6tie ou une translation et ~ multiplier r, ve t  D 

par le rapport d'homotia~tie, ce qui ne change pas e, on peut supposer que x=x~ et 

x ' = x  6. Soit A un appartement contenant {y,y '} .  On a d(x,y)<e.d(x,  x ' ) = r  et, de 

m~me, d(x' ,y ')<r. De (2.8.9) on d6duit alors que A ~ ( x 2 + D ) n ( x s - - D  ). Soient C 

une chambre de /1, reneontrant cette intersection et p la restriction ~t A de la r6trae- 

tion Pa;c- On a C c A n A  et p est une isom~trie de A sur A laissant fixes tousles points 

de A r i A  (2.3.4).  Comme Px.c diminue les distances (~-5.3), on a aussi p(y)eX 1 

et p(y') eX~. On en d6duit aussit6t qu'il existe ze[p(y)p(y')] n X 3 et z'e[p(y)p(y')] n X 4 
telsque d(z,z')>~X.d(x,x'). Comme X~uX4c(x~+D) n ( x ~ - - D ) c A n A ,  o n a  z = p - t ( z )  

et z '=o- l ( z ' ) ,  &off z , z ' e [ y y ' ] n A .  

Proposition (2.8.  x x ). - -  L'appartement A est la plus petite partie convexe non vide de J 
invariante par u-l(V).  Il est aussi la plus petite partie close non vide de J invariante par ~-I(V). 

La seconde assertion est une cons6quence imm6diate de la premiere. 

Soient M une partie convexe non vide de J invariante par v-l(V), y e M ,  xeA 
et gev-l (V) tel que v(g) n 'appartienne au noyau d 'aucune racine vectorielle. Posons 

v=v(g)  et soient X, e des nombres rdels possddant les propri6t6s du corollaire (2.8. IO). 
Pour neN suffisamment grand, on a d(x, y) = d(g".x, g".y) <e.d(x, g".x), done il existe 

ze[y(g".y)] n A = M n A .  Comme l'enveloppe convexe de ~-I(V) (z) est manifestement A, 

on a A c M .  

(2.8. x2) Nous allons montrer par un exemple que les assertions (2.8.3) $ (2.8.7) 

ne demeurent pas valables si on supprime les hypotheses de (2.8.2).  

Supposons card S = 2 ,  posons S={sl ,  sz} et soient X un sous-groupe de B, 

n~EBsiB ( i = I ,  2) tels que n~2~X et n~Xn~-l----X, et N' le groupe engendr6 par n'l, n~ 

et X. I1 est clair que X est distingu6 dans N' et qu'il existe un homomorphisme surjectif 

: W - + N ' / X  et un seul tel que ~q(sl)=n~X. De ( I .2 .8 ) ,  il rfsulte que si w~W, on a 

aq(w) cBwB. Par cons6quent, ~ est bijectif. On en d6duit aussit6t que (G, B, N') est un 

66 



G R O U P E S  R E D U C T I F S  S U R  U N  C O R P S  L O C A L  57 

syst~me de Tits de groupe de Weyl W, ~quivalent ~ (G, B, N) ( I .2 .  I I ) ,  Par suite, 
l ' immeuble J '  de (G, B, N') s'identifie en tant qu'espace mdtrique et que complexe 
polysimplicial ~ l ' immeuble ~" de (G, B, N) (~-7.4), et les appartements de J '  sont 
ceux de J si et seulement s'il existe beB avec N 'cbNb  - t  (2.2.6),  e'est-k-dire 
~ ( w ) c b . w H . b  - t  pour tout w~W. 

Exemple (2.8. I3). - -  Soit p un nombre premier, et soit % la valuation p-adique 
de Q .  Prenons G = S L ~ ( Q ) ,  

~  )oo} 

D'apr~s [28], (G, B, N) est un syst~me de Tits de type affine de rang x (voir aussi 

(6.2.3),  a)).  On a 

-=/(: :0 
o 

( o x )  
Posons nt ~ - -  I 0 ' 

- - I  

o)} 
On v~rifie ais~ment que les hypotheses de (2.8.12) sont satisfaites et que les valeurs 
propres de n[r~ ne sont pas rationnelles. I1 en rdsulte que n[n~ n'est pas conjugu6 d 'un 
dldment de stszH , done que J et J '  n 'ont  pas les mfimes appartements. 

2.9" Quartlers. 

Proposition (2-9. I ) .  - -  Soient A un appartement de J e t  ~ un quartier de A.  Il existe 

une application PA;r et une seule de J dans A possddant la propridtd suivante : pour toute partie 

bornge M de J ,  il existe un quartier ~ ' c  �9 tel que, pour toute chambre C rencontrant ~',  l'on 

ait pA;~(X)=pA;c(X) pour tout xeM. 
Nous devons montrer qu'dtant donnde une partie born~e M de J ,  il existe un 

quartier ~ ' r  ~ tel que, si C d~signe une chambre rencontrant  ~', la restriction de pa; c 

M ne d~pend pas du choix de C. On peut ~videmment supposer que M est rdunion 

d'adhfirenees de chambres. Prenons un point a de A e t  posons d = s u p { d ( a ,  x)]xeM}. 
Soit 1V[' la boule de centre a e t  de rayon d dans A e t  soit ~x un quartier opposd k ~ et 
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contenant 1Vf' ( (2 .4 .8)  (i)). Soit b le sommet de ~ et soit ~"  le quarrier de A opposd 

~1 (done dquipollent ~ ~) de sommet b. Nous allons montrer que le quartier ~'---- ~ r~ ~"  
rdpond ~ la question. 

Soit C O une ehambre de A ~ laquelle b soit adhdrent; posons p----p,; c,. Comme une 
rdtraetion diminue les distances, on a p ( C ' ) c M ' c  ~ pour toute chambre C' contenue 

dans M. 
Soit C une chambre rencontrant ~" .  D'apr~s (~-4.9),  l'enelos de C u p ( G ' )  

contient Co. II existe done une galerie minimale I" de la forme 

(c, . . . ,  Co, . . . ,  c., 

et il existe une galerie minimale de la forme (Co, C~,+,, . . . ,  C',, C') avee p(C~)=Cj 

pour m+~<~j<n. La galerie (C, C~, . . . ,  Cr,, Co, C~+x, . . . ,  C',, C') est sans bdgaiement 
e t a  m~me type que P. Elle est done minimale, et son image par la rdtraction pA; cest  P, 
unique galerie minimale de type s(P)  et d'origine C. Par suite, on a 

0 ( c ' )  = 0 . ( c ' )  

pour toute chambre C' contenue dans IV[ et toate ehambre C rencontrant flY, &off la 

proposition. 

D~nition ( 2 . 9 . ~ , ) . -  L'application p,;~ dgfinie par (e .9 .  i) s'appelle la r6traction de J 
sur l 'appartement A relativement au quartier (~. 

I1 est clair que p----PA;e ne change pas si l'on remplace E par un quarrier de A 

~quipollent ~ ~, et ne d6pend done que du << germe de quartier ~ de A d6fini par 
(cf. (7 .2 .3) ,  (7.4.  i~)). I1 est aussi clair que p diminue les distances et que sa restriction 

l'adh6renee d 'une ehambre est isomdtrique (~.5.3) .  

Corollaire (2 .9 .3) .  - -  Soient A un appartement de J ,  ~ un quartier de A et Cune  chambre 

de J .  Il  existe un quartier ~'  c �9 tel que la restriction de 9A., �9 a ~ ' u  C soit isomgtrique. 

Vu (2.5-3),  (ii), il suffit de prendre un quartier ~ ' c ~  tel que pA:~(C)=OA;c,(C) 
pour toute chambre C' rencontrant ~'. 

Corollaire (2 .9 .4) .  - -  Supposonf G muni d'une structure de groupe topologique complet 

satisfaisant aux hypothkses de (2 .8 .  ~). Soient ~ un quartier et C une chambre de J .  l l  existe un 

quartier ~ ' c  ~ et un appartement contenant C et ~' .  

Cela r~sulte de (2.9- 3) et (2 .8 .4) .  

Proposition (2 .9 .5) .  - -  Soient A et A '  deux appartements, ~ (resp. ~') un quartier de A 

(resp. A'). Il  existe des quartiers ~1 c ~ et ~'1 c ~'  tels que la restriction ~ ~1 u ~'~ de la rdtrac- 
tion de J sur A relativement g~ ~ soit isomgtrique. 

On peut supposer que A = A  (identifi6 ~ j (A)) .  Notons p la r~traction de J sur A 

relativement au quartier ~. Pour toute chambre C de A', soit m(C) le centre de gravitfi 

de C et soit Q(C)  l'interseetion de C avec le quartier de A' de sommet re(C) dquipollent 
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~t E'. On vfirifie ais~ment qu'il existe un 616ment w(C) et unseu l  du groupe de Weyl ~W 

du syst~me de racines "Y-- tel que a(Q(C))  c 9(m(C)) -t- w. D, o/a D est la chambre vecto- 
rielle direction de E. Choisissons alors une ehambre C O de A' de telle sorte que la longueur 
de W(Co) dans "W (relativement k la base B(D) de "Y. assoeide ~ D) soit la plus grande 
possible. On peut supposer que E' a pour sommet m(C0) , que E est contenu dans 

p(m(C0))-t-D et que l'on a p(Co)=PA;c(C0) pour toute chambre C reneontrant E. 
Faisons de A et de A' des espaees vectoriels en ehoisissant comme origine les 

points m(Co) et p(m(Co) ) respeetivement. On a alors ~ ' = R + . Q ( C 0 ) .  
Nous allons montrer que, pour tout veQ(C0) , tout t eR+  et toute chambre C 

de A rencontrant ~, l'on a 

(I) PA; c(tv) = tp(v) = p(tv). 

Par continuitY, il suffit de d6montrer (I) lorsque la droite Rv ne rencontre aucune facette 

de codimension 2, ce que nous supposons dfisormais. II existe alors une suite strictement 
eroissante (to, . . . ,  t,+l) de points de l'~ntervalle [o, t], avec t 0 = o  et t ,+ l= t ,  et une 
galerie minimale (Co, . . . ,  C,) eontenue dans A' telles que Cin [o, tv] z ]tiv, ti+lv [ pour 
o~< i~< n. Raisonnons par  r~eurrence sur l'entier n, la relation (i) 6rant vraie lorsque n=o .  

Supposons n > o ;  vu l'hypoth~se de r6currence, la relation (i),  apr~s substitution de s k t, 
est vraie pour o<~s<<,t,. On en deduit  que p(C,_~)=OA;c(C,_~). 

C, mltoyenne de C'n_I=pA; c(C,_l) I1 suffit de montrer que PA;C(C~) est la chambre ' " 
le long de la cloison F image par p de la cloison commune ~ C,_~ et C,. En effet, ceci 
implique que la restriction de PA; c ~ C, -1  u C. est isomdtrique, done que l 'application 
t~pA;c(tv ) de [t ,_, ,  t,+x] dansAes t  affine. La premiere dgalitd (I) en rdsulte. La seconde 
se ram&ne ~ la premi&re en choisissant la chambre C << suffisamment dloignde >>dans ~"  

pour que p et PA;C coincident sur C 0 u . . .  u C , .  
Soit alors L l e  mur de A contenant F et soit e la racine affine de mur L conte- 

nant C',_~. On a alors p([t~_~v, t,v]) C ~, d'ofl, vu l'hypoth~se de rdcurrenee, p([o, t~v]) C 
et C o = p (Co) c ~. De plus, e* + w(C0). D = ~*. Si 0c ~ C, la relation eherch6e OA; c(C~) = C', 
rdsulte imm6diatement de (2.3.  I2). Si ~ contient un quartier 6quipollent ~t if, on a 
e~  o (Co)+D , et ~ contient E, done C. Reste enfin ~ examiner le cas off ~* contient C 
et un quartier de direction D. Si p(C,)+C', ,  on a p(C,)=C',_~ et le segment 
[p(t,v), p(t,+~v)] est contenu dans le sym6trique par  rapport  ~ L de la demi-droite 
[t,, oo[.v. On en d6duit que w(Cn)=s.w(Co)  , off s est l 'image dans 'W de la r6flexion 
par  rapport  ?~ L. 1VIais D et w(Co). D sont du m6me c6t6 de l 'hyperplan des points fixes 
de s, ce qui entratne que la longueur de sw(C0) est strictement plus grande que celle 
de w(Co) , d'ofl une contradiction vu l e  choix de C 0. Par suite, on a o(C,) =C~.  Montrons 

maintenant que O,;c(C,)=C~. Supposons au contraire que p, ;c(C,)=C'~_l ;  il existe 
alors une chambre C" mitoyenne de C n e t  Cn_ ~ telle que 0n ; c (C" )=C '  n (2.3.~2).  

La longueur h d 'une galerie tendue entre C et C" est alors figale ~t eelle d 'une galerie 

tendue entre C et C', et, puisque C et C',_~ sont de part  et d 'autre de L, la longueur d 'une 
v t !  v .  galerie tendue entre C et C,_~ est dgale ~ h-~i .  On en ddduit que o(C ) = C , ,  en 
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effet, p(C") admet  F comme cloison, donc est dgale ~ C'  n ou ~ C'n_l, et ne peut  pas ~tre 

dgale ~ C'n_ 1 puisque l ' image par  p d 'une  galerie tendue entre C et (Y' est une galerie 

de  longueur  h jo ignan t  C ~ p(C").  N[ais ceci contredi t  ( 2 .3 . I2 )  : en prenant  une 

chambre  C ' "  contenue dans un quar t ier  suffisamment peti t  contenu dans r on en ddduit  

en effet que les deux chambres  mitoyennes C. et C"  sont envoydes par  la rdtraction PA; c", 

sur la m6me chambre  C'~, qui  est situde du m~me c6td de L que C" ' .  Par  suite, nous avons 

bien montrd que pa ;c(C. )=C' , ,  ce qui ach~ve la ddmonstrat ion de (I). 
Nfontrons alors que la restriction de 9 ~t C u  if' est isomdtrique. La  relation (I) 

entralne que, pour  xE~ et .yeff ' ,  on a 

d(p(x), p ( y ) )=d(x ,  p^; c(Y))----d(x,y) 

en prenant  pour  C une chambre  contenant  x dans son adhdrence et en appl iquant  

(2 .5 .3)  (ii). Si x ,y~E ' ,  il existe t~R+  tel que tx et ty appar t iennent  ~ Q(C0) et on a 

alors, vu (I) et le fait  que la restriction de p k Q(C0) est isomdtrique, 

d(9(x), p(y)) ----- d(t- l~(tx) ,  t-Ip(ty)) -~ t- td(p(tx) ,  p(ty)) 

-= t - t  d(tx, ty) = d(x,y).  

Comme p est l ' identitd sur E, ceci ach6ve la ddmonstrat ion.  

CoroUaire ( z . 9 . 6 ) .  - -  Reprenons les hypoth&es de (2 .8 .2) ,  et so#nt ~ et ~'  deux quartiers 
de dI. Il  existe des quartiers r  c ~ et ~'l c ~'  contenus dans un mgme appartement. 

Cela rdsulte de (2 .9 .5)  et (2 .8 .4 ) .  
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3. SOUS-GROUPES BORNI~S 

On conserve les notations des paragraphes pr&ddents. 

3.  x. B o r n o l o g i e  d~finie  p a r  u n  s y s t ~ m e  de  Ti ts .  

Dgfinition (3. I .  I ) .  - -  Une bornologie sur un ensemble X est un ensemble ~ de parties 
de X,  dites parties born&s, stable par re'union finie, contenant les parties fin~es de X et teUe que I V [ ~  
et M'c1V[ entrMne M' eN.  Si X est un groupe, on dit que ~ est compatible avec la loi de groupe 
de X ,  ou fait de X un groupe bornologique, si M, M'  e ~  entra~ne M - 1 M ' e ~ .  

Exemple (3. x. 2). - -  a) L'ensemble des parties relativement compactes d 'un groupe 
topologique s6parfi X fait de X un groupe bornologique. 

b) Soit E un espace m&rique. Le groupe Isom E des isom&ries de E poss~de une 
bornologie naturelle form& des ensembles M poss~dant les propri6t& 6quivalentes 
suivautes : 

(i) il existe un point xeE tel que l'ensemble des g(x) pour g e m  est born6 
dans E; 

(ii) pour route partie born& F de E, l'ensemble des g(x) pour g e m  et xsF est 
born6. 

c) Soient X'  un groupe bornologique et q~ : X ~ X '  un homomorphisme de groupes. 
L'ensemble des parties de X dont l ' image est une partie born6e de X '  forme une bornologie 
sur X, compatible avec la loi de groupe de X, et appel6e image r&iproque de la bornologie 
de X'  par ~0. 

Proposition (3 . I . 3 ) .  - -  Soit ~ l'ensemble des parties de G dont l'image canonique dans 
B\G/B est finie. Alors ~ est une bornologie sur G compatible avec la loi de groupe de G. 

Que ~ soit une bornologie est 6vident. D'autre part, il est clair que Y [ e ~  entraine 
IV[-le~ et il suffit de montrer  que M, M'~5~ entralne M M ' E ~ ,  ce qui est imm~diat 
puisque le produit  de deux doubles classes modulo B appartient k ~ ([5], chap. IV, 
w 2, n ~ I, lemme I ) .  

D~finition (3. x-4). - -  La bornologie ~ introduite en (3. I .3) est dite d~nie par le syst~me 
de Tits (G, B, N). 

Comme ]V[e~ ~quivaut k g ~ V [ g - l ~  (quel que soit geG),  il est clair que 

ne dfipend que de la classe de conjugaison de B. Deux s.yst~mes de Tits gquivalents dgfinissent 
la mgme bornologie : nous verrons plus loin la r&iproque (3 .5- I ) .  

61 



62 F. B R U H A T  E T  J. T I T S  

Proposition (3. �9 5). - -  Soit ~ une bornologie sur G, compatible avec la loi de groupe et 
telle que B e ~ .  Soit ~w l'ensemble des parties M de W teUes que B M B e ~ .  Alors ~w fair 
de W un groupe bornologique. Si X est une partie de W telle que la rgunion des BxBx-tB, pour x eX ,  
soit bornge pour ~ ,  l'ensemble des rgflexions associges aux divers gtments de X est borng dans W.  

La premiere assertion est ~vidente. La deuxi~me rEsulte de ce que, s i t  appartient 

~t l 'ensemble T~ des rEtie�9 associEes ~t w e W  (2.3.  io), on a B t B c B w B w - t B  ([5], 

chap. IV, w 2, n ~ 4, cor. 2 du th. 2). 

CoroUaire (3. x. 6). - -  Munissons G de la bornologie ~ d~finiepar le systkme de Tits (G, B, N) 

et soit M une partie de G. Pour que Iv[ soit borng, il faut et il suffit que la rgunion des gBg - t  pour 

g e m  le soit. 
Posons M ' =  U gBg -~. Si M est bornE, on a M ' c M B M - l e ~ .  REciproquement, 

g e m  
supposons M' borne et soit X c W  tel que B X B = B M B .  Vu (3.1.5) ,  l 'ensemble des 
r~flexions associEes aux divers ElEments de X est borne dans W, c'est-~-dire fini. Comme 
tout weW est produit  des rEflexions qui lui sont associEes, prises une lois et une seule 

dans un ordre convenable, X lui-mfime est fini et M est bornE. 

Remarque (3. �9 7). - -  Les r6sultats qui prEcb.dent sont valables pour un syst6me de 

Tits quelconque, non nEcessairement de type affme. 

Proposition (3. �9 .8). - -  Soit Isom J le groupe des isomgtries de l'immeuble J de (G, B, N). 
La bornologie de G dgfinie par le syst~me de Tits (G, B, N) est l'image rgciproque de la bornologie 
natureUe de Isom J par l'homomorphisme canonique de G dans Isom J .  

Soit M c G et soit X l'image canonique de 1V[ dans B \G/B .  Dire que l 'image de M 

dans Isom J est bornEe revient ~ dire que 

sup d(F(B), F(gBg-1)) < n t- oo. 
gEM 

Or, si g~BxB avec x~W, on a d(F(B), F(gBg-1))----d(C, x(C)). Comme W op~re 

proprement sur A, on a s u p d ( C , x ( C ) ) < + o o  si et seulement si X est fini, d'ofl la 
xGX 

proposition. 

(3. x. 9) Soit q~ : G-~-G un homomorphisme B-adaptE et soit Bl-=Stab B le norma- 

lisateur de ~(B) dans G. Nous avons dEfini en 2.7 un homomorphisme de G dans Isom J 
<< prolongeant >> l 'homomorphisme canonique de G dans Isom J .  Nous appellerons 

encore bornologie dgfnie par le systkme de Tits (G, B, N) dans G l'image rEciproque par 
cet homomorphisme de la bornologie naturelle de Isom J .  

Proposition. - -  Munissons G et G des bornologies dgfinies par le systkme de Tits (G, B, N). 

Soit M c G; les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) M est bornl dans G; 
(ii) q~-I(MB1) est borng dans G; 

(iii) l'image de M dans BI\G/B~ est finie. 
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]V[ontrons que (i) entraine (ii). Comme B 1 est bornd dans G, comme stabilisateur 
de la chambre F(B), MB~ est born6 d6s que M l'est et l 'image de MB 1 est bornde dans 

Isom J ,  d'ofl (ii). 

Si q~-I(MB~)cBXB avec X c W ,  on a McB~XB~; on en d6duit que (ii) 

entraine Ciii). 

Enfin, (iii) entralne (i) puisque B~ est bornd. 

3" 2. Un l e m m e  de po int  f ixe .  

(3 .2 .x )  Soient x, y e J .  D'apr&s (2.5.4) ,  il existe un unique point m e J  tel que 
d(x, m)= d(y ,  m)=( i /2 )d(x ,y )  : on l'appelle le milieu de {x,y}.  

Lemme. - -  Soient x,y, z e J  et soit m le milieu de {x,y}. On a 

(I) d(x, z)~ +d(y ,  z)2>~ 2dCm, z)2 +( I  /2)d(x,y) 2. 

Soit A un appartement de J contenant x et y, soit C une chambre de A dont 

l 'adhdrence contienne met  posons z'=pA;c(z) (2.3-5).  Vu (2 .5 .3) ,  on a d(x, z) >~d(x, z'), 
d(y, z) >1 d(y, z') et d(m, z) = d(m, z'). La relation (i) rdsulte alors de l'dgalitd 

d(x, z') 2 + d( y, z') 2 = 2d(m, z') 2 + (I/2)d(x,y) 2 

valable pour tout point z' de l'espace euclidien A ([3I],  livre VII ,  prop. I22). 

Remarque (3.. 2.2) .  - -  Soit E un espace mdtrique et soient x, y e t  m trois points de E 
tels que la relation (i) soit satisfaite pour tout point zeE.  Faisant successivement z = x  
et z = y ,  on voit que d(m, x )=d(m,y )=( I /2 )d (x , y ) .  De plus, si m'eE est tel que 
d(m ' , x )=d(m ' , y )=( I /2 )d (x , y ) ,  on a m = m '  comme on le voit en faisant z = m '  
dans (i).  En particulier, pour x, y e J ,  le milieu m de {x,y}  est l 'unique point de J 

satisfaisant ~ (i) pour tout ZEJ .  

Lemme (3-2 .3) .  - -  Soit E un espace rMtrique complet et E' une partie de E possgdant la 
proprigtg suivante : 

(CN) Quels que soient les points x et y deE', il existe un point mEE' tel que la relation (I) 

de (3.2. i) soit satisfaite, pour tout point z de E'. 

Si 1V[ est une pattie bornge non vide de E', le stabilisateur de 1V[ dans Isom E posskde un 
point fixe dans l'adhdrence de E' dans E. 

Si X et Y sont deux parties de E, nous poserons 

diam (X, Y ) =  sup d(x,y) 
z~X, yGY 

diam X---- diam(X, X).  

Soit k un nombre rdel tel que o < k ~  I. Pour toute partie X de E', notons f ( X )  
l'ensemble des points m~E' pour lesquels il existe x , y ~ X  tels que la relation (I) soit 
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satisfaite pour tout zeE '  et que d(x,y)>.k.diam X ;  vu (CN), on a f ( X ) + O  si X + O .  

Pour des points x ,y ,  m satisfaisant ~ ces conditions, et pour zeE' ,  on a : 

(2) d(m, z) 2 <~ (I/2) (d(x, z) ~ + d(y, z) 2) --  (I/4) d(x,Y) 2 

~< diam(X, {z}) 2 -- (k~/4)(diam X) ~. 

Pour zeX,  on en tire : 

(3) d i a m ( f ( X ) ,  X ) ~ k l . d i a m  X avec k l=( i - - (k2 /4) l~)<I .  

De plus, en prenant zef (X)  dans (2), on tire de (2) et (3) : 

(4) diamf(X)~<k.,.diam X avec k2=(i--(k2/2) ' :2)< i. 

Soit iV[ une partie bornfie non vide de E';  d'apr~s (4), on a 

(5) diamfq(1vI)~<k~.diam IV[ pour tout entier q~> I. 

Choisissons alors un point xq~fq(M) pour qeN' ,  ce qui est loisible puisquefq(M) 
n'est pas vide. II r~sulte de (3) et (5) que d(xq, Xq~)<~kxk~.diamlV[ et la suite de 
Cauchy (xq) converge vers un point xeE', inddpendant du choix des xq d'apr~s (5)- 
Enfin, il est clair que le stabilisateur de M dans Isom E laisse invariant chacun desfq(M),  

done aussi x. Ceci aeh~ve la d6monstration. 
On remarquera qu'a priori le point x ainsi construit dfipend du choix de la 

constante k. 

Proposition (3-2.4) .  - -  Soit M une partie bornge non vide de l'immeuble J de G. Le 
stabilisateur de M dans Isom J poss~de un point fixe appartenant ~ l'adMrence de l'enveloppe 
convexe de 1VL 

Cela rfisulte des lemmes (3.2.  I) et (3.2-3) ,  en prenant dans ce dernier pour E 
l ' immeuble J e t  pour E' l 'enveloppe convexe de M. 

Remarque (3 .2 .5) .  - -  Soient E un espace m6trique et x, y, m trois points de E. 
La d6monstration du lemme (3- 2. i) montre que s'il existe une application p de E dans 
un espaee euelidien, diminuant les distances, telle que d(p(m), p(z))=d(m, z) pour 
tout zeE et que p(m) soit le milieu du segment [p(x)p(y)], alors la relation (I) est satis- 

faite pour tout zeE.  Ceci s 'applique en particulier au cas or E est un espace riemannien 
simplement connexe ~ courbure ndgative et off m est le milieu du segment g6od6sique [xy] : 
il suffit de prendre pour p l 'application de E sur son espace tangent en m, inverse de 
l 'applieation exponentielle ([24], chap. I, w I3). Le lemme (3-2.3) fournit alors dans 
ce cas une ddmonstration simple du r6sultat elassique sur l'existence d 'un point fixe 
pour un groupe compact  d'isom6tries d 'une telle vari6t6 riemannienne. I1 est assez 
curieux que ce m~me lemme, qui vanous  servir pour ddterminer les classes de conjugaisons 

de sous-groupes bornds maximaux des groupes alg6briques semi-simples sur un corps 

local, puisse ainsi ~tre utilis6 pour d6montrer la conjugaison des sous-groupes compacts 

maximaux des groupes de Lie r6els. 
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D'ailleurs, l ' immeuble J joue en quelque sorte pour G u n  r61e analogue k celui 
que joue pour un groupe de Lie semi-simple r6el l'espace riemannien sym6trique quotient 
par un sous-groupe compact maximal : c'est un espace mfitrique complet contractile, 

sur lequel op~re le groupe, les stabilisateurs de chaque point 6tant born6s, et le 
lemme (3.2.  i) exprime une sorte de propri6t6 de (( courbure n6gative >). Pour d'autres 

exemples de cette analogie, voir [35]. 

3-3. Sous-groupes bombs  maxlmaux .  

Soit q~ :G-+(~  un homomorphisme B-adaptd; munissons (~ de la bornologie 

d6finie par le syst6me de Tits (G, B, N, S) comme en (3 .1 .9) .  

Thgor~me (3.3.  x). - -  Pour qu'un sous-groupe de G soit borng, il faut  et il suffit qu'il 
stabilise un sous-groupe parahorique de G. 

Si un sous-groupe F de G stabilise un sous-groupe parahorique P de G, il laisse 

fixe la facette F(P) de J e t  est par  suite borne, par  ddfinition m~me de la bornologie de (~. 
Rficiproquement, si F est borne, toute orbite de F dans J e s t  born~e et (3.2-4) 

implique que F poss~de un point fixe x dans J .  Soit P l e  sous-groupe parahorique de G 
tel que xEF(P). Alors P conserve F(P) et on a g P = P  pour tout gEF (2 .7 . I ) ,  ce qui 

ach~ve la d~monstration. 

Corollaire (3 .3 .2 ) .  - -  Tout sous-groupe borng de G est contenu dans un sous-groupe borng 
maximal. Les sous-groupes bornds maximaux sont les glgments maximaux de l'ensemble des stabi- 
lisateurs de sous-groupes parahoriques de G. 

Cela rfisulte imm~diatement du th6or~me et de (I .  2. I9), qui montre que le stabi- 
lisateur d 'un sous-groupe parahorique n'est contenu que dans un nombre fini de 

stabilisateurs de sous-groupes parahoriques. 

CoroUaire (3 .3 .3) .  - -  Les sous-groupes borngs maximaux de G sont les sous-groupes 

parahoriques maximaux. En particulier, ils forment [-[ (gi + I) classes de conjugaison (oil les 
" l ~ i ~ m  

entiers t i pour I <~ i<~ m sont les dimensions des composants irr~ductibles de A). 

II suffit d 'appliquer (3.3.2)  au cas ~----Id G. 

(3 .3 .4 )  Rappelons qu'on a d~fini en (1.2.  I6) un homomorphisme ~ de G dans 
le groupe des automorphismes du graphe de Coxeter de W, tel que, si P est un sous- 

groupe parahorique de type X de G, alors gP est de type ~(g)(X) pour tout gEG. 

Posons ~ = ~ ( 6 ) .  La proposition suivante est une version (( abstraite )~ d 'un r~sultat 

d' Iwahori-lV[atsumoto : 
Proposition. - -  Soient P e t  P' deux sous-groupes parahoriques de G, X et X '  leurs types 

et E x le stabilisateur de X dans ~ Pour que Stab P soit un sous-groupe borng maximal de G, il 

faut  et il suffit que X soit maximal parmi les types de sous-groupes parahoriques invariants par E x. 
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Pour que Stab P et Stab P' soient conjugugf dans G, il faut  et il suffit qu'il existe t e e  tel que 

X ' - -  t(X). 

On peut supposer P = B x. On a rappel~ (I.  2.19) que Stab P c Stab P' ~quivaut 
P ' - - B  x, avec X c X '  et E x c E x , .  Cette derni~re condition signifie que X'  est 

invariant par Ex, d'ofi la premiere assertion. 

S'il existe g e G  tel que Stab P ' = g ( S t a b P ) g  - t ,  on a p ,=0p ,  d'ofi X ' = ~ ( g ) ( X ) .  

R~ciproquement, s'il existe t e e  tel que X ' = t ( X ) ,  et si ge~- t ( t ) ,  les sous-groupes gP 
et P' sont de marne type, donc conjugufis, et il e n e s t  de m~me de Stab P' ct de 
Stab P = g - t ( S t a b  gP)g. 

(3 .3 .5 )  Supposons le syst~me de Tits (G, B, N) irr~ductible. Alors, Stab P e s t  
maximal si et seulement si le type X de P est le complgmentaire d'une orbite d'un sous-groupe de E 

dans S. 

Si de plus E est cyclique d'ordre q (ce qui est frdquemment le cas dans les applications 
aux groupes alg6briques simples), le nombre c des classes de conjugaison de sous-groupes 
born~s maximaux de G satisfait ~ l'infigalit~ c < g + I  (ofa g est la dimension de A), 
sauflorsque q = i  ou 2, auquel cas on a c = g + i .  On voit en effet aisfiment que, si E 

permute cycliquement une partie Y de S, le hombre de classes de conjugaison de sous- 

groupes bornds maximaux de G de la forme Stab B x avec XD S- -Y,  est figal au nombre 

de diviseurs de Card Y. 

(3 .3 .6 )  Pour des exemples de ddtermination explicite des classes de conjugaison 
de sous-groupes Stab P maximaux, voir [28]. 

3.4 .  Caract~risat ion de la bornolog le  d~finie par  un s y s t ~ m e  de Tits  de type 
affine.  

On reprend les notations de 2.6. 

TMor~me (3.4.  x ). - -  Soit ~ une bornologie sur G, compatible avec la loi de groupe de G 

et telle que B soit bornL Il  existe une partie J c { I ,  . . . ,  m} et une seule telle que ~ soit la bornologie 

d(finie par le syst~me de Tits (G, B J, N). 

Nous allons tout d 'abord Etablir deux lemmes. 

Lemme ( 3 . 4 . 2 ) .  - -  Supposons W irrgductible et soit W ~ le stabilisateur dans W d'un point 

spgcial aeC.  Si X est une part# infinie de W ,  toute rgflexion de W e s t  associge gz au moins un 

~lgment de W ~ X.  
Faisons de A un espace veetoriel en prenant a comme origine. Soit r unc r6flexion 

de W e t  soient q~ une forme lin~aire sur A e t  k e N  tels que l 'dquation q~(x)=k ddfinisse 

le tour L de A, ensemble des points fixes de r, et que C soit contenue dans {x~A I q~(x) <k}. 

Vu l'irr~ductibilit~ de W, l'ensemble q) des transform~s de q~ par ~W engendre le dual 
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de I e t  qb - - - q )  puisque la rdflexion de tour Ker q9 transforme ? en - - %  I1 en rdsulte 

que l'ensemble 
E =  ['1 w.{x~Al~(x)<k } 

wE~W 

est born~ et il existe x~X tel que x ( C ) r  I1 existe alors wc-W ~ tel que 

wx(C) c{xEA[?(x)>k}  et la r~flexion r e s t  associde $ wx d'apr~s (2.3. io). 

Lemme (3- 4 .3) .  --- Il existe un entier N tel que tout glgment de W soit le produit d'au plus 
N rdflexions de W.  

Faisons de A un espace vectoriel en prenant comme origine un point spficial et 

reprenons les notations de ( i . 3 .8 ) .  Soit { a l , . . . ,  at} une base du systSme de racines 
associfi ~ W. Pour toute racine ae ~y- et tout entier neZ, le compos6 ra,,or,, o est la 
translation de vecteur --n.  aV; comme les translations de vecteur a~" pour ~ ~< i~<t forment 
une base du groupe V des translations de W e t  que W est produit  semi-direct du stabili- 

sateur W ~ de l'origine par V ( I -3 .7) ,  on en dfiduit que l'on peut prendre N = N ' +  2t, 
o6 N' est le plus petit entier tel que tout filfiment de W ~ (qui est fini et isomorphe ~ ~'W) 
puisse s'ficrire comme produit  d 'au plus N' rfiflexions. 

Remarque (3.4-4)-  - -  Posons 1V[= U gBg -~ et soit N u n  entier satisfaisant aux 
gG6 

conditions de (3.4 .3) .  On a alors G = M 2x. En effet, pour toute rdflexion r e W  il existe 
x e W  tel que reT~ (par exemple r lui-m~me). On a alors B r B c B x B x - I B c B . ~ I c ~ V s  ~. 
Si w e W  est le produit  de k~<N rfiflexions r~, on a donc BwBcI IBr jBc lV~  y. 

J 

(3 .4 .5 )  D~montrons maintenant le thfiorSme (3-4. I). Soit ~ une bornologie 
sur G, compatible avec la loi de groupe et telle que B soit born& Pour tout j = I, . . . ,  m, 
considdrons la bornologie ~ induite par  ~ sur B j = B W j B  et soit ~w (resp. Nwi) la 
bornologie sur W (resp. W~) d~duite de .~ (resp. ~ )  comme en (3.1.5) .  S'il existe une 

partie X de W~ infinie et bornde pour ~wi, le lemme (3.4.2)  joint "~ (3.1.5)  montre 
que l'ensemble des r6flexions de W~ est bornd, donc, d'apr~s (3-4.3) ,  que Wj lui-mfime 
est bornd pour ~ .  Autrement dit, ou bien B g ~  , ou bien ~ est la bornologie ddfinie 
par le systSme de Tits (B~, B, B~ n N). 

Soit alors J = { j z {  I , . . . ,  m} ]Bye}. Nous allons montrer que ~ est la bornologie 
d~finie par (G, B J, N). Quitte ~ remplacer B par B J, on peut supposer que J = O .  Soit 
alors X e ~  w e t  soit Y l'ensemble des r~flexions associ~es aux divers points de X. Nous 
avons vu (3. ~. 5) que Y est born~ pour ~w ; par suite, d'apr~s la premiSre partie de la 
ddmonstration, YnW~ est fini pour tout i. Comme toute r~flexion de W e s t  contenue 
dans l 'un des W~, il en r~sulte que Y lui-mame est fini. Donc X est fini, d'ofi notre 

assertion. 
Enfin, l'unicit6 de J est ~vidente : c'est la plus grande partie de { ~, . . . ,  m} telle 

que B a soit born6. 

Corollaire (3 .4 .6 ) .  - -  La bornologie dgfinie par (G, B, N) est contenue dans route borno- 
logie compatible avec la loi de groupe de G et pour laquelle Best borne. Les bornologies dgfinies par les 
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composants irrgductibles de (G, B, N) sont les bornologies maximales parmi les bornologies compatibles 

avec la loi de groupe de G e t  pour Iesquelles Bes t  borng et G ne l'est pas. Si le systkme (G, B, N) 
est irrgductible, la bornologie qu'il dgfinit est l'unique bornologie compatible avec la loi de groupe 

de G pour laqueUe Best  borng et G ne l'est pas. 

CoroUaire (3 .4 .7 ) .  - -  Soit ~ : G---~G un homomorphisme B-adaptg. La bornologie difinie 

sur G par le syst~me de Tits (G, B, N) est l'unique bornologie sur G qui est compatible avec la 

structure de groupe de G e t  pour laquelle f~ est borni et q~(B J) est non borng pour toute partie non 

vide J de {I ,  . . ., m}. 
Si en particulier le syst~me de Tits (G, B, N) est irrgductible, la bornologie qu'il dgfinit 

dans G est l'unique bornologie compatible avec la structure de groupe de G, pour laquelle Bes t  born6 

et G ne l'est pas. 

Si une bornologie sur G satisfait aux conditions de la premi6re partie de l'6noncd, 

elle induit  sur le sous-groupe G0=  Ker ~ (avec les notations de ( i .  2. I7) ) la bornologie 

d6finie par  le syst6me de Tits (B, q~(N)), qui est dvidemment  la m~me que la bornologie 

d~finie dans G0 par  (G, B, N) et l 'homomorphisme ~ : G--~G 0. Or G0 est d' indice fini 

dans G, &off la premi&re assertion du corollaire. La deuxi~me en rdsulte. 

3.5" Caract6risation d'un sys t~me de Tits de type aff ine par sa bornologie.  

Le thdor6me (3.3. I) m o n t r e  que les sous-groupes parahoriques maximaux du 
syst6me de Tits (G, B, N) sont bien d6termin6s par  la donnde de la bornologie d6finie 
par  ce syst6me de Tits. Plus prdcis6ment : 

Thgor~me (3-5-z) .  - -  Deux systkmes de Tits de type affine dans un mgme groupe sont 
gquivalents si et seulement si ils dgfinissent la mgme bornologie. 

Commen~ons par  ~tablir deux lemmes. 

Lemme ( 3 . 5 . 2 ) .  - -  Supposons W irrLductible et soient P, P' deux sous-groupes parahoriques 

maximaux distincts. Pour que P n P' soit un sous-groupe parahorique, il faut  et il suffit que ce soit 

un sous-groupe maximal de P. 

Si P n P '  est un sous-groupe parahorique,  on peut  supposer que B c P n P ' .  
Comme W e s t  irr~ductible, il existe deux ~l~ments distincts s, s ' eS  tels que P =  Bs_~ ~ 
et P ' = B s _ ~ , I ,  et P n P ' = B s _ ~ , , ,  / est maximal dans P. 

R~ciproquement,  supposons P n  P' maximal dans P. Soit D une boule de centre 
x = a  v (2.1.2)  poss~dant les propri~tds du lemme (2.5.  i f )  et soit a e D n  [apae, ] avec 
a+a e. Soit Q le sous-groupe parahorique tel que a e F ( Q ) .  On  a P n  P ' c Q  d'apr~s 

(2.5-4) ( i i i )e t  aeeF(Q)  d'apr&s ( 2 . 5 . I I ) ,  d 'o~ Q c P .  On en tire P r ~ P ' = Q .  

Lemme (3- 5 .3) .  - -  Soient P1, �9 �9  Pq des sous-groupes parahoriques. L'intersection 

P1 n . . .  n P~ est un sous-groupe parahorique si et seulement si Ph n Pk est un sous-groupe parahorique 

pour I <~ h, k <~ q. 
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Que la condition soit nEcessaire est Evident. Montrons qu'elle est suffisante par 

recurrence sur q. Supposons que Q =  P1 n . . .  n Pq_l soit un sous-groupe parahorique 
et soit A un appartement contenant F (Q)  et F(Pq). Soit F l 'enveloppe convexe de la 
reunion des F(Ph) pour I<<.h~q et soit L un mur de A. Comme F(Ph) et F(Pk) sont deux 

facettes de A situdes du mSme c6td de L (pour l<~h, k<<.q), l 'ensemble I ~ est tout entier 
du m~me cEtd de L. Ceci Etant vrai pour tout mur, I' est done contenu dans l'adhErence 

d 'une facette F(Q')  et on a PhzO~ pour tout h, ce qui entraine que l'intersection des ph 
est bien un sous-groupe parahorique. 

(3 .5 .4 )  Passons maintenant h la demonstration du tMor~me (3.5.  i). Nous avons dEjh 
vu que la condition est nEcessaire (3. I -4). Montrons qu'elle est suffisante. Soient (B, N) 
et (B', N') deux systEmes de Tits de type affine dans le m~me groupe G, dEfinissant la 

m~me bornologie. Vu (3.4.6) ,  il existe une bijection de l'ensemble des composants irrE- 
ductibles de (G, B, N) sur celui des composants irrEductibles de (G, B', N') telle que les 
bornologies dEfinies par deux composants irrEductibles se correspondant par cette bijec- 
tion soient les mfimes. Compte tenu de (2.6 .4) ,  on voit donc qu'il suffit de ddmontrer 
notre assertion dans le cas off (B, N) et (B', N') sont irrEductibles, c'est-~t-dire, vu (3- 4- 6), 
]orsque la bornologie qu'ils dEfinissent est maximale parmi les bornologies compatibles 

avec la loi de groupe de G pour lesquelles G n'est pas bornE. Comme (B, N) et (B', N') 

ont les m6mes sous-groupes parahoriques maximaux, les lemmes (3.5.~) et (3-5-3) 
montrent qu'ils ont les mSmes sous-groupes parahoriques, c'est-h-dire sont Equivalents. 

Remarque (3 .5 .5) .  - -  La bornologie dEfinie par un systEme de Tits de type affine 
est complEtement dEterminEe par la donnde des sous-groupes parahoriques maximaux, 

et m6me par la donnEe d 'un seul sous-groupe parahorique puisque les parties bornEes 
sont celles qui sont contenues dans la reunion d 'un nombre fini de doubles classes modulo 
un sous-groupe parahorique donnE. On  voit donc que deux syst~mes de Tits de type 
affine dans un m~me groupe ayant mSmes sous-groupes parahoriques maximaux, ou 
ayant un sous-groupe parahorique commun, sont Equivalents. 

Signalons que l'on peut dEmontrer que deux systEmes de Tits (quelconques) dans 
un m~me groupe ayant les m~mes sous-groupes paraboliques maximaux sont Equivalents. 

Proposition (3 .5 .6 ) .  - -  Soit *? : G ~ G  un homomorphisme B-adaptd. Soit Go le noyau 
de l'homomorphisme ~ : G-+Aut  Cox(W, S) correspondant (I .  2.16). Le groupe Go est l'inter- 
section des sous-groupes d' indice fini de G qui contiennent un sous-groupe bornd maximal de G (pour 
la bornologie d~finie par ~). 

On peut supposer G----G o et q~=id ( I . 2 .  I7). Si L e s t  un sous-groupe d'indice 

fini de G, contenant un sous-groupe borne maximal, alors L n G contient un sous-groupe 

parahorique de G (3.3-4) et par suite, on a L n G----G puisqu'un sous-groupe para- 
bolique du systEme de Tits (G, B, N) n'est pas d'indice fini dans G, sauf s'il est 6gal ~t G. 

Soit maintenant geC_,--G et soit X une orbite de ~(g) dans Cox(W, S) non rEduite 
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/~ un point. I1 existe une partie Y c  S qui est un type de sous-groupe parahorique maximal 

de G e t  qui est telle que X r Y e t  X r S - - Y  : si Card(X n $i) ~< I pour toute composante 
irr6ductible S i de Cox(W, S), ce qui implique que (W, S) n'est pas irr~ductible, il suffit 
de choisir un point x~ dans chaque S i de telle sorte que pour un indice i 1 on ait x~leX 
et pour un indice i 2 on ait x~,r (rappelons que Card Si~> 2 pour tout i) et de prendre 
pour Y le compl6mentaire dans S de l'ensemble des xi; s'il existe un indice i 0 tel que 
Card(XraSi~ , il suffit de prendre Y tel que $i0--($i~ soit rdduit ~ un point 

de X. Soit alors ~y le stabilisar de Y dans E = ~ ( G )  et soit L = ~ - ~ ( E y ) .  Alors, 

L contient le sous-groupe born4 maximal Stab By, ne contient pas g et est d'indice fini 

dans ~ .  

(3"5"7) La proposition (3 .5 .6)  montre que la donnde de la bornologie de t~ 

d6termine t~ 0 et aussi, d'apr6s (3.5.  i), le syst6me de Tits de G0 ~ 6quivalenee pr6s, done 

l ' immeuble de G, etc., c'est-~-dire tout ce qu'apporte en substance l 'homomorphisme 

B-adaptd q~ pour l'6tude de G. 
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4. DI~COMPOSITIONS D' IWASAWA ET DE GARTAN 

On conserve les notations des paragraphes pr6c6dents. 

On d~signe par ~ : G--->G un homomorphisme B-N-adapt6. Rappelons qu'on a 

ddfini en 2.7 une loi d'opdration de G sur l ' immeuble J ,  pour laquelle les opdrations 

de G sont des automorphismes isomdtriques de complexe polysimplicial et permutent  
entre eux les appartements (resp. demi-appartements, murs, quartiers) de J .  

4 .  I .  F i x a t e u r s  e t  s t a b i l i s a t e u r s .  

( 4 . i . i )  Soit ~ une partie de J ;  nous poserons 

Pn={g~G]g.x=x pour tout x~n} 

Pn = q ~  pour tout x~a}  

P*, = v-'{g,*,) = {  g ale.a=a}. 
Lorsque ~ se rdduit 5. un point x, nous dcrirons P,, etc. au lieu de P{,}, etc. Lorsque 

= C (identifide "a j(C)),  on a P c - P ~  = B, le sous-groupe Pc n'est autre que le sous- 

groupe B introduit en (2.7. i) et p t = S t a b  B. 

Les sous-groupes Pn et Pn ne changent pas si l'on remplace ~ par son enveloppe 

convexe ferm6e ((2.5.4) (iii)). 
I1 est clair que gPng-*=Pg.n, etc. pour ~ r  et g~G. 
Comme l'ensemble des points fixes d 'un dldment g e G  dans A est une rdunion 

convexe d'adhdrences de facettes, on a toujours 

(I) Pa = P~m)" 

Si ~ contient une chambre C, on a aussi 

(2) } .  = P0;I./" 

En effet, on peut supposer C = C. On a alors 

Pn c g c Go = Ker 
A A 

et (2) r~sulte de (I) appliqud au syst~me de Tits (Go, B, ~(N)) (I .2. I7). 

(4-x .2)  On ddsigne par N le stabilisateur P~ de l 'appartement A (identifid R j(&)) 

dans G. On a, d'apr&s (2.2.5),  N=P~=q~-*(I~I) et G=N.q~(G) (2.7.2) . Onddsigne 
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par ~ l 'homomorphisme dvident de N dans le groupe des automorphismes de l'espace 

affine euclidien A et on pose t~r=~(iq). On note ~r le sous-groupe des translations 

de t~ r. Le groupe I~ rest contenu dans le normalisateur IA r de W dans le groupe des auto- 

morphismes de A. Par suite, les sous-groupes W, V e t  ~r sont distinguds dans I~. 

On pose I 2 I = K e r ~ ;  il est clair que I2I=PA et que H=q0-1(ICI). Pour toute 

chambre C contenue dans A, on a N n Pc = I2I. 

Ddfinition (4. x. 3). - -  Nous dirons que l'homomorphisme B-N-adaptg ~ est de type connexe 

si les images vW et "Itr de W et l[g dans le groupe des automorphismes de VA coincident, autrement 
A , ~ J  

dit, si l'on a WcWin t ( ( i .3 .18)  (6)). 

Si q~ est de type connexe et six est un point spdcial de A, on a l~rx=wx et l~r=wx.  ~r. 

Proposition (4 . I .  4). - -  Pour toute partie t l  contenue clans A,  posons Y, lt a -~ Pt a n N e t  

On a 

Pta =Nta �9 q~(Pa) et Pa =I~n.  q~ 

S i f l  contient un ouvert non vide, on a Pa=I-"I.q~(Pn). 

Soit gePta; d'apr~s (2.5.8),  il existe g ' e P  n tel que g ' . A = g . A .  On a alors 

9(g'-~)geS~a et m~me q~(g'-t)geN u si gePn;  d'o~ la premiere assertion. S i f l  contient 

un ouvert non vide, on a ~ ( n ) = I  pour tout n~l~la, ce qui ach~ve la ddmonstration 
de la proposition. 

(4. i .  5) Si D est une chambre vectorielle ( i .  3- io), nous noterons ~r D l'ensemble 

des dldments de r162 appartenant ~ D et El) l'ensemble des quartiers de A de direction D 
( I . 3 . I I ) .  Si ~l, ~ E D ,  on a aussi ~ ln~2eED : cela rdsulte immddiatement de ce 
que D est un c6ne simplicial, ensemble des points ~ coordonndes strictement positives 

pour une base convenable de ~A. Comme PC u p s  cPr les sous-groupes P~ pour 
~eEl) forment une famille fihrante croissante et leur rgunion est un sous-groupe de G 

que nous noterons ~o .  

Pour ge~- l (~  r) et ~eED, on a ~(g). ~ e E  D et gPeg-l=P,(gl.~.  Par suite, le sous- 

groupe ~-~(~r) normalise ~o et ~ - l (~ r ) .~o  est un sous-groupe de G, que nous note- 

rons On pose et ~3~=q~-l(~v). I1 est immddiat que ~3l)=v-~(V).!B ~ 

que ~3D=~--~(r162 et que ~g=ICI.q~(~3~ 
Dans la suite de ce paragraphe, nous nous donnons une chambre vectorielle D et nous omettons 

en gdngral l'indice D clans les notations f~o, f~v, f8~ et fB, .  

4-2. Doubles classes. 

Soient Q et (~ deux sous-groupes de G contenant 121. Posons 
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Puisque I2I -- Ker ~ c e n Q ' m S ,  l ' image rdciproque par  ~ d 'une double classe ~ r Q w ~ ,  

dans t~r est une double classe ( I~ InQ)n(NnQ ' )  dans lCr (oh nest  un fildment quelconque 
de ~-l(w)) et est donc contenue dans une seule double classe QnQ' de G, contenue 

dans @Q' .  On obtient ainsi une application, dite canonique et not& ~.Q,Q,, de I~r 

dans Q \ Q N Q ' / Q ' ,  application qui est fividemment surjective. 

Proposition (4.2.  �9 ). - -  Soient f2 et ~' deux parties de A et soient Q et O~ deux sous-groupes 

de 6 tels que 
f t .  q~(Pn) c Q c  P*n et f t .  ~ (Pa') c Q~ c P~,. 

L'application XQ, Q, de t[VQ\~C/I[V~, dans Q \ Q N Q ' / Q '  est bijective. 

I1 suffit de montrer  que si l 'on a qn=n'q', avec n,n'EN', q e Q  et q 'eQ' ,  alors 

n ' e ( N ' n e ) n ( N n Q ' ) .  Or, on a [ 2 c A n e ( A )  et q n ( n ' ) = n ' ( n ' ) c A n q ( A ) .  Par ailleurs, 
il existe un 61fiment g0eG tel que q(A)-g0(A ) et que go.X=X pour tout x~Anq(A)  
(2 .5 .8) .  On a g0~PnnP~,(n,) et g=~(go)~Qnn 'Q 'n  '-~, d'ofi 

m = g - l q n - g - l n ' q ' e Q n  n n'Q' n ~r 

Par suite, n E ( N n Q ) m  et n'em(fqnQ'), c.q.f.d. 

(4. o. 2) Prenons maintenant  pour  sous-groupe Q' l 'un des sous-groupes ~3 ~ ou ~ .  
On v~rifie aussit6t que I~r,~0={e} et que I~r~ =~r.  

Corollaire. - -  Soient f2 une partie de Ae t  Q un sous-groupe de G tel que f-I. q~(Pn) cQcP~2.  
Les applications canoniques suivantes sont bijectives : 

(i) wQ\w - ,  

(ii) I~rq\lgr r ~ Q\QlXI~/.~; 

(iii) I~  ~ ~~176176176 ; 

(iv) - +  

Ici encore, seule l'in~ectivitd de ces applications est "a ddmontrer.  Ddmontrons celle 

de (i); si qxn~b,=qan2b 2 (avec qi~Q, nieN et 3i~3~ il existe un quartier g e E  v 

tel que bieP~.. On a alors Q.ntPr r Comme ~rFr ---- {e}, on ddduit  de la propo- 

sition (4 .~ .  i) que "t~rQ~(n~)='t~rq~(n=), d'ofi l'in~ectivitd de l 'application (i). 

Comme ~--~-~(~g).~3 ~ l'injectivitd de (ii) rdsulte de celle de (i). On ddmontre 
de la m~me mani&re l'in~ectivitd de (iii) et (iv) (compte tenu pour la ddfinition de l 'appli- 
cation (iv) de ce que V est distingud dans W, d'ofi ~r\~r/V='t~r/~r).  

Corollaire {4.2.3) .  - -  Gardons les hypothases du corolIaire (4.~.~) et supposons de plus 

que Q. contienne le sous-groupe ]3. Alors les deux conditions suivantes sont dquivalentes : 

(ii) u =~r V, 
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En effet, la condition (i) 6quivaut ~ Q I ~ I ~ = Q ~  et est donc equivalente /~ (ii) 
d'apr6s le corollaire (4.2.2)  (ii). 

(4 .2 .4 )  La proposition (4 .2 . i )  nous interessera surtout lorsque G = Q I ~ Q ' .  
Remarquons  d'ailleurs que l 'on a 

(i) Q N Q '  = q~(Pa) I~lqD (vn,) _- PnlqP a, = ~talqPta,. 

En effet, soit qeQ;  on a f ~ c A n q ( A )  et il existe un element g e P  n tel que q~(g)q.A=A 

(2.5 .8) ,  d 'o~ ~(g)qeNnQ:  Par suite, on a Q=~(Pa)( lqnQ),  d'ofl la premiere des 
~galites (i). Les deux autres s'en deduisent, en faisant par  exemple a ~  Pa ou Q =  P~. 

La relation I ~ = Q N Q '  s'interpr~te g~ometriquement de fa~on simple : elle 

signifie que quels que soient g, g 'eO,  il existe un appartement contenant g(g~) et g'(f~'). En 

effet, supposons G = Q N Q '  et posons g-~g'=qnq' (avec g ,g 'eO,  q e Q ,  q 'eQ'  et 

neN). On a alors g'(n')=gqn(f~')cgq(A) et g(f~)=gq(n)cgq(A) .  Rdciproquement,  

si g(~))u~) 'ch(A)  (avec g, heG),  il existe, d'apr~s (2 .5 .8) ,  un element q ' eQ '  tel que 
q 'h (A)=A,  d'o/l q ' g ( ~ ) c A  et f ~ c A n g - ~ q ' - t ( A ) .  Toujours d'apr~s (2 .5 .8) ,  il existe 

un eldment q e Q  tel que q g - t q , - I ( A ) = A ,  c'est-~t-dire tel que qg-tq'-~eN, d'ofi 

finalement g -  a e QlqQ'.  

(4 .2 .5 )  De mani~re analogue, la relation G = ~ N ~ 3  (qui est equivalente 

= ~~176 signifie que quels que soient les quartiers g e t  g' de l'immeuble ~r il existe des 
quartiers g~ c g  et g~ cg '  contenus dans un mgme appartement. En effet, supposons tout 

d 'abord que 0 = ~~176 et soient g e t  g '  deux quartiers de J .  Vu la transitivite de "W 
sur les chambres vectorielles et vu la definition m~me des quartiers de J (2.2.2) ,  il 

existe des elements g,g 'E(~ tels que g ~ g - g o  et g ' = g ' . g ~ ,  o/1 g0, g~ sont des 

quartiers de A, de direction D. Posons alors g- lg '=bnb'  avec n~N, b, b ' e~  ~ Quitte 

remplacer g e t  g '  par  des quartiers plus petits, on peut  supposer g ' 0 = g  0 et b, b'ePr 
On a alors g '=gbnb ' .gocgb(A  ) et g = g b . g o c g b ( A  ). 

Reciproquement ,  soit g e 0 ;  soit g s E  D et supposons qu'il existe des quartiers g ~ c g  
et g~ c g ( g )  contenus dans un m~me appartement .  Qui t te / t  remplacer g par un quartier 

plus petit, on peut  supposer g l = g  et g ~ = g ( g ) .  Soit alors h e 0  tel que g o g ( g )  oh(A).  

D'apr~s (2 .5 .8) ,  il existe b ~ P r  ~ tel que bh(A)=A et on a alors g c A n g - t b - ~ ( A ) ,  

d'o/a l'existence de b'e~ ~ tel que b 'g - ' b - t (A ) - -A ,  ce qui entralne ge~~ ~ 
Des raisonnements tout 5 fait analogues montrent  que la relation (~=Q~N~3 (ou 

~ = Q ~ 0 )  signifie que quel que soit le quartier g de ,,r il existe un quarrier g ' C g  et un 
appartement contenant f~ et g'. En particulier, la relation G-= BN~3 signifie que pour toute 
chambre C et tout quartier g de J ,  il existe un quartier g" c g et un appartement contenant C 
et g'. 
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4.3" R e l a t i o n s  e n t r e  d o u b l e s  c l a s s e s .  

Proposition (4 .3 .  x ). - -  Soient ~ ,  f2' et f2" trois parties de A.  Supposons que l' une d' elles 

soit d'intgrieur non vide et que l'une des degx conditions suivantes soit satisfaite : 

a) ~1, ~ '  et f2" sont born&s; 
b) G est complet pour une topologie satisfaisant aux conditions de (2 .8 .2 ) .  

Alors, on 
~,~, . F'n n O. , ,  . O~ = (On, n ~o,,  ) . O .  . 

n Soit g = p ' p = p " q  avec p ePn, , P " e P a " ,  P, q~Pn.  Posons M = f 2 ' u f 2 " u g . f 2  et 
s o i t f l ' a p p l i c a t i o n  de f2 'u  f~"u  f~ sur M qui est l 'identitfi sur f2 'u  f~" et coincide avec 
l 'action de g sur ~ ( remarquons  que g .x  = x  pour  x e l / n  (f~'u fY')). Alors f est une 

isomfitrie :si xef2 et yEf2'  par  exemple,  on a d ( g . x , y ) = d ( p ' . x ,  p ' . y ) = d ( x , y ) .  Puisque M 
est d ' int6r ieur  non vide, il existe un appa r t emen t  A contenant  M ( (2 .8 .  I) et (2 .8 .4 ) )  

e t i l e x i s t e  h~Pn, n0n, ,  avec h . A - - A  ( 2 . 5 . 8 ) , d ' o f l  h g . f 2 c A ,  et, vu ( 2 . 5 . 9 ) c o m b i n ~  

avec la relation G=- -? (G) .N,  il existe n~N tel que h g . x = n . x  pour  tout xe fL  Pour  
xEf~ et y e f ~ ' u f ~ " ,  on a alors 

d(n-  ty, x) --= d(y,  n. x) = d(y,  hg. x) ~ d(y,  g.  x) = d(y,  x). 

Si f~ (resp. f~ 'uf~")  contient  une chambre ,  on en ddduit  n- 1 . y = y  et nePn, n P  n- 

(resp. n . x = x  et nEOa). Darts ]es deux cas, on a g e h - ' n O n c ( O n ,  nOa, , ) .O n.  

CoroUaire (4.3.~,) .  - -  Sous les hypotheses de (4-3-~) ,  on a 

Pn n (P~,. O~,,) = (Pn ~' P . ' )  . (On ~, On,,). 

Enef fe t ,  si g = P ' P " e P n  avec p '~0 ,  r et p s P n - ,  la proposi t ion (4. 3 .1)  montre  

que  p " = p ' - ~ g e ( O n ,  nPn , , ) . (OnnOn, , ) .  On peut  donc supposer  p " e P  n et on a alors 

p'eOn. 
(4 -3 -3 )  O n  sait que la proposi t ion (4-3.  x) et le corollaire (4 .3-2)  sont 6galement 

vrais lorsque f2, f2' et f~" sont trois facettes d 'une  m~me chambrc  ([5], chap. IV, w 2, 

exercice 9)- 

Corollaire (4 .3 .4 ) -  - -  Soient g e G  et xeA.  On suppose que l'ensemble Y des points y 

de A tels que g~PuP,  contient une chambre. Alors Y est dos. 
I1 suffit de montrer  qae,  si C est une chambre  contenue  dans Y et y e Y ,  on a 

c l ( C u { y } ) c Y .  Or,  on a alors 

g ~ 0 c P  ~ ra P~P~ = (Pc n P~). 0~ = 0~(c u {~)-P~" 

Corollaire ( 4 . 3 . 5 ) .  - -  Soient f2, f2' et fY '  trois parties non rides de A. On suppose que 

f~ u f2' u f~" (resp. ~ '  u f2") contient une chambre et que f2 est contenu dans l" endos de D' u D".  

Alors, on a 
Pn' Pn n Pfl" Pn =-- Pn (resp. 0 n, O~ ~ On,, Pn == On). 
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On peut  en effet dcrire s ~ '  et ~ "  comme rdunions de parties borndes ~,,, ~', 

et ~ , '  de telle sorte que ~ , , u ~ , u ~ ' , ;  (resp. f l ' , u ~ , ' )  contienne une chambre  et que  

f / , c c l ( ~ ' , u f ~ ; ' ) .  O n  a alors, vu (4. i . i )  (i) 

Vn, P a n  P,r, Pn c PqaPn n Pa~, Pn. = P0m~ on.)Pn. = pn. 

pour  tout  n, d'ofl la premiere  6galitd. La deuxi&me se ddmontre  de la m~me mani~re, en 

utilisant (4. I . I )  (~) au lieu de (4. I . I )  (I).  

Corollaire ( t . 3 . 6 ) .  - -  Soient ~ et s deux parties convexes non vides de A et soit ne~q. 
On a alors 

toutes les f o #  que n . ~ c c l ( ~ ' + D ) ,  et en particulier lorsque ~ ' = ~  et que ~(n)eCr 

Quit te  ~ remplacer  f~ par  n . f / ,  donc Pn par  nPnn- ' ,  on peut  supposer que n = x .  

O n  a alors 

Mais,  pour  tout  quar t ier  f l e E , ,  l 'enveloppe convexe de f f~  ~ '  contient  ~) 'q -D 

et la relation ~ c c l ( ~ ' + D )  entrMne ~ ) c c l ( ~ ) ' w g ) .  

Corollaire ( ' t .3 -7) .  - -  Supposons G complet pour une topologie satisfaisant aux conditions 

de (2 .8 .2 ) .  Soient Y I c A  et heN" n. Alors, on a 

I1 suffit de mont rer  que,  pour  g ~ E ~ ,  on a 

ou encore que 

ce qui rdsulte de (4 .3 .2 ) .  

Proposition ( 4 . 3 . 8 ) .  - -  Soient x, y,  z, u quatre points de A tels que y et z appartiennent 
au segment [xu] et que d(x,y)<~d(x, z). On a 

f, f, ,~ ~ : -  (~, n f, ). (Pz ~ P,). 
! A ^ ~ t A 

Plus pr&is&nent, si p e P ,  et p eP,  sont tels que pp'ePuPz,  alors pePy et p eP z. 
t A t 

Posons g = p p ' = q q '  avec q eP  u et q e P ~ .  O n  a z = g . z = q . z  et u ' = g . u = p . u ,  
d'ofl d(y, z ' ) = d ( y ,  z) et d(x, u ' )=d(x ,  u). O n  en ddduit  : 

(*) 

(2) 
(a) 

(4) 

d(y, .') <. d(y, g. z) + d(g. z, g. u ) -  ~(y, z) + d(z, u) = d(y, u) 

d(x, u') <~ d(x,y) § d(y, u') <~ d(x,y) +d(y, u) -- d(x, u) = d(x, u') 

d(x, z') <~ g(x, y) + g(y, z') =d(x,y)  +d(y,  z) =d(x, z)--g(x, p.z) 

d(x, u') <. d(x, z') + d(z', u') <. d(x, z)+d(z,  u)= d(., u)--g(x, u') 
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et on voit que toutes les indgalit~s f igurant  dans (I) ~ (4) sont en rdalitfi des ~galit~s. 

De (2) on dfiduit alors que y e [ x u ' ] = [ x ( p . u ) ]  donc, vu (I),  que y = p . y ,  c'est-~-dire 

PePu" De mfime, (4) montre  que z ' e [xu ' ] - - [x (p .u ) ]  et, vu (3), on a z'----p.z, &off 
p , = p - t g ~ .  

Corollaire (4 .3-9) .  - -  Soient y ,  z e A  et t e~ -~(~  r) tels que t . z s y + D .  On a 

egO_ ~ , ,  = + 

En mult ipl iant  ~ droite par  t -1, on se ram~ne au cas t = i .  Si pp'eP~P~, avec 

pe~~ v et p , e ~ o ,  il existe un quar t ier  E' (resp. ~) de direction D (resp. - - D )  tel que 

p'eP~, (resp. pePs)  et il existe x e ~  et u ~ '  tels que les hypotheses de (4 .3 .8)  soient 

satisfaites. On  a alors p ~ P , ~ n P ~ = P v _  v e t  p ' e P ~ n P ~ , = P ~ +  v. 

Remarque ( 4 . 3 . x o ) .  - -  On peut  montrer  que le corollaire prficfident reste exact 

si l 'on suppose seulement que t . z e y + f l .  

Lemme ( 4 . 3 . i i ) .  - -  Supposons q~ : G - + G  de type connexe. Soient x, y E A  tels que 

y E x  4-D.  Soit p la rgtraction de J sur A,  ayant pour centre une chambre de A.  Pour tout g e G ,  

ona  p ( g . y ) - - p ( g . x ) < ~ v y - - x  (cf. ( I . 3 . I 6 ) ) .  
Soit ( x o - - x , . . . ,  x k - - y  ) une suite monotone  de points du segment [xy], telle 

que [xixi+i] soit contenu dans l 'adhdrence d 'une  chambre  C i (o~<i<k). II existe hieG 

tel que la restriction de p ~ g .Ci  coincide avec Fact ion de h~, et par  suite, il existe nie~q 

tel que la restriction ~t Ci de l 'applicat ion z ~ p ( g . z )  coincide avec l 'act ion de n i. Posons 

w,=~v(n~). D'apr~s (~ .3 .x6) ,  on a 

p(g. x~ . ~) - -  o(g. xi) = w , (  xi + t - -  xi) <<. v xi + ~ --  xi 

puisque x i . l - - x i e I )  et que wie~W. Addi t ionnan t  ces in6galitds, on obtient le lemme. 

Proposition ( 4 . 3 .  x 2 ) .  - -  Soient x ,y ,  z, u e A  tels que y - - x ,  z--.)' et u - - z  appartiennent 

D. Si ? est de type connexe, on a 

Soit gepPur~qP~, avec peP~ et qePu. D'apr~s (4 .3 .  xI), on a, pour  toute r~trae- 

tion p de J sur A de centre une chambre  C quelconque de A : 

(I) p(g .y ) - -  x --  o (P .Y) - -  o(P.x) <~ n Y - x 

(2) p ( g . z ) - -  P(g.Y)<~v z - - y  

(3) u - -  o ( g . z ) =  p(q.u)--  p(q.z)<~v u - -  z. 

En addi t ionnant ,  on voit que ces in~galitds sont en rdalit6 des ~galit~s. On  a done 

p(g.y) = y e t  p ( g . z ) = z .  Choisissant C de telle sorte que y e C  (resp. zE(J), on en tire 

g .y  ---y (resp. g. z = z). 
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Corollaire (4 .3 .x3) .  - -  Soient f~, f~' et f l "  trois parties convexes non vides de A, teUes 

que f~ soit contenue dans la rgunion des intersections ( f ~ ' + D ) m ( f ~ " - - D ) ,  pour D parcourant 

l'ensemble des chambres vectorielles de ~A. On a 

(i) 

(ii) 

Soit gePn,  PnnPa, ,Pta  et soit a e ~ ;  il existe une chambre  vectorielle D et des 
~l~ments be~2' et cef~" tels que a - - b  et c - - a  appar t iennent  ~ D. Appl iquant  alors 

(4 .3 . I2 )  en remplaw 13 par  D, x par  b , y  et z par  a et u par  c, on obtient geP~, 
d 'o~ (i). La  relation (ii) s'en dfiduit comme en (4 .3 .2) .  

Remarque ( 4 . 3 .  x 4 ) .  - -  L'hypoth~se de (4 .3 .13)  est satisfaite lorsque Q est contenue 
dans l'enveloppe convexe de f~'u ~)". 

Proposition (4 .3 .x5) .  - -  Soient x ,y ,  z, u~A,  n s N  et w = ~ ( n ) .  Si PxP, n P ,  nPu:l:O , 

il existe w ' e W  z tel que d(x, w'w.y)<<.d(x, u ) + d ( u , y ) .  Si de plus q~ est de type connexe et si 

y e u  + I)  c x  + r), on peut choisir w' tel que w'w.y<~ Dy. Si en outre x e z  + D, alors w.y<~ Dy. 
! A A 

Soit g = g ' g " e h n P y ,  avec g eP~, g"EP,, et heP , .  Soit C une chambre  de A telle 

que z s C  et soit p la r~traction de J sur A de centre C. II existe h ' e P  c tel que 

p(g.y) = h'g.y = h'hn.y. D'aut re  part ,  comme z et n.y appar t iennent  ~t A n (h 'h) -~ .A ,  

il existe h " e G  avec A = h " ( h ' h ) - X . A ,  h " . z - = z  et h " n . y = y  (2 .5 .8) .  Posons n ' = h ' h h " - ~ :  

on a n ' eN et w ' = ~ ( n ' ) ~ W ~ .  De plus, p(g.y) . . . . .  1 , , = h  h n . y = h  hh n . y = n  n . y = w  w.y.  Par 

suite, 
 t(w'w.y, x) = x) <. g .y )  = d(x, g" .y) 

<~ d(x, u) § d(u, g" .y) = d(x, u) + d(u, y ) .  

Suposons rnaintenant  " t~ r=~w et y e u + f ) c x + D .  Vu ( 4 - 3 . I I ) ,  on a 

w ' w . y - -  x = P (g.Y) --  P (g. u) + O (g. u) --  p (x) = p(g.y) - -  0 (g. u) § ~ (g'. u )  - p(g'. x) 

<~Dy--u+ u - - x = y - - x .  

Enfin, si x e z + D ,  on a, toujours d'apr~s ( 4 . 3 . i 1 ) ,  

wy -- z -=-- p(n'-  ~g.y) --  p (n ' - tg ,  u) + p(n'- ~g'. u) -- p(n'- tg ' .  x) + p(n'- ~. x) - p(n'- ~. z) 

<<.Dy lu - t -u - - x  + x - - z = y - - z .  

Corollaire (4 .3 .  x 6 ). - -  Soient x, y ~ A, C une chambre de A et n z N'. Si Px Pu n Pc nP~ oe O, 
alors d(x, n.y)<~d(x,y). Si de plus ? est de type connexe et si y z x + D ,  on a n.y<~Dy. 

II suffit d 'appl iquer  le rfisultat prficfident, en prenant  un point  z e C  tel que Pc = P, 

et en r emarquan t  que t~r, est alors reduit /~ { i }. 

^ 

Corollaire ( 4 . 3 . I 7 ) .  - -  Supposons ~ de type connexe. Soient x z A  et n, n ' e N  tels que 

n . x z x + D .  Soit D une chambre vectorielle. Si P~nP~n~~  alors on a n'n-~.x<<.D x. 
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En effet, il existe alors une chambre C telle que 

PxnPxn - t  ~ Pcn' n -1.  nPxn -1 , 0 

et il suffit d 'appliquer (4-3. i6) en prenant y = n . x .  

79 

4.4" Les  b o n s  s o u s - g r o u p e s  bornGs m a x i m a u x .  

Dans ce paragraphe, nous allons expliciter quelques cas particuliers de (4.2.3)  , 
(4 .3.6)  et (4.3.17) .  Nous eonservons les hypotheses et notations des num6ros pr6c6dents 
et nous supposons de plus que 

(i) G = ~ . N . B .  

Nous verrons aux w167 5 et 7 des conditions suffisantes pour que cette relation soit 

vraie. R.appelons (2.9.4)  qu'elle l'est d6s que G est muni d'une topologie satisfai- 
sant aux conditions de (2 .8 .2) ;  elle le sera 6galement dans toutes les applications au 
cas des groupes alg~briques. Enfin, notons que la relation (I) est fiquivalente 

( I b i $ )  a = ~ . s  

ainsi qu'il rdsulte de la traduetion g~omdtrique de (I) ou de (i bis) donnde en (4.2 .5) .  

( 4 . 4 . z )  Nous avons vu (3.3.2)  que tout sous-groupe bornd maximal K de 
est le stabilisateur d 'une facette F bien ddterminde de l ' immeuble . t .  Nous dirons que K 
est un sous-groupe born~ maximal sp&ial si cette faeette F se rdduit ~ un sommet spficial 

de J .  

Ddfinition. - -  On dit qu' un sous-groupe borng maximal K de G est bon si l' on a G = f~. K.  

Soit K un bon sous-groupe born~ maximal et soit gEG. Posons g - 1 . _ b k  avec 

be~3 et k~K. On a alors 

g ( ~ g - t K  = g ~ b k K  =g~3K = G. 

On voit done que la notion de bon sous-groupe bornd maximal est inddpendante 

du choix de ~ dans sa classe de conjugaison (i.e. du ehoix de l 'appartement A et de la 
ehambre vectorielle D) et que tout conjugud d'un bon sous-groupe bornd maximal est un bon 

sous-groupe bornd maximal. 

Proposition ('1.4-2). - -  Soit K un sous-groupe borng de G contenant f3. Les conditions 

suivantes sont gquivalentes : 
(i) K est un bon sous-gro~pe bornd maximal; 

(ii) on a I~=WK.r162  

(iii) l'application canonique de ~1K dans q ~  est surjective; 

(iv) Card I~r K/> Card ~'t~r 
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I1 est immddiat  que (ii), (iii) et (iv) sont dquivalentes. L'fiquivalence de (i) et (ii) 
rfisulte de (4-2.3) et du fait que, si (ii) est satisfaite, alors K est un sous-groupe born~ 

maximal de G. Pour 6tablir cette assertion, considdrons un sous-groupe born~ K'  conte- 

nant  K. On a t~rn, DI~rK; comme la restriction de l 'application w ~ ' w  ~ WK, est 

injective, on ddduit  de (iii) (dquivalente ~ (ii)) que 1~:, =WK, d'ofl K '=B . IArK, .B=K.  

Proposition (4 .4 .3)-  - -  Soit K un bon sous-groupe borng maximal de G, contenant f~. 

On a 

(I) G = ~ ~  (~ d~composition d ' Iwasawa de G >>) 

et l'application canonique de ~r dans f~~  est b~ective. 

De plus, on a 

(2) I ~ = K . ~ r D . K  (~ d6composition de Cartan de G ~) 

et l'application canonique de ~r dans K \ ( ~ / K  est bijective lorsque l'homomorphisme ~ : G - + G  

est de type connexe. 
La premi6re assertion n'est qu 'un  cas particulier de (4.2.2)  (i). La relation (2) 

r6sulte de (4.2.  I), compte tenu de ce que ~r D est un domaine fondamental  pour  ~W 
op6rant sur ~r : ceci entralne en effet que l 'application canonique de ~r D dans 171r~:\l~r//ITlr K 

est surjective et est bijective lorsque ~I~r--~W, c'est-~-dire lorsque q~ est de type connexe. 

(4 .4 .4 )  Explicitons maintenant  certaines des relations de 4 .3  dans le cas qui 
nous intdrcsse, ce qui v a n o u s  donner  des relations entre les ddcompositions d ' Iwasawa 

et de Cartan de G : 
Proposition. - -  Supposons ~? de type connexe. Soit K un bon sous-groupe borng maximal de 

contenant f~ et soient te~rD, t ' e~  r, t"e~rD. 

(i) Si K . t .  K n ~ ~  on a t '4  D t (autrement dit p ( t - - t ' )> .o  pour toutpoids 

dominant p (relativement gz I)) de ~Y..). 

(ii) On a K . t .  K r ~ ~  

(iii) Si t'e~rD et si K t K t ' K  r~ K t " K  oeO, alors on a t"<<. D t + t '  (en notant ici additive- 

ment la loi de composition de ~r identifi~ ~ un sous-groupe de ~A). 

(iv) Si t'E'~rD, on a 

t -t t " - t  Kt"  Kt n t ' K t  '-~ K = t - ~ K t  n K.  

En particulier, on a 
t - i t  .... J K t , , K t n K = t - l K t n  K.  

L'assertion (i) rdsulte de (4- 3- I 7) et (ii) de (4.3- 7). L'hypoth&se de (iii) entraine 

K r a t - l K t . t - l t " t ' - l . t ' K t ' - l o e O ;  enposan t  K=P~ ,  y = u = t . x  et z = t - l . x  e t e n a p p l i -  

quant  (4.3. I5), on en d6duit (iii). Enfin, (iv) r6sulte de (4 .3-I2) ,  en prenant  K = P = ,  
x = ( t " t ) - ~ . z ,  y = t - l . z  et u = t ' . z .  
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Remarque (4-4-5).  - -  Supposons q~ de type connexe et soit G 1 un sous-groupe 

distingud de G contenant q0(G). Alors q ~ : G ~ G 1  est B-N-adaptd de type connexe. 
Soit F une facette de C dont le stabilisateur K~ dans Ga soit un bon sous-groupe bornd 

maximal de Gx. II est alors immddiat que le stabilisateur K de F dans (~ est un bon 

sous-groupe bornd maximal de G. Si geK,  il existe heK~ tel que g . A = h . A  et, comme 

v~ ( K  1 n 1~) = v ~ r  = vW, on voit que 

K = K,.  (g-,(~r) n K). 

On dfiduit alors de (4-4.3) que 

(i) G =~3 ~ 9 - ' ( V ) . K ,  

(2) O -- K~. 9 - ' ( V ) .  Kt.  

Mettons maintenant sur G la bornologie ~ pour laquelle les ensembles born~s sont 
les r6unions finies de translat6s de parties borndes de G 1. Comme la bornologie de G 1 

est invariante par G opdrant sur G~ par automorphismes intfrieurs, cette bornologie est 

compatible avec la loi de groupe de G. Si l 'on suppose de plus que G/G 1 n'a pas d'dldments 

d 'ordre fini, un sous-groupe de G est born6 pour ~ si et seulement s'il est contenu et 

bornd dans G 1. Par suite, K 1 est un sous-groupe born6 maximal de G (pour ~) ,  donnant 
lieu ~t une <~ d6composition d ' Iwasawa . (I) et ~ une ~< d6composition de Cartan >> (2). 

Nous verrons plus tard un exemple de cette situation : G sera le groupe des points 
rationnels d 'un groupe algdbrique rdductif connexe ~ d~fini sur un corps local k (pour 
une valuation c0), G le groupe des points rationnels sur k du groupe d~rivfi de (r q~ l 'homo- 

morphisme naturel et G 1 l'ensemble des g~C- tcls que ~o(z(g))= o pour tout caract~re Z 

de N rationnel sur k, la bornologie ~ de G n'dtant autre que la bornologie naturelle de G. 

(4-4-6)  l~tudions maintenant l'existence de bons sous-groupes bornds maximaux : 
Proposition. - -  (i) Si ~ est de type connexe, tout sous-groupe bornd maximal spgcial est un 

bon sous-groupe bornd maximal. 

(ii) Si ~? est l'identitd, les seuls bons sous-groupes bornds maximaux sont les sous-groupes 

bornts maximaux spdciaux. 

Compte tenu de (4.4 .2) ,  la premi6re assertion est 6vidente, puisque, s i x  est un 

point special de A, on a ~W,~Wx=~W=~I~r  la deuxi~me l'est aussi, vu la ddfinition 

m~me des points spficiaux. 
Rappelons que les points sp~ciaux sont donnds par  le tableau d u n  ~ ( i . 3 . i 2 ) .  

(4 .4 .7 )  Supposons toujours ~ de type connexe. Si l 'homomorphisme ~ de G dans 
Aut Cox W n'est pas trivial, il peut y avoir de bons sous-groupes bornds maximaux qui 

ne soient pas spdciaux. Pour les ddterminer, on sc ram6ne aussit6t au cas irr6ductible, 

car, q~ 6tant de type connexe, ~(G) laisse fixe chaque composante connexe de Cox W. 

Dans le cas irrdductible, on montre facilement en comptant  les ordres des deux groupes lgr K 
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et ~W et en utilisant (4.4.2) (iv), que les seuls cas de bons sous-groupes born~s maximaux 
non sp~ciaux sent les trois suivants : 

G de type A1, ~((~) = Z / 2 Z ,  K = Stab B ; 

G de type C~, ~(t~) = Z / 2 Z ,  K = Stab Bx, 

o~ X est l'ensemble des deux points sp~ciaux de Cox W \(qui est ~ o--~o~.], 

G est de type ]3, (n~>3), ~(G)--Z/2Z,  K - - S t a b B x ,  

o~t X est l'ensemble des points de S distincts du sommet extr~mal non special 

oo w 4o) ojO 0 . . . .  O - -  - - - 0 - -  . 

$ 

(4 .4 .8)  Par centre, lorsque q0 n'est pas de type connexe, il peut ne pas y avoir 
de bons sous-groupes born6s maximaux. C'est le cas par exemple lorsque W e s t  de 

type A2,+1, avec ~ ( G ) - Z / 2 Z  op6rant par sym6trie sans points fixes sur Cox W, ou 

lorsque W e s t  de type Dz,+l , avec ~ ( G ) = Z / 2 Z  op6rant sans points fixes sur Cox W. 
D'autre part, on montre ais6ment que, si q~ n'est pas de type connexe, et si W e s t  

irr6ductible, un ben sous-groupe born6 maximal est toujours sp6cial. 

(4-4.9)  Les relations prdc6dentes ont des cons6quences intdressantes lorsque 

est un groupe topologique localement compact, le sous-groupe B 6tant un sous-groupe 

ouvert et fermd de G, ce qui se passe par exemple lorsque G est un groupe algdbrique 

semi-simple sur un corps local localement compact. Les parties borndes de G sent alors 
les parties relativement compactes et les sous-groupes born6s maximaux sent les sous- 
groupes compacts maximaux. Les propositions (4.4.3) et (4.4.4) entrainent alors par 

exemple que, si K est un ben sous-groupe compact maximal de G, l'algbbre de 

convolution des fonctions complexes continues $ support compact sur G, invariantes 
gauche et ~ droite par K, est commutative : la d6monstration donn6e dans [7] s'adapte 

immddiatement;  on pourra aussi consulter [29] , [3 o] et [32]. 
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Dans ce paragraphe, nous commen~ons par donner des conditions n6cessaires et 
suffisantes pour que, avec les notations du w 4, on ait G = $ N $ .  Nous verrons que cette 
relation 6quivaut ~t dire que (G, $ ,  N) est un syst~me de Tits de groupe de Weyl fini 
isomorphe h vW. Nous dirons alors que (G, B, N, S) est un double sys#me de Tits. Ce sont 
des syst~mes de ce type que nous construirons plus tard dans le groupe des points 
rationnels d 'un groupe alg6brique semi-simple simplement connexe sur un corps local. 

Dans 5.2, nous donnerons des conditions ndcessaires et suffisantes pour qu'une 
famille de sous-groupes P,  (pour aeY.) soit la famille des sous-groupes P,  associ~s ~t 
un double syst~me de Tits de groupe de Weyl W. Chemin faisant, nous dtablirons des 

r6sultats sur la structure des sous-groupes Pt~ d 'un double syst~me de Tits. 
Rappelons que les r6sultats de ce paragraphe ne sont pas utilis6s dans la suite du 

chapitre. 

5" I, D o u b l e s  s y s t ~ m e s  de  Ti ts .  

Dans tout 5. I, nous conservons les notations du w 4. En particulier, nous supposons 
choisie une chambre vectorielle D et les lettres ~3 et ~0 dEsignent les sous-groupes 

introduits en (4. I. 5). 

(5,I.I) Comme ~ - ~~  et que ~ ~  on a ~nN--- -v- t (V) .  

Par suite, ~ n N  est un sous-groupe distingu6 de N et le groupe quotient N / ~ n N  
s'idcntifie canoniquement /~ W/V, ou encore /t ~'W. Ce dernier groupe est engendr6 par 
l'ensemble R des rdflexions par rapport  aux murs de la chambrc vectoriclle D (c'est-/~-dire 
aux hyperplans Ker a pour a ddcrivant la base de vy. associde ~t D). Par suite, le quadru- 

plet (G, ~3, N, R) satisfait h raxiome (T 2) des syst~mes de Tits  ( i .  2.6). 

D(finition. - -  On dit que le systkme de Ti ts  de type affine (G, B, N, S) est un double syst~me 
de Tits si le quadruplet (G, ~3, N, 1L) est un syst~me de Tits. 

Ddfinition (5. x. 2). - -  On dit que deux parties closes f2' et f~" de A sont transverses si, 

pour toute racine affine ~ de A contenant l' intersection f~' n fY ' ,  on a, ou bien o~ ~ fY  , ou bien o~ 3 f~". 

Thgor~me (5. x .3). - -  Les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) (G, B, N, S) est un double syst~me de Tits; 

(ii) on a G - ~ . N . ~ ;  
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(ii bis) quels que soient les quartiers ~ et ~' de J ,  il existe des quartiers ~1 c ~ et ~'x c ~' 

contenus dans un mgme appartement; 

(iii) quelles que soient les parties closes transverses f2' et f]" de A ,  teUes que l'intersection 

f2 = f]' n g2" contienne une chambre, on a 

Pn = Pa,. Pa,, ; 

(iv) quelles que soient la chambre C de A et la chambre vectorielle D, on a 

Pc -= PC+D. PC-D ; 

(v) il existe une chambre C de A et une chambre vectorielle D telles que Pc--PC+D'Pc--D �9 
De plus, ces conditions entralnent : 

(vi) G = BN~3 ; 
(vi bis) quels que soient la chambre C et le quartier ~ de J ,  il existe un quartier ~' c 

et un appartement A contenant C et ~' ; 

(vii) quelles que soient les racines affines ~ et ~ de A telles que ~*c. ~, on a 

P ~ a ~ = P ~ . P ~ ;  

(viii) pour toute racine affine ~ de ~ ,  on a 

P~= = (P=r=P=) u (P=P(=.)+). 

(5. x -4)  La  d~monstra t ion du thdor~me (5. ~.3) va occuper  les num6ros suivants 
jusqu 'k  (5.~ . ~ ) .  Nous  savons d6j~t que  (i) implique (ii) ( I . 2 . 7 )  et  que  (ii) est gquivalent 

(ii b~) (4. ~-5). 

(5. z. 5)  Dgmonstration de l'implication (ii bis) =~ (iii). 
Supposons la condi t ion (ii bis) r6alis&. Soient ~ '  et f2" deux parties closes transverses 

de A, telles que f ~ = ~ ' c ~ "  contienne une chambre .  Nous  voulons d~montrer  que 

(I) Pa = Pa, .Pn, , .  

II est clair  que nous pouvons  supposer  que f2 cont ient  la chambre  C. D6montrons  tout  

d ' abo rd  le l emme suivant : 

Lemme (5. x. 6). - -  Soit M une partie de f~'. Alors : 

a) f~' et c l ( f ~ " u M )  sont transverses et c l ( ~ u 1 V I ) = f l ' n c l ( f 2 " u N I ) ;  
b) f~" et c l ( f ~ u M )  sont transverses et f 2 = f 2 " n c l ( f 2 u M ) .  
C o m m e  l ' intersection de deux part ies closes est close, on a cl ( M u  f2)c f~'n c l ( M u  ~2"). 

D 'au t re  part ,  si une racine affine o~ cont ient  f2u M, alors, puisque f~' et s sont transverses, 
o u b i e n  e z f 2 ' ,  o u b i e n  e z f 2 "  et e z c l ( !V iu f~" ) .  C o m m e  c l ( M u ~ )  es t l ' in tersect ion 

des racines affines contenant  IV[ u ~2 (2.4-  5), on a el(N[ u f~) z f2' ,~ c l (M u ~2"), d'ofl a). 

De mfime, on a f2 c f~" r~ c l (M u f2) et si une racine affine ~ cont ient  f~, ou bien 0c z f~", 

ou bien ~ z f ~ ' z M  et e z c l ( M u f 2 ) .  On  en d~duit  aussit6t b). 

Lemme (5. x .7) .  - -  Supposons de plus que f~' contienne un quartier de direction D'. On a 

alors Pa c P~m+D')" Pn"" 
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Soit g e P a .  Soient if' un quar t ier  de direction D' contenu dans ~ '  et ~ "  un 

quar t ier  de A oppos6 "~ if'. D'apr~s (ii bis), on peut  supposer, quit te  k d iminuer  if' et ~" ,  

que les deux quartiers if' et g. ~ "  sont contenus dans un m~me appar tement  A. Montrons  

que f l e A .  II suffit de faire voir que toute chambre  C o c f l  est contenue dans A. 

Soient xEff' et y e ~ "  tels que C0ccl({x,y}) (2.4.9). I1 rfisulte de (~ .8 .8)  que 
C0r , g . y } ) c A ,  d'ofl notre assertion. 

Soit de plus h e G  tel que A = h . A  et que h . z = z  pour  tout  z e A o A .  Les restric- 

tions de h e t  de Pa;c (resp. de g-1 et de 9^;c) k A (resp. g .A)  coincident  puisque ce sont 

des isom~tries et qu'elles coincident  sur C. Par  consfiquent, les restrictions de h et de g - t  

g. i f"  sont ~gales et on a hgePe,,. 
D'aut re  part ,  on a f Y ' c c l ( f l u f f " ) .  En effet, si une racine affine 0~ contient  

et ~" ,  elle ne peut  pas contenir  ~' ,  done afortiori elle ne contient  pas ~ ' ;  puisque fl '  

et f l "  sont transverses, elle contient  fY', d'ofl notre assertion (~.4-5) .  Comme h et g 

appar t iennent  k Pn, on en conclut  que hgeP~,l(nU~,,/cP,v,. 
Nous avons donc montr6 que g = h - l h g  appar t ient  ~ P,,~(,~ue,).Pa,,. Pour  achever 

la d6monstrat ion,  il suffit de remarquer  que f l + D ' c c l ( f l u ~ ' ) .  

Lemme (5 .1 .8 ) .  - -  Soient D1, . . . ,  D k des chambres vectorielles telles que ~2' + D i c f l '  

pour I <~ i <<, k. On a alors 
Pn c Pct(a t D1 +... + Dk)" Pa"- 

Le lemme (5 .1 .6)  (appliqu~ ?t M = Y I + D I + . . .  -kDi) montre  que, pour  o<~i<k, 

les ensembles clos s et ~ ' = c l ( f I " + D I + . . . + D ~ )  sont transverses et que leur 

intersection est c l ( Y I + D 1 + . . . + D i ) .  Le lemme (5 .1 .7)  montre  alors, puisque ~ '  

contient un quart ier  de direction Di+l ,  que 

Pcl (n  + D1 -~ . . .  :- DI) C PeI(fl  + l~x.,. -~ Di + 1)" Pol(~I" + D1 + .. .  + Di) 

C P~I(a + D~ +... + Di+zl" pn,, 

d'ofl le lemme. 

Proposition ( 5 . x . 9 ) .  - -  Supposons toujours la condition (ii bis) rdalisge. Soient o~ un demi- 

appartement et Cune  chambre possddant une cloison F contenue dans lemur Oe de ~. Alors, il existe 

un appartement contenant ~ et C. 
On peut  supposer 0r c A et C r A. Soit C'  (resp. C")  la chambre  de A admet t an t  F 

comme cloison et contenue dans ~ (resp. non  contenuc dans ~). Prenons ~2 '=~,  

f l " = C ' u  C" ,  &off f l = C ' .  On  volt aussit6t que f2' et fY' sont closes et transverses, 

car e est l 'unique racine affine contenant  C'  et non C" .  Soient D1, . . . ,  D k les chambres 

vectorielles sur lesquelles la racine ~ (x .3 .8)  prend des valeurs n~gatives. On  v~rifie 

aisdment que 0 ~ = C ' + D I + . . . + D ~  et le lemme (5 .1 .8)  montre  que 

(x) Pc' = P~," Pc'uc"" 

Or, la proposition n'est autre que la t raduct ion g~omdtrique de (I).  En effct, il 

existe un  ~l~ment g~Pc, tel que C = g . C "  (2 .3 .7) .  ]~crivons g = h l h , ,  avec hlEP ~ 
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et h~ePc, uc,,. On  a C - - g . C " = h ~ . C "  et C, comme ~, est contenue dans l 'apparte-  

ment  ha.At. Nous laissons au lecteur le soin de d~duire (~) de (5 .1 .9) .  

(5. ~. xo) On peut  encore fornmler (5. i .  9) comme suit : soit 0t un demi-appar tement  

et soit F une cloison contenue dans le tour de ~; alors le groupe P~ est transitif sur l'ensemble 

des chambres non contenues dam ~ et admettant F comme cloison. 

Si, avee les notations de (5 .~ .9) ,  on suppose de plus que C'---C, (t) s'dcrit 

B = P, .  (B n r~Br,), &off l 'on tire 

( ~ bis) 

Rdciproquement ,  (~ bis) entrMne 

c'est&-dire (5 .~.9)  (I).  

Br~BcP~r~Br~r~B et f inalement 

Br~ B = P~ r~ B. 

Br~cP ,  r~B, d'ofi B c P ,  r~Br~ et B - -  P~. (B n r~Br~), 

Corollaire (5 - I .  xI ). - -  Supposons (ii bis) rgalis&. Pour toute partie close ~)x de A,  l' ensemble 

des points de At laiss& fixes par tousles glgments de Pn, est rgduit a f~,. Si f~l et ~'1 sont deux 

parties closes de A,  on a Pn, c Pn' si et seulement si f2' t c f21 . 

Soit ~eY- et x a A - - e .  Soit F une cloison contenue dans 0e et soit F = ( C ,  . . . ,  C') 

une galerie tendue entre F et x. O n  a C c a*. Si x dtait laiss~ fixe par  tous les  dldments 

de P~, il en serait de m~me de C (2.4 .  I3), ce qui contredirai t  ( 5 - i .  io).  
Soit alors f2~ une partie close de A et soit xeAt--f2x. Par  d6finition (~ .4 .6) ,  il 

existe aeY- avec ~3 f2a et xr Alors, x n'est pas laiss~ fixe par  tousles  fil6ments de P~, 

done a fortiori par  tous ceux de Pn,, ce qui 6tablit la premiere assertion du corollaire. 

La  deuxi~me en rdsulte aussit6t. 

I1 ne faudrai t  pas croire qu 'en  gfindral ~ soit l 'ensemble des points de l ' immeuble  J 

laiss~s fixes par  tous les 61~ments de Pa : ceci peut  d~j~ fitre inexact lorsque D. est une 

racine affine ~aIl ,  ou lorsque ~ est ~gal ~ At tout  entier. Nous en verrons un exemple 

plus tard (cas de SLy(Q,2) ). 

Lemme (5. x. IZ). - -  Soit C une chambre de f2'. On a 

Pa r Pol(n u c)- Pn"- 

Nous aUons raisonner par  r6currence sur la longueur  m d 'une  galerie minimale  

F = (Co, Ca, �9 �9  Cm = C )  de plus petite longueur  possible parmi  les galeries d 'extrdmit6 C 

et d 'origine eontenue dans fL Le lemme est 6vident si m = o .  Comme C i t i f y  pour 

o~< i~< m, puisque f2' est close, l'hypoth&se de r~currence entraine que Pn r P,m u c=_~)- Pn",  
et le lemme (5 .1 .6)  montre qu 'on  peut  supposer m--=I. Soit alors = la racine affine 

contenant  C O et ne contenant  pas C~. On a ~ " f i ~ ,  sinon fY' cont iendrai t  une 

chambre  C ' c A - - =  et on aura i t  C l c c l ( C 0 u C ' ) c f 2 "  , d'o/x C1cf~ et m = o .  Soit 

alors gePn ;  la ehambre  g--1. C1 admet  comme cloison la cloison commune  k C O et C 1 

et nous pouvons appliquer la proposit ion (5-1.9) .  I1 existe done un  appar tement  A' 

contenant  = et g-~.C~ et il existe un  dldment heP=cPn, ,  tel que h . A ' = A .  On a alors 

hg-l~Par~Pc~ et g--gh- l .h~P~muc, ) .Pn , , ,  c.q.f.d. 
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( 5 . i . i 3 )  Dgmontrons maintenant (5 .x .5)  (I) dans le cas oi~ f~' contient un quartier. 

On sait (2 .4 .5)  que f~' est l 'enveloppe convexe d ' un  nombre  fini de points x~ 

et de demi-droites X~. Or, on volt faci lement que, si X est une demi-droite et D' une 

chambre  vectorielle, l 'enclos de X-F-D'  est l 'adh~rence d 'une  rfiunion finie de quartiers.  

On en ddduit  qu' i l  existe des chambres C1, . . . ,  C k et des chambres vectorielles D1, . . . ,  D k 

telles que 
~ ' - - e l (  U ( C , + D , ) ) .  

Nous savons d6j~ que PncPelin+Dl.,. . .  ,_Dk).Pn,, (lemrne ( 5 . i . 8 ) ) .  II suffit alors 
d 'appl iquer  un certain nombre  de fois le lemme (5. I .  x2) pour obtenir  la relation 

cherchfie : 

Pn c P,1cIn + Vx + .... ~- Dk) u c1 u... u Ok/" P~a" C Pc' .  pn,,. 

( 5 . x . x4 )  Achevons ma in tenan t  la dfimonstration de ( 5 . I . 5 )  (I) dans le cas 

gdn~ral. Soit M un segment ou une demi-droite  fermfie d 'origine xef~, contenue 

dans f/ ' .  Soit X l 'ensemble des racines affines contenant  f/ et ne contenant  pas M, 

et posons f / ' " =  [7 , .  Toute  racine affine e e X  eontient  en son intfirieur la demi-droite  
eGX 

ouverte d 'or igine x opposde ~ M. On en d~duit  aussit6t que f2'" cont#nt un quartier. De 

plus, une racine affine 0~eX contient  f~ et ne contient  pas f2', done contient  f~". Par  

suite, on a f~ ' "z f~" .  
Montrons  que Y~--f~'"c~el(Y2uM) et que f~'" et c l ( ~ u M )  sont transverses. 

En effet, si une racine affine eontient  f~, ou bien elle contient  M et par  suite cl(f~ u IV[), 

ou bien elle appar t ient  k X et contient  f~"'. Comme f~'" contient  un  quartier,  on ddduit  

de (5. i .  13) que 
P~ c P01{~a um). Pn'" c P,l(~a u ~). Pl~" �9 

Compte  tenu du lemme (5 .1 .6)  nous sommes ramen~s ~ dfimontrer (5 .1 .5)  (i) 
en remplaw ~ "  par  c l ( ~ " u M ) .  Or,  ~ '  est l 'enveloppe convexe d ' un  nombre  fini 

de points x i (pour i<~i<~a) et de demi-droites ferm6es X~ d 'o r ig iney j  (pour x<.j<~b). 

Soit x un point  de ~ ;  posons M~.----[xx~] pour i<~i<~a, M~.-~[xy~_,] pour  a<i<.a+b,  

et ~----X~. (~+~) pour  a + b<i<~a + ~b. En appl iquant  successivement le ra isonnement  

pr6c6dent aux couples ~ ' ,  ~ ' - - - -c l (~  ~ IV[ 1 ~ . . .  ~ M~.) (pour I ~<i~< a + ~b), tout  revient 

f inalement  "i d6montrer  (5 .1 .5)  (I) dans le cas off ~)'c ~ " ,  ce qui est trivial. 
La  ddmonstrat ion de l ' implicat ion (ii bis)=~(iii) est achevde. 

(5- x. x5) Ddmonstration des implications (iii) =, (iv) et (iv) * (v). 

I1 suffit de remarquer  que, pour  toute chambre  C de A, on a C = c I ( C + D ) n e l ( C - - D )  

et que toute racine affine contenant  C contient  soit C + D ,  soit C - - D ,  c'est-~-dire que 

cl(C + D) et e l (C- -D)  sont transverses. 

(5" X. X6) Dans toute la suite de 5. I, sauf en (5. I .  I8), nous supposons que la condition (v) 

est satisfaite et nous ddsignons par C (resp. D) une chambre (resp. une chambre vectorieUe) telle 

que Pc = Pc + D. P c -  D. 
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Lemme. - -  Pour tout quart~er ~ de A,  de direction D', il existe une chambre C ' c  ~ telle 

que Pc' = Pc' + D" Pc' - D'. 
En effet, il existe w e W  tel que D ' = ' w ( D ) .  D 'au t re  part,  comme V e s t  un r~seau 

dans ~A et que ~ est un c6ne ouvert  de A, il existe une translation t e V  telle que 

tw(C)e~.  Prenons alors C ' = t w ( C )  : on a bien Pc,=P~(C+D).Pt~(C_D)----Pc,~,D,.Pc,_D,. 

(5. x. x7) Dgmonstration de (vi) et (vi bis). 

Nous avons d6j/~ vu (4 .2 .5)  que (vi) et (vi bis) sont dquivalentes. Soient E un 

quart ier  de A, de direction D', et C 1 une chambre  de J .  Soit a un point de A, posons 

d = s u p d ( a ,  x) et soit S la boule de rayon d et de centre a dans A. Soit b u n  point  de A 
z~C~ 

tel que S c b - - D '  et soit C'  une chambre  contenue dans le quart ier  ( b + D ' ) n ~  telle 

que Pc ,=Pc ,+v , .P~ ,_v , .  Soit p la rdtraction de J s u r  A de centre C'  (2 .3 .5) .  Comme 9 

est l 'identitfi sur A et d iminue les distances ( e .5 .3 ) ,  on a p ( C ~ ) c S c b - - D ' c C ' - - D ' .  
D 'au t re  part ,  il existe un  fildment g e P  c, tel que p(C~)=g(C~), l~crivons alors g = x y ,  

avec xePc,_ D, et yePc,+D,.  On  a x-Xg(Cl )=g(Cx)  puisque g(Cx) c C ' - - D '  et par  
suite C1cg-~(A)----y-l(A).  Comme yePc,+D, , ceci entraine que la chambre  Cx et le 
quart ier  c a - D ' c ~  (o~ ces t  un point  quelconque de C') sont tous deux contenus dans 

l ' a p p a r t e m e n t y - t ( A ) .  On passe de 1~ au cas gdndral de (vi b/s) en t ransformant  ~ par  

un dldment de G. 

Remarque (5- x. I8).  - -  En examinan t  la d6monstra t ion prdc6dente, on voit aisdment 

que la condit ion (vi) G = B N ~  est entraln6e par  la condi t ion suivante, plus faible 

que (v) : 
(v bis) il existe une chambre C et une chambre vectorielle I) telles que P e - P c + D . P n  

pour toute partie bornge f~ de C -  D. 

Par ailleurs, on peut  ddmontrer  qu ' inversement  (vi) entraine (v bis) et m6me 

entraine 
(iii bis) Soient f~' et fY'  deux parties closes transverses telles que [2 = f2' n fY '  contienne 

une chambre. Si f~' est bornge et si ~ "  est contenue dans un quarrier, on a Pa = Pn,-pn,, .  
Enfin, on peut  d~montrer  que, sans faire aucune hypoth~se supplfimentaire sur le 

syst6me de Tits (G, B, N, S), la condit ion (iii ter), obtenue en ajoutant  ~ (iii) ou k (iii his) 

l 'hypoth~se que f~' e t / 2 "  sont tous deux borngs, est toujours satisfaite. Pour  cela, il suffit 

de ddmontrer  l 'analogue de (5. i .  12) lorsque f~' et f2" sont bornfis. Ceci se fait comme 

en ( 5 . I . I 2 ) ,  mais en remplaqant  l 'usage de la proposit ion ( 5 . I . 9 )  par  celui du 

corollaire (2 .4 .  I2). 

(5" x. I9) Dgmonstration de (vii). 

Soient ~ et ~ deux racines affincs de A telles que ~'.c~. I1 exlste w e W  tel que 

w(C) c ~ n ~. Soit a un point spdcial de w(C). I1 existe un dl~ment w' du stabilisateur W~ 

de a dans W tel que l 'une des faces de la chambre  vectorielle D ' = " ( w ' w ) ( D )  soit 

parall~le ~ 0a et ~ 0~ et on peut supposer que C ' = w ' w ( C )  est contenue dans 0~n ~ : 
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en effet, si w ' w ( C ) r  par  exemple, on a n6cessairement aeO~, w'w(C)c~*  &off 

r~w'w(C) c a .  De plus, on a Pc' = Pc'+D'.Pc ' D"  D'aut re  part ,  ou bien la racine affine a 
condent  C ' + D '  et ~ C ' - - D '  o u b i e n  a ~ C ' - - D '  et ~ C ' + D ' .  Qui t te~ventue l lement  

dchanger a et ~, on peut  supposer que 0~contient C ' + D '  et que ~ contient  C ' - - D ' .  

Soit geP~a~cPc ,  et dcrivons g=hk, avec hePc,+D, et kePc,_D,. On a 

h=gk-~ePe~n(C,_D,). Or l 'adhdrence de l 'enveloppe convexe de 0 a n ( C ' - - D ' )  et de 
C'nt-D ' est la racine affine a tout  enti~re. Par  suite, on a heP~ et de m~me kept ,  
ce qui ddmontre  (vii). 

(5. x .20) Dgmonstration de (viii). 

Reprenons les notations de (5 - I .  i9) , avec ~=(~*)~ . Soit x un point de C'  et 

soit 30 une demi-droi te  d 'origine x, contenue dans le c6ne ouvert  x - - D ' .  Comme 0e 

est parallble ~ une face de D' et que e 3 x -k- D', done ~ ~b x - -  D', cette demi-droite  

coupe 0~ en un point  y,  qu 'on  peut  supposer int6rieur "~ une cloison F c 0~. Soit 3 la 

demi-droite port~e par  30 d 'origine y et soit C 1 (resp. C2) la chambre  contenue dans a 

(resp. e * ) a d m e t t a n t  F comme cloison. Pour ze3, soit (X0, . . . ,  X~=C2)  une galerie 
tendue entre z et C 2. Comme Ct  rencontre  [yx], on a C a c c l ( C ~ u C '  ) et il existe une 

galerie minimale  (Xk=C2,  X k + l = C 1 ,  . . . ,  X ~ = C ' )  (2 .4-4) .  Comme C2cc l ({z}uC ' ) ,  
la galerie I ' - - ( X o ,  . . . ,  X~) est minimale,  toujours en vertu de (2 .4 .4) .  

Soit gePe~. Supposons tout  d ' abord  que g ( C 1 ) = C  1. Comme l'enclos de Cj u 0a 
est la bande a n ( a * ) + ,  il rfisulte de (vii) que gEP~P(~./+. 

Supposons main tenan t  que C s  1. Posons 8 '=gr~(3) et ~=gr~(y--D') .  
D'apr~s (vi), il existe un  quart ier  ~ ' c ~  et un  appar tement  A contenant  ~ '  et C'. 
Comme 3' est contenue dans ~, on a 3 ' e~ '+O.  Prenons alors un  point ze3 contenu 

dans une ehambre  et tel que gr,(z) e~ '  et reprenons la galerie minimale  I" consid6r~e 

plus haut .  La  suite 

r ' =  (gr~(X,o) , . . . ,  gr~(Xk) =gr~(C2), Xk+a = C~, . . . ,  X,, = C') 

est une galerie sans bfigaiement, car g r~(C2)=C~+C1,  et est de m~me type que P. 

C'est done aussi une galerie minimale.  Comme gr~(X0) contient  gr,(z), donc est contenue 

dans A ainsi que C', on en dfiduit que I" tout  enti~re est contenue dans A et en parti-  

culier C 1 u C ~ c A .  Par  suite, A contient  l 'enveloppe eonvexe de { y } u ~ ' ,  enveloppe 

convexe qui n'est autre  que ~. En particulier,  A contient  le c6ne Y = ( y - - D ) h o e .  
Soit alors h un  N~ment de G tel que h ( A ) =  A et que h laisse fixes tous les  points 

de A r i A .  On a hePc, nPyr~Pc,  et h(C2)=C~,  l~crivons h=pq, avec P~Pc'+D' et 

qePc,_D,. Comme C ' - - D '  rencontre C1 et C2 et contient  Y, on a C~--p(C~) et 
pePc,+D, n P y .  Mais l 'adhdrence de l 'enveloppe convexe de Y u  (C'-k-D') est ~gale ~ ~, 

done p e p s .  Enfin, on a r~p-lg(C1)=C1 et r~p-tgePo~. D'apr~s ce que l 'on a vu 

plus haut ,  ceci entralne r~p-agepi~.l+.P~. On en ddduit  

g ~pr~ P(~.)+ P~ c P~ r~ P(~,)§ r~ ~ r~ P~ = P~ r~ P~ 

(car r~Pi,.)+r-2 a c P~). 
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Nous avons bien montr6 que P0~ c P~P(~*). u P~r~P~, d'ofl (viii), l ' inclusion opposde 
Etant 6vidente. 

(5. i .  2z ) D~monstration de (i). 

Vu (5. x. I6), on peut  supposer D-----D. D 'au t re  part ,  nous avons d~j~ vu (5. I .  i) 
que l 'axiome (T 2) des syst~mes de Tits Etait satisfait. 

D~montrons (T i). On  sait qu' i l  existe un ~lEment n e N  tel que ~v(n) (D)=- -D.  

On a alors P c + v c ~  et P c _ r e n a n  -1.  Ceei, jo int  ~ (v), montre  que le groupe engendr~ 
par  ~3 et N contient  Pc, done contient  B, ce qui dEmontre (T I). 

DEmontrons (T 3). Faisons de A un espace vectoriel en choisissant comme origine 

un point  special o e t  soit ff le quar t ier  o + D. C'est un  c6ne simplicial dans A. Soit 

l 'ensemble des hyperplans de A qui cont iennent  une face de r  les images des r~flexions s L 

pour  Le.ogo forment  exactement  le sous-ensemble R de ~W. Soit Le&t' et soit r e N  

tel que ~(r)=sT,. Nous avons ~ montrer  que 

( I ) ~ r ~ w ~  c (~rwfB)  u ( f B w ~ )  

pour  tout  weN.  Nous allons tout  d ' abord  montrer  que 

(2) fB u ~ r ~  est un groupe. 

Soit be~3 ~ Comme b laisse fixes t o u s l e s  points d ' un  quart ier  contenu dans 

suffisamment petit,  il existe un point  x ~ r .  ~ tel que r b r - l e P x + , . ~ .  Quit te  ~ remplacer  x 

par  un  point  de x § r. if, on peut  supposer que x est transformE d ' u n  point de C par  un 
~lEment t de v-x(v) .  On a alors 

P~+,.~ r Pt.c = t P c t -  t = tPc + cs t-1.  tPc_ ~: t-1 = p~+ ~- px_~. 

I1 existe done bx~P,+r162 ~ et ceP~_r tels que 

(3) rbr-X = blc. 

Comme rbr -~ et b 1 appar t iennent  ~ P~+(~nr.~-), on a aussi 

(4) c e P , _ ~ n  P~+(~nr.C~). 

Or, ~ n r .  ~ est un c6ne d' intErieur non vide dans l 'hyperplan  L e t  L est par  suite 

enveloppe convcxc dc la rdunion de ~ n r . ~  et de - - ( ~ n r . ~ ) = ( - - ~ ) n L .  On tirc 

donc de (4) que ceP,+ L n P , _ ~ .  Mais, le demi-espace fermd E de A de tour x + L  et 

ne contenant  pas x + r  cst enveloppe convcxc de la rdunion de x-k-L ct de x - -  

et on a ceP E. Soit ~ la racine affine de bord L contcnant  C. Ce qui prdc~dc montre 
qu'i l  existe des racincs affines Y Equipollentcs ~ ~ tcilcs que 

(5) rbr-  l ~ ~  " Pv* " 

Il suffit en effet de choisir ~, telle que E 3 ~'*. 

Nous dist inguerons ~ prdsent deux cas : 

I et cas : (5) est satisfait pour toute racine affine "~ dquipollente a ~. 

Posons alors, pour  route racine affine -( contenue dans e, 

rbr - x  ~ b v c  v avec byeS3 ~ et cvePv,. 
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On a cvc~-leP~.t~3 ~ Mais  l 'enveloppe convexe d 'un  quart ier  de direction D et de e" 

est A tout  entier;  pa r  suite, on a P~. n23 ~  H et c~eHP v, = Pv*" Comme l ' intersection 
des sous-groupes Pv" pour  yc0~ se rdduit  ~t H,  on en tire Q e H  et f inalement r b r - l e ~  ~ 

9 e cas : il existe une plus petite racine affine y dquipollente ?z �9 telle que (5) soit satisfaite. 

Utilisons alors (viii). O n  a 

(6) Pv" = ryPvrv c (PvryPv) u (P,  V(v').)" 

Puisque Pvc~3 ~ et que  rbr-lr176 on voit  que  cv~PvrvP Y d 'o~ 

(7) rbr- le~3~ Y c ~3~ ~ = ~3~ ~ c ~ ~  

puisque r -Xrveu - l (V )  c ~ .  

Dans les deux cas, nous avons donc montrd que rbr- te f3~176 O n  a done 

r~3~ r - x c~3~176 et 

rfSr ---- r~3~ r = r~3~ - l rv - l ( 'V)  r C (~0 o ~3~ t (V) = ~3 u ~ r ~  

ce qui entraine aussit6t que ~3 u~3r~B est un groupe.  
Soit main tenant  w e n  et supposons tout  d ' abo rd  que  la longueur de 'v(rw) (par 

rapport au systOne g~ngrateur R de ~W) est plus grande que celle de %(w).  D ' a p r &  ([5], 
chap.  V, w 3, n~ ~, th. i) ,  ceci signifie que  les chambres  vectorielles D et % ( r w ) . D  sont 
de par t  et  d ' au t re  de l 'hyperplan  de "A parall&le ~t L ;  par  suite, pour  toute racine affine ~" 

dquipollente ~ e, il existe un quar t ier  ~ ' c ~  tel que  r w . ~ ' c T  ~ d'ofi Pv. CPr~,.r et 

( rw)-  l Pv.rw c P~, c ~  ~ 

Soit alors b~B ~ D ' a p r &  (5), il existe une racine affine y dquipollente ~t ~, un 
dldment b l ~  et un  dldment c~P v, tels que r b w = r b r - l r w ~ - b i c r w .  O n  en ddduit  

rbw = b~ rw( rw) - l c rwe~rw .  ( rw) l pv.rw c ~3rw~. 

C o m m e  v - i (V)  est distingud dans N, il en r&ulte que  

(8) ~r~w~3  c~Brw~B lorsque t(%(rw) )> e(Vw). 

Supposons main tenant  que la longueur de %(rw) est plus petite que celle de %(w.) 
Subst i tuant  rw ~t w dans (8), on en tire ~ r ~ r w f 3  c f B w ~ ,  d'o[l en utilisant (2) 

(9) fBr~wf3 c f 3 r ~ r - l ~ r w f 3  c ( ~ u ~rfB ) f3rw~  = ~rwf3  u ~ r ~ r w ~  c ~ r w f 3  u ~ w ~ .  

Nous avons doric bien ddmontr6 (I) ,  c'est-~t-dire (T 3)- 

Le quadrup le t  (G, ~3, N, R) satisfaisant aux axiomes (T i),  (T 2) et (T 3) des 
syst~mes de Tits, on salt ([5], chap.  IV,  w 2, n ~ 3, remarque)  que G =~BN~3, c'est-~-dire 
que  (ii) est satisfaite. I1 en rdsulte que la condition (iv) est satisfaite. 

Ddmontrons  enfin l 'axiome (T 4) : 

rf3r-  t 4: ~ (pour  r = st. avec L E.Z'). 

Supposons qu'i l  existe un  hyperp lan  Le.oq ~ tel que rf3r -1 =~3 (avec r=sr~). Si ~----x+D 

est un  quart ier  de direction D, on a 

p~ C~30 C r ~ r  -1 = v- l (V)HB0r -1 
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Pour tout  ElEment gePe ,  il existe done un quart ier  if' de direction D '=~v( r ) .D ,  un 

ElEment heP~, et un ElEment t ev - t (V)  tels que g = t h .  Soit E (resp. E') l 'enclos de ~uE' 

(resp. ~ u t. ~')  ; c'est une partie convexe de A et on a g. E ---- E'. De plus, l 'applicat ion 

y ~ g . y  de E sur E' est affine, se rEduit ~ l 'identitE sur ~ et ~ la translation y ~ t . y  sur ~' .  

On  en conclut  que v ( t )=  I et que geP~,.  Aut rement  dit, tout gldment qui laisse fixes les 
points d'un quartier de direction D laisse aussi fixes les points d'un quartier de direction D'. 

Soit alors C'  la chambre  contenue dans ~ ~ laquelle o est adherent .  Ce qui precede 

entralne que PC'+DCPc'+D'" En utilisant (iv), on en tire 

(Io) Pc' = PC'+D.Pc'-DCPc ' ~-D'' PC'--D C P(c ' ~-D')n(C'--D)" 

Or, la seule racine affinc qui contient  C'  ct nc contient  pas r(C') est la racine affine 

de bord L contenant  C'. I1 cn rdsulte quc la chambre  r(C') est contenue dans l ' intcr- 

section ( C ' + D ' ) n ( C ' - - D )  et on dEduit de (io) que Pc'cP~r ce qui est impossible 

puisquc les stabilisateurs de dcux chambres distinctes sont deux sous-groupcs parahoriques 

distincts. Nous avons donc abouti  ~. une contradic t ion et l 'axiome (T 4) est satisfait. 

Ceci ach~ve la demonst ra t ion  de (i) ct pa r  suite du  thEorEme (5. r .3 ) .  

Remarque ( 5 - x . e 2 ) .  - -  La condit ion (viii) entraine la condit ion suivante : 
(viii bis) La rgunion de deux demi-appartements de mgme mur n'ayant aucune chambre en 

commun est un appartement. 
En effet, supposons (viii) satisfaite et soient M e t  M'  deux demi-appar tements  de 

m~me tour, n ' ayan t  aucune chambre  en commun.  On peut  Evidemment se restreindre 

au cas off M'  est une racine affine 0~ de A. II existe alors un ElEment geP0,  tel que g(A) 
soit un appar tement  contenant  l-V[ (2 .5 .8) .  Qui t te  ~ remplacer  g par  gr~, on peut  supposer 
que g ( ~ ) - M .  Comme M r ~  ne contient  pas de chambre,  on a geP~'P/~*), d'ofl, 

d'aprEs (viii), g=hr~h',  avec h,h'eP~.  Alors M--=hr~(~)=h(o~*) et M u ~ = h ( A ) ,  ce 

qui dEmontre (viii bis). 
Inversement,  on peut  montrer  que la condit ion (viii bis) entratne (viii). 

( 5 .x .23 )  Jusqu'~ la fin de 5. i, nous supposons que (G, B, N, S) est un double systkme 
de Tits. Pour toute racine affine ~, le sous-groupe Po~ est alors engendrd par P, et P~.. En effet, 

il existe d'aprEs (5. I .  IO) un ElEment ueP~. qui ne laisse pas fixe une chambre  C contenue 

dans 0c et bordEe par  00~. On  a alors ueP~.P(~./. , d'ofi P~uP~=P~r~P~ d'aprEs (viii). 

D 'au t re  part ,  l'ensemble des points de J laissds fixes par tout dldment de Po~ est rdduit 
0~. En effet, soit x e J  n ' appa r t enan t  pas ~ 00~ et soi ty un point d 'une  cloison F contenue 

dans 0,. S i x  est invar iant  par  P0~, le segment [xy] est lui aussi laissE fixe point  par  point 

par  Po~. Or  il y a une chambre  C admet tan t  F comme cloison et contenant  un point 

de [xy]. Cette chambrc  serait alors invariante par  Pa,, ce qui contredi t  (5. i .  io).  

Lemme (5. x. 24). - -  Soient ~ et ~ deux racines affines de A. Pour que ~*-= ~, il faut  
et il suffit que le groupe engendrd par P~ et P~ ne laisse fixe aucune chambre, mais laisse fixe une 
cloison de J .  
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Que la condition soit n~cessaire r&ulte de (5. i .  23). R&iproquement ,  si la racine 
affine ~ n'est pas ~quipollente ~ ~', le groupe engendr~ par P~ et P~ laisse fixe une ehambre, 
ear e r~ ~ est d'intdrieur non vide. I1 en est de m~me lorsque ~ ,  ~*. Si ~ c ~', les points 

fixes du groupe engendrd par  P,  et P~ sont contenus dans l'ensemble des points fixes 
du groupe engendr~ par P~ et P~, (resp. P~ et P~,), c'est-~t-dire d'apr~s (5-I .23) dans 0e 
(resp. 0~). Si de plus ~4:~*, on a O~n0~=O,  ee qui d~montre que la condition 
est suffisante. 

(5. z. 25) I1 r&ulte de (5. i .  24) que la donn& de l 'ensemble des sous-groupes P=, 
pour ~eI:, permet de d&erminer les couples (P~, P~.), donc aussi les murs 0~ (5. I . 9 3 )  , 

et par suite l 'appartement A qui est l 'enveloppe convexe de la rdunion des 0~. Par suite : 

Proposition. - -  (i) Pour qu'un glgnent g de G appartienne g~ N, il faut  et il suffit que 

l'automorphisme intgrieur dgfini par g permute entre eux les sous-groupes P= pour ee l . .  

(ii) On a H =  ~ P ~ =  [7 NormP~.  
ctElg ~EIE 

(5 .x .26 )  Pour toute racine affine a de &, donnons-nous un sous-ensemble U~ 
de P~ tel que P~----H. U~. On voit alors aisdment, en utilisant (5. i .  io), que pour toute 
ehambre C bord6e par  0~ et non contenue dans e, il existe un 616ment u~U~ tel que 

u(C) 4= C. On en ddduit comme en (5. I. 23) et (5. I. 24) que l'ensemble des points de ,#" 
laissfis fixes par U ~ u U ~ ,  se r~duit ~ 0~, et que, si 0~ et ~ sont deux racines affines, on a 

= ~* si et seulement si U~ u U~ laisse fixe une cloison et ne laisse fixe aucune chambre 
de S .  On peut alors gfin6raliser comme suit la proposition (5. I. 25) :pour qu'un dldment g e G  

appartienne au stabilisateur N de l'appartement &, il faut  et il suffit que pour toute racine affine o~ 

de & il existe une racine affine ~ de A telle que P~ = HgU~g-~. 

(5. x.27) Soit f~ une partie 
de A engendr6 par  f~. Comme f2 

une facette F c ~  qui soit ouverte 

mentaire X d a n s &  de la r6union 

close non vide de A et soit L l e  sous-espacc affine 
est une rdunion convexe de facettes, on peut choisir 
dans L. Soit A une eomposante connexe du compl6- 
des tours de & contenant L. La symdtrie orthogonale 

par  rapport  ~ L transforme A en une autre composante connexe de X, not& A'. On 
ddsigne par C O (resp. Co) l 'unique chambre contenue dans A (resp. A') et contenant F 

dans son adherence. 
Lemme. - -  Soit C une chambre de J contenant F dans son adhgrence. Il existe un appartement 

contenant C et A. 

Soit P = ( C o ,  C1, . . . ,  C , , = C )  une galerie tendue entre C O et C. Montrons tout 
d 'abord par r&urrence sur i, que F r  pour o<~i<<.m. C'est vrai par hypoth~se 
pour i = o. Soit A un appartement contenant C O et C, done I'. Supposons i > o  et soit M 

l e m u r  de A sfiparant Ci_l  ct Ci. Comme N[ sdpare C O et C (2.3.  io) et que FcC'0c~C, 

on a F C M .  Par l'hypoth~se de r&ur rence ,  F c C i _ I ,  donc F c M n C i _ I = C  i l ~ C i  

et F c C'~. 
Ddmontrons maintenant le lemme par r&urrence sur m. Si m = o ,  il n 'y a rien 

d~montrer. Si m~> i, il existe par l 'hypoth&e de r&urrence un appartement A eonte- 
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nan t  21 et C,,_~. D'apr~s (2 .5 .8) ,  il existe g e P a  avec g . A = A .  Quit te  ~ remplacer  C 

par  g. C, on voit qu 'on  peut supposer Cm_ 1 cA.  Soit alors e la racine affine contenant  C,,_~ 

et dont  le bord 0~ contient  C , , _ I n C .  Alors ~ s~pare C o et C (2.3.  io) et on a C0ce .  
Comme O, D F, on a A c~.  NIais (5 . I . IO)  entrMne qu' i l  existe un appar tement  

contenant  C et ~, d'ofl le lemme. 

Proposition ( 5 . I . 2 8 ) .  - -  Gardons les notations de ( 5 . I . 2 7 ) .  Posons N n = P n n N  et 

soit ~ l'intersection des racines affines o~ telles que ~ f~ et f~ r o~*. Alors ~ est une partie close 
d'intgrieur non vide et on a 

Pn ---- Pz~Nn P~ P~ = PL. Pfi. 

Les racines affines e satisfaisant ~ f2 c e et f2 r ~* sont celles qui satisfont ~ f~ C 

et ~ r  ou encore ~ f~c0~ et F r  Montrons  que 

(i) ~ -- el(.Q u C0u C;). 

En effet, si e~ f~  et O ~ F ,  la facette F est int~rieure ~ e; comme FcC0r~C0,  on en 

conclut  que C o u C O r e. R&iproquement ,  si aD ~ u C o u Co, alors O~ qb F ear tout  mur  

eontenant  F s~pare C oet C 0. D'ofi (x). II est aiors clair que ~ est une partie close d ' intdrieur 

non vide. 

Soit ma in tenan t  g e P  n. Posons C = g . C  0. D'apr~s le lemme (5.1.27)  , il existe 

un appar tement  A contenant  C et A, et par  suite un 61~ment uePa  tel que v . A = A  

(2 .5 .8) ,  d'ofl ug. C 0 c A .  I1 existe alors n e N  avec nug. Co=Co et n es t l ' ident i t6  sur 

G 0 n u g . C 0 ~ F .  Donc, ne s t  l ' identitd sur L et n a N  a.  
Posons C'=nug.C o. Toujours d'apr~s le lemme (5. I .27) , il existe un apparte-  

ment  A' contenant  21 et C', &off un  fil6ment u'ePA tel que g'.C'oc& , en posant 

g'=u'nug. Comme g ' . C o = C 0 ,  on a W(Co, C'o)=W(Co, g'.Co) (avec les notations 

de ( 2 . I . 7 ) ) ,  d'ofi g ' .C0-=C 0 d ' apr& (2 .3 .8) .  Done g'ePnuc0uc; et g 'ePfi  d'apr~s ([). 
Finalement ,  on a bien g=u-Xn-- lu ' - lg 'ePANnP, ,Ps ,  d'ofi la proposition. 

Corollaire (5-x .~9) .  - -  Soit ? : G - + G  un homomorphisme B-N-adaptL Reprenons les 

notation-~ de (4. I . i )  et posons N n = N n P n  et Iq~=~qnPt  n. On a 

a) Pa = (ir ~ lqa)?(Pa)-=- ?(P/,)lqa ?(PaP5)  = PaIqaPaPfi ; 

b) Pt a = (lXlt~ n l~l~) ? (Pa) = ? (Va)Nta ? (Pz~ Pfi) = P~,I~I~ PA Pfi. 

Soit gel~t n. D'apr6s (~ .5 .8) ,  il existe h~P a avec h . g - ~ . A = A ,  d'ofi 

? (h)g-XslqnPtn=lql  ~. Done Pta=,N~?(Pa) .  Mais, si neI'qtn, n.21 est une composante 

connexe de X et il existe n ' e N  a tel que n'.n.21=21, d'ofl N~=(iqt,~.. ' t ,l~)?(Na). Ceci 

d~montre la premiere des dgalit~s b). D'aut re  part ,  si nel~lta, on a nf'an-~=~'a, d'ofi 

n?(PA)n-~=?(P~x) puisque ?(G) est distingu~ dans (~ et que ?(Pa)=?(G)oP,,. On 
en d~duit  les autres 6galit6s b), et a) r~sulte aussit6t de b). 
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Remarque (5 x .30). - -  I1 est clair que Nn =l~z- Par contre, on peut avoir ~l t 4_Nt 
�9 ~-r L" 

D'autre part, on a 

car C 0 est la seule chambre contenue dans A et admettant  F comme facette. On en conclut 
A 

que I2I~0(Pn) est un sous-groupe distingug d'indice fini de Pn, le quotient Po/Hq~(P~2 ) 6tant 

isomorphe ~ ~%rct * cCl~rr . 

Proposition (5. x. 3 I).  - -  Tout homomorphisme B-N-adaptt est aussi fB-N-adaptL 
Soit q ~ : G ~ G  un homomorphisme B-N-adapt& On sait que G=q~(G).N.  

Comme ]q normalise q~(N) et q~(v-x(V)), il suffit de montrer que, pour tout ne~I, il 
existe n 'eN tel que ~(n')n normalise q~(~0). On peut 6crire w~-~(n)=w'w"t ,  avec 

w'eWx, w"e't'~r~+o et t eV (off x est un point sp6cial de A). Soit n'eu-l(w').  Pour 
tout quartier ~ de direction D de A, on a alors 

nq~(Pr n-~ - q~(P~'~",Ct~l) = ?(n'P~,n'-*) 

off ff,'-=w"t(~) est un quartier de A, de direction D. On a donc n~(~~176 
d'ofl la proposition. 

Soit de plus ~ l 'homomorphisme de G dans Aut("W, R) associ6 ~t q~ (consid6r6 
comme homomorphisme ~3-N-adapt6). On sait que ~co est trivial sur q~(G) et nous venous 

de montrer que O = ? ( G ) . E ,  avec E={geIq l~(g ) .D- - - -D} .  Si geE  et neN, on 

a ( i . 2  2o) 
~co (g) (or (n) ) = % (g? (n)g-*) =~ ~ (g)"v (n) ~ ~ (g) -~ 

cc qui montre que ~'o~ restreint ~t E s'identifie au compos6 de ~ et de l'isomorphisme 

canonique de "tTg~ sur Aut(~W, R) ((I .3.18) (4)). I1 en r~sulte que le noyau ~Go de %~ 
est dgal a ~?(G)~-~(%r). De pIus, comme ~-~(~r) normalise ~(~3) et que q~(~3) est son propre 

no rma l i s a t eu r  dans  ~(G) ,  on en dedui t  que Stab~3r~G0=q~(~).~-~(%r)=~3,  ce qui 

montre que la notation ~ est coh6rente avec ( i .  2.17). 

Corollaire (5. x .3~). - -  Si ~ : G---~G est un homomorphisme B-N-adaptg de type connexe 

(4 -~ .3), alors G =~(~o, on a ~ I , ~ =  ~-~(~r le groupe quotient ~ I / ~ n N  s'identifie ~ ~W 

et le quadruplet (G, ~3, ~q, R) est un systkme de Tits de groupe de Weyl ~W. 
Puisque "t~r=~'W, on a E=~-~(%r) ,  d'ofl G----~Go et le corollaire r6sulte 

de (~.2. ~7)- 

(5 .x .33)  On salt ([5], [39]) qu'on peut associer ~t tout syst~me de Tits un 
complexe simplicial abstrait que nou's appellerons ici l'immeuble combinatoire du syst~me, 

dont les simplexes reprfsentent les sous-groupes paraboliques, la relation de face corres- 
pondant  h l'inverse de la relation d'inclusion. Nous allons dans ce qui suit indiquer 
bri~vement les rapports entre l ' immeuble J et l ' immeuble combinatoire du syst6me 
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de Tits (G, 23, N, R) de groupe de Weyl "W, que nous noterons ~,Y. Par d~finition, 
les chambres de ~,,r sont en correspondance bijective avec les sous-groupes paraboliques 
minimaux, c'est-~-dire avec les conjuguds de 23, cette correspondance 6tant compatible 
avec l'action de G sur ~J  d 'une part  et sur l 'ensemble des conjugu6s de 23 (par auto- 
morphismes intdrieurs) de l'autre. 

Par ailleurs, le groupe 23 est le stabilisateur du germe de quartier ~,~ (2.9.2)  
contenant les quartiers x + D pour xeA et il est facile de voir que G op~re transitivement 

sur l'ensemble des germes de quartier de . / ,  le stabilisateur de g . ~  dtant g23g--1. Comme 23 
est son propre normalisateur, on en ddduit une bijection compatible avec l 'action de G 

entre l 'ensemble des germes de quartier de J et l'ensemble des sous-groupes paraboliques 

minimaux, ou encore l'ensemble des chambres de ~./ : la chambre f (~)  associde au 

germe de quartier ~ est celle dont le stabilisateur coincide avec celui de ~. 

De plus, des germes de quartier ~i (i <~ i<<. m) sont contenus dans un mgme appartement 

de J si et seulement si les chambres f ( ~ )  sont contenues dans un mgme appartement de ~or (rappelons 
qu 'un appartement de * J e s t  le transformd par un 61dment de G du sous-complexe "A 
de "or dont les simplexes sont ceux associds aux sous-groupes paraboliqucs n~3n -1 pour 

~D23 et neN).  Pour le montrer, il suffit de faire voir que ~ c A  6quivaut ~ f (~)  c~A, 

ce qui est 6vident, car ~ c A  dquivaut ti l'existence d 'un neN avec ~ = n . ~ .  On en 
ddduit aussit6t qu'il existe une bijection et une seule, not~e encore f ,  de l'ensemble des 

appartements de 0r sur l'ensemble des appartements de ~J, telle qu 'un germe de quartier 

est contenu dans un appartement A si et seulement si la chambre f (~ )  est contenue 
dans l 'appartement f (A) .  II est clair que cette bijection est compatible avec l'action 
de G sur . :  et sur "~r 

I1 rdsulte en particulier de ce qui pr6c~de qu'k tout automorphisme 0 de 
l ' immeuble J correspond un automorphisme v(0) et un seul de ~'J tel que 

v ( 0 ) . f ( ~ ) = f ( 0 . ~ )  pour tout germe de quartier ~ de J .  On obtient ainsi un homo- 
morphisme v de Aut . :  dans Aut~or homomorphisme qui est injectif. En effet, si v ( 0 ) -  I, 
alors 0 conserve tous les appartements de , / .  Or, on voit aisdment que chaque facette F 
de or a pour adhdrence l'intersection des appartements de ,,r qui la contiennent; on en 
ddduit que 0 .F = F pour toute facette F de Jr, d'ofl 0 = I. Ceci permet d'utiliser pour 
l'dtude de Aut or les rdsultats dtablis darts [39] sur le groupe des automorphismes d 'un 
immeuble combinatoire associd ~t un syst~me de Tits de groupe de Weyl fini. 

5.2. Caract~risation axiomatique de la f~mille des P~. 

Dans les nOS (5.2. I) a (5.2.27) ,  nous abandonnons les hypoth6ses et notations 
adoptdes dans les w167 2 ~t 4, ne conservant que celles de ( I .5 .2 ) .  On d6signe par G u n  

groupe, par N u n  sous-groupe de G, par v u n  homomorphisme surjectif de N sur W 

et par H l e  noyau de v. On pose W =  N / H  et on d6signe par S l'image rdciproque de S 
dans W par l 'isomorphisme de W sur W d6duit de v (isomorphisme par lequel on iden- 
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tifiera parfois W et W). On donne, pour toute racine affine ~Y-, un sous-groupe P~ 
de G. Pour toute partie ~ de A, on ddsigne par Pn le sous-groupe de G engendr6 par H 
et les P~ pour o~eY- et 0~3 ft. I1 est clair que 

Pn = P~m)" 

Nous allons imposer ~ ces donn~es des conditions ((5.2. I) (i) ~ (6)) qui entralneront 
que (G, P=, N, S) est un double syst&me de Tits. Plus tard (5.=.~7), nous montrerons 
que rdciproquement, les sous-groupes P= associ~s comme au w 4 ~ un double syst~me 
de Tits satisfont ~ ces conditions, les notations Pn 6tant concordantes. Ceci permettra 
d'appliquer au cas des doubles syst&mes de Tits les r~suhats sur ia structure des groupes Pn 

que nous allons d~montrer en (5.2. fi) sqq. 

(5" 2. I )  On suppose jusqu'en (5.2.27) que les donnfies pr~c6dentes satisfont aux 
six conditions suivantes : 

(A I ) P o u r  tout n e N  et tout ~EY.., on a nP, n - t=P~( , /~ .  
(A2) Soit o~eY... Pour tout ~EY. avec ~.o~, on a P~.cP, et l'intersection des P~ 

pour ~D o~ est dgale ~ H. 

(A 3) Soient ~, ~eY., telles que ott~ ~ soit d'intdrieur non vide et soit ~) l'intersection des 

racines affines contenant ~ n ~ et ne contenant pas o~. Alors P~Pn est un groupe. 

(A4) Pour tout o~eY., le sous-ensemble P~PI~.I+uP~,~-~(r=)P~ est un sous-groupe de G. 

(A 5) Pour tout x e A  et toute chambre vectorielle D, on a P~+Dr~P~_D=H. 
(A 6) Le groupe G est engendrd par la rgunion des P~ pour o~eY.. 

(i) 

Supposons de plus que 

(2) 

En particulier, on a 

(3) 

(5 .2 .2)  II est clair que (A I) entra~ne 

(A Ibis) nPnn-l~-P~(,).n pour neN et f l c A .  

En utilisant alors la transitivit6 de "W sur les chambres vectorielles, on voit aussit6t 
que, moyennant  (A i), il suffit de supposer (A 5) pour une chambre vectorielle D. Par 
ailleurs, (A 2) montre que pour ~----a, la notation Pn est sans ambigu~'t6. 

D'autre part, plaqons-nous dans les hypotheses de (A 3). Comme toute racine 
affine contenant 0~  ~ contient soit ~ soit ~,  on d~duit aussit6t de (A 2) et (A 3) que 

l'on a 

P~ n ~ ---- P~ pn. 

D,=*. Alors, o n a  f2----~ et 

P= n ~ = P= P~" 

P= n (~')+ = P~P(~*). �9 

(5-2-$) D'apr&s (A 2), on a HcP~ pour tout ~e~-. Dans ce qui suit, on d~signe 

par U~ un syst&me de repr~sentants de P~ modulo H, i.e. une partie de P~ telle que 
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l 'application (u, h ) ~ u h  de U = x H  dans P~ soit bijective. On suppose les U ,  choisis 
de telle sorte que U~DU~ pour ~, ~eZ avec e c ~ .  Dans les applications que nous 
avons en vue, les U~ seront des sous-groupes de P=. On pose aussi U A = { I  } et 

1 T o = U  U~ pour ae~Z. 

(5.~,.4) Soit f~ une partie non vide de A. On ddsigne par ~.(~)) l'ensemble des 

racines affines contenant f~ et par II(f~) l'ensemble des dlfiments minimaux de ~-(f~), 

ordonnfi par  inclusion. Comme ~oel0, tout dldment de ~'(fl) contient un dldment et 
un seul de Z(f~). L'application e~"~c restreinte ~ Z(f~) est dvidemment injective. 
Soit ~Z(~) son image; pour ae~Z(f~), on notera a(f2) l 'unique dlfiment de Z(f~) satis- 
faisant ~ ~a(a)=:-a. Si a ~ Z - - ~ Z ( n ) ,  on pose a( f~)=A.  On a 

el(n)= n n n n 

(5. e" 5) Soit ~ unc partic de A, contenant un quartier de direction D. On a alors 
~Z(f~) C~Z+(D). En effet, pour toute eeZ ,  il existe xeA tel que o : = { x + t  I t ~ A ,  ~e(t)~>o} 
(1.3.8).  Si ~er ct z e D ,  on a ~e(Z)<O. Soient alors yef~ et ~eR+  tels que 
~ : ~ ( Z ) < ~ ( x - - y ) .  On a y + [ z z ~ + D c c l ( f ~ )  et ~ ( y - k ~ z z - - x ) < o ,  d'oO y -k~z z r  et 

I1 en rdsulte (i .3. I5) qu' on peut ordonner ~Y.(f~) suivant un ordre grignotant. 

Proposition (5 .2 .6) .  - -  Soit f~ une partie de A contenant un quartier et soient 
(al, . . . ,  a,) les glgments de ~Z(f~) ranggs suivant un ordre grignotant. L'application produit 

: (ul, . .  u,, h) ~ u 1. . .  u,h est une b~ection de I-I U ,  (hi • H sur Pn. 

Nous allons ddmontrer cette proposition par rdcurrence sur n, l'assertion dtant 
fividente pour n = o  et n = I .  Supposons n2>T et posons f~ '= n aj(~), d'ofi 

cl(f~)=al(f2)c~f~'. Comme aj est extrdmale dans { a t , . . . ,  a,}, le demi-espace 
{ t e "AIa l ( t  ) < o }  ne contient pas l'intersection des demi-espaces {te~Alaj(t)<o} pour 
2<~j<~n et on en conclut immddiatement qu'aucune racine affine dquipollente ~ al(~) 
ne contient f2', ce qui entraine que "Z(f~')={a2, . . . ,  a,}. Comme (as, . . . ,  a,) est un 
ordre grignotant, on a par l'hypothEse de rdcurrence 

Pa' = Ua~(n)" �9 �9 Uo~;n)H. 

Montrons maintenant quc Q= U,Icn)P n, est dgal ~t Pfl. Pour cela, il suffit de montrer 

que Q cst stable par multiplication ~ gauche par un syst6me gdndrateur de Pq. Or, il est 

dvident que H Q c Q  et que U~lla)QcQ, puisque HU,~/n)uU]~n)cP~(n)=U~(n)H 
et que H c P a , .  Si j~>2, on a d'apr~s (5.2.2) (I) 

off f~j ddsigne l'intersection des racines affines contenant a~ (f~)n aj(a) et ne contenant 

pas a l (~ ). Mais, ces racines affines contiennent f~ et ne contiennent pas al(~) ,  done elles 

contiennent f2'. On a done f~jDf~' et PnicPn,.  D'ofl 
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U a ] ( ( l ) Q  = Ua/.C~))Ual{~-))P~-~, C Pal(~'~)fl aj(~'])P~ ' = Ual(~.)) p~. l jp~ , 

c uo (n)P., = Q.  

Nous avons donc montr6 que ~ est surjective. 

Montrons maintenant que ~ est injective. Soient h , h ' e H  et ui, u~eUai(a ) tels 

que u i . . . u n h = u ; . . . U n h ' .  Comme a 1 est extr6male d a n s  { a l ,  . . . ,  an} , il existe une 
chambre vectorielle D telle que aae~Y-+(D) et a j e - - ~ + ( D )  pour 2<.j<~n. S i x  est 
un point de ~,  on a alors a a ( ~ ) D x - - D  et ~ 'Dx-k-D, d'ofi 

u;-lUl  Pol(n)  In, c P,_n P,+v = H 

et ui=u~.  L'hypoth~se de rdcurrence entralne alors ui=u~ pour tout j ,  d 'o6 l'injec- 
tivitd de :z. 

(5 .2 .7 )  On peut  exprimer la proposition (5 .2 .6)  sous une forme ldg~rement 
diffdrente. Soit f~ une paxtie de A contenant un quartier de direction D. Kangeons les 
dl6ments de ~Z+(D) en un ordre grignotant ( a l , . . .  , am). Alors, l 'application produit  

(u i ,  . . .  Urn, It) ~ U 1. . .  utah est une bO'ection de 1-[ Ua ra~• H sur Pn : cela rdsulte immd- 

diatement de ce que l 'ordre induit sur "Z(~) est grignotant (I-3.  I5) et des d6finitions 

de aj(~) (5.2.4)  et de U A (5.2.3)-  

(5 .2 .8 )  Pour tout eeZ, l 'application produit  (h, u ) ~ h u  est une bijection 
de H •  i sur P~. Par consdquent, on ddduit de (5.2.6)  l'assertion suivante, 

qui gdndralise (5 .2 .6)  : avec les notations de (5 .2 .6)  (ou de (5.2 .7)) ,  l 'appli- 
cation produit  (u i ,  . . . ,  uk, h, uk + i ,  . . . ,  u,) ~ u i .  . .ukhUk + l . .  .u ,  est une bijection de 

--1 [I U~ n ~ • 2 1 5  1-[ U.., n, sur Pa,  quel que soit k avec o<~k<<.n. 

Proposition ( 5 . 2 . 9 ) .  - -  Soit ~ une partie non vide de A et soit D u n e  chambre vectorielle. Ran-  

geons les gtgments de (D) (resp. (--D)) en un ordre grignotant ( al , . . ., an) 

(resp. (bi ,  . . . ,  b, ,)) .  L'application produit  (ua, . . . ,  u , ,  h, va, . . . ,  v,,) ~ ua. . .u ,  hv~. . .vm de 

II Ua (n) • H • 1-I U~,~) dans Pa est injective. 
l~ j<~n ~ l<~k<~ra kt 

On a c l ( f ~ + D ) =  fl  aj(a) et c l ( f ~ - - D ) =  fl bk(f~), d'ofi 
l ~ n  l ~ k ~ r a  

--1 U - 1  Ua~(a). �9 �9 Uo~(a)H c Pa + D et Uh(n). �9 �9 b,,(a) C P a -  D" 

Si, avec des notations dvidentes, 
t t t ! t 

u 1. . .  u, hv 1 . . .  v m = u 1 . . .  u ,h  v 1. . .  vm, 

alors g=(u'~.." U ; ) - - l ~ l "  " " u , h = h ' o ' [ ' l  I 0k(01" ".~,,)- tePn + D n Pn_ D . 

1V[ais, si xef/ ,  on a Pta+DnPn_DcP~+DnP~_D-----H, d'ofi g e H .  I1 suffit alors d 'appliquer 

(5.2.6)  et (5 .2 .8)  ~t c l ( f 2 + D )  et ~ c l ( f / - -D)  pour en tirer u ~ = u j  et vk=v ~ pour 
~ <<.j<~n et ~ <~k<<.m. 

Lemme (5 .2 . zo ) .  - -  Soit ~ une partie de A d'int6rieur non vide. Pour toute chambre 

vectorielle D ,  posons Q.D = Pn+D-Pa-D.  Le sous-ensemble QD est inddpendant du choix de D.  
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I1 suffit de  ddmont re r  que  s i r  est la rdflexion par  rappor t  ~t un  mur  d 'une  chambre  

veetorielle D, on a Q,DcQ,rID)" Or,  on peut  ranger  les 616ments de ~2;+(D) en un  ordre 
gr ignotant  (al, . . . ,  am) de telle sorte que r soit la rdflexion par  rappor t  ~t l 'hyperplan 

a l = o  (~ .3 .~5) .  Alors, ( - - a ~ , . . . , - - a m )  est un  ordre gr ignotant  sur "2I+(--D), et 

on a (5 .~ .8)  
�9 U - 1  Pn + D = H U T ,  I~I �9 �9 o,,~1 = U~m/,l" " �9 Uo,/-/H 

d'ofl 

C o m m e  a~(f~)c~(--at(f2)) cont ient  l ' intdricur non vidc de f~, on a ( (5 .~ .~)  (2)) 
--1 p - 1  Uat(a)HU_ax(o ) C Pa~(f~)n --a~gl) = P-ax(~) ax(f~) ~ U-a~(t~)HCa~(f~). 

Mais  e l ( f~--r (D))-- - - ( - -a t (~)) ta  [~ a~(f2) et cl(f2+r(D))ea~(f2)r~ N (--aj(~))). 

Donc  (I) et (2) entraSnent 

QD C P~a + r(D) Pn - riD/=- Qr(D) " 

Proposition (5 .2 .  x l ) .  - -  Soit f2 une partie de A d'int&ieur non vide, et soft D u n e  chambre 

vectorielle. On a Pta-----P~+DPn_ D. S/ l'on range les eCl/ments de "~(~2)n~Y.+(D) (resp. 
~ ( ~ )  c~Y-+(D)) en un ordre grignotant ( ax , . . . ,  an) (resp. ( bl,  . . . ,  bin)), l' application produit 

(ul ,  . . . ,  u,,  h, Vl, �9 � 9  v,,) ~ u~. . . u,,hv~. . . v,, 

estune bijection de I-I Ua.,ta~•215 ~<~< -1 ~<j~<n ~' , ~ ,Ubk(ta) surP~ .  

Pour  toute racine ae~2l(~2), il existe une chambre  vectorielle D'  contenue dans 

le demi-espaee a > o .  O n  a a l o r s  U,In)Pn+D, CPn+D,. Comrne P n + ~ P a _ D = P n + ~ , P o _ D ,  
( lemme (5 .~.  xo)), on en ddduit  que Pn+DPa_D est stable par  mult ipl icat ion ~t gauche 
par  H et par  les U, /n)pour  a e 'Z(f2) ,  done par  Pn, d 'oh  la premiere assertion. La  deuxi6me 

r6sulte alors de (5. ~.6) et (5. ~-9)- 

Remarque ( 5 . 2 . x 2 ) .  - -  C o m m e  en (5 .2 .8 ) ,  on peu t  ddplacer  le facteur H du  
produi t  consid6r6, /t condi t ion de mult ipl ier  par  - - I  l 'exposant  des U~ que  l 'on fait 

passer d ' un  c6tfi /t l 'autre  de H. 

Remarque ( 5 . 2 . x 3 ) .  - -  Soit aE "y.. On peut ranger les dI/ments de ~Y.. en un ordre 

(aa, . . . ,  am) tel que a =-al et que, avec les notations de (5 .2 .4 ) ,  l'application produit de 

l~<~<kUajcn/• H • U~3 ,  dans Pta soit injective (resp. b~]ective) pour toute partie ~ de A 

(resp. pour tout partie f2 d'int/rieur non vide de A), et tout k avec o<<,k<~m. I1 suffit en effet 
de ehoisir la ehambre  veetorielle D et l 'ordre gr ignotant  sur ~ + ( D )  de telle sorte que a 
en soit le premier  616ment, puis de choisir un ordre gr ignotant  sur ~I~+(--D) et d 'appl i-  

quer  (5-2 .9)  (resp. ( 5 . 2 . I I ) ) .  
U n  tel ordre sur ~Y- sera dit  admissible. 

Corollaire ( 5 . 2 . x 4 ) .  - -  Soit o~eY. et soit f~' une partie close de A telles que f 2 = e n f 2 '  

soit d'intdrieur non vide et que or et ~ '  soient transverses (5. i .  2). On a Pn = P~- Pn,. 
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Rangeons  les ~lfiments de ~Y- en un ordre admissible (al, . . .  , %) de telle sorte 

que  ax =~a .  O n  a alors d'apr~s (5 .2 .13 )  : 

(I) Pn = Ual(n)U.,(a). �9 �9 U~(n)H.  

Mais  les racines affines aj(~) pour  a y ~ - ( ~ )  et j>~2 ne cont iennent  pas a l (~) ,  donc 
cont icnnent  ~ ' .  D 'au t re  part ,  ou bien a l ( g ~ ) ~ ' ,  ou bicn ai(~))Da , d'ofl a l ( ~ ) = a .  

Dans lcs deux cas, (I) entralne bien Pn = P~.Pn,- 

Corollaire (5 .2 .  x5). - -  Soient a ~ .  et C u n e  chambre contenue darts ~ et ayant une doison 

contenue dans 0~. On a Pc = P , .  Pcu,~(c). 

I1 suffit d ' app l iquer  (5 .2 .  I4) ~ f~' = C v r ~ ( C ) .  

Proposition (5 .2 .  x6). - -  Soient f~ et f~" deux parties closes de A ,  d'int~rieur non vide et 

telles que f~ n f~' Je r On a alors 

P a n  Pn' = Pa(nun'). 

Si de plus P n c P n ' ,  on a ~ a ' .  

II est clair que Pr  D 'au t re  part ,  soit xEf~nf~ '  et soit 
g e P n n P n ,  cP(~l .  Rangeons  les 615ments de "~- en un ordre admissible ( a l , . . . , % ) .  

D'apr~s (5 .2 .13) ,  on a 
g = u 1 . . .  u,,h = v 1. . .  v,,k 

avec h, k e H ,  u~eU,i(n ) et vjeU,j(n,) pour  i<~j<~m, d'ofi uj, vj~U~i(~) ). En appli- 

quan t  (5 .2 .9 )  ~ P(~/, on en conclut  que u~ = vj pour  tout  j ,  d'ofi 

Uj = vj~ Uaj{fl) ~ Uaj ( f l ,  ) = Uaj(fl) iJ aj(n, ) c Uaj(n u fl, ) 

et f inalement gEPnun, , ce qui ddmontre  la premiere assertion de la proposit ion.  

Si de plus Pa c Pn,, ce qui prdc~de montre  que U~i(n ) cU~i(n,), &off (d'apr~s (A 2)) 

aj(fl)Za (a') pour ~j<<.m, et a z a ' .  

Corollaire ( 5 . e .  I7) .  - -  Soit a~Y. et soit C une chambre contenue dans ~ et ayant une 

cloison contenue dans Oa. On a P:.  o Pc = P(~*)§ 
I1 suffit d ' app l iquer  (5.~.  16) avec f~=~* et f ~ ' = C .  

Lemme ( 5 . e . x S ) .  - -  Soient C et C'  deux chambres. Si P c z P c , ,  on a G = C ' .  
Supposons P c z P c ,  avec C~eC'.  O n  peut  t rouver  x~C et y e C '  t e l sque  y - - x  

appar t ienne ~ une chambre  vectorielle D et que le segment [xy] ne rencontre  aucune 
facette de codimension/> 2. Soit C t la chambre  mi toyenne de C rencont rant  [xy]. O n  a 

Pc1 = Pc~ + ~. Pc~- v C P~ + v- P v - "  c Pc" Pc' = Pc" 

C o m m e  C ~ n C + - O ,  la proposit ion ( 5 . ~ . 1 6 ) e n t r a i n e  alors C c C ~ ,  ce q u i e s t  absurde.  

O n  a donc bien C = C ' .  

Th/orkme ( 5 . 2 . x 9 ) .  - - P o s o n s  B = P  c. On a B r ~ N = H  et le quadruplet (G, B, N, S) 

est un systkme de Tits  satur/ de type affine, l'homomorphisme v d/finissant par passage au quotient 

101 



I02 F. B R U H A T  ET J. T I T S  

un isomorphisme du systkme de Coxeter (W, S) sur (W, S). De plus, (G, B, N, S) est un double 
syst~me de Tits (5.1. I) et les notations Pn sont coMrentes avec celles du w 4 : si l'on identifie A 
avec son image canonique clans l'immeuble Y de (G, B, N, S), le sous-groupe Pa est, pour route 
partie ~ de A, le fixateur de f~ dans G. 

La d6monstration de ce th6orbme va occuper les n os (5.2.2o) ~ (5.2.26).  

(5 .2 .2o)  Pour toute racine affine es~-, il existe weW tel que w.C, ce ,  d'ofl 
P~cP~.c=nBn -~ pour nev-~(w). La condition (A 6) entraine done que G est engendr/ 
par B u N .  

D'autre part, soit n ~ B n N .  On a alors nBn-~=B, d'ofi P~(,).c=Pc et ~ ( n ) . C = C  
d'apr~s le lemme (5.2.18).  On a done ,~(n)----1 et nsH.  Ceci montre que B r ~ N - - H  
et que B r~N est distingu6 dans N, le groupe quotient 6tant W. Par suite, les 
axiomes (T I) et (T 2) des syst6mes de Tits sont satisfaits. 

(5 .2 .2x)  Montrons que H =  [7 nBn -~ (ce qui entrainera que le syst6me de Tits 
hEN 

est saturg (i .2.12)). En effet, soit g ~ N n B n  -~. Pour toute partie close born6e f2 de A, 

contenant C, on peut trouver une suite de chambres (C~)0ai,<, avec Co = C, telle que, 
si l'on pose f ~ =  kJ Ci, on ait f~nC~+14:O pour t o u t j  et a , = a .  Comme g e P  c 

pour toute chambre G, on voit par rdcurrence sur j que gePnj pour tout j : il suffit 
d'utiliser (5.2.16).  Done gsPn.  Rangeons alors les 616ments de "Y- en un ordre 
admissible ( a l , . . . ,  % ) e t  6crivons g = u l . . . u , , h ,  avec h e l l  et uleU~i(c ). Puisque gsPn,  
on a ui~U~i(a / pour toute partie close born~e ~ de A contenant C, d'ofl uieH 
d'apr6s (A ~) et finalement geH, ce qu'il fallait d~montrer. 

(5 .2 .22)  D6montrons maintenant  l 'axiome (T3) .  Soit r e S e t  soit e la racine 
affine contenant C telle que r = r , .  D'apr~s (5.2.15),  on a B=P~.Pcu,(cl .  Soit neN;  
on a done 

rBnB = rP c u T(c) P~ n B =  Pc u ,(c)rP~ nB. 

Si v (n ) - ' ( e )~C,  on a n-~P=ncB, d'ofi 

(z) rBnB c Peu,(el rn( n- l  P~n) B r BrnB. 

Si v(n)-l(e) qb C, on a v(rn)-X(0~) ~ C et (rn)-lP~rncB. D'autre part, on a, d'apr~s (A 4) 

rP~rc (P(~,), P~ u P=rP~) c ( B u  BrP~) 
&off 

(2) rBnB = Pc u ,(el rP~ rrnB c (BrnB tJ BrP= rnB) = BrnB u Bn (rn) - ~ P~ rnB = BrnB u BnB 

et les formules (i) et (2) ddmontrent (T 3). 

(5 .2 .23)  Enfin, le lemme ( 5 . 2 . I 8 ) e n t r a i n e  rBr-loeB pour tout reS, c'est-~-dire 

l 'axiome (T 4). Nous avons done bien d~montrfi que (G, B, N, S) est un syst~ne de Tits 

de type affine et satur/ d'apr~s (5.2.2 I). 
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Nous pouvons donc construire l ' immeuble Jr associ6, l 'application canonique 
j : A~.~" et consid6rer le fixateur dans G de l ' imagej(f2) d 'une partie f~ de A, fixateur 

que nous allons ddsigner provisoirement par Po. On salt que Pc-----Pc pour toute 
chambre C (2. x.5). Si asY- et geP~,, on a gsPc pour route chambre C c a ,  d'ofl 

gsP~. Comme Pa est par d6finition engendr6 par H e t  les P~ pour ~D f2, cela entra~ne 

Pn C l~n pour tout f~ c A. 

(5.~,.~4) Par suite, d'apr~s ( 5 . 2 . I I ) ,  on a 

i~c = Pc = Pc +, .  P c - ,  r  Pc-~ cPc 

pour toute chambre C et toute chambre vectorielle D, ce qui montre que la condition (iv) 
du th~or~me (5. ~. 3) est satisfaite. Autrement  dit, (G, B, N, S) est bien un double systbne 

de Tits. 

(5 .2 .25)  Pour achever la d6monstration du thdor6me (5.2. I9) , il ne nous reste 

plus qu'~ ddmontrer que l~a= Pn pour toute partie ~ de A. 

Supposons tout d 'abord ~ close et d'int6rieur non vide. On peut supposer de plus 
que ~DC.  Rangeons les 616ments de "Z en un ordre admissible (al, . . . , am) .  Si 

g e P a c P 0 = P o ,  on peut 6crirc g = u l . . . u , , h ,  avec ujeUs.(e I e t  he l l .  Soit j e { I ,  . . . ,  m}. 

I1 existe une chambre C o D  avec aj(C)=a~(~). Soit F = ( C ,  C1, . . . , C e - = C )  une 

galerie tendue entre C et C. On a Fc f~  et gePc i=Pc i  pour tout i----I, . . . ,  q. On 
. .u~h ~ avec u~eU,kic,1 pour I<<.k<<.m et h~eH. Mais C~nC~+l~eO peut donc dcrire g = u~. 

'+~ i pour I<~k<<.m e t o n v o i t e n s e p l a c a n t d a n s  P~n~+~ et en utilisant (5 .2 . r3)  que u k = u  k 
i et o<~i<q. I1 en rdsulte que u k est inddpendant de i et que ukeU,ktc I pour I<~k<~m. 

En particulier, on a ujeU~iiel---=U~i(n/. Appliquant ceci pour j = I , . . . ,  m, on en 

conclut gePn,  d'o~t Pn-=Pn.  

Soit maintenant  f~ une partie close non vide quelconque de A (on a ]~o = G = Po) 
et reprenons les notations L, F et A de (5-1.27) et (5.1.28);  d'apr~s (5.1.28), on a 

P a = P A N a P a P 5  avec ~ In=]~nnN.  Comme A e t  ~ ont un intdrieur non vide, on a 

P A = P a c P a  et P f i = P f c P n  e t i l  suffit de ddmontrer que N a c P n -  Or ~a /H=W~.  
est engendrd par les r~flexions r~ assocides aux racines affines ~ telles que Fc0a ,  ou 
encore f ~ c a n  ~*. Notre assertion r~sulte donc du lemme suivant : 

Lemme (5 .z .26) .  - -  Soit , e lg .  Le sous-ensemble ,~-t(r~) de N est contenu darts le sous- 

groupe engendrg par P~ u P~.. 

Si cette assertion dtait inexacte, on aurait P~. c~ P~r~ P~= O et par suite P~. c P~. P(~*I§ 
d'apr~s (A 4) (ou d'apr~s la condition (viii) du thdor~me (5 . I .  3))- Utilisant (5.2.2) (3), 

ceci impliquerait que P~. laisse fixe toute chambre contenue dans , n ( , ' ) + ,  ce qui 

contredit (5. I. II) .  

La ddmonstration du tMor~me (5.2. I9) est achev~e. 
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(5.~,.~,7) Nous allons maintenant  ddmontrer  une ~ rdciproque >) du thEo- 
r~me (5.2.19) .  Pour cela, reprenons les hypotheses et notations de 5.1, ~ ceci pros 

que nous dEsignons provisoirement par  P a l e  fixateur de ~ dans G e t  que nous r6servons 

la notat ion Pfl au sous-groupe engendrE par  les P~----P~ pour  , t~ -  et 0~D ft. 

Proposition. - -  Avec les hypotheses et notations prgcis&s ci-dessus, les conditions (A I) a (A 6) 
de (5.2.  I) sont satisfaites dks que (G, B, N, S) est un double systkme de Tits saturd. 

La verification de (A I) est immediate,  (A 2) r~sulte de (5-I .  io) et de (2.2.5)  (i), 
(A 4) rEsulte de la condition (viii) de (5.1.3)  et (A 5) se vdrifie immEdiatement  : si 
g~P~+BnP,_~ ,  alors g laisse fixes tous l e s  points du quartier x + D  et du quartier 

oppos~ x - - D ,  donc de leur enveloppe convexe, qui n'est autre que A, et g e ~ A = H .  
Pour Etablir (A 3) et (A 6), nous allons tout d 'abord  dEmontrer que si fl est une 

partie close de A contenant  un quartier,  on a Pn = Pn- Pour cela, nous allons raisonner 
comme en (5 .2 .6) .  Soient ( a t , . . . ,  am) les ElEments de ~Y-(fl) ranges en un ordre 
grignotant.  Raisonnons par  recurrence sur m, les cas m = o  et m =  i ~tant triviaux. 
Posons ~ ' =  fl a~(~); on a vu en (5.2.6)  que "~--(~')={a~, . . .  a,,}. Par l 'hypoth~se 

2 ~ j ~ m  

P n , = P n , .  De plus, a t (~  ) et ~ '  sont transverses et de recurrence, on a donc 
d'apr~s (5.1.3)  (iii), on a 

Pn = Pal(n)" Pn' = Pal(~)" Pn' c Pn 
d'ofi ~n = pn. 

Pla~ons-nous alors dans les hypotheses de (A 3). Les parties closes 0~ et fl sont 

alors transverses et on a, d'apr~s (5.1.3)  (iii), P~n~cP~n~----P~nn:P~.P"~n=P~.iSn. 
1Vials ~ contient un quartier, donc Pn-----P~, d'ofl P~a~cP~.PncP~n~,  ce qui 
d~montre (A 3)- 

Enfin, (5.1.3)  (iv) montre  que 

B = Pc+D-Pc_D = Pc+i). PC_D C P c 

pour  toute chambre  vectorielle D. Par suite le sous-groupe engendrd par  les P~ contient B. 
On dEmontre exactement comme en (5.2.26) qu'il  contient les sous-ensembles ~-t(r) 
pour  rES, donc N. Ceci 6tablit (A 6) et ach~ve la d~monstration de la proposition. 

(5 .2 .28)  I1 rEsulte alors du th~or~me (5.2.19) que P n = P n  pour toute partie 
de A. Autrement  dit, en revenant compl~tement aux notations de 5. i, le fixateur Pa 
d'une partie quelconque ~) de A est, lorsque (G, B, N, S) est un double systkme de Tits, engendri 

par les sous-groupes P~ pour o~. .  et o~  ~ et les rdsultats que nous avons dtablis plus haut sur 

la structure des sous-groupes Pn, et en particulier ceux de (5 .2 .6) ,  (5 .2 .9) ,  (5-2. i i ) ,  (5-2.13) 
et (5-2. I6), sont valables (U s Etant une partie de P~ satisfaisant aux conditions de (5.2.3)) .  

(5 .2 .29)  Cecl entralne que le sous-groupe 23~ (rgunion des sous-groupes Pc pour 

dgcrivant l'ensemble des quartiers de direction D (4. i .  5)) est engendrd par la rgunion des sous- 

groupes P,  pour "~E"Y-+(D). Plus prEcisEment, si l 'on range les EMments de "II+(D) en 
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un ordre grignotant  ( a l , . . . ,  a~), l'application produit (ul, . . . ,  u,,, h ) ~ u t . . . u t a h  est une 

b~]ection de l-I 1La.• H sur ! ~  (rappelons que l 'on a dEsignE par  lI~ la reunion des U~ 
l ~ j ~ m  

pour  ":t ~ a). On voit de m~me que l'application (ul, . . . ,  u,,, t ) ~ u l . . ,  u,,t est une bijection 

de 11 lI,.• sur ~13D. 

(5 .2 .30)  Nous allons maintenant  Etudier le cas off chaque P~ se decompose en 
produi t  semi-direct de H par  un sous-groupe distingue U~, ces decompositions Etant 
convenablement  cohErentes. De mani~re plus precise, jusqu'~ la fin de 5.2, on suppose 
donnEs un groupe G, un sous-groupe N de G, un homomorphisme surjectif v de N sur W 
de noyau nots H, et pour  chaque ate~il, un sous-groupe U~ de G, ces donnEes satisfaisant 
aux conditions (B I) ~ (B 6) ci-dessous, off, pour  toute partie ~ c A ,  on dEsigne par  Un 
le sous-groupe de G engendrE par  les U~ pour  :teY- et :t~ ~ (la condition (B 2) mont ran t  
que cette notat ion n'est pas ambigue pour  ~_--aE~.). 

(B I ) P o u r  tout :te~. et tout neN, on a nU~n-l=U~(,) .s .  
(B 2) Soit :te~... Pour tout ~ Y -  avec ~ , ~ ,  on a U3.cU s et l'intersection des U~ 

pour ~Y. .  et ~ o ~  est rdduite g* l'dlgment neutre. 

(B'3) Soient o~, ~E~.., de bords non parallkles, et soit ~ l'intersection des yeY., avec 

y ~ :t t~ ~ et y 20 o~. Alors U~ normalise U n. 

(B"3) Soient :t, ~cr,  teUes que ~ . : d .  Le sous-ensemble Uc, HU~ est un sous-groupe 

d e G .  
(B 4) Soit :t~E; le sous-ensemble UsHU(,.)+ uUs,~- l ( r , )Us est un sous-groupe de G. 

(B 5) Pour tout x e A  et toute chambre vectorielle D, on a (H.U,+D) n U ~ _ D = ( I } .  
(B 6) Le groupe G est engendrd par la re'union de H et des U~ pour :teE. 

Kemarquons  que, compte tenu de (B I), on peut  se contenter de verifier (B 5) 
pour une chambre  vectorielle donnEe ~ l 'avance. D'autre part,  (B I) entralne que H 
normalise ehaque Us,  doric chaque sous-groupe Un.  On pose Pn----H.Un : c'est le 
sous-groupe de G engendrE par  H et les P~ pour  0tEY. et ~ ~. D'apr~s (B 5), Pn est 
produit semi-direct de H par  Un des que ~) contient un quartier.  

Proposition (5. ~'.3 x ). - -  N, ,~ et la famiUe des P~pour o~e~., satisfont aux conditions (A i) 
a (A 6) de (5.2. I). 

C'est immEdiat. Notons de plus que les sous-groupes U s pour  :t~Y- satisfont aux 
conditions de (5-2.3) et que ga est alors un sous-groupe pour  tout a~ "y-. 

(5-~.3~) On peut  done appliquer les rEsultats prEcEdents. En particulier, le 
quadruplet  (G, B, N, S) (avec B----Po et S----image rEciproque de S dans N/H)  est un 
double systEme de Tits saturE. Par ailleurs, on peut  prEciser (5 .2.6)  et (5.2.  I i) : 

Proposition. - -  Soit ~ une partie non vide de A.  

(i) Supposons que ~ contienne un quartier et rangeons les glgments de ~ en un ordre 

grignotant (al, . .  am). L' application (ul, �9 . .  u,,) ~ ui. . . u,, est une b~iection de 11 U,  (n) 
" ~ ~ l <~j<~ra J 

sur le sous-groupe U~. 
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(ii) Supposons que ~ soit d'int/rieur non vide et soit Dune chambre vectorieUe. L'application 
(u, h, v)~uhv est une bijection de U n + D • 2 1 5  sur Pn. 

La demonstration de (i) se fait exactement comme celle de (5- ~. 6), en utilisant (B'3) 
au lieu de (A 3) ; (ii) rEsulte de (i) et (5. ~. ~ i). 

(5 .z-33)  On peut de m~me prEciser la proposition (5. ~.28) : en reprenant les 
notations de (5. ~ .~8), on a Pa-----U~NaUAUfi. 

(5 .~ .34)  Soit D uric chambre vectorielle. Si E~ ct E2 sont deux quartiers de A 
de direction D, on a Ue~Ue,r162 et la reunion des sous-groupes Ue pour 
d~crivant l'ensemble des quartiers de direction D est un sous-groupe que nous noterons ~ .  
Si l 'on range les ElEments de "Y-+(D) en un ordre grignotant (a~, . . . ,  a,,), il rEsulte 
de (5.2.32) que l'application (ux, . . .  u , , )~u~. . .u , ,  est une bo'ection de II lI~. sur lI9. 

D'autre part, on volt (cf. (5. ~. 29)) que le groupe ~3 ~ est produit semi-direct de H par le sous- 
groupe distingud 1I~ et que le groupe ~39 est produit semi-direct de v-~(V) par le sous-groupe 
distingu/ liD. Enfin, on a G=~3D.N.~39=IIg .N.1I~ et on peut m~me montrer  que 
l'application 6vidente est une bijection de N sur l lg \G/ l I~ .  

(5-z-35) Soient ae~- et ~ une partie close de A. On suppose que ~ et ~ sont 
transverses et que f l ' =  ~ r~ ~) contient une chambre de A. Alors U~ normalise U ne t  on a 
U a , ~ U ~ . U  a. En effet, soit ~Y- avec ~ 3 ~ .  Pour y~Y., y ~ r ~ ,  y~b~, on a 
y D ~ r ~  et y : ~ ,  donc yDfl .  Si ueU~, la condition (B'3)entralne donc uU~u-teUn,  
d'ofi notre assertion. 

Remarque (5.z.36).  - - L a  condition (B'3) est dquivalente 
(B' 3 bis) Pour ~, ~Y- ,  de bords non parall~les, le groupe des commutateurs (U, ,  U~) 

est contenu dans le sous-groupe engendrg par les Uv, pour y~Y., y D a n  ~, y:~a et y:~ ~. 
En effet, il est imrnEdiat que (B'3 bis) entra~ne (B'3) et la rEciproque rEsulte 

de (5.~.6) (x). 

(1) Dans [x2] et [i6], nous avons appel6 , donn~e radicielle affine de type ~- >> un triplet (N, '~, (U~)aEI:)  
satlsfaisant ~ (B Q, (B 2), (B' 3 bis), (B" 3), (B 4), (B 6) et une condition notEe (DR 6) analogue ~ (B 5) mais 
dintincte. En fair, cette condition (DR 6), bien qu 'en  gdndral rdalls~e darts les applications que nous avons en vue, 
ne semble pas ~tre consequence des conditions de (5 .~ .3  ~ et d 'autre  part,  est peut-~tre insuffisante pour 6tablir 
l 'axlome (T 4) des syst~mes de Tits, contrairement  ~ ce que nous avions affu'm6 dans [I2] et [16]. 
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Dans ee paragraphe, la lettre V d~signe un espace veetoriel r6el, V* son dual, 
un syst6me de raeines dans V ~ de groupe de Weyl "W (op6rant dans V e t  dans V'). 

On suppose donn6 dans V, done dans V*, un produit  sealaire invariant par ~W. 
Pour a~r  on d6signe par r~ la r6flexion assoei~e ~ la racine a et on note a ~ la 
~ eoracine ~ assoei~e ~ a, c'est-~-dire l'~l~ment de V tel que r , ( v )=v- -a (v )a  ~ pour 
tout vEV. R.appelons que les a ~ pour a ~ r  forment le syst~me de raeines dual de r 
On donne une ehambre D O de �9 dans V et on d6signe par  11 la base eorrespondante 
de �9 (<< syst~me de raeines simples ~), par ~+ (resp. 4)-) l 'ensemble des raeines positives 
(resp. n6gatives) pour D O (ef. (i .3. IO) et (I .3. I2)). On note r  (resp. q)"~) l'ensemble 
des raeines non-divisibles (resp. non-multipliables), e'est-k-dire l'ensemble des a~(I) tels 
que a /2r162  (resp. 2ar162 et on pose (I)+r6d~---(I)r&lf'l(I)+ et ~ - n a = C I ) ' ~ t r ~ - .  

Darts un groupe X, le normalisateur d 'une partie Y c X  est not6 .AZx(Y ) ou sim- 
plement ./if(Y) s'il n 'y a pas de confusion possible. 

6. I. Donn~es radlcielles.  

(6 .x .x )  On appelle donnie radicieUe de type �9 dans un groupe G u n  syst6me 
(T, (Ua, M,)a~o) poss6dant les propri~t6s suivantes : 

(DR I) Tes t  un sous-groupe de Get ,  pour tout a~r  Ua est un sous-groupe de G non rdduit 

l' dlgment neutre. 

(DR.2) Pour a, ber  le groupe des commutateurs (U~, Ub) est contenu dans le groupe 

engendrg par les U~+ qb pour p, q entiers strictement positifs et pa + qbEr 

(DR 3) Si a e t  2a appartiennent ~ gP, on a U~.cU~. 

(DR.a) Pour a~gP, M~ est une classe ~ droite suivant T et on a U_~- -{ I}cUaM~Ua.  

(DR5)  Pour a, b~ep et n~M~, on a 

nUbn- t =  U,~(b)" 

(DR. 6) Si U + (resp. U - )  dJsigne le groupe engendr~ par les U,  pour a ~  + (resp. ~ - ) ,  
On a T U + ~ U - ~ { I } .  

Cette donn6e radieielle est dite ggn#atrice si T et les U,  engendrent G. 

(6 .x .2)  Notons quelques consequences imm~diates de ces axiomes. Pour a ~ ,  
nous  posons  U: = U a- {I }. 
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(z) Pour a e ~ ,  on a Ua~eU_s et UsM~UsnJV'(Ua)-----O. En particulier, 

u_s  x(uo) = }. 
La premiere relation d4eoule des axiomes (DR 1) et (DR 6). La seconde s'ensuit 

aussit6t, car s'il existait geUsmUan.A/'(U=) avec me]Via, on aurait gUsg-1----Us, d'ofl, 
compte tenu de (DR 5), U=----mUam-1=U-s �9 

(2) Pour a e ~  et uEU*_a, il existe un ~lgment de Ms,  nott m(u), et un seul tel que 

u~Ua. re(u). Ua. Plus pr~cisgment, il existe un et un seul triplet (u', m, u ") ~U s • G • Ua tel que 

u=u 'mu" ,  m U ~ m - l = U _ a  et m U _ s m - a = U a ,  eton a m a M  a et u'Oei. 

Vu ( D R 4 )  et ( D R 5 ) ,  il suffit de montrer que si deux triplets (u', m, u") et 
(u'~,ml, u'l' ) poss6dent les propri6t6s 4nonc4es, ils sont 6gaux et on a u ' + r .  Posons 

, - - 1  i , , ,  , , - - 1__ - - I  , ,  - , - ' r  , , , - - 1  - - 1  
_ u2u 2 = m , m  e~(Us)n~(U s), U 1 U : u26U a et mul u m = u 2 e u  a. On a 

, ,' a./[/" - , ,, d'o~ u2e~4/'(U_s) et u 2 (Ua). Vu ( I ) ,  ceei implique que u 2=u 2 ---- z, d'ofl la premi6re 
assertion. La seconde r6sulte de ee que si u' 6tait 6gal ~ t, on aurait m----mu"-~m -1. u eU_~, 

d'ofl Us=mU_am-1-----U_, ,  en contradiction avec (I). 
0 * * Pour aa4), nous poserons l ~ = m ( U , ) = { m ( u ) ] u e U s } .  

(3) Pour a e ~ ,  T normalise U a et M a. 

En effet, soit t a T  et soient u, u', m, u" eomme dans (2). On a mama, done aussi 

tmaM s (vu (DR 4)), et il r6sulte alors de (Dt (5 )  que t = ( t m ) m  -1 normalise Ua. Pour 
une raison analogue, t normalise U _  s. Appliquant (2) /t la relation tu=%'.~m.tu", 

on voit que tmeMo. Puisque 1V[ a est une elasse ~ droite de T, ceei signifie que t 

normalise M s. 

(4) On a M ~ = M ~  I = M _  s e t ,  si a /2a~,  M~=M~/2. 
En effet, soient u, u', m, u" eomme dans (2). Si a /2e~ ,  il r4sulte de (2) et (DR 5) 

que mama/2 ; par  consdquent, M~ = T.  m : Ma~. Dans tousles cas, on a 

u - t  = u"-~m-*u '-~ et u '-~ = (mu"m -~ ) .  m. u -~. 

En vertu de (2), ees relations impliquent que m-*alV[a et m e M _  s et, eompte tenu 

de (3) et ( D R 4 )  , on a M ~ - X = m - I T c M a T = M a  et M a = T . m = M , .  

De (3) et (4), il r6suhe aussit6t que 
(5) T u M a est un sous-groupe de G admettant T comme sous-groupe distingug d'indice 2. 

(6) Pour aa~,  on a U*..Ma. Us----U'_a.T.U=. 

En effet, il r4sulte de (DR 4), (~) et (5) que 

U* MaUa c U t  aM~U_ a MaUs C U'_ a TUs C U" M~UsTUa = U~MsU s. 

(7) Si L a ddsigne le groupe engendrE par Us, U_  s e t  T,  on a 

L s = T U  a u Us Ms Ua = Ms Us u U _  aTU~+ U _  sTU, .  

La deuxi~me ~galit6 r6sulte de (6). La premiere est une consequence du fait que 
et invariants les deuxi6me et troisi~me membres sont manifestement contenus dans L~ 
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par multiplication ~ droite par T (vu (3)), que le deuxiEme est invariant par multi- 
plication ~ droite par Ua et que le troisiEme est invariant par multiplication ~ droite 
par U_a. Enfin, on ne peut avoir L a = U _ a T U a ,  sinon il existerait ueU, ,  u ' eU_a  
et t e T  tels que m = u ' t u ~ M ~ ,  d'ofl on ddduirait que U _ a - = m U a m - l = u ' U a u  ' - i  et 
U _ a = U a ,  en contradiction avec (t).  

(8) On a W(Ua) n L a -  T U  a e t  W(U.)  n~V(U_o) n L a = T. 
La premiere de ces relations rdsulte de (7) et (I). La seconde s'ensuit, vu (DR 6). 
De (8), (DR 4) et (DR 5), il rdsulte aussit6t que 

(9) M~ = (xeLol xUox -x = U_a et xU_ ~x -~ ----- U~). 

En particulier, on voit que IV[~ est enti~rement dgtermind par la donnde de T ,  U a et U_a, 

ce qui nous permettra de parler, par abus de langage, de la donnge radicieUe (T, (Ua)ae| 

(IO) Soit N le groupe engendrd par T et la reunion des Ma pour a e ~ .  Si ~ + O ,  
c'est aussi le groupe engendrd par les M~. I1 rdsulte de (DR 5) qu'il  existe un/pimorphisme 

% :N-+oW et un seul tel que, pour tout a ~  et tout heN,  l'on ait nU=n-X-=Ub avec 

b =~v(n)(a). De plus, ~(Ma) ={ra} pour tout a e ~ .  

(II)  Comme N normalise T d'aprEs (8), on ddduit de la transitivit6 de "W sur 
l'ensemble des chambres de �9 que la condition (DR. 6) reste satisfaite si l' on remplace la chambre 

de cb utilis/e pour dgfinir ~ + et ~ -  par une autre chambre. 

(I2) Soit T O l'intersection de T et du groupe engendrd par la reunion des 1V~ 
pour a e ~  (of. (2)). C'est dvidemment un sous-groupe distingue de T et m~me de N. 

o donnge radicielle ggngratrice du groupe G' engendrt par la Alors, (T ~ (Ua, TOMa)a~| est une 

rg, union des U a pour a e ~ .  Plus gdndralement, si X ddsigne un sous-groupe de T normalisd 
par M~ ~ le couple (XTO, (U~, XT~176 est une donnde radicielle gfindratrice du 
groupe engendrd par X et G'. Ces assertions sont dvidentes. 

Exemples (6. x. 3). - -  Soit K un corps. 
a) Soit (I)={a, - -a} et soit G----SL2(K). Soient T l e  sous-groupe des matrices 

diagonales, Uo (resp. U_a) le sous-groupe des matrices triangulaires supdrieures (resp. 

(: io) infdrieures) <( unipotentes ~, m ~-- et Ma-=-- M_a = Tin. On obtient ainsi une 

donnde radicielle gdndratrice dans G. La verification des axiomes est immediate;  
pour (DR 4) on utilise la relation 

(: : ) ( ;  :)(Ol :) 
d'ofi il rdsulte aussi qu'on a, avec les notations de (6.1.2) (2), 

:))--(_: :) 
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b) Supposons d6sormais K commutatif ,  soit ~ un groupe alg6brique simple 
connexe, d6fini et d6ploy6 sur K, et soit $" un tore maximal de ~, d6fini et d4ploy6 
sur K. Soit �9 le syst6me des racines de ~ par  rapport  ~t $'. On salt que, pour  tout a e~ ,  
il existe un sous-groupe alg6brique q/~ de ~ et un seul tel qu'i l  existe un isomorphisme x~ 
du groupe addit if  ddd sur Y/~ satisfaisant ~t la relation t.x~(u).t-l=x~(a(t).u) pour  
ue~tdd et te$'. Choisir un tel isomorphisme revient ~t choisir un 6Mment X a engendrant  
l'alg&bre de Lie de qla. On  salt ([I7],  [19] ) que l 'on peut  choisir les x~ (ou les X~) pour  
ae~  de telle sorte que 

(2) pour  tout a e~ ,  il existe un 4pimorphisme ~ d6fini sur K de SL 2 sur le 

sous -groupea lg4br iqueengendr6parq l~e tq l_ae tunseu l t e lquex~(u )=~( ( I  ~ ~ ) ) e t  

(3) pour  a, beq), avec b+--a ,  on a, pour  u, vEddd, 

xb(v)) = + 

off les coefficients C,, b;v, q sont des entiers (les racines pa + qb 6tant rangdes dans un ordre 
donn6). 

Ce choix, que nous supposons fait, correspond au choix d'une <~ base de Chevalley >> 

dans l'alg&bre de Lie de ff au sens de [8], ou encore ~t celui d 'un  << 6pinglage >> de f~ 
au sens de [I9]. 

Soit alors G =  f r  des points de & rationnels sur K, et soient de 
l /  X \  

m~me T = g ' ( K ) ,  U a - - a / / , ( K ) e t  N i , = T . ~ , ( ( ~  --Io) ) (ae~) .  Alors, (T, (Ua, M,)) 
\ x  I I  

est une donrde radicielle gIngratrice de type �9 dans G. Les conditions (DR. i) et (DR 3) sont 
6videmment  satisfaites, (DR- 2) r4sulte de (3) et (DR. 4) r6sulte de l 'exemple a). Enfin, 
(DR- 5) et (DR. 6) sont bien connues (loc. cit.). Notons que le groupe N e s t  alors ~gal 

~ : (g ' ) (K) ,  off .A/'(g ") ddsigne le normalisateur de g" dans ~.  
c) Plus gdndralement, soient ~ un groupe alg6brique semi-simple connexe d4fmi 

sur K, 5# un tore de fr d6fini et d6ploy6 sur K maximal,  5: '  un  tore maximal  d6fini 
sur K de fr contenant  5:, ~ (resp. * ' )  le syst6me des racines de fr par  rapport  ~t 50 
(resp. 5#'). Pour a~* ,  on d6signe par  q/~ le sous-groupe alg6brique de f# engendr6 
par  les sous-groupes q/,, pour  a ' e ~ '  telle que la restriction de a' k ~9' soit 6gale ~t a ou 
~t 2a (off q/~, d4signe le sous-groupe d4fini comme en b) ci-dessus en y rempla~ant K 
par  une cl6ture alg6brique de K, ou par  une extension de K qui ddploie 5r Soit ~Lr(5#) 
(resp. ~/'(5r le centralisateur (resp. normalisateur) de S# dans f#. Posons G =  ~(K) ,  
T----~L~(5#)(K) et U~=q/~(K) (pour a c e ) .  Les r4sultats de [3] montrent  alors que 
(T, (15,)) est une donn6e radicielle gdndratrice de type r dans G, pour  laquelle le 
groupe N e s t  6gal ~t .4/'(Se)(K). 

(6. * .4)  Dans toute la suite du w 6, on ddsigne par (T, (U~, M,)) une donn& radicielle 
gtndratrice de type ~ clans un groupe G e t  les symboles L~, U +, U - ,  N, % ont la signification 
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d~fmie en (6. i .  i) o u  (6.I  .2). Pour simplifier les dcritures, on pose U~,={I}  lorsque 

a ~ )  et ~aCgP. 

(6.x.5) Soit ~ =  [.J ~ la d6composition de �9 en composantes irr6ductibles. 
i E I  

Pour i~I, soit G o le sous-groupe de G engendr6 par les U~ pour a ~ .  II est imm6diat 
que (T n G ~ (U,, M.ra G~174 est une donn6e radicielle gdn~ratrice de type (I), dans G ~ 
Le sous-groupe T normalise chaque G o et, vu (DR u), tout ~16ment de G o pour j :~i  
centralise G ~ Comme (T, (U.)) est g~n6ratrice, on voit que chaque G o est un sous- 
groupe distingud de G e t  que G ~ G ~ est, pour i:~j, contenu dans le centre du sous- 
groupe distingu6 G o de G engendrd par les U, (ou par les G~ centre qui est d'ailleurs 
contenu dans T comme nous le verrons plus loin. Remarquons que G = T.  G ~ 

Proposition (6. x. 6). - -  Le groupe U + est nilpotent. De plus, soient �9 une partie de ~+ 
et ~r*a={ae~[a/2r Pour tout a ~ r  ", soit Y~ un sous-groupe de U, et soit X ~ = Y ,  ou 
Y,.Y~ selon que 2ar  ou e~F. Soit X le groupe engendr~ par les Y , .  Supposons que ceux-ci 
posskdent la proprigtg suivante : 

(i) pour a, beeF, (Y~, Yb) est contenu dans le groupe engendrg par les Y,~+,~ pour 

m, n~N* et ma + n b ~ .  
Alors l'application produit 

II X ~ - + X  
a ~ ~-r~d 

est b~ective quel que soit l'ordre dans lequel sont ranggs les facteurs du produit. 
C'est une consequence imm~diate de (6. i .  ~) (: 1) et du lemme suivant. 

Lemme (6. x. 7). - -  Soit X un groupe. Soient It", ~F r6a dgfinis comme en (6. i .  6). Pour 
tout aeXF, soit Y~ un sous-groupe de X et soit X~=Y~ ou Y,.Y~ selon que 2ar  ou e~F. 
Supposons que les Y~ engendrent X et posskdent la proprigtg (i) de (6. ~. 6) ainsi que la suivante : 

(ii) si w V ,  l'intersection du groupe engendrg par les Y ,  (ae~,  a(v)<~o) et du groupe 
engendrL par les Y~ (ae~,  a(v)>o) est rgduite ~ l'glgment neutre. 

Alors, le groupe X est nilpotent et l'application produit 

(i) II xo- x 
a ~ ~-r~d 

est b~jective quel que soit l'ordre dans lequel sont rangeCs les facteurs du produit. 
La d5monstration se fcra par r6currence sur lc nombre d'dldmcnts dc ~F. Soit a 0 

un fildment maximal de ~F pour la relation d'ordre total associ~e ~ D o (: .3.  :6). 
Alors, si b ~ F  et m, n~N*, on a mao+nbr  , de sorte que Y~ est central dans X, 
en vertu de (i). Posons X ' = X / Y o , ,  et notons Y~ ( a e ~ ' = ~ - - { a 0 } )  l 'image canonique 
de Y~ dans X'.  II est clair que les hypotheses de l'~noncd sont satisfaites si on remplace X, 
~ ,  (Y~) par X', tF', (Yj), ce qui nous permet d'appliquer/~ ceux-ci l'hypoth~se de r~cur- 

rence. Puisque X'  est nilpotent, X l'est aussi. Puisque l'application produit 

(i') 11 x '  
a E w"rSd 
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est surjective, il en est de m~me de 

Y~o • 1] X ~ - + X ,  a {~ ~-r~d 

donc aussi de 1'application (x), en ver tu du fait que Y~o est central  dans X. Reste 
prouver  l ' injectivit6 de ( t) .  Soient xa,y,  eX~ (ae~F ~d) tels que 

(r)) a~I~ r/~d xa = r {~l-Ial"red Ya, 

les facteurs des deux membres  6tant rang6s dans << le m~me ordre >>. Appl iquant  l 'hypo- 
th~se de r~currence ~ l ' image canonique  de la relat ion (~) dans X' ,  on voit  que  

=yoX  

pour  tout  a. Lorsque a et a 0 ne sont pas proportionnelles,  ceci implique que 

x. =yo, 

ainsi qu' i l  rdsulte de (ii) appl iqud ~t un point  v e V  tel que  a(v)<<.O<ao(V ). Puisque la 
relation (3) est satisfaite pour  tous les 616ments de W'~ sauf  peut-~tre l 'un d 'ent re  eux, 
elle Pest aussi pour  ce dernier,  vu (2), et la d6monstra t ion est achevfe.  

Proposition (6.  x. 8). - -  Supposons dp de rang 2. Soient al, . . . ,  a~ les glgments de @r~d 

rangers dans un << ordre circulaire >>, c'est-d-dire de telle fafon que l'on ait 

a,+,} 
pour I < i < 2 k .  Les racines a = a  1 et b = a  k forment alors une base de dp et les glgraents positifs 

correspondants de epnd sont les a~ pour I <~ i~ k. D~finissons alors a~ pour tout i e Z  par la condition 

a i+n,=a i pour tout ieZ .  Soientde plus u ~ U  a et u'~Ub, avec u , u ' + i ;  posons m = m ( u ) ,  

m'---m(u') -1 et n = m m ' .  I l  existe une suite (u~)ie z et une seule telle que uieUai , que u i = u  - I  

et u k = u' et que les deux conditions suivantes soient rgalis&s : 

(2) u~eU_~i. M a i . u ~  pour tout ieZ.  

Posons mi=m(u~) - t ,  de sorte que m l = m  et m k = m ' .  

Alors les relations suivantes sont satisfaites pour tout i e Z  : 

(3) mk+i=mi;  

(4) (ui -1, uk+i-1) = u i + l . . ,  uk+i_2; 

(5) ui+l = miuk+~-lm~l; 

(6) u~=mu'  m-a; 

(7) ~+~m~ = n; 

(8) ~ = n ~ m '  n -~ et ~ + a = n ~ m n - i ;  

(9) mm' mm'. . . = m' mm' m. . ., 

chacun des deux membres comportant k facteurs. 
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La premiere assertion est immddiate.  Remarquons  d'emblde que la relation (2) 
et la d~finition de m~ se rdsument par  la relation : 

(2 bis) u~U_~im~-lu[~_ ~. 

Celle-ci ~quivaut ~ : 

(2 ter) Uk+r ~- u~-lm7lUoi. 

Par suite, (2) implique (3)- 
Nous allons maintenant  d~montrer par r6currence sur l 'entier j>~o l'assertion 

suivante : 

(Pj) Il existe une suite (ur et une seule possgdant les proprigtgs suivantes : 

(i) uiEUaiPour I<<.i<~k+j, u l ~ u  - t  et Uk=U'; 
(ii) ui+I pour I~<i~<j+I etpour k<<.i<~k+j; 
(iii) la relation (4) est vraie pour ~<~i<<.j+I (et (I) est vraie); 
(iv) les relations (2) et (5) sont vraies pour i <<.i<~j. 

L'assertion (P0) r6sulte de (DR 2) et (6. i .6) .  Soit j~>i et supposons (Pi-t)  
ddmontr~e. Puisque u j+I ,  il existe uk+~, v~+jeU~k.i tels q u e :  

(IO) Uj=Vk+jm~luk-~j avec mj=m(uj)- 'eM,~. 

Posons : 

( I I )  U j + l = m j U k + j _ l m f  t. 

, :; On a u j+ teU et : +1 
- - I  - - I  --1 --1 , - - i  - - I  (u7 ~, uk+~_l)~ uk+jm~vk+juk+~-lvk+jmj uk+juk+~--~ = Uk+jUj+~Uk+jUK+j_ 1 

puisque U~k+j et U~k+j._~ commutent .  On  en ddduit  : 

Cu/1, 
Par l 'hypoth~se de r~currence, la relation (4) est vraie pour  i= j .  De (I2), on 

ddduit done : 

( '3) (u~7~, u~+~)= (u'j+~uj+l)uj+2... u~+j_~u~+j_l. 

Vu (DR 2) ct (6 .1.6) ,  ceci entralne u~+,=u~+l+~,  d'ofi la condition (ii) de (Pi), 
et, vu ( I t ) ,  que la relation (5) est vraie pour i----j. Dc plus, (~3) sc rdduit alors ~ la 
relation (4) pour i = j + ~ .  Enfin, la relation (2) pour i = j  rfisulte de (~o). La suite 
(u~)~<i~<~+~ vdrifie done lcs conditions (i) ~ (iv) de (Pj). Son unicitd r~sulte de l 'hypoth~se 
dc r~currcncc et du fait que u~+~ cst l 'uniquc dldmcnt de Uok.i satisfaisant ~ (2) pour  i : j .  

Finalement,  nous avons montrd qu'i l  existe unc suite (u~)~>~t et une scule tclle 
quc u,~U*, i ct que les relations (I), (2), (~) et (5) soient satisfaitcs pour if> t. 

Dc mani~re analogue, ou en appl iquant  le r6sultat prdc~dent apr~s avoir remplacd 
a, b, u, u', a~, u~ par  b, a, u ' -1,  u -~, a~ ~t - i ,  u~r rcspcctivemcnt, on montrc  qu'il  existe 
unc suitc (ui)~<~ ct unc seule telle que u~eU*~i et que les rclations (~), (2), (4) et (5) 
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soient satisfaites pour i,<o. Vu ( I ) ,  (DR 2) et (6. I .6), ces deux suites se raccordent  en 

une suite (u~)~e z satisfaisant 5 (4) et (5) pour  tout  i (done en part iculier  5 (6)) et carac- 

t~ris~e par  les propridt~s (i) et (2). Nous avons d~jh vu que (3) est alors satisfaite pour 

tout  i. 

De (5), on dfiduit que 
- - 1  - - 1  

U i + i  U - a i + i . r a i m k + i - l m i  . U - a i +  I. 

Comme m~M~k+i_m~lc M,i+~, on volt, compte tenu de (3), que 

mi+ 1 = mimk+i-~m~ -x = mimi- lm~ 1 

d'ofl mi+lmi=mimi_  t. Comme m l = m  et m o = m k = m '  , on en tire (7)- 
De plus, on a m~+x~m~m~_lmi-X~-nm~_an -~, d'ofl (8). Enfin, (9) rdsulte de (8) 

appliqu~e ~ l ' e n t i e r  i t e l  que ~ i = k  ou que ~ i+I- - - -k .  

Remarques ( 6 . i , 9 ) ,  - -  a) I1 est facile de voir que la d~monstrat ion de (6 .1 .8)  

reste valable si l 'on prend une d~finition plus faible des donn~es radicielles, par  exemple 

celle de [36], qui inclut le cas des groupes de Ree de type 2F 4. 
b) Soit aeO;  pour  xeU~--{I},  notons f ( x )  l 'unique dl~ment de U a tel que 

x M a f ( x  ) n U_a4: O. Dans de nombreux  cas, l 'applicat ion f e s t  l 'identit~, par  exemple 

pour  la donn6e radicielle canonique de SL2(K ) ( (6 .1 .3)  (I)),  et plus g6n~ralement 
pour  la donn~e radicielle du groupe des points rationnels d ' un  groupe alg~brique semi- 

simple connexe d6crite en (6. I .  3) c), lorsque a est une racine non multipliable ([3], w 7). 
--I --1 --i Dans tous les cas, de la relat ion ui=f(uk+~) m~ uk+ o on tire 

f(uk+i) - l=u~.m~.m~lu~+imi,  d'ofl f(u3 =m~-luk+imi. 

De (5) et (7), on d6duit  alors 

ui + 2 = n .  (m~-luk + imi) .n -x  = n .  f(ui) .n - t  

d'ofl 
u 2 i = n i - l m f ~ - i ( u ' ) m - l n  1-i et u2i+l----nitX(u-1)n - ' .  

Si en p a r t i c u l i e r f  est l ' identit6 pour  chacune des ai, on a 

U2i+ 1 = niu- ln  - i  e t  u2i = ?~i- 1 m u '  r t l -  1 h i -  i, 

c) La relat ion (9) n'est pas la seule identitd entre m e t  m' dont  l ' image dans ~W 

donne la relat ion bien connue (%(mm') )k=I .  Par  exemple, si �9 est de type C 2 et si a a 

est une racine longue, alors a 1 et a 3 sont for tement  orthogonales et m I e t  m 3 commutent .  
On  en ddduit  que 

rarat mra t -1  = mr rartl'- lm.  

De m~me, si �9 est de type G2 et s i a l  est longue, alors a I e t  a 4 sont for tement  orthogo- 
hales et on en d6duit  que 

ramt rara'm- ira t -  I = mt rtlm' ra-  l m t -  lm.  
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(2) 
et 

Corollaire ( 6 .  z .  z o ) .  - -  Soit �9 un sous-syst~me de racines de ep et soit A une base de ~F. 
Pour aeA, soit N~ une partie non vide de M ~ et soit N 1 le groupe engendrd par les N, pour aeA. 
Soit X un sous-groupe de T normalisd par N t et contenant les N~ pour aeA. Alors, l'application X 
qui, ~ neN1X, fait  correspondre la restriction de ~v(n) au sous-espace engendrd par LF, est un dpimor- 
phisme de N t X sur le groupe de Weyl ~W t de ~ ,  de noyau X.  

n e s t  imm5diat que X-x(1)D X et que X(NtX ) =~W t (puisque %(N~)={r~} pour 
aeA). Pour tout aeA, l 'image de N, dans le groupe quotient NIX/X est rdduite ~ un 
61dment m~ d'ordre 2 et les m, engendrent NiX/X.  Soient a, b~A, avec a4:b; en 
appliquant (6.1.8) (9) h la donnde radicielle (T, (U~)), off c ddcrit le systSme de racines 
form5 des pa+qb,  avec p, qeZ et pa+qbEq), on volt que, compte tenu des relations 
m,--~=m b-2=I, l'on a (N, Nb)k=I, avec k = o r d r e  de r,r b. Par suite, les N, pour a~A, 
satisfont aux relations de ddfinition du groupe de Weyl ~W 1 et l 'application canonique 

de N I K / X  sur "W t est un isomorphisme. 

Corollaire (6. x. ix ). - -  (i) Si ~4:0, alors Nest engendrd par la rdunion des M~pour aeI1. 
(ii) Ona % - a ( 1 ) = T = N n T U  +. 
Soit N' le groupe engendrd par les M, pour a~II. On a ~ ( N ' ) = ' W .  Pour toute 

racine be(I), il existe we~W tel que w(b) soit proportionnelle k une racine simple ae l I  
([5], chap. VI, w I, prop. i5) ; si ne%-t(w) n N  ', on a alors d'apr&s (6.1.2) (9) et (IO) 

M b = n - l M ~ n c N  ' 
d'ofl (i). 

La relation % - t ( i ) = T  r6sulte de (6. I. IO). Enfin, si n e N n T U  +, alors w=%(n)  
conserve *+ (d'apr~s (DR I), (DR 6) et (6.1.2) (IO)), done est l'filfiment neutre et on 

a neT. 

Proposition (6. x. I2). - -  Posons R = { M , ]  a e I I } c N / T .  Alors (G, T U  +, N, R) est un 
systkme de Tits saturd de groupe de Weyl N / T  isomorphe ?, "W. 

Vu (6. i .  i i), il suffit de prouver les relations suivantes, pour n eN, ae II et me M~: 

mTU + m- 14: T U  + 

TU+n.{  i, m } . T U + m = T U + n . { I ,  m}.TU + 

f'} xTU+x-1 c T .  (3) 
La premi&re rdsulte imm~diatement de (DR x), (DR 6) et du fait que U _ a c m T U + m  -1. 
La seconde dtant invariante lorsqu'on remplace n par nm, nous devons seulement l'~tablir 
dans le cas off a'=%(n)(a)e(l) +. Soit alors U'  le groupe engendrd par les U b pour be(I) + 
et bONa. Vu (6. I .6),  on a U + = U , U  ' et, avec les notations de (6. I.2) (7) 

T U  + n.{ I, m}. T U  + ---- T U  + n.{ I, m}. U~TU'  c T U  + nL, TU' .  

Or, d'apr~s (6.1.2) (7), 

nLa c nTU + u nU, mU, T = nTU + u U., nmU~T c T U  + �9 {n, nm}. T U  + 

d'ott (2). Enfin, (3) est consequence de (DR 6). 
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(i) 

et 

(2) 

Corollaire (6. �9 x3). - -  Conservons les notations de (6. I. I2). On a 

~ ( U  +) = T U  +, 

T = I~ X ( U , ) = J f f ( U  +) n J f f ( U - ) .  
a E r  

Le normalisateur dc U + contenant T U  +, il cst de la forme T U + N ' T U  '- avec 

N' c N  (I .  2 .9) ;  mais si un dldment n de N normalisc U +, son image par % conserve q)+, 
en vertu de (DR I) et (DR. 6), et est donc l'dl~ment neutre, de sorte que ner ,~- ' ( I )=T.  
Ainsi, N' cT ,  et .A~(U+) = T U  +. La relation (2) r6sulte ~t prdsent des inclusions suivantes 

(pour la premiere, el. (6 .1.2)  (3)) : 

T c N ,F(U~) c ~ ' ( U  +) n J K ( U - )  = T U  + n T U -  = T. 
a E O  

Remarque ( 6 .  I .  x4). - -  Lc corollairc pr6c6dent montre qu'unc donndc radicielle 
ggndratrice est enti~rement d6termindc par le syst8me des Ua. 

( 6 . I .  I5) Notons encore quclques consdqucnces de (6. i .  12) : 

a) L'injection de N dans G ddfinit une bijection de N (resp. "W) sur l'ensemble des doubles 
classes U + \ G / U  + (resp. T U + \ G / T U + ) .  

Vu ( I . 2 .7 ) ,  il suffit de prouver que, si neN et t aT  sont tels que t n e U + n U  +, 
alors t = I .  Or, on a d 'apr& (6 .1 .6) ,  n U + n - I c U + . U  - et notre assertion r&ulte 

de (DR 6). 
b) Soit w & W ;  lc sous-groupe n U + n - l n U  - cs t ind~pendant  dc ne%-l (w)  : il 

r~sulte de (6. 1.6) ct (DR.6) que c'cst lc sous-groupe engendrd par  les U~ pour 
a e O - n w ( O + ) .  Notons-le U + .  On v6rifie alors aisdment que, pour tout n&v-t(w),  

l' application (u, t, u ' )~utnu '  (resp. (u, u ' )~unu')  est une b~]ection de U + x T •  + (resp. 

U + •  +) sur U + T n U  + (resp. U+nU+) .  
c) I1 existe neN tel que n U ~ n - l = U  - et n U - n - ~ = U  + : il suffit de choisir n 

tel que ~u(n) soit l'616ment de "W transformant la chambre D en - -D.  Par suite, l'injection 
de N dans G dtfinit aussi une b~iection de N (resp. ~W) sur U + \ G / U  - (resp. T U + \ G / T U - ) .  

d) Soient X une partie de II, ~W x le sous-groupe de ~'W engendr6 par les r~ pour 

a~X, et G x = U + T " W x  U+. Alors, G x est un sous-groupe parabolique de G e t  l'appli- 
cation X ~ G x  est une bijection de ~ ( H )  sur l'ensemble des sous-groupes de G conte- 

nant T U  + : ce n'est qu 'une reformulation de ( I . 2 .9 ) .  

6.2.  Valmttlons d'une donn~e radlcielle.  

On conserve les notations de (6 .1 .4) .  

Ddfinition (6 .2 .  �9 ) .  - -  On appelle valuation de la donnde radicielle (T, (Ua, ,V[~)ae~) 

une famille 9 = ( % ) a p e ,  0a % est une application de U~ dans Ru{oo},  poss/dant les propri/tts 
suivantes : 
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(V o) pour tout a e r  l'image de % contient au moins trois eClbnents; 

(V I )pour  a e r  et keRta{oo}, l'ensemble U~.k=q~-l([k, oo]) est un sous-groupe 

de U,  et on a U, .~o={I} ;  
(V 2) pour tout a e r  et tout m e m o ,  la fonction 

u ~ qD_ a (u) --  %(mum- x) 

est constante sur U*_ ~ = U_ ~--{ I } ; 

(V 3) soient a, bedP et k, t e l l ;  si b r  le groupe des commutateurs (Uo.k, Ub, t) 
est contenu dam le groupe engendrg par les Up~+qb, vk+r pour p, qeN* et pa+qbedP; 

(V 4) si a et 2a appartiennent ~ r alors r est la restriction de ~% ~ U~;  
(V5)  soient a e ~ ,  u e U  a et u ' , u " e U _ a ;  si u'uu"elV[a, on a q~_~(u')=--%(u). 

(6 .2 .  ~') Soit 
U2a, k={I} lorsque ae(I) 

(~) 

Vu (V x), on a 
(2) 

q~ = (%)  une valuation de (T, (U,)). Par convention, nous poserons 
et 2a r162  (keRu{c~}) .  Pour a e r  et uEU~, on a 

~o(u) = sup{ k~l~ ~ { co }lu~ uo, ~}. 

~.(u-') = ~o(u). 
I1 en r~sulte que, lorsque (V I) est satisfaite, l 'axiome (V 5) est 6quivalent ~t 

(V 5 bis) Soient aeCb, uEU~ et u', u"eU_~;  si u 'uu"eM, ,  on a q~_a(u")=--%(u).  

Pour a c ~  et keR,  on pose 

Vu (6 .1 .2)  (2), M~, k est non vide si et seulement si k~%(U~) et on a 

(3) ~:~(k) c U o , _ k M o ,  kU_o,_k (a~), k~R). 

Lorsque 2ae(I), on a ]VI~,2kclV[~, k. 
Il rdsulte de (V I) et (V 3) quc les U~,, forment une base du filtre dcs voisinages de 

l '5ldment neutre pour  une structure de groupe topologique dans U~. 
Pour ae(I), on pose 

ro=~o(u:), 
r'o={~.(u) I u~V~, ~o(u)=sup ~o(uV~)}. 

Vu (v 5) 
et (V 4), 
suffit que U~ soit dense dans U~ (pour un exernple de cette situation, cf. (6 .2.3)  d));  

cette condition est aussi nficessaire lorsque F~ est discret dans R. 

et (6. i . 2 ) ( 2 ) ,  on a r _ a = - - F  .. Si 2ar on a F 'a=F . .  Vu (Vx)  
F, = PaU (I /2)F~.  Notons que F~ peut  6tre vide : pour  qu'il  en soit ainsi, il 

Pour 

Exemples (6 .2 .3 ) .  - -  Soit K un corps muni  d 'une valuation r~elle non impropre  to. 

a) Soit G=SL2(K)  et reprenons la donn6e radicielle dans G d6finie en (6. x. 3) a). 

u~K, posons 

a((: 
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On vfirifie immfidiatement que les conditions (V o), (V I), (V 3) et (V 4) sont satisfaites. 

--= ---- d'ofi (V 2). Enfin, (V 5) rdsulte 

aussit6t de la formule (i) de (6.1.3) a). Par suite, nous avons bien d6fini une valua- 
tion de la donnde radicielle (T, (Ua)). l~emarquons que 

b) Reprenons les notations de (6. I. 3) b). Pour aeq~ et u--=x,(t) eU,  (teK), posons 
~p~(u)=~(t). La famille ~p=(~,) est une valuation de la donn~e radicielle (T, ,(U~)). 
Ici encore, les conditions (V o), (V x) et (V 4) sont ~videntes. La condition (V 3) r~sulte 
de l'assertion (3) de (6.1.3) b). De plus, la famille (~p~o~a, q~_ o~_a) n'est autre que la 
valuation de la donn~e radicielle de SL.(K) d~crite ~ l'exemple a). On en d~duit 

aussit6t (V a) e t a u s s i ( V 2 )  lorsque m = n ~ = ~ ( ( :  o l ) ) .  Comme M~=Tn~, ilsuffit, 

pour achever la ddmonstration, de montrer que la fonction u~(q~,(tut-1)--~a(u)) est 
constante sur U~ pour tout teT,  ce qui est dvident puisque tx,(s)t-l=x~(a(t)s) pour 
tout seN et teT.  

c) L'un des buts de ce travail est de montrer que si K est un corps local et f~ un 
groupe alg~brique semi-simple connexe d~tini sur K, la donnde radicielle (T, (U~)) 
d~crite en (6.1.3) c) peut ~tre valu~e : c'est ce que nous verrons dans un chapitre 
ult~rieur (voir aussi le w i o). 

d) Supposons le corps valu~ K commutatif,  non parfait de caract~ristique 2, et 
soit L r K un sous-espace vectoriel de K sur K 2. Posons G---- SL.(K), q~ ---- {4- a, 4- ~a}, 
soient U•  et ~+~ d~finis comme en (6. i .  3) a) et (6.2.3) a), posons 

et q ~ + ~ : 2 ~ + , ] U •  Alors (T, (Ub)bee) cst unc donndc radicielle de type (I) (done 
de type BC1) dans G ct ~ =(r en est une valuation. De plus, U~ est dense dans U, 
(et r '=O)  des que L e s t  dense darts K. Il en est ainsi, par exemple, lorsque K =k((t)) 
est un corps de sdries formelles sur un corps k de degrd infini sur k ~, si l'on choisit pour L 
lc groupe des sdries ~a~t ~ tclles que le sous-espace vectoricl dc k sur k 2 engendrd par les a i 

soit de dimension finie. 
e) R.eprenons les notations de (5.2.3 o) et supposons quc la donnde radicielle 

(T, (Ua),e| et le systeme (N, v, (U,) ,e , . )  sont compatibles cn ce sens que les conditions 
suivantes sont rdalisdes : 

(i) on a V--~A, V*=~A * et ~W=~W, ce qui dquivaut ~ dire qu'il existe une 
application surjective a ~ 5  de (I) sur ~Y- telle que 5 e R + a  pour tout ae(1); 

(ii) le sous-groupe N coincide avec celui notd dgalement N en (6 .1 .2) ;  
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(iii) pour tout aaq), le sous-groupe U a est Ia rdunion des U= pour ~ey. et ~==a,  
c'est-k-dire est le sous-groupe not6 lla en 5.2. 

En comparant  (6. z.2) (io) et la condition (B i) de (5.2.3o),  on voit aussit6t 
que l 'homomorphisme % : N  ~ ' W = ~ W  ddfini en (6. x.2) coincide avec celui notd 
dgalement % darts 5.2. 

Identifions maintenant  A e t  V en choisissant une origine o dans A; pour aeV* 
et keN,  ddsignons par aa, ~ le demi-espace ferm6 {xeA]a(x)+k>~o}. Pour ae@ r6d et 

u~Ua, posons 

%(u) ----- sup{ke IR [ us U~,,,k}. 

Pour aeq)--d9 r~d, et ueU~ ,  on pose cp~,(u)=2%(u). 
Nous allons montrer  que la famiUe c? =(%)ae~ ainsi d~finie est une << quasi-valuation >> 

de la donnge radicielle (T, (Ua)) en ce sens qu'elle satisfait aux conditions (V o), (V I), 
(V 2), (V 4), (V 5) et ~ la condition (V 3 his), plus faible que (V 3), obtenue en rem- 
pla~ant dans (V 3) l'hypoth6se << b r  ~ a >> par l'hypoth~se << bCRa >>. On remarquera 
d'ailleurs qu'une partie des rdsultats que nous dtablirons sur les valuations d 'ane donnde 
radicielle restent valables pour les ~ quasi-valuations >>. 

La vdrification de (V o), (V i) et (V 4) est immddiate. Pour ddmontrer  (V 2), 
il suffit, vu (V 4) et (6. I. 2) (4) de considdrer le cas off aeq) r~d. Soit alors meMo; puisque 
%(m) = r~, v(m) est la rdflexion orthogonale par rapport ~ un hyperplan a(x) + g = o  et on 
a, vu (B I), mU~.km-l=U_o,k_2t pour tout keN,  d'ofi r pour 

tout ueU_o.  
Ddmontrons (V 3 bis). Soient a, beq), non proportionnelles, et k, geR. Les racines 

affines ye l l  qui contiennent le di~dre ea, kn%, t  sont les racines affines de la forme 
%a+qb, h avec pa+qbeeP, p, qeQ.+ et h>>.pk+qg. Si de plus y ne contient ni ea,~ ni eb, t, 
on a p, q>o.  Ordonnons alors l'ensemble S des racines seq) r6a qui sont combinaisons 
lindaires ~ coefficients rationnels strictement positifs de a et b de telle sorte que leurs images 
dans vY- soient rangdes en un ordre grignotant. Pour s = p a +  qb e S, posons h(s)--pk + qL 
D'apr~s (5.2.32),  l 'application produit  est une bijection de ,~sU,,hl~) sur le sous- 

groupe Un, avec ~-=0~s%,h(, ). D'autre part, la proposition (6. i .6)  entraine que 

l'application produit  ~ est aussi une bijection de ,~s U, sur le groupe engendrd par les U~. 
e 

Posons alors X , = U ,  si s = p a + q b  avec p, qeN*, X , = U 2 ,  si s = p a + q b  avec 
2p, 2qeN* mais p ou q n 'appartenant  pas ~ N*, et enfin X, - -{~}  dans tous les autres 
cas (seS). La restriction de 7: ~ I] X, est, toujours d'apr~s (6. x .6), une bijection sur 

sffS 

le sous-groupe X engendrd par les X~. I1 en rdsulte que 

X n U . =  II U~+.b ~+~,. 

Or, si xeUa, ~ et yeUb, t, le commutateur  (x,y) appartient ~ Ua d'apr~s (B' 3 bis) et ~ X 

d'apr~s (DR 2). Ceci ddmontre (V 3 bis). 
Ddmontrons enfin (V 5). Ici encore, il suffit de considdrer le cas aeq) '~a. Soient 
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ueU~, u', u " e U _ ,  tels que u'uu"eM.~. Soit k=? , (u)  et 0c=e,, k (on a u + i  et k~eoo). 

On a alors ueU~ et ueU~,n. +. I1 rdsulte alors de (5.2.3 o) (B4) que u=u'tru' t' 
t i t  t t avec r e v - t ( r , ) c M ,  et ut, u x e U = , = U _ = , _  ~. Vu (6. I.2) (2), on a u=u~,  d'o/a 

?_,(u')~>--k. Si l 'on avait ?_~(u ' )>--k ,  on aurait u'eU(,.)+ et 

cc qui cst absurde. On a done bien ?_~(u')=--r ce qui ach~ve la d6monstration. 

Nous verrons plus loin une rdciproque partielle (6.5). 

(6 .2 .4 )  Dans toute la suite du w 6, on d/signe par ~=(?~)  une valuation de la donn/e 
radicielle (T, (U~)). Lorsqu'une ambiguit6 sera k craindre sur ?, on notera ~U~, k, ~M~, k, etc. 
les ensembles notds simplement U., ~, 1VI~,~, etc. ci-dessus. On utilisera sans autre avertis- 

sement une notation analogue pour les autres symboles lids ~ q~ qui seront ddfinis ci-dessous. 

(6 .2 .5 )  Soit X : ~ - ~ R +  une fonction constante sur les composantes irrdduc- 

tibles de �9 et soit veV. Ii est facile de voir que la famille +=(+~) ddfinie par 
~(u)----X(a)%(u)+a(v) pour aeCD et ueUa, est une valuation de (T, (U,)), que nous 

noterons X? + v. Les valuations ~ et + -~ X? + v seront dites /quivalentes, et /quipollentes 
si k---- I. L'application (% v ) ~ ? + v  est une loi d'opdration du groupe additif de V dans l'ensemble 
des valuations et une classe d'/quipollence de valuations est une orbite de V pour cette 

opdration. 
D 'aut repar t ,  soit neN ct w='v(n).  Pour aE~ et ueU~, onad 'apr~s  (6.1.2) (io), 

n-luneUw_,l~l. Posons cette fois 
+~ = lun).  

Ici encore, il est immddiat, puisque l 'automorphisme intdricur ddfini par n est un auto- 
morphisme de la donnde radicielle (T, (U~)), que la famille ~0=(+~) ainsi ddfinie est 

une valuation de (T, (U,)), que nous noterons n.? .  On obtient ainsi une loi d'ophation 
du groupe N dans l'ensemble des valuations de (T, (Ua)) ct on vdrifie aussitSt que l'on a, 

pour neN, veV et X : r  comme ci-dessus 

n. + v) = x(n.  + 

( 6 . 2 . 6 )  Soit A l'ensemble des valuations dquipollentes ~ q~ : c'est un espace affine 

sous V, que nous munirons de la distance euclidienne correspondant au produit scalaire 

donnd sur V. Pour aeV* et keN,  on note comme plus haut eo,~ (ou ~. ,k  si une 

confusion est ~ craindre) le demi-espace fermd de A formd des xeA tels que a(x--?) + k )  o. 
Le bord d 'un  demi-espace ferm6 ~ est notd 00~. Pour ~=~ . ,k ,  avec a e ~  ~d, on pose 

U ~ = U . ,  k et U~+=hUkU~, h. 

On appelle racines affines de A les demi-espaces e~,k pour a e ~  et keP'~, et tours 
de A, les bords des racines affines. L'ensemble des racines affines est not6 Y~. Enfin, on 

ddsigne par g l'ensemble des couples (e, a)eY~• tels que e = ~ . , k  avec keI'~. I1 

est clair que Ig, o ~ et l 'application ~ U ~  restent inchangds si l 'on remptace ~ par une 

valuation dquipollente. 
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Proposition ( 6 . 2 . 7 ) . -  Pour i = I ,  . . . , p ,  soient aieq~ , kieI',i 

n = m~...rap e t r  i = r,~. On a alors 

n.~-=~?--v 

avsc 

p=I ,  

et raielVfai, k i. Posons  

v =  Z k,(rx...r~_~)(a'()eV. 

En raisonnant  par  recurrence sur p, on se ram~ne aussit6t, vu (6 .2 .5)  (I),  au cas 

et on peut  supposer a = a ~ e r  "~. I~crivons alors m = m x = u ' u u " ,  avec ueUa, 

u', u" eU_ a. O n  a 

 a(U) = - -  = - -  ? - a ( U " )  = 4 = k.  

Posons r = r ~ = r  a et soit tout  d ' abord  b e e ,  b non proport ionnelle  ~ a. Soit t e n  et 

soit �9 l 'ensemble des dMments de r de la forme pa+qb,  avec p e Z  et qeN*. Pour 
c=pa + qb posons h(c) =pk  +qg. D'aprSs (V 3) et (6 .1 .6) ,  le produi t  I I  U,  h(,) est 

c E ~I~'r~d ' 

un groupe U '  ind~pendant  de l 'ordre choisi sur ~ ' ~ ,  et on  a 

U b  f~ U t  = Vb,  ! ,  Ur(b) f'~ U '  = U r ( b )  ' h(r(b)) = Ur(b) ,  t - b(a~)k ~ 

D'aut re  part ,  il r~sulte de (V 3) que U '  est normalis6 par  u, u' et u", donc par  m. Par  suite 

m-tUb, t m =  (m-lUb m) o U '  = U,ib) n U'  = U,(b) ' t_kbia~) 

d'ofl 

(t) (m. 9)b(x) = %(b)(m--txm) = %(x) -- kb(a v) (xeUb). 

Prenons ma in tenan t  b = - - a .  Comme u " = u - l m ( m - l u ' - l m ) ,  on a 

%(m- lu'm) = %(m- lu ' -  lm) = - -  ?_a(u") = k =- ~?_a(u') + 2k. 

Vu (V 2) et la relat ion a(a v) = 2, on en conclut  que 

(2) (m. ~)_o(x) = %(m-lxm) = q~_~(x)- k ( - -  a)(a v) (xeU_ , ) .  

Uti l isant  de mani~re analogue Ia relat ion u'= (mu"-lm-1)mu -1, on voit que 

(3) (m. ?)a(x) = %(x) --  ka(a ~) (xeUa). 

Compte  tenu de (V 4), les relations (i) ,  (2) et (3) mont ren t  que m . ? = T - - k a  ~, 
ce qu' i l  fallait ddmontrer .  

Corollaire ( 6 . 2 . 8 ) .  - -  Soient ,? et + deux valuations de la donnge radicMle (T, (Ua)). 

Si %=~b a pour tout a e l I ,  alors ~ = + .  
On a ~M,,k=*M~, k pour  tout  a e I I  et tout  keN.  Soit b e e  r~a. n existe w & W  

tel que c =  w - t ( b ) e l l .  D 'au t re  part ,  il existe une suite al ,  . . . ,  % d'dldments de II telle 

que w . . . .  ral rap. Choisissons, pour  i -~ I ,  . . . , p ,  un  ElEment kieF,i et un filament 

mie l~ai, k i -  Mal, k i e t  posons m = m l . . ,  rt~. La proposit ion prEcEdente montre  alors 

que 
%(u) -- %(mum -1) = +b(u) -  +c(mum -x ) (u eUb), 

ce qui prouve notre assertion. 
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CoroIlaire ( 6 . 2 . 9 ) . -  Soient a, b e ~  telles que h e r a  et b--ar et soient 

tF =r n (Za+Zb)  le sous-syst~me de rach~es qu' ils engendrent, a = a l  , a2 , . . . ,  a, = b, a,+ x , . . . ,  a~, 

les ~16nents de tF~a ranggs en ~ ordre circulaire >~ (cf. (6. I .8)) ,  u e U , ,  u ' ~ U  b et 

(u, u ' ) = u  2. . .u0_ 1 avec uieU,i.  Alors, si i ,p ,  qeN sont tels que 2<i<...s--I et a i = p a + q b ,  

o n  a 

+ 

Nous pouvons dvidemment supposer que u+I4:U' .  En vertu de (6. i .8) ,  on a 
alors u 2 = m ( u ) . u ' . m ( u )  -1 et, appliquant la proposition ( 6 . 2 . 7 ) p o u r  n = m ( u ) ,  on 
trouve que 

= 

Comme a 2 : r ~ ( b ) = b - - b ( a ~ ) . a ,  ceci 6tablit notre assertion pour i = 2 .  
Supposons tt prdsent que i > 2  et raisonnons par rdcurrence sur i. Soit u"EU*_, 

ddfini par u e U ,  lVI, u". Vu l'axiome (V 5 bis) des valuations (6.2.2) ,  on a 

( 2 )  = -  

D'autre part, il rdsulte de (6. ~.8) que (~-~, u " ) = u ~ . . ,  u~_~u'. NIais 

a, = p a  + qb = qa,--  (p q- q. b(a~) ) . ( - -  a). 

On a donc, vu l'hypoth6se de rdcurrence et compte tenu des relations (i) et (2), 

q~., (u,) = q. %,(u2) --(P + q. b(aV)). ~_.(u") = p % ( u )  + q%(u'), 
c.q.f.d. 

Proposition (6 .2 .  xo). - -  5oit A respace affine des valuations gquipollentes ?l 9. 

(i) A est stable sous l'action de N. Pour hEN, l'application v(n) : qb-+n.+ de A dans 

lui-mgme est un automorphisme de l'espace euclidien A, dont l'image canonique dans Aut V est 

~gale ?z %(n). 
(ii) Pour tout aeCb et tout keI '~,  l'image par ~ d'un glgment de M,, k est la r~flexion 

orthogonale r,. k par rapport ~ l'hyperplan 0%, k = {xea ]  a ( x - -  ~) § k = o}. 
(iii) Pour tout n e N  ettout e e Z ,  on a ,~(n)(~)sZ et nU~n-l=U~c,/(,). 
Vu (6.2.5)  (i),  la proposition (6 .2 .7)  montre que n . A = A  pour tout n appar- 

tenant au sous-groupe N' de N engendrd par les NI,. k pour a e ~  et keN.  Comme 
N = N ' T ,  ii suffit done pour ~tablir (i) de montrer que t . A = A  pour tout teT.  Soient 
alors qbeA, a ~  et choisissons k e F ,  et neNI~.~. Comme n et tn appartiennent ~t M, ,  
on d~duit aussit6t de (V 2) qu'il existe une constante c(t, a) telle que 

(t. qb),(u)=~bo(u)+c(t, a) pour ueUo. 

Mais il existe un ElEment veV et un soul tel que a(v)=c( t ,  a) pour tout ae I I  et on a 

(t.d?)~ pour tout aeI I ,  d'ott t . + e A  et t . A = A  d'apr6s (6 .2 .8) .  Compte tenu 

encore une fois de (6.2.5)  (I), ceci d6montre (i). 
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Si meM,,k,  alors ~v(m) = r ,  et la proposition (6.2.7)  montre que 

m . ~ - -  k a  ~ = q) - -  - k a  v ,  

2 

d'o/1 (ii). 
Enfin, soit ~=-%,keE (as~ ,  kEr.), et soient heN,  w=UvIn). La relation uenU~,n -I 

~quivaut ~ ueUwtol et (n.~)~,)(u)>>.--k, ou encore ~ ueU~o I e t  

c'est-~-dire ~ ueU~ avec 

= { + eA[ w(a) (+-- q~) + k - -  w(a)(n. ~ -- ~) >1 o} 

-- {+cA I w(a) ( + --  n. ~p) + k>~ o} 

= {+cA [ a(n -~. + -  ~ ) +  k>~ o} = ~(n)(~) 

ce qui ach~ve la d6monstration. 

(6 .2 . IX)  On pose H = ~ - - l ( i )  et ~ ' = ~ ( N )  ct on d6signe par W le sous-groupe 

de ~dr engendr6 par les rdflexions ro, k pour a c e  et kep t .  Comme N permute les Mo,~, 

c'est un sous-groupe distingu6 dc y~r. 
Posons N ' = ~ - I ( W ) ,  T ' = T n N '  et soit G' le sous-groupe de G engcndr6 par N' 

et les U~ pour aeq). Comme M ~ n N ' 4 0  pour a c e ,  on voit aisdment que (T', (Uo)) 
est une donnde radicielle gdndratrice de type �9 dans G', pour laquelle le groupe N 

de (6.1.2)  (Io) n'e, st autrc que N'. 

Remarques (6 .2 .  t• - -  a) Soit �9 = U ~ la ddcomposition de �9 en composantes 

irrdductibles. II est clair que ~ i = ( % ) , e e i  est une valuation de ]a donnde radicielle 
( T r i G  ~ (Uo)oer du groupe G o ddfini en (6.1 .5) .  D'autre part, h la d6composition 
de �9 correspond une d6composition canonique de A en produit d'espaces affines A~ 
sous l'espace vectoriel dual du sous-espace engendr6 par r (cf. ( I .3 .9 ) ) .  I1 est clair 
que l 'action de N est compatible avec cette d~composition en produit  de A et que W se 
d6compose en produit direct des groupes Wi d6finis ~t partir de G o et r comme W l'a 
~t65. partir  de G et q~. Ceci permet souvent de se ramener au cas off �9 est irrdductible. 

b) Soient a e $  et ueU~, u ~ I .  II r6sulte de (V5)  et de (6.~.~o) (ii) que la 
valuation ~(u) est l'unique hombre r/el k tel que ~(m(u) ) soit la rgflexion orthogonale par rapport 

l'hyperplan 0~, ~. On voit donc que q~ est compl6tement d6termin6e par la donnde de 
l 'homomorphisme v : N-+Aut  A. Plus pr6cisdment, soient A 0 un espace affine sous V, 
v o un homomorphisme de N dans Aut A 0 dont le compos6 avec l 'homomorphisme 

canonique de Aut A0 dans Aut V e s t  6gal ~t %, et ?0 un point de A 0. Pour a et u comme 
ci-dessus, %(m(u)) est une rdflexion orthogonale par  rapport  ~t un hyperplan de A0, 

de ta forme ( x e A a l a ( x - - ~ o ) + k = o }  (avec keR) ,  puisque ~vo(m(u))=r ~. 
Posons alors d/o(u)=k et + , ( i )=~o .  I1 est clair que, s'il existe une valuation ? 

de (T, (U,)) et un isomorphisme j de ~A sur A 0 tel que j ( q 0 = ? 0  et .~o(n)=ju(n)j - t  
pour tout neN, alors on a % = + ~  pour tout aeqL 
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II est d'ailleurs imm6diat que la famille t~----(+a) satisfait toujours aux condi- 
tions (V ~), (V 4) et (V 5); la condition (V o) est satisfaite d6s que v0(T ) engendre V. 
Pour s'assurer que d? est bien une valuation, il ne reste plus qu'~ v~rifier les conditions (V i) 
et (V 3). II est possible que (V i) suffise ~ entralner que + est une <~ quasi-valuation >> 
de (T, (Ua)), c'est-~-dire que, pour une famille + du type consid6r6 ici, (V x) entralne 

la condition (V 3 bis) de (6. ~.3) e). 

Application. - -  Soit K un corps et soit G = S L . ( K ) ;  reprenons les notations 
de (6.1.3) a) et supposons que la donn6e radieielle (T, (Ua, U_a)) soit munie d 'une 
valuation q~. Q uitte ~ remplacer ~ par une valuation 6quipollente, on peut supposer que ((: :)) ((: o)) 
% = o .  Pour xeK*, soit ~ (x )~ l l  tel que v =~o(x)a ~. On d~finit X--1 

ainsi un homomorphisme ~ : K*-+R. Prolongeons co ~ K tout entier en posant ~(o) =oo. 
Alors, ~ est une valuation non impropre de K. En effet, vu (6 . I .3 )  (i) et (6 .~.Io)  (ii), 

v ( ( _  ~ Io ) )es t l a r~f lex ionpar rappor t?~q~;parsu i te ,  pour u~K*, 

: :)) 
est la r6flexion par rapport ~ q~ +(i/2)o~(u)a v. Utilisant une nouvelle fois (6.1.3) (i) et 

I I  k \  

(6.2.IO) (ii), on volt que q~"((: : ) ) - - - - co (u )pour  tout uEK. La condition (V I) 
I t '  

montre alors que o~(u+v)>~inf(o~(u), co(v)) pour u, veK, donc que co est une valuation 
de K, et (V o) montre que co n'est pas impropre. 

Compte tenu de (6.2.3) a), on voit done que les classes d'dquipollence de valuations 
de la donnge radicielle ~ canonique >> de SL2(K) correspondent bijectivement aux valuations non 
impropres de K. Ce r6sultat sera g6n6ralisd en I O. 2. 

c) Supposons �9 irrdductible et soit + une autre valuation de la donnde radi- 
cielle (T, (Ua)). S'il existe a e ~  tel que q~a = +a, alors les valuations q~ et ~ sont gquipollentes. 
En effet, on se ram6ne aussit6t au cas o f  aeI I  u 2II et off, pour tout b~II, il existe un 
616ment ubeU b tel que %(Ub)=d?b(Ub)=O. D'apr6s b), il suffit de montrer  que, dans 
ces conditions et apr~s identification de q~ + V  et de ~ + V  avec V de telle sorte que q~ 
et + s'identifient ~ o, on a %----%. Soit N o le groupe engendr6 par les m(ub). On a 
N----No.T et il est clair que %[N0----%[N0 puisque *~(m(ub) ) comme %(m(ub) ) est la 
r6flexion rb, 0. II suffit donc de montrer  que ~v(t)=%(t) pour tout teT.  Or, on a 
a(%(t))=a(%(t))  puisque % = + a .  Si m e n  o et c=~v(m)-X(a),  on a 

c(%(t)) = a(%(m) (*v(t))) = a(%(mtm-1)) 

et une formule semblable pour c(%(t)), d'ofl c(%(t))=c(%(t))  pour tout t~T et tout 

ce'v(N0)(a). Mais, puisque q~ est irr~ductible, les transform6s de a par %(N0)=~W 
engendrent l'espace vectoriel V', ce qui ach6ve de ddmontrer notre assertion. 
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d) Si a, ber  il existe une application g : U a ~ U  b telle qu'on ait, pour toute valuation 

de la donnge radicielle (T, (U~)~e| 

%(g(u)) = - -  b(a~). ~,(u) + e ~ (ueU,) 

(la constante d6pendant 6videmment de q~). 
II suffit en effet de choisir arbitrairement un 616ment uoeU;,l~ Ie t  de poser 

i I si u = I  

g (u )=  m(u).uo.m(u)_~ si u + i .  

(6.2. z3) Nous allons maintenant  dtudier les ensembles Fa et F" ddfinis en (6.2.2). 
Si oeF~, on note Fa le sous-groupe de ]R engendr6 par F~. 

Dgfinition. - -  On dit que la valuation ~ est sp~ciale si, pour toute racine aegP "~d, on a oeP , .  

Proposition (6. ~,. x4). - -  Pour que ~ soit spdciale, il faut  et il suffit que o appartienne ~ F~ 

pour tout a~II.  On a alors F'~IbI--~F' b pour tout we'W et tout b~gP. 

En effet, (6.2.7) entratne que, pour a, b ~ ,  on a 

( I ) I~:a(b) ~ P'b - -  b (a ~) F~. 

En particulier, F~,(b)~ P'b d&s que oeF~. Commc les r~ pour aeI I  cngendren t 'W 
et que toute racine est transformde d 'une racine appartenant  ~t H u 2H par un 616meut 
de ~W, ceci entralne la proposition. 

Corollaire (6.2.  x5). - -  Il existe une valuation sp&iale gquipollente ~ 9, et ragme une valua- 
tion ~ (quipollente ~ q~ teUe que o~F,-~ F' a pour route racine a appartenant ~ l'ensemble gpnm des 

racines non multipliables. 
I1 suffit de prendre +----~+v, avec --a(v)~Fa pour tout a ~ ( l - l u 2 H ) n ( l  )am. 

t t P t ! Corollaire ( 6 . 2 . x 6 ) . - - S o i t  begP. Ona F_b=--Fb .  Si oeFb, ona F ~ = F _ b = F b + 2 F  b. 
t Si de plus F' best un sous-ensemble discret de R et si oeF'b, alors F best un sous-groupe de I t  

isomorphe ~ Z.  
Les deux premi6res assertions r6sultent de (6 .2 . I4)  et de (6 .2 . I4)  (i) off l 'on 

remplaee a par b. Si de plus F~ est discret et contient o, alors 2Fb est contenu dans F~, 

done est un groupe discret, isomorphe ~ Z vu (V o). Les relations 2F0 c F' b --~ F' b + 2Fb cFb 

entralnent alors F ' b : F  b ou F~=2Fb. 

Exemple (6 .2 .x7) .  - -  Soit F un sous-groupe de R tcl que ,~--]~/2F soit un espace 

vectoricl de dimension > i  sur lc corps Z/2Z. Soit X un systSmc gdndrateur dc X, 

contenant o et diff6rent de ~ tout cnticr et soit F l ' imagc rdciproque dc X dans F. 

Alors F n'est pas un groupe, mais contient o et cst stable par addition d 'un dl6ment 

de ~F, et F est le groupe engendrd par F : il cst d'ailleurs facile de voir que nous venons 

de ddcrire tousles sous-enscmbles de R poss6dant ces propridtds. 
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D'autre part, soit k un corps de caractEristique ~, et soit K 0 l'alg~bre du groupe 
coefficients dans k. Notons (XV)ve~ la base canonique de K o. On obtient une valuation 

de Ko ~ valeurs dans F e n  posant 

(~) c0 (Za, X~) = inf{v I a, 4: o}. 

Le complEtE K de K 0 pour cette valuation est un corps, parfois appelE (( corps des series 

formelles sur k ~ exposants dans F >>. Les ElEments de K sont les series ~avX v telles que, 
3" 

pour tout X~R, l'ensemble des T~X tels que a.t+o est fini; la valuation ~ se prolonge 
K et (I) reste valable. 

Soit alors Lle  sous-ensemble de K formE des series Y~avXV telles que av=o pour 3'r F. 

On voit aussit6t que L est un sous-K%espace vectoriel de K, contenant K 2, mais n'est 
pas un sous-corps de K, bien que x e L ,  xOeo, entralne x - ~ =  ( x -2 )xeL .  

Soit enfin G le sous-ensemble de SL2(K)formE des matrices (~ : )  telles que les 

produits ab, ac, bd et cd appartiennent h L. On vErifie aisdment que G est un sous-groupe 

de SL.(K). Reprenons alors les notations de (6.2.3) a) : il est immddiat que 
(Tm G, (U, n G)) est une donnEe radicielle dans G et que + = (% ] U, ra G) enes t  une 
valuation pour laquelle on a F , =  I"a= P. 

On voit done que (6.2. I6) est (( le meilleur rEsultat possible >) dans le cas gEnEral. 

Proposition (6.2.18) .  - -  On suppose ~ spLciale. Soient ae t  b deux racines non orthogonales. 

(i) Si a e t  b sont de ragme longueur e t a  4: + b, on a F a = r'a = P b et P, est un groupe. 

(ii) Si  (b l b) ----- 2 (a l a) e t s i  oeF~, on a rb+2r-.crb=r; et r'o+i bcr:. 
(iii) Si (b l b) = 3(a ] a), on a F b + 3 P ~ c P b = F ' b c F , = P '  a et P, et Pb sont des groupes. 

Sous l'hypoth~se de (i), on a 2ar done F~=F~ et a ( b V ) = b ( a V ) = i I .  Quitte 
remplacer b par --b, on peut supposer que a ( b V ) = - - i .  Alors, a + b  est une racine 

de m~me longueur que a et be t  on a F~+b=I '~=F b (6.2. I4). D'autre part, (6.2. I4) (I) 

entraine que F,+bD F , +  Pb, d'ofl (i). 
Sous l'hypoth&se de (ii), on a 2br done P b ~ P'b; de plus, quitte ~ remplacer b 

par --b,  on peut supposer que b ( a V ) = 2 a ( b ~ ) = - - 2  ct (ii) rEsulte alors de (6.2. I4) (I) 

applique aux couplcs (a, b) et (b, a). 
Sous t'hypoth~se de (iii), le systSme de racines engendr6 par a c t  bes t  de type G 2 

et il existe une racine e de m6me longueur que a (resp. b) et non orthogonale ~ a (resp. b). 
Donc F , =  F~ et F b= F' b sont des groupes d'apr~s (i) et le reste de (iii) se dEmontre 

comme (ii). 

Proposition (6.2.  x9). - -  Si r est spdciale, le groupe W (resp. "V~ r) est produit semi-direct 

du stabilisateur de (p par le sous-groupe W n V  (resp. "v~rnv) des translations de W (resp. "v~r). 

De plus, W n V  est le groupe engendrg par les translations ka ~, avec a e r  "~a et k e F , .  

Si ~ est spEciale, on a M,.0:#O pour toute ae(I) 'Ea, d'ofi r~,0eW. L'image dans ~W 
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du  stabil isateur de ? est done  ~W tout  entier, d'ofl Ia premiere  assertion. La  deuxi~me 

rdsulte de (6 .2 .  ~4) et de ce que "W permute  les coracines a ~. 

Proposition ( 6 . 2 . 2 o ) .  - -  Supposons ~ sptciale. On a 

olz (~,~) dgsigne la base de V duale de la base 11 de V* (poids fondamentaux de (cb~)~). 

Pour  toute racine bec~,*a, on a b ~ =,~exI nb'~a ~ avec nb,~eZ. De plus, il est bien 

connu que rib, ~ est pair  (resp. multiple de 3) das que (a ]a)----- 2(bib) (resp. (a [ a ) = 3 ( b  I b)). 
La premiare  assertion rEsulte alors de (6 .2 .  I4) , ( 6 . 2 .  I8) et (6 .2 .  ~9). 

Soit main tenant  ve'V~CoV. C o m m e  W e s t  dist ingue dans V~ r, on a vr, .oV-tr . ,oeVoW 
pour  tout  a e I I ,  d'ofl v - - r , ( v ) = a ( v ) a ~ e V n W ,  ce qui  dEmontre la deuxi~me relation. 

Difinition ( 6 . 2 . 2 x ) .  - -  On dit que ~ est discrete si P~ est un sous-ensemble discret de R 
pour tout aeC~. 

Nous avons dEj~ vu (6 .2 .  i6) que  si ? est discr6te et si oeI '~,  alors r~' est un groupe 

isomorphe ~ Z. 

Proposition ( 6 . 2 . 2 2 ) .  - -  L'ensemble est un syst me ae rad, s 
contenant q~m. Supposons q) discrete. Alors W e s t  un groupe de Weyl affine, Y, est le syst~ne de 
racines affines correspondant et g est un gchelonnage de c~' par 51,. 

La premiere  assertion est immediate .  Supposons ? discrete. Qui t te  ~ la remplacer  

par  une valuat ion Equipollente, on peut  la supposer  spEciale. Chaque  P~ (pour  aeqS') est 
alors un groupe de la forme e~Z avec e~>o (6 .2 .  I6) et V n W  est d 'apr6s (6 .2 .2o )  un 
rEseau dans V. C o m m e  W est engendrE par  des rdflexions orthogonales,  il en rEsulte 

que W est un groupe de Weyl  affine ([5], chap. VI ,  w 2, n ~ 5, prop.  8). De plus, les 
r~flexions r~, k pour  aeq) '  et ksP~ forment  un syst~me gEnErateur de W, invariant  par  
au tomorphismes  intErieurs. Par  suite, ce sont toutes les rEflexions de W ([5], chap.  V, 
w 3, n~ 2, cor. a u t h .  i) et Z est exac tement  le syst~me de racines affines associE ~ W. 

Que  d ~ soit un Echelonnage de q~' pa r  N au sens de (I .4.  I) est alors Evident. 

( 6 . 2 . 2 3 )  Supposons q) irrEductible et ? discrbte, telle que  oeP~ pou r  tout  
aaq) "m (6 .2 .  I5). O n  voit alors faci lement  qu' i l  existe un nombre  reel e;>o et un  seul 
tel que  l 'une et une seulement  des condit ions suivantes soit rEalisEe (les notat ions sont 

celles de 1.4) : 

i) L 'Echelonnage 8 est de type  A,  (n~>I), B, (n~>3) , C n (n>~2), D n (n~>4) , Es, 

ET, Es, F 4 ou G2, on a q ) ' = e .  *y, et F ~ = F ~ = Z e  pour  tout  a~q)'.  
2) g est de type B-C n (n>~3), C-Bn (n~>2) ou F[ (resp. G~), q)' est le syst~me 

de racines ob tenu  en mult ipl iant  les racines courtes de ~Z par  e~v/~ (resp. ev/3)  et les 
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racincs longues de "Z par e; on a F , =  F~=Ze  si a est une racine courte de $ '  et 
F , =  F'~= 2Ze (resp. 3Ze) si a est une racine longue de r  

3) d 'est  de type B-BC, (n~>3), ~ '=r  est de type BC,, on a r F ' ,=Ze  
pour aE~ ~i et F~=F '~=2Ze  pour  a e ~ - - ~  r~. 

4) $* est de type C-BC x (n>~I) avec X = I ,  II, I I I  ou IV, r 1 6 2  est de type BC,, 

~nm=e.VZ, on a F ' : F ~ : Z e  pour  aE~rMn(l)nm; pour a e r 1 6 2  on a 
2 

si X = I  F'~ = ( I / 2 ) Z e  Fz, = 2Ze 

si X = I I  r~ =(I/2)me F ~ = Z e  

I 
si X = I I I  F'~ = Z e  + - e  Fz~ = 2Ze 

2 

I 
si X----IV F'~=Ze ou Z e + - e  F ~ = Z e .  

2 

Remarques (6 .2 .24) .  - -  I) Si o ~ est de type C-BCI, v, on peut, en rempla~ant r 

par  une valuation 6quipollente, se ramener au cas off F~=Ze  pour aer 
2 

2) On voit que la donnde de 8 d6termine r et le syst~me des F~ h une constante 
multiplicative pros (et h une << translation >> pr6s sur les F'~); de m~me, la donn6e de r  

et des F'~ d6termine g'. 

6 .  3 .  L e m m e s  r e l a t l f s  a u  r a n g  u n .  

On conserve les hypoth6ses et notations de 6.2 (voir (6 .2 .4)) .  Nous allons d6montrer 
des r6sultats qui ne font intervenir qu 'une racine a e r  et ses multiples entiers (positifs 

ou ndgatifs) et qui expriment donc en fait des propri6tds des donn6es radicielles valu6es 

de rang un. Ces r6suhats seront gdndralisds en 6 .4  : les lemmes (6.3.2) ,  (6 .3 .3) ,  (6 .3.6) ,  
(6 .3 .9)  et (6.3- I I) sont des cas particuliers de la proposition (6.4-9) et le lemme (6.3.7)  
est un cas particulier de la proposition (6. 4. 28), compte tenu de (6. 4. 25). 

Lemme (6 .3 .x ) .  - -So ien t  aedp, ueU~ et u ' e U _ ,  tels que %(u)+cp_~(u')>o. Il 

existe un triplet (ul, t, u ~ ) e U , • 2 1 5  et un seul tel que u 'u=uxtu"  ~. Deplus,  on a t eH ,  

~,(ua) = ~o(u) et ~_.(u;) = ~_~(u'). 

On ne peut  avoir u 'ueM,U_~ car on aurait alors ueu'-XM~U_~ et %(u) +q~_~(u') = o  
d'apr~s (V 5). L'existence de (ux, t, u',) r6sulte alors de (6. I. 2) (7) et son unicit6 de (DR 6). 
Pour d6montrer le reste du lemme, il suffit de traiter le cas u4: I, u'4: i, ce que nous 

supposons ddsormais. On a alors u14:x et il existe u~, u;eU_~ et m e M ,  tels que 

ux=u~mu~, avec q~_a(u~)=--%(ua). On a alors 

u = (u ' - lu6) .  mt. (t-lu'flu~) e U _ , m t U _ a  
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d 'oh %(u)---%_~(u'-ius puisque mteM. .  I1 s'ensuit que  
< = 

Par  cons6quent  ~?_a(u'--lu'2)=qo_~(u~) et 

En rempla~ant  a par  - a ,  u par  u '--t et u' par  u -~, on obt ient  l'6galit6 q0 o(u[)= ?_~(u').  

Enfin, m e t  mt appar t iennent  tous deux h M~,k avee k = % ( u ) =  %(Ul) ; on a done 
v(t)=v(m-Xmt)=r~,k=I et t e l l .  

Lemme ( 6 . 3 . e ) .  - -  Soient a ~ ,  k,~e~t avec k + ~ o .  Le produit U~,~HU .... test  

un groupe. 
Cela rdsulte de (6 .3 .  ~) puisque H normalise tous les U~. 

Lemme ( 6 . 3 . 3 ) .  - -  Soient aeO, keF~ et meMa, k. Soit U .... -k+ le sous-groupe rgunion 
des U_~, t pour g>--k .  Alors 

La, k =  (Ua, k" H" U - a , - k  , ) u  (Ua, k .mH. Ua, k) 

est le groupe engendrd par H u U~, ~ ta U_ ~. _ k. 
Comme M~,kCUa, kU_a _~Ua, k, il est clair que  La, k est contenu dans le groupe 

engendr~ par  H, Ua, k et U ~ . - k ,  groupe qui est aussi engendr6 par  H,  U~,k et m puisque 
m U ~ , k m - ~ = U _ a _ k  d'apr6s ( 6 . 2 . m ) .  Compte  tenu de (6 .3 .~) ,  on a 

La, kH = La, kUa, k = La, k 

et il suffit de ddmontrer  que La, km C La,~ :. Comme 

Ua, ~HU__o, ._ k m =  U., ,mHU~, 

il suffit de mont re r  que 

vu (6 .2 .2 )  (3), on a 

d'ofl le lemme. 

U~,kmHU,,km--U,,kHU_a,_ k est contenu dans La, k. Mais, 

U_a, __~. C U_~,--k+ u Ua, ~mHUa, k 

Remarque ( 6 . 3 . 4 ) .  - -  Soit aEt~ et soit T a l ' image rdciproque par  v du groupe  
des translations de vecteur  propor t ionnel  ~t a v. Soit L~ le groupe  engendrd par  Ua et U _  a 
et soit L~' le groupe engendr6 par  L'a et T a. Posons T ~ = L ~ n T ~ .  Soit keFa  et soit 

me~'V[a, k. On a : 

(I) L a = VaT~u  UamT'~U~ 

(2) L~' = UaT~ u U~mT~Ua. 

En effet, on a mTa= Tam:= Tam -1, puisque v(m) cst la rdflexion %,k- Par  suite 

U~mTaUam = U a T a U _  ~ C U~T~ u (r ~r .  U~TaM:a, rUa)" 

Mais  TaMa, r=mT,, et ceci montre  que  le second m e m b r e  de (2) est stable par  multi- 

plication h droite par  U~, Ta et m, d'ofl l 'on d6duit  aussit6t qu'i l  est 6gal h L'a'. Enfin, 

(i) r~sulte imm6dia tement  de (2). 
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r,s-~R, avec r + s > o ,  et soient uEep~t(r) , - 1  et u eq0_~(s). Posons 

et uiE Ua, . ~ . N o u s  
t u=u'lmu',, et u '=uxm'u2 ,  avec m e M  . . . .  m ' e M _ . , , ,  u i e U  ~ -- , - - T  

allons dvaluer le c o m m u t a t e u r  (u', u ) = u ' u u ' - l u  -1. O n  a 

( I ) (u', u)eul .m'(u2,  u)m' - l .m 'um'  - l .  Ua 

(2) (u', u ) e U _ , . m u ' - l m  - I  . m(u', u21m,, -1 . ul,-1. 

V u  ( 6 . 2 .  IO), on a 

/12 ~ U) : I et o n  

m'um'-lEU_a,r~_2s c t  m u ' - l m - l ~ U a ,  s t-2r" 

Supposons main tenant  que u appar t ienne  ~ UZa. O n  a alors 
dEduit de (1) que  

(u', u)~Uo, _~.U .. . .  +2~.Ua 
d'ofl vu (6 .3 .2 ) ,  la relat ion 

(3) (u', u ) e U  , , , + 2 ~ . H . U  a. 

D 'au t re  part ,  on a Egalement u2'EU ~,  &off (u', u ; )=~ ,  et on dEduit de m~me de (2) 
la relation 

(4) (u', u ) c U _  a. H .  Ua, 2r ,_ 8 . 

Vu (DR 6), les deux relations (3) et (4) entrainent  ~< par  intersection >, la relation 

(5) (u', u ) c U _ a , r . z s . H . U a ,  2r+~ 

et il est immEdiat  que (5) reste valable pour ueU~,2r et u' e U  . . . .  . 

Lemme ( 6 . 3 . 6 ) .  - -  Soient k, t e R  tels que k + t > o .  Le produit 

U _ a , t . H . U ~ , k . U ~ . k - t  
est un groupe. 

I1 est clair que ce produi t  est stable par  mult ipl icat ion ~t gauche par  U_ , ,  t, H et Ua,~ 
(vu (6 .3 .2 ) ) .  I1 l'est aussi pa r  mult ipl icat ion ~ gauche par  un Element u de Uz~,k-t : 

en effet, pour  u 'eU_~ , t ,  on a, vu (6-3-5)  (5) 

uu'--u '(u '-1, u)ueu 'U a, 2t +;v.,)ik_t)HUa, ku 

et 2 t + ( I / 2 ) ( k - - g ) > t .  

Lemme ( 6 . 3 . 7 ) . - - S 0 i e n t  k, t E R  avec k + g > o .  

(i) Si ueUa, k et u '~U_a, t ,  on a 

(u', u)EU _~,k+at .U_a,# ~,,t.H.Ua, 2k+t. U2~,3~.+t. 

(ii) Si ueU2~,~ et u '~U_~, t ,  on a 

(u', u)~U_2~.~ ~_~t. U_~,~  + 3t .H.  U,,2~ +t. 

Demont rons  (i). O n  peut  supposer u#~4:u ' .  Posons r = % ( u )  et s=q~_~(u') et 

reprenons les notat ions de (6 .3 .5 ) .  O n  a (u2, u)EU2a,, _~ et m'(u2, u)m ' -~U_2 , . , _~+4~  

et la relation (6 .3 .5 )  (I) entraine 

(u', u)eU~,_~.U_2o,~+~. U . . . . .  2~.Uo 
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&off, compte  tenu du lemme (6 .3 .6 ) ,  

(u', u)eU_z~,k + at. U_~,~ + ~t .H. U , .  

O n  dfimontre de m~me en utilisant (6 .3 .5 )  (2) que 

(u', u ) e U _ ~ . H .  Ua, z~ +t. U~,a~ +t 

d'ofl (i) (vu ( D R 6 ) ) .  
Si de plus ueUz, ,  on ddduit  de (6 .3 .5 )  (~), compte  tenu des relations 

et m'um'-teW_.,a. Zr+4~, que ( u ' , u ) e U , _ _ , U _ ~ , . ~ + 4 ~ U , ,  d ' o f l v u  (6 .3 .6 ) ,  

(u', u)~U_2~,~ ~4t .U_~,, ,~+~t.H-U,.  

D 'au t re  pa~t, (6 .3 .5 )  (5) entralne 

(u', u )~U , .~ ~.~:.H.U~,~ ~t 

d'ofi (ii). 

(U2~ U)=I 

( 6 . 3 . 8 )  Soient aeO,  ueU~,  vEU_~.  Par  abus de langage, on dit que le commu- 
tateur (v, u) admet une H-composante s'il existe h e l l  tel que (v, u ) e U _ , h U ~  et cet ~l~ment 
h e l l  (qui est alors unique d'apr~s ( D R  6)) est appeld la H-composante du commutateur (v, u). 

Lemme ( 6 . 3 . 9 ) . - - S o i e n t  k , k ' , t , l ' ~ R  tels que k'<~2k, F<<,2t, k<<,k'+g, t<<,t'+k, 
k ' + l ' > o .  Pour ueU, ,kuU2, ,k ,  et u ' e U _ , , t u U _ 2 ~ . t , ,  le commutateur (u', u) admet une 
H-composante. Si X ddsigne le groupe engendrg par les H-composantes de ces commutateurs, alors 

le groupe engendr~ par U_  ~, r u U .... t u U~. k u U~, k' est le produit 

U _ ~ ,  t, �9 U_ , ,  t . X .  U~, k- U~, k, �9 

La  premiere assertion r~sulte immddia tement  des hypothSses faites sur k, k', f et l '  
et du lemme (6. 3 .2) .  Pour  ddmontrer  la seconde, il suffit de mont rer  que le produi t  
considdrd est stable par  mult ipl icat ion ~t gauche par  chacun  de ses facteurs, ce qui  rdsulte 

aisdment de (6 .3 .7 )  et de la relat ion uv = v(v- ' ,  u)u. 

Remarque (6. 3. xo). - -  Le lemme (6 .3 .9 )  entralne en part iculier  que les produi ts  
envisagds en (6 .3 .7 )  (i) et (ii) sont des groupes et cont iennent  donc respect ivement  les 

groupes des commuta teurs  (U~,k, U_~,t) et (U~,z~, U_. , t ) .  

Lemme ( 6 . 3 . x i ) .  - -  Soit aE~ tel que 2aeq~ etsoient k , k '  ~ R  avec k'eF2~ et k '<2k.  
Soit m ~.M~, k' et posons 

L.,k,k, =(U~,k'Ua, k H U - . , ~ - k ' U - - ~ , - k '  ~) u (U~.,k,U., kmHU~, kU2., k, ) . 

Alors L.,k, k, est le sous-groupe engendrd par U2~,~, u Uo, k u H u  U ,,.~,-k'. 
On peut  supposer k ' = o .  Compte  tenu de la relat ion m U . , k m - l - - - U _ . , k  et 

de (6 .3 .9 ) ,  on voit, en raisonnant  comme  en (6 .3 .3 ) ,  qa ' i l  suffit de mont re r  que 

L.,k, omcL. ,k ,  o et mfime que mHUo, k U ~ , o m = H U  .a, kU_~,0  est contenu dans L~,k, o. 
Comme on a dvidemment  HU_a,  kU_2~, 0 ~- C L~,~. 0, il suffit de mont rer  que H U  ~, k u c L~, ~, 0 
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pour  ue?~l(o). On a alors ueU2~.oHmUz~.o. D'apr~s (6 .3 .9)  (off l 'on prend  
l----k et / ' = 2 k ) ,  on a HU_a, kU2a, oCU2a, oUa,~:HU_a,k, d'ofi 

H U _  o, ku c U2~, 0 U., k H U . ,  kmU~, 0 = U2., 0 Ua, ~ H mU., ~Uz~, 0 c L., k. 0 

ce qui ach&'e la ddmonstrat ion.  

k ' ~ o ,  

6. 4. Les  g r o u p e s  U I. Va lua t ions  pro long~es .  

On conserve les notations de 6.2 et 6.3.  

( 6 . 4 . x )  Soit P, la rdunion de R •  I} et d 'un  dl6ment not6 oo n ' appar t enan t  

pas ~t R •  I}. Munissons P, de la loi d 'op6rat ion suivante : pour r, s e R ,  on pose 

(r, o) + (s, o) = (r + s, o) 

(r, o ) + ( s ,  I ) - - (s ,  r ) + ( r ,  o)--(r+s,  i) 

(r, I ) + ( s ,  I ) = ( r - ] - s ,  I) 

(r, o ) + ~  = ( r ,  i ) §  = m  + ( r ,  o) --- oo -t- (r, i ) - -oo .  

Munissons dgalement  P, de la relat ion d 'o rdre  suivante : pour  r, s e N ,  les relations 
(r, o).<< (s, o), (r, o),< (s, i) et (r, I),< (s, I) sont equivalentes ~t r<~s, la relat ion (r, i)~< (s, o) 

est 6quivalente/~ r<s et on a u~<oo quel que soit u e R .  On  v6rifie imm6dia tement  que 

ceci fait de R u n  monofde commutatif totalement ordonn~ et que l 'applicat ion r ~  (r, o) est 

un isomorphisme de monoides ordonnEs de R sur un  sous-monoide de P,. Nous identi- 
fierons ddsormais un  61dment r e R  et son image (r, o) et nous noterons r +  l'61dment (r, i) 

de P,. Notons que l 'on a r+ =Inf{seR[s>r}. Pour t e N +  et r~R,  on pose t (r+)= (tr)+. 
Pour  rER, on pose o r = o .  

D 'au t re  part ,  on volt ais6ment que toute part ie  minor6e de R admet  une borne 

inf6rieure et que toute part ie non vide de P, admet  une borne sup6rieure. 

Nous 6tendrons alors la d6finition de Ua, k pour  kCR (et a~@) en posant comme 

en (6 .3 .3)  

Ua, r+ ~s~RlJ, s>rUa, s 
pour  r e R .  

( 6 . 4 . 2 )  Ce paragraphe  est consacr6 ~t l 'dtude de certains sous-groupes de G 
gdn6ralisant les sous-groupes not& Pn et Un au w 5.2 : en (5 .2 .3o) ,  U~ a 6t6 d6fini, 
pour  f~cA,  comme  le groupe engendr6 par  les U~ pour  ~ f ~ .  Au t r emen t  dit, dans 

le cas de l 'exemple (6 .2 .3)  e), Un est engendr6 par  les Ua, tn~a)' ofa la fonction ~ : ~ - + R  

est ddfinie par  

(I) fa(a)=-inf{keRI f~ c~,,k} ( ae~) .  

O u a n t  /t Pta, il est 6gal ~ H .  Uta. 
La gdndralisation est alors imm6diate  : s o i t f u n e  application de �9 dans le monoide  R. 
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Dans toute la suite de ce travail, nous noterons U t le sous-groupe de G engendrl par la rgunion des 
sous-groupes U,,r(,l pour ae@. De plus, nous poserons : 

U/- = U + n Ut, U 7 = U -  n Ut, H t = H n Ut, N t = N n Up, 

U t . a=  Uac~ U f (pour aE@). 

Lorsque ae@ et 2ar il sera parfois commode d 'at tr ibuer une valeur ~tf(2a) : 
sauf mention expresse du contraire, nous prendrons f ( 2 a ) =  2f(a). Rappelons que nous 
avons d~j~ fait la convention U2a, k - -{ I}  darts ce cas pour keN;  nous l'~tendons 

dvidemment ~t keP,. 
Nous d~signons par Ui a' le sous-groupe engendr~ par la r~union des Ui.,fl~ ) 

pour i e{+  i, - 2 }  et nous posons, pour aeq~ : 

N~I= N n U~ ~I et H~)=  H n U~ ~1. 

I1 est clair que les sous-groupes Ur, Hf et Nt sont normalis~s par H. Par suitc, 
pour tout sous-groupe X de H, le produit X .  Uf est un groups; en particulier, lcs sous-groupcs 

P t = H . U f  sont la gdndralisation naturclle dcs sous-groupes Pn du w 5" 

(6 .4 .3 )  Si f~ est uae partie non vide de A, la fonct ionfn ddfinic par (6.4.2)  (I) 
cst << concave >> au seas suivant : 

Difinition. - -  Unefonction f : q) -+R (resp. f :  q) u {o} ~ R )  est dite concave si, quelle 

que soit la famille finie (ai) d'illments de * (resp. @u{o}) telle que ~iaie* (resp. ~i aieq)u{o}), 

on  a 

(o/ 

(6 .4 . , t )  Notons que toute fonction lin~aire, c'est-~-dire de la forme a~X(a) 
avcc XeV, cst fividemment concavc :  clle coincide d'ailleurs avcc la foact ionfa  off f~ c A 

est la pattie rdduitc au point de A correspondaat k X darts l'identification dc V avcc A 
obtenue par le choix dc l'origine ? darts A. Cependant, toute fonction concave, mfimc 

valcurs darts R, n'est pas n~ccssaircment de la formefa  pour une partie ~ cA.  D'aillcurs, 
lcs rfisultats que nous allons dtablir au sujct des groupcs U t s 'appliqueront ~ dcs fonctions 

plus gdndralcs que les fonctions concaves (cf. (6 .4 .8)) .  

Proposition (6. 4. 5). - -  Pour qu'une fonction f : ~ - + R  soit concave, il fau t  et il suffit 
que les deux conditions suivantes soient rtalisles : 

(C i) f ( a ) + f ( b ) > ~ f ( a + b )  pour a, b, a + b ~ ;  

(C 2) f ( a ) + f ( - - a ) > ~ o  pour aeq). 

Que (C i) et (C 2) soient n6cessaires est 6vident. Supposons-les r~alisdes et soient 

a t , . . .  , a,e(I) telles que a = ~i aieq). Montrons par rdcurrence su rn  que f(a)~< ~if  (al) : 

cela r6sulte de (C 1) pour n,<2. Si n>2,  il existe un indite j e [ i ,  n] tel que le produit 

scalaire (a I@ soit positif, de sorte que a--a~ ou bien est nul, ou bien est une racine a'. 
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Dans le premier  cas, choisissons un indice ke[x, n] avec k4:j; on a alors, vu l 'hypoth~se 

de r6eurrence et (C 2), 

~f(a,)  = (, .~j, J ( a , ) )  +f(ak) + f ( @  >~ f ( - -  ak) +f(ak) + f ( @  >~ f(ai) = f ( a ) .  

Dans le second eas, en appl iquant  l 'hypoth~se de r6currenee ~t la famille (ai)i,~, on 

obtient  : 

~f(a,)  >. f (a ')  + f ( @  >~ f(a) 

ce qui achSve la ddmonstrat ion.  

Proposition ( 6 . 4 . 6 ) .  --- Soit f : �9 --* R une fonction concave et soit g : el) -+ R u { + oo } 
une fonction majorant f .  Posons 

f0 = inf( ~ t,f(a,)) 

oh la borne infgrieure est itendue a l'ensernble des couples forme's d'une famille finie (ai) du 

de �9 et d'une famille finie (ti) de nombres r&ls positifs telles que 2tiai=o, et que ~ t i =  i. Alors, 

on a fo> o et pour tout nombre r&l c<<.fo , il existe une forme lin&ire X sur V* telle que la restriction 
de X+c a �9 soit mq]or&parf. Deplus, si f ( a ) §  pour tout a e * ,  on a fo>O et 
il existe ~teV et k e R ,  k;>o, tels que la restriction de ~t § k d q) soit major& par g. 

Soit (ai) une famille finie non vide d'dldments de r  Comme �9 engendre un sous- 
espace vectoriel sur le corps des rationnels de dimension dgale ~ la dimension de V*, 

les familles (ti) de nombres rationnels telles que ~tia i =  o sont denses dans l 'ensemble 
i 

des familles (ti) de nombres rdels telles que ~tia i=  o. Pour montrer  que f 0 > ~  il suffit 

done de montrer  qu 'une  relation ~itiai= o entralne ~tif(ai)>l o d&s que les ti sont des 
�9 i 

nombres rat ionne|s  positifs, ou m~me seulement des entiers positifs. Aut rement  dit, on 

est ramen6 ~ montrer  que, si (ai) est une famille finie non vide d'dldments de q) telle 

que )]ai=o, ,  alors on a ~f(ai)>~o. Choisissons un indice i0; on a alors 

(i)  ~ f ( a , ) - - ( ,  ,~0f(a,) ) + f (  a,.) > f ( - .a , . )  + f (  a,.) >1 o 

d'apr~s (C) et (C 2). 

Pour dfimontrer  l 'existenee de X, il suffit de montrer  que l ' interseetion des demi- 

espaces La--={xeV[a(x)+c<<.f(a)} pour  aeq) et f ( a ) < o o  n'est pas vide. Or  on salt ([4], 
chap. II ,  w 2, exerc. 2i) que, pour  que l ' interseetion d 'une  famille finie o ~- de parties 

eonvexes d ' un  espaee veetoriel rdel de dimension n soit non vide, il suffit que l ' intersection 

de toute sous-famille de n -F I dldments de .-5~- soit non vide. De plus, si les 616ments de o~ 

sont des demi-espaces, l 'appl icat ion rdpdtde de ce rdsultat montre  qu'il  suffit que l ' inter- 

section de toute sous-famille finie compos6e de r-.1-i demi-espaces telle que les formes 

lindaires correspondantes forment  un systC:me de rang r (avec I<<.r<~n), soit non vide. 

Aut rement  dit, il nous suffit de vdrifier que, si at,  . . . ,  a~ sont des racines l in6airement 
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Y~ t i a ~  (avec t i e r  ) alors [7 est non vide. Or, ind~pendantes et si at+ 1-~ l_<i_<r ' z .< i< r -L~  

si cette intersection 6tait vide, cela signifierait que les relations ai(x)<~f(ai)--c pour 

I<<.i<~r entralnent ~ tiai(x)>f(ar+l)--c. Ceci n'est possible que si ti<,o pour i<~i<<.r. 

Pour ae(I) avec f (a )<co,  soit f ( a ) ~ R  tel que f ( a ) = f - ( a )  o u f - ( a ) + .  Choisissons 
xeA tel que ai(x)+c=f-(a i )  pour I<<.i<<.r, ce qui est loisible puisque les a i sont indd- 
pendantes. Par ddfinition defo,  on a : 

f - ( a ,  + t)-- ~ t , f  -(a,)>>. ( I - -  ~ti)c 

d'ofl at+ z(x)-I-c---- Zt, f - (ai )  + ( I - -  ~ti)c<~ f -(a~ + l)~ f(ar + ~), ce qui ach&'e la ddmonstra- 
i 

tion de l'existence de X. 
Supposons maintenant  f ( a ) + f ( - - a ) > o  pour tout ae(l). Vu (i), on a f0>~o+ et il 

existe ),eV tel que f>~X. Comme f est concave, l'ensemble q: des ae(P telles que 
f(a) =X(a) est une partie close de (I) telle que tFr~(--tF)=O. I1 existe donc veV telle que 
~(a)>o pour aeU: ([5], chap. VI, w I, nO 7, prop. 22). Posons h=inf(g(a)--X(a)laC.q"}, 
d=sup  {~(a) laeO } et 8 =inf{~(a) laetF}>o. Alors g majore la restriction ~ (1) de la fonction 

ah- i -X- ~v dSs que les hombres rdels ,t, ~ > o  satisfont aux indgalitds :thiS<<. ~<<. ( i - -  a)/d. 

Proposition (6 .4 .7) .  - -  Soit f :  q ) ~ f (  une fonction concave. Alors, f possOde les deux 
propridtds suivantes : 

(QC I) Pour toute racine aeeO, on a 
~a; 

U~ a) = U _ ~.., :(-2a). U_~, :~ _,). U,, f(~). U2~ ' f(._,~;. N: . 

U Ub, :,,b~) (QC 2) Si a, b e(~ ne sont pas proportionnelles, le groupe des commutateurs ( ~, :(~, 
est contenu dans le groupe engendrd par les Uw+q~,r(p,+qb ) pour p, qeN* et pa + qbeq). 

(QC2)  r6sulte de l'axiome (V3) des valuations (6 .2 . i ) ,  compte tenu de la 
condition (C) qui entraine f(pa+qb)<,.pf(a)+qf(b) pour a, b, pa+qbe(l) avec p, qeN*. 

Ddmontrons (QC i). Puisque f est concave, on a, vu (C I), les relations 

f ( -  2a) ~ 2f(--  a), f(2a) <~ 2f(a), f(a) <~f(2a) ~ f ( - -  a) et f ( - -  a) <~f(- 2a) +f(a) ; de ces 
relations et de (C 2), on tire 

o~f(2a) + f ( - -  ~a) <~ 2 (f(a) + f ( - -  a) ). 

Si f(2a) +f(--2a) >o,  la propridtd (QC z) rdsulte immddiatement de (6.3.9) (qui 
montre de plus que ..:N{"~----**:14(")~:" Si f(a) +f(-- a) = o, it rdsulte des relations pr&ddentes 

que f (ea)=~f(a)  et f ( - - i a ) = ~ f ( - - a )  et U} ") est engendrd par U,,:(,)uU_,,:(_~); la 
propridtd (QC I) rdsulte alors aussit6t de (6.3.3) si f ( a ) e F ,  et de (6.3.2) dans le cas 
contraire. 

Supposons enfin que f(a) +f( -  - a) >o et que f(2a)-~-f(--2a)=o. Pour simplifier 

les notations, nous supposerons que f (  ~a) -- f ( - -  ~a) = o, ce qui est loisible, quitte 
remplacer q~ par une valuation dquipollente. On a alors k=f (a )=f ( - -a )>o .  Si oer o, 
(QC I) r&ulte de (6. 3. I I); sinon, le groupe U} ") est r~union des groupes engendr& 
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par les r4unions U_2o. ,uU_o.kuUa,  kUU.,~,0 pour o<2r~<k et il suffit encore une fois 

d 'appliquer (6 .3 .9) .  

Ddfinition ( 6 . 4 . 8 ) .  - -  Une fonction f : ~ - §  est dite quasi-concave si elle satisfait 
aux conditions (QC i) et (QC 2) de (6 .4 .7) .  

Nous venons de voir que toute fonction concave est quasi-concave. Dans certains 

cas, la r6ciproque est vraie. Reprenons par exemple les notations de l'exemple (6.2.3)  b) : 
G est done le groupe des points rationnels d 'un groupe algdbrique semi-simple connexe 

d6fini et d6ploy6 sur un corps valu6 K. Supposons de plus que ~ est simple. Les relations 
de commutation de Chevalley entralnent alors que toute fonction quasi-concave est 

concave, sauflorsque f# est de type B,, C, ou F 4 et que la caractdristique du corps rdsiduel 
de K est 6gale ~ 2, ou lorsque ff est de type G2 et que la caractdristique du corps r6siduel 
de K est ~gale ~ 2 ou ~ 3. Dans ces cas d'exceptions, il est facile de construire des fonctions 
quasi-concaves qui ne sont pas concaves. 

Proposition (6 .4 .9 ) .  - -  Soit f :  ~ - + R  une fonction quasi-concave. 

(i) Uf, a=Ua, f(~).U2~,f~2~l pour toute aer 
(ii) L'application produit [I uf ~-+U~ est bijective quel que soit l'ordre dans lequel 

a ~  ~ - t - r ~ d  , 

sont ranggs les facteurs du produit. 

(iii) On a U t = U i - . U  r . N  t. 
(iv) N t est le groupe engendrd par les N~ ~) pour aE~. 

Pour aEq~, posons Xo=U~,fr,~.U2a, f(2,). Vu (QC 2) et (6 .1 .6) ,  le produit  des X~ 
pour a~q~: r~d rang6s dans un ordre arbitraire est un groupe, que nous noterons X ~-. 

Soit d 'autre part  Y le groupe engendr6 par les N~ ~) pour a ~ .  
Nous allons tout d 'abord montrer que ie produit  X -  X= Y est ind6pendant du choix 

de la chambre de Weyl D utilis6e pour ddfinir ~+ et q~-. Pour cela, il suffit de faire voir 
que ce produit ne change pas si l 'on remplace D par la chambre r.(D), off r~ est la rdflexion 
associde ~ une racine a simple pour D. D6signons alors par X'~ (resp. X ' a )  le produit 

des X b pour bEq) +'~a, b=~a (resp. bEr -r~a, boe--a). Vu ( Q C 2 ) e t  (6.~.6) ,  X ~  est 
un groupe et est normalisd par X,  et X _ , ,  done par le groupe qu'ils engendrent, c'est-~-dire 
par U}~ ~) ( (QC I)). Par suite, on a 

- -  - I -  t r t t t t ~a) X X Y = X _  ~X_~X~XaY=X_~X~X_~X~Y=X_oX~X~X_oN ? Y 

= X ; o X o X ' ~ X _ , Y  

ce qui ddmontre notre assertion. 
I I e n  r6sulte aussit6t que X - X  ~Y est stable par multiplication ~ gauche par tous 

les X~ pour aEr '~a, et par suite que 

U f =  X - X  + y .  

Soient maintenant x - e X " ,  x - ~ X -  et yeY.  Si x - x * y ~ U - ,  on a x+y~U - 
Comme Y e N ,  on en deduit y--- i  ((6. ~. I5) c)), d'o6 x+EU - n U -  = l ' I }  (DR6) .  On 
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en eonclut  que U t = X -  et on montre  de m~me que U~----Xi ~ : ceci ddmontre  (ii), 
et (i) en r6sulte par  intersection avee IT=. Enfin, si x x+yeN, on a, toujours 
d'apr~s (6. I . I 5 )  c), y = x - x + y ,  ce qui d6montre  (iv), et (iii) r6sulte alors de la 

relation U t = X -  X + Y. 

Proposition (6. 4 . x o ) .  - -  Soit f : dO~ffl une Jonction quasi-concave. Pour ae@, posons 

f ' (a)=inf{keP'~lk>l f (a  ) ou a/2e@ et k>~f(a/2)} .  

Soit @t l'ensemble des ae@ telles que f ' ( a ) + f ' ( - - a ) = o .  Alors @f est un systkme de racines 
dans l'espace V~ qu'il engendre et l'application qui ?z heN t fait  eorrespondre la restriction de %(n) 
a V~ est un homomorphisme surjectif de N r sur le groupe de Weyl de @t, de noyau H r. 

Vu (6 .4 .9 )  (i), on a, pour  ae@ 

f ' (a )  =inf{keP '~  [ U~,k c u r } .  

Par  suite, la f o n c t i o n f '  est en quelque  sort(." - covariante  , par  N r. Plus pr~cis~ment, 

soient neNt,  ae@ et b=%(n)(a). Alors 

(I) f ' (b )  = f '  (a) + a(v(n) - ~ (q~) --  q0). 

Ceci montre  en part iculier  que @f est stable par  "v(Nr). II nous suffit done de ddmontrer  
que %(Nr) est engendrd par  les rdflexions r, pour  ae@ t. Vu (6 .4 .9 )  (iv), cela rdsulte 
du lemme suivant : 

Lemme ( 6 . 4 . x x ) .  --- Soient f et f '  comme en (6. 4 . Io) et soit aeq). 

(i) On a f ' ( a )+ f ' ( - -a )>~o  et 2 f ' ( a ) + J " ( - - 2 a ) ) o .  
(ii) Les conditions suivantes sont dquivalentes : 

a) N~~162 H ;  
b) il existe k e R  tel que v(N?))----{,,r..k}----{i, r2~.2~}; 
c) "v(N) ~)) = { I, r~}={ r, rg.=}; 

d) a ou 2a appartient ~ @f" 

D~montrons  tout  d ' abord  l 'dquivalence de a), b) et c). I1 est clair que b) ou c) 
entraine a). D'aut re  part ,  on sait (6 .3 .4 )  que v(N~ a)) se compose de r~flexions ra, k et 
de translations kav avec k e N .  S'il existait k > o  et neN} ~) tels que v(n) - -ka  v, on aurait ,  

pour  tout  entier p~>o : 

nPU~, :(a) n-p = Ua, t(a)-2pk C U: 

ee qui n'cst possible quc si f (a) : - :~  et on voit dc m6me que l 'on aurai t  f(2a) =oo. Mais 
ecci est absurde,  car  cela entraine U:, ~ c U _ ~  et N~ ~) = { i } .  Par suite, v(N~ ~)) nc eont ient  
que des rdflcxions (en plus de i), ct ne peut  contenir  deux rdflexions distinctes dont  le 

produi t  serait une translation non nulle. D'ofl l 'dquivalcnec de a), b) et c). 
Supposons maintenant  f ' ( a ) + f ' ( - - a ) < o .  II existe alors keI",  et heF'_= t e l sque  

f'(a)<~k, f'(--a)<<.h et k §  
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Le groupe U t cont ient  alors U , , ~ u U _ . , _  k et U , , _ h u U _ , , h ,  donc M~,k et M, ._h ,  
et v(N) ~)) cont ient  les deux r6flexions distinctes ra,~ et r., _^. Or,  nous venons de voir  que 
ceci est impossible, d'ofl la premiere assertion de (i). De m~me, si 2f ' (a)+f ' (--2a)<o,  
il existe ker. '  et h e l " 2 ,  tels que  f ' (a)<k,  f ' ( -2a)<~h et 2 k + h < o  et on voit 
comme ci-dessus que ~(N~ "/) cont ient  les deux r6flexions distinctes r2,,2 k et r2~ ' _~,, ce qui 
ach6ve la d6monstra t ion de (i). Remarquons  d'ail leurs qu 'un  ra isonnement  analogue 

montre  que,  si 2f ' (a )+f ' ( - -2a) - -o ,  alors a et 2aeq~ r. 
Si ae*:, on a k = f ' ( a ) = - - f ' ( - - a )  e R  d 'aprbs les formules d6finissant l ' addi t ion 

dans R (6. 4. I). Par  suite, keI"o et M~. , cN}  al. On  volt de m f m e  que si 2aeq):, il 
existe k e I ' ~  tel que M2~,~cN} "1. Ceci montre  que d) entraine a). 

Enfin, supposons a), b) et c) satisfaites. Qui t te  ~ remplacer  9 par  une valuat ion 

6quipollente, on peut  supposer  que r~,0ev(N~/). D'apr6s (6 .4 .  IO) ( i) ,  on a alors 

f ' (a)-=f ' ( - -a)  et f ' (2a) - - f ' ( - -2a) .  

Vu (i), il en r6sulte que .f'(a)>>,o et que f ' (2a)~>o.  Enfin, sift(a) e t f ' ( 2 a )  6taient tous 

deux str ictement positifs, U;, ,  serait contenu dans la r6union des groupes engendr6s 
par  U ~ , , u U _ ~ , _ ,  pour  r e R ,  r > o  et on aurai t  N}~ d'apr~s (6 .3 .2 ) ,  ce qui 
contredit  c). Par suite, at) est bien satisfaite. 

La d6monstra t ion du lemme et celle de la proposi t ion (6. 4. IO) sont achev6es. 

Remarques ( g . 4 . z 2 ) .  - -  a) Conservons les notat ions de (6 .4 .  IO ). Pour  aeq), 

posons 
f"(a)=inf{ker.[k>.f(a) ou a/2eO et k>~2f(a/2)}. 

O n  a f"(a)<<,f'(a) et f " (a )= f ' ( a )  si r ; = r o ,  par exemple si 2aCeO. On montre  
exaetement  comme ci-dessus que (6 .4 .  i i) (i) est aussi valable p o u r f " ,  au t rement  dit que 

l 'on a, pour  aeq~ : 

(I) f" (a)+f"(- -a)>~o et 

D 'au t re  part ,  il est clair que U t =  Ut,,. 
Plus prdcis6ment, pour  aeq), on a 

2f"(a) §  2a) >1 o. 

Par contre,  on n 'a  pas toujours U t =  Ut, .  

(~) Uo, r'c~ U~, r'c~> c U:, o c Uo, ~.r'co>, ~:'(~>~ 

la premi6re inclusion ~tant une ~galit~ d~s que l"a4:O. 
b) Supposons q~ discrete et reprenons les notat ions de (6 .2 .22)  sqq. Soit f~ une 

part ie  de l 'espace affine A et consid6rons la fonction concave f n  et le groupe U n = Uta 

correspondants  (6 .4 .2 ) .  II est immddia t  que, pour  tout  ae~, fd(a) est le plus petit  nombre  
r6el k tel que le demi-espace o:,,k={xeA[a(x--~)+k>~o } soit une racine affine du  
syst~me E associ6e ~ a par  l '~ehelonnage @ et contenant  ~ .  Par  suite, le systOme de 
racines q)a=q~ta se compose des racines aeg) pour lesquelles il existe k e R  tel que (o~,,k, a )eg  
et que ~ c 0~. k. 

Supposons en part iculier  que f~ soit une facette F de A. Alors, �9 F est exactement  

138 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 13,Q 

le syst6me de racines attach6 ~t F par ~ au suns de (1.4.2) et, d'apr6s ( I .4 .5 )  c), le 
graphe de Dynkin de D r s' obtient en supprimant du graphe de Dynkin de l' gchelonnage ~ les sommets 
n'appartenant pas au type X de F. 

(6 .4 .x3)  Dans ce qui suit, nous allons dffinir certains sous-groupes distingu6s 

de H c t  6tudier l'intersection Ht de H avec un sous-groupe U t. Soit k~R;  nous d6si- 
gnerons par Hik ) l'ensemble des h~H tels que 

(h, Uo,,)--{(h, u) I u~U., , }  c Uo,, +~. U~~ 

pour tout a ~  et tout rE]R (ou rER). On v6rifie imm6diatement que les H/k ) forment 
unc famille d6croissante dc sous-groupes distinguds de H, et m~mc de N. On a Hck )=  H 
pour k<o et H(~o ) est, compte tenu de (6. i .  i3), le centralisateur du sous-groupe de G 
engendr6 pat  les U,  pour aEr 

(6. 4. x4) Soit toujours k~R. Nous allons d6finir un autre sous-groupe, not6 HLkl, 
de H. Pour k~< o, Hlk Iest le sous-groupe engendr6 par la rfunion des intersections avec H 
des sous-groupes engendr6s par U ~ , r u U _ , . ,  pour aE~ et r~R. Pour o<k<oo,  
H~k 1 est le sous-groupe engendr6 par les H-composantes (6.3.8) des commutateurs (u, u') 
e t (u ' , u )  avec u~U~,  et u '~U r + s - k ,  oubien  uEU~r et u'eU__~,,, 2 r + s = k  j - - a , $ ~  

(pour a d~crivant ~).  Ici encore, les Htk 1 forment une famille ddcroissante de sous-groupes 
distingu6s de H, et m6me de N. Enfin, on pose Ht~ j=  ~Htk I. 

(6. 4. z5) II n'est pas impossible que la condition 

(Pr) HIklCH(k ) pour tout k~R 

soit toujours satisfaite. Nous verrons plus loin qu'elle l'est dans des cas trbs g6n6raux, 
par exemple d~s que toutcs les composantes irr6ductibles de �9 sont de rang > I, et aussi 
dans le cas des groupes alg6briques semi-simples sur un corps local. 

Remarquons quc les H[k ] sont contenus dans le groupe G' engendr~ par  Its U, 
pour aeq~. Par suite, si Ht~olcH(~ ), alors HI~ Jest contenu dans le centre de G'. 

Exemples (6.4.  I6 ). - -  a) R.eprenons les notations de (6.2.3) a) (G=SL2(K) ) ,  
/ \ 

etsoit  k>o.  On voit ais6mentque H(k) se compose des matrices {x ; } e S L 2 ( K  ) avec 
\ - -  _ I ]  

~o(xuy-t--u)>~o(u)q-k pour tout u~K, et que Hik ]est engendrd par lcs matrices de la 

form  C o)  ux_tu_ ~ avec x, ueK* et r On en d6duit aussit6t que la 

condition (Pr) est satisfaite. Si K est commutatif, on a 

x~ x K" I 
o) 

X . _ I  x ~ K *  

et o~(x2-- i) >_-k} 

et c0(x-- I) ~>k}. 
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b) Reprcnons maintenant les notations de (6.~.3) b) (G est done le groupe des 
points rationnels d 'un groupe alg6brique semi-simple connexe fr ddfini et d~ploy6 sm 
le corps valu6 commutat if  K). Soit k>o.  On v6rifie imm6diatement que 

H(k , -= {te'I']o~(a(t)-- I)>~k pour tout a~(l)}. 

D'autre part, H Nest  engendr6 par les images par les diff6rents homomorphismes ~., 
(pour ae(I) +) des sous-groupes analogues de SL2(K ). Or, si a, be(b et xeK  ~ on a 

( ( ( : ) ) )  (b}a) 
o =x  '~,b, avec n , . b = 2 ~ ,  ce qui montre que H[k jcH(k 1. b ~ x-  ~ 

Supposons de plus f~ simplcment connexe et soit P le groupe des poids de .% On 
salt que l 'application qui ~ teT fait correspondre l 'application p~p(t)  de P dans K* 
est un isomorphisme de T sur Horn(P, K*). Pour ae(I), p e P  et xeK*, on a (((: o)))x p ~a x-  t = avec neZ, d'ofl l'on tire que ~o(p(t)--i)>~k pour tout teHtk 1. 

Inversement, soit (P-)ae II la famille des poids fondamentaux associds ~ la base II de d). 
On a 

d'ofl l'on ddduit que 

Hikl={teTlo)(p(t)--I)>~k pour tout poids peP}.  

S i f r  n'est pas simplemcnt conncxc, H[k ] cst l 'image canonique du sous-groupe 
correspondant du rcv5tcment simplement connexe de N. 

Proposition (6.4-XT). - -  Soit f :  (I)-->R une fonction quasi-concave. Posons 

d ( f ) = inf (inf(f(a)-~-f(-- a), f ( - -  2a) § 2 f (  a) ) ). 
a G O  

Le groupe H f - = H n U  t est contenu dans Htd(fI]. De plus, Hf est engendrg par les 
H~a)=HnN~a) - -HnU~ a) pour acq). 

Ddmontrons la dcrni&re assertion. Soit H '  le sous-groupe engendr5 par los H} a). 
C'est 6videmment un sous-groupc distingu6 de N t. Soit A une base de (I)t, ct soit N x 

le sous-groupc de N t cngendr6 par les N~)taM ~ pour aeA. Vu (6. 4. Io) et (6.4.9)  (iv) 

on a N t = N a H '  et (6 .1 . to )  entraine H ' = H  t. 
Pour achcver la d6monstration de la proposition, il nous sufftt done de montrcr 

que Hi~cHta(t)i pour tout ae(I). Soit ae(I); posons, avec los notations de (6. 4. ~2) a), 

r=inf( f"(a) ,  I- f"(2a)) et s=in f ( f " ( - -a ) ,  I f , , ( _  2a)). 
2 2 

Vu (6. 4 . 12) (I), on a r+s>~o et UJ "1 est contenu dans le groupe engendrd par U, . ,  

et U . . . .  . On en d6duit que II tcHf0 ], d'ofi le rdsultat cherch6 lorsque d=d(f)<<.o. 
Supposons maintenant d~>o; pour r posons 

r~=inf{~f(e,a) le,~{• i, • ~ e , - e } .  
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I1 est facile de voir  que 

r_2<~2r_,, r2<~2r, ,  r,<~r24-r t, r_t~<r_2+rl et r 2 t-r__~>~d>o. 

On peut  done appl iquer  (6 .3 .9 ) ,  qui montre  que, si X ddsigne le groupe engendrd par  les 
H-composantes  des commuta teurs  (u, u') pour  u e U  .... u U~, r, et u ' e U  . . . . . .  u U_z ,  .... le 
produi t  

Y = U_z~ ....  . U  . . . . . .  . X . U a , ,  .U~, , ,  

est un groupe qui cont ient  U} "), puisque r~<~f(-ca). Or, on voit aisdment que rlq-r_t>~d, 
h+r_2>~d, 2r, !-r_2>~d et 2r_,q-h>~d. Par consequent  H~a)cXcH{al  . 

(6. 4. x8) Nous allons main tenant  ~tudier les condit ions sous lesquelles un groupe 
de la forme Uf (ou plus gdn6ralement  X . U f  avec X c H )  normalise un autre groupe 
de la m~me forme. Nous aurons besoin de la notat ion suivante : si f et g sont deux 

fonctions sur �9 & valeurs dans R,  on note J( f ,  g) l 'ensemble des triplets (a, r 7) avec aeqb, 

~, r~e{i, 2} et r ~ f ( - - r  et on d~signe par  Hf, g le sous-groupe de H engendrd 
par  les H-composantes  des commuta teurs  (u', u), avec u'eU_~,f(__~), ueU~,~,g(~,~) et 
(a, ~, ~) eJ ( f ,  g). I1 est imm~diat  que ce groupe est contenu dans H[~? avec 

= d ( f ,  .~) = inf{~g(~a) + ~ f ( - -  ~ )  } (a, ~, ~) ~-j(f, g>}. 

Proposition (6. 4. x9). --- Soient f ,  g : ~ R  deux fonctions quasi-concaves telles que 

(i) f(pa+qb)<~pf(a)+qg(b) pour p, q~N* et a, b, pa Fqbe*.  

Soit X un sous-groupe de H. Pour que Ug normalise le groupe X .  Uf il faut et il st~fit que les deux 
conditions suivantes soient remplies : 

(2) (X, Ug,~)cUf,~ pour tout a e ~ ;  

(3) Ht, g c X . U f .  

I1 est clair que ces conditions sont n~eessaires. Supposons-les satisfaites. II suffit 
de mont rer  que le commuta t eu r  d 'un  dl~ment d 'un  systbme g~ndrateur de Ug avec un 

~16ment d 'un  systbme gdndrateur de X U f  est contenu dans XUf .  Compte  tenu de (2), 
il suffit done de mont rer  que (U~,f(a), U~,g(b))cXU f pour  a, bEq). Si b~--R+a,  cela 
r6sulte de l 'axiome (V 3) des valuat ions (6 .2 .  i) et de la condit ion (1). Sinon, il existe 
ceO telle que a- - - - r  et b---~c, avec ~, ~e{ i ,  2}; si (c, r ~ ) e J ( f , g ) ,  l ' inclusion ~t 

~tablir r~sulte de (I) et (3) ; si (c, ~, ~) q~J(f, g), au t rement  dit si r,f(-- ~c) + ~g(~,c) <~ o, 
on a, vu la condi t ion (~), 

f(b) = f ( ~ ( - -  ~c) + (~ + ~ )  (~,c)) ~< ~f( -  ,c) + (~ + ~ )g(~c) <,e(~c) = g(b) 

d'ofl U~,~(~)c U~,f(~), ce qui ach~ve la ddmonstrat ion.  

Corollaire ( 6 . 4 . a o ) .  - -  Soient f ,  g : r  comme en (6. 4. I9). Supposons de plus que 
pour tout couple (a, b) de racines telles que ae- -R+b,  l'on air g(a)--oo ou f ( b ) = o o .  Alors, 

Ug normalise Uf. 
En effet, on a alors Hf,~--  { i }. 
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Corollaire ( 6 . 4 . 2 I ) .  - -  Soient f et g comme en (6.4.19) .  Supposons de plus que f et g ~oient 
infinies sur 0 - .  Alors, Ug normalise U t. 

Cela r6sulte de (6.4.2o) .  

Corollaire ( 6 . 4 . 2 2 ) .  - -  Soient f ,  g : O-->R comme en (6. 4. 19). Posons 

r = sup({f(a)--g(a)  I a e O } u  {f(2a)--  2g(a) I a , 2aeO}) 

s = inf({f(a) + g ( - -  a)] aeO} u {f(2a) + 2g(- - a), 2f(a) + g ( -  2a)] a, 2aeO}). 

Si X est un sous-groupe de H tel que HI8 ] c X c H(r), alors U s normalise X .  U t. 
On a en effet Ht, acHis 1 et 

Proposition (6 .4 .23) .  - -  Soit f :  O--->It une fonction concave. Pour aeO, posons 

f ' ( a ) = f ( a )  si f ( a ) §  

f * ( a ) = f ( a ) +  si f ( a ) + f ( - - a ) = o .  

Alors la fonction f *  : O-+It  est concave. Soient de plus X un sous-groupe de H et X" un sous-groupe 
distingu6 de X,  satisfaisant aux deux conditions : 

(z) Ht, r, cX*;  

(2) (X', Ut.a)cUt,,~ pour tout aeO. 

Alors, X*. Ut, est un sous-groupe distingug de X .  U t. 

Enfin, soit G le groupe quotient XUt/X*Ut,  et soient U~ .(pour aeO u 20) l'image canonique 

de U,. t(al dans G e t  T celle de X .  H t. Le groupe U~ n'est pas contenu dans U20 si et seulement 

si aEO t et (T, (U.)aeef) est une donn& radicieUe g~ngratrice de type �9 t dam G. 
Montrons tout d 'abord  que, pour  p, qeN*, a, b, p a §  on a 

(3) f*(pa + qb ) <~pf(a) q- q f*(  b ). 

En effet, si (3) n'est pas satisfaite, on a ndcessairement les relations suivantes, puisque 

f (pa + qb) <~ pf(a) + qf(b) : 

f*(pa -b qb) +f(pa -b qb) done f (pa  + qb) = - - f ( - -pa  --  qb) e R;  

f* (b)=f(b)  done f(b) + f ( - -  b)> o; 

f (pa  q- qb) =pf(a) q- qf(b) done f(b) e R. 

On en ddduit que 

pf(a) + (q -- I )f(b) + f ( - - p a  --  qb) =- - f (b )  < f ( - -  b) 

ce qui contredit  la coneavit6 de f (condition (C) de (6 .4 .3)) .  D'o~ (3). 
Comme f ' (a)+f*(- -a)>~f(a)+f(- -a)>~o,  on ddduit  aussit6t de (3) et de (6.4.5)  

q u e f *  est concave, et les conditions (I), (2) et (3) entrainent,  vu (6. 4. i9) , que U t nor- 
malise X*. Ut. ,  d'ofi la seconde assertion puisque X normalise U t. et X ~ 
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Supposons que U , r  , autrement  dit que 

(4) U., t/.) r U., t'(~) �9 U~, t12.) �9 

Ceci implique f (a)+f ' (a) ,  donc f ( a ) + f ( - - a ) = o ,  d'ofi f(2a)=2f(a) et 

Par suite, on a f (a)=f ' (a)eF' ,  et f ( - -a)=-- f (a)eI"_a (6.2. ~6), d 'od f ( - - a ) = f ' (  ..... a) 
et aer 

R6ciproquement, si a ~ t ,  on a f ' ( a ) + f ' ( - - a ) = o ;  comme f ' (a)~f(a)  et 

f (a)+f(-a)>.o,  on a f ( a ) = - f ( - a ) = f ' ( a ) e ~ ,  d ' o ~  f '(a)>f(a) et f'(a)~r'o. O n  en  

d6duit (4), d'ofi U ~ r  
Enfin, la vdrification de la dernibre assertion est immddiate. 

(6.4.~,4) II est clair que Ht, t. cHi0+] et on a (H(0+~ , Uf,.)cUf.,~ pour tout ae~ .  
Par suite, les conditions (I) et (2) de (6.4.23) sont satisfaites si l'on a 

Hi0 ~.] 

Bien entcndu, ccci n'est possibIe quc si 
condition (Pr) de (6. 4. I5). Mais, dans 

cX" cH(0+). 

Hl0+lcH(o+) , par exemple si ? satisfait k la 
tous les cas, il existe des sous-groupes X* satis- 

faisant aux conditions imposdcs en (6.4.22), par exemple Hi, f, lui-m6me. Pour le 
montrer, nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme ( 6 . 4 . 2 5 ) . -  Soient aerb, r e r  a et kelt ,  avec 
veU~, r+kU U~,2r+k et soit h la H-composante du commutateur (v, u). 

(i) Si bzq), bCRa, on a 

(h, Ub, 8)CUb,~+k. U2b.2~+ ~ pour tout seR. 

(h, U,. ,) cU, ,  ~+k.U~,~+k. 

(h, U_~ _~)cU a, _~+k.U_~,-2,+k. 

(ii) 

(iii) 

k>o.  Soient uEU 
.... a ,  - - r ~  

Quitte ~ remplacer q~ par une valuation fiquipollente, on peut supposer, pour 

simplifier les notations, que r = o. 

Soient beq), br et scR;  soient X le groupe engendr~ par U_. ,0u U.,ku U2.,k 
et Y le groupe engendr~ par les Up~+qb, t(p.q)avec peZ,  qeN',  pa+qb~_r et t(p, q)=qs 
si p < o  et t(p, q ) = k + q s  si p>~o. L'axiome (V 3) des valuations montre que X norma- 
lise Y e t  que le commutateur  d 'un filament de U_a,0u Ua, kU U2.,k et d 'un 61dment de Ub, . 
appartient ~ Y. On a donc (X, Ub,,)cY, de sorte que, compte tenu de (6. i .6), 

( H n X ,  Ub.~)cYC~Ub=Ub, k+.,.U2b, k+2 ~ 

ce qui dSmontre (i). 
D6montrons (iii). Soit xeU ~, 0 et soit Z le groupe U_2~,k.U_,,k.H.U,,k. Ua,,k 

(6.3.9).  Vu (6.3.7),  il existe 22eU_~.k, y~eU_a,k, z~eU~, k et z2eU~,~ tels que 
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(v, u)=yaylhzlz2. D'aut re  part ,  v e t  les commuta teurs  (v - t ,  x), (v-~, xu), (x, yi) et (x, Zi) 
appar t iennent  tous & Z. Par suite, on a 

xvu = v(v - t ,  x)xueZxu et xuv = v(v - t ,  xu)xueZxu 

d'ofl x(v, u ) x - t e Z .  Mais xy~x-'=(x,y~)y~ et xz~x-~=(x, z4)z4 appar t iennent  aussi "X Z. 

Par  suite, on a xhx--~eZ et (h ,x)eZnU_~=U_~,k .U_2a,  k , &off (iii). 
Enfin, (ii) r~sulte de (iii) et du lemme suivant : 

Lemme ( 6 . 4 . 2 6 ) . ' - - S o i e n t  aer hell ,  r e l ' ,  et ke l l  avec k > o .  Si l'on a 
(h ,U ~_~)cU ~ U alors on a aussi ( h , U ~ , ~ ) c U ~ k .  U2~2,.:k. 

- -  , - -  , - - r + k "  - 2 a ,  - 2 r  b k ,  , , 

O n  peut  supposer r = o .  C o m m e  oeFa ,  le groupe U., 0 est engendr6 par  r 
et, commc h normalise U.,k.U~_.,k, il suffit de mont rer  que (h, x)eU~,k.U2~,k pour  

xeq0~-t(o). Posons x - x ' m x "  avec x ' , x " e U  a,0 ct memo, 0. Alors 

(h, x )=h.x ' .mh-~m-t .m(h,  x")m-~.x '-~ 
e l l .  U-~,  o. H-Ua,  k. U~,  ~. U-~,  o c U-~, o. H .  U~, ~. U~, 

d'ofl le lemme. 

Proposition ( 6 . 4 . 2 7 ) .  - -  Soient f ,  f* comme en (6 .4 .23) .  Le sous-groupe Hf, t* est distingud 
dans H et on a (Hr, t. , Uf, b)cUt.,b pour tout beap. 

La premiere assertion est 6vidente, puisque H normalise tous l e s  Ua, k. C o m m e  Hf, t. 
et Uf, b normalisent  Uf.,b , il suffit de ddmontrer  que,  si h est la H-composan te  du 
commuta t eu r  d 'un  dldment ueU_~,:(_~) et d 'un  ~ldment veU~,~,:.(~,~) avec aE(D r6d, 

r  2} et ef*(~a)+r,f(--ea)>o, et si xeUb,:(~) avee beap, alors (h,x)eUb, t.(b ). 
C'est dvident si f*(b)=f(b)  ou si f (b)r Si bCRa, cela rdsulte de (6 .4 .25 )  (i). 
Supposons que f ( a ) e F ~ ,  f ( a ) + f ( - - a ) = o  et be{_+ a, :- 2a} ; alors u e U _ ~ , t ( _ ~ ) e t  
veU~,r(a)+uU2~,2t(a) + (notons que, si 2aer on a alors f ( 2a ) - -2 f (a )=- - f ( - -2a ) ) ,  et 
notre assertion r~sulte de (6 .4 .25)  (ii) et (iii) (en prenan t  r=f(a) et k = o + ) .  

I I n e  nous reste & examiner  que le cas off f(a)-4-f(--a)>o, f ( 2 a ) + f ( - - 2 a ) - - o ,  
f (2a)e I '2a  et b : •  Posons f(2a)=2r.  O n  a f(a)>r, sinon la eoncavit6 d e f e n t r a i -  

nerai t  f(--a)<~f(--2a) +f(a)<~ ~f(--2a)<~ - - f (a) .  De mfime, f ( - - a ) > - - r  et o n  uEg_a, a 
~ r 

et veUa. r+uU2a,  2,+. D'apr~s (6 .4 .25)  (ii) et (iii), on a donc 

(h, u •  2o, • 23 c (h ,  u •  o, n 2o c u =  o, •  u •  = u •  2., 2.+ 

ce qui ach~ve la d6monstrat ion.  

Proposition ( 6 . 4 . 2 8 ) .  - -  Soient f ,  g, h : ~P--->R trois fonctions quasi-concaves. Posons 
f l = i n f ( f ,  h) et gl----inf(g, h) et supposons que, pour p, qeN* et a, b, pa +qbeap, l'on ait 

( i ) h(pa + qb) <pf~(a) + qgt(b). 

Soient de plus X et Y deux sous-groupes de H tels que 

(2) (X, Ug, ~) u (Y, U:, ~) u (H:~, ,,, U:,~ u Ug, a) c Uh, . 

pour tout aeep. 
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Alors, le pro&tit (X, Y).  Hi, ' ~1" Uh est un groupe contenant le groupe des commutateurs 
(X.  U r, Y. Ug). 

Mont rons  tout  d ' abo rd  que si acgO, et z, r ,c{I,  2} sont tels que - z a ,  "~acgO et 

~f~(--aa)-+-.~gl(-qa)<~o, alors on a h(--ea)----fl(--~a ) et h(~a)-g:(r~a). En effet 

h("~a) = h ( ~ ( - -  ca) -t-(~ @I ) ('t]a)) ~< ~f l  ( - -  ~a) -t- (e ,~- I )gl(~a) ~<g, (:qa) 

h(--  ea) ---- h( (~+ ~) (-- ~a) + e( ~a) ) <. ( ~+  ~)f~(-- ea) -k egl(~a) <~fl(-- ea). 

Ceci dtant, montrons  que U t normalise Ht, ' g. U h. D'apr6s (6 .4 .19) ,  et compte  tenu 
des condit ions (t) et (2), il suffit de mont rer  que Ht, h c H t , , g . U  h. Soient donc acgO et 
~, ~c{ i ,  2} tels que - -ca ,  "r, acgO et que "~f(--ea)-k~h(~a)>o, et soient ucU_ --~,t(-~), 
vcU~,,,n,,,~ ) et x la H-composan te  du commuta t eu r  (u, v). Si ~f l ( - -ea)+eg, ( '~a)>o,  on a 

x~Ht,.g ,. Si f ~ ( - - e a ) < f ( - e a ) ,  on a h( - -~a )<f ( - - ea )  et (u ,v )eUa ,  donc x e U n .  
Enfin, si f~(--~a)  = f ( - - ~ a )  et ~f~(--ea)  -}-egt(~a)<~o, on a d 'une  par t  h('t~a)=g~(~a) 
d'apr~s ce qui a dt6 vu ci-dessus, d ' au t re  par t  

~h(~a)> --  -r~f(-- ~a) = --  r,f~ (-- ea) >1 ~gt ( r~a) 

d'ofi une contradict ion.  On  montre  de m6me que Ug normalise Ht,,o , . U  h. 
Mont rons  main tenant  que (Ut, Ug)cHt , ,~  . U  h. D'apr6s ce qui pr6c6de, il suffit 

de montrer  que (U~,t~l, Uo, g (~ )cHr , , g .U  h pour  a, be(1). C'est 6vident d 'apr6s (V 3) 
et (~) si be- -R+a.  I1 nous reste 5. mont re r  que  (U  ..... t(_~), Ur, a,~ir, a))cHf,.g . U  h pour  
~ , ~ e { t , ~ }  e~ ----a, ~acgO. Si ~gt(-~a)+~f~(--~a)<<.o, cela r6suhe des in6galitds 

h(--ea)<~f(--~a) et h(~a)<<.g(~a) dtablies plus haut.  Si ~g,(~a)-k~f~(--:a)>o,  cela 

rdsulte de (6 .3 .9 )  et de la ddfinition m6me de Ht, ,~. 
Par  ailleurs, H,  donc tout  sous-groupe de H e t  en part iculier  X, Y et (X, Y), 

normalisent  Hi, ' ~, et U~. Par suite, (X, Y). Hr,,~. Un est bien un groupe.  D 'au t re  part ,  

(~) entraine que (X, Ug)~(Y,  U t ) c H r , , g . U  ~ puisque U~ et U~ normalisent  H t , , g . U  ~. 
Enfin, soient x e X ,  y c Y ,  ueU  t et veU~. On  a 

(xu, y v ) = x y . ( y  -~, u).(u, v).(v, x - ' ) . x - ' y  -1 
c x y . x - ' y - '  . yx(Ht , ,g .U, , )x- 'y - '  c ( X ,  Y). Ht , ,g .  U,, 

ce qui ach6ve la ddmonstrat ion.  

Corollaire ( 6 . 4 . 2 9 ) .  - -  Soient A une partie de la base II de gO et u~. l'ensemble des racines 
positives qui ne sont pas combinaisons lingaires d'dlgments de A. Soient f ,  g : gO-+R deux fonctions 
quasi-concaves. Supposons que f (resp. g) soit infinie sur C~" (resp. sur - - ~ ) .  Pour aegO, posons 

h(a) = ,,/(a,) + ,g(be)} 

la borne inf~rieure dtant prise sur l'ensemble des couples de suites finies non vides (ai) et (hi) d'dlgments 
de gO, tels que ~ai~-  ~,bj -a.  Alors, la fonction h: gO-+R est concave et (Ut, U g ) c U  h. 

3 

I1 cst immddia t  quc h cst concave et satisfait ~t (6. 4 .28)  (i) (avec f l = i n f ( f ,  h) 

et gl -- inf(g, h) ). D'au t re  part ,  si a = ~ a i + Y ~ b j e - - t F ,  alors l 'un au moins des a, oa 
3 

l 'un au moins des b e appar t ient  ~ - - ~ ' ;  on a donc h(a)--oc, d 'od  f t (a)=gl(a)-~oo;  

1 4 5  
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si a = ~ a i - l - ~ 6 e ( - q ) ~  nC~F), et si t ous l e s  a, appar t iennent  ~ ~F, alors l 'un au moins 
3 

des bj appar t ien t  ~t _u/ .  et on a h(a) - -o% d'ofi f t ( a ) = o o .  On en conclut  ais6ment 

que Hf,, g, = { i } et le corollaire rfisulte de (6.4-  28). 

Corollaire ( 6 . 4 . 3 o ) .  - -  Soient f . , g. : ( l ) u { o } ~ R  deux f onctions dont les restrictions 

a r sont quasi-concaves. Soit h, l'application de O u { o }  darts ~ u { - - o o }  dgfinie par 

+ 

la borne inflrieure gtant prise sur l'ensemble des couples de suites finies non vides (a~) et (bi) d'Llgments 

de @ u { o }  tels que a = Z a , - -  Y~bi (l'ordre sur R u { - - o o }  gtant dgfini de manikre &idente 
i j 

par - - o o < k  pour tout k e R ) .  
Si h.(o) + - -  ~ ,  on a h.(a)+ -- oo pour tout aErb et la restriction h de h. h �9 est concave. 

Supposons en outre que Hih.(o/]cH(~.(o) ) (par exemple que ? satisfait h la condition (Pr)) et soit X 

(resp. Y) un sous-groupe de H(r,(o) ) (resp. H(g,(ol)). Alors on a 

(X.  Ur, Y. Ug) c (X, Y). H[h ,,0)]. Uh. 

On  vdrifie en effet aisdment que, avec lcs notat ions de (6 .4 .28) ,  on a Ht, ' ~, c Hth.(0~ 
('t que les condit ions (1) et (~) de (6 .4 .28)  sont satisfaites. 

Corollaire (6. 4. 3 x ). - -  Soient f et g deux fonctions lindaires sur O. Posons 

k = i n f { g ( a ) - - f ( a ) l a e O  + }. 

On a (U/, U+)cUL . 

Appl iquons  (6 .4 .29) ,  avec A----O (d'ofi q~ '=O~ et C~F-=--~F==O-),  aux deux 
f o n c t i o n s f  '~ et g+ dgales ~ oo sur O -  et 6gales h f e t  g respect ivement  sur �9 +. Ce sont bien 
des fonctions concaves et on a U~-=Ur§ , U ~ = U 0 §  Soit h la fonction associde ~ f +  

et g~ comme en (6 .4 .29 ) .  O n  a h ( a ) - o o  pour  a ~ O - ;  si a~O +, on a 

h(a) ----- in f {~ f (a , )  + ~g(b~) } 

la borne  infdrieurc dtant dtcnduc aux couplcs de suites finies non rides (ai) et (bj) 

d'dldments de (1) + telles que a = ~ a  i-L Y, bj. Par suite 
J 

h(a) = inf{f(a)  + ~] (g(b~)--f(bj))}>~f(a) + k. 
3 

On remarquera  qu' i l  n'est pas ndcessaire de supposer g lin~aire : g quasi-concave 

suffit. 

Corollaire ( 6 . 4 . 3 2 ) .  - -  Soit L une demi-droite d'origine o de V', contenue dans D o. Pour 

xeA ,  ddsignons par U 2  le sous-groupe engendrg par les Ua, k-a(~-~) pour aeO +. Il existe une 

constante k avec o<k~< i telle que l'on ait 

(u2 ,  c 

quels que soient les points x et y de A tels que x -  y ~ L .  

1 4 6  



GROUPES RI~,DUCTIFS SUR UN CORPS I,OCAL t47 

infa(v) 
a(u) ~ Soit v un dlgment de L ;  posons k - - s u  p les bornes infdrieures et supdrieures 

6tant 6tendues aux a ~  +. On a o<k~<I .  Soit t ~ R ~  tel que x = y + t v  (x ,y~A).  

D'apr&s ( 6 . 4 . 3 I ) ,  on a 
(Uz-', gv~) c Uh ~- 

avec h(b) = --  b(x) + t. inf,  a(v) >1 - -  b(x) + b(ktv) . . . .  b(x + k ( y - -  x)). 

Notons que si �9 est de rang un et de type BCt ,  on a k = i /2.  Si �9 est de type A1, 

on a (Ux ~, U + ) = { I }  quels que soient x, y e A .  

( 6 . 4 . 3 3 )  Nous allons main tcnan t  dtudier plus en ddtail les sous-groupes HEh. 1 

et H(k ) et la condi t ion (Pr) de (6. 4. 15). 
Proposition. - -  Quels que soient k, fEff,, le groupe des commutateurs (H~k/, H(t)) est 

contenu dans H(~+t ). SiHI~1cH,k/, alors, pour ae@ et m e m  o , on a (m, H(k))cH N. 

Pour d6montrer  la premiere assertion, on peut  supposer k , l > o .  Soient heH,k ) 

et h'EH(t ) et soient a e ~  et xER. Pour yeR_,. ,  posons 

X~ = U~,~+v. U~o,~ ~ cUo,~. 

D'apr~s (V 3), le groupe des commuta teurs  (Xv, X,) est contenu dans Xv ~, pour  y,  z e R +  
et X v est un sous-groupe distingud de U~. ~--X~. Soit alors uelS~, ~ ; posons v =(u  -~, h -~) 

et v ' = ( u - t , h ' - t ) .  Par d6finition (6 .4 .  I3) , on a v~Xk, v ' E X t ,  ( h - ~ , v ' ) a X k + t  et 
( h ' - t ,  v)eXk r t. Par  suite, on a dans U,,~ les congruences suivantes modulo  Xk+ t : 

h - I v , h - v ,  

h - - lh ' - luh 'h  = h-auv'h = h - l u h v  ' =  uvv' 

et de m~me h ' - l h - t u h h  ' - u v ' v .  

Comme (v, v')~(Xk, X t ) c X ~ + t ,  on en ddduit  

h - l h , - l u h ,  h - h , - l h - l u h  h, 

et ((h, h'), u ) eXk+t ,  d'ofi la premiere assertion. 
Supposons main tenan t  que H NcHIk ) et posons m--u 'uu" ,  avec ueU,.~ et 

u ' , u " e U  .... _~. Soit Y l e  groupe U_z , ,_2~+k.U ..... _ ,+k.  HN.U,,~+k-U2~,z,+~ (6 .3 .9)  
si k > o  et le groupe engendrd par  U,, r et U~, _,  si k~< o. On  d~duit  aussit6t de (6. 4. 19) 
que Y est normalis6 par  U~., et par  U_~, __~. Soit alors h~H(~ ). Comme le commuta teu r  

de h avec u, u' ou u" appar t ient  ~ Y, on a 

(m, h ) = u ' u u " h u " - t u - t u  ' -th-~ e u ' u Y h u - ~ u ' - t h  - t  - u ' Y u h u - ~ u ' - t h  -~ = u ' Y h u ' - t h - t =  Y 

d'ofi ( m , h ) e Y n H = H  N. 

Proposition (6 .4 .34 ) .  - -  Soit kerr ,  avec k > o ;  pour qu'un glgment h de H appartienne 

?z H(~), il faut  et il suffit que l'on air 

(I) (h, U~ , , ) cU  . . . .  ~'U2~,~r+~ pour tout r e R ,  

quelle que soit ae II. 
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Notons tout  d ' ab o rd  que si (i) est vraie pour  une racine a~q~, alors elle est satis- 
faite si on remplace a par  ~a. Ceci 6tant, il suffit, pour  d6montrer  ta proposit ion,  de faire 
voir que la condi t ion << (I) est satisfaite pour  les 6ldments a de la base 11 ~ est ind6pendante  
du choix de l-I. Pour  cela, il suffit de d6montrer  les deux assertions suivantes : 

(2) Si (i) est satisfaite pour  aeq), elle l'est aussi pour  - - a .  
(3) Si (i) est satisfaite pour  deux 6ldments distincts a et b de l-I, alois elle l'est 

aussi pour  c=r~(b) .  

Or,  (2) n'est autre  que le lemrne (6 .4 .26) .  D6montrons  (3); soit uEU~, avec u ,  i. 
Puisque a e t  c sont l indairement inddpendantes,  on peut  supposer,  quit te ~t remplacer  
par  une valuat ion dquipollente, que % ( u ) - - o  et que oeI '~.  Soit alors wq~-X(o); posons 

m--m(v) et v'=m-~um. Pour  tout  t e R ,  notons Xt  (resp. Yt) le groupe engendr6 par  

les U ~ :  q~,e pour  p, qeN*, p a + q b ~  (resp. et pa+qb6{c, ~c}). D'apr~s (6. ~.8), u est 
l 'unique dl6ment de U,  tel que (v, v')~uY o. D'au t re  part ,  on vdrifie aussit6t, 
d 'aprbs ( 6 . 4 . ~ i ) ,  que  X~ est distingu6 dans X~. C o m m e  hvh-~-v  et hv'h-t--v  ' 
modulo  X~., on a aussi h(v,v')h-~=-(v,v ') modulo  X~., et huh-~=u modulo  

X~Y 0 n U~ = U,, ~. U.~, ~ (6 .4 .9 ) ,  ee qui d6montre  (3). 

Proposition (6 . , t .35) .  - -  Si q) n'a pas de composante irrlductible de rang un, alors la 
condition (Pr) est satisfaite. 

Soit k~R. avec k;>o, et soit b e ~ .  I1 nous suffit de mont rer  que,  si h e l l  est la 

H-composan te  d 'un  co mmu ta t eu r  (v, u), avec ueU_b,  ~ et v~Ub,~+~uU2b,~,_._ k (avec 
rer~), alors heH(k ). Or,  le lemme (6 .4 .25)  montre  que la condit ion (6-4-34)  (I) 
est satisfaite pour  toute racine a6IIb et l 'hypoth~se faite sur q) entraine que l 'on peut  
choisir la base 1-I de q) de telle sorte que bCRI1.  Notre  assertion est alors consdquence 

de (6 .4 .34)-  

Remarque ( 6 . 4 . 3 6 ) .  - -  U n  ra isonnement  plus compl iqud pe rmet  de mont re r  que 
la condi t ion (Pr) est satisfaite dSs que q) ne contient  pas de composante  irrdductible 
de type BC1. Nous ne connaissons d'ail leurs pas d 'exemple  oh elle ne l'est pas. 

(i) 
(2) 

Proposition ( 6 . 4 . 3 7 ) .  - -  Supposons satisfaite la condition (Pr) et soient k, t e I I .  . On a 

(H(k), H[tl) cHik+ tj 

(H[kj, H[tl) C Ht~ t t]. 

Il suffit de ddmontrer  (I).  O n  peut  supposer k2>o, et comme Htk__tl est distingu5 

dans H, il suffit de p rouver  que le commuta t e u r  d 'un  dMment de H(k ) et d 'un  61dment 

d 'un  syst~me gdn6rateur  de Hit I appar t ien t  ~t Hik ~ t]. Soit alors aeq~ et r a N ;  le groupe 
engendrd par  U ~ , _ r u U  .. . .  ~ t u U 2 ,  ,2r~t est alors le groupe Ur, o f l f e s t  la restriction 

/~ �9 de la fonction f . :  q ~ u { o } - , R ,  d~tinie par  f . (b)--oo pour  beq~u{o},  b#+a,  :k2a, 
f . ( - - 2 a ) = - - 2 r ,  f . ( - - -a)=--r ,  J ; (a ) - - r+ t  et f . ( 2a ) - -2 r+t .  II suffit de mont rer  que 

(H(~), U t n H)  c Hik + tl" 
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Posons g,(b)----oo pour  beq) et g,(o)~-k  et appl iquons (6 .4 .3o) ,  avec X = { I }  et 
Y=H:~.). On  en d6duit  

(H(k), Uf) c H[h,:0) 1 . U h 

off h est la restriction ~t (I) de la fonction h, :(1)u { o } - ~ R  ddfinie par  h,(b)=oo pour  
beO, b+'-.-_a, A2a, h , ( o ) = k + / ,  h , ( - - 2 a ) = k - - 2 r ,  h , ( - - a ) = k - - - r ,  h , ( a ) = k + l + r  et 

h , ( 2 a ) = k + t + 2 r .  Mais (6 .3 .9 )  entraine que UhnHc HL 2k~ t lCHik+ t l ,  ce qui  ach&ve 
la ddmonstrat ion.  

Difinition ( 6 . 4 . 3 8 ) .  - -  On appelle pro longement  de la valuation ~? une application 
% : H ~ R+  u {oo} satisfaisant aux deux conditions : 

(P i) Pour tout k e R ,  l'image rlciproque U0, k = % - l ( [ k ,  oo]) est un sous-groupe de H 

et on a H!k I C U0, k c H(k ) . 
(P2 )  Pour k , r  on a (U0, k, U0, t )cU0,  k~_ t. 

On dit que q~ est prolongeable  si elle poss~de un prolongement. On appeUe valuat ion 
prolong6e de la donnle radicielle (T, (U,))  un couple (~, r162 formg d'une valuation ~b de (T, (U,)) 

et d'un prolongement ~o de 5.. 

R e m a r q u o n s  que la condit ion (P 2) entraine que chacun des Uo, ~ est un sous- 

groupe distingu~ de U 0 , 0 = H .  La condi t ion (P I) jo inte  ~ (6 .4 .33 )  montre  mfime 
que U0. k est un sous-groupe distingu6 de N. D 'au t re  part ,  (P i) et (P 2) restent valables 
si l 'on admet  la valeur oo pour  k ou t. Notons  encore que la condi t ion (P I) peut  s 'expliciter 

ainsi : quels que soient aegO, h, k e R ,  U0, ~. est un groupe et l 'on a 

(e ,') (go, h, go, A cuo, U,,o, 2h+k. 

(P i " ) L e s  H-composantes  des commuta teurs  (u, u') et (u', u) avec u e U  . . . .  
u'eU_~, ,  (resp. u'eU__2,,~) avec r + s = k  (resp. 2 r + s = k )  appar t iennent  ~ Uo. k. 

Proposition (6.4:- 39)- - -  Pour que la valuation ~? soit prolongeable, il faut  et il suffit que 
la condition (Pr) de (6. 4. I5) soit satisfaite. 

Il est clair que (Pr) est n~cessaire. R~ciproquement ,  si (Pr) est satisfaite, les deux 

fonctions ~[Ol et q0(o ) d~finies par  

?i01(h) = sup ( { k e R  I h~H[kl} u {o}) 

~0(0/(h ) = sup {ke R]  hell(k)} 

(pour h e l l )  sont, d 'apr6s (6. 4. 37), des prolongements  de q~. 

( 6 . 4 . 4 0 )  Dans la suite de ce travail,  nous poserons U 0 = H. Cela rend plus cohd- 

rentes les notat ions U,, k pour  a e q ) u { o }  et k e N  et se justifie par  le fait que  H j o u e  /~ 
certains dgards, re la t ivcment  ~ l'616ment o de V*, le m6me r61e que  les groupes U ,  relati- 

vement  aux racines ae(I). C'est par  exemple ce que  montre  la proposi t ion suivante, 

qui fait appara i t re  le paralldlisme entre o e t  les racines vis-a-vis d 'une  valuat ion 

prolong6e. 
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Proposition (6 .4 - ' t  x ). - -  Pour a e q) u {o}, soit +~ une application de Ua dans R u { oo }, 
avec +0(u)>~o pour tout u e U  0. 
de la donnge radicielle (T, (Us)), 
tions (V o), (V r), (V 2), (V 4) 
deux conditions suivantes : 

(V i his) Pour tout k e l i ,  

Pour que le couple ( (+ , ) , e r  +o) soit une valuation prolongle 
il faut  et il suffit que les applications d~, satisfassent aux condi- 
et (V 5) de (6 .2 .  I) (o~ l'on remplace la lettre ~ par ~) et aux 

l'ensemble Uo, k = ~o-l([k, oo]) est un groupe. 
(VP) Soient a, b e O u { o }  et k, l e R .  Soit ~ l'ensemble des glgments de ( l )u{o} de la 

forme paq-qb avec p, qeN*; pour ce~F, posons k ( c ) = i n f { p k + q E I p ,  q e N * , p a + q b = c  }. 
Alors, le groupe des commutateurs (Ua, k, Ub, t) est contenu clans le produit des groupes Uc, k(,) 
pour ce~" et c/2eq p, pris clans un ordre convenable. 

O n  vdrifie a isdment  que ces condi t ions  sont ndcessaires. Supposons-les satisfaites. 
Alors, ~ = ( ~ a ) ~ e .  est une  va luat ion ,  car  (VP) pou r  bf~--R+a n'est  autre  que (V 3). 
De plus, (VP) entra~ne (P 2) (prendre  a = b ---- o) et impl ique  que U0.kcH(k / (prendre  
a = o  et bed)) et que HLrlcU0, r (prendre  ae@ et b = - - a ,  k + t = r ,  ou b = - - 2 a ,  
2 k + e = r  et utiliser (6 .3 .9 ) )  . 

Ddfinition ( 6 . 4 . 4 2 ) .  - -  Soit % un prolongement de q~. Pour toute fonction f :  d) u {o}-+R,  
notons encore U r le sous-groupe de G engendrg par les Us, r(,) pour ae(1)u{o} (pour k - - r + ,  
avec r e R ,  on ddsigne par U0. k la rdunion des U0, s pour s e R u  {oo}, s > r). On dit que f est quasi- 
concave (relativement ?z (~, %)) si la restriction de f ?z @ est quasi-concave et si Hfl r est contenu 

dans Uo, r(o)- 

Si f :  ( I )u{o)-->R est concave (6 .4 .4 )  , alors f est quasi -concave : cela r6sulte 
de (6 .4 .  I7), puisque  f (o)<~d(f[rb) .  D'au t re  part ,  si f est quasi-concave,  on a 

U r n Uo = Uo, r(o). 

Proposition (6 .4 .43) .  - -  Soit ~o un prolongement de ? et soient f ,  g : q ) u { o ) - ~ R  
deuxfonctions quasi-concaves telles que f (pa~-qb)<.p f (a)+qg(b)  pour p, qeN*, a, b e t  
pa § qbe~  u {o}. Alors, U r est normalisd par Ug. 

En effet, on  a Ufi~,al~CUo, f(o) et 

(Uo, rco), Us, ~o)) c (H(r~o;~, Us, ~s)) c Us, ~Is;. r(o). U~., ~(o) + r(o) c Us, r(o)" U,,o, r("--) 

et il suffit d ' app l ique r  (6 .4 .19)  (avec X -- Uo, r(o)). 

Proposition ( 6 . 4 . 4 4 ) .  - -  Soit ~o un prolongement de ~. Soient f ,  g :  d ) u { o } - ~ R  deux 

fonctions quasi-concaves et soit h :  (I) u {o} ~ R u {--  oo} dgfinie par 

h(a) = inf{Y,f(a,) -t- ~g(bj) } 
i j 

la borne infdrieure grant prise sur l'ensemble des couples de suites finies non vides (a~) et (bj) 
d'glgments de (I)u{o} tels que a = Z a , +  Zb~. Si h ( o ) , - - o o ,  alors hes t  concave et on a 

( U  t, U , )  c U~. ; J 

C'est un  cas par t icul icr  de ( 6 . 4 . 3  ~ (cn p renan t  X = Uo, r(o) ct Y =  Uo, g(o)). 
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Proposition (6 .4 .45) .  - -  Supposons la valuation ~ prolongeable (c'est-&dire que la condi- 

tion (Pr) est satisfaite). Soit f :  (I)-+R une fonction quasi-concave. On suppose qu'il existe une 

fonction lingaire XeV et un k e l (  avec k > o +  et f > ~ Z + k  (cf. (6.4.6)) .  Soit H'  unsous- 
groupe de Hik I. Posons Z = H ' . U  r et, pour heN* 

z,, = z ( V " ( H ' ) .  

Alors, on a : 

(I) (Z,, Z , , ) cZ  ..... , quels que soient n, n'eN*; 
(2) ~"(Z) cZ,, quel que soit neN*; 
(3) ~~176 cH(~o. (qui est, rappelons-le, le centralisateur du groupe engendrd par les U ~ 

pour ae@ (6.4. i3));  
(4) si H'cHIkl ,  alors ~ ( Z )  est contenu dans Hiool et est contenu clans le centre de Z. 

Si de plus Hr~ 1 ={I} ,  alors Z est pronilpotent. 

Appliquons (6.4.3o),  en prenant pour f .  (resp. g.) la restriction "~ (1)u{o} de 
la fonction )~+nk (resp. X4-n'k)  et pour X (resp. Y) le sous-groupe ~f"(H').Hi,kl 

(resp. c~"'(H').HI,,k: ). Vu (6.4.33), on a bien XcH(,,k)=H(r.,0)) et YcH(,,k)cH(g.(0) ). 
Avec les notations de (6.4.3o),  on a h.>>-X-t-(n+n')k et (I) en rdsulte, compte tenu 

des relations (c#"(H') ,~" ' (H' ) )~cg"+"(H')  et (H(,,~),Ht,,~l)cHt(,,~,c)k I ( 6 . 4 . 3 7 ) - O n  
en ddduit (~) et (3), en utilisant (6.4.33),  (6.4.9) et (DR6) .  Enfin, si H ' cH~I ,  on a 
c#"(H') r d'o~ ~f~(Z) cUr~ I. D'autre part, Zes t  contenu dans le groupe engendrd 

par les U,  pour ae(P et (4) r6sulte de (6. 4 .~5). 

Corollaire (6 .4 .46) .  - -  Supposons ~ prolongeable et discr?te et soit e e R ~  tel que I ' , cZe  
pour tout ae(I). Supposons de plus HE~ 1 --{~}. Reprenons les hypothkses et notations de (6.4-23)- 
Alors, Hr, f. c HI, ~. Si X* c Hr~l, alors X ' .  U t, est un sous-groupe distingug pronilpotent 

de X . U , .  
Nous avons vu (6.4-24) que Hr, r* r-Hi0 +1 et il est clair que Hi0 ~.! = HH" Pour a e(P, 

posons g(a)=in f { teZe l t> . f* (a)} .  I1 est clair que Ug----U r, et que g est quasi-concave. 
De plus, vu (6.4.6),  il existe une fonction lin~aire X et keN*,_ tels que g > X + k .  On 

peut supposer k<~e. Nos assertions rdsultent alors de (6.4.45), vu (6.4.'~3). 

Remarques (6 .4 .47) .  - -  (~) l'hypoth6se faite en (6.4.46) que I 'acZe pour tout aeO 
n'est pas bien restrictive. En effet, les r~sultats de (6.2.23) montrent que toute valuation 
discrete est dquivalente (6.2.5) ~ une valuation jouissant de cette propri6td. 

2) Reprenons les hypotheses et notations de (6.4.23) et (6.4.46). On peut 
prendre X = H  et X * =  H~ .  Le groupe H . U  rest alors extension de G = HUr/HEdUf,, 
qui poss~de une donn~e radicielle g6ndratrice (H/HL4 , (Ua)) de type Or, ce qui l 'appa- 
rente k un groupe algfibrique rfiductif, par le groupe pronilpotent HE~I.Ut,. Nous 
retrouverons cette situation plus tard, dans le cas des groupes alg~briques semi- 

(1) Pour  tout groupe X, on note ~'n(X) le n-i~me terme de la s~rie centrale desccndante  de X, de sorte 
que ~ I ( X ) - - X  et ~6 'n+l (X)=(rd~n(x) ,x) ,  et on pose cd~(X)--  [7 cgn(X). 
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simples sur un corps local : G sera alors Ic groupe des points rationnels d 'un groupe 
algdbrique rdductif sur le corps r6siducl k ct K c r ( H . U t ~ G  ) le groupe des points 
rationnels d 'un groupe proalgdbrique prounipotent sur k, le << radical prounipotcnt >> 
de H.  U r. 

Proposition (6.4.48) .  - -  Soit g :  Ou{o}-->R une fonction concave tel& que g(o)>o.  

Soit f : O--->R une fonction quasi-concave majorant la restriction de g ~ �9 et soit X un sous-groupe 

de H contenant Hg. Soient (al,  . . . ,  am) [es gllments de �9 r~d ranggs dans un ordre quelconque et 

soit j e N ,  avec o~j<<.m. Soit 

z~: X •  II U r o - + X . U  t 
l ~ i ~ m  ' 

l'application (x, ua, �9 �9  u,,,) ~ u l .  �9 �9 ujxuj ~ 1. �9 �9 u,,. 
(i) L'application zj est injective. 

(ii) Si, pour tout aedO, le groupe U , ,  muni de la structure de groupe topologique admettant 

la famille des U,. k (pour keR)  comme syst~me fondamental de voisinages de I, est complet, 

alors vj est b~iective. 
On se ram~ne ais~ment au cas o5 j = m  et o~ �9 est irr6ductible, ce que nous 

supposons ddsormais. Si (I) est de rang un, la proposition r~sulte de (DR 6), (6.4.9) et 
(6.4. IO) (notons d'ailleurs que l'hypoth~se faite en (ii) est inutile dans ce cas). Supposons 
d6sormais �9 irrdductible de rang 1> 2; la valuation q~ est alors prolongeable (6. 4. 35), ce 
qui nous permettra d'utiliser (6.4.45).  

Soit u e X . U t ;  on sait ((6.4.9) , (6. 4. io) et (6. i .6)) qu'il existe une suite (u~')~<i<,,, 
et une seule telle que u~'eUt,,i  pour tout i, et que 

( i )  ue (  II  u; ' ) . (  I I  u i ' ) .X 
l ~ i ~ m ,  a iEO + l ~ i ~ m ,  a i ~ O -  

(ce qui cntrainc d'aillcurs que "~j cst toujours bijective dSs quc aie(l)' pour I<<.i~m/2). 

Soient de plus ui, u~eUt.,i (I ~< i~< m). Il existe alors une fonction h sur O, ~ valeurs dans 

l lu{oo} (et non dans R), supdricure ~ t f "  (avcc lcs notations dc (6. 4 . I2) a)) et telle 
quc l'on ait 

Ui, Ui, UitEUai, h(ai). U2ai, h(2ai) pour i <<.i<~m. 

Pour aeq~ ~d, on a h(a)>~f"(a)>~f(a)>>.g(a) et, lorsque 2aeq), on a 

h(2a) >~ f"(2a)>1 inf(f(2a),  2f(a) }>/ inf{g(2a),  2g(a) }>~g(~a). 

Soient alors Z ~ V  et kelR, k>o,  tels que h>~Z+k (6.4.6).  
Posons Z=HN.Ux+~ .  , Z,=H[,~] .Uz+,~ (pour neN')  et Z~o=HI~ ]. Supposons 

qu'il existe x , x ' ~ X  et qeN*u{oo} tels que 
t ! t (2) u~. . .  u,,x = u~ . . .  u,,x modulo Zq 

(notons que Zq est un sous-groupe distingu6 de H. Z et que les u ie t  les u~ appartiennent 

~t Z). Nous allons alors montrer, par rdcurrence sur n, que, pour tout i e t  tout entier 

n <~ q, l 'on a 

(3) ui tu~ = vceZ,  n U~ = U x_,,~, ~ . 
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C'est Evident si n = I .  Si (3) est satisfaite, pour  une valeur  n < q ,  la relation (Z, Z , ) c Z , +  1 

( (6 .4 .45)  (x)) entralne 
x' x -  t _ v~.. .  v m mod.  g,, + 1. 

Comme Z, /Z ,+  1 est commutat i f ,  ceci impl ique 

(4) ( II  ~.v,). (~ II  v,). x x ' - ' ~ Z , +  
l ~ i ~ m ,  ai C ~ i ~ m ,  a i~  ~_ 1" 

En app l iquan t  ( 6 . 4 . 9 )  au groupe  HZ,+I----HU z ~,k, et compte  tenu de ( D R  6) et (6. I .  6), 
on voit que (4) entraine vieZ,+ 1 pour  tout  i. 

Par  suite, (3) est vraie pour  tout  n<<.q. En prenant  q = ~ ,  ceci d6montre  (i). 
D6montrons  main tenant  que,  pour  tout  n~N*, il existe xC")~XI-~,kj et une 

suite (u! ")) tels que  u~")~Uz:_k,,~ pour  tout  i avec I<~i<<.m, et que 

(5) u = u~"). . .u~)x (") mod.  Z,+  1. 

R e m a r q u o n s  que,  si les relations (5) sont vraies pour  tout  n, alors, vu ce qui  prdc6de, 

on a, pour  tout  n et tout  i 

(6) --iu(") =--iu("+l) mod.  Uz+,~ , ~. 

Pour  n = i, la relation (5) est satisfaite en posant  �9 (1) _ u" puisque (Z, Z) r Z~ 

Supposons (5) rdalisde pour  une valeur  de n~>i. Posons u=u("+~)u~") . . .u(~)x  ("). En 
appl iquant  (6-4 .9)  ~t Z,+~, compte  tenu de la commuta t iv i t6  de Z ,+x/Z,+2,  on voit qu'i l  

existe yeHi(,,+,)k ] et v i eZ ,  e l n U a i  (pour  r<~i~m) tels que  u ( " + ~ ) - v l . . . v m y m o d Z , +  2, 
O n  a alors 

u = v l . . .  vmyui") . . ,  u(,':)x (") = ( I L (v,u!"))).x ("+') mod Z,+ 2 
l ~ i ~ m  

a v e c  x (n+l ) eH[ (n+X)k l  . X .  

Nous avons bien ddmontrd (5), donc (6), pour  tout  neN ' .  
Enfin, supposons l 'hypoth~sc de (ii) satisfaite. Alors, (6) montre  que, pour  tou t  i 

avec I<<.i<~m, la suite (u~")),es. converge vers un  616ment vieUf, ai. Posons 

y ~ - ( v l . . . V m ) - l u e X U r  O n  a alors y = z l Z 2 h ,  avec z l eUr  +, z 2 e U [  et h e X .  D 'au t re  
part ,  y - x  I") mod.  Z,+~. Appl iquan t  encore une fois (6 .4 .9 )  et ( D R  6), on en conclut  
que z ~ e U + n Z , + l  et z 2 e U - n Z , + ~  pour  tout  en t i e rn ,  d'ofi z ~ = z 2 = I  et y = h e X .  
Par  suite, u = v a. . .  vmy appar t ien t  bien ~t l ' image de "rm, ce qui  ach6ve la d6monstra t ion 

de (ii) et de la proposit ion.  

6. 5. Va luat ions  discr~tes  et doub l e s  s y s t ~ m e s  de Tits .  

Dans ce numdro,  nous conservons les notat ions de 6 .2 ,  no t ammen t  celles introduites 
en (6 .2 .4 ) ,  et celles de 6 . 4  (cf. en par t icul ier  (6 .4 .2 )  et (6 .4 .3 )  pour  la signification 

des symboles Pf e t f n ) ,  et nous supposons en outre  que la valuat ion ~ est discr6te. Vu  
(6 .2 .22 ) ,  ceci nous pe rmet  de reprendre  aussi les notat ions de i .  3 et de supposer  que  

A=A, W=W, Z=~.. 
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Thgorkme. - -  Soit G' le sous-groupe de G engendrg par N ' = ~ - I ( W )  et les U~ (ae~P). 

Posons T ' = T n N '  et B = P t c .  

(i) On a B n N ' = H  et N ' / H = W .  Le quadruplet (G', B, N', S) est un double systkme 

de Tits. Si on substitue ce systkme ~ celui notg (G, B, N, S) au w 4, les groupes notgs fD~ et ~ 9  

en 4" i sont respectivement les groupes H U  f e t  T ' U  + (pour D = Do). 
(ii) L'injection de G'  dans G est un homomorphisme (B, N')-adaptg de type connexe, pour 

lequel les objets notds ~q, ~ et ~fV en 4. i sont respectivement @aux ~ N, v et ~V. 

Ce thdor~me est une consequence presque immfidiate de (5 .2 . I9)  et (5.2.31).  
Cependant, ~t l ' intention du lecteur qui n 'aurait  pas lu le w 5 (~ l'exception de (5. I. i)), 
nous en donnerons une autre d~monstration, essentieUement bas& sur (6.4.9).  

Montrons tout d 'abord que (i) entraine (ii). En effet, G est engendr~ par G' et T 
et G' est normalis~ par T, d'ofl G = T . G ' = N . G ' .  Or, si n~N, on a n N ' n - l = N  ' et 
(6.2. Io) (iii) montre que nBn - I  est le stabilisateur dans G' de la chambre , (n) .C,  done 
est de la forme n'Bn '-1 avec n 'eN' .  Ceci montre que l'injection de G' dans G est bien 

B-N'-adapt&. De plus, on a N r &off lq = N. (N n G') = N. N ' - -  N et il est imm~diat 
que ~= ,6  ce qui ach~ve la d~monstration de (ii). 

D~montrons maintenant (i). Les deux premieres relations de (i) r~sultent respec- 
tivement de (6.4. IO) et de la d~fmition de N'. 

Pour tout a ~ ,  il existe kEP~ tel que C c ~ ,  k et on a U ~  ,PT'tU~, k t - l c T ' B T  '. 

Par consfiquent, (G', B,N' ,  S) satisfait ~ l 'axiome (T I) de ( I .2 .6) .  L'axiome (T2)  
r~sulte du fait quc (W, S) cst un systSme de Coxeter ( i . 3 .4 ) .  

Soient sCS et wzW, et soit a==~,kzY, dfifini par les conditions C c ~  et 

s = r ~  ( I . 3 . 3 ) . V u ( 6 . 4 . 9 ) , o n a  U, n sB s - l =U ~+  ( I .3 .3)  et U , ~ B = U ~ .  Par cons& 
quent, sBs-~#B, ce qui ~tablit (T 4). Soit tF l'ensemble dcs racincs affincs minimales 
parmi celles contenant C. Posons tF '= tF- -{a} .  Vu (6.4.9) , on a 

(~) B = (~ el-It, U~) .H .U~ 

~t condition de rangcr les facteurs du produit entre parenth~scs dans un ordre convenable. 
Comme 0~ est la scule racine affine contenant C et non s(C), on a s U ~ s - l c B  pour 
tout ~etF ', done, en vertu de (I), 

(~) sB c BsU~. 

D'autre part, on a aussi 

(3) (U~sHU~ u U(~.I+ HU, ) .  wB c BswB u BwB. 

En effet, vu (6.3.3) , la parenth~se du premier membre est un groupe, qui contient 
manifestement ,~-l(s), de sorte que le premier membre de l'inclusion (3) ne change pas 

si on remplace w par sw. Ouitte ~ effectuer cette substitution au besoin, on peut donc 
supposer que w-l (a)DC,  auquel cas (3) est dvident puisqu'on a alors HU~wcwB.  
De (2) et (3), il r&ulte que 
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sBw c BsU,wB c BswB v BwB 

ce qui est l 'axiome (T 3) de (I.  2.6). 
II est ainsi 6tabli que (G', B, N', $) est un syst~me de Tits. 
D'apr~s (4. i .5) ,  gE~3 ~ si et seulement s'il existe vEV tel que t - lg t~B pour 

tout tET t e l q u e  ,~(t)ev+D. Comme B c U - . H . U -  (6.4.9) , et que U - ,  H et U + 
sont normalisfis par T, on en d~duit suceessivement ~ ~  puis ~ 3 ~ = H U  + 
car { u ~ U - I t u t - ~ B  pour ~(t)~v+D}--=-{~}. Enfin, o n a  ~ 3 v = T ' U  + d'apr~s (4.1.5).  

Enfin, il r~sulte de (6. I. I2), appliqufi ~ la donn~e radicielle (T', (Uo)) dans le 
groupe G', que (G', T ' U  +) est un syst~me de Tits, donc que (G', B, N', $) est un double 
syst~me de Tits. Le tMor~me est ainsi d~montrfi. 

Remarque 1. - -  Soit f l c A ,  f~+O. Le sous-groupe not~ Pa en 4- x n'est autre que 
le sous-groupe Ptn : cela r~sulte de (5.~.19), mais est aussi consequence d 'un r~sultat 

plus g~n~ral que nous dfimontrerons en (7. I. I t) .  
Remarque 9. - -  Soit (V,) une suite d~croissante de sous-groupes de G, formant un 

syst~me fondamental de voisinages de i pour une structure de groupe topologique 
complet sur G. Supposons de plus que B e t  les Uo soient des sous-groupes ferm~s et que 
la topologie induite sur chaque U, soit celle d6finie par les U,,k. On voit alors que la 
condition de (6 .4 .4  8) (ii) est satisfaite. De plus, les hypotheses de (2.8.2) le sont aussi : 
il suffit de consid~rer unc suite croissante de parties born~es convexes (f/,) de A, d'intfi- 
rieur non vide, et telles que fn,(a)>>.inf{kelR[U~,kcV, } pour tout aeq~. On v~rifie 

en effet aussit6t que Pn. c H . V , .  



7- I M M E U B L E  D ' U N E  DONNI~E RADICIELLE VALUI~E 

On conserve les notat ions des num6ros 6 .2  ~ 6.4.  Nous avons vu (6.5) que, lorsque 

la valuat ion q~ est discrkte, elle d~finit un  syst~me de Tits de type affine et par  suite un 

immeuble  sur lequel opbre G. Dans ce paragraphe,  nous allons construire, sans supposer (p 

discrbte, un  espace m6trique J sur lequel opbre G, qui s'identifie ~ l ' immeuble  de G 

lorsque q~ est discrbte et qui, dans le cas g6n6ral, en conserve celtaines structures et 

propri~t6s. Bien que .~" ne soit plus, dans le cas non discret, un complexe polysimplicial, 

nous ddfmirons encore ses chambres  et ses facettes. 

Avant  de dSfinir J au n ~ 7.3, nous fitudierons certains sous-groupes de G, 

6troi tement li~s ~ des cas particuliers des groupes U t d u n  ~ 6 .4 ,  et qui sont les g6n6- 
ralisations des fixateurs et stabilisateurs 6tudi6s au w 4 dans le cas de l ' immeuble  d ' un  

syst~me de Tits de type affine. Nous introduirons en part iculier  des sous-groupes associ6s 

aux chambres  de A, notds B,, D, qui joue ron t  le r61e du groupe B d ' un  tel systSme. 

Lorsque q~ est discrete, les r6sultats des w167 7 et 8 se ram~nent  pour  la plupart  "~ des 

cas particuliers de r6sultats d6jh dtablis aux w167 3, 4 et 5, mais que nous retrouvons par  

une m6thode diff6rente. La  principale nouveautd de cette approche est 6videmment  
qu'elle s 'applique aussi au cas des valuations non discr&tes, en part iculier  au cas des 

valuations denses, i.e. telles que, pour  toute racine ae(I), l ' image F ,= %( U~ )  est dense 

dans R (remarquons que, lorsque �9 est irr6ductible, ceci dquivaut  ~ la densit6 de P~ 

dans R pour  une racine ae(I)). 
Si D est une chambre  vectoriclle de (1), nous notons (I)~ (resp. (I)~) l 'ensemble des 

racines ae(1) positives (resp. n6gatives) sur D, IID la base de (I) correspondante et U + 

(resp. U~) le sous-groupe de G engendr6 par  les U s pour  ae(1)i~ (resp. ae(I)~). 

7. i ,  Les  s o u s - g r o u p e s  P~a et  Pn. 

(7" I .  I ) Soit ~ une pa t t ie  non  vide de l 'espace affine A (6 .2 .6 ) .  En  (6. 4 .3) ,  
nous lui avons fait correspondre une fonction concave f a  : (I)-+R en posant, pour  aa(I) : 

fn(a)=inf{k~Rla(x)+k>.o pour  tout  xet)} 

(d6sormais, nous identifions A h l 'espace vectoriel V par  le choix de l 'origine % ce qui 

nous permet  aussi de considdrer les 616ments de V*, et en part iculier  les racines ae(I), 

comme des fonctions sur A; de meme,  un 616ment x e A  d6finit une fonction lin6aire 

a ~ - - a ( x )  sur O, que nous noterons encore parfois x). A cette fonction c o n c a v e f a ,  on 
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associe comme en (6.4.2) le sous-groupe Urn engendr6 par  ]a r6union des U~,fn(~) pour  

a e ~  et le sous-groupe Pf = H . U t n  , que nous noterons plus simplement Un et Pn. 

Comme U,,fn(~ ) est la r6union des U~, k pour k e F ,  et k>>.f~a(a), on voit que Un est 

engendrg par la r[union des sous-groupes U , ,  otz ~ d~crit l'ensemble des racines affines (6.2.6)  
contenant f2 (cf. (5. ~.3~ �9 

(7. x.2)  I1 est clair que UQ et Pn ne d6pendent  que de l ' intersection des racines 
affines contenant  f~, e'est-&-dire de I 'ensemble 

, ( x E A l a ( x ) + k > ~ o } .  c l ( ~ ) = a e . , k e  r~,k>~fn,a ). 

L'ensemble cl(f~), que nous appellerons encore enclos de f~, est une partie convexe 
ferm6e de A; nous dirons encore que ~ est close si ~2=c1(f2) (eft (2 .4 .4)) .  

( 7 . z .3 )  Nous avons vu (6.4.  Io ) que le sous-groupe N I n = N c ~ U  a poss~de la 
propri~td suivante : son image ~(Ntn ) dans "v~r=v(N)=N/H est le sous-groupe engendr6 

par  les rdflexlons r , ,kpour a e ~  et keP',  tels que f 2 c { x e A [ a ( x )  + k = o } ,  done s'iden- 
rifle au groupe de Weyl du  syst~me de raeines ~ t a=~ tn  form6 des racines a e ~  pour  

lesquelles il existe kas avec a ( f~)={- -k} .  Nous poserons 

N n -  H.  Nf, a= n .  (N n U a )  = N n Pa.  

Lorsque ~ est r6duit ~t un point x, nous 6crirons U=, P=, etc. au lieu de U{=}, P{=}, etc. 
Notons enfin que l 'application qui ~t f~cA,  ~ + O ,  fait correspondre Ua 

(resp. Pn, Nn, ~n) est dfcroissante pour  l'inclusion. 

(7. x.4)  Comme en (I .3. I I), nous appellerons quartier de A l 'ensemble x + D  des 
transform6s d 'un  point xeA (appel6 sommet du quartier) par  les 6Mments d 'une  chambre 
vectorielle D (appelde direction du quartier).  On a U=+DCU + et N=+D=H.  Si f~cA 
contient un quart ier  de direction D, on a done aussi U a c U  + et N n = H .  Plus 
g6n6ralement, pour  toute partie non vide ~ de A, on a 

(I) P n n U ~ = U n + D ,  P a n U ~ = U n _ D  

d'ofl, d'apr~s (6 .4 .9) ,  

(2) P n =  Nta.Un +D. U~a_D 

pour  toute chambre  vectorielle D. 

Proposition (7- x. 5). - -  Soient f~ et ~ '  deux parties non vides de A e t  soit D u n e  chambre 

vectorielle. 
(i) Si f E c f ~ + D ,  on a 

P~2- Pn, c N~. UD. Ua, + D" Nf l ' .  

(ii) Si f ~ ' c f 2 + D  et f 2 c f 2 ' - - D ,  on a 

Pn. Pn, = Na. U n _  D" Un' + D- N~v" 
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Vu (7.1"4) (2) on a 

Pn Pn' = Na Ua - DUn + DUn, + DUn, _ D Na ' .  

Si f ~ ' c f 2 + D ,  on a aussi Y 2 ' + D c ~ - { - D  et Un ,+D~Un+ D. Par suite 

Pn Pn' = Nn U n -  D Pa' = Nn U n -  I) Un' - ~) Ua, + D Nn' 

Un_DUn,_DCU ~. Si de plus f ~ c f ~ ' - - D ,  on a Un ,_DcUn_D,  d'ofl (i), puisque 
d'ofl (ii). 

Corollaire (7- *. fi)- - -  Soient x un point de A et f~ une partie non vide de A.  Il existe une 

chambre vectorielle D telle que 

Pn.P,  cNn .  U~.  U~+D.Nx. 

II suffit de choisir un point yef~, de choisir D de telle sorte que x - - y 6 D  et 

d 'appliquer (7.1.5)  (i). 

Corollaire (7. x. 7). - -  Soient x et y deux points de A.  II existe une chambre vectorielle D 

telle que 
Py. Px = Nv. U v -  D" Us + D" Nx" 

I1 suffit de choisir D de telle sorte que x - - y E D  et d 'appliquer (7 .1 .5)  (ii). 

(7 .x .8 )  Soit toujours ~ c A ,  ~ + 0 .  I1 est c la i rque  v (n ) (x )=x  pour tout xef~ 

et tout n sN n. Nous d~signerons par  l~l n le fixateur de f~ dans N : 

2~n-----{n~Nlv(n)(x)=x pour tout xEf~}. 

On a Nncl~l n et il est imm6diat que 1~ n normalise Pn, puisque N permute les racines 

affines (6.2.  IO). Par suite, 

Pn = Na- Pa = lqn. Ua 

est un groupe, ayant Pn et U n comme sous-groupes distingu~s. Pour toute chambre 
vectorielle D, on a 

Pn = l~la. Un + , .  Un _ ,  

et on ddduit imm6diatement de (6. I. 15) que 

(I) Pa o U + = U a + D ,  ~a nUB----Un_D et ~a n N = N n .  

L'application f l ~ a  est d~croissante pour l'inclusion. D'autre part, pour tout neN 

et tout f~cA, ~ # 0 ,  on a 

nPn n - t - -  P~,)Cn) et nPn n - l =  P~In)(n) �9 

On vdrifie aussitSt que lcs notations Nn et Pn sont cohdrentes, dans le cas d 'une 
valuation discr6te, avec celles du w 4. 

Proposition (7. x-9). - -  Soit ~ une pattie non vide de A.  Si la valuation ~ est dense, on a 

iol(n)  = NCI et Pol(n) = Pa" 
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Puisque Uol(~l)=Ufl (7 .1 .2) ,  la premiere 6galitd entralne la seconde. 

Comme f~+ O, l 'ensemble L des points fixes de tq n dans A est un sous-espaee affine 
de A, dont la direction L ~ est le sous-espace vectoriel de V lieu des points fixes du sous- 

groupe "v(lqn) du groupe de Weyl ~W de ~. Or, on sait que L ~ est alors l'intersection 
des noyaux des racines de �9 qui le contiennent. Par suite, L e s t  l'intersection des hyper- 
plans de A parall~les ~ un tour de A e t  contenant ~, ou encore l'intersection des demi- 
espaces fermds IV[ de A, 6quipollents /~ une racine affine et contenant ~. Mais, un tel 
demi-espace, sans 6tre n~cessairement lui-mSme une racine affine, est intersection de 
racines affines puisque ~? est dense. Par suite, L e s t  clos et cl(~) e L ,  &off la proposition. 

Remarquons que lorsque q~ est discrete, les 6galit6s de la proposition (7. i-9) sont 

encore vraies lorsque ~ contient un ouvert non vide, mais ne le sont pas nfcessairement 

dans le cas g6ndral. 

Remarque (7 .x .xo) .  - -  Soit xeA;  on a 51,=~-l('V~r~), off "V~r~ est le stabilisateur 

de x dins  V~r=,~(N). Lorsque G est engendr6 par H et les U a (cas <~ simplement 

connexe -) et que ~ est discr6te, V~r W e s t  le groupe de Weyl affine du syst6me de 
racines vZ ( I . 3 .8 )  et est engendr6 par  les r6flexions par rapport  aux murs de A. On 

sait que "v~r~ est alors engendr6 par les rdflexions par rapport  aux murs de A passant 

par x (I .  3.5). Par suite, on a Nx=N~ et Px= P,- 
Ceci n'est plus ndcessairement exact lorsque ~0 n'est pas discrete, m~me si l 'on 

suppose que G est engendrfi par les Ua et que les F, sont des groupes pour tout a e r  
Exemples.  - -  i) Supposons r  de type A~ et ~0 spdciale. Le groupe W 

est alors le groupe des transformations de la forme x ~ r  ~ avec ~ = + r  et -feP~ 

(oll P, est le groupe engendrd par 1'~) (6.2.2o) .  Les points xeA appartenant ~t un mur 
de A sont les points de la forme (I/2)'fa ~ avec "re Fa, tandis que les points x pour lesquels 

il existe un dl~ment non trivial de W les stabilisant sont les points (I/2)-~a ~ pour  7eFt .  

On voit done que, si P~ n'est pas un groupe, il y a des points xeA tels que Iq,~eN,, 

m~me si l 'on suppose que "v~r= W. 
2) Soit K un corps valud pour une valuation co; soit l '=co(K*) et supposons 

que F/2F soit un espace veetoriel de dimension > i sur le corps F 2. Prenons pour G le 

groupe des points rationnels sur K d 'un groupe algdbrique simple ddployd sur K de 
type G~ (ndcessairement simplement connexe), muni de la donn~e radicieUe valude ddfinie 
en (6 .2 .3)  b) .  Soient X et ix deux dl6ments de F dont les images dins  F/2F sont lindaire- 
ment inddpendantes sur F2; posons x =  ( I / 2 ) ( X a " + ~ b ~ ) ,  off a, b sont les deux racines 
d 'une base du syst~me de racines de G. On vdrifie alors aisdment que la symdtrie par 

rapport  ~ x appartient au stabilisateur de x dins  ~ r =  W e t  que cependant aucun mur 

de A ne passe par  x. On a done lq~4=N~. 

Proposition (7.x.  Ix).  - -  Soit  ~ c A ,  ~)*O. On a 

159 



x6o F. B R U H A T  ET J. T I T S  

Mont rons  tout  d ' ab o rd  que, pour  Y~cA, f24~O, et xEA, on a 

Soit en effet yEf~ et soit D une chambre  vectorielle telle que x--y~D. O n  a 

alors U n + D C U u + D C U ~ +  D. Soit g e P n n P  ~. Posons g=nvu, avec nelqn, v e U a _  v e t  
t t t ^ u e U n +  D ( 7 . I . 8 ) .  C o m m e  U~Ux+DCP~, on a gu-l~P~, d'ofi nv=n'u v,  avec n eN, ,  

u '~Ux+ D et v ' s U x _  D. Par  suite n'-tn~--u'(v 'v-~)eU+.U~, d'ofi, d 'apres  (6. I . I 5 ) ,  

n '=n et d'apr~s ( D R 6 ) ,  v'=v. O n  en dedui t  que n e N ~ n N n = N n u ( ~ / ,  v e U n _ D n U ~ _ D  

et u e U n + D n P ~ .  Or,  il resulte imm6dia tement  de (7. ~.8) (~) et (6 .4 .9 )  que  

Uf~_D n Px =  U(tl u {x})_ D et Un +D n Px=  U(tau {~})+D , 

d'ofl (~). 
De (I),  on ddduit  aussit6t pa r  r~currence sur k que,  pour  x~, . . . ,  x~ dans f~, 

o n  a 

. . . . .  

I1 nous suffit ma in tenan t  de mont rer  que, si (f2i)i~ I est une famille filtrante 
croissante (pour  l ' inclusion) de parties non vides de A, de r~union f~, on a 

N 
i ~ I  i 

O n  peut  6v idemment  supposer que  les ~ cont iennent  tous un m~me point  x. O n  a alors 

HC~qaic~qx pour  tout  i, et lqIJH est fini. Soit g e n P n i ;  choisissons une chambre  
vectorielle D et 6crivons, pour  chaque  i e I ,  

g~niu~v i avec n~l~lal , uieUai+D et v~eUn/_D. 

Qui t te  ~t extraire une sous-famille cofinale, on peut  supposer qu' i l  existe nel~l~ tel que  
ni=nhi, avec h ieH pour  tout  ie I .  V u  ( D R 6 ) ,  les relations h~uivi=h~ujv j pour  i, j e I  
entralnent  que  hi, u ie t  vi sont ind6pendants  de i, et appar t iennent  respect ivement  ~t H,  

,[T UaI+D=Uta+D et 0 U f ~ i _ D = U t 2 _ D .  C o m m e  ne91~f~i=Nf~ , on e n d d d u i t  gePfl ,  

ce qui  ach~ve la d6monstrat ion.  

Corollaire (7. x. x2). - -  Soient f~ et f~' deux parties non vides de A. On a 

Remarque ( 7 . x . x 3 ) .  - -  Si f~ et f]' sont deux parties non vides de A, on a 

f~mua,)~sup( fn , fa , ) .  O n  pourra i t  chercher  ~t gdndraliser ( 7 . I . i 2 )  en mont ran t  que 
UrnUgcHU~up(f,g ) d~s q u e f  et g sont des fonctions concaves sur qb, ce qui  entraine 

que  s u p ( f ,  g) est aussi concave.  Mais  cette assertion est en g6n6ral inexacte.  Prenons 

par  exemple pour  G le groupe des points rationnels sur K d 'un  groupe alg6brique simple 
d6ploy6 de type  G 2 sur un corps K valu6 pour  une valuat ion non impropre ,  muni  de la 
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donnde radicielle ddfinie en (6 .2 .3)  b). Soit (a, b) une base de O, b 6tant la racine longue. 

Posons, pour  cEr : 

f ( c )=o  si c=•  •  ) f ( c ) = o +  sinon 

g(c) = o  si c =  • (b+a), -4- (b+3a)  g(c) = o +  sinon. 

On  v6rifie aisdment que f et g sont concaves et que UtnUggzHUsuplr, g I : en effet, 

Ns~vlt.01 c H alors que Ntr~ N o contient  un  dldment dont  l ' image dans ~W est dgale ~ - - i .  

7-2. C h a m b r e s  et face t tes  de A. 

(7 .2 .  x) Soit X un ensemble et soit ~" une base de filtre sur X;  nous appellerons 

germe de o~- le filtre engendr6 par  o~-. Si Y est une partie de X, nous dirons que le germe ~, 

de o~- est contenu dans Y s'il existe un  fiI6ment de "r (ou de ,~-) qui est contenu dans Y. 

Plus gfin~ralement, s'il existe Z e  7 tel que Y n Z = O ,  nous poserons y n Y = O ;  sinon, 

les intersections Z n Y  pour  Z e y  forment  une base de filtre sur X,  dont  nous d6signe- 

rons le germe par  -( n Y : il est contenu dans Y. 
Si X est un  espace topologique, on appellera adhgrence de -( et on notera  ~ le germe 

associ6 /~ la base de filtre formfie des adhdrences des 6ldments de ~" (ou de o~'). On  dira 
que y est d'intgrieur non vide si les int6rieurs des 61~ments de y sont non vides; ceux-ci 

forment  alors une base de filtre dont  le germe sera appel~ l'intgrieur de y. On  dira que y 

est ouvert s'il est 6gal ~ son int6rieur. 

( 7 . 2 . 2 )  Soit o~- une base de filtre sur l 'espace affine A. La  famille des Un pour  ~eo~- 

est filtrante croissante pour  l ' inclusion; sa r~union est done un sous-groupe de G, qui 
ne d6pend que du germe 7 de ~ ;  on le notera U v. On  dfifinit de manibre analogue les 

sous-groupes Nv, Pv, Nv, Pv et le syst~me de racines ~v" 

( 7 . 2 . 3 )  Soit D une chambre  vectorielle. Les quartiers de A de direction D forment  

une base de filtre. Le germe associ6 sera not6 y(D) et appel6 le germe de quartier de direc- 

tion D de A. I1 est immddia t  que 

Uv(D/= U + et Pv(D): P3"(D) -- H .  Up-. 

( 7 . 2 . 4 )  Soient x un point de A e t  E un c6ne convexe non vide de sommet o de V, 

qui soit ouvert  dans le sous-espace vectoriel qu' i l  engendre.  Nous noterons y(x, E) le 

germe de la base de filtre formde des parties X de A possddant les deux propridtds suivantes : 
X est intersection de racines affines et de compldmentaires de racines affines et il existe 

un voisinage Y de x dans A tel que X n  ( x + E ) z Y n  ( x + E ) .  On  pose 

Uz, E =  Uv(x,~), Px, E = Pvcz.E/, etc. 

O n  appelle facette de A un germe de la forme y(x, E), Oil E est soit r 6 d u i t / t  {o}, 

soit une demi-droite  ouverte d 'origine o dans V. Pour qu 'un  germe ,((x, E) soit une 

facette, il faut  et il suffit que pour  toute racine aeq~z, le c6ne convexe E ou bien soit 

contenu dans l 'hyperplan  {veV[a(v)=o},  ou bien ne renzontre pas cet hyperplan.  
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C'est en part icul ier  le cas si E est une facette vectorielle de O. O n  posera alors 

F~,~=y(x,  E). Si E est une chambre  vectorielle, la facette F~. s sera appel6e une chambre 
de A et sera not6e aussi C~, E. 

Deux  facettes F~, E et Fx,.E, sont 6gales si et seulement  si elles sont contenues  dans 
les m~mes racines affines, ou encore, ce qui revient  au m~me, si l 'on a P~y,-P~',E'.  
Lorsque q~ est dense, ceci entraine x=x'.  Dans t o u s l e s  cas, on a Fx.E=F~, E, si et 
seulement  si les projections canoniques  de E et E'  dans le dual  du sous-espace vectoriel  
de V engendr6 par  O~ sont contenues  dans une m6me facette vectorielle de O~. L ' image  
r6ciproque E"  de cette facette vectorielle dans V, que  nous appellerons aussi, par  abus 
de langage, une facette vectorielle de q~x dans V, est donc le plus grand c6ne convexe 
de V tel que  F~,E=F~,E,, et l 'appl icat ion E"~-~Fz, E,, est une bijection de l 'ensemble 

des facettes vectorielles de q)~ dans V sur l 'ensemble des facettes de la forme F~, E. La  
facette vectorielle E "  est appelde la direction de F,,E,, en x et on appelle dimension 
de F~,E,, la d imension du  sous-espace vectoriel  engendrd par  E" .  O n  v6rifie ais6ment 
que  cette dimension ne d6pend pas du  choix de x et que l 'ensemble des XeF~,E,, qui  sont 
des parties convexes de x + E "  dont  tousles  points sont internes, est une base du filtre F~,E,,. 
Pour  qu 'une  facette F soit une chambre ,  il faut et il suffit que d im F =  dim V. 

Toute  facette F est contenue dans l 'adh6rence d ' au  moins une chambre  C; o n  a 
alors P c c P F .  Plus g6ndralement,  pour  qu 'une  facette F soit contenue dans l 'adh6rence 

d 'une  facette F ' ,  il faut et il suffit que  l 'on ait PrD Pv,- 

( 7 . 2 . 5 )  Lorsque  q~ est discrete, on retrouve ainsi, ~ une identification canonique 
pros, les notions de chambres  et facettes ddj~ vues : on vdrifie en effet qu 'une  facette 
(resp. chambre)  au sens de (7 .2 .4 )  n'est autre  que  le filtre formd de toutes les parties 

de A contenant  une facette (resp. chambre)  au sens du w 2. 
Lorsque  q~ est dense, on voit  immddia tement  que y(x, E) est le filtre formd de toutes 

les parties X de A pour  lesquelles il existe un voisinage Y de x dans A tel que 
X n ( x + E ' ) ~ Y n ( x + E ' ) ,  off E'  est la direct ion de y(x, E) en x. 

Dans tous les cas, on appel lera centre d 'une  facette F,, E la limite suivant le 

filtre y(x, E) des centres de gravit6 des parties compactes  appar tenan t  ~ y(x, E). Lorsque r 
est discrete, on re t rouve ainsi le centre  de gravit~ de Ia facette F~,E; lorsque q~ est dense, 

le centre de F~ ,  est x. 

( 7 . 2 . 6 )  Soit x e A  et soit D u n e  chambre  vectorielle. C o m m e  la chambre  C~, D 

est ouverte dans A (au sens de (7 .2 .  i)) ,  tout  dlfiment de lq~, D laisse fixes t o u s l e s  points 

d 'un  ouver t  non vide de A et par  suite appar t ien t  ~t H.  O n  a done P~,D--P~,D. Nous 

poserons Bx, D= P~,D= ~,,D" 

O n  vdrifie immfidiatement  qae  l 'on a Ux, D=Utx, D , off la fonction f~.D :q)-->R 
est ddfinie par  

i f~,D(a)=--a(x) si a e O  + 

(I) !f , ,D(a)=(--a(x))+ si a e r  D. 
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On a r N , ,D=H et, en tenant compte de ce que f,,D(2a)=2f~.v(a) lors- 

quc a, 2ae@, on tire de (6 .4 .9)  que 

(z) B,.l)= H.  U,  D= H U,  H .  II_~,aU,.-~(-3+" 
a e 0 ~ i  ,-a(x)" ' a E ~ o  

Plus gdndralement, si A est une autre chambre vectorielle, on a 

(3) BzD-- I-[ U , t  (~}.H ,ecX~a . ,,~ �9 1-I~auo,&,~(a ). 
' a E ~  

Rappetons (6 .4 .9)  que (2) et (3) repr6sentent en r6alit6 des ddcompositions de B,, D 
en produit direct (ensembliste) et que la place du facteur H, que nous avons mis , au 

milieu >>, est sans importance. 
Plus g6n6ralement, soit 

fv : (I)-+R est ddfinie par 

f (a) =--a(x) 
fF(a) =--a(x)  + 

F = y ( x ,  E) une facette. On a UF=Ut~ Off la fonction 

si la racine a est positive ou nulle sur E 

si la racine a est strictement ndgative sur E. 

(7 .2 .7 )  Soit xeA. Consid6rons la fonction f*  : (1)-+R associde comme en (6.4.23)  
~t la fonction lindaire f~ : a~- -a(x ) .  On a f ; ( a ) = - - a ( x ) +  pour tout ae(I)~. Repre- 
nons les notations de (6. 4. 18) et posons H*----H&,rZ : c'est un sous-groupe distingud de 

H e t  nous avons vu ((6.4.23) et (6.4.27))  que 

= H;.  Ur, 

est un sous-groupe distingud de P ~ = H . U t , ;  de plus, le groupe quotient G x = P J P ~  

est muni d'une donn& radicielle (T, (Ua)~er de type (I)~, off T (resp. Ua) est l 'image 

canonique de H (resp. U~,_~c~)) dans G~. On voit alors aisdment que, si D est une chambre 
vectorielle, le sous-groupe B~,D est l'image r&iproque clans P~ du sous-groupe parabolique minimal 
T U  + de -G x (6. I .  12) engendr6 par T et les U~ pour ae~ ,n ( I )~ .  Plus g6ndralement, 
les P~.v, sont les images r&iproques des sous-groupes paraboliques de G, assocides aux 

diffdrentes facettes vectorielles de ~ , .  

Remarquons par ailleurs que 1~ est un sous-groupe distingu6 de P~ et que l'injec- 

tion canonique de P~/P; dans P=/P: est adapt& au syst~me de Tits de Gx ((1.2.13) 

et (6. I. I2)). 

7 3 -  D ~ c o m p o s l t i o n  d ' I w a s a w a  et  d ~ c o m p o s i t l o n  de  Bru h a t .  

Dans ce num6ro, nous allons d6montrer quc lcs sous-groupes Bx, D associ6s aux 
chambres de A donnent licu ~ des << ddcompositions d ' Iwasawa >> G = U  +.N.Bx, D et 

des ~ d6compositions dc Bruhat >> G=B=,D.N.B=, D. Dans Ic cas off ~ cst discr6te, 

nous retrouvons done simplement par unc autre mdthode des r6sultats ant6rieurs ( ( i .  2.7) 

et (5 .1 .3)) .  Notons cependant que la << formule dc Schiffmann >> (7.3.3)  n'a pas encore 
6t6 ddmontr6e dans le cas discrct. 
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Proposition (7.3. �9 - -  Soient D et D' deux chambres vectorielles et soit x un point de A. 
(i) On a G=U+.N.B~,~ , .  

(ii) Plus pr&isgment, l'applkation naturelle de I ~ r = N / H  dans l'ensemble des doubles 
classes U+\G/B,,D, est bijective. 

Posons U = U  +,  B----B~,D, , Z = U . N . B  et, pour ae~), f(a)=f~.D,(a ) : il existe 
k e n  tel que, ou bien f ( a ) = k  et f ( - - a ) = - - k + ,  ou bien f ( a ) = k §  et f ( - - a ) = - - k .  
On note B, le sous-groupe de G engendr6 par U~,t/~/, U_,,tc_,l et H. Rappelons que 
l'on a, d'apr~s (6.3.2),  

B~=HU~,r(=)U_a,t(_~)=HU_~,t(_~)U~,t(=). 

(1) Soit a~(1). Nous allons montrer que le groupe L~ engcndrd par U~, U_~ ct T 

cst contenu dans Za----Ua.T.{I , ma}.Ba, o~ m a cst un dldmcnt que]conque de M~ 
(cf. (6. I .2) (2)). Vu (6 . , . 2 )  (7), il suffit de montrer  que U~Tm~U~cZ~, ou encore 
que m, ueZ~ pour tout ueU, .  Si 9~(u)>~f(a), c'est ~vident puisque uEB~. Si ~a(u)<f(a), 
on peut dcrire u=v'mv", avec meM o et v', v"eU_, ;  de plus ((6.2.2) (V 5 bis)), on a 
~_.(v")=--q~.(u) et on vdrifie immEdiatement que, dans les deux cas possibles 
(i.e. f ( a ) e R  ou f ( a ) e R + ) ,  ceci entraine que v" appartient ~ B a. On a alors 

m~u = m,v' m2'. m~m. v" eU,. T .  B~ c Z, 

puisque m~U_~m~-*=Ua et que M ~ c T  ( (6 . I .2 )  (5)). 
(2) Soit maintenant  a une racine simple pour la chambre vectorielle D. Nous 

allons montrer que 

U_a.Z oZ.  

D'apr~s (DR 2), le sous-groupe U'  a de U + engendr6 par les U b pour b e e  + et b+a, 
est normalisd par U~ et U_~ et on a (6. i .6) U*=U'~.U~.  Par suite, 

U_~. Z = U_~U'~U~NB = U'~U_aUaNB cU'~. L~. N. B. 

D'apr~s (I), on a done 

U_aZ c U T { , ,  ma}B, NB C (UTU~U__~NB) u (UTm~U_~U~NB). 

Comme U T U ~ - - U T  ct que m~U_~U~m~-I=UaU_~, on volt qu'il suffit de ddmontrer 

que 

uneZ pour tout neN et t o u t  u e U _  a. 

Posons alors v----n-lun; on a veUb, avec b=--~v(n-1)(a). En appliquant (I)a  la 
racine --b, on en tire, puisque veL__ b : 

un=nvenU_bNB=nU_bn-lnNB= U~NB c Z. 

(3) Par suite, Z e s t  stable par multiplication ~ gauche par les U_ .  pour acriD; 
mais il est dvident qu'il est aussi stable par multiplication ~ gauche par les U,  pour 

a e r  et par T, done par G tout entier (6.1.4) ; ceci ach~ve la ddmonstration de (i). 
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on a 
(4) Soient n,n '~N tels que n'eU+nB. Posons A-~%(n-~)(D). Vu (7.2.6)  (3), 

n ' - ' n e B .  Ua + - - H .  (U~ n B). Ua + 

d'ofl n ' - l neH d'apr6s (6. I .~5).  Ceci ddmontre  (ii). 

Corollaire (7 .3 .2) .  - -  (i) L'application naturelle de N/N.  (resp. N/N.) dans U + \ G / P .  

(resp. U+\G/P=) est bijective. 
(ii) S i x  est un point sp6cial de A (6.2.  I3), l'application naturelle de T / H  dans U~-\G/P.  

est bijective. 
Ddmontrons (i). Compte tenu de (7 .3- I )  (i), il suffit de montrer  que, si n, n'EN 

satisfont ~ n'~Ui~nP, (resp. n'~U+nP,), on a n~n'N, (resp. nEn'~q,). Or, on a alors, 
en posant comme plus haut  A----%(n-1)(D) : 

n ' - X n e P . . U ~ = N . . ( U x n P . ) . U ~  (resp. n'-Xn~I~.. ( U ;  n P.). U~) 

((7. I-4) et (7 .1.8))  et notre assertion rdsulte de (6. I. i5). 
Si x est un point  spdcial, N e s t  produi t  semi-direct de N~ par  T et (ii) rdsulte de (i). 

Notons qu 'on  a alors P.~-P~. 

Proposition (7 .3 .3)-  - -  Soient x un point de A, D une chambre vectorielle, a un ilgment 

de ~ ,  v un dlgment de U set nun ggment de N. Si veU+nP, ,  ou bien ~(v)>t--a(x),  veP, 

et neN,,  ou bien a(.~(n)(x)--x)>o et ~,(v)=--a(x)--(i /2)a(,~(n)(x)--x) (<< formule de 
Schiffmann ~). 

Supposons k=~?~(v)<--a(x). On a alors v=u'mu", avec u', u " e U  ~,_ k et memo.,  

((6.2.2)  (3)). Comme U .... _kcP~c~U~, on a, d'apr~s (7 .3 .2) ,  menIN,, d'ofl 

,~(n) (x) ---- v(m)(x) =x- -ka  ~ - a ( x ) a  ~ 

d'ofl la proposition. 
On remarquera  que (7.3.3)  est l 'analogue d 'une formule donnde par  G. Schiffmann 

dans le cas des groupes de Lie semi-simples rdels de rang rdel un ([33]). 

Thgor~me (7 .3 .4) .  - -  Soient x, x' deux points de A et soient D, D' deux chambres 

vectorieUes. 
(i) On a G=B.,D.N.B.,,D,. 
(ii) Plus pr~cis~rt~nt, l'application canonique de N dans l'ensemble des doubles classes 

modulo B., D et B.,,D, fournit par passage au quotient une b~ection de ~Ar-~N/H sur B.,D\G/B.,,D,. 

(7 .3 .5 )  Avant de ddmontrer  ce thdor~me, introduisons quelques notations. Soient x 
et x' deux points de A, et soient D et D' deux chambres vectorielles. U n  hyperplan de A 
contenant  x et x' et parall~le k un tour du  syst6me de racines �9 ne peut  rencontrer le 
quartier x ' + D ' ;  il en rdsulte aussit6t qu'il  existe une chambre  vectorielle et une seule, 
no t& D(x; x', D'), telle que le quartier x + D ( x ;  x', D') contienne l 'intersection d 'un  
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voisinage de x' avec le quartier x ' + D ' .  Nous noterons alors w(x, D; x', D') 1'unique 
dl6ment du groupe de Weyl ~W tel que 

(I) D(x; x', D') =w(x,  D; x', D ' ) . D  

et nous noterons X(x, D; x', D') la longueur de w(x, D; x', D') dans "W relativement au 
syst~me gdndrateur de ~W formd des rdflexions par rapport aux murs de la chambre 
vectorielle D. 

(7 .3 .6 )  Nous allons maintenant  dnoncer un lemme et montrer comment  il 
entra~ne le th6or~me. La ddmonstration du lemme sera donn6e ensuite (7.3.8).  

Lemme. - -  Soient x, x'eA, soient D et D' deux chambres vectorielles et soit L une demi- 

droite ouverte d'origine o de V ,  contenue dans D. Soient g e G  et n e N  tels que geB,.DnB,,,D,. 
(i) L'une des deux conditions suivantes est rgalis& : 

(i I)geB~,DnB~,,D, pour tout Z ~ x + L ;  

(i 2) il existe un point y e x  + L  et un glgment n ' e N  tels que 

geB,,DnB,,,D, pour tout Z e ] x , y [  

geBu, Dn'Bx, D, 

X(y, D; n' .x ' ,  N(n')(D'))>X(x, D; n.x ' ,  ~v(n) (D')). 

(ii) On a geB,,D.N.B~,,D, pour tout z e x + L .  

(7-3.7)  Montrons comment  (7.3.6) entrMne (7.3.4),  dont nous reprenons les 
notations. Soit g e G ;  d'apr6s (7 .3 . i ) ,  il existe n e N  et UeUD tels que gEunB,,,D,. 
Posons 

u---- YI uo avec uaeU a" 
a {~ ~r6.d 

Soit L une demi-droite ouverte d'origine o dans V, contenue dans D; comme a(v)~>o 
pour a c e  +'6d et veL,  il existe un point y e x - - L  tel que - - a ( y ) + ~ _ a ( u ~ ) > o  pour 
tout aer on a alors u~eU_~.~(u) + pour tout a, e t  ueBu, n. Par suite, on a 

geBu, DnBx,,D, d'oO geB,,D.N.Bx,,D, d'apr6s (7.3.6) (ii) (o~ l'on rcmplacc x par 2 et 
oO l'on prend z = x )  cc qui ddmontre (i). 

Ddmontrons maintenant  (ii), autrement dit d~montrons l'injectivitd de l'appli- 
cation canonique de N / H  dans l'enscmble des doubles classes B\G/B' ,  en posant B=B~. D 
et B'=B~,,D,. Soient n, n 'EN tels que n 'eBnB' .  On a alors i e B n B ' n ' - l = B n " B  '', en 
posant n " = n n  '-1 et B " = n ' B ' n  '-~, ouencore  n"eBB". Posons x " = n ' . x ' ,  D"--"v(n')(D') 
(d'ofi B " =  B,,, D,,), A = D ( x ; x " , D " )  et -r ----- (x + A) nC,,,D,,. On a alors B " = P  v. 
Faisant usage de (7. I "5), on en d6duit que BB" c U + . H . U 2 ;  comme N n U + H U x = H  
( 6 . I . I  5 (a)), on a n " e H  et n ' e n H ,  c.q.f.d. 

(7-3.8)  Passons maintenant ~t la ddmonstration du lemme (7.3-6). Montrons tout 
d 'abord (ii), en supposant (i) d6montr~. Si l'on est dans le cas (i I), il n 'y a rien de plus 
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prouver ;  si l 'on est dans le cas (i 2), on peut  appl iquer  une nouvelle fois (i), en 

rempla~ant  x p a r y ,  et n pa r  n'. Ra i sonnan t  ainsi par  appl icat ion r~p~tde de (i), on finira 
fore~ment au bout  d ' un  nombre  fini d 'opErations par  se t rouver  dans le cas (i 2), puisque 

les longueurs des ~ldments de ~W sont born~es. On obt iendra  done ainsi une suite time 

Yo =Y,  Yl , �9 �9 . , Yk de points de A, avec yi + t E y~ + L, et des 6Mments nl -= n' , �89 . . . ,  nk + x 

de N tels que gEB,,DnBx,,D, pour  Ze[x,  yo[ , que geB~,Dn~Bx,,D, pour  ze [Y~- I ,Y i [  et 

que g~B~,Dnk+IB~,,D, pour  Z=Yk OU Z e y k + L ,  d'o~ (ii). 
Reste ~ d~montrer  (i). Tou t  d ' abord ,  on volt ais~ment qu 'on  peut  se ramener  au  

eas o/1 n = i, en rempla~ant  g par  gn -~, x' par  n.x'  et D'  par  %(n). D'. Nous supposerons 

done ddsormais que 

geB~, D" B~,, ~,. 

Posons A = D ( x ;  x', D') et 

= r  ~d  n 0 2 ,  ~ ,  = r  r~a n r  

D'apr~s (6 .4 .9) ,  tout  dldment b eBx, D peut  s'~crire d 'une  mani~re et d 'une  seule sous la 

forme 
b= H u..~ u~ 11 u h 

a e ~ r ~  d , a ~ F ,  a" 

avec u~ e U., t~, .(~) et h e H.  

Pour  a e r  et z e x + L ,  on a a(z)>a(x)  et par  suite U..f., .I~IcB., D. D 'au t re  

part ,  par  definition de A, on a x ' e x §  et il existe veD'  tel que x ' + w x + A .  Si aeO~,  

on a donc a(x')>~a(x) et a ( x ' ) + a ( v ) > a ( x ) ,  d'ot~ a(x ' )>a(x)  lorsque a e O + n r  On 

en dddui t  aussit6t que U~, t~,.(.IcB~' D' pour  tout  a e r  et en part iculier  pour  a e ~ ' .  

On  volt done que, quit te ~ mult ipl ier  g par  un  ElEment qui appar t ient  ~ tous les B., D 

pour  zex-+-L,  on peut  se ramener  au cas off gEuB~, D', avec u =  II  u., u . e U .  -~(~1+" , aE~J" , 

Si u = I, la condi t ion (i x) est dvidemment  satisfaite. Notons que c'est le cas 

lorsque A = - - D ,  c'est-~-dire lorsque X(x, D; x', D') a la plus grande valeur  possible, 

puisqu'alors tF = O. 
Si u+  i, il existe un  point  y e x + L  et un  seul tel que a(y)>l--%(u~) pour  tout  

a e U / ' c r  - et que a(y)=--q~(u~) pour  une racine a e t F  au moins. On  a alors 

(I) ueU~_~nU~_~cU~, ueU~. 

( o i l y  dEsigne la fonction concave associEe ~ la fonction l inda i rey  commc en (6. 4. ~3)). 

Or, nous avons vu ((6.4.~3)  et (6 .4.~7))  qu' i l  existe un  sous-groupe H* de H tel que 
le sous-groupe H*Uu. soit distingu6 dans HUu et que le groupe quotient  G----- HUv/H*Uu. 

soit muni  d 'une  donn~e radicielle gdndratrice (T, (U,)~eOy) de type Or, ofa T est l ' image 
canonique de H,  U~, l ' image eanonique de U~. ul,), et off r u est le syst~me de racines formd 

des dldments aeO tels que a ( y ) e r ' .  Posons alors A ' = D ( y ;  x', D') ;  on tire de (6. i .  I5) 

qu' i l  existe u ' eUu+D,  u"eUu+ a, et n ' e N  u tels que 

(~) ueUu.u 'n 'u" .  
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Mais Uu+DUUu.cBu, D et  Uu+A, cB., ,D, puisque C , , , D , n ( y + A ' ) + O .  Par suite, 
on a usBu, Dn'B~,,D, et gEBu, Dn'B,, D, , d'ofl la deuxi~me relation de (i 2). 

D'autre part, pour tout ze]x ,y[ ,  on a a(z);>--%(ua) pour tout aeW, ce qui 
entralne que ueB,, D et geB,,D.B,, D, : c'est la premiere relation de (i 2). 

I1 ne nous reste donc plus qu'~ montrer que 

(3) X(/, D; n'.x', ~v(n') (D'))>X(x, D; x', D') 

pour achever la d6monstration de (i 2) dans le cas u+ I, ce qui terminera la d6mons- 
tration du lemme. 

Pour cela, nous allons tout d 'abord montrer  que 

(4) X(y, D; x', D') ~>X(x, D; x', D'). 

En effet, soit Jr '  l 'ensemble des hyperplans de V noyaux d'dldments de O. On sait 
que la longueur d 'un 61~ment w de oW est 6gale au nombre d'61dments de de' sdparant D 
et w(D) ([5], chap. VI, w i, n ~ 6). Par suite, X(z, D; x', D') est, pour z e A ,  le cardinal 
de l'ensemble dr', des 61dments Merit '  tels que z § M sdpare z § D et un voisinage 
de x dans x + D ' .  Or, pour MErit', l 'ensemble des z e A  tels que 1V[E~', est, soit le 
demi-espace ouvert x' + M + D ,  soit le demi-espace ferm6 x' + M + D, et son inter- 
section avec x + L  est une demi-droite (ouverte ou ferm~e). Par suite, de'uZdt'~, d'ofl (4). 
En rdalit6, ce qui prdc~de montre m~me que w'=w(y ,  D; x', D') Inajore w=w(x ,  D; x', D') 
en ce sens qu'il existe w"e~W tel que w ' = w w "  avec t(w') =g(w) §  

De plus, on a 

(5) X(y, D; x', D')>X(x, D; x', D') d~s que n 'eH.  

En effet, ce qui pr6c~de montre que l 'on ne peut avoir ~galit6 dans (4) que lorsque w'=w,  
ou encore A'-----A. Or l ' image ~- de u dans G est contenue dans le groupe U D- n U2 
engendr6 par les Ua pour les racines a eO u qui sont n6gatives sur D et sur A, tandis 
que l 'image ~' (resp. ~") de u' (resp. u") est contenue dans le groupe U + (resp. U+,) 
engendr6 par les U~ pour aeO u positive sur D (resp. A'). Si n' s H  et A = A', on a donc 

~-eUff n U2 n U ~ T U ~  

d'ofl ~ =  ~ d'apr~s (DR 6) et (6. ~.6). On en d6duit que ueUu,,  ce qui contredit (i). 

D'ofl (5). 
Utilisant (4) et (5), on voit que (3) sera consequence de 

(6) X(y, D; n'(x'), ~v(n')(D')) ~>X(y, D; x', D') et l'ggalitg nepeut avoir lieu que si n' E H. 

Mais, puisque n 'eNy,  on voit ais6ment que 

w(y, D; n'.x', ~v(n') (D')) =~v(n')w(y, D; x', D'). 

En posant t=%(n')  et w ' = w ( y ,  D; x', D'), on volt que (6) est 6quivalent ~t 

(7) t(tw') >>, g(w') et l'~galit~ ne peut avoir lieu que si t = ~. 

Identifions le groupe de Weyl "W' de Ou ~ un sous-groupe de "W et identifions 
une chambre vectorielle de Oy, qui est un c6ne simplicial dans un quotient de V, avec 
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son image r~ciproque dans V. Soit alors E la chambre vectorielle de cP u qui contient D. 

Soit R (resp. R') le syst~rne g~n6rateur de ~W (resp. ~W') form~ des r~flexions par rapport  

aux tours de D (resp. E) et soit w 0 (resp. w0) l'~l~ment de plus grande longueur par  rapport  
~t R. (resp. R') de ~W (resp. "W'). On a w0(D ) = --  D et w~(E) = -- E, d'ofi w0(E ) ~ w0(D ). 

Consid~rons dans G le sous-groupe parabolique minimal B assoei6 ~t la chambre 

veetorielle E : on a B = T .  1-I ~ro. 

Comme w'(D) _-=A', on a U u + ~ . c w ' B w  ' - t  (avec les conventions de notations 

habituelles permettant de faire le produit  d 'un 616ment de ~W' et d 'une classe suivant B). 
Les relations (i) et (2) entralnent alors 

(8) ~ ~ w0~w'0 -~ 

(9) ~ ~ ~tw' ~ w ' -  t. 

Consid6rons alors une d6eomposition r6duite (rk, . . . ,  q) de w' - lwo  (dans ~W, par 
rapport  ~ R) : on a done W o = W ' r k . . .  q et on sait que t (w')  = t ( W o ) - - k  ([5], chap. VI, 

w i , n  ~ 6, cor. 3 d e l a p r o p .  I7). Pour I~<i<k, posons 

wi = w' rk �9 �9 . q+l  

d'ofi en partieulier w~= w'. On a w~= w~+tq, ce qui entraine que les ehambres vecto- 
rielles w~(D) et w~+~(D) sont mitoyennes et la r6flexion s~ par  rapport a leur tour eommun 

est ~gale ~ w~+lw~ -x --= w~+lr~w~+tl = wiqw~ -x. 

Soit d 'autre part w~ l 'unique 616ment de "W' tel que la chambre w~(E) de $v 
contienne la chambre w~(D) de r  Remarquons que cette notation est bien cohdrente 

" d 'autre part, on a w~= w~= w' puisque w 'e  ~W'. Enfin, notons avec la notation w0, 
que les deux chambres w~(E) et w~+t(E) sont mitoyennes ou confondues suivant que s~ 

appartient ou non ~t ~W'. Dans le premier cas, on a aussi s i =  w~+~w~ 

D'apr6s (6. I . I  5 (a)), il existe, pour  tout i = o ,  . . . ,  k, un 616ment ~ e " W  ' et un 

seul tel que 
B~w~ B = B ~  B 

- - t  I - -  ! W l .  et on a w 0 = w  0 d'apr6s (8) et w~=tw '  d'apr6s (9), puisque w~= 
Soit I = { o , . . . , k - - 1 }  et soit Iz l 'ensembledes  i e I  t e l sque  w~+~=w~. II est 

clair que 

(io) si i~ I t ,  on a w ~ + t = w  ~ et w-~+~=~. 

De plus, nous avons vu plus haut que 
t t - - ] .  (I~) si ir  on a w~+tw ~ -=w~+~w~ X,=s~. 

t - - I  t t - - 1  t Si ir  o n v o i t q u e  w ~ + ~ w i ~ w  ~ s~w~ est une r~flexionpar rapport  ~ un tour 

de E, c'est-~-dire un ~16ment r~' de R' .  De (6. ~. ~5) et dc l 'axiome (T 3) des syst~mes 

de Tits, on d~duit donc que, pour ir on a 

B~'+a B = B~-w~+ ~ B = B-ffw~r~B c B ~  Br~ B c B ~ B  u B ~  r~ B 
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d'o5 l 'on ddduit une partition de I - - I t  en deux ensembles (dventuellement vides) : 

l 'ensemble I~ des i r  1 tels que w-~+l=w ~ et l 'ensemble 13 des i s I - - I  1 tels que 

Posons enfin wi -~ wi' wi'-i wi (pour i = o, . .  ., k). 

wk = t w '  . w ' -  t .  w '  ---- t w ' .  

Pour i e I ,  posons 

Si ieIx,  

Si ieI~, 

Si ieI~, 

Par suite, on a 

w 0  = = �9 �9 �9 = t w ' .  

On a w0=Wo et 

= w i  + 

on a d~-~w~+llw~-=q d'apr~s (Io). 

on a (en utilisant ( I i ) ) ,  di=w~-~lw~+lw~-lw~=w~-+lls~w~----i. 

on a d~ -1 . . . .  1 = w ~ l w  ,=r~.  = W i + 1 1 2 J i + l T " i W  i W i 

H ri 
iGIxuI, 

d'ofl t ( tw')  ~>t(Wo)--Card(I1uI3) >~t(Wo)--k=g(w')  et on ne peut avoir t ( tw')  = t ( w ' )  
que si I2-=tO , ee qui entraine Wo=tW o et t =  i. Nous avons done bien ddmontrd (7), 
ee qui aeh6ve la ddmonstration du lemme (7.3-6) et par  suite du th6orbme (7-3.4).  

Proposition (7 .3 .9) .  - -  Soit F une facette de A et soit L un sous-groupe de G contenant H 

et tel que L n U , = P F r ~ U  o pour tout ae~ .  Soit N~ le stabilisateur de F dans N et posons 
P ~ =  N~F. Pr. Alors P~ est un sous-groupe de G e t  on a 

P F c L c P ~ .  

La premiere assertion r6sulte immddiatement de ce que N~ normalise PF. D'autre 
part, on a bien P r c  L puisque PF est engendrd par H et les U ,  n PF. Comme Pr contient 

un groupe de la forme B,, D pour une ehambre C,,D, on ddduit de (7.3.4)  que si L~:P~ 
il existe n e N n L  tel que n. FOeF. I1 existe alors une racine affine ~ qui contient l'une 
et l 'une seulement des deux facettes F et v(n).F; quitte k remplacer dventuellement n 
par n -1, et ~ par  v(n -1).~,  on peut supposer que ~DF et ~;b~(n).F. On a alors U ~ c L  

et U,~,_,) .~=n-X.U~.ncL. Vu (7.2 .6)  et (6.4.9)  , ceeientra ine  v(n--~).azF, ce qui 
est absurde. 

7"4" L ' i m m e u b l e  de G. 

(7 .4 .x )  Consid6rons la relation suivante entre deux 61dments (g, x) et (h,y) du 
produit  G •  : 

(R) il existe n e N  tel que y=,~(n) (x )  et g - l h n e P x .  

Comme P~= Px.I~l, et que N~ est le stabilisateur de x dans N, eette relation (R) est 

dquivalente ~t la relation obtenue en y rempla~ant P, par  P,. Montrons que (R) est une 
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relation d'gquivalence. Soient g, h, keG,  x ,y ,  z e A  et m, h e N  tels que y = v ( m ) ( x ) ,  

Z=~(n) (y ) ,  g - l h m e P ,  et h-aknePv .  D'apr~s (7 . I .8 ) ,  on a Pu=mP=m-t ;  on en 

dEduit : 

h - l g m - l - = m ( m - l h - l g ) m - t e P v  et x=,~(m-1) (y )  

g - X k n m = g - t h m . m - l h - t k n m e P ~ . m - l P v m = P  = et z=v (nm) (x ) .  

La premiere de ces relations montre la symdtrie de (R), et la seconde la transitivitE; 
enfin la rdflexivitd est Evidente. 

D~finition (7-4-2). - -  On appelle immeuble de G (muni de la donnge radicielle (T, (U,)) 
et de la valuation q~ de celle-ci) l'ensemble ~ J  = ..r quotient du produit G • A par la relation 
d'dquivalence (R). 

L' immeuble %r ne depend manifestement que de la classe d'EquipoUence de q~. 
L'application j qui, /t xeA,  fait correspondre l 'image canonique du couple (I, x) 

dans or est injective. En etfet, si j ( x ) = j ( y )  (x ,yeA) ,  il existe n e N  tel que y = v ( n ) ( x )  

et neP=; comme NnP,:-:lCl x (7 . I .8 ) ,  on a y = x .  Nous identifierons dgsormais a et son 
image darts d t gr&e a j .  

D'autre part, l'opEration de G sur G • A obtenue en faisant agir G sur lui-m~me 
par les translations ~ gauche est compatible avec (R.) et ddfinit par passage au quotient 
unc operation (g, x) ~ g .  x de G sur or telle que l 'image de (g, x) darts 0r soit Egale ~t g. x 
pour tout g e G  et tout xEA. Pour neN,  l 'action de n sur J ainsi obtenue prolonge 
son action sur A donnEe par ~ : on a n . x = v ( n ) ( x )  pour tout h e N  et tout xeA.  I1 est 

clair que .jr = G. A. 
Enfin, on vdrifie aisdment qu'en appliquant la construction prEcEdente dans le 

cas o5 r est discrete, on retrouve bien ~ isomorphisme pros l ' immeuble de G associE au 

syst~me de Tits de G (6.5). 

Proposition (7.4.3) .  - -  Soit + une valuation dquivalente ?t q) (6.2.5).  II existe une appli- 
cation i : ~or -+~..r et une seule possddant les proprigtds suivantes : 

a) i ( g . x ) = g . i ( x )  pour x e * J  et g e G ;  

b) la restriction de i ~ A est une affinitI de A = 9  + V sur d? + V .  

Si X : ~ - + R ' +  est la fonction ddfinie par +eXcp+V, on a i(r162 
On a X ( 9 + V )  =+-~-V.  Soit ix: A - + + + V  l'affinit~ x~?~x. II est clair que 

(i) *P, = *P~,/,I (x s A) 

et, vu (6.2.5) (I), que 

(2) i l (n .x  ) = n . i l ( x  ) (xeA,  heN) .  

Par consequent 

(3) *N*=+N',(*I et *P==r162 (xeA).  
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On en dSduit aussit6t que i~ s'dtcnd de fa~on unique en une application i : * J ~ r  
poss~dant les propri6t6s (a) et (b). Rdciproquement,  soit i : q L c - + * J  poss6dant la 
propridt6 (a). En vertu de la d6finition de l ' immeuble, on a 

(4) *P,=r pour tout xeA.  

Soit x un point spdcial de A e t  y un point de A distinct de x. I1 existe une racine 

affme ~ contenant x mais non y. Vu (7.~.8) (~) et (6.4.9)  , on a U~c~P~ et 

U~r  Vu (4), il en r~sulte que i(x)+Xy. Autrement dit, on a i (x )=Xx pour 

tout point sp6cial x de A. Si i poss6de la propri6t6 (b), ceci implique que i l A = i~, d'ofl 
l'unicit6 de i et la derni~re assertion de l'6nonc6. 

Proposition (7 .4 .4) .  - -  Soit f2 une partie non vide ou une facette de A. Le fixateur de f~ 

dans G (pour raction de G sur J )  est dgal ~ Pn" 
(Le fixateur d 'un germe est par  d~finition la r6union des fixateurs de ses 616ments.) 

Cela r~sulte de la ddfinition de or lorsque f2 est rdduit ~t un point, et le cas g~ndral s'ensuit, 

VU (7. I. II) .  

Proposition ( 7 . 4 . 5 ) - -  Soit aeO et soit ueU'~. Posons k = % ( u ) .  L'ensemble des 
points de A laissls fixes par u est la racine affine 

Pour tout point x s A ,  on a en effet P, o U , = U , , _ ~ ( , )  et u e P ,  ~quivaut 

k>~ --a(x). 
On remarquera qu'il existe des points de Jr fixes par u en dehors de A (of. (7-4-33))- 

CoroUaire (7 .4 .6 ) .  - -  Pour toute partie close non vide f~ de A, l'ensemble des points de A 

laissgs fixes par tousles dlgments de Pn est dgal ~ fL 
Cela rdsulte de (7-4.5) lorsque f~ est une racine affine. Le cas g~ndral s'en d~duit, 

puisque cl(f2) est l'intersection des racines affines contenant fL 

D~finition (7-4-7).  - -  On appelle appartement de Y un transform2 de A par un dlgment 
d e G .  

Proposition (7 .4 .8) .  - -  Soit geG.  L'intersection A r ~ g - l . A  est une partie close de A 
et il existe neN  tel que g . x = n . x  pour tout xeAr~g- l .A .  

On peut supposer f~ = A n g  -1. A 4= O. Soit 5r l 'ensemble des parties X de ~ telles 

que g - i N  n Px*  O. La definition m~me de J entralne que ~ contient toutes les parties 

de f] r~duites /~ un point. Soient XESF, y e ~  et nx, nveN tels que g-~nxEP x et 

g-lnyeP~. Vu (7- I .6), il existe une chambre vectorielle D telle que 

n x '  nye Px. Pu clq x. Up-. U~-. lq, 

(on a tenu compte dcs rclations P x = N x P x  et Pv----P~lq~). I1 existe donc des dldments 

nxeN X et n'~e~qy tels que nx- lnx ln~ ,n~eNnWDU+={I} .  Posons n=nxn'x=nvn~; on a 
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alors g - l n e P x n  Pu---= Pxu{y}. On en ddduit, par  rdcurrence sur k, que toute partie de g~ 

composde d 'un nombre fini de points xl, . . . ,  x k de D, appartient ~ 5F. 
Soit alors x0ef2 et dcrivons ~ comme rdunion d'une famille filtrante croissante 

de parties finies X~., chacune d'elles contenant x 0. I1 existe n o et n~eN tels que g-lnoe~x. 

et g-ln,  ePx, cP~0. On a alors ni-lnoGl~l~, et, comme I~I,,/H est fini, on peut supposer, 
quitte ~ extraire une sous-famille cofinale et ~ multiplier ~ droite les n i par des dldments 

de H, que n~ est inddpendant de i. On a alors g-lnienPxi----P a ( 7 . I . x i ) ,  d'ofa la 

derni6re assertion. De plus, il existe n ' e N  a tel que g-ln~n'ePn-=Pol(o) (7 .1 .2) ,  d'o/x 
g . x e A  pour tout xecl(~2), ce qui entrMne que f/ est close. 

Corollaire (7 .4 .9 ) .  - -  Soit f~ une partie ou une facette de A. 

(i) Le fixateur Pa de f~ est transitif sur l'ensemble des appartements contenant f~. 
(ii) Supposons que [2 soit une chambre, et soit bePn.  On a b . x = x  pour tout x e A n b . A .  
Soit A'--=g.A un appartement contenant f~ et soit neN tel que g - a . x = n . x  pour 

tout x e A n g . A .  On a alors gneP n et A ' = g n . A ,  d'ofl (i). Si /2 est une chambre 

et si gePn,  on a, vu (7.2 .6) ,  n e N n P c = H ,  d'ofl (ii). 

On comparera (7.4-9) avec (2.5.8)  et (2-5-9). 

Corollaire (7. , t .xo) .  - -  Le sous-groupe N (resp. H) est le stabilisateur (resp. fixateur) 

de A dans G. 

Soit g e G  tel que g . A = A .  D'apr~s (7 .4 .8) ,  il existe neN tel que g-lnePA. 

Mais on a UA---- {I } puisque a n'est contenu dans aucune racine affine, et PA = 1%IA = H. 

D'ofl le corollaire, compte tenu de ce que H est par d~finition le noyau de ~. 

On comparera (7.4.  Io) avee (2.2 .5) .  

(7.4.  ix ) Comme en (2.2.8) ,  il rdsulte de (7.4.  x o) que sur tout appartement A' de J ,  
il existe une structure d'espace affine euclidien et une seule telle que, pour tout g e G  avec 
A ' = g . A ,  l 'application x ~ g . x  soit un isomorphisme d'espaces affines euclidiens de A 
sur A'. En particulier, chaque appartement A' de J e s t  ainsi muni d'une distance dA,. 

D'autre part, (7 .4.8)  montre aussit6t que, si IV[ est une partie d 'un appartement,  
l 'ensemble g .c l (g -1 .M)  est inddpendant du choix de g e G  tel que M c g .  A. Cet 
ensemble est appel~ l'enclos de M e t  est not~ cl(M) ; il est contenu dans tout appartement 

contenant M. On dit que M est close si c l ( M ) = - M .  

Difinition ( 7 . 4 . x ~ ' ) . -  On appelle quartier (resp. germe de quartier, chambre, 
facette) de J un transforrrd d'un quarrier (resp. germe de quartier, chambre, facette) de A par 

un ~lgment de G. 

Bien entendu, on identifie un germe de A, ddfini par une base de fihre ~-  sur A, 

avec le germe ddfini par ~-  dans J .  

La d~finition (7 .4-I2)  est justifide par  la proposition suivante : 

Proposition (7 .4 .x3) .  - -  (i) Si une facette X de J rencontre un appartement A ' = g . A  
de .,r il existe une facette Y de A telle que X = g. Y et X est contenue dans A'. 
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(ii) Si un quartier (resp. germe de quartier) X de ,r est contenu dans un appartement 

A' = g . A ,  il existe un quartier (resp. germe de quartier) Y de A tel que X = g . Y .  
D6montrons  (i). Soient x un  point  de A, E une facette vectorielle de @~ et h un 

616ment de G tels que X =h .F~ ,~ .  Supposons que X rencontre  g .A .  Pour  tout  voisi- 
nage convexe fl de x dans A, on a h . ( f l n ( x + E ) ) n g . A + f O .  Si ~1 est suff isamment 
petit, il existe une demi-droi te  ouverte d 'origine o dans V, soit E', telle que E' c E 
et h . ( O n ( x + E ' ) ) c g . A .  On a F,,E=F~,~:. et d'apr~s (7 .4 .8 ) ,  il existe n e N  tel 

que g - l h . y = n . y  pour  tout  y e A n g - l h . A .  O n  a alors n - l g - l h e P , . ~ , = P , , w  et 
X=h .F~ .E=g .F~ , , ,~ , ,  avec x " = n . x  et E " = " ~ ( n ) ( E ) .  

La d6monstrat ion de (ii) est analogue,  en plus simple. 
On  volt en part iculier  que les facettes (resp. chambres) de J qui rencontrent A ne sont 

autres que les facettes (resp. chambres) de A.  

Corollaire (7 .4 .  x4). - -  Soient F et F' deux facettes de A telles que F' soit contenue dans 
l'adMrence de F dans A ( 7 . 2 . I ) .  Soit g e G .  Tout appartement de ,,r contenant g . F  contient 

aussi g. F'. 

Cela r6sulte de (7 .4 .  I3), compte  tenu de ce que A n h . A  est une part ie ferm6e 
de A pour  tout  b e g  (7 .4 .8) .  

Proposition (7 .4 .  I5).  - -  Soient f2 et fl '  deux parties ou facettes de A e t  soit "V~rn (resp. "~TVta, ) 

l'image de ~Yta (resp. Nta,) dans (N. L'application naturelle de ~Vta\'v?V/~r dans Pa \G/Pn ,  
est bijective. 

La d6monstra t ion est ident ique ~t celle de (4.2.  i),  en rempla~ant  la r6f6rence 

(2 .5 .8)  par  (7 .4 .9 ) .  

Proposition (7 .4 .x6 ) .  - -  Supposons que la valuation 9 soit dense. Soient x un point de A 

et E une facette vectorielle. 

(i) Le seul point de A laissg fixe par P~, E est x. 

(ii) Soit g e G  tel que gP~,Eg- lcPx;  alors g e P  z. 

Soit y e A ,  y + x .  Puisque q~ est dense, il existe une racine affine contenant  x 

et ne contenant  pas y ;  vu (7 .4 .5 ) ,  ceci d6montre  (i). D6montrons  (ii). Vu  (7 .3 .4) ,  
on peut  supposer g e N .  Or, pour  n e N ,  on a nP~,vn-l=P,.~,~:, ,  avec E '=~v(n)(E) ,  
et (ii) r6sulte de (i). 

Corollaire (7 .4 .  I7) .  - -  Si la valuation 9 est dense, le normalisateur de Px (resp. P~) est 

ggal ?~ ~ quel que soit x e A .  

TMorbne (7 .4 .x8) .  - -  (i) Deux chambres (resp. facettes, points) de J sont contenues 
dans un mgme appartement. 

(ii) Une chambre (resp. facette, point) de J e t  un germe de quartier sont contenus dans un 

m/me appartement. 

(iii) Deux germes de quartier de J sont contenus dans un mgme appartement. 
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Ces assertions ne sont en fait que des traductions gdomdtriques de (7-3.4), (7.3. I) 
et (6. I. i5) a) respectivement. Compte tenu de (7.4. I4), il suffit de les d6montrer dans 
l ecas  des chambres et des germes de quartier. 

Soiertt C et C' deux chambres de de. Q uitte k les transformer par un mfime 616ment 
de G, on peut supposer que C est de ia forme Cx.D et que C ' = g .  C,,,D,, Off x et x' sont 
deux points de A, D et D' deux chambres vectorielles et off g~G.  Vu (7-3-4), on a 
g----bnb', avec b~Bx, D, n~N et b'eB,,,D,. Cela 6tant, C = b . C  et C '=bn .C, ,D,  sont 
contenues dans le m~me appartement b.A. 

On dEmontre de m6me (ii) k partir de (7.3. i) et (iii) ~t partir de (6. i. i5) ; voir 

aussi (4.2.5).  

Thdorkme (7.4. x9). - -  Soient C une chambre de Jr et A '  un appartement contenant C. 

Il existe une application pe t  une seule de J dans A'  telle que, pour tout b~Be, la restriction de p 

?~ l'appartement b. A '  coincide avec la restriction de l'application x ~ b -1 . x. La restriction de 0 ~ A'  

est l'identitd et, s i x  est un point de A '  adherent ?z C, on a p - l ( x ) = { x } .  

Pour la demonstration, voir (2.3.2) et (2.3.4).  Comme en (2.3-5), cette appli- 
cation pest  notEe PA'; e et est appelde la retraction de de sur A '  de centre C. 

Proposition (7 .4 .2o) .  - -  (i) Il existe une distance d sur de et une seule dont la restriction 

d tout appartement A '  de d e est la distance eudidienne de A' (7-4- I I ) .  Elle est invariante par G. 
(ii) Soient C une chambre de de, x un point adherent ~ C et A '  un appartement contenant C. 

Soit p la rgtraction de de sur A '  de centre C. Pour tous y ,  z~de, on a 

d(p(y) ,  p(z)) <. d(y,  z).  

Si de plus C, y e t  z sont contenus dans un mgme appartement, on a d(p(y) ,  p ( z ) ) - - d ( y ,  z).  En 

particulier, d(x, p ( y ) ) = d ( x , y )  pour tout y~de.  
(iii) Soient x, y e d e  et soit S = { z e d e l d ( x , y ) = d ( x ,  z ) + d ( z , y ) } ,  alors, S est contenu 

dans tout appartement A '  contenant x et y ,  et coincide avec le segment [xy] de l'espace affine A' .  

On pose S = [xy]. Toute isomgtrie de de, et en particulier tout dldment de G, qui laisse fixes x et y ,  

laisse fixe tout point de [xy]. 
(iv) Soient x, y ,  z, z' quatre points de de tels que z~[xy], et soit eER+ tel que 

d(x, z')<~d(x, z ) + ~ d ( x , y )  et d(y,  z')<~d(y, z ) + ~ d ( x , y ) .  On a alors 

d(z, z')2 ~ 4d(x, z )d (y ,  z)e + d (x , y )% 2. 

(v) Soient x,y~de et t~[o, I]. Notons t x + ( I - - t ) y  l'unique point z de [xy] tel que 

d(y,  z ) = t d ~ x , y ) .  L'application (t, x ,y)  ~ tx + ( i - - t ) y  de [o, I])<deY(de darts de est continue. 

L'espace mgtrique de est contractile. 

Pour la demonstration, voir les n ~ (2.5.1) ~ (2.5-4) et (2.5. I4) ~t (2.5.16). 
Dans la demonstration de (2.5.3) (i) on remplacera l'utilisation des facettes par celle 

du lemme suivant : 

Lemme (7.4-2x ). - -  Soient C une chambre, A '  un appartement et x, y deux points de A' .  

Il existe une suite monotone (x o = x, xl, . . . ,  x,, = y )  de points du segment [xy] de A '  telle que, 
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pour tout i=o ,  . . . ,  m--I ,  le segment [xixi+l] de A' et la chambre C soient contenus dans un 
mgme appartement. 

On peut  supposer x~ey. Pour  tout  point  Ze]xy[, il existe des chambres  C + et C~- 

contenues dans A', telles que ]xz[nO~-oeO et ] zy [nC+0eD.  Soit A + (resp. A~-) un  

appar tement  contenant  C et C + (resp. C~-). I1 existe alors z+e]zy[ et z-e]xz[ tels que 
[zz +] c A  + et [z-z] cA~-. On  d~finit de mani~re analogue x + et A + d 'une  part ,  y -  et A v- 

d 'au t re  part .  II existe alors un  nombre  fini de points zl, �9 �9  zk de [xy] tels que les ]z4-z4 + [ 
forment  avec [xx+[ et ] y - y ]  un  recouvrement  ouvert  de [xy]. I1 suffit alors d 'o rdonner  

en une suite monotone  les points x, x +, z~-, z~, z~V,y - e t y  pour  obtenir  la suite cherch~e. 

Remarque (7 .4 .22 ) .  - -  Soient C et C'  deux chambres  de A e t  soit g-~bnb'eG, 
avec bEBc, n e N  et beBc,. Comme la restriction de P.~;o ~ l ' appar tement  b.A~g.C" 
coincide avec l 'act ion de b -1, on a p A i o ( g . C ' ) = n . C ' .  

De m~me, on a pA;c(g.x)=n.x d~s que geBcnP ~ (xeA, neN) .  

(7-4-23)  Soient v un dl~ment de longueur  I de V, E = E ( v )  la facette vectorielle 

qui le contient  et E = E ( v )  le sous-espace vectoriel engendr~ par  E. On pose 

c(v)=sin( /2) 

off e est le plus petit  des angles que fait v avec ses transform6s distincts de lui-m~me par  

les divers ~lfiments de vW. 

Si E = V ,  on pose k(v)=+oo; si F ,+V,  on pose 

k(v) = sin 

off ~ est le plus pet i t  des angles que f a i t v  avec les sous-espaces vectoriels engendrds par  

les facettes vectorielles non contenues darts F, et de dimension ~< dim E. Enfin, on note 3(v) 

la distance de v au compl~mentaire  de E dans E, et on pose 

h(v) = inf{c(v), k(v), ~(v)}. 

Notons que h(v)>o.  

Proposition (7 .4 .24) .  - -  On garde les notations de (7 .4 .23) .  Soient x, yl, z eA  tels que 
xe[zyl] et y l - - z~R+v .  Soient geP, et y e J  tels que g - l . y~A  et que 

d(y, yl) + d(g- 1.y, Yl) <~ 2c(v) d(x, yl). 

Alors, ge~x. 
L'ensemble des tE[zx] tels que geP,  est un  segment [zm]. Supposons m+x. On 

note D u n e  chambre  vectorieUe telle que v ~ D et p la rdtract ion sur A ayan t  pour  centre 

la chambre  C,~,D. Soit n e N  tel que gEB,,,DnBm, D. Comme g.m-~m, on a n.m=m; 
d 'au t re  part ,  il existe d'apr6s (7 .4 .22)  un point  m'e]myl] tel que o(g.p)=n.p pour  

pe[mm']. Comme p(g. [myl] ) est le segment [mp(g.yl)], on voit que [mp(g .y l ) ]=n .  [myl], 
et que 

P (g.Ya)--Yt = d(m, y,)(vv (n)(v)-  v). 
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Or,  on a "v(n)(v)+v : sinon, compte  tenu de ce qu 'un  ~Idment de Bin. D laisse fixes 
les points d ' un  voisinage de m dans m q- D, on aura i t  g. (m + tv) = m + tv pour  tout  t>~ o 

assez petit, ce qui contredit  la ddfinition de m. Par suite, la longueur  de "v(n)(v)--v 
est au moins dgale "2 2c(v) ct on a 

d(p(g.y,), y~) >>. 2c(v)d(m, y,) 2> 2c(v)d(x, y,) >/d(y,y,) + d(g- '  .Y, Ya) 

d(p (g .y:), Yt) > d(y, y,) ~-d(y, g .y,) >1 d(p (y), y,) -}- d(p (y), p (g .y~) ) >1 d(y~, p (g .ya) ) 

d'o/a une contradict ion.  Donc m = x  et g e P , .  

Proposition (7 .4 .25) .  - -  Soient A' un appartement de or et y un germe de quartier contenu 
darts A'. Il existe une application not& P~';v de J darts A' et une seule possddant la proprigtg 
suivante : pour toute partie bornge M de J ,  il existe un quartier ~ de A' appartenant gz "( tel que, 
pour toute chambre C contenue dans ~, l'on ait PA';v(Y)=PA':c(Y) pour tout y e M .  

On peut  supposer A ' =  A e t  y = y(D),  off D est une chambre  vectorielle. L 'unici td 

de PA';v est claire. Soit M uric partie bornde de J ;  soient y t e A  et v e - - D .  Posons 
r = s u p { d ( y , , y ) l y e M  } et soit x e y : - - R * . v  tel que la boule de centre y~ et de rayon r 

de A soit contenue darts le quar t ier  x - - D .  Soient y e M  et g e G  tel que y ' = g . y e A .  

l~crivons g=hnu,  avec hePv, , h e N  et UeUD ( 7 . 3 . I ) .  Alors u . y e A .  D'aut re  part,  

il existe z~_x--R+v tel que ueU,~.  D et, vu  (7 -4 . :9 ) ,  on a u.y:-=pA;c(y ) pour toute 

chambre C c z + D ,  d'ofi 

d(y:, u .y)<<. d(y t ,y)  <<. r<~ c(v)d(yt, x). 

Appl iquant  (7 .4 .24) ,  on voit que u e P , ,  donc u e U ~ ,  et on a 

(:) u.Y=PA;c(Y) 

pour toute chambre  C c x + D  et tout  y G M .  La proposit ion en rdsuhe. 

Comme en 2.9, l 'applicat ion PA';v s'appelle la rltraction de J sur A' relativement 
au germe de quartier y. I1 est clair qu'ellc est l ' identitd sur A' et d iminue les distances. 

Proposition (7 .4 .26 ) .  - -  On reprend les notations de (7 .4 .23) .  Soient z e A  et gEP~; 
posons v = s u p { t e R [ g . ( z  ~-tv)=-z+tv}. Pour tout t e N  tel que t>>.% on a 

2c(v)(t-- ,:)<~d(z + tv, g. (z 4- tv) ) <<. 2(t--'r).  

Soit tGR,  t1>v. Posons 

y = y : = z + t v ,  d = d ( y , g . y )  et x=y- - ( ( I /2 )c (v ) - ld )v .  

De (7.4 .24)  on d~duit  que geP~,  d 'o~ 

ce qui cst la prcmi~rc des in~galit~s annonc~es. 
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pour  

D 'au t re  part ,  posons u = z + v v ;  on a 

d(z + tv, g. (z + tv)) <~ d(u, Z + tv) + d(u, g. (z + tv)) = 2(t-- v) 

tout  t~>~:, d'ofl la deuxi~me indgalit~. 

Remarquons  que lorsque r de rang un, on a c(v)= I. 

Corollaire (7 .4 .27)-  - -  Soit Dune chambre vectorielle telle que v E F). Soient y ~ A, u s U + 

et ? , e l l + .  

(i) Si d(y, u.y)<~Z, on a ueUu+It/2M~I_,x~+D. 
(ii) Si uEUu+z~+D , on a d(y, u.y)~<sup(o, 2X). 

Soit s -inf{tell]ueUu+t~+D }. Comme ueU + ,  on a s<oo.  Si s~<o, on a u.y=~y 
et il n 'y  a rien ~ ddmontrer .  Supposons s > o  et appliquons (7 .4 .26)  en y rempla~ant  v 

p a r - - v e t  e n p r e n a n t  g=u ,  z = y + s v ,  t=s .  On a alors v = o ,  d'ofi 

2c(v)s<~ d(y, u .y) <~ 2s 

ce qui d6montre  (i) et (ii). 

Remarque (7 .4 .28) .  - -  Soient xEA,  uEU~ et n ~ N  te l sque  uEP~nP~. On a alors 

d(x, u.x)--d(x,  n.x) et (7 .4 .27)  dtablit une double in~galit6 entre la ~ grandeur  ~ de n 
mesurde par  d(x, n.x) et celle de u, mesurfie par  le plus peti t  XeR+ tel que u appar t ienne 

au sous-groupe U,+  xo+i). Remarquons  que, lorsque veD,  les sous-groupes U~+ z,+D 

pour XeR forment  une filtration d~croissante de U + et permet tent  de ddfinir une 

~ valuat ion ~ q~ de U + . 

Proposition (7 .4 .29) .  - -  Reprenons les notations de (7 .4 .23) .  Soient x, x ' ,y  1,y~ ~ A tels 
que y l - - x ,  x - - x '  et x'--y~ appartiennenta R+v. Posons L = x - t - E = x ' §  etsoient yeP~.L 
et y 'e  P~,. L tels que 

d(y, yt) <h(v)d(x,y~) et d(y',y;) <h(v)d(x',y~). 

Alors, (x--  E) n ( x ' +  E) cc l ({y ,y '} ) .  

Soit C une chambre  de A ~ laquel ley;  est adhdrent  ; posons p = p,; c et soit g~Pc  

tel que p ( y ) = g . y .  On  a 

d(y, Yt) + d(g.y, ya) <~ 2d(y, yl) < 2c (v) d(x, 21) 

et gePx d'apr~s (7 .4 .24) .  Comme c l ( { x } u C ) z ( y [ + E ) n ( x - - E ) ~ ( x ' - f - E ) n ( x - - E )  on a 

g e  Pc n Plx' +~lnC~-El" 

Montrons  que O(y)ex+E. I1 existe z s L  et hEP, tels que p(y)=gh.z;  vu (7 .4 .8) ,  

il existe nel~l, tel que p(y)=n.z ,  d'ofl 

p ( y ) -  = 

Comme z - -xe~ ,  on voit que p(y) - -x  appar t ient  ~ une facette vectorielle de dimension 

~<dimg. Si O(y)--x(Eg, alors 

d(yx,y) >>- d(yl, p(y))/> k(v)d(y~, x) >1 h(v)d(yl, x) 
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ce qui  est contraire  aux hypotheses.  De  plus, on a 

d(y~, p (y) ) <~ d(y~, y) < 3 (v) d(yi,  x) 

ee qui entraIne que p ( y ) = g . y  appar t ien t  ~ x + E .  
Soit alors t e N +  suffisamment grand pour  que g . y e x + t v - - E .  Posons z = x + t v  

et y " = g . y ' .  Raisonnant  alors eomme  on vient de le faire, mais en remplaqant  x, y~, 

Yx,Y, ve t  E respect ivement  par  x', z ,y '~,y",  - - v  et - - E ,  on voit, eompte  tenu de ce que 

d(y'Dy")=--d(y'~,y' ) et que  y"eP~..y'cf~=,.L, qu' i l  existe 

tel que g ' g . y = g . y e x + E  et g ' g . y ' = g ' . y " e x ' - - E .  O n  a alors 

cl({y, y '})  - - g - t g ' - t .  c l ({g 'g .y ,  g'g.y '  })z g-~g'-~. ((x' + E) n (x- -  E)) = ( x ' +  E) n (x - -  E). 

Corollaire ( 7 . 4 . 3 o ) .  - -  Gardens les notations de (7 .4-23)  et soit X un hombre rdel tel 
que o<~X<2I. Il existe un nombre rFel e;>o tel que, pour x, x'~-A et y , y ' e J ,  les relations 

x'--xER'~ v, d(x,y)<~d(x, x'), d(x',y')<~d(x, x'), { y , y ' } c P , , . ( x + E )  pour tout ue[xx'], 
entrafnent l'existence de z, z' e[yy'] n A  avec d(z, z')>~Xd(x, x'). 

La demonst ra t ion  ~ par t i r  de (7 .4 .29 )  est tr~s analogue ~ eelle de (2 .8 .~o)  /~ 
part i r  de (2 .8 .9 ) .  Nous la laissons au leeteur. 

Remarque ( 7 . 4 . 3  x). - -  Si E est une ehambre  vectorielle, on a L == x + E = A et 

le~ r y~ l~ , .L ,  y '~P~ , .L  ou y ,y 'eP, , . (x+F,)  de (7 .4 .~9)  et ( 7 . 4 . 3  ~ ) sent 

au toma t iqucmen t  satisthites; on a en effet ~r ~ . A  pour  tout  x eA d'apr~s (7 .4 .9 )  (i) 

et (7 .4 .  I8) (i). 

Corollaire ( 7 . 4 . 3 2 )  �9 - -  L'appart~ment A est la plus petite pattie convexe de .I; stable par T.  
O n  ddmontre  (7 .4 .32)  ~ part i r  de (7 .4 -3  ~ exaetement  comme (2 .8 .  I z) ~ part i r  

de (2 .8 .  zo). 

Proposition ( 7 . 4 . 3 3 ) .  - -  Soit v un gl6ment de longueur I de V, contenu dans la chambre 
vectorielle D. Il existe une constante h:>o poss{dant la propriEtg suivante : si xeA,  ueU~+ v et 
h e R + ,  alors u laisse fixes tous les points de ,,r situ~s dans la boule de centre x§ et de rayon h?,. 
Si q~ est de rang un, on peut prendre h = z/2. Si �9 est de type A1, on peut prendre h = z. 

Soient x, u et ~, eomme dans l'EnoncE; posons y=x-FXv et c=c(v)-l .  Soit ze.,r 

posons ~ = X - l d ( y ,  z) et  t=tzA;v(D)(Z ). V u  (7 .4-25)  (I) il existe u ' e U  + tel que  z = u ' . t .  
O n  a d(y, t)<~d(y, z), d'ofi d(y, u'.y)<~d(y, z )+d(u ' . t ,  u ' . y )=d(y , z )+d( t ,y )<~2Xb.  
D'apr6s (7 .4-27)  (i), on a done u'eUv+cxS~+D. Posons x'=y+cX3v. D'apr6s (6 .4 .32) ,  
il existe une eonstante k, ne dependan t  que de v, avee o<k~< I, telle que 

c 

Posons r-=~(v) ( 7 . 4 . 2 3 ) ;  on voit  aisEment que  t e x ' + k ( x - - x ' ) + D  d~s que 

c~--  k(i + c~) <~ - -  r - l~ .  
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Comme k~< I, il suffit pour cela que 8<~kr. Si cette condition est satisfaite, on a aussi 

t sx  + D  et 
u . z = u u ' . t = u u ' u - * . t = u ' ( u  '-~, u ) . t = u ' . t = z .  

I1 suffit done de prendre h = k r .  Si �9 est de r a n g u n ,  on a r = I  et o n p e u t  prendre 

k - - I / 2  ( 6 . 4 . 3 2 ) ; s i O e s t d e t y p e A l ,  o n p e u t p r e n d r e  k = i .  

Corollaire (7.4.34).  - -  Supposons ? dense. Il existe deux constantes ~, v > o  telles que, 
quels que soient les points x, y E J ,  il existe geG satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

(I) g laisse fixes tousles points de J appartenant a la boule de centre x et de rayon ~d(x,y) ; 

(2) d(y, g.y) >1 vd(x,y). 

Pour teV, t:~o, notons =(t) le plus petit des angles formds par t et les a" pour aeO 

et posons = = inf  cos =(t) ; on a 0c>o. Soit v un dldment de longueur I de V, contenu 
t ~ g , / * 0  

dans une chambre vectorielle D et soit h la constante correspondante introduitc en 

(7.4.33). Nous allons montrer que les constantes , = ( I / 3 ) h ~  et v=--(2/3)c(v)~ rdpon- 
dent k la question. 

II suffit de le faire voir lorsque x, y e A  et x--yE~).  Soit alors aeq) telle que le 

cosinus de l'angle de x--y avec a" soit >~e; on a aeq~ +. Posons d=d(x,y)  et soit zs[xy] 
tel que --a(z)cP~ et que d(x, z)>~(I/3)d, d(y, z)>~(I/3)d : un tel point existe puisque 

est dense. Soit u~U~ tel que %(u)=--a(z) .  On sait (7.4.5) que l'ensemble des points 
fixes de u dans A est le demi-espace {teAla(t)--a(z)>~o }. En particulier, on a 

ueU,_X~+D avec X=a(x--z)a(v)-*>~d(x, z)>>.(a/3)d. De (7.4.33) on ddduit alors que 
u . t = t  pour tout te.~ r tel que d(x, t)<~h(~/3)d=~d(x,y ) : c'est la condition (i). 

D'autre part, on volt de meme que u C U u + ~ D  d~s que &<a(z--y)a(v) -~ 
De (7.4.27) (i), on tire alors 

d(y, u.y) >1 2c(v)a(z--y)a(v)-* >~ 2c(v) ed(y, z) >>- vd(x, y) 

ce qui ddmontre (~). 

7 .5 .  Le compl~t~ de l ' | m m e u b l e .  

(7 .5 - I )  Lorsque q~ est discr6te, l ' immeuble de G est un espace mdtrique complet 

(2. 5. I2). I1 n'en est pas de m~me en g6n6ral. Notons alors or le compl6t6 de J .  Les 

op6rations de G ainsi que les r6tractions sur un appartement se prolongent par continuitd 

k J .  D'autre part, on d6duit ais6ment de (7.4.20) (iv) que, si des x i (resp. yi) de .~ 

tendent vers un point x (resp. y) de 3 ,  alors, pour tout re[o, I], les t x i+(I - - t )y  ~ 
tendent vers un point z e 3  et z ne d6pend que de t, x e ty ;  on pose alors z = t x + ( I - - t ) y  
et [xy]={ tx+( I - - t ) y  I te[o, i]}. On volt par continuit~ que les assertions (7.4.20) (iv) 

et (v) sont encore valables si l 'on y remplace J par J .  On en ddduit aussit6t que [xy] 
est l 'unique g~oddsique de J joignant x ~ y ;  plus pr6cis6ment, on a 

[xyJ= {z e f [ d(x, z ) + d ( z , y ) = d ( x , y ) } .  
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Proposition ( 7 . 5 . 2 ) .  - -  Soit v un dldment de longueur i de V, contenu dans une chambre 

vectorielh D. Pour tout point xe  3 ,  il existe un triplet (y, (Xp), (up)) satisfaisant aux trois condi- 
tions suivantes " 

(i) y e A ,  ()'p)p>~l est une suite d&roissante de hombres r&ls tendant vers zdro et (up)p~ est une 
suite d'dldments de U+;  

(2) up +1 ~upUv+ xp~ + D pour toutp>>.i; 

(3) x =  lim up.y. 
p --~ oo 

R&iproquement, pour tout triplet (y, (Xp), (up)) satisfaisant ?z (I) et (2), la suite des u , .y  

converge vers un ggment x de J .  Pour que l'on ait x e J ,  il f au t  et il suffit qu'il existe un u e U ~  

tel que 

(4) upeuUv+ xp~+D pour tout p>~ i. 

On a alors x : u . y .  

Soit x e J  et soit p la rdtract ion sur A re la t ivement  au germe de quar t ier  y(D),  

prolongde par  continuitd ~ .,r Soit (xp)p~>~ une suite de points de or telle que ~p=d(x, xp) 
ddcroisse et tende vers zdro quand  p tend vers l'infini. Posons y = p ( x )  et yp=o(xp). 
Pour  tout p~>I, il existe upeUA ~ tel que xp=up.yp ( 7 . 4 . 2 5 ) ( x ) .  Comme 

d(up.y, up.y,) = d(y ,y , )  <~ d(x, x,), 

on voit que, quit te ~t remplacer  les xp par  les up.y et ~t en extraire une suite partielle, on 

peut supposer que xp =up .y  pour  tout  p>/ i .  
Si q>>.p, on a d(u[aup.y ,y)=d(up.y ,  uq.y)<~2%. D'apr~s (7. 4. 27) (i) on  a 

(2 b#) u~luveUu+xp~+D pour  q>~p 

en posant Xv=c(v)-%p.  II est clair que (y, (~o), (up)) satisfait k (I),  (2) et (3). 
R6ciproquement ,  soit (y, (Xp), (up)) satisfaisant ~t (I) et (2). Vu la ddcroissanee 

de (Xp), la condi t ion (2 b/s) est satisfaite. On  tire alors de (7 .4 .27)  (ii) que 
d(up.y, uq.y)=d(u~-t.up.y,y)<<.2X, pour  q>>.p, d'o~ la convergence de la suite (up.y) vers 

un 6Idment x e J .  
Si x e J ,  i lexis te  ueUii  ~ t e l q u e  x----u.y. O n a a l o r s  

d(u.y, up.y) = l im d(uq.y, u,.y) <<. 2Xp. 
f l  --~- o o  

D'apr6s (7 .4 .~7)  (i), on a done 

ueupU,+~_.xp~+ D pour  tout  p. 

Mais, pour  q>>.p assez grand,  on a Xp>~c(v)-lXq d'ofi 

uGuqUz r Zpv +D 

ce qui, vu (2 bis), entralne (4). Inversemcnt ,  si (4) est satisfaite, on dedui t  de (7 .4 .  ~7) (ii) 
que d(u.y, up.y) < ~Xp, d 'o~ x = u.y e Jr. 
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(7 .5 .3)  Pour aeO, appelons boule de centre u e U ,  et de rayon k e R  dans U, 
la classe ~ gauche uU~,~. 

Proposition (7-5-4). - -  Pour que l'immeuble ~ soit complet, il faut et il suffit que la condition 
suivante soit satisfaite pour tout aeq) r~a : 

(MC) Toute suite d&roissante pour l'inclusion de boules de rayon majorg de U~ a une 
intersection non vide. 

1V[ontrons que la condition est n6cessaire. Soit aeq) r~d, et, pour p entier/> i, soient 
upeU~ et kpeR tels que kq>~kp et uqU,.kqcupU~,kp pour q>~p, e t q u e  k=supkp<oO.  

P 
Soit D une chambre vectorielle telle que ae(I) + et soit v u n  61~ment de longueur I de D. 
S o i t y e A  tel que a(y )=- -k ;  posons Xp=a(v)-~(k--kp), d'ofi U~,kp=U, nUu+zp,+ D. 

D'apr~s (7.5.2),  la suite (up.y) converge vers un point x e J .  Supposons J complet; 
on a alors x e J  et, d'apr~s (7.5.~),  l'intersection des u~Uv+x~+ D est non vide. Soit u un 
~l~ment de cette intersection. D'apr~s (6.1.6),  il existe u~eU a e t  u~e [I U~ tels 

b e ~  r~d, b*a 

que u=utu e. Comme UptUlugeUy+xpv+D, on a u~-tuleU, n U u + z ~ + D = U . , ~  (6.4.9) , 
&off NupU, ,~ .O.  

Rdciproquement, supposons (MC) satisfaite pour tout a e (I) '~a. Pour montrer que J 
est complet, il suffit, d'apr~s (7.5-~), de montrer que, si yeA,  u~eUD ~-, XpeR+ et reD 
sont tels que 

UpUv+),pv+D')UqUy+xqv+D pour q>>.p, 

alors l'intersection X = ~upUu+ x~+D n'est pas vide. 

Rangeons les racines de q)+,~a en un ordre grignotant ( a~ , . . . , a , , )  (x.3.x5).  
Pour i = x , . . . ,  m, posons Ui=U~i  et soit U~ le groupe engendrd par les U~ pour 
i<j<~m. On sait ((DR. ~) et (6. ~ .6)) que U~ est normalisd par Ui et que U~_~ est produit 
semi-direct de Ui par U~. Posons de plus 

UP----Uy+ ).pv+D, 

D'apr~s (6.4.9),  on a 

U"P 1 = IW IT'. ~ 

U~ = U  p n U~, u~'"P =u"P n u~" " .  

et UI' =Ual, -.i(u/-.~(,)xp~ U.i, -~i(u)" 

Nous allons montrer par r~currence sur i, qu'il existe t ieU + et up, ieU~ (pour 
i = o , . . . , m  et p~>I) tels que 

(x; i) t~upUP ~ up,~U~P 
~q (2; i) uq, iU~ cuv,~U~P 

C'est vrai pour i = o  (en posant U 0 = U  + 

et up,0=u p. Supposons i~> x et supposons ti_ 1 et les up,~_l d~j~ construits, satisfaisant 

(I; i - - I )  et (2; i - - i ) .  Soit f l 'homomorphisme de U~_t sur Ui dfifini par xef(x)U~ 
pour xeU~_l.  On a f(up, i_aU~l)=f(up,~_l)U ~ et (2; i--x) joint ~ (MC) et ~ la relation 

pour tout p. 

pour q1>p. 

et U0 p = U  p ) : il suffit de prendre t 0--I 
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entra~ne qu'il existe seOf(up,~_~)U ~. Posons t i=s-t t i_~.  Comme 
p t ! l U~ U~ = U i U ~ ,  il existe un dldment up,~ et un seul de U~ tel que s--lup,~_leup,~U~. Pour 

tout p, on a alors 

U'zs-% ,Ui 

et, pour q>~p, 

,,~,,U~ = (s- '  u,,,_ ~ U~'_,) ,', U~ c(s-'u,,i_~U~'__,) ,', U~= up, ,U~' 

d'ofi (~;i) et (~; i). 
Comme U~={~} ,  o n a  u~,m=~ pour t o u t p  et (~ ;m)en t ra tne  t~,~eu~U ~ pour 

tout p, ce qui montre que X + f l  et ach~ve la ddmonstration. 

Exemple ( 7 . 5 . 5 ) - -  R.eprenons les notations de (6.2.3) a) (donnde radicielle 

valude canonique de SL2(K), off K est un corps commutat i f  ou non, muni d 'une 

valuation co non impropre) ou de (6.2.3) b) (donnde radicielle valude du groupe des 
points rationnels sur K d 'un groupe algdbrique semi-simple ddployd sur K, off K est 
un corps commutatif, muni d'une valuation co non impropre). Chaque groupe U a muni 

de la valuation % est alors isomorphe au groupe addit if  de K, muni de c0. La 

condition (MC) signifie done que le complltg de K pour co est maximaIement complet [34]. 
On remarquera que ceci est toujours vrai lorsque c0 est discrkte, ce qui correspond bien 

au fait que l ' immeuble de G est toujours complet lorsque q~ est discrete. 

Remarque (7 .5 .6) .  - -  La condition (MC) peut ~tre satisfaite pour toute aer )r6a 

sans l'~tre pour toute aeq). Reprenons par exemple les notations de l'exemple (6.2.3) d), 
en prenant pour K le corps des sdries formelles ~t exposants bien ordonnds dans un sous- 

groupe I" de R ([6], chap. VI, w 3, exert. 2), dense dans R et tel que P/2['  soit infini, 

~t coefficients dans un corps k de caractdristique 2, et en prenant pour L l e  sous-groupe 
additif  engendrd par les dldments de la forme u2X v, avec uEK et yeF.  On voit alors 

ais6ment que L est un sous-corps de K. D'autre part, il est bien connu que K est 

maximalement complet (ibid., w 5, exerc. 5), ce qui montre que (MC) est satisfaite 
lorsque a est une racine courte. Par contre, on voit aisdment que le compldtd de L n'est 

pas maximalement complet et que la condition (MC) n'est pas satisfaite lorsque a est 

une racine longue. 

(7 .5 .7)  Soient A un appartement de J e t  C une chambre de A. Il est dvident 

que la rdtraction PA; c se prolonge par continuitd en une application, notde encore PA; c, 

de J sur A et que (7.4.2o) (ii) est encore valable si l 'on y remplace ~r par J .  De m6me, 

une rdtraction par rapport ~ un germe de quartier se prolonge par continuitd ~t og. 

(7.5" 8) Supposons la valuation q~ dense, et soient a e t  ~: les constantes dont (7-4.34) 

assure l'existenee. Soit z > o  assez petit pour que ~'----(I--2~)~--~ et ~:'----(x--2z)'r--2r 

soient strictement positifs. Soient x et y deux points distincts de . ] e t  choisissons deux 
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points x' et y '  de ~r tels que d(x, x') et d(y,y')  soient infdrieurs ~ ~d(x,y), d'ofl 

d(x',y')>>.(I--2~)d(x,y). D'apr~s (7-4.34),  il existe g a g  laissant fixes tous les  points 
de J appartenant ~ la boule de centre x' et de rayon (I--2~)od(x,y) et tel que 

d(y', g.y')>1 (I--2~)vd(x,y).  Par continuit6, on voit que g laisse fixes tous Ies points de og 
appartenant ~ la boule de centre x et de rayon o'd(x,y) et on voit dgalement que 
d(y, g.y) >~v'd(x,y). Autrement dit, on volt que, quitte t~ diminuer les constantes ~ e t  "r, 

le corollaire (7.4-34) reste vrai si on y remplace ~ par J .  

7 . 6 .  R e s t r i c t i o n  ~t u n  s o u s - g r o u p e .  

Dgfinition (7 .6 .  I). - -  On dit qu'une partie ~1 de ~b est quasi-close (cf. [3], 3-8) si, 
quels que soient a, b a ~ ,  le groupe des commutateurs (U~, Ub) est contenu dans le groupe engendrg 
par les Up~ ~ qb pour p, q entiers strictement positifs et pa -k- qb a@ t . 

I1 est clair qu 'une partie close est quasi-close. 

( 7 . 6 . o )  Dans toute la suite de 7-6, on d6signe par  @1 un sous-syst6me de racines 
quasi-clos. On note G o le sous-groupe de G engendrd par les U~ pour aa@~, N o le sous- 

groupe engendrd par les M ~ pour a a ~  ((6.I  .2) (2)) et on pose T~t=TnN~.  De plus, 
on donne un sous-groupe T~ de T, contenant TO; on ddsigne par G t le sous-groupe engendrd 
par  G o et T 1. 

Proposition (7 .6 .3 ) .  - -  (Tx, (Ua, M~ est une donnge radicielle ggngratrice de 
type ~1 dans G 1 et 71=(%)~a~ en est une valuation. 

La seule chose ~ vdrifier qui ne soit pas absolument dvidente est que ~1 satisfait 
(V 3). Mais, soient a, ba@ 1 et h, kaR,  tels que br Pour un ordre quelconque 

sur l 'ensemble E des 61dments de @ de la forme pa § qb, avec p, qaN*, p e t  q non tous 

deux pairs, on a : 

(uo, u ,h)c( II U pk+qh) n(ca  y ) 
k ,  c = p a + q b a E  ' 

compte tenu de ce que, si 2pa+2qba@ 1 (p, qeN ' ) ,  alors pa+qba@a, comme le montre 

un simple coup d'ceil sur les syst6mes de racines de rang 2. Comme l'application produit 
de I-I U~ dans G est injective (6 .1 .6) ,  on en ddduit que (V 3) est satisfaite. 

eaE  
Les objets que les w167 6 et 7 permettent d'associer k la donnde radicielle valude 

de G~ seront not& par la m~me lettre que pour G, mais affect& de l'indice ou de 
l 'exposant i. Par exemple, V~ est le sous-espace de V* engendrd par ~x et V a est le quotient 

de V par l'intersection des noyaux des ae@i,  intersection que nous noterons Lt.  Nous 

notcrons ~'~ l 'application canonique de V sur V I e t  ,~ l 'application affine de A sur A 1 

ddfinie par ~(q~+v)=?l+"~(v)  pour vaV. On identifie "W 1 avec le sous-groupe de ~W 

engendrd par les rdflexions r~ pour a~@1. Notons que ~W~ op6re trivialement sur L t. 

II est imm6diat que N 1 = N~. Tx c N. 
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S i f e s t  une  fonction quasi-concave sur q)l, on note U~ le sous-groupe correspondant  

de Gi (6 .4 .~ ) ;  les notations U~,  P~ et P~ (pour f~r sont claires. 

Proposition ( 7 . 6 . 4 ) .  - -  (i) Il existe une application et une seule ~ : G 1 . A - * J 1  de 
l'ensemble des transformgs des points de A par les dlgments de G 1 sur l'immeuble de Gx, prolongeant 
r: : A---~A 1 et commutant avec les actions de G 1 sur G1.A et sur J x .  

(ii) On a ~ - I ( A 1 ) = A  et l'image rdciproque par ~ de tout appartement (resp. demi- 
appartement, mur) de Jx  est un appartement (resp. demi-appartement, mur) de J .  

(iii) Il existe une loi d'opgration (x, v ) ~ x  + v  et une seule de L 1 dans G1.A, prolongeant 
l'action de L 1 sur A et teUe que g. (x + v ) = g . x + v  pour gEG1, x e G 1 . A  et veL 1. L'appli- 
cation ~ passe au quotient par Lx et dgfinit une b(]ection de (Gi.  A) /L  1 sur J1 .  

Montrons  tout  d ' abord  que 

(I) rcov(n)=~l(n)o~ pour tout n e N  x. 

C'est immddia t  s'il existe ae(l)~ et k e R  tels que neMl,,k : en effet, v(n) (resp. ~l(n)) 
est alors la rEflexion orthogonale  par  rappor t  ~ l 'hyperplan  d 'Equation a ( x - - ( p ) + k = o  
(resp. a ( x - - ~ x ) + k = o ) .  Si neT~ ,  i l ex is te  v e V  (resp. VleVx) tel que n . y = y + v  
(resp. n.yl----yl + va) pour  tout  y e A (resp. Yl e A1). O n  a, pour  a e (I) 1 et k e R : 

nU., k n -1  = U a ,  k--a(v) = Ua, k--a(.,) 

d'ofl a(v) =a(vl )  pour  tout ae(I)~. Par  suite, Va=~(v)  et ~(n.y) = n . ~ ( y )  pour  tout y e A .  
La formule (i) rEsulte alors de ce qui precede, puisque N 1 est engendrE par  T 1 

et la reunion des IV[~, k. 
Soit ma in tenan t  xeA. I1 cst immddia t  que U~(.)cU=. Comme G~=U~(=~.N1.U~(.) 

(7 .3 .4) ,  on a, vu (x) : 

(2) G 1 n 1), = V~(=). (N, n P=). U~(=)c P~(,). 

Soit ma in tenan t  g~G1 ct posons ~ = A n g - ~ . A .  Supposons ~ non vidc etsoi t  xe~ .  
Posons Y ~ ' = ~ n ( x + L ~ ) .  Vu (7 .4 .8) ,  il cxiste n e N  tel quc g . y = n . y  pour  tout  

y e f~, d'ofl 

g e nP n n G 1 = n P  a ta Ut~/=), D,. N1. U~(=) c nP n n U=, i). N1. Pn, 

en dEsignant par  D (resp. DI) une ehambre  vectorielle de 4) (resp. (I)t) telles que 
D c n - l ( D a ) .  Vu  (7.4-~5),  il existe done n~eN~ tel que 

n~(NnU=,D)n~(NnPfl,)=Hn~Sn, = nxI~n,, 
d 'of l  

(3)  GI)  ^1 cnlP.(u) pour tout u e A n g - l . A n ( x + L 1 ) .  

Ceci Etant, ddmontrons  (i). L'unicitE de ~ est clalrc. Pour  mont rcr  son cxistencc, 

il suffit de fairc voir que sl x~A et g~G 1 sont tcls quc g.xeA,  alors on a ~(g.x) =g.~(x) .  

Soit alors n l e N  1 satisfaisant h (3); vu (i) et (2), on a 

x) = = h i .  7:(,,) = g .  

185 

24 



186 F. B R U H A T  ET J. T I T S  

Ddmontrons (ii). Soient x � 9  et g � 9  1 tels que n ( g . x ) � 9  1. Vu (7 .4 .8) ,  il existe 
^1 ^1 ^ t 1 Px, on a n �9 N 1 tel que g �9 nP,(~). Comme P,(~) = N,,(~). U,~(~) c N t. g. x �9 N x. x c A, 

d'ofl (ii). 

Ddmontrons (iii). L 'unici td de la loi d 'opdrat ion cherchde est claire. Pour montrer  

son existence, il suffit de faire voir que si z = g . y ,  avec y,  z � 9  et si g � 9  et v � 9  

on a g. (y  + v) ~ Z + v. Or, on a alors 

~(g.  (y + v)) = g. ~ ( y  + v) = g. ~(y)  = ~(g.y)  - r~ (Z) �9 a~ 

et g. (y + v ) � 9  vu (ii). Soit alors na � 9  t satisfaisant 5 (3), avec x---=y. On  a 

g .  ( y  + v) = ( y  + v) = n , . y  + �9 v = Z + v 

car ~(nt ) �9  est l ' identitd sur L t .  

Corollaire ( 7 . 6 . 5 ) .  - -  Soit p la projection orthogonale de V sur L 1 et soit Sj le sous-groupe 

formg des t e T  tels que p o ~ ( t ) = o .  Soit f~ une partie non vide de A.  

(i) On a T ~  ~  t . 

(ii) Si T 1 c S  1, on a G i n P  n =  P,~(n).̂ ' 
A ^ 1  

(iii) On a G t n  Pa = G t n  Pn + L, = (Gt n G ~ St) n Pn c P=(n)- 

L'assert ion (i) rdsulte aussit6t de (6.x .2) (I2), (6. i .  13) et (6.2.  Io) (ii). D6mon- 

trons (ii). Vu (7 .6 .4)  (i), il suffit de montrer  que P,~(n)cPn d~s que T 1 cS1, ou encore, 

^1 Pn. Soit alors �9  1. Tou t  dldment de N O ou vu ( 7 . I . 8 ) ,  que N,~(n )C n ^1 
de S 1 laisse invariants  les sous-espaces affines de la forme y - l - K e r p  pour  y � 9  A; d 'au t re  

part ,  ~(n) laisse invariants les sous-espaces affines de la forme x + L  1 pour  x � 9  

( (7 .6 .4)  (i)). I1 en rdsulte que n � 9  d'ofl (ii). 
Ddmontrons  (iii). La  premiere dgalitd rdsulte de (7 .6 .4)  (iii) et la derniSre inclusion 

de (7 .6 .4)  (i). I1 reste ~ montrer  que G a n P n c G ~  Soit g � 9  n. Comme les 

immeubles de G t et de G o sont les m~mes, il existe h � 9 1 7 6  ^1 h-1 P~(n) tel que . A 1 = g. A t .  

Vu (ii), on a h �9  et n=hg�9  a. Ecrivons n=tn l  avec n l � 9  ~ et t � 9  1 et soit xefL 

On a d 'une  par t  

~(n) (x + Ker  p) = v(t)(x § Ker  p) (i) 

et d 'aut re  part  

(2)  ~(n) (x q- Kcr p)= ~(n).x q-"v(n)(Ker p) = x -k Kcr p. 

En comparan t  (I) et (2), on voit que t e S  1 et on a bien 

g = h - l n E G ~ 1 7 6 1 7 6  
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On conserve les notations des w167 6 et 7. 

8. x. B o r n o l o g i e s  c o m p a t i b l e s  avec  u n e  d o n n 6 e  ra d ic i e l l e  va lu6e .  

Dgfinition (8. x. �9 ). - -  Une bornologie ~ sur G est dite faiblement compatible avecla 

donnge radicieUe valuEe de G (ou plus simplement avec la valuation ~p) si elle est compatible avec 

la loi de groupe de G, si les sous-groupes U~. k sont bornEs et les sous-groupes U~ non borngs 

pour ~ ,  quels que soient a~O et k e R .  

On dit que ~ est compatible avec ~ si de plus le sous-groupe Hi01 d~fini en (6. 4. 14) , 
est borng pour ~ .  

Proposition ( 8 .  z .  2 ) .  - -  Soit .~ une bornologie faiblement compatible avec ~. Soient x un 

point de A e t  D une chambre vectorielle. 

(i) Pour qu'une pattie X de G soit bornde pour ~ ,  il faut  et il suffit que 

(Ux§ U -D. Ux§ 
soit bornge pour ~ .  

(ii) L'ensemble ~ n ~ ( N )  des parties borndes de N e s t  une bornologie sur N, compatible 

avec la loi de groupe de N, et satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

(BCN ~) L'image par ,~ de tout bornd de N est une partie bornge de Isom A (muni de sa 

bornologie natureUe) ((3- 1.2) b)) .  
(BCN 2) Quels que soient a e O  et k e R ,  l'intersection 

Tn(Ua, kU-a, kUa, kU-a, kUa, k) 
est born&. 

(iii) Toute partie bornde de U a est eontenue clans un U~ k (aeq~, k e R ) .  

D'apr~s (7.3.4)  et (7.2.6)  (2), on a G=Ux_DUx+DNU~+DUx_D, d'ofi 

x c ((ux+ y x +  N). U _D. 

D'autre part, U~+ D et U~_ D sont bornds pour  ~ puisque l 'on a par  exemple (6.4.9)  

II  U~ _a(~). U s §  D ---- a6 o~rdd ' 

On en ddduit (i). 

Ddmontrons (BCN I) en raisonnant par l'absurde. Soit X une partic bomdc de N 

dont l'image v(X) ne soit pas bornde dans Isom A. Quittc ~ multiplier X par une partic 
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finie, on peut supposer que v(X) est stable par multiplication ~t gauche par le stabilisateur 
d 'un point special et v(X) contient alors des translations de longueur arbitrairement 
grande. Plus pr&is4ment, X contient une suite (x,) telle que tn=v(x,, ) soit une trans- 
lation de longueur [tn[ tendant vers l'infini et de direction tn/[ t,] tendant vers un 614- 
ment v e V  de longueur I. Soit alors a e O  tel que a(v)>o. On a l i m a ( t , ) = + o o  et 

n .-+ oo 

g o -  U Uo,-~ = ~ x.Uo, oX: 1 c X .  U~,0. X -~ 

est born6, ce qui est absurde. 

Ceci d~montre (ii), car (BCN 2) est &idente. 
D6montrons (iii) par l'absurde. Soit (u,) une suite born& de points de U~ telle 

que lim q%(u,,)=--oo et soit k=sup%(un) .  D'apr~s (V 5), on a m(u,,)eU_~,_ku~U_~,_k 
n ~ o o  n 

et l'ensemble des r6flexions %,,~ est born6, ce qui est absurde. 

Proposition (8. *. 3)- - -  Soit D u n e  chambre vectorielle et soit a]l~ la plus petite bornologie 
sur U + compatible avecla loi de groupe et contenant les U~,kpour aeO + et keN. Soit X c U ~ ;  
les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) X est bornl pour ~ +  ; 

(ii) quel que soit l'ordre dans lequel on range les racines aeO +*~a, il existe k e R  tel que 

X c  [I U,  k; 
a E ~ +  r 6 d  ' 

(iii) il existe x e A  tel que X c U ~ +  D. 
II est clair que (iii) entraine (ii) (6. 4.9) et que (ii) entra~ne (i). Soit X eq/+;  

alors X est contenu dans un produit  fini de sous-groupes U~,k ~ avec a~eO~ et kieR.  

Pour a e %  ~, posons h(a)=inf(k,]a,=a} et soit x e A  tel que a ( x ) > - - h ( a )  pour tout 
a e O + .  O n a a l o r s  XcU~+D.  

Proposition (8. �9 .4). - -  Soit ./ff une bornologie sur N, compatible avec la loi de groupe et 

satisfaisant aux deux conditions (BCN i) et (BCN 2) de (8. I. 2). Soit fr la plus petite bornologie 
sur G contenant~U et les U~,k pour aeO et k e R  et telle que IV[, M '  efr entrafne '~'ViM' efr 

(i) fr est une bornologie faiblement compatible avec ~ et en particulier est compatible avec la 

loi de groupe de G. 
(ii) fr induit sur N la bornologie donnLe ~/" et pour toute chambre vectorielle D, la bornologie 

induit sur U~ ~ la bornologie ql + (8.~. 3). 
(iii) Soit D une chambre vectorielle. Pour qu'une partie X de G soit born~e pour fr il faut  

et il suffit qu'il existe Y + c q / + ,  Y-c~ / / f f=q l+D et Y~ telles que 

X c y + . y - . Y  ~ 

Introduisons quelques conventions de notation : s i f  et ~ sont deux ensembles 
de parties de G, on pose . ~ . ~ / = { X Y ] X e W ,  Y e ~ }  et 5 F - l = { X - t l X e , ~ } ,  et on 4crit 

R'M ~t si tout 61dment de ~ e s t  contenu dans une rdunion finie d'dl4ments de ~/. Soit 

g '=~4"n~3(T) la bornologie induite par.A r sur T et, pour aeq), notons 5//a l'ensemble 
des Ua, k pour k e R .  
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Soit alors ~'~ l 'ensemble des parties X de G satisfaisant h la condition de (iii) pour 

une chambre vectorielle D donn6e. Comme G = U + U f f N  (6. I. r2), c'est une bornologie 
sur G. lV[ontrons que 9~ est une bornologie compatible avec la loi de groupe de G, ou 

encore que 
(I) 9 ~ ' - i . ~  ]~ ' . 

Tout  616ment de .r ~-~ est contenu dans une r6union finie de produits finis d'ensembles 
appartenant soit ~t W, soit 5. Fun des q/~ pour aEq), soit ~ {{n}IneN }. Comme 

q / _ , = n q / , n  - 1  pour neM,  et que N est engendr6 par T et par la rdunion des M b pour b 
parcourant la base II D de �9 correspondant ~t D (6. i . i i ) ,  on volt que tout ~16ment 

de 9~ -~ est contenu dans une r6union finie de produits finis d'ensembles appartenant 
soit ~ g', soit ~ l 'un des q/, pour aeO + ,  soit k l 'ensemble des {m} pour b e l i  D et  meMb. 

D'apr6s (8. i .  3), on a q/,.gf%.(9~ ~ et la condition (BCN I) entralne que g'.~-<~,T'. 

Pour prouver (I), il suffit done de faire voir que : 

(2) pour  b e I I  D et meMb,  on a m o ~ " - ~ J t  ~. 

Soit U '+ (resp. U ' - )  le groupe engendr6 par les U~ pour ceO + (resp. q)ff) non propor- 
tionnel ~ b. Posons q/• = q/D, ~'+----q/+ r~ ~ ( U  '+) et q / ' - = q / -  n ~3(U'-).  Les relations 

suivantes sont 6videntes : 

(3) mq/b  m - 1  =q/--b, m q / - b  m - 1  =q/b;  

(4) m q / ' + m - 1  =q/ '+ ,  m q / ' - m - t  = q / ' - ;  

(5) $"q/b "<q/b "$', g"q/--b '<q/--b 'g ' ;  

(6) $' .  q/'+ "<q/'+. g', g'.  q / ' -  "<q/ ' - .  g-. 

Nous allons montrer que : 

(7) q /  -- b " q /  b "< q /  b " q /  -- b " g" u q /  b " q /  -- b "mS'"  

Pour cela, il suffit de montrer que, quels que soient h, keR ,  on a : 

(8) { u _  b,h. Ub, k) < U q/b" q/ b.m - 

e t o n  pcut supposer h = k < o .  Pour u s U _  b avec r = % ( u ) < ~ - - 2 k ,  on a :  

u e Ub, _,  mTUb, _ ,  CUb, ~,mTUb, ~,. 

Par suitc, il existe une partic Y dc T telle que : 

(9) U-b,k - U -  b, --~ CUb, ~,mYUb, ~, 

et on peut choisir Y de telle sorte que : 

(IO) Y Cm-lUb,~U_b,  kUb,2k. 

Soit seFb, s > 2 k .  I lexiste  t eT  tel que m - t e t M ~  

que Y e ~  d'apr6s (BCN 2). 

et (IO) cntrainc 
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D'autre part, on a d'apr~s (6.3.2) U_b, _~,Ub, kcUb, kU_b, _ ~ H  et on voit comme 
ci-dessus qu'il existe Y'e$" telle que : 

( I  I )  U_b, _~.  Ub, k CUb, k. U_b, _~.  Y'. 

I1 rdsulte alors de (9) et (I i) que : 

U_b,k. Ub, k r (Ub,~.mY.Ub,~) u (Ub, k. U_b, _~,. Y'). 

Compte tenu de (3) et (5), on en d6duit (8), d'ofi (7)- Finalement, on voit en utilisant 

(3), (4), (6) et (7), que : 

m o ~ - <  m .  ~//'+. ~ .  ~//_~. ~/ ' - . .A/ '= ~//'+. ~//-b" ~//~" ~/'-" m~4/" 

-< m}. m}. 
-< ql+. q / - . . / f f=o~.  

I1 est ~t present clair que J r =  N. 
D'autre part, pour Y + c U  +,  Y - c U f f  et Y~  on a ( (6 .x . I5)  c)) 

U+ n y + y - y ~  

N n y ~ y - y 0 ~ y  ~ 

Par consdquent, N = J ~  induit sur N (resp. U +) la bornologie./ff (resp. ~ ) .  Vu l'inva- 
riance de N par automorphismes intdrieurs, on en d~duit que Nest  faiblement compatible 
avec ~ et satisfait ~ (ii), ce qui ach~ve la ddmonstration. 

Corollaire (8. x. 5). - -  L'application qui, ?z une bornologie sur G, fai t  correspondre la borno- 
logic induite sur N, est une b~ection de l'ensemble des bornologies faiblement compatibles avec q~ 
sur l'ensemble des bornologies sur N compatibles avecla loi de groupe de N e t  satisfaisant aux 

conditions (BCN 1) et (BCN 2). 
Cela rdsulte de (8.1.2) et (8.1.4).  
La bijection rdciproque de celle d~crite dans le corollaire sera not~e . / f f~ ( .A / ' ) .  

Remarques ( 8 .  I .  6 ) .  - -  a) Une bornologie ~ sur G qui contient les Ua, k pour aeO 
et k~_R, qul induit sur N une bornologie 04/" compatible avec la loi de groupe de N 
satisfaisant 5- la condition (BCN i) et qul est teUe que M, M'eg.# entrMne M M ' e N ,  
est faiblement compatible avec q0 : il est clair en effet que Jr" satisfait 5. (BCN 2) et que .~ 

satisfait ~ (8.1.2) (i); par suite, on a ~ = ~ ( . A r ) .  
b) Reprenons les notations de (8.1.4).  I1 n'est pas vrai que toute partie born6e 

de G (pour N) soit contenue dans un ensemble de la forme 

(I) y + . y 0 . y -  avec Y + e ~ + ,  Y - e q l -  et Y ~  

ni m~me que toute partie bornde de U + . T . U -  soit contenue dans un produit de la 
forme (I) avec de plus Y~ U n  contre-exemple est fourni par l'ensemble 

pour b e e  +, m e M  b et keR .  
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Dgfinition (8. �9 .7). - -  On appelle bornologie dEfinie par ~? et on note ~ (~ )  la bornologie 
sur G image r~ciproque de la bornologie naturelle de Isom .,'~ par t'application canonique de G dans 

Isom J (7.4.~~ 
On notera que, dans le cas off q~ est discrete, cette bornologie coincide avec celle 

dEfinie par le syst6me de Tits dEfini par q~ (3-~.8). 

Proposition ( 8 .  x .  8 ) .  - -  La bornologie ~ (  ~ ) est compatible avec ~? et cofncide avec la borno- 
logic ~ ( J f f ) ,  oit JV" est la bornologie sur N image rdciproque par ~ de la bornologie naturelle 
de Isom A. 

Soient a e ~  et k e R  et soit x e A  tel que a(x)>~--k. On a alors U,,kcP~, ee 
qui montre que U,, k est borne pour ~(q~). Par eontre, le corollaire (7.4.~7) montre 
que U~ n'est pas bornE. De plus, H tout entier, done afortiori H[01, est borne puisque H 
laisse fixes tousles  points de A. Enfin, l 'image d 'une partie X de N est bornEe dans 
Isom J si et seulement si ~(X) est borne dans Isom A, &off la derni~re assertion. 

Corollaire (8. x. 9)- - -  Soit ~ une bornologie faiblement compatible avec % Supposons que 
pour route partie X de v(T) bornge dans Isom A, il existe une partie Y de T appartenant gl ~ ,  
telle que X = v ( Y ) .  Alors la bornologie dg.finie par ~ est engendrge par ~ . H .  

En effet, la bornologie image rEciproque par v de la bornologie naturelle de Isom A 
est engendrEe par .A/'.H, off Jff est la bornologie induite par ~ sur N. 

TMorkme (8. I .  I 0 ) .  - -  Soit ~ une autre valuation de la donnge radicielle de G. Les conditions 

suivantes sont iquivalentes : 
a) les valuations ~ et + sont gquivalentes (6 .2 .5) ;  
b) les bornologies ~ ( ~ )  et ~(+)  sont ggales; 
c) les bornologies ~ ( ~ )  et ~(+)  induisent la mgme bornologie sur U a pour tout aEcl); 
d) les bornologies ~ ( ~ )  et ~((r induisent la mgme bornologie sur N; 
e) pour tout a e r  il existe une b~ection fa :~F~--->+F~ telle que ~ = f  o%. 

Supposons q~ et + Equivalentes et soit i la bijection canonique de l ' immeuble ~ J  
sur +J  (7.4.3).  Vu (7.4.3) b), la restriction de i t~ ~A est bornEe, done aussi i elle- 

m6me ((7.4.3) a), (7.4. I8) et (7.4.20)).  On en dEduit aussit6t que M ( ~ ) c ~ ( + ) .  
On voit de m~me que ~(~)c.~(q~), &off l 'implication a)=>b). 

I1 est clair que b) entratne c) et d). Montrons que c) entra tned) .  I1 suffit pour cela 
de remarquer qu'une partie Y de T est bornEe pour ~(q~) si et seulement si, pour tout 
aeq) et toute partie X c U a  bornEe pour.~(q~), l 'ensemble des txt -~ pour teY et x e X  
est borne pour la bornologie induite par ~(q~) sur U~, et qu'une partie de N est bornde 
si et seulement si elle est contenue dans la reunion d 'un hombre fini de translatEes de 

parties bornEes de T. 
Montrons que d) entralne e). Pour cela, consid6rons la relation d'6quivalenee 

�9 ~ ,  : %(u)=%(v) sur U~ (pour a c e ) .  Elle Equivaut t~ la relation 

re(u) eHm(v) 
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ou encore au fait que les deux rEflexions v(m(u)) et v(m(v)) sont Egales. Mais, quels que 

soient u et v dans U~, ~(m(u)) et ~(m(v)) sont deux rEflexions par rapport  ~t des hyperplans 
parall~les et dire qu'elles sont Egales revient ~t dire qu'elles engendrent un sous-groupe 
borne de I somA.  Vu (8 . I . 8 ) ,  ceci veut dire que re(u) et m(v) engendrent un sous- 
groupe borng de N. Par suite, d) entralne que les relations d'Equivalence ~ et +~a 
sont les m~mes pour tout a, d'ofl e). 

Montrons enfin que e) entraine a). Ouitte ~ remplacer q~ et + par des valuations 
Equipollentes, on peut supposer que, pour tout a appartenant k une base II de (I), il existe 

un ElEment uaeU~ tel que ~(u~)=+~(u~)=o.  Vu (6.2 .7)  (x), on a, pour ueU~ : 

q)_~(m(ua)um(u~) - t  ) : ~a(u), ~?_a(m(ua)um(u~) -1) : ~a(u) 

d'ofi f_~ : f , .  
Soicnt maintenant u, veU, ,  k = ~ ( u )  et [:q)~(v).  Toujours d'apres (6.2.8)  (x), 

o n  a 

q~_~(m(u)vm(u)- l) = t - -  2k 

+_~(m(u)vm(u) -1) =f , ( / )  - -2  f , (k)  

d'ofl f~ ( t - -2k )= f , ( t ) - -2 f~ (k ) .  Comme o, keP~ et F . z I ' ~ + 2 ~ ,  (6 .2 . I6) ,  on voit 

que pkeP~ et que : 

f~(pk)=pf~(k) pour tout keF~ et tout peZ.  

Pour ueU~, le sous-groupe ~U,,~o(~ / est engendrd par  les veU.  tels que ~(v)=~?~(u). 
I1 coincide done avec le sous-groupe *U~.%C,I, d'ofl l'on dEduit aisEment que f ,  est 
dEcroissante. Comme F~ est dense dans R ou bien est un sous-groupe de R isomorphe 

Z, on en dEduit aisEment qu'il existe une constante strictement positive X(a) telle que f~ est 
la multiplkation par X(a), et ceci pour tout aeH.  

Soient maintenant a e H  et be(I) telle que fb  soit aussi la multiplication par une 

eonstante X(b). Utilisant encore une lois (6.2.7)  (i),  on a, pour veU b : 

%.ib)(m(ua)vm(u~) -1) = %(v), ~?..(bl(m(u.)vm(u.) - t )  = +b(v) 

&off l'on dEduit quef,~(b) est la multiplication par )~(b). 
Comme les % pour aeII  engendrent le groupe de WeyI ~W de (I) et que toute 

beO '6d est transformEe d'un ElEment de II par un ElEment de ~W, on volt quefb  est la 
multiplication par une constante ~(b) pour toute b e ~  "~d, donc aussi pour toute b e~b d'apr~s (V 4). 

Enfin, pour ueU, ,  veUb, k=~a(u)  et t = % ( v ) ,  on a 

ePra(b) (m (u)vm (u) - 1) = g _  kb (a ~) 

+,~,b)(m(u)vm(u)-t) = +b(v ) _+~(u)b(a ~) = ),(b)g_X(a)kb(a ~ ) 

:X(b)(C--kb(a~))  

d'ofl l 'on dEduit que si b(a~)4:o, c'est-~-dire si a et b ne sont pas orthogonales, on a 
Z(a)=)~(b). Par suite, la fonetion ~, est bien constante sur les composantes irrEductibles 

de ~, ce qui aeh~ve la demonstration. 
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Corollaire (8. x. x x ). - -  Soit T : G - + G  un automorphisme de groupe bornologique, conser- 
vant T et l' ensemble des U~. Il  existe une application y. : J - - > J  et une seule possgdant les proprigtgs 
suivantes : 

a) y . ( g . x ) = y ( g ) . y . ( x )  pour tous g e G  et x e J ;  

b) 7 . ( A ) = A  et la restriction de T. g~ A est une affinitL 
L'application T. est b~]ective et gquicontinue : plus pr&isgment, il existe des constantes 

m, M e N +  telles que 

md(x, y)  ~ d(7.(x), u ~< Md(x, y)  

quels que soient x, y e J .  

L'existence et l'unicitd de T. sont des consdquences imm6diates de (8. I. i o) et 

(7.4-3),  appliqu6s aux valuations 9 et 907. Le reste de l'6nonc6 rdsulte aussit6t de a), 
b) et (7.4.2o),  compte tenu de ce qu'une affinit6 d 'un espace euclidien sur lui-m6me 

poss6de les propri6t6s en question. 

Remarque (8. x .  I 2 ) ,  - -  On peut montrer que, si T : G ~ G  est un automorphisme 
de groupe bornologique, il existe une application T. : J - - ->J  et une seule poss6dant 
la propri6td ( 8 . I . I I )  a) et telle que : 

b') pour toute partie convexe born6e ~2 de A, la restriction de T. ~ ~2 est un iso- 

morphisme d'ensembles affines sur une partie convexe born6e d 'appartement.  
Si 9 est dense, a) entraine d6j~ l'unicit6 de T. (cela r6sulte de (8 .2 .  i)).  Si 9 est 

discrete, y. est caractdris6e par a) et : 
b") la restriction de T. ~ toute facette F de J e s t  une application affine de F sur 

une autre facette. 
Dans le cas discret, ces assertions r~sultent des w167 2 et 3, notamment de 3.3 et 3.5. 

Proposition (8. x. x3). - -  Reprenons les hypothkses et notations de 7.6. Soit p la projection 
orthogonale de V sur L ie t  soit Si le sous-groupe de T formg des tl~ments t e T  tels que pov ( t )=  o. 

(i) ~ (9 )  induit sur Gi une bornologie compatible avec 9i.  
(ii) Pour que ~ ( 9 )  induise sur G i la bornologie ~(9 i ) ,  il faut  et il suffit que Gi soit 

contenu dans G~ 
(iii) Pour qu'une partie IV[ de G1 soit bornge pour ~ ( 9 ) ,  ff faut  et il suffit qu'elle soit bornge 

pour ~(9 i )  et contenue dans une partie de la forme G ~ (po~)-l(X),  oh X est une partie bornge de L 1, 
(iv) Pour qu'un sous-groupe de GI soit borng pour ~(9) ,  il faut  et il suffit qu'il soit borng 

pour :~(9i) et contenu dans G ~ S 1. 
L'assertion (i) est immediate. Dfimontrons (iii). Soit MEG1,  born~e pour ~(9~) 

(resp. ~ (9 ) ) .  I1 existe des parties born~es pour  ~ (9 i )  (resp. ~ ( 9 ) )  Y+ c U + ,  Y -  cUr- 
et Z c T 1 ,  et une partie finie F c N 1 / ~ G  ~ telles que M c Y + . Y - . F . Z .  Comme Y+, Y -  

et F sont born6es pour ~(~)  (resp. ~ (9 i ) ) ,  on volt ais6ment que l 'on est ramen6 

d6montrer que l 'image par v d'une partie Z de T x dans Isom A est bornde si et seulement 

si vi(Z ) est bornde dans Isom A 1 et pov(Z) est born6e dans Li,  ce qui est imm6diat. 
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Enfin, vu (7.6.5) (i), l 'homomorphisme pov : T ~ L  1 s'dtend de faqon unique en 
un homomorphisme de G ~ T dans L 1 de noyau G ~ S1. Les assertions (ii) et (iv) r~sultent 
alors de (iii). 

8.2. Sous-groupes born6s m - ~ m ~ u x .  

Dans ce num6ro, nous supposons que la valuation ~ de la donnge radicielle de G est 

dense : pour le cas discret, voir le w 3- On munit  G de la bornologie ~ (~)  ddfinie 

par ~ (8 . I .7 ) .  

Proposition ($ .2 .x) .  - -  (i) L'application x ~ P ,  est une bijection du complgtg ,g de 

l'immeuble de G sur l'ensemble des sous-groupes borngs maximaux de G. 

(iX) Soient x et y deux points de .]. Les sous-groupes borne maximaux P, et Pu sont conjugugs 

si et seulement s i x  et y appartiennent ~ la mgme orbite de G clans ~ .  

II r6sulte aussit6t de la d6finition de la bornologie de G (8.1.7) que les sous- 

groupes P~ sont born6s. D'autre part, l'espace mdtrique eomplet . ]  satisfait ~ la 
condition (CN) de (3-2.3) : en effet, on montre exactement comme en (3.2. i) (compte 
tenu de (7.4.2o)) que la relation (3 .2 . I )  (I) est exacte quels que soient x,y, z e J ,  
en prenant m----(x/2)+(y[2) (of. (7.4.20) (v)) et ceci reste vrai par eontinuit6 pour 

x,y, Zeal ? (cf. (7-5. I)). Par suite, tout sous-groupe borng de Isom f ,  done aussi tout sous- 

groupe borng de G, posskde un point fixe dans 3 (3.2.3),  done est contenu dans un sous- 

groupe P~ avec x e J .  Pour achever la d6monstration de (i), il suffit de montrer que, six 

e ty  sont deux points distincts de J ,  on a P~r ~'y; or, ceci r6sulte de (7-4-34) et (7.5.8).  
L'assertion (ii) est alors dvidente. 

(8 .2 .2)  On comparera (8.2. I) a u x  rdsultats du w 3; lorsque ~ est dense, tous 
les stabilisateurs des diffdrents points de J sont des sous-groupes bornds maximaux (et 
il y en a encore d'autres lorsque J n'est pas complet), alors que, lorsque ~ est discrbte, 
seuls certains d 'entre eux le sont : ceux qui correspondent aux sommets du complexe 
polysimplicial or lorsque G est engendr6 par H et les U a et, dans le cas gdn~ral, ceux qui 
correspondent aux centres de gravitd de certaines facettes. De plus, lorsque q~ est discrete, 
il n 'y a qu 'un nombre fini, en g6ndral plus grand que i, de classes de conjugaison de 
sous-groupes bornds maximaux. Lorsque q~ est dense, il y a en gdndral une infinitd de 
classes de eonjugaison; eependant lorsque J est complet (condition (MC) de (7.5.4)) 
et que Fa----R pour tout aetl), il n 'y  a qu'une seule classe de conjugaison ! 

Lemme (8 .z .3) .  - -  Soient x un point de A, D une chambre vectorielle et L un sous- 

groupe de G, contenant B~,D et non contenu dans P~. Il existe une racine ae~b telle que 

L n U~ r Ua, _ ~(~) = U.  n P~. 

Vu (7.3.4),  on a L = B , , D . ( N n L ) . B , ,  D et il existe n e N n L  avec nr Posons 
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v=.~(n) .x--xeV; puisque v~:o, il existe a e ~  r~a telle que  a ( v ) > o .  Posons b=~(n-1) .a .  

C o m m e  Ub,_b(z)+cBz, DCL, on a :  

Uo, _ ~ + ~,)+ = n. Ub, -~x)+ �9 n-1 C L 

et c omm e  cp est dense, il existe h e F .  tel que - - a ( x + v ) < h < - - a ( x ) ,  d'ofl le l emme 

puisque Us, h c L et U~,h r Uo, -~/x)- 

Proposition ( 8 . 2 . 4 ) .  - -  Soient x e A  et Dune chambre vectorieUe. 

(i) Tout sous-groupe born[ de G contenant Bx, D est contenu dans Px. 

(ii) Si �9 est irrgductible, tout sous-groupe de G contenant B., D, OU bien est contenu dans P., 
ou bien contient le sous-groupe G' de G engendrg par H et les U~ pour aedp. 

Soit L un  sous-groupe con tenan t  B., D et non  con tenu  dans ~'~. Vu  le l emme (8 .2 .3 ) ,  

il existe une racine a e r  '*d telle que Ln U ~q :U . , _ ~ / . ) .  Compte  tenu de ce que  cp est 

dense, on en ddduit  qu ' i l  existe h, keF~ tels que  h < k < - - a ( x )  et que U~,hcL.  Le 

sous-groupe L cont ient  alors d ' une  par t  les deux  sous-groupes Uo, h et U o,_h, d ' au t r e  

par t  les deux  sous-groupes U.,~ et U _ . , _ k .  Par  suite, v(Nr~L)  cont ien t  les deux  

rdflexions r~,k et r.,h, done la t ranslat ion t=r.,hor~, k de vec teur  non  nul  (k--h)a ~. 
I1 en rdsulte que  L n'est  pas bornd,  d'ofl (i). 

Soit ma in t enan t  c u n e  racine non or thogona le  ~ a, et posons m = ( c ,  a ~ ) ;  on  a 

m + o .  Pour  qeZ,  on a 

L D t q U . ,  _ a . )  + t -  ~ = U ~ ,  _ ~(z)-  ~ ( k -  h) + 

ce qui  mont re  que  L cont ient  U~ tout  entier,  et le m~me ra i sonnement  mon t r e  que  L 

cont ient  U_~. Pa r  suite, v ( N o L )  cont ien t  une t rans la t ion de la forme g.c ~, avec tOeo. 

O n  mont re  ainsi de p roche  en p roche  que  L cont ient  tous les groupes  U~ p o u r  les 

racines ceCI) qui  peuvent  ~tre relides ~t a pa r  une suite (c o = a ,  c1, . . . ,  C S = C  ) de racines 

telle que q et q + ~ ne soient pas or thogonales  p o u r  o ~< i <  s, a u t r e m e n t  dit  pour  les racines c 

de la composante  i rrdductible de �9 qui  cont ient  a. Ceci ddmont re  (ii). 

Rappelons  (6 .2 .2o )  que le g roupe  quot ien t  G / G '  est un groupe  de torsion dont  

tout  dldment est annuld par  une  puissance de l ' indice de connexion  de r 

Remarque ( 8 . 2 . 5 ) .  - -  La  proposi t ion (8 .2 .4 )  jo in te  aux  rdsultats rappelds en ( 7 . 2 . 7 )  

et en ( I .  2. x9) pe rmet  de dd te rminer  tous les sous-groupes de G con tenan t  B~, v. 
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Nous conservons les notations des w167 6, 7 et 8. Le but de ce paragraphe est de 
montrer que, sous certaines conditions, la donn& radicielle valu& de G ~ se descend , 

un sous-groupe et procure une donn6e radicielle valude de ce sous-groupe. 

9" x. V a l u a t i o n s  i n d u i t e s .  

(9. x. x) Dans tout le w 9, on d&igne par V~ un sous-espace vectoriel de V. Pour 
aeV',  on d&igne par a~ la restriction de a ~ V~. Pour tout be(V~) ", on note O b (resp. q)+) 
l'ensemble des a e r  telles que a~eR.b  (resp. a~eR+.b) .  I1 est clair que Cb est un 
sous-syst~me de racines rationnelIement clos de r  On note Z le sous-groupe engendrd 
par T et les U,  pour ae~b o (i.e. pour aeq~ et a~=-o). Pour be(V~)*, on ddsigne : 

par U b le sous-groupe engendr~ par les U,  pour a c e + ;  
par L b le sous-groupe engendr~ par Z, Ub et U_b;  
par  Mbl 'ensemble des x e L  b tels que x Z x - l = Z ,  XUbX-~=U_b et X U _ b X - l = U b .  

Lemme (9 .x .2) .  - -  Pour tout be(V~)*, le couple (T, (Uo, 1VI~)~e~b ) est une donn~e 

radicielle ggngratrice de type q~b dans L b. De plus, Z normalise U b et U _  b ; les sous-groupes Z .  U b 

et Z . U _  b sont des sous-groupes paraboliques de L bet  on a Z U  b n Z U_  b = Z. 
La premi&e assertion est immddiate (cf. (7 .6 .3)) .  Les autres le sont aussi 

torsque b - - o .  Supposons donc b+  o. Que Z normalise U b e t  U _  b r&ulte aussit6t de 
la condition ( D R 2 )  de (6 . i .  i) et de (6. I .2) (3 ) -De  plus, si l 'on choisit la chambre 

vectorielle D o de telle sorte que q)+ c q)+, ce qui est loisible, et si l'on pose U+z---- Z n U + 
et U z = Z  n U - ,  on voit que TU+Ub et T U z U _  b sont des sous-groupes paraboliques 
minimaux de Lb, ce qui entralne que Z U  bet  ZU_b sont des sous-groupes paraboliques 

de L b. Enfin, soit ueUo, veU_b et z e Z  tels que v=zu .  Vu (6. I .  I 5 )  , il existe un 
dl~ment n e Z n N  et un seul tel que z=v'nu ' ,  avec v 'eU z et u 'eU +. On a alors 
v = v ' n u ' u e U - n U + n U  - ,  d'ofl n = I  d'apr~s ( 6 . I . I 5 ) e t  v = v '  d'apr& ( D R 6 ) .  On a 
donc v ~ U _ b n U z - = { 1 }  (6. I .6) ,  ce qui ddmontre la derni&e assertion. 

Lemme (9 .x .3 ) .  - -  Soit be(V~)*; si Mb+O , il existe un dldment n ~ N n L  b tel 

que M b = Zn. 

C'est dvident si b = o. Supposons b~eo et reprenons les notations de (9. i .  2). Vu 

( 6 . I . I 5 )  c), il existe n e N n L  b tel que 

n - I T U +  Ubn = T U z  U_ b et n - X T U z U _ b n = T U + U b .  
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Si m~Mb, les sous-groupes n- tZUb n e t  m - t Z U ~ m ~ Z U _ b  sont deux sous-groupes 
paraboliques eonjugu6s contenant  tous deux le m~me sous-groupe parabolique minimal 
T U z U _ ~ .  Ils sont done 6gaux et mn -~ normalise ZU~, done appart ient  ~t ZU b. On voit 
de m~me que mn - t  appart ient  b. ZU_o,  done finalement $ Z d 'apr& (9.1 .~); d'ofa 
le lemme. 

( 9 . I . 4 )  Pour be(V~)', b4=o, et keR,  on d&igne par Ub, k le sous-groupe de G 
engendr6 par  les U,,,k pour  aEq) +, reR+ et a~--=rb. Avec les notations de 6.4,  Ub, k est 
Ie sous-groupe U t associ6 ~ la fonetion f = f ( b ,  k) sur q~ ddfinie par  

i f (b,  k) (a) = rk si a --= rb avec reR+ 

(i) ! f ( b , k ) ( a ) = + o o  si aCa)~. 

On v6rifie aussit6t que f (b,  k) est une fonction concave. 

Lemme ( 9 . x . 5 ) . -  Soient be(V~)', b+o, et keR.  Pour reR*+, soit ~(r) l'ensemble 
des a e r  "6a telles que a ~ =rb. L'application produit (pour un ordre fixg quelconque) est une 
bo'ection de ,e~:YI (oel-~(,)Uo)(resp. ,~R~,I-I (,e~(,)H U~. ~k))sur U b (resp. Ub.~). 

Cela r6sulte aussit6t de (6.1.6)  et (6. 4.9).  

Lemme ( 9 . x . 6 ) . -  Soit be(V~) ", b~o.  Pour ueUb, posons 

%(u) = sup { k e R  u {c~ } l ueUb,~,}. 

L'image r&iproque r +oo])  est le sous-groupe Ub, k. Pour tout seR*+, 
U,b:=Ub et %b=s%. 

C'cst 6vident. 

on a 

( 9 . t . 7 )  Keprertom les notations du w 7 : soit J l ' immeuble de G, A l 'apparte- 
ment  canonique, identifi6 ~ l 'ensemble 9-;-V des valuations dquipollentes ~ r Posons 
A~ = q ~ + V  ~. 

Lemme ( 9 . x . 8 ) . -  Soient be(V~) ", b~o ,  k e R  et ueU b. Les deux conditions suivantes 

sont tquivalentes : 
(i) 
(ii) l'ensemble des points fixes de u dans A~ est le demi-espace %, k de A~ formg des xEA~ 

tels que b(x--q~)q-k>~o. 
De plus, si ke%(Ub- -{ I ) ) ,  le demi-espace ~b.~ est l'intersection avec A~ d'au moins une 

racine affine de A. 
On peut  supposer que q~+ n'est pas vide. 
Notons D 0 l 'interscction des demi-espaces ferm6s de V de la forme {xeVla(x)>~o } 

pour  a e ~  +. C'est un c6ne convexe d' int6rieur non vide, contenant  une chambre de 
Weyl D de ~,  et dont  l 'intersection avecV ~ est le demi-espace ferm6 R~ :--{xeVlb(x)>lo }. 

Soient a e r  et heR.  Tout  616ment de U,,h laisse fixes les points du demi-espaee 
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a~,h={XeA[a(x--9)+h>>.o} de A (7-4-5) ;s i  a~=rb, avec reR+,  on a a~,,~oA~=a~,,. 
Par consdquent, tout dlgment de U~, ~ laisse fixes tousles points de % ~. 

D'autre part, si a e r  et heR, le demi-espace a,,~ eontient un translatd de D~. 
Comme l'interseetion d 'un nombre fini de translat6s du e6ne eonvexe D~ contient encore 
un translatd de D~ et que l'ensemble F(u) des points fixes de u dans A est convexe, on voit 
que F(u)+D~=F(u) .  Soit xeA~ tel que u . x = x ;  posons h = - - b ( x - - ~ ) .  Alors, u laisse 

fixes tousles points de ~-----x-k-D~ et appartient au sous-groupe ~n n U + qui est engendr6 
par les U~ pour a ~ 2  et a c e  (7 .1 .8) ;  or, les seules racines affines eontenant ~ sont 
les ao, t pour aet~p+, seN+,  a~=sb et t>~sh. On a done ueU~,~ et %(u)>>.h. Ceei, 
joint au rdsultat pr6e~dent, montre l'dquivalence de (i) et (ii). 

Enfin, si %(u)=k ,  il existe seR+ et aecl) + tels que a~=sb et skeg~(U,), d'ofi 
la derni6re assertion. 

Difinition (9. �9 .9). - -  Soient G ~ un sous-groupe de G, ap~ un syst~me de racines dans (V~)" (1) 
et (T ~, (U~)be~) une donn& radicielle ggngratrice de type r dans G ~. On dit que cette donnde 
radicieUe est compatible avec celle de G si l'on a 

(DDR I) U~cUb pour tout b e ~ .  

Dans toute la suite de 9. i, nous nous donnons le sous-espaee vectoriel V ~ de V, 
un sous-groupe G ~ de G, un syst~me de racines ~ dans (V~) * et une donnde radicielle 
gdn~ratriee (T ~, (U~)) de type r dans G~, compatible avee eelle de G. Les objets que 
le w 6 permet d'assoeier ~t eette donnde radieielle seront ddsign~s par la m~me lettre 
qu'au w 6, mais affectde de l'exposant ~ : par exemple, on note "W~ le groupe de Weyl 
de ~ et on note D ~ une chambre vectorielle de ~ dans V ~. On suppose, ce qui est 
loisible, que la ehambre vectorielle D est telle que D c~V~cD~. Les notations M~, N ~, 
r ~+, U ~+, etc. s'expliquent alors d'elles-mdmes. 

Pour beck,  on note ~ la restriction de % ~ U~ et on pose P~=(q~)oe| 

Proposition (9. x. xo). - -  Lafamille r satisfait aux conditions (V I) et (V 4) de (6.2. I). 
Elle satisfait dgalement g~ (V 3) sauf peut-gtre lorsque les deux racines ae t  b de r sont ggales et 
que 2aeCP ~. Cependant, cette derni#e restriction peut gtre lev& si l'on suppose que la condition 
suivante est rgalis& : 

(DDR2)  pour tout a ~  ~ tel que 2 a ~  ~, on a Card{c~[ce~+)~<2. 

Que (V I) et (V 4) soient satisfaites r~sulte du lemme (9.1.6).  Soient mainte- 
nant  a, b e ~ .  Posons 

�9 ~={pa--bqblp , qeN'} n r 

~F ----{ceq)[ cqe R+ a +RT,~ b} 

(1) O n  prendra  garde que, cont ra i rement  ~ ce que la notat ion pourra i t  faire crolre, on ne suppose pas que 
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Soit Y le groupe engendrd par les U c pour cCF et soit Y~ le groupe engendrd par les U~ 
pour detF ~. Vu (6. I .6), les applications produit suivantes sont des bijections : 

0 : ( d e ~  Ud)X II U ~ Y  rSd ce tF  r~d, c~r ll+* .q"~ 

0 :  ( 1-I Ud~))<{I}--~Y ". 
dExF~ r~d 

Appliquons alors (6.4.29) aux deux fonctions concavcs f~f(a, k) ct g =f(b, t) 

(avcc k,g~R) : on a (Lit, Ug)CUh, off la fonction h : ~ R  est ddfinie par 

(I) h(c)=inf{~f(ai) + ~g(b~)} 

la borne infdrieure dtant prise sur l'ensemble des ddcompositions c = i e i  y' ai-}-j~J bj' off 
ai, bfi* et CardI~>I,  Card J />I .  

Supposons a e t  b non proportionnelles. On vdrifie alors immddiatement que 
h ( c ) = + o o  si c r  e t que  h(c )=rk+d  si c~=ra+sb. Vu (6.4.9) , la restriction de 0 ~ 

de q"~ r~d ' c e V  r~d, c ~ I t ~ . ~ ' ~  ' 

(on a posd h(ra+sb)-=rk+sl) est une bijcction sur Uh. Or, d'apr6s (DR 2), on a 
( U ~ , U } ) c Y t .  Par suite, (U~.k ,U~. t )cY~nU,  et on en ddduit la condition (V3) 
pour les racines a et b e n  prenant l ' image rdciproque de Yt n Uh par 0. 

Si a et b sont proportionnclles, mais a+br il n 'y a rich ~ ddmontrer puisquc U~ 
et U~ commutent.  

Reste ~ examiner le cas off b=a, avec 2aeq)~, en supposant que Card{c~lcCF}< 2. 
On voit alors que U~ est commutatif,  et qu'il n 'y a rien ~ ddmontrer, saul lorsqu'il 
existe seR+ tel que {c~]c~}={sa,  2sa}. Mais dans ce dernier cas, on  vdrif ie  aisdment 
que la fortction h donnde par (I) est infinie sauf sur les racines ce~" de la forme 
c = q + q  avec q, q e ~  et c~x=c~=sa, auquel cas h(c)=s(k+~). On en ddduit que 

(U~,~, U~,t) cU~,(~/2)(~+t), d'ofl 

(U~, ~, U~, t) c U~, (~/2)(k+ t) n U ~  = U2. ,  ~ + t 

ce qui ach~ve la ddmonstration. 

Ddfinition (9- x. xx ). - -  Si la famille q~ est une valuation de la donnge radicielle (T~, (U~)) 
de G~, on dit que ~ se descend a G~ et que ~ est la valuation induite par % 

Si ~ se descend ~ G ~, on dtend aux objets associds ~ la donndc radicielle valude 
de G ~ les conventions de notation de (9.1.9).  

Remarques ( 9 - x .  x 2 ) .  - -  a) Sous les hypotheses de (9.1. Io) (y compris (DDR 2)), 

la valuation q~ se descend si et seulement si la famille @ satisfait aux conditions (V o), 
(V 2) et (V 5) de (6.2. I). On remarquera que celles-ci sont toutes relatives << au rang i ~>, 
en ce sens qu'elles ne font intervenir simultandment que les multiples entiers d 'une 
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m~me racine. Nous donnerons plus loin (9.2) des conditions pour qu'elles soient 
satisfaites. 

b) Soit V ~ un sous-espace vectoriel de V~ et soit G~ un sous-groupe de G~, muni 
d 'une donn~e radicielle compatible avec celle de G~. Alors la donnde radicielle de C~ 
est compatible avec celle de G. Si r se descend ~ G ~, on vdrifie aisdment que la 
valuation ~o~ se descend ~ G ~ si et seulement si q) se descend ~ G ~. 

(9 .~ .x3)  Pour bE(V~)*, b+o,  et kER, notons U; le sous-groupe de G engendrd 
par les U,  pour ae(I) et a~EN*.b, et U~,, celui engendrd par les U~,,~ pour aE(I), nEN* 

et a~ -~ nb. En utilisant (6. ~.6) et (6.4.9),  on volt aisdment que 

U~, ~ -- U~, ~ ~ U~. 

Dans la pratique, la donn5e radicielle de G ~ satisfera la plupart du temps ~ la 
condition suivante, plus forte que (DDR. ~) : 

(DDR ~ bis) U ~ U ~  pour tout bEcl)~. 

(9.I.I4) Supposons q~ prolongeable et soit % : H - +  R+u{oo} un prolongement 

de q~ (6.4.38) . Pour ueZ (9. i . I ) ,  soit q~z(U) la borne sup~rieure, finie ou +oo, 
de l'ensemble des kER tels que u appartienne au sous-groupe engendrd par 

U0,~=q~ol([k, q-m]) et les Ua, e pour aa(I) 0. 
Supposons aussi que ~ se descend ~ G ~. On peut alors consid6rer le sous-groupe 

H ~ = v ~ - l ( i )  et poser, pour uEH~ : 

%~(u) ---- sup{o, q~z(U)}. 

Proposition (9. x. x5). - -  Gardons les hypotheses et notations de (9. I. I4). Supposons de 
plus que (9~ -----{a~ laE~ } et qu'il existe une constante t>~o telle que, si bet 2b appartiennent ~ ~ ,  
on air 

U ~ (DP) (Ub, k+ ,. 2b,,k_h) nU~-~U~ U ~ , k �9 2 b ,  2 k  - -  h 

quels que soient k ~ R  et heR+.  Alors ~o est un prolongement de ~ .  
Pour l~>o, posons U0~,t=%~-l([g, §  I1 nous faut montrer (6.4.38) les 

assertions suivantes : 

a) On a (U0~,k, Uo~,t) cU0~ k+t pour k, t>>-o. Pour cela, il suffit d 'appliquer (6.4.44) 
aux fonctions f , g  : ( I )u{o}-+ R u { m }  telles que f ( a ) = k  et g ( a ) = /  si aE(I)0u{o } 
et f(a)~--g(a)-~oo sinon. 

b) Pour bEr et k, t e R  tels que k + l ~ o ,  les H~-composantes (6.3.8) des commu- 
tateurs (u, u') avec uEU~, k et u'EU~b,t, appartiennent ~ U0~,k+t . Pour cela, on applique 
(6.4.44) aux  fonctions f ,  g :  (I) u {o} -+ R u {m} definies par f(a) = k si a~ = b, f(a) ~-- 2k 
si a ~=2b, f ( a ) ~ - m  sinon, et g(a)~-t si a ~ - ~ - b ,  g (a )=2 t  si a ~  - 2 b ,  g(a)~-m 
sinon. On en tire que 

(Ub, k, U-b,t)  cU~b,3k+t.Ub,2k+t.Y.U_b,2t+k.U~-2b,~t+, 
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off Y est le sous-groupe engendrd par U0,k+ t et les U..k+ t pour a ~ o ,  &off le rdsultat. 
On voit de m~me que les H~-composantes des commutateurs (u, u') et (u', u) avec ueU~,ka et 

u'~U~_ 2b, t appartiennent d U0~,k + t- Ceci montre q ue H~k + t] C U0~k +t. 
c) Pour b ~ ,  k ~ R  et tEN+,  on a (U~,k,U~o.t)cU~,k+t.U~b,z~+t; autrement dit 

U0 ~ t cH~t ). Un raisonnement du m6me type que les prdcddents montre que 

(Ub, k, U~o,t)CUb, k+t.U~b, 2k+t pour tout k ~ R  

d'ofi le rdsultat si 2 b r  Si 2 b ~ ,  on utilise (DP) et ce qui prdc6de pour montrer, 

compte tenu de ce que (Ub, U,~)--{I}, que 

c(U  o,k , , k + t "  2b, 2k+ t  

ce qui ach6ve la ddmonstration. 

Remarque ( 9 . z . x f i ) .  - -  On ne peut pas toujours prendre t = o  dans (DP). Soit 
par exemple K un corps commutatif,  muni d 'une involution r et d 'une valuation non 
impropre ~ invariante par e. Supposons K de caractdristique rdsiduelle 2 et soit XEK 
tel que X+X~ Avec les notations que nous emploierons au w Io (of. ( IO . I . I ) ) ,  

considdrons la forme hermitienne sur K s ddfmie par q( xe 1 + ze o + ye_ l) = Xz~ z + x~ + Ko, 1 
et munissons G~=SU3(q)  de la donnde radicielle ddfinie en ( i o . I . 6 ) .  Munissons 
G = S L 3 ( K )  de la donnde radicielle ddfinie en ( lO.2.2)  et de la valuation q~ ddfinie 

en ( Io .2 .3 )  (relativement ~t la base (el, e0, e_l) de K3). On vdrifie aisdment que ces 
donndes radicielles sont compatibles et que q~ se descend k G ~ et y induit la valuation 

ddfinie en (IO. i .  r3). De plus, nous verrons que ~ et ~0~ sont prolongeables (( io .  1.24) 
et (IO.2.4)) .  Mais, il est aisd de voir que la condition (DP) est satisfaite si et seulement 
si on a t=-- ( i /2)sup{co(~)]~z~K,  ~-k~z~ Si K et le corps des invariants de ~r ont 
m~me corps rdsiduel, ou si l'extension rdsidueIle est insdparable, on a t>o .  

Proposition (9. x. x7). - -  Supposons que ~ se descende h G ~ et qu'il existe un sous-groupe S ~ 
de T ~, distingug dans N ~, tel que G "~ soit engendrd par S ~ et les U~ pour a ~  ~, que ,~(S ~) engendre 
l'espace vectoriel V ~ et que S~.A~--~A~. Alors, le produit scalaire induit sur V ~ par celui de V 
est invariant par le groupe de Weyl de ~ .  Si on munit je~ de la distance correspondante, il existe 
une application isomgtrique j : J ~ - + J  et une seule telle que j(@)=q~ et que j ( g . x ) = g . j ( x )  
pour tout g~G ~ et tout x~.~ ~. Deplus, j ( J~ )  est convexe, j (A~)=A~ et A ~ = j - a ( A ) .  

N o t o n s j  la bijection de A~=~?~+V~ sur A~ ddfinie par j(~?~+v)=~p+v. Soient 
s~S ~, +~A~ et wV~ tels que s . + = + + v .  I1 r6sulte aussit6t des ddfinitions que 

(++  v ) ~ = @ +  v. D'autre part, l 'automorphisme intdrieur ddfini par s conserve la donnde 
radicielle (T~, (U~)) et transforme la donnde radicielle (T, (U,)) et l 'appartement A 

en (sTs -~, (sU, s-~)) et s.A. Comme s . A ~ = A ~ ,  on ddduit de (9. x.8) que la valuation 

qb~+ v de (T~, (U~)) est dgale ~t la valuation obtenue par descente ~t partir de la valuation 
s. + de (sTs -~, (sU~s-~)), laquelle n'est autre que s. +~ (transport de structure !). On a donc : 

(x) j ( s .x )  =s . j ( x )  pour xeA~ et seS~. 

2 0 1  
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Soient b e ~ ,  keR,  m~M~, k ( 6 . 2 . 2 ) e t  yeA~ te l sque  m . y - y .  On a : 

b( j (y ) - -  ~) + k =  b (y - -  eO~) + k = o. 

Comme m appartient au groupe engendr6 par Ub, k et U_b,_k, eela implique que 
m . j ( y ) = j ( y ) .  Pour seSa, on a alors, vu (I) : 

j(ms.y) -j(msm -~ .y) = msm- ~.j(y) = ms.j( y) = m .j(s.y) 

d'ofl l 'on d~duit aussit6t que j ( m . x ) = m . j ( x )  pour tout xeAO. Le groupe N~ ~tant 
engendr~ par S~ et les iVI~,k, on en eonclut que j (n.x)=-n. j(x)  pour neN~ et xeA~. 
Ceci entralne que le produit  scalaire induit sur V ~. par celui de V e s t  invariant par "W~. 
Si l'on munit A~ de la distance correspondante, j est isom6trique. 

Soit toujours xeA~. On sait que le stabilisateur de x dans G ~ est engendr6 par 

son stabilisateur N~ dans N~ et les Ida,_a/,_,~) pour ae(I)~. Mais la d~finition m~me de q~ 
montre que ces derniers sont contenus dans le stabilisateur de j(x), et ce qui pr6c~de 

montre que lq~ aussi. On a done P~ c P ~ / e t  j se prolonge d 'une mani~re et d 'une seule 
en une application, encore notre j ,  de J ~  dans J telle que j(g.x)----g.j(x) pour g e G  ~ 
et xed~.  Comme la restriction d e j  ~ A~ est isom6trique et que deux points quelconques 

de J ~  sont transform~s en deux points de A~ par une opdration de G~, on voit que j 
est isom6trique et que j ( J ~ )  est convexe. D'autre part, l'unicit~ de j est immediate. 

R.este enfin ~ montrer que j - ~ ( A ) = A ~ .  Soit xeJ~ ,  xCA~ tel que j (x)eA.  Soit C 
une chambre de A ~ et soit A' un appartement  de d ~ eontenant C et x. Puisque j (C)  cA~, 
il existe une partie ouverte non vide fl de A' telle que j(f])  soit une partie ouverte non 
vide de A~. La restriction d e j  ~ l 'enveloppe convexe fY de f] u{x} est alors une isomdtrie 
sur une partie d'int6rieur non vide du sous-espace affine L de A engendr6 par A~ ~ {j(x)}, 

d'ofi l'on tire dim A'~>dim f~'----dim L > d i m  A~, ce qui est absurde. 

Remarque ( 9 . I . I 8 ) .  - -  Rdciproquement,  si q~l est une valuation de la donn~e 
radieielle de G~ et j une isom6trie de l ' immeuble J l  correspondant dans J ,  telle que 

j ( g . x ) = g . j ( x )  pour x E ~  et gEG~, que j(qh)=q~ e t q u e j ( A 1 )  c A  (off A I = ? ~ + V ~ ) ,  
alors on peut d~montrer que q~ se descend, que q~-= ~1 et que les hypotheses de (9. i .  17) 
sont satisfaites avec S ~ = T  ~. 

Exemples (9 .x .x9) .  - -  a) Si V ~ = V ,  T ~ c T  et N ~ c N ,  on vdrifie aisdment que 
(DDR 2) est satisfaite et que @ satisfait aux conditions (V 2) et (V 5) de (6 .2 . i ) .  
Supposons de plus que Card q~(U~)~>3 pour tout bEq)~ : alors q~ se descend g~ G~ et les 
conditions de (9. I. 17) sont satisfaites (avec S~ =T~) .  

Par exemple, soit K un corps commutatif,  muni d 'une valuation c0, et soit L un 
sous-corps de K tel que la restriction de ~o ~ L soit non impropre. Prenons pour G 

(resp. G ~) le groupe des points rationnels sur K (resp. L) d 'un groupe alg6brique semi- 

simple connexe N d6fmi et deploy6 sur L, muni de la donn6e radicielle d~finie 

en (6.1.3)  b). Alors, (DDR Ibis) et (DDR 2) sont satisfaites. Si ~ (resp. qh) est la 
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valuat ion de G (resp. G~) d6finie en (6 .2 .3)  b), on voit que q~ se descend ~t G~ et 

que q~ = ~ .  
Un  autre exemple est celui off K est un corps commuta t i f comple t  pour  une valuat ion 

discrete non impropre,  de corps rdsiduel parfait ,  off G est le groupe des points rationnels 

sur K d 'un  groupe alg6brique semi-simple connexe ~ d6fini sur K,  muni  de la donn~e 

radicielle d~finie en (6. I-3) c) et de la valuat ion q~ que nous construirons plus tard 
et off G ~ est le groupe des points rationnels sur K d ' un  sous-groupe semi-simple ~ 

de ~ ,  dfifini sur K et de rang relat if  sur K 6gal & celui de ~ (par exemple l 'un des sous- 

groupes d~ploy6s max imaux  construits dans [3], w 7). Alors (DDR ibis)  et (DDR 2) 

sont satisfaites ([3], 3.12) et Card  q0~(U~):oo pour  tout  ba(I)~. Donc, q~ se descend ~t G ~ 

et on peut  appliquer  (9. i .  I7). 
b) Sous les conditions du premier  alin6a de a),  et avec Ies notations de (9. I .  i7) , 

on a A~ = A et on peut identifier A~ avee A grgtce & l 'isom6trie j .  L 'ensemble des murs 

(resp. racines affines) de A ~ est alors contenu dans celui de A (9 .1 .8) ,  mais ne lui est 

pas ndcessairement 6gal. Par  exemple, sous les hypoth6ses du deuxi6me alin6a de a),  

les racines affines de A sont les demi-espaces ferm6s aa.k pour  a c e  et ke60(K*) tandis 

que celles de A~ sont les %.k pour ae(I) et keo~(L*). 
On  peut  aussi donner  des exemples off aucun point spgcial de A n'est un point sp&ial de A ~. 

c) Soient ~ un  sch6ma de Chevalley (sur Z), g" un tore d6ploy~ maximal  de fg 

et ~ un  sous-schdma en groupes ferm6 de ~ qui soit aussi un schdma de Chevalley 
et tel q ue g'~ = g" n fr soit un  tore d6ployd maximal  de ff~. Posons V =  H o m ( M u l t ,  g ') |  R,  

V ~ H o m ( M u l t ,  g '~ ) |  et soient r 1 6 2  et r162 * les syst6mes de racines de 

et ~ .  Soit K un corps muni  d 'une  valuat ion ca non impropre.  Soient G-----~(K) et 

G ~ ~ ~ ( K )  munis des donn6es radicielles de types r et r ddfinies comme en (6. ~. 3) b) 
(avec T----g'(K) et T ~ g ' ~ ( K ) ) ;  il est facile de voir que la condit ion de cornpati- 

bilit6 (DDR I) de (9. ~-9) est satisfaite. Enfin, soient ~p et ~t les valuations des donn6es 

radicielles en question ddfinies comme en (6. ~. 3) b). Notons or (resp. J i )  l ' immeuble  

de G (resp. G ~) relat if  & q~ (resp. %). Alors : 

La valuation ~? se descend ?~ G ~ et y induit une valuation ~ gquivalente ?~ qh (6. ~. 5). De plus, 

les hypothkses de (9. I .  ~7) sont satisfaites et il existe (7-4.3)  une application 7 : J~---~J et 
une seule, compatible avec les actions de G ~ sur ~r et ~ ,  et telle que Y(qh) = q~ et que la restriction 

de y a A 1 = qh -+ -V~ soit une injection affine de A 1 dans A. Si G est presque simple, y multiplie 

les distances par une constante. 

Nous ne ferons qu'esquisser la d6monstrat ion de ces assertions. 

II est tout  d ' abord  facile de se ramener  au cas o~ G ~ est presque simple, ce que nous 

supposerons d6sormais. 
Soit K un corps contenant  K,  muni  d 'une  valuat ion ~ prolongeant  ~o et dont  le 

groupe des valeurs est R.  Appl iquant  la remarque  (9. i .  ~ )  b) aux inclusions 

~(K) z @(K) ~ N~(K) 

r~(~.) 3 a J~(K) : : /~ (K)  
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et tenant compte de l'exemple a) ci-dessus, on voit qu'on peut, sans nuire ~ la g6n6ralit6, 
substituer Px ~ K. Nous supposerons donc dor6navant que co(K')-=R. 

Soit ~ l 'anneau des entiers de K. Le stabilisateur P~ de ? (consid6r6 comme un 

point de J )  dans G n'est autre que fr De m~me, P~,= ~h(0). Par cons6quent 

P~ = P ~ n G ~  et, comme G ~ est transitif sur Jx, il existe une application y : ~ - + J  
et une seule compatible avec l 'action de G h, c'est-~-dire telle que 

(I) y(gx) = g . y ( x )  ( x ~ J  1 ; geG~). 

Prenons g dans TI .  Vu (6 . I .3)  b), on a v (g )=v~(g)eV h et ul(T~)-=V h, d'ofi 

v ( ~ +  v)= ~ + v (vev~). 

En particulier, y induit une injection affine de A t dans A. Soit N ~ le normalisateur de T h 
dans G ~. La mdtrique induite sur Aa (resp. y(A~)) par la m6trique de J t  (resp. de J )  
est, ~ un facteur pr6s, la seule mdtrique euclidienne invariante par N h. Vu (I), il s'ensuit 
que y]~, multiplie les distances par une constante. Toujours en vertu de (i), et compte 
tenu de (7-4. i8), il enes t  de m~me de y. Une r6f6rence/~ la remarque (9. I. ~8) compl6te 
la ddmonstration. 

9-2. Un th6or~eme de descente .  

(9 .2 .x)  Reprenons pour un instant les hypoth6ses et notations de (9. i .  i7). 
Posons ~'~ = j ( j h ) ,  Am = j ( A  h) et soit F une facette de J rencontrant J~ de dimension 
la plus grande possible. Comme J ~ = G ~ . A ~ ,  on peut supposer que F rencontre Ah, 
donc est contenue dans A. On voit alors imm6diatement que les conditions suivantes 
sont satisfaites : 

(DI i) J~ est une pattie convexe de J stable par Gb.; 

(DI 2) A ~ = J h n A  est un sous-espace affine de A; 
(DI 3) il existe une facette F de J rencontrant A h (donc contenue dans A) qui n'est 

contenue dam l' adhgrence d' aucune autre facette F' + F de J rencontrant J~. 

(DV i) ?eA~. 

(9 .~ .2)  Dans tout 9.2,  nous nous donnons un sous-groupe G~ de G e t  une partie ~ de 

l'immeuble J de G satisfaisant aux conditions (DI I), (DI 2) et (DI 3) ci-dessus. Le but de 
ce numdro est de montrer  que ces conditions, jointes aux conditions (DDR I) (9. I .9), 
(DDR2)  (9. I.IO), ( D V I )  (9 .2 . I )  et ~ deux autres conditions (DDR3)  (9.2.8) et 
(DV 2) (9.2.8) entrainent que la valuation q~ se descend ~ G h et que les hypotheses 

de (9- i .  i7) sont satisfaites. 

Exemple (9 .2 .3) .  - -  Soit F u n  groupe d'automorphismes de G, conservant la 
donnde radicielle et la bornologie de G. On a vu (8. I . I I )  que I" op6re alors sur 
l ' immeuble . f  de G de telle sorte que y ( g . x ) = y ( g ) . y ( x )  quels que soient y~F, gEG 
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et x e J ;  de plus, lP conserve A et y opSre par  automorphismes affines. Plus gdn8ralement,  

l ' image par  un dl8ment y e F  d ' un  appar tement  A' de J e s t  un appar tement  A"  et 
y : A ' ~ A "  est un isomorphisme affine. I1 en rdsulte que, si l 'on prend pour  J~ (resp. G ~) 

l 'ensemble des points de J (resp. G) invariants par  F, les conditions (DI I) et (DI 2) 

sont satisiCaites. 
Si de plus F conserve une chambre  C de A, alors A~ contient  le centre (7- ~-5) 

de C et il est dvident que (DI 3) est satisfaite avec F = C  : ce sera le cas lorsque nous 

~tudierons les groupes algdbriques quasi-ddployds sur un  corps valu& 

( 9 . 2 . 4 )  Rappelons qu 'on  a d8fini en (7 .2 .4)  la not ion de dimension d 'une  facette. 

Plus gdndralement,  si .~r est une base de filtre dans un espace affine de dimension finie, 

les sous-espaces affines engendr8s par  les 8ldments de ~-  forment  une base de filtre ~r 

on appellera sous-espace affine engendrd par ~z" l ' intersection L des dldments de .~to~-, qui 

est encore le plus peti t  818ment de ~o~' ,  et on posera dim o~'-_ dim L. II est clair que 

est contenu dans L au sens de (7 .u .  i) .  

Proposition (9 .2 .5 ) .  - -  Soit 1V[ une partie convexe de .r et soit F (resp. F') une facette 

de . f  rencontrant M e t  qui n' est contenue dans I'adhdrence d'aucune autre facette de J rencontrant M.  

Alors : 

(i) dim F----dim F ' ;  

(ii) d im F ca 1V~----- d im F'  ca M ;  

(iii) si M est contenu dans un appartement A '  de J ,  alors dim F ca 5/[ =- d im M, M est 

contenu dans le sous-espace affine L de A '  engendrg par F ca M e t  l' int~rieur de F n ]VI relativement 

L n'estpas vide (cf. ( 7 . 2 . I ) ) ;  

(iv) soit A'  un appartement de J contenant F et soit F" une facette de A'  rencontrant M. 

On suppose que ou bien dim F "  =- dim F, ou bien dim F "  m M -- ~ dim F ca ~'V[, ou bien l'intg- 

rieur de F" m M relativement au sous-espace affine L engendrd par F m M dans A'  r?est pas vide. 

Alors F"  n'est contenue dans l'adhgrence d'aucune autre facette de J rencontrant M. 

Ddmontrons (iii). On peut supposer A'~--A. Puisque FcaM:~O,  il existe un 

point  x e M  tel que F--Fx, E, off E est la direction de F e n  x (7 .2 .4) .  Soit E le sous-espace 

vectoriel engendr6 par  le c6ne convexe E et soit X une partie convexe de A, appar tenan t  
~t Fx,~., contenue dans x - F E  et telle que X c a N I c L ;  notons que si r est discrete, 

on peut  prendre pour  X la face.tte au sens du w 2 correspondant  ~ F. On  a x e X n M  

et l ' intdrieur de X m M  relat ivement  k L n'est pas vide; s i y  en est un  point,  alors 

]xy[ c X r~ M c-'V[ ca ( x + E )  et tousles  points de ]xy[ sont des points internes de l 'ensemble 

convexe X n M. 
Soit z e M ,  zCL. T o u s l e s  points internes du triangle de sommets x, y ,  z appar-  

t ienncnt  ~ ~-V[. Supposons Z~xq-E.  Comme x + E  est un voisinage d e y  dans x + E ,  

l ' intersection ] y z [ n  ( x + E )  n'est pas vide et si u enes t  un point,  on a ] x u [ c M m  ( x + E ) .  

D 'au t re  part ,  X contient  l ' intersection de x + E  avec un voisinage de x; par  suite, 
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] x u [ n X n M  contient  un segment ouvert  ]xv[ non vide, d'ofl l 'on d6duit  que u e L  et 

z eL ,  ce qui  est contraire h l 'hypoth~se faite. Par  suite, z r  et [yz] n (x + E) -- {y}. 

I1 existe done une direction de facette en x, soit E', telle que E c E '  et ] y z [ n  (x+E ' )4 :O.  
Pour  tout  te]yz[ n (x + E'),  on a ]xt[e]Y[, d ' o f  F~,~, n M4= O, ce qui contredi t  l 'hypo- 

th~se faite sur F puisque F c F,,E,. 

Par  suite, on a bien M c L ,  d ' o f  l 'on d6duit  aussit6t (iii). 

D6montrons  (i) et (ii). Q.uitte it t ransformer la si tuation par  un 616ment de G, on 

peut  supposer F, F ' c A ;  quit te  h remplacer  M par  M n A ,  on peut  supposer M c A .  
Alors (ii) est une cons6quence imm6dia te  de (iii). Pour  d6montrer  (i), dcrivons F'  =F,, ,E,  

o f  x ' ~ M  et o f  E'  est la direction de F'  en x'. Vu (iii), on a M c L c x + ] ~ = x ' + E .  

C o m m e  E est une direction de facette en x, le sous-espace affine x + E  est intersection 

de tours de A et toute direction de facette en x' rencont rant  E est contenue dans ~,. Si 

d i m E ' > d i m E ,  on a E ' n ] ~ = O  et M n F , , E ,  cLnF , , .~ ,=~ : J  , ce qui est inexact. Par  
suite, on a d im E'~<dim E, d ' o f  (i). 

D~montrons  (iv). I1 existe une facette F'" rencontrant  M, qui  n'est contenue dans 
l 'adhdrence d ' aucune  autre  facette de J rencontrant  M e t  telle que F "  c F ' " .  O n  peut  

s u p p o s e r q u e  F ' " = F ' ,  que A'----A e t q u e  M c A ,  d'ofl M c L  vu (iii). Si 

dim F "  r~ M -- dim F n M, 

l ' intdrieur de F " n  M rela t ivement  ?~ L n'est  pas vide. Si l ' intdrieur de F " n M  rela- 
t ivement  ~t L n'est  pas vide, on a dim F " =  dim F : en effet les facettes rencontrant  L 
suivant un germe d ' intdrieur non vide ont toutes la m~me dimension, ~ savoir la 
dimension du sous-espace affine intersection des racines affines contenant  L. Enfin, si 
d im F"--= dim F, on a dim F " =  dim F', d ' o f  F " =  F',  ce qui  ach~ve la ddmonstrat ion.  

Corollaire ( 9 . 2 . 6 ) .  - -  (i) Soient F une facette satisfaisant ~ (DI 3), A' un appartement 

de ~.r contenant F et L l e  sous-espace affine de A'  engendrg par F n A.~. On a A ' n  0r c L. 

(ii) Si A'  est un appartement de J contenant A~, on a A' n J ~  = A ~ .  

En effet, (ii) rfisulte de (i) et (i) r~sulte de (9 .2 .5 )  (iii) (off l 'on prend M = A '  n J ~ ) .  

Proposition (9 .2 .7 ) .  - -  Soient F une facette satisfaisant ~ (DI 3) et C une chambre de A 
telle que F c C .  L'image de dr par la rgtraction PA;c de J sur A est A~. De plus, la restriction 

de PA; c g* J~  est indgpendante du choix de la chambre C c A  telle que F c C. 

Soit x e J ~  et soit A' un appa r t emen t  contenant  x et F. Alors, F n J ~  = F  n J ~ n A n A '  

est contenu dans l 'ensemble des points  fixes de PA; c (7 .2 .  i). Par  suite, PA; e appl ique le 
sous-espace affine L de A' engendr6 par  F n J ~  sur le sous-espace affine de A engendr~ 

par  F n J ~ ,  c'est-~t-dire sur A~ ( (9 .2 .5 )  (iii)) ; vu (9- 2 .6) ,  on a done PA; c(x) ~A~, d'ofl 

la premiere  assertion. De plus, l ' intdrieur de F n~r re la t ivement  ~ L (ou /~ A~) n'est 

pas vide ( (9 .2 -5)  (iii)) et la restriction de P.~;c ~t L e s t  l 'unique applicat ion affine de L 
sur A~ qui soit l ' identitd sur F n J ~ ,  ce qui ach~ve la ddmonstrat ion.  
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( 9 . 2 . 8 )  Soit V ~ le sous-espace vectoriel de V direction de A~. Reprenons les 
notations de (9. i .  i). 

Lemme. - -  Z . A n J ~ = A ~ .  
Appliquons les rEsultats de 7.6 en prenant  pour  �9 1 le sous-systSme de raeines 

clos �9 0 et T 1 ---= T. Le groupe G 1 est alors 6gal ~t Z. Soit ,-: la projection canonique 
de Z . A  sur l ' immeuble or 1 de Z ((7.6.4)  (i)). Comme la restriction de = ~t A n'est 
autre que la projection canonique de A sur son quotient  par  le sous-espaee vectoriel 
L 1 de V intersection des noyaux des a~O 0 et que V ~ c L I ,  l'image r:(A~) est rlduite 

?z un point. 

Soit alors xCA et zeZ.  II existe un appar tement  AI de J r  contenant  r~(A~) 
et r:(z.x).  L'image rEciproque n- l (Ar)  est un appar tement  A' de J ((7.6.4)  (ii)), 
contenant  A~ et z .x .  Par suite, si z . x e J ~ ,  on a z . x r  d'aprSs (9 .2 .6) .  

( 9 . 2 . 9 )  Dans la suite de 9.2 ,  nous nous donnons, en plus de G ~ et J~. satisfaisant a (DI I), 
(DI 2) et (DI 3), un syst~me de racines O~ dans (V~) * et une donn& radicielle (T~, (U~, M ~ ) b ~  ) 
ggngratrice dans G~ satisfaisant aux conditions (DDR I) (9.1.9)  et (DDR 2) (9. r. Io). On 

reprend les notations de (9-I .  9) et on suppose que les conditions suivantes sont satisfaites : 

(DDR3)  T ~ c Z  et M ~ c M  b pour tout be@~; 

(DV I) q~eA~; 

(DV 2) Card(qo~(U~))> 3 pour tout beO ~. 

Thtorbme (9.~,.xo). - -  Sous les hypothkses de (9 .2 .9) ,  la valuation ~ se descend ~ G ~, 

autrement dit la famille q~ est une valuation de la donn& radicielle de G~. Si ~ est discrkte, il en 

est de mgme de ~ .  
I1 nous faut montrer  que q0 ~ satisfait aux conditions (V o) ~ (V 5) de (6.2.  i). 

Or, (V o) n'est autre que (DV 2) et nous savons dEj~ que q~. satisfait ?t (V I), (V 3) 
et (V 4) (9. I.  IO). D'autre part, la derni~re assertion du thdor~me est immediate  car, 
par  definition mfime de @ (9.1 .6) ,  on a 

q0~ (U~) c I.J. r -  ~ q%(V~) 
aGq), r e  R,, a~ =rb 

pour tout beO ~. 
I I n e  nous reste done qu'~ montrer  que q~ satisfait ~t (V 2) et (V 5), ce qui sera fait 

en (9 .2 . r2)  et (9.2.13) .  

Lemme (~ .e .xx) .  - -  Soit N ~. le groupe engendrd par T~ et les M~ pour beO ~ 

(cf. (6 . I .2 )  (io)). Pour tout n e N  ~, on a 

(I) n.Al  = A ~ .  

Si v~(n)eAutA~ &Csigne la restriction de n a A~, on a 

Xo  (n) = 

oft X dgsigne l'homomorphisme canonique de Aut A~ sur Aut V ~ et oft ~v~ est l'homomorphisme 

de N ~ sur ~W ~ dgfini par la donn& radicielle de G ~. ((6. I .2) (IO)). 
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I1 suffit de d6montrer (I) lorsque nET~ ou neM~. Dans les deux cas, il existe 

n ' eN et z~Z te lsque  n- zn '  ( (DDR3)  et (9.x.3)) .  Vu (9.2.8),  on aa lo r s  

n.A~ c ( n . a )  r~or : (z.A) nJ~  cA~ 
d'ofl (I). 

Si q)~=O, on a V~={o} et (2 )es t  dvident. Si ~ # f O ,  N ~ est engendr6 par 
les 1V[~ ((6.1.2) (io)) et il suflit de montrer que, lorsque b~q) ~ et meMO, le composd 
Xov~(m) est la r6flexion r~ associde ~ la racine b. Or, pour c~(I) ~, on a mU~m-~=U~g~l 
d'apr~s (DR 5). Utilisant (9.1.8),  on voit que v~(m) transforme un demi-espace fermfi 
de A~ de la forme {x~A~[c(x--p)d.k>>.o} (k~I'!) en un demi-espaee fermfi de la forme 
{xeA~Ir~(c ) (x--~p) d,h>>, o} (heR).  Comme qb~ engendre (V~) * et que 1~ # O, ceci entraine 
que Xo~(m)=r~. 

(9 .2 .12)  D6montrons maintenant (V2).  Soient be@~ et meMO. D'apr6s 
(9.2. I I) (2), v~(m) est le composd d 'une translation teV ~ et de la r~flexion orthogonale 
par rapport ~ l 'hyperplan {xeA~lb(x--~)--o}; il transforme done le demi-espace fermd 
{x~A~lb(x-- ~) d-k>_- o} (keR) en le demi-espace fermd {xeA~ ]-- b(x-- ~)-- b(t) d" k>~ o}. 
Vu (9.1.8),  on en d6duit que 

ep~_b(mum-1)=~p~(u)--b(t) pour tout ueU~ 

ce qui d6montre (V 2). 

(9 .2 . I3 )  Ddmontrons enfin (V5). Soient bE~D~, ueU~, u4: i, et posons k=q~(u) .  
Soient u',u"eU~_b et meM~ tels que u=u'mu". Posons k'=ep~b(u'), k"=~_b(u '') 
et soit a (resp. a', a") l'ensemble des points fixes de u (resp. u', u") dans A~. Nous avons 

vu (9. I .8) que 
= {xeA~ l b(x-- ~) d. k~> o} 

a' = {xeA~ ] - b(x-- ~)d, k'>~ o} 

{xe%l - b ( x -  + o}. 

Pour ddmontrer (V 5), il suffit done de montrer que les bords 0a et 0a' coincident, 
ou encore que l'intersection a r i a '  ne peut 6tre ni vide ni d'int6rieur non vide. 

Supposons tout d 'abord que ar ts (  soit d'int6rieur non vide et soit x un point 
intdrieur ~ ar~ a'. On a 

U". X : m - l u ' -  ig. X~--- m -1 . xeA~. 

De plus, pour tout yea", on a 

d(u".x,y) =d(u".x, u".y)=d(x,y). 

Comme a" contient un demi-espace ouvert de A~, il en r~sulte que u".x=x. Par suite, 

m laisse fixes tousles points de l 'ouvert non vide a n 0( et induit sur A~ la transformation 

identique, ee qui contredit (9.2. i I). 
Supposons maintenant  a c ~ ' = O .  Soit xea"  et posons x'=u.x=u'm.x.  On a 
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x'eu(A0) n u ' ( A ~ ) c J  0. D'autre part, comme X = A ~ - - ( ~ u ~ ' )  est un ouvert non vide 
de A0, il existe une facette F de A telle que l'int6rieur de F n X  relativement $ A~ 

soit non vide. D'apr6s (9 .2 .5)  (iv), cette faeette F satisfait ~ (DI 3). Soit alors C une 
ehambre de A contenant F dans son adhdrence et soit p la rdtraetion de J sur A de 

centre C. La proposition (9.2.7)  montre que x " =  p(x') appartient ~ A~. Soit A' un 
appartement contenant C et x'. Comme F c A '  et que l'int6rieur de F n X est non vide, 
l'intersection A' n X est d'intdrieur non vide dans A~ et on peut  choisir un point y e A '  n X 
tel que y # x "  et que le segment [yx"] ne soit pas parall61e aux hyperplans ~ et 00d. 
La droite de A 0 qui porte ce segment rencontre alors ~ et ~', qui ddcoupent sur elle 
deux demi-droites de directions oppos6es. Par suite, ou bien il existe ze0~ tel que ye[zx"], 
ou bien il existe z ' e s  tel que ye[z'x"].  

Dans le premier cas, on a 

d(z, x')>>, d(z, x" )= d(z,y) + d(y, x" )= d(z,y) + d(y, x')>1 d(z, x') 

puisque la rdtraetion p diminue les distances et que sa restriction k A' est une 

isomdtrie de A' sur A (7.4- I9). On a done d(z, x') =d(z,y) +d(y, x') et ye[zx'] (7.4-~o).  
Comme z et x' appartiennent ~ u(A~), qui est convexe, on a yeu(A0). 1V[ais 
d(u.y, t) = d(u.y, u. t) = d(y, t) pour  tout t appartenant au demi-espaee ferm~ ~ = u(=) 
de l'espace affine u(A0) , ce qui entralne que u.y=y.  Autrement dit, y appartient 
l 'ensemble e des points fixes de u dans A, ce qui est faux puisque yr 

On montre de mSme dans le second c a s q u e  yeu'(A~) et que y = u ' . y ,  ce qui 
contredit 6galement l'hypoth~se yr Par suite ~ n ~ '  ne peut ~tre vide. 

La ddmonstration de (V 5) et du th6or6me (9.2.1o) est achevde. 

( 9 . 2 .  I 4 )  R.emarquons que les hypotheses de (9. I .  I7) sont satisfaites (en prenant 
S0--:T ~) : on a bien T 0. q~ c A ~ = ? + V  ~ d'apr6s (9.2. i I) (i) .  Par suite, ilexiste une isomgtriej 
et une seule de l'immeuble J~ de G o (pour ~O) dans ~ telle que j (g .x )=g. j (x )  pour x r  ~ 
et geG~ et que j(r Si A~=~?~+V ~ est l 'appartement type de J~ ,  on a j ( A  ~) =A~ 
et A 0 = A  n j ( J ~ ) .  De plus, on a j ( j 0 )  c J0,  mais iI n'estpas vrai en gdndral que j ( J ~ ) = ~ .  

D'autre part, l'immeuble jO de G one dgpend pas (~ isomorphisme pros) du choix de J~ 
ni du choix de ~ dans sa classe d'dquivalence (satisfaisant aux conditions de (9-2.9))  : cela 
r6sulte de (8. I. IO), puisque la bornologie de G ~ d6finie par q0~ est, vu (8. i .  7), celle 
induite par la bornologie de G. En fait, on peut mfme montrer que j 0  ne ddpend que 
de ,.r et de G o (cf. (8. I. I2)). Nous allons voir que j ne d~pend que de "*'0" 

Proposition (9 .2 .x5) .  - -  (i) A~ est la plus petite partie convexe non vide de J~ stable 
par T ~. 

(ii) j(or est la plus petite partie convexe non vide de or stable par G ~. 
(iii) Soit i une isomdtrie de J~ dans J~ telle que i (g .x)=g. i (x)  pour geG ~ et x e J  ~. 

Alors, i= j .  
Pour d6montrer (i), il suffit de raisonner comme en (2.8.  ix), en prenant pour g 

un 616ment de T~ tel que v =v0(g) n 'appartienne au noyau d 'aucune racine veetorielle 
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n 'appar tenant  pas ~ (I) 0 et en appl iquant  (7 .4 .3  o) au lieu de (2.8.IO),  apr6s avoir 

remarqu6 que, d'apr6s (9 .2 .7) ,  on a ~ r  pour  tout xeA~. 
L'assertion (ii) est une consdquence imm6diate de (i). 
D6montrons (iii). Comme i(J~) est une partie convexe non vide de J~, on a 

A~c i ( J~) .  Mais les stabilisateurs dans G~ de deux chambres distinctes de J~  sont 
distincts. On en d6duit que i(A~) =A~  et que i] A~ = j [  A~, d'ofl (iii). 
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Dans ce paragraphe,  nous montrons  que la donnde radicielle <( naturelle >) des 

groupes classiques sur un  corps valu~ complet,  6ventuellement de rang infini sur son 

centre, peut  fitre munie d 'une  valuat ion et nous explicitons au passage quelques-unes 

des notions introduites dans les paragraphes ant~rieurs. Cont ra i rement  ~ l 'usage, nous 

commenqons par  le cas des groupes or thogonaux,  unitaires ou symplectiques. Celui du 

groupe lindaire, ne t tement  plus facile, sera traitd plus rap idement  en io .  2. 

to .  I. Groupes  or thogonaux ,  uni ta ires  et sympl ec t i ques .  

(xo. x. x ) Formes sesquilindaires et pseudo-quadratiques. - -  (Pour les notions et propri~t~s 

utilis~es dans ce numfiro, el. [38], [39].) 
Soient K un  corps, non ndcessairement commutat i f ,  ~ une involution de K et ~ u n  

61dment de K dgal ~ + I .  Posons Ko,~={t--~t~ Soient X un espace vectoriel 

droite sur K,  f :  X •  une forme sesquilin~aire (relative ~t e) telle que 

(i) f (y ,  x)=~f(x,y) ~ (x, y e X )  

(2) = o  si 

et q : X --~ K/Ko,  ~ uneformepseudo-quadratique associde ~tf, c'est-~t-dire une fonction telle 

que 

(3) q(xk) =k~ ( k e K ;  xeX)  

(4) q(x+y)=q(x )+q(y )+( f ( x , y )+Ko , , )  (x, y s X ) .  

Si (~, e ) = ( i d . ,  i) ,  q est une forme quadra t ique  au sens usuel e t f  est la forme 

bilin~aire sym6trique associ6e. 
Comme une forme sesquilin~aire non nulle a pour image K tout entier, on volt 

que q d~ te rminef ,  saufs i  K o , ~ = K ,  ce qui  dquivaut  ?~ e - - i d ,  et ~4: I ; dans ce dernier 

cas, q est nulle et f est une forme altern6e. Dans tous les  cas, la f o r m e f  est tracique : on a 

(5) f(x, x )=k  +~k ~ pour kEq(x). 

En effet, il r6sulte de (4) que 

(6) q(x(i + t)) ---- q(x) + q(xt) +f(x, xt) + Ko, . 

d'ofl 
(f(x, x)--k--r pour  tout  t~K.  

211 



2z2 F. B R U H A T  E T  J.  " F I T S  

Si car K # 2 ,  la f o r m e f  ddtermine q. I I e n  est de m~me si car  K = 2  et si 

l 'ensemble des 616ments de K invariants  par  crest dgal ~t Ko, ,  : si f =  o, on a alors k = k ~ 
pour  tout  keq(x), d'apr~s (5), d'ofl q----o. 

En particulier,  supposons qu' i l  existe un 616ment ~ du  centre de K tel que  k q - X ~  I. 
C'est le cas si car  K4 :2  (k----I/2) ou si car  K = 2  et si la restriction de a au centre de K 
n'est  pas l ' identit6. En prenant  t------k dans (6), on volt  que 

(7) q(x) = Xf(x, x) + Ko, , .  

De plus, 

(8) 

c a r  si t ~ 1 6 2  

K o , , = { t e K I t ~  

on a t=(Xt)--e(Xt) ~ 
Supposons donn~s un corps K '  contenant  K ct unc involution ~' de K '  prolon- 

geant  a. Alors, les f o r m e s f  ct q sc prolongent  de faw naturelle h X |  Pour  f ,  il 
s 'agit d 'unc  opdrat ion bicn connue ; quan t  au pro longement  q' de q, il est ob tcnu  commc 

suit : on d6finit K '  de la m~me faw que Ko , et pour  
0 '  I s 

rtl 

x=Zl.=: x~Qk, (x, e X ;  k~eK'), (9) 

on pose 

(io) 
m ?t~ 

q'(x) = Y, lkT"(q(x,) + K' ~ ~ ~)k~, o, ,)k,+ lk, (f(x~, xj) + K '  O'~ 

, < j  

ddfinition qui a un sens, car  on v6rifie ais6ment que  le second membre  de (IO) ne ddpend 

pas de la d6composi t ion (9) choisie pour  x. Notons  que lorsque K ' o , . . n K + K  . . . .  ce 
qui  peut  se passer si (8) n'est  pas satisfaite, le pro longement  q' de q ne ddtermine pas q. 

Dor6navant ,  nous supposerons le couple ( f ,  q) non dgggngrg, c'est-~t-dire satisfaisant ~t la 

condit ion suivante : 

( i i )  pour x~X, les relations f ( x , X ) = { o }  et q ( x ) = o  impliquent x = o .  

Nous supposerons aussi que (f,  q) est d'indice de Witt r fini (rappelons que l ' indice de 
Witt  est le m a x i m u m  de la dimension d 'un  sous-espace X '  to ta lement  singulier de X,  
c'est-~t-dire d 'un  sous-espace X '  de X tel que f ( X ' ,  X ' ) : { o }  et q ( X ' ) = { o } ) .  

Posons I = { : ! I ,  . . . , : t : r }  et posons r  (resp. e ( i ) = r  pour  iEI et i~>o 
(resp. i < o ) .  Alors, X poss~de une d6composi t ion 

X = Uie,. K + Xo 

off les e, sont des dldments de X et X 0 un sous-espace vectoriel  de X tels que, pour  i, j e I ,  
on ait 

{f(e,,ej) =r  si i # - - j ,  

If(e o e_,) = ~(i), 

(I 2) If(e,, Xo) = {o}, 

i oCq(X0-{o}).  
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Une telle ddcomposition de X ~tant choisie une fois pour toutes, nous posons 
X~=e~.K et, pour tout endomorphisme g de X, nous d5signons par qj(g) (i, j e I u { o } )  
l'fil6ment de Hom(Xj,  ~ )  compos6 de l'injection canonique Xj-+X, de ge t  de la 
projection canonique X ~ X ~ ,  c'est-~-dire le coefficient d'indices i, j de la matrice 
repr6sentant g pour la ddcomposition de X en question. Comme nous avons distingu6 
un 616ment de base e~ dans X~, pour i+o, nous pourrons, le cas dch6ant, identifier 
Hom(X~, X~-) avec K lorsque i * o + j ,  avec X0 lorsque i = o + j ,  et avec le dual X~ 
de X o lorsque i + o = j .  

Dans la suite de IO. i, Z ddsigne l'ensemble {(z, k)IzsXo, keK, q(z )=k+Ko, , ) .  Saul 
mention explicite du contraire, res t  toujours supposd non nul, et + i  si (~, Xo)=(id. ,  {o}). 

(xo . I .2 )  Pour i~I et (Z, k)eZ (resp. Z--{(o, o)}), soit ui(z, k) (resp. mi(z, k)) 
la transformation linEaire de X dEfinie par 

x ~ x - -e_ , . f ( z ,  x). ,( i)  
u~(z,k) : e ~ e i + z - - e _ ~ . k . ~ ( i  ) 

e ~ e j  

m~(z, k) : 

x ~ x - z . k - l . f ( z , x )  

e~ ~- -e_~ .k .~( i )  
e _ i ~  --e~.(k~ 

eo ~e j  

(resp. 

Pour i, j e I  tels que j~e+i, et keK (resp. 
transformation lindaire de X d5finie par 

x ~--~x 

ei ~ ei+e_~.k".~(--j) 
ej ~ ej--e_i.k.~(i ) 

eh ~ eh 

resp. 

u~(k): 

x b-~x 

e~ ~ e_j.k~ 
ej ~- -e_~ .k .~( i )  
e_~ ~ ej.k-t.~(i) 

e j ~ --e~. (k~  

eh ~ e h  

mdk): 

(x~Xo) 

( jE I ; j+ i )  

(xeXo) 

( j e I ; j +  +i)). 

K--{o}), soit uo(k ) (resp. too(k)) 

(xeXo) 

(he I - - { i , j } )  

(x~Xo) 

(he I - - {+ i ,&j} ) ) .  

la 
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Considdrons l'espace V*-=R ~ 
(ah)h= 1 ..... , la base canonique de cet 
i, j e I ,  j+-4-i. Pour ieI ,  posons 

uo, (z, 
U~, ={u,(o,k) lkeK~,~} , 

M ~ ={m,(z, k)[ (z, k )eZ- -{ (o ,  o)}}, 

3r = {mdo ' k)[keK~, .--{o}}, 
2a i 

pour i, j e I  tels que j + + i ,  posons 

Vo, ={u,~(k)lkeK} et 1VI~ii---{mo(k) IkeK--{o}} , 

et pour aeV*--{a,,~a,,ai~lieI, j e I - - { + i } }  , posons U , = { I } .  
L' ensemble Op des aeV* tels que U~--U~:~O est un systkme de racines. De fagon prdcise, 

on a les relations suivantes, off i, j parcourt  I et j 4  -4- i : 

(B) .,j} 
(BC) r = {ai, 2a~, %} 

(D) r 

H A T  E T  J. T I T S  

muni de la norme euclidienne usuelle, notons 

espace et posons a_ h = - -  a h e t a  0 = ai-[- aj pour 

lorsque X0+{o} et (e, ~)=(id. ,  I); 

lorsque X0+{o} et e + i d . ;  

lorsque X , = { o }  et (~, ~)+(id., I); 

lorsque X 0 : { o  } et (e, ~)----(id., ~). 

Remarque ( x o . x . 3 ) . -  << Changement de coordonn&s > > . -  Soit ~ un 616ment de K 
dgal ~ x si ~ = i d .  et ~ :tzI si e+ id . ,  et soit k un dldment inversible de K tel que k~=~k. 
Les conditions imposdes ?~ e, a, f ,  q sont respectdes et les groupes Uai , Uaq ne changent 

pas si on remplace e, ~, f ,  q, % >20 respectivement par ~', d,  f ' ,  etc., off 

t~'=kt"k -1 pour t e K  (d'ofl Ko, , , ,=k .  Ko,,), 

f '  =kf,  q' =kq, 
ei=ei.k -1 ou e~ selon que i < o  ou >o ,  

X0-- X0. 
Si a+ id .  et ~4 I, on peut prendre pour k un 61dment anti-invariant non nul, 

par exemple de la forme h - - h  ~. On  a alors ~'-=-I. 
Si (~, ~):#(id., I) et si on prend pour k un 616ment inversible de Ko,~ (dont 

l'inverse appartient alors aussi ~t K~,~), on a d = - - I  et ieK~,,. , .  D'autre part, si 
(~, ~)=(id. ,  i) et si X0+{o}, il est possible de choisir k de telle fa~on que q' prenne 
la valeur I en un point donn6, arbitrairement choisi, de X0. On volt donc que, pour 
l'dtude du syst~me de groupes (U~)~er on peut toujours se ramener  ~t Fun des cas 

suivants : 

(I) ~ = - - I  et IeKo,~ (d'ofi O = C  r ou BC~); 

(2) (e, ~)=(id. ,  i) et Ieq(Xo) (d'ofl q~=B~); 

(3) (~, ~, Xo)=( id . ,  i, {o}) (d'ofl * =D~).  
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( I o . x . 4 )  Soit gEHom(X,  X). On dit que g est une similitude s'il existe un  
~Mment c du centre de K, invariant  par  ~, tel que, pour  x, y s K ,  on ait 

f(gx,  gy) = cf(x,y) q(gx) -~ cq(x). 

Cet ~16ment c e s t  alors unique;  on l 'appelle rapport de la similitude g e t  on le 
note c(g). 

Une isomdtrie est, par  d6finition, une similitude de rapport  I. 
Nous notons G o le groupe engendr6 par  les U a (a~O), Is( f ,  q) le groupe des 

isom6tries, S im(f ,  q) le groupe des similitudes et T o (resp. T ( f ,  q); resp. T ( f ,  q)) le 
groupe des fildments t de G o (resp. Is( f ,  q); resp. S im(f ,  q)) stabilisant chacun des Xi 
(iE[--r, +r ] ) ,  c'est-~-dire repr6sent6s par  une matrice ((c0(t))) diagonale. Si �9 est 
de type D, on sait que les sous-espaces lin6aires de X de dimension r sur lesquels q s 'annule 
(espaces totalement singuliers maximaux) peuvent  se r6partir en deux families, deux 
tels sous-espaces appar tenant  ~ la mfime famille si et seulement si leur intersection est 
de codimension paire dans chacun d 'eux;  nous ddsignons alors par Is+(f ,  q) (resp. 
Sim+(f ,  q)) le sous-groupe d'indice ~ du groupe Is(f ,  q) (resp. S im(f ,  q)) form6 par les 
616ments de celui-ci qui conservent chacune de ces deux families. 

Proposition ( x o .  1 . 5 ) .  - -  (i) Pour qu'une transformation lingaire t de X stabilisant chacun 
des X, ( ie lu{o})  soit une similitude de rapport c, il faut et il suffit que 

q~(t)".c_i_~(t)=c pour i s I  (i) 

et 

(2) r pour z X0. 

(ii) Le groupe T ( f ,  q) normalise chacun des groupes U~ (aeO) et G ~ 

(iii) Si �9 n'estpasde type D, ona Is( f ,  q ) = T ( f ,  q ) .G ~ et Sim(f ,  f ) = T ( f ,  q ) .G ~ 

Si �9 est de type D, on a Is+(f ,  q ) -~T( f ,  q ) .G O et Sim+(f ,  q ) = T ( f ,  q ) .G ~ 

Proposition (xo. i .  6). - -  Soient T un sous-groupe de T ( f , q)contenant T ~ G le groupe T.  G o 
et, pour aeO, M ~ = T . M  ~ Alors, le couple (T, (U~, Ma)aeo) est une donnde radicielle gdng- 
ratrice de type �9 dans G. Avec les notations de (6.1.2)  (2), on a, pour cette donn6e, 
m(u~(z, k) )=m~(z, k) et m(u~j(k) )=m~(k) ; en particulier, l' ensemble M ~ (aeO) cogncide avec 

l'ensemble notd ainsi en (6. I.  2) (2). 
Ces 'proposit ions seront ddmontrfies respectivement en ( io.  I.  io) et (IO. I. 12). 

ProPosition (IO.X.7).  - -  (i) Le groupe N O engendrd par les M ] (a~O) stabilise X 0 et 
permute entre eux les X~ (ieI) .  Le groupe ~W de permutations de l'ensemble d'indices I qu'il 
induit est le groupe W e de toutes les permutations commutant avec la multiplication par - - I  ou 
le groupe W D de toutes les permutations paires ayant cette propridtd selon que le syst~me de racines 

n'est pas ou est de type D. 
(ii) Le groupe N; engendrd par les mij(I ) (i, j e I ; j +  •  est un sous-groupe fini de N O 

conservant l'ensemble {+e, l ieI},  fixant X0, et dont l'image clans ~W est le groupe W~. 
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(iii) Supposons remplie l'une des conditions (I), (2), (3) d u n  ~ (io.  1.3) , et soit e o un 

dldment de X0 igal gt o dans le cas (I) et tel que q(e0)----i dans le cas (2). Alors, le groupe N '  

engendrd par N[ et, si �9 n'est pas de type D, par les mi(eo, I) (i~I), est un groupe fini conservant 
l' ensemble {+ei]ieI},  dont l' image dans ~W est ~W tout entier. 

I1 est clair que N[ conserve l'ensemble {• ieI} et fi.xe X0; c'est done un groupe 
fini. La finitude de N' rEsulte de ce que tout ElEment du syst~me gdnErateur donne pour 
ce groupe, donc aussi tout ElEment du groupe lui-m~me, conserve {•  et induit 
sur X0, soit la transformation identique, soit la transformation x ~ x - - e o . f ( e o ,  x), qui est 
d 'ordre I ou 2. Les autres assertions sont Evidentes. 

Lemme ( I O . I . 8 ) . -  (i) Pour i e I ,  

I + n de X telles qu'on ait 

et 

Uai (resp. U2~I) est le groupe de toutes les isomdtries 

n(XO cXo+X_  
n(Xo) c x ,  

(resp. X_i),  

(resp. ----{0}) 

n(Xj) ={o}  pour j 4 i ,  o. 

Ce groupe est simplement transitif sur l'ensemble des droites singuli~res de q (c'est-d-dire des sous- 

espaces ~ une dimension sur lesquels q s' annule) contenues dans X_~ + Xo + Ks (resp. X_~ + X~) 
et distinctes de X _ i .  

(ii) Pour i, j e I  

telles qu'on ait 

et 

Ce groupe est simplement transitif sur l'ensemble des droites de 

Il est contenu dans Is+(f ,  q) si �9 est de type D. 
La verification est facile. 

tels que j +  +i ,  Uai i est le groupe de toutes les isomgtries i 2 V n de X 

n(X3 cX_j, 
n(Xj) cX_  

n(Xh)={o} pour h e [ - - r , r ] - - { i , j } .  

X ~ +  X ~ distinctes de X_~.  

Lemme ( to .  x-9). - -  (i) Pour tout i e I  le stabilisateur de e~ dans G~ transitivement 

les droites Y de X telles que f ( e  o Y)4:{o} et q(Y)={o}.  
(ii) Le groupe G O permute transitivement les droites singuli~res de q. 
Prouvons (i) par recurrence sur r. On peut supposer i----I. Pour r = I ,  1'assertion 

rdsulte de (IO. 1.8) (i). Soit done r>~2 et soit x un point de X tel que f ( e l ,  x)4:o et 
q (x)=o.  II nous suffira de montrer  qu'il existe g e G  ~ tel que g ( e l ) = e  a et g(x)eX_ 1. 
L'ensemble des points y de X1 + Xr tels que f ( y ,  x ) =  o est une droite distinete de X1. 
En vertu de (IO. I. 8) (ii), nous pouvons, quitte ~ transformer x par un ElEment conve- 

nablement ehoisi de U~,,_ 1, supposer que eette droite est Xr, e'est-~-dire que f(e~, x)-~ o. 
r r--1 

Alors, xe Y, X i. Posons x = x ' + e , . k ,  avec x ' e X ' =  ~ X~ et keK.  Vu l'hypoth~se 
i:--r+l i=- - r+l  

de recurrence appliquEe ~ X'  et aux restrictions de f et q ~t X '  • X'  et ~ X',  il existe un 
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616ment de G o fixant el, e, et e_, et transformant x' en un point de X_ 1. Nous pouvons 
donc directement supposer que x appartient ~ X _ I + X , .  Mais alors, U,_~._, poss~de 
un 616ment g ayant les propri6tds voulues, en vertu de (m .  I .8) (ii). 

Pour 6tablir (ii), il suffit de montrer  que si xEq-l(o), il existe g e G  ~ tel que 
g(x)sX_~. Si x+o ,  ce que nous supposerons, il existe i d  tel que f(ei, x):t:o. 
Si i4=--I, posons y=e_ l+e_d  si i = - - I  et r>~2, posons y=e~--e2q-e_2--e_l; 
enfin, si i = - - I  et r = I ,  auquel cas on a par hypoth~se d i m X 0 > o ,  prenons 

y = u l ( k  , z ) (e l )=el-q-z--e_lk~(i ) ,  a v e c  (z, k ) ~ Z - - { ( o ,  o)}.  O n  a alors q (y )=o ,  f(ex,y)4=o 
et f(e~,y)4=o. Vu (i), il existe un 61Ement g, (resp. &) du stabilisateur de e~ (resp. ei) 
dans G O tel que g , ( y ) s X _ ,  (resp. &(y)exK), d'ofi notre assertion. 

(IO. I ,  IO) Ddmontrons maintenant  la proposition ( to.  I .5). L'assertion (i) r6sulte 
d 'un simple caleul et (ii) est eons6quence imm6diate de ( i o . I . 8 ) .  

Pour la d~monstration de (iii), nous nous bornerons ~t consid~rer le cas off (I) n'est 
pas de type D, le cas o t t � 9  = D, se traitant de fa~on analogue. En vertu de (IO. 1.8), 
on a G ~  q) c S i m ( f ,  q). Pour dtablir les relations annonc~es, il suffit done de 

montrer que Sim(f ,  q ) c T ( f ,  q) .G ~ La d6monstration se fera par r~currence sur r, 
l'assertion ~tant 6vidente pour r = o  (lorsque d0 = D, on fair dfimarrer la rdcurrence au 
cas r = i ) .  Soit g un 61~ment quelconque de Sim(f ,  q). Appliquant successivement les 
assertions (ii) et (i) de ( Io . I . 9 ) ,  on volt qu'il existe g~176 tel que g~ et 
g~ d'ofl g~  en posant 

X'={x lxeX ,  f (q , x )= f (e  ~ ,x)=o}= E X,. 
*-4-1 

Vu l 'hypoth&e de rfcurrence appliqu6e k la restriction de gOg g X', on a g~176 T ( f ,  q), 

d'ofi g ~ O ~  q), c.q.f.d. 

(IO. I .  I I )  Relations. - -  Dans les relations suivantes, h, i, j ,  i', j '  ddsignent des 
~16ments de I, k, k' des 616ments de K et Z, z' des 616ments de X 0. Ces 616ments sont chaque 
fois suppos6s satisfaire les conditions n6cessaires pour que les relations 6crites aient un 
sens (on doit avoir par exemple, dans la relation (3), (z, k)eZ--{(o ,  o)}; dans la 

relation (I5) , j:t=ii et j'=t=+i', etc.). 

(i) 

(2) 

(3) 

(4) 
(5) 
(6) 

(7) 
(8) 

u~(z, k).u~(z', k ' )=u~(z + z', k + k' + f ( z ,  z')), 
u,(z, k) -1 = , , ( - - z ,  ~k~ 

ui(z, k ) -=u_,( - -  z . k - l .~ ( i ) ,  k- l .~)  .m,(z, k ) .u_~( - - z .  (k~)-~.~(-- i), k - l .~) ,  
u,j(k) . ~,j(k') = u,j(k + k'), 

u d k ) - l = , , , j ( _  k), 

u~(k) = u_,, _~(--(k ~) -~. ~(i) . ~(j) ) . m,j(k) . u_ , , -5( - - (  k~)- 1" ~(i). e(j)), 
.~( k ) = u , j ( -  ~ko), 

(u,(z, k), u,(z', k') )=u~(o, f(z ,  z ' ) - - f ( z ' ,  z) ), 
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(9) 
(~o) 

(ii) 
(~)  

(i3) 

(i4) 

(IN) 

(u~(z, k), ue(z' , k'))-=u~,(f(z, z')) pour i '+  +i ,  

(u_,(Z, k), uo(k') )=u~(-- z.k'.~(i), ~k'~176 ') .u_,,~(--k.k'.s(i) ), 

(u~(z, k), u~,,~,(k'))= I pour ir  --j '}, 

(u~n(k), u_~,~(k'))=uo(--k.k'.r pour j 4  •  

(~,~(~), ,_~,,(~'))=,,(o, (~'o.~o-~.~'.~).~(~)), 

(uo(k), u0,(k'))=~ pour j ' + - - j ,  

(u~j(k), u~,,~,(k'))=i pour i ' , j 'r177 • 

Les v6rifications sont faciles. 

(IO.X.x2) Dgmonstration de la proposition (Io. 1.6). - -  Pour ae(I), le quotient de 
deux dldments de M ~ stabilise chacun des X~. I1 est done contenu dans T o et M~ = T.  M ~ 
est une classe ~t droite de T. Cela 6tant, le fait que le systbme (T, (U~, M~),er 
satisfait aux axiornes (DR I), (DR 2) et (DR4)  des donn6es radicielles (6. i .  x) rdsulte 
des relations d u n  ~ (IO. I. i I). L'axiome (DR 3) est dvident. Pour v6rifier (DR 5), il 
suffit 6videmment de considdrer le cas off n, appartient ~ M~ la relation ~ 6tablir r6sulte 
alors de la forrne des m i e t  m0, du fair qu'ils appartiennent k Is(f ,  q) (cf. (IO. I .5)) 
et du lemme (IO.I .8) .  L'axiome (DR6)  rdsulte de ce que la matrice ((c0(g))) 
(of. (Io. I. I)) reprdsentant un dldment g de T U  + (resp. de U - )  est triangulaire infdrieure 
(resp. est triangulaire supdrieure et n 'a que des I sur la diagonale). Enfin, l'assertion 
de l'6noncd concernant les m(u~) et m(uo) est une consdquence des relations (3) et (6) 
de (IO.I,II), 

(xo.x.x3) Pour toute fonction o~ : K - + R u { o o } ,  nous notons 
syst~me de fonctions q~" : U . -+Ru{oo}  d6fini comme suit : 

I 
,o u = co(k) si aleO (i) ~o,( ~(z, k)) 

(2) ?~i(u~(o, k)) ---= ~0(k) si 2a~er 

(3) ~;(.~(k)) =~o(k). 

~ o  ,~ le  

( x o .  I .  x4 )  S o i e n t  (o : K-->l lu  {oo} une valuation non impropre de K, invariante 

par e, et I~ le compl6t6 de K pour co. Les prolongements par continuit6 de o~ et e ~t 

sont encore not6s co e t~ .  Posons :~=X| :r , d6signons par f : X •  

et ~ : X-->K/K~,~ les prolongements naturels d e f  et q (IO. I. i), et soit 

2 ={(z, k)I Z~Xo, k ~ ,  ~(z) =k + I~o. ~}. 

Nous munissons K et I~ de la topologie d6finie par co, et tout espace vectoriel de dimension 

finie sur K ou K de la topologie naturellement associde ~ celle-l~ (topologie ddduite 
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Posons 

e t  

On a aussi 
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par  t ransport  de s tructure de la topologie produi t  sur K "  ou I~"). L'adhfirence pour  ces 

topologies est notde par  une barre.  O n  a 

Ko,~cKo,~.  

X •  l f (x ,  X ) = { o } }  

5~a- = { x ~ X l f ( x ,  X)  = {o}}. 

e t  

(~) 

x~= {z~X0 If(z, Xo)= {o}} 

x l =  {z~Z~[f(z, x0)= {o}}= xZ| I~. 
Notons encore que, pour  (Z, k )eZ ,  

(3) ~ ( f ( z ,  z)) = co(k § ~k ~) > ~o(,). 

Thdor?me ( z o . z . z 5 ) .  - -  Avec les notations et conventions introduites en (xo. I .  x4) , les 
conditions suivantes sont gquivalentes. 

(i) Pour (z, k), (z', k ' )eZ ,  on a 

~(f(z,  z'))>~ ~- (~(k) + ,~(k')). 
2 

(ii) Pour (z, k), ( z ' , k ' ) eZ ,  on a 

~( f ( z ,  z') ) > inf{co(k), a(k ')}.  

(iii) ~(X0--~2 • n K o . . = O .  
(iv) ?'~ est une valuation de la donn& radicielle (T, (U~)). 

Remarques ( i o .  x. x6). - -  a) Si I~o,~ est ferm~ dans t~ (par exemple si K est de 

dimension finie sur son centre, ou si ~ = I  et s'il existe un fildment central  X tel que 

X + X ~  (cf. (~o. ~. ~) (8))), la condi t ion (iii) signifie que  la restriction de q ~ ?(0 ne 

s 'annule pas en dehors de X • 

b) Si car  K = 2 ,  il se peut  que q ait des z6ros non tr iviaux dans ~1_. Par exemple,  

supposons que K soit un corps c o m m u t a t i f  non parfai t  dont  le compldtd est parfait ,  
et soient ~ l 'identit~, X o le corps K ~/2 consider6 comme espace vectoriel sur K, q !x. la 

forme quadra t ique  z ~ z  ~ et f[Xo • x, la forme bilinfiaire nulle. Alors ~ est le carr~ d 'une  

forme lindaire e t a  done un noyau  de codimension x dans 1~.  

Lemme ( x o . z . , 7 ) .  - S o i e n t  Y un sous-espace de dimension finie de X 0 et ~r=Y|  

Identifions Y avec Y |  I. Alors : 

(i) Il existe une fonction continue ~ : Y - ~ f ~  telle que ~(Y) r  et qu'on ait 

q(z) = q ( z ) + K ~ , ,  pour z ~ Y ,  

~(z)=~(z)+Ro,, pour z~Y. 
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(ii) Soient (z,k)sCl et z . e Y  (neN) tels que l im z . = z .  Alors, il existe des k .~K 

tels que lirn k . = k  et q ( z . ) = k . + K o , ,  pour tout n. 

Dans la ddmonstration qui suit, s e t  s' d6signent toujours des entiers parcourant 
l'intervalle [i, dim Y]. Soit (xs) une base de Y e t ,  pour tout s, soit d8 un repr6sentant 
de q(x~) dans K. Alors, la fonction ~ d6finie par 

-q(Y~x~,) ~ = }2~ds~,+ ~<,,~f(x,, ~ x,,)~,, 

satisfait aux conditions de (i). 
Soient (z, k) et z,, comme dans l'~nonc~ de (ii). Vu (io.  I. 14) (i), il existe des 

k',EKo,~ tels que 
. ! - -  

.kmk' .=k--  q(z). 

Cela ~tant, la suite des k , = q ( z , ) + k ~  poss~de la propri6t6 requise. 

Lemme ( z o . x . i S ) .  - -  Soient (z, k), (Zo, k 0 ) ~ Z - - { ( o ,  o)} et 

= + (k0)- z0)). 

Supposons ~ strictement positif. Pour nsN*, soient z.eX0, k . eK et X.~K* ddfinis inductivement 
par 

X, = - - f ( z , _ ~ ,  z ) -~ .k ,_ t ,  

Z, = Z~_ 1 + Z. X, 

et k. = X~. k. X.. 

Alors : 

(i) On a, pour tout n~N, 

(z., k.) z 
(2) o~(X,+ 1) -----(2"--I)~ + co (k0) -- co(f(Zo, z)); 

(3) co( f ( z , ,  z) ) = o~( f(Zo, z)); 

(4) = ( 2 " -  +  O(ko). 

(ii) La suite (z,) converge dans z. K + Zo. K vers un point "~ tel que 

o~(f(~, z ) )=  co(f(Zo, z)) et ~(2) r ,/I~a, ,. 

(iii) Pour tout nombre rgel A, il existe (Z', k'), (zo, k0)eZ tels que z', ZoEz.K + zo.K, 
~(f(zs  Z'))=co(f(Zo, z)), o~(k')~>a et co(k0)~>A. 

La v~rification de (i) par rdcurrence sur n e s t  immediate, compte tenu 
de (IO. I.  14) (3). L'assertion (ii) rfisulte aussit6t de (i). Pour ~tablir (iii), on remarque 
d 'abord que, vu (i), il existe un entier n tel que co(k,)~>A; on pose alors (z', k ' )= (z , ,  k,) 
et on applique ~ nouveau (i) en substituant (z', k') et (z, k) respectivement ~ (z, k) 

et (Zo, k0). 
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(xo. x. x9) Dgmonstration du tMor~me (IO. I. I5). - -  I1 est clair que (i) implique (ii). 
Les implications (ii):~(i) et ( i i i ) ,  (i) sont consdquences immddiates de (IO. I.  i8) (iii) 
et (Io. I.  I8) (ii) respectivement. 

Supposons qu'il  existe 2e]r • tel que ~(2)eK~.JK~,~ et soient z ' e X  0 et 

k e K , , ,  tels que f (2 ,  z') # o  et ~(2)=k-}-I{, ,  ~. Vu  (IO. I .  I7) (ii), (2, i )  est limite d 'une 
suite ((z,, k , ) ) , e s  d'dldments de Z. Soit (g,),es une suite d'dldments de K,,~ tendant  

vers k et posons k' ,=k,--e, .  On a alors (z,, k~,)eZ, l irn k~=o et l i m f ( z , ,  z ')=f(~',  z ' )#o ,  

de sorte que co(f(z , , z ' ) )<~(o~(k)+co(k~))  pour  n suffisamment grand. Ceci montre  
que (i) :> (iii). 

L ' implication (iv):~(ii) rdsulte de ( I O . I . I I )  (I) et de l 'axiome ( V I )  des 
valuations (6.2.  I). 

I1 reste ~ montrer  que si les conditions (i), (ii), (iii) sont remplies, ce que nous 
supposerons ddsormais, ~o~ est une valuation de (T, (Ua)). 

L'axiome (V o) est consdquence du fait qu 'on  a supposd la valuation co non 
impropre (lorsque a=a~, on remarque que ( z ,k )eZ  implique (zg,/~ pour  
tout geK).  

L'axiome (V i) est satisfait en vertu de (ii) et des relations (I) et (4) de (IO. I.  I I). 
L 'axiome (V 2) rdsulte des observations suivantes : si a-~a 0 et memo,  on a 

m. uo(k) . m -1 ~- u_~, _j(q, _~ (m) .k. co, _j(m-1) . ~) ; 

si a=a~ ou 2a~et meMa, o n a  

m.u~(z, k ) . m - l = u i ( m ( z ) ,  q, _~(m) .k.c~,_i(m-1) ). 

L'axiome (V 3) d~coule des relations (8) ~ (I5) de ( io.  I.  I i), de (i) et du fair 
que r est une valuation. 

Enfin, la validitd de (V 4) est dvidente et ceUe de (V 5) rdsulte de (I o. i .  I i) (3) et (6). 

( IO.X.2o) Soit X ; = H o m ( X 0 ,  K) le dual  de X o. Pour toute fonction 

: K - +  Ru{ } 
et route fonction 

: Xo-  

soient r X0-+ R u { o o }  et o~:  X ; - +  R u { o o } u { - - o o }  les fonctions ddfinies par  les 
relations suivantes, off l 'on convient que o o -  oo ~ oo : 

o~q(z)=~sup{o~(k)lkeq(z)  } (zeXo) 

r IzeXo} (xeX~). 

Une fonction 0~: Y - + R u { c ~ } u { - - o o }  ddfinie sur un  K-espace vectoriel Y est 
appelde une (o~-)semi-norme additive si, pour  XeK et y , y ' e Y ,  on a 

(I) e(yX) = ~(y) § ~(k), 

(2) ~(y +y')~>inf{~(y), ~(y')}. 

Pour zeXo,  nous d6signons par  z* l 'dldment de X~ ddfini par  z*(z ' )=f ( z ,  z'). 
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Proposition (xo .x .2 i ) .  - -  Les conditions (i) a (iv) du th6or~me ( IO. i . i5 )  sont encore 
gquivalentes aux suivantes : 

. . . .  >~ ~6)(k); (v) pour (z,k)eZ, on a 6)qiz ),.- 

(vi) il existe une f onction 6) 1 : Xo-+Ru{oo } teUe que, pour ( z, k) s Z, on ait 6)t ( z ) >i ~ 6) ( k ) 

et 6)~(Z')>1 ~6)(k) 

(vii) 6)q: X0--~Ru{oo } est une semi-norme additive. 
Ces conditions entra~nent que l'ensemble des x~X 0 tels que 6)q(x)=oo est un sous-espace 

vectoriel de X • (Io. I. I4). 

La condition (v) n'est qu'une reformulation de (io.  x. i5) (i). Si (v) est satisfaite, 
il enes t  de m~me de (vi) (poser 6)1--= 6)q). Rdciproquement, si co Iest  une fonction possd- 
dant les propridtds de (vi), on a co1>~6)q, d'ofi 6)~<6)q et, pour tout (z, k)~Z, 

I 
- 6) (k) ~ 6)~ (z') -< 6)~(z'). 
2 

Montrons que (ii) implique (vii). La fonction 6)q satisfaisant dvidemment ~ la 
relation (I) de (io. 1.2o), il suffit d'dtablir (IO. 1.2o) (2). Soient (z, k), (z', k ')eZ. 
Vu (ii), on a, quels que soient x, x'sK~,.,  

6)(f(z, Z'))>~ inf{6)(k +x) ,  co(k'-t- x')}, 
d'ofi 

~6)q(z -k Z') = sup {6)(k q- k' +f(z ,  z') -k x)[ xeKo, ~} 
t> sup {inf{6)(k -k x), 6)(k'-{- x')}l x , x'eK~, ~}= inf{26)q(Z), 26)q(z') }. 

Pour terminer, nous allons montrer que si la condition (ii) n'est pas remplie, 6)q 
n'est pas une semi-norme additive. L'ensemble K~,. n'est pas dense dans K, sinon on 
aurait x~=--zx  pour tout xeK, &off a = i d .  et ~+i ,  ce qui impliquerait que 
X0={o},  et la condition (ii) serait satisfaite par ddfaut. Soient ZeK--Ko, .  et 
a=sup{6) (X+x) lxeK, ,~} .  Vu ( i o . i . i 8 )  (iii), il existe (z,k), (z~,kt)eZ tels que 
6)(k)>A et 6)(kl)>A §  zl))--26)(X). Posons Xl=f (z ,  zx)-l.X, z '=z l .X l  et 
k'=X~.kl.X 1. On a alors (z ' ,k ' )eZ,  f ( z , z ' )= )~  et 6)(k')>A, d'ofi 

z') = ~sup{6)(x + k + k' + x) I ~ K o ,  ~} 6) q(Z + 

i I = [ A < i n f 2  6)(k),~6)(k) ~<inf{6)q(Z), 6)q(Z')}, 

en contradiction avec (vii). Enfin, la derni6re assertion rdsulte de (Io. I. i5) (i), compte 
tenu de ce que f(X0, X~)={o} pour i#o .  

Remarques (IO.I .22) .  - -  a) Soit (or: X0-+llu{oo} ddfinie par 

I 
6)/z) = ~6)( f ( z ,  z)) (z~X0). 
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V u  ( i o .  i ,  i 4 )  (3) ,  o n  a toujours 
(I) tot>~%. 

b) Ddsignons par  Z(K) le centre de K. Supposons qu'il existe 

Xq-X~= i. Alors Xf(z, z)eq(z) pour tout z e X  0 et on a 

I (2) %>/tot+ ~ to(x). 

XeZ(K) tel que 

Si ?, est entier (ce qui signifie, soit que la caract6ristique rdsiduelle de K est diff6rente 
de 2, soit que Z(K) est une extension non ramifi6e du corps des points fixes de ~ dans Z(K) 
et que l'extension r6siduelle correspondante est s6parable), (i) et (2) impliquent 

que toq = to t. 
c) Supposons remplie l 'une des conditions suivantes : 

(I) dim X 0 = I ; 

(II) K est commutat i f  et (~, car K) + (id., 2) ; 
(III) s = I ,  K est une alg~bre de quaternions de caract6ristique diff6rente de 2 

et e ( k ) = k  (conjugu6 de k) pour keK.  
Alors, il existe cel l  u {oo} tel que tot = toq+c, et la fonction (or est une semi-norme additive 

si et seulement si toe en est une. 

Dans le cas (I), c'est 6vident. Dans les autres cas, on peut supposer s = I ,  en 
vertu de (IO. 1.3) ; on observe alors que 

(4) Ko,~---- {k [ keK,  k-t - k ~ 1 7 6  

(d'ofl il rdsulte que, pour xeX,  f (x ,  x ) = o  implique q(x)=o) ,  et que 

(5) f ( z ,  z )eZ(K)  pour tout z~X0, 

de sorte que, pour (z, k )eZ--{(o ,  o)}, on a 

%(z)--tot(z ) = ~sup{to(k + h) I heK. , ,}- -  ~to(f(z, z)) 

= ~sup{to(k.f(z, Z) -~ --t-h)[ heK,,, ~} = ~sup{to(e)[teK, e + t" -=  ~ }. 

I1 est facile de voir que si ~ =  I e t  Xo~eo, les relations (4) et (5), n6cessaires au 
raisonnement pr6c6dent, entrainent que l 'une des conditions (II) et (III) soit remplie. 

d) Supposons que la condition (IO. I. i5) (ii) ne soit pas remplie et qu'il existe 

zsXo tel que f (z ,  z) +o. Pour un tel z, soit ksq(z) (d'ofl k-I-sk~ et soient Zl, z2~X0 

I to(k+~kO)__to(k ) + t o ( f ( Z l ,  z2)) et tot(zg)2>~to(k+~k ~ (l'existence tels que tot (Zx) 2> 

de tels zi est assur6e par (IO. I. 18) (iii)). Posons z i=z l . f ( z~ ,  zl) - t . k .  Un simple calcul 

montre alors que tof(z'l+z2)<inf{tot(z[), tot(ze)}. On en conclut que : 
Si la fonction z ~ f ( z ,  z) ne s'annule pas identiquement sur X 0 et si toe est une semi-norme 

additive, les conditions dquivalentes (i) a (vii) de (IO. I. 15) et (IO. i .21) sont remplies. 
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La r6ciproque n'est pas vraie, comme le montre l 'exemple suivant. 
Soient C un corps local de caract6ristique o et de caract6ristique r6slduelle 2, 

r: une uniformisante de C, L une extension quadratique non ramifi6e de C telle que 

l'extension r6siduelle soit s6parable, l ~ -  le C-automorphisme d'ordre 2 de L, d u n  entier 

de L tel que d + d =  I (il existe de tels entiers en vertu de l'hypoth~se faite sur l'extension 
r6siduelle de L/C),  K = L ( j )  l'alg~bre de quaternions d6finie par les relations 

j t j - i = l  pour eeL, 

et j2 ~ ~, 

~ = I ,  a : K-->K l'involution x + y j ~ - ~ + y j  (x, y e L ) ,  X 0 l'espaee vectoriel K 2 et f la 
forme hermitienne d6finie par les relations (I o. I .  I) (I) et 

f ( z ,  z) = ~ - - ~ ( ~  q- ~ j )~  pour z =  (~,  ~ )eX0.  

Posons z ~ = ( % o )  et z~=(d,  at). On a 

f ( zz ,  za) = 7: ~, f ( zz ,  z~) = --dr~jd, f(z~ + z~, z~ + z~) = ~ + r?- -~ jd ,  

i 
d'ofi cot(zl)=r ~f(Z2)= co(r~) et o~t(zl+zz)=~o~(r~ ). Par eons6quent, ~f n'est 

pas une semi-norme additive. D'autre part, pour que la condition (iii) de (IO. I. 15) ne 
soit pas remplie, il faut que la fonetion z ~ f ( z ,  z) poss6de un z6ro non trivial dans Xo, 
c'est-~-dire qu'il existe ~eK tel que 

(6) 

Posons ~ = ~ + ~ j  avee [,~eL. 
deux suivantes : 

(7) 

(8) 

La relation (6) est alors 6quivalente ~ l'ensemble des 

~ + ~ = z 

De (7), il r6sulte que ~ et ~ doivent ~tre entiers. On d6duit alors de (8) que si ~ existe, 
on dolt avoir co(~)~>co(2). Choisissant C de telle faqon que ~(rc)<co(2), on obtient 
done l 'exemple annoncC 

( IO . I .23 )  Nous verrons plus loin ((IO.I .34),  (lO.1.36) et (lO.1.37)) que, sous 
eertaines conditions (par exemple lorsque r~>2), les valuations qr d6crites par le 
thdor6me (io.  i .  15) sont essentiellement (~ 6quipollence pr6s) les seules valuations de 
la donnde radicielle (T, (Ua)aer Entre temps, nous 6tablirons quelques propridtds des 
valuations q~,o en question. 

Jusqu'au nO (lO.1.33) inclus, co ddsignera une valuation du corps K satisfaisant aux 
conditions (i) ~ (iv) du thdorkme (io.  I .  I5) , et ~ =~,o, la valuation correspondante de la donnde 
radicMle (T, (Ua)). Remarquons qu 'un << changement de coordonndes )) du type d6erit 
en (IO. 1.3) a pour effet de remplaeer q0 par une valuation 6quipollente. 
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Proposition (xo. x. o4). - -  La valuation ? est prolongeable. 
Si r + I ,  cela r6sulte de (6.4.39) et (6.4.35) . Supposons donc que r = i .  Soient 

X + 2 = e •  deux espaces vectoriels k une dimension. Posons X ' = X _ 2 @ X |  et 
soient f '  et q' les formes obtenues en prolongeant f et q k X'  • X '  et X'  de telle fa~on 

que les relations ( io.  i .  i) (i2) restent satisfaites. Soient O', T ' =  T ' ( f ' ,  q'), U'~ (aerb') 
et ?,,o d6finis de la m~me fa~on que O, T ( f ,  q), U, ,  q~,o mais en substituant N', f ' ,  q' 

X, f ,  q. Alors, q~,,o est, d'apr~s ce qu'on vient de voir, une valuation prolongeable de 
la donn& radicielle (T', (U'~)~e.,) ; l'assertion de l'6nonc6 r6sulte de celle-ci par restriction. 

(zo .x .25)  Les P~. - -  I1 r&ulte ais6ment des d6finitions de (6.2.2) que l'on a 
t P~o = raq co(K*) 

Pal = ~o(k)Ikepr2Z, to(k)=sup r si a~EO 

Pz~= G= i ---- o~(K=, ~--{o}) si 2a~eq). 

En particulier, on voit que F',i est vide lorsque qlx0 prend ses valeurs dans Ko,,/K=, ~, 
et que si une des conditions (I), (2) ou (3) de (IO. i .3) est remplie, la valuation 9 est 

spdciale. 
Si ro est discrete ou si K~, ~ est maximalement  complet et si a~eO, on a 

r; ,  =  q(xo) - {oo}. 

(xo .x .26)  l~chelonnage. - -  Si co est une valuation discr&e, la discussion du 
n ~ (6.2.23) permet de d&erminer l '&helonnage g associ6 ~ la valuation ?% Nous 
allons voir, ~ l 'aide d'exemples, que chacun des gchelonnages Br, C,, Dr, B-Cr, C-Br, 
B-BCr et C-BC] (J --- I, II, III ,  IV) peut se prgsenter. 

Commenqons par examiner le cas off K est commutatif. Nous supposons remplie 
l 'une des conditions (i), (2), (3) de ( i o . I . 3 )  et normalisons co de telle faqon que 

= Z .  
a) Consid~rons pour commencer le cas off a = i d .  Si �9 est de type C (resp. D), 

g est de type Cr (resp. Dr). Supposons q) de type B; alors d ~ est de type B r si 
eo(q(X0--{o}) ) =-2Z (par exemple si dim X 0 = I  ) et de type C-B r si ~0(q(Xo--{o}))=Z 
(par exemple si dim X 0 =  2 et si q Ix0 est la forme quadratique x 2 +r :y  ~ off rc est une 

uniformisante de K). 
b) Supposons ~ pr6sent que a+ id .  et soit L l e  corps des points fixes de ~. Comme 

o n e s t d a n s l e c a s  (I) de ( I O . I . 3 ) , o n a  ~ : - - I  et I~Ka,~, d'oh K ~ , ~ : L  ( ( IO . I . I )  (8)). 

Soit ~z une uniformisante de L. 
b I) Si X 0 : { o } ,  o ~ est de type C r ou B-(] r 

ramifi& (c0(L*):Z)  ou ramifi6e (o~(L*)=2Z). 
b 2) Supposons X 0*{o}. Comme Ko,~ = L 

 oq(x0)-{oo}=z, ( I / 2 )z  

selon que l'extension K/L  est non 

est ferm6 dans K, on a 

ou ( i / 2 ) + Z .  
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Si K /L  est non ramifide et si t%(Xo)--{oe}=Z ou ( t / ~ ) §  (par exemple si 
dim X 0 =  ~), ~ e s t  de type G-BG~, v. 

Si K/L  est non ramifide et si t%(Xo)--{oo}=(~/~)Z (par exemple si Xo----K ~ 
et si q((x,y)) =t(xx~ ~ + L ,  avec t ~  lorsque car K 4 ~  et t + t ~  ~ lorsque 
c a r K = 2 ) ,  @est de type G-BC~ I. 

Si K/L  est ramifide, on a ndcessairement ~%(X0)- -{oo}=( i /~)§  et d ~ est de 
type G-BG~ tI. 

L'examen du cas commutat i fes t  ainsi termind et il nous reste tt donner des exemples 
d'~chelonnages des types B-BC~ et C-BC~. Soient K une alg~bre de quaternions sur 
un corps local C(K) de caractdristique r5siduelle diff6rente de ~, a l'involution k o k ,  
r  7: une uniformisante de C(K) et c, deK des quaternions puts (dl5ments anti- 
sym~triques pour a) tels que o(c ~) -----o et d ~ = ~  (de tels ~16ments existent par exemple 
toujours si C(K) est localement compact). Vu (io.  x.~2) b), on a 

t 

On volt donc que si dim X o = ~  (resp. I) et si z ~ f ( z ,  z) est la forme anti- 
hermiticnne u162 (resp. ~cx, resp. -~dx), l 'dchelonnage g' est de type C-BC~ 
(resp. B-BC, resp. G-BGI, u). 

(xo .x .27)  Pour i, j e[ - - r ,  + r ] ,  soient co~:Xi-+Ru{oo } et 

~,j :  Hom(Xp X.i.)-+ll u {oo}o {--oo } 

ddfinies par 
O) 0 ~ (.~q 

~i(eik) = ~(k) pour ieI  

co0(0 0 = inf  (~i(~(x))--~oj(x)) pour 

avec toujours la convention oo--oo =oo.  

et keK, 

0~eHom(Xj, Xi). 

Moyennant  les identifications de certains Hom(Xi,  X~) avec K, X 0 ou X~ intro- 
duite au n ~ (Io. I. I), on a pour i, j e I ,  coi~=~, ~o~=~q et ~i0-----~q. I I e n  r6sulte que 
seuls les co~0 pour ie[--r, +r], peuvent prendre la valeur --oo. 

Si h, i, je[--r ,  -{-r] et aeHom(Xn,  Xi), ~eHom(Xi,  Xj), et si coih(a), ~ ( ~ ) ~ - - o %  

o n  a 

(i) + 

Pour geHom(X,  X), nous posons encore 

~o(g) = ~ ) 
et 

~(g) = ,,~ e I-,,inf + ,1{;5# (g)}. 

II est clair que ~ :  Horn(X, X)-+lRo{oo}u{--oo} est une semi-norme additive. Pour 
g, g ' eHom(X,  X), avec ~(g), ~(g')Oe--oo, on a en vertu de (I), 

(2) -~(gg') >1 ~(g) -4- ~(g'). 
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DorEnavant,  et jusqu 'au  n ~ ( I O .  1.33 ) inclus, nous identifions l'espace affine A des 

valuations gquipollentes d ~ avec le dual V de V* (IO.1.2)  de telle fa fon  que la valuation 9 

cofncide avec le point o. 

(xo.  x. 28) L'homomorphisme "~. 

Proposition. - -  Soient n u n  dlgment de N = N ~ T ,  c = c(n) son rapport de similitude et v 

l'homomorphisme de N dans le groupe affine de V ddfini en (6 .2 .  IO). Alors : 

(i) Pour tout i e [ - - r ,  + r ] ,  il existe un dlgraent s(i) de [- -r ,  + r ]  et un seul tel qtte 

cs(,/,i(n)4:o. On a s ( o ) = o  et s ( - - i ) = - - s ( i ) .  

(ii) On a 

(1) ~,(i), i (n) -~- ~8(_ i) _ i (n) = o.) (c) pour iEI ;  

I o~(c) si ~ ( X 0 )  4= {oo} et W00(n ) = m si ~q(Xo) = {oo}. (2) 

(iii) Pour veV et i~I ,  on a :  
I 

) = a (o) + 

1 ,o(c)- -  _,(n) = a ~ ( v ) +  ~ %(-'1, �9 

(i) est une consequence immedia te  de ( io .  1.7). 
Si la relat ion (i)  est vraie pour  deux  ElEments de N, elle l'est aussi pour  leur produit .  

Comme elle est manifes tement  vraie pour  les too(k), les mi(z  , k) et, en vertu de ( io .  I .  5) (i), 
les ElEments de T,  elle l'est pour  tout  n~N. La relat ion (2) est Evidente. 

Enfin, (iii) rEsulte d ' un  simple calcul, compte  tenu de (ii). 

( x o .  x. 2 9 )  / 2  groupe H.  - -  Notons Is,o(f, q) le groupe de routes les ( f ,  q)-similitudes 
de X dont  le rappor t  ce s t  une unite (i.e. tel que c0(c)=o).  

Corollaire. - -  Pour t ~ T ,  les proprigtds suivantes sont dquivalentes : 

(i) t e l l  = ,~ - t ( i )  ; 

(ii) G~(t) ne ddpend pas de i, pour i~I .  

Si G r q), ces conditions sont encore dquivalentes g, : 

(iii) G , ( t ) = o  pour tout ie I .  

( x o . z . 3 o )  /2s  groupes W e t  ~N. - -  Supposons la valuat ion c? spEciale, ce qui n'est 
pas, on l 'a vu ( IO. I .25) ,  une restriction essentielle. D'apr&s (6 .2 . I9 ) ,  chacun  des 

groupes W e t  W est alors le produi t  semi-direct  de son intersection avec V et du  groupe 
de Weyl  de �9 (considEr6 comme  groupe de t ransformations linEaires de V).  Soient v 
un ElEment de V e t  v~=ai(v ) ses coordonn~es. Alors, il rEsulte encore de (6 .2 .19)  que v 
(ou plus exactement  la translat ion correspondante)  appar t ien t  ?~ W si et seulement  si 

les conditions suivantes sont remplies �9 

vieeo(K*) pour  i e [ I ,  r] ; 

~ v  i appar t ient  au groupe engendrE par  l 'ensemble 
i=1 

{~o(k) [ (z, k) eZ--{(o, o)}}u 2o(K'). 
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D'autre part, veV~ r si et seulement s'il existe t e T  tel que 

I 
vi = ai(v(t)) = ~ (c0 (% ( t ) ) -  o~ (c_,, _i(t))). 

En particulier, on voit que 

(I) 2 (~r n V) c W  nV.  

(xo. x .31 ) Bornologie. 
Proposition. - -  Soit :~ l'ensemble des parties M de G telles que ~(M) et {o~(c(g) -1) [geM} 

soient bornds infgrieurement. Alors ~ est une bornologie sur G compatible avec ~0 (8. I. I). En 
particulier, -~(g)~e--oo pour tout g e G .  La bornologie d~finie par q~ (8. I. 7) est la bornologie 
engendr& par ~ . H .  Elle coFncide avec ~ si et seulement si G c I s ~ ( f ,  q) ( Io .z .29) .  

I1 rEsulte de (IO. 1.27) (2) que M, M ' e ~  entraine M M ' e ~ .  D'autre part, on 
vErifie aussit6t, compte tenu de (IO. I.  2I) (v), que les Ua, kpour aeO et keR  sont bornEs 
pour N. Vu (IO. I. 28), toute partie ~ un ElEment de N appartient ~ ~ .  Par consequent, 

induit sur N (resp. T) une bornologie ~C (resp. g'). Pour t eT  et ie I ,  on a 

~oo(t)>~o~(c(t)) ((IO.I .28)  (2)) et q~( t -1)=c( t ) - lc_~._ i ( t )"  ( i o . i . 5 ) .  On en dEduit 

aisdment que g" est compatible avec la loi de groupe de T et, comme N / T  est fini, 
~/" est compatible avec la loi de groupe de N. De plus, (IO. I. 28) (iii) montre que l 'image 
par ,J de toute partie bornEe de N e s t  bornEe dans Isom A, c'est-~-dire que Jg" satisfait 

la condition (BNC I) de (8.1.2).  Par suite, ~ est faiblement compatible avec q~ 
((8.1.6) a)). Enfin, on a HL0lcHr~G~ d'aprEs (lO.1.29). Ceci dEmontre la 
premi6re assertion. 

Supposons que H e ~ ;  soient t e T  et c=c( t ) .  En vertu de (lO.1.3o) (I), il 
existe t0eT ~ (lO.1.4) tel que t 4 t o l e H .  L'ensemble des puissances de h = # t o  1 Etant 
borne pour ~ ,  on a, pour tout i e I ,  ~ii (h)=o,  d'ofl : 

heIs,o(f, q), teIs,o(f ,  q) et G = T . G ~  q) .G~ q). 

I1 rEsulte alors de la definition de ~ et de (IO. I .28)  que la bornologie induite par 
sur N est l ' image inverse par v de la bornologie naturelle de Isom A; par consequent, 

est la bornologie ~(q~) ddfinie par q~. 

Supposons ~t present que H e ~ .  Vu (io.  1.29) , on a alors G r  Is,o(f, q). De plus, 
en vertu de ( io.  1.28), o~(c(H)) =~{o} et il existe une partie bornEe Y de R telle que 
Y+o~(c(H)) = R .  Soit L une partie quelconque de v(T). I1 existe M c T  tel que v(M)----L 
et o~(c(1V~)) cY.  Si en outre Les t  bornEe dans Isom A, il rdsulte de (IO. I .28) que M e G .  
Le corollaire (8.1.9) montre alors que ~(q0) est engendrde par ~ . H ,  ce qui achEve 
la demonstration. 

( to .  x.3~) Les groupes P~.~. 
Proposition. - -  Soient E une facette vectorielle de �9 et x un point de A. Alors, un dldment g 

de G appartient a P~.~ ((7. ~.8), (7.2.4))  si et seulement si on a, pour i, j e [ - - r ,  + r ] ,  

(I) ~ij (g) -- ( I/2) CO (c(g)) >/al (X) -- a~ (x) 

228 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 229 

et 

(2) G~j(g)--(i/2)o~(c(g))>a,(x)--aj(x) lorsque (ai-- aj) (E) o R + .  

I1 rEsulte immEdiatement  de ( io.  1.27) (I) que l 'ensemble L des ElEments g~G 
qui satisfont aux relations (i) et (2) est stable par  multiplication. D'autre part, il rEsulte 
de ( i o . I . 2 8 )  (2), ( io .  1.29) et ( i o . I . 5 )  (i) que H c L  et on vErifie aisEment que, pour 
tout a e~ ,  on a 

U a n L  =U~nP=,E .  

Vu (7" 2.6),  on a donc B=,D C L pour  toute chambre  vectorielle D dont  l 'adMrence 
contient E et, vu (7-3.4),  on a 

L =B~,D. (L n N )  .B~,D. 

I1 nous suffit donc de montrer  que L n N = N ~ ,  E. Soit donc n e N t a L  et soit ieI .  
On  a, avec les notations de (IO. i .28) 

(3) *l, , ( n ) -  ( /2 ) a. l(x)--  
(4) ~(_,), _ ~ (n) -- (I 12) co (c (n)) >/a_,(0 (x) - -  a_, (x). 

Puisque s(--  i ) = - -  s(i) ( IO.I .28)  et que a_~-=--aj pour  tout  j ,  on en ddduit  
que 

(5)  = a . l ( x ) - -  a (x) 

pour  tout ieI ,  c'est-~t-dire, d'apr~s (IO. 1.28) (iii), que 

= 

ou encore neI~l~. De plus, chacune des indgalitEs (3) et (4) est une Egalitd, et on a, 
d'apr~s (2), 

(6) (a,(,)- a,)(E) = {o} 

d'ofi, d 'apres ( io.  2.28) (iii) et (5), neN=,v,. Rdciproquement ,  si neN,  v,, les relations (3) 
(6) sont satisfaites, ce qui montre  que n satisfait ~t (i) et (2) lorsque i=s(j) ,  avec j e I .  

Lorsque i+-s(j), on a ~ j ( n ) = + ~  et lorsque / = j = o ,  on a ~oo(n)=(I/2)o~(c(n))ouoo 
(( io.  1.28) (2)). Ainsi n appart ient  bien ~ L, ce qui ach~ve la demonstration. 

Corollaire (xo. 1.33)- - -  Soit ~ une partie convexe de A. Alors, pour qu'un dlgment g de G 

appartienne ~ Pn, il faut et il suffit qu'on ait, pour i, j e [ - - r ,  + r ] ,  

~0 (g) ~> sup {a, (x) --a~ (x) ] xe f~ } + (I/2) co (c(g)). 

Proposition (xo. x. 34). - -  Supposons r>~ 2 et soit A une classe d'gquipollence de valuations 
de la donn& radicieUe (T, (Ua)~er Alors, il existe une fonction o~ : K--->Ru{oo} et une seule 
teUe que ~'~ (d~fini comme en ( io.  i .  i3) ) appartienne g~ A. Cette fonction est une valuation de K, 
invariante par ~. 
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Le groupe  N~ ddfini en (IO. I .  7) (ii) op6re sur A par  l ' interm~diaire de la reprd- 
sentat ion v (6 .2 .  IO). En vertu de (6 .2 .  IO) (ii), 

(*) un point  ~? de A est invar iant  par  N[ si et seulement  si %ii(uij(I))=o pour  
i, jEI, j #  +i. 

Dor6navant ,  nous noterons q~ le point  fixe de N i dans A : ce point  existe parce 
que  N'  1 est fini, et il est unique en vertu de (*) (ou de ( IO.1 .7)  (ii), si l 'on pr6f$re). 
Si ~ : K ~ R u ( o o }  est une fonction telle que  qr176 on a ~ ( - - k ) = c o ( k ) ,  vu 

(6 .2 .  i) (V i) et (IO. i .  I I) (5), don(; (.O(I) =O, en vertu de (6 .2 .  I) (V 5) et (IO. I .  I I) (6); 
compte  tenu de (*), ceci implique que ~,o=q~. Comme la fonction to est ent i6rement  
d6termin6e par  q~", vu (IO. I. i3) (3), son unicit6 est ainsi 6tablie. II nous reste done 
seulement ~ mont re r  l 'existence d 'une  valuat ion to de K invariante  par  e telle que  q~=q~. 

Pour  i, j e I  tels que j # ~ i  et ksK,  posons 
= 

I1 r~sulte de (*) que 

Considdrons le groupe Gij engendrd par  U,i i e t  U_~i i. Faisant  opdrer ce groupe sur 

X _ , + X ~ ,  on obt ient  un homomorph i sme  G0~SL~. (K ) tel que 

( I  :) (:--~(~j)k) 
u0(k) ~ --z(i)k et u_~,_i(k) ~ 

D'aprbs l 'appl icat ion d u n  ~ ( 6 . ~ . i 2 )  b), il existe done une valuat ion de K dont  les 
fonctions ~ et uF~, _~ ne diffbrent que par  une constante.  Vu (i) ,  ceci signifie que  ~ j  
est une valuation de K et que 

(2) 

Si r>~3, et si h,i, j e I  
et de ( l O . X . I i )  (x2) que 

(3) 

tFq:  ~- j ,  -i. 

ont des valeurs absolues distinctes, il r~sulte de (6 .2 .9 )  

Si r = 2 ,  on a Z # { ( o , o ) }  d 'apr6s la convent ion faitc ~ la fin du n ~ ( i o . i . i ) ,  et il 

r6sulte de (6 .2 .9 )  et ( Io .  I. 1I) (Io) que les fonctions W- i , j  et Wij ne different que par  
une constantc,  donc,  vu (i) ,  que 

(4) ~-~,  ~ = ~ .  

I1 r~sulte des relations (2), (3), (4) que la valuat ion ~ 0  ne d~pend pas du couple (i,j), 
et de (IO. I. i i )  (7) qu'elle est invariante par  o. Posons co=q~ 0. En vertu de (6 .2 .9 )  
et ( Io .  I. i I) (IO), on a, pour  (Z, k) eZ, 

(u_i(Z , k)) = ~ o~(k) si a~e* 

et ~?_2~i(u_~(o, k)) = co(k) si 2a ie~  , 

de sorte que q~ = ~o,, ce qui  aeh6ve la d6monstrat ion.  
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Lemme ( x o . x . 3 5 ) .  - -  Supposons r = I  et (~,e, dimX0)oe(id.  , 1,2). Soit ~ une 
I 

valuation de la donn& radicieUe (T, (U,)) et soit se{x, 2} tel que sa le~ .  Alors s%,,(ux(z,  k)) 
dgpend seulement de k. 

Supposons d 'abord que (e, e)--=(id., i) et soient (z, k), (z', k)EZ. Si z e t  z' sont 
proportionnels, on a Z ' = + z ,  d'ofi u l ( z ' , k ) = u l ( z , k )  +l et 

(x) %(ul(z', k))= k)), 
vu (6.2. i) (V i). Si z et z' ne sont pas proportionnels, on a dim Xo;>2 par hypoth~se, 
et il existe z " e X o -  {o } tel que f ( z ,  z " ) = f ( z ' ,  z" ) - -o .  Posons k " = f ( z " ) .  Un simple 
calcul montre alors que 

mx(z , k) .u~(z",  k " ) . m l ( z  , k) - t = u _ l ( - - z " . k  - t ,  k " . k - Z ) = m l ( Z  ', k). Ul(Z" , k") .mx(z ' ,  k ) x ,  

d'ofi ~(ml(z, k))=v(mx(z' , k)). La relation (i) s'ensuit ~ nouveau, vu (6.2. lO) (ii). 
Soit ?~ prfsent (e, E)+(id.,  i). Pour (z ,k) ,  (o ,k ' )eZ--{(o ,  o)}, on a alors 

mx(z , k).ux(o, k').m~(z, k)- t  = u_t(o, (k~ :k ' k - t ) ,  

d'ofi, en vertu de (6.2.1o) (ii), et supposant que z = o  si s - 2 ,  

I I 

Notre assertion s'ensuit aussit6t. 

Proposition (10.x.36) .  - -  Soit r = I .  Supposons remplie l'une des conditions (I), (2) 
de (IO. I. 3). Posons 

K o =  Uex .q ( z )={k lkeK  , (z,k)eZ},  

K~=cn(Tr~I s ( f ,  q)) et Ka----K~u{o}. 

(i) On a K~ cK1.  Si (~, ~) =t= (id., I), Kx contient les glgments invariants du centre Z(K) 
de K.  Si (a, r  I), K a contient les glgments de la forme x ~  2, pour xeK.  Si 

G~ Is(f ,  q), alors K 1=  K.  
(ii) Supposons (~, ~, dim Xo) + (id., i, 2) et soit A une classe d'gquipollence de valuations 

de la donn& radicielle (T, (U,)~e| Alors, il existe une fonction ~ : K---~lRu{c~} et une seule 

teUe que 

(I) ~(x~x)=2co(x) pour tout x e K  

et teUe que ~ e A .  La valuation ~0'~ est sp&iale. 
(iii) Soit co : K - + R u { o o }  une fonction satisfaisant a la relation (x). Alors, pour que ~" 

soit une valuation de la donnge radicielle (T, (U~)), il fau t  et il suffit qu ' on ait, pour (z, k), (z', k') e Z 
et teT, 

(3) 
(4) 

={o}, 
o~(k + k' + f ( z ,  z')) ~>inf(~(k), ~(k')), 

o~( f ( z ,  z ' ) - - f ( z ' ,  z) ) >>- ~o(k) + ~(k') 
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et 

(5) ~(c 1, _~(t) .k.cl l( t-1))  = ~(k)  + ~(c-1,  _ l ( t ) . c , ( t - 1 ) ) .  

Sous ces conditions, 

(5') colxt :  K~-+R est un homomorphisme. 

(iv) Si G c I s ( f ,  q) ou G z I s ( f , q ) ,  (5') implique (5). 
Soient e 0 et N'  comme en (IO. 1.7) (iii). La premiere  assertion de (i) r6sulte du 

fait que K~ est un  groupe et qu 'on  a, pour  (z, k ) e Z  

cn(ml(eo, I ) .  ml(z  , k)) = r 

Si (cr, e )# ( id . ,  i) et si ~ est un  616ment invar iant  de Z(K) ,  alors i e K  . . . .  done 

cXeeXK,, ~ = Ko, ~ et on a 

611(m 1 (O, I ) .  m 1 (o, z~,)) = Z. 

Si ( a , z ) = ( i d . ,  I) et x e K ,  o n a  

cl,(ml(eo, I) .mt(eo.X, x~) ) - -  x ~. 

Enfin, la derni6re assertion de (i) se d~duit immfidiatement  de ( io.  1.5) (i). 
Soient A une elasse d'fiquipollenee de valuations de (T, (Uo)), et ? le point fixe 

de v(N') dans A. Supposons qu'il  existe une fonction 'T" : K 0 - + R  (alors 6videmment  
unique) telle que 

I 
(6) s q~'~'(ux(z' k)) = ~ (k)  

pour  (z, k )eZ ,  se{ i ,  2}, sa leO et z = o  si s--=2. Vu le l cmme precedent ,  cette hypo- 
th~se est cer ta inemcnt  satisfaite si (a, r dim X~)+ (id., i, 2). En raison de l ' invariance 
de ~ par  v(N'), la relat ion (6) rcste vraie pour  s e { - - I ,  - -2},  ct on a 

(7) V( I )  = o .  

De (6 .2 . I )  (V I) et ( i o . I . I i )  (2), il rdsulte que 

(8) tF(zk~ = ~F(k) (keKo). 

Pour l eT ,  posons 

Pour ( z , k ) e Z  et t eT ,  on a 

~ ( t ) = a , ( ~ ( t ) ) .  

t-',,(z, k ) t = , , ( . . . ,  c , . _ , ( t - ' ) . ~ . q , ( t ) )  

d'ofl 

(9) ~ ( ~ _ , ,  _l(e -1) . ~. ~ , ( t ) )  = 'v(k) +-~(t)  

et en particulier,  faisant k = I, 

(~ o) ~(t) = ~ ( ~ _  1, - l ( t - ' ) ,  elf(t)). 
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Pour  k ' r  on a, en vertu de (9) et (IO), 

(i i) ,r(k 'o k. k') = , r (k )  + , r ( k  'o. k'). 

D~finissons la fonetion co : K ~ l l u { o o }  par  

o , (k" )  = 1 I F ( k " ~ . k " )  ( k " z K ) .  

Posant k = k " ~  '' dans ( i i ) ,  il vient 

( i2)  ,o(k"k')  = eo(k") + co(k') (k 'eKx;  k " e K ) .  

De (6 .2 .1 )  ( V 5 )  et ( i o . i . i i )  (3), il rdsulte que, pour  kEKo, 

(i3) ,v( k -1) =- ,v(k) .  
Pour  k ' e K  o et k-=~k "-~, la relat ion ( I i ) p e u t  s'fierire 

'V(~k '~ = 'r(~k '-1) + 2o~(k'), 

ou encore, compte  tenu de (8) et (I3) , ~F(k')=~0(k') .  O n  a done qP=~oIK ' et, vu (6), 
q~=~,o. La fonction co satisfait aux relations (3) et (4) en ver tu des axiomes (V I) et (V 3) 

des valuat ions de donn6es radieielles, ~ la relat ion (5) en vertu de (9) et (IO) et ~ (5') 
en vertu de (12). La  valuat ion qr est sp6eiale en vertu de (7). Si ~0' : K---~Ru{oo} est 
une fonction telle que  ?~ on montre  comme en (IO. I. 34) que 9 ̀ 0. - q~; si de plus co' 
satisfait ~ la relat ion (I) ,  on dolt avoir  ~o'=co, puisque { k ~  . Ainsi sont 
6tablies (ii) et l 'assertion ~ il faut ~ de (iii). La  rdciproque ~ il suffit ~ r6sulte d 'une  

simple v6rification. 
C o m m e  T e s t  normalis6 par  mr(e0, 1), on a c 1, _i(Y) = c l t ( T  ). Si I s ( f ,  q) fi ou DG, 

on a cll(T ) = K~, d'ott l ' implicat ion (5') -~ (5). 
La  proposi t ion est ddmontr6e.  

CoroUaire ( IO .Z .37) .  - -  Gardons les hypothkses de ( IO . I . 36 )  
valuation de K invariante par ~ dans chacun des cas suivants : 

(i) K est commutatif et X 0 # { o } ;  
(ii) K est un corps de quaternions, k ~  k - - k  pour tout k e K  

(iii) K = K o. Ko.~. 

o n  a 

(ii). Alors o~ est une 

a Xo,{O}; 

Supposons tout  d ' abo rd  (iii) satisfaite. Pour  (z, k ) e Z  avec k # o  et pour  k ' e K  . . . .  

cl~(mt(z k -  t, (k o) -1). mx(o ' ak')) = kk' 

d'ofl K 1 =  K et la restriction de co ~ K ~ est un homomorphisme.  De plus, en prenant  

z ' = o  dans la relation (3) de (IO. 1.36),  on voit que 

o~(k + k')/> inf(co(k), co(k')) 

quels que soient k, k ' e K ,  et o~ est une valuat ion de K. 

Supposons main tenant  K c o m m u t a t i f e t  X 0 # { o } .  Si (a, z)4:(id.,  i), on a o4:id.  

( s i n o n f s e r a i t  altern6e et X 0 = { o } ) .  Vu  nos conventions ( ( I O . I . 3 )  ( i )) ,  on a z = - - I  

2,33 
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et K o . ~ = { t e K [ t  ~  ( ( i o . i . i )  ( 8 ) ) . C o m m e q n ' e s t p a s n u l l e s u r X 0 ,  o n a  K 0 r  

Par  suite, K = K 0. Ko, ~ + Ko, ~ = K 0. Ko,,  et to est une valuat ion d'apr~s ee qui precede. 
Si (~, ~ ) =  (id., I), on volt aussit6t que o~ est une valuat ion en appl iquant  (i) et (3) 

avec z = e 0 . x  et z'--eo.y. Ceci ach~ve de d~montrer  notre assertion dans le cas (i). 

Enfin, dans lecas  (ii), on peut  supposer d im X 0 =  I. On  utilise alors l ' isomorphisme 
bien connu entre un groupe ant ihermit ien quaternionique ~ trois variables et un groupe 

hcrmit ien ~ quatre  variables sur un corps commutat i f ;  on est ainsi ramen~ au cas (ii). 

Remarques ( x o . � 9  - -  a) La conclusion de ( io .  1.36 ) (ii) n'est en g~n~ral pas 

vraie lorsque (~, E, dimX0)----(id. ,  i, 2). Supposons en effet, pour fixer les idles, 
que G----G ~ (IO. I .4) et que la forme b i l inda i r e f so i t  non d~gEn6r~e, et soit L l 'extension 

quadra t ique  de K dEployant cette forme (c'est-~t-dire sur laquelle q Ix. acquiert  des 

zeros non triviaux). Alors, il existe un  isomorphisme de G sur PSL2(L) qui  applique 

la donnde radicielle (T, (U~)) sur la donnde radicielle << naturelle >> de PSL~.(L). Par  

consequent,  les classes d'Equipollence A de valuations de (T, (U~)) sont en correspondance 
biunivoque naturelle avec les valuations non impropres to1 de L (d'apr~s (6.2.  I2) b)) 
et A ne satisfait ~ la conclusion de (xo. 1.36) (ii) que si to1 est invariante par  l 'auto-  

morphisme d 'ordre  2 de L fixant K.  
b) R.eprenons les hypoth6ses de ( IO. I .36)  (ii). Supposons K commuta t i f  et 

x0- -{o} ,  si on a r  d'apres nos conventions ( i o . i . i )  et le groupe G O 

muni  de sa donnde radicielle est isomorphe k SLy(K). On d6duit  alors de (6.2.  I2) b) 
que to est une valuat ion de K.  

Par contre, si aoeid., le groupe G o muni  de sa donn6e radicielle est isomorphe 

SL2(L), off L est le corps des invariants  de a. La  restriction to1 de co ~ L e s t  une valuat ion 

de L, qui peut &re choisie arbi t ra i rement  ( (6 .2 .  I2) b)) et co n'est une valuat ion dc K 

que si eo 1 se prolonge de mani6re unique en une valuat ion de K ( ( io .  1.36 ) ( i)) .  

Nous ne connaissons pas d 'exemple off X0:~{o } et off to ne soit pas une valuat ion 

de K.  

I0.2.  Les groupes  GL.(K) et SL.(K). 

(xo 2 x) Soit K un corps, non n~cessairement commutat i f ,  et soit X un espace 

vectoriel ~ droite de dimension finie >-2 sur K,  muni  d 'une  base (e~)l.<~.< r ~l. Si g est un 

endomorphisme de X, nous dEsignerons par  (g0)l.<~,j.<r+: la matrice de g par  rapport  

~k cette base. Pour I~i,j<~r+I et i+j, soit ~q l 'applicat ion qui, ~ la matrice 

fait correspondre l ' endomorphisme ~ij(m) de X dEfini par  

i ~o(m) .e~ =eva +ej.c 
i =e .b+ej.a 

~j(m).e^=eh pour  h+i,j. 
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Pour  k~K,  on pose 

et pour  kcK*, on pose 

go(k) =~iJ((Io k))~-~Ji((kI o)) 

D'au t rc  part ,  considdrons l 'espace R r+l muni  de la normc euclidiennc usucllc, 
et notons (a~)x~<i~<r+ t sa base canonique.  Pour  I<~i,j<~r+ I ct i:~j, posons a~j=-aj--a i. 
I1 est bien connu quc  l 'cnsemblc (I) des a~j cst un syst5mc de racincs irr~ductible dc type A, 

dans l 'espace vectoriel V* qu'ils engendrent  ([5], chap. VI ,  p. 251 ). 
Pour  a~i~q) , posons 

U~j = (u,j(k) l kEK} 

M ~  = {too(k) i kEK'} .  tl 
I1 est 6vident quc  l 'appl icat ion k~uij(k) est un homomorph i sme  injectif  de K 

dans End(X)  et que le sous-groupe U , . . de  G L ( X )  est l 'enscmble des 61dments dc End(X)  ~J 
de la formc i + n ,  avec n ( eh )= o  pour  h+j ct n(e~)eei. K. 

Proposition ( x o . 2 . 2 ) .  - -  Soit Gun sous-groupe de G L ( X )  contenant les sous-groupes U,,i 

pour I ~i,j<~r + I e t  i~:j, et soit T le sous-groupe formd des/l/ments de G dont la matrice par 

ij= T.Mao. Alors (T, (Uaii, Maii)aiier rapport h la base (ei) est diagonale. Posons M, o 
est une donn& radicielle de type (1) gdngratrice dans G. 

Que  tes condit ions ( D R  I) et ( D R  3) de (6. I. i) soient satisfaites est 6vident. 
La condi t ion (DR. 2) r6sulte d 'un  simple calcul : pour  I<<.i,j, h,l<~r+ x, te.ls que i+j  
et h+l, et x, y e K ,  on a 

I si i+g  et h+j  

(i) (uij(x), uh~(y))--- ua(xy) si i4=t et h = j  t 
luh~(--xy ) si i = g  et h+j  

(rappelons que pour  i = t  et h=j ,  la condi t ion ( D R 2 ) o f f  l 'on prend  a=ai~ et 

b = ahz=--aij ,  est au toma t iquemen t  satisfaite). 
La condit ion ( D R  4) r6sulte de (6. i -3)  a). D'au t re  part ,  pour  tout  k e K ,  l 'opd- 

rateur  mo(k ) 6change les droites e~.K et e j .K et laisse fixes les droites eh.K pour  h:Vi, j. 
De la caractdrisation donn6e plus haut  des sous-groupes Uah t rdsulte alors aussit6t que 

m 0 (k) Uahlm0 (k) - t __ U%(h ) ~(l) 

off r est la transposit ion de i e t  j .  C o m m e  l 'on a 

r aii ( ahl ) = a~[h)~(1) 

et que l ' au tomorphisme int6rieur dSfini par  un filament de T laisse invariants les U ~ ,  

on en d6duit  que  (DR. 5) est satisfaite. 
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Enfin, prenons comme syst~me de racines positives d) + l'ensemble des a 0 pour i < j ;  

les matrices des 6ldments du groupe U + (resp. U - )  engendrfi par les U,  pour aeq) + 
(resp. (1)-) sont alors triangulaires supdrieures (resp. infdrieures) et leurs coefficients 
diagonaux sont 6gaux ~ i, d 'oh (DR 6). 

Par suite, (T, (U,, M,),~o) est bien une donnde radicielle dans G. I1 s'ensuit 
que le sous-groupe G o engendr5 par les U,  pour ae(l) est distingud dans G, et (faisant 

G = GL(X)) dans GL(X).  Ce sous-groupe n'est donc autre que le sous-groupe SL(X) engendrd 
par toutes les transvections de X (ou encore noyau du ddterminant de Dieudonnd) [21]. 

Comme G L ( X ) = T .  SL(X), oh T e s t  le groupe des dldments de GL(X) dont la matrice 
par rapport ~ la base (ei) est diagonale, on voit que la donn~e radicielle (T, (U,)) est 
bien gdndratrice. Notons que ceci montre ~galement que G peut ~tre n'importe quel 
sous-groupe de GL(X) contenant SL(X). 

(xo .z .3 )  Soit o~ une valuation non impropre de K. Pour 
et pour keK,  posons 

Proposition. - -  La famiUe 

(T, (U.) .er  

v"= 

~<.i , j<.r+ ~ et i.l:j, 

= 

est une valuation spdciale de la donnde radicieUe 

Les conditions (V o), (V i) et (V 4) sont immddiates ?t vdrifier. La condition (V 3) 
r6sulte aussit6t des formules (i) de (IO.2.2). La condition (V 5) et la condition (V 2) 
pour m e M  o rdsultent de (6.2.3) a),  en utilisant les homomorphismes ~0 : SI_~(K)~G. 
I1 ne reste donc qu'/~ v6rifier (V 2) pour teT.  Or, on a 

(i) t%(k)t  -~ = uo(t,,ktjT' ) 

&off ?~ii(tut-X) = V~ii(u ) + o~(t,)--o~(t~) pour tout ueK, ce qui ach&ve la ddmonstration, 

compte tenu de ce que %0.(u0(i))=o. 

(xo .2 .4 )  On ddmontre comme en (io. I .24) que la valuation qD '~ est prolongeable. 

I" =co(K*) pour tout %cO et lorsque o) est discrSte, l'dche- D'autre part, on a F, . /= ai j 

lonnage 8 associ6 ~ q~'~ est de type A,. 

Proposition (xo.2 .5) .  - -  (i) Le groupe N e s t  le sous-groupe de G form/des  dldments dont 

la matrice (%) est monomiale et il existe un homomorphisme surjectif s de N sur le groupe 

symdtrique ~r+x tel que les seuls coefficients non nuls de la matrice d'un dl/ment n e N  soient les 

coefficients ns(,)(i), ~. 
(ii) Soit A l'espace affine sous le dual V de V* des valuations dquipollentes ~ ~'~ et soit v 

l'homomorphisme de N dans le groupe affine de A ddfini en (6.2. IO). Identifions A et V en prenant 
?,o comme origine. Soit n e N  et ( r=s(n) .  Pour x ~ A  et I<. i , j< .r+ I, on a 

(ao(,) (n)  . x)  = (a,j) (x)  + - -  

(iii) Le sous-groupe H = K e r  v de N est le sous-groupe des t e T  tels que o~(tii ) soit 

inddpendant de i pour I <<. i<. r + I. 
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Comme N e s t  engendrd par T et les mij(k), l'assertion (i) rEsuhe aussit6t de la 
forme des m,j(k) : la permutation s(m,j(k)) est la transposition de i et j .  L'assertion (ii) 
rdsulte d 'un simple calcul, compte tenu de (IO. 2.3) (i), et (iii) enes t  une consequence 

immediate. 

(xo.", .6) Soit W le groupe de Weyl affine de q), operant dans A 'dent'fiE au 

dual V de V ~ par le choix de ?,o comme origine, et soit t~r le normalisateur de W 
dans le groupe affine de A (of. (x-3. x8)). Compte tenu de (6.2. I9), on vdrifie aisdment 
que le groupe W n V  des translations contenues dans W=,~(N nG~ est (W nV) | 
Si l'on ,dent,fie V e t  V* grace au produit scala,re induit par celui de R ~+~, on voit 

alors que W n V  est la restriction h V* du groupe des translations de la forme ~y,a,  

avec yi~co(K*) et ~ y ~ = o .  

Si G : G L ( X ) ,  on tire de ( io .2 .5)  (ii) que le groupe des translations de "vV=v(N) 

s'identifie par la m6me mdthode /~ (I~rnV)| ou encore aux restrictions ~ V* 

des translations de la forme ~(g~--(rq-  1)-t  .~yj)a, avec yieco(K*). On en ddduit que, 
3 

quel que soit G (avec S L ( X ) c G c G L ( X ) ) ,  on a 

(1) (r+ I ) (~  nV) cW r~V. 

(xo .2 .7 )  Soit C le groupe des commutateurs de K* et soit 

det : G L ( X ) ~ K * / C  

le determinant de DieudonnE [2I]. Comme co(C) ={o},  l 'homomorphisme co : K ' - + R  
dEfinit par passage au quotient un homomorphisme co' : K*/C-~R. On pose 3=co'odet. 

Proposition. - -  Soit ~ l'ensemble des parties M de G telles que l'ensemble des r pour 
g e m  et x <<. i, j <~ r +1,  et l' ensemb le des - -  3 ( g ) pour g e M  soient tous deux borngs infgrieur ement. 
Alors, og est une bornologie compatible avec ?,o La bornologie d~finie par ~?" est engendrge par 
~ .  H. Elle coincide avec ~ si et seulement si G c Ker 8. 

I1 est clair que M, M ' e ~  entralne M M ' E ~  et que les sous-groupes U,,~ pour 
aer et k e N  appartiennent ~t ~ (rappelons que le determinant de Dieudonnd d'une 
matrice triangulaire est l 'image du produit de ses coefficients diagonaux). Soit M e ~ ,  

M c T  et posons 

p=inf{co( t . )  I t e M ,  I<<.i<<.r+ I}, q=sup{~( t )  I teM}.  

Pour t e M ,  on a - -~ ( t -1 )=~co( t , , )>~(r§  et, pour I<<.i<<.r+I, 

co((t-t),,) =--co(t , )  >i --q + rp. 

On en dEduit que M - l e M  et que, pour I<i,j<<.r+ i, et teM, on a 

(a,-- a~) (~ ( t) ) : r ( t .)  - -  co ( tz) <~ q - - ( r  + I )p 

( ( io .2 .5)  (ii)). Par suite, ~ induit sur T, donc sur N, une bornologie compatible avec 
la loi de groupe et tclle que v(M) soit borne dans Isom A pour toutc partie bornEe de N. 
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Vu (8. 1.6) a), ceci d6montre  que .~ est fa iblement  compat ib le  avec ?~. Enfin, 
o n  a 

Ht01 c H n SL(X)  c H n Ker  ~ ---- { t eT[  o~(t,) = o pour  ~ ~< i~< r + I }e,~ 

ce qui ach~ve la d6monstra t ion de la premi6re assertion. O n  termine la ddmonstrat ion 

comme en ( i o . i . 3 ~ ) ,  en remplaqant  Is(f ,  q) par  SL(X)  et ~ooc par  ~. 

/l/ment g e G  

(I) 

et 

Proposition (xo.~z.8). - -  Soit E une facette vectorielle de �9 et soit x un point de A. Un 

appartient ?z P~.E (7 .~ .4)  si et seulement si on a, pour r<~i,j<<.r+ I : 

o~(g~) -~- a~(x) --a,(x) >I (r q- x ) - t  3(g) 

o~(&j) -kaj(x)--a~(x)>(r § I)-1~(g) lorsque (a i - -@(E)  cR*~. 

En raisonnant  comme en ( io .  1 .32), on volt qu' i l  Suflit de mont rer  que l ' inter- 

section de N avec l 'ensemble L des g e G  satisfaisant ~ (I) et (2) coincide avec N~,E. 
Soit n e N n L  et posons (r--s(n) ( (1o .2 .5 )  (i)). En addi t ionnant  les indgalitds (I) OU (2) 
pour  i =  (r(j), on trouve l'in6galit6 

2  O(nocj), j) .> 
3 

qui est une 6galit6. Par  suite, toutes les in6galit6s (i) ou (2) sont des 6galitfs pour  i - - a ( j )  
et g = n e N r ~ L .  Vu ( I o . 2 . 5 )  (ii), ceci entraine v ( n ) . x = x  et d 'au t re  part ,  on doit avoir 

(a~(jl--a~)(E) ~: R +  pour  tout  j ,  d'ofi (ao0)--aj)(E) = { o }  et n~lq~,r:. R6c iproquement ,  

si nelq~,E, les nombres  co (no(j). j) +aj(x)--aool(x ) sont tous 6gaux, d'o/a (i) pour  g = n  
et i = c r ( j ) .  Pour  i~ea(j) ,  et en part iculier  si ( a , - - @ ( E ) c R + ,  on a o~(n~)----+o% 
et ceci montre  bien que  neL.  

CoroUaire (x o. 2 .9 ) .  - -  Soit f~ une partie convexe de A.  Pour qu'un /l/ment g eG appartienne 

Pn, il faut  et il suffit que 

o~(gi~)>~sup{ai(x)--aj(x)lxef2}q-(rq-I)-x~(g) ( l<~i, j<~r+i).  

Proposition (xo .2 .  xo). - -  Soit ~ une valuation de la donn& radicielle (T, (Ua)aer de G. 
Il existe une valuation ~ et une seule du corps K teUe que + soit /quipollente d ~o,. 

La d6monstra t ion est tout  ~t fait analogue,  en plus simple, h celle de ( Io .  1.34). 

Note ajout& sur /preuves 

Lor sque  K est  un  corps  va lu6  c o m p l e t  l o c a l e m e n t  c o m p a c t ,  l ' i m m e u b l e  du  g r o u p e  SLr  + 1 (K)  p o u r  la  v a l u a t i o n  
q~o d6fmie  en  ( x o . 2 . 3 )  est ~ t ro i t emen t  li6 ~, l ' e space  des n o r m e s  cons id6r6  p a r  O.  G o l d m a n  et  N. I w a h o r i  [Acta 
Math., I o 9 (x963),  137-I77] .  De fa~;on g6n6ra le ,  r ep renons  les no t a t i ons  de  x o . 2 -  sans hypoth~se  s u p p l 6 m e n t a i r e  
sur  K - -  e t  d isons  q u ' u n e  n o r m e  a d d i t i v e  (c'est-5.-dire le l o g a r i t h m e  de  l ' i nve r se  d ' u n e  n o r m e  a u  sens usuel)  y 
clans X est  dgcomposable s ' i l  exis te  u n e  base  (ui) l  ~< i ~< r + 1 de  X et des  n o m b r e s  rdels c i (i <~i<~r + 1) tels que  : 

r + l  

( I )  y (  Y~ u i x i ) = i n f { ~ ( x i ) - - c i }  ( x i ~ K )  

(on sa l t  que  tou te  n o r m e  poss6de ce t te  p r o p r i & 6  si K est m a x i m a l e m e n t  c o m p l e t ) ,  e t  que  d e u x  no rmes  sont  homo- 
tMtiques si el les ne  d i f f6rent  que  p a r  urte cons tan te .  Alors ,  i l  exis te  u n e  b i j ec t ion  et  une  seule  de  l ' i m m e u b l e  ,)r de  G 
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(pour la valuation ~?~) sur l 'ensemble des classes d'homothr de normes additives darts X qui soit invariante par  G 
ct fasse correspondre la classe de la norme y ddfinie par  (x) au point de .J  reprdsentant la valuation r q- v, ofa vEV 
est d~firti par  a i ( v ) ~  c i .  En particulier, lorsque K est localement compact, l ' immeuble J e s t  le quotient de 
l'espace o.C(X) de O. Goldman et N. Iwahori par  la relation d'homotht~tie. La topologie sur J associ6e ~, la m~trique 
ddfinie en (7.4.20) (ou (2 .5 .4))  est la topologie quotient de celle introduite par  Goldman et Iwahori ;  par contre, 
la mdtrique qu'ils consid~rent est sans rapport  avec la rt6tre. Plus tard., nous verrons qu'il  est parfois utile d'associer 

un groupe r~.ductif sur un corps local un immeuble qui n'est pas un cas particulier des immeubles introduits 
dans ce chapitre Ier, mais qui est le produit direct d 'un  tel immeuble et d 'un  espace affine euclidien; polar le 
groupe GLr + 1, on verra alors que cet immeuble modifi6 est l'espace des normes elles-memes (et non son quotient 
par la relation d'homoth~tie). 

Suivant une suggestion d'A. Well, on peut donner une interpr6.tation analogue de l ' immeuble des autres 
groupes classiques. Reprenons cette fois les notations et conventions de ( i o . i .  i) et (xo. i .  I4) ; supposons satis- 
faites les conditions (i) b. (iv) de ( io .  I .  I5) et soit J l 'ensemble des normes additives ~ dans X te[les que : 

(2) o(q(x)) >~ 2~(~) (~ex)  

(3) c o ( f ( x , y ) )  > ~ ( x )  q - ~ ( y )  (x,yGX) 

oh, pour t-~K]Ko. ~, on pose co(t) = sup{co(t) ]tGt-}. Alors, il existe une injection t et une seule de l ' immeuble ..r 
de G (pour la valuation r dam ~r qui soit invariante par  G e t  telle que, pour  vGV ddfini par ai(v ) = ci,  ~(~r + v) 
soit la norme u d~finie par  : 

r 
�9 I 

(4) y( E eixi + Xo) = m f { c o ( x i ) - - c i ,  ~co(q(x,)  ) }. 

Supposons en outrc que X soit de dimension finie ct que K et Ko, ~ soient maximalement complets pour 
les normes co et ~ ] Ko. e" Alors, ~(or ) est l'ensemble de tousles dlgments maximaux de ar et tout glgment de ,~  minore un dldment 
de t ( J ) .  Pour le montrer,  on proc~de comrne suit. Soit x une norme appar tenant  A J ,  dont nous voulons montrer  
qu'elle minore un dldment de t(..r Disons que deux sous-espaces Y e t  Y' de X sont orthogonaux pour ~ si 

cr + y ' )  - inf{a(y) ,~(y ' )  } pour  ) 'EY et y 'E Y ' .  Posons X ,  = ~ X i e t  soit XL (resp. X")  un suppldmentaire 
i = l  

orthogonal pour ~ de X 0 + X+ (resp. X+)  dans X. Pour x + E X  ~, posons : 

~ '(x+) = s u p { / ( x . ,  x ' ) - - e ( x ' )  ] x ' ~ X "  }. 

On v~rifie ais6ment que la norme 

x~ + x "  ~ inf{~*(x~), ~(x") } ( x + E X + ,  x " G X " )  

majore ~ et appart ient  ~ J .  Q.uitte ~ la substituer "2 ~, on peut  done supposer ~" =co I x .  " Soient (ui) 1 <~ i <~ r une base 

de X+ orthogonalc pour ~ et (u'-i)l ~< i ~< r la base de X'.. (6galement orthogonale pour ~) ddfinie par f ( u i ,  u'_j) = 3 i i .  
Pour i ~<i~< r, soit ?,i~q(u'..i) tel que co(ki) = co(q(u'-i)) (l'hypoth~se faite sur K~. r assure l'existence d 'un tel )'i)" 

Posons u_ i ~ u'_ i - - -euiX i .  Un simple calcul montre que I'cspace X _ = Y~ u_ iK  est aussi orthogonal ~t X+ ~ X0; 
i = l  

si on le choisit comme espace X '  , on a u'_ ~ = u i .  Quitte "~ transformer ~ et routes les donnfes par  un ~16ment 
convenable de G, on peut supposer que e i = u i pour i~I .  Ecrivant la relation (~) pour x = x+ q-x_ + x0 avec 
x+ E X + ,  x_ G X -  et x0@X0 et la relation (3) pour  le m6me x et pour  y ~  Y+ ou Y _ ,  on trouve alors que ~t minore 
la norroe y d6finie par  (4), avec c i = - -co(e l ) .  Enfin, i1 est facile de voir que cette derni~re est un 61dment maximal 
de ar 
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(2.4.2) cI(M) (eft (2.4.6), (2.5.7) , (7. , .2) et 

(7 .4 . " ) ) .  
(2.5.6) [xy] (eft (7.4.'~o), (7.5. ' )) .  
(2.5. '3)  t x + ( , - - t ) y  (cf. ( I . , . , ) ,  (7.4.2o) et 

(7-5. ' )) .  
(2.6.2) B s. 
(2.7.4) AutBG, Aut(B,N/G. 

(2 .9 . ' )  i~A ;r 
(3.I.2) b) IsomE. 

4. Introd. r : G--+G. 

(4. I . I )  Pa,  P~, r,l ,  P~ (cf. (7-"1) ,  (7 . I '8 )  
et (7.3.9))- 
Pz, etc. (cf. (7- ' .  3))- 

(4., .2) ~,%@, ~, ft. 
(4 "1-4) N~, Na (of. (7.1.8)). 

(4" "5 )  r El)" 

~ ,  ~l), ~5, ~l). 
D, ~3 ~ ~, ~3 ~ ~.  

4.2' Introd. %~/Q. 

(5.t-26) Ua (cf. (6.2.6)). 
(5. ,. 33) ~J. 
(5.2.4) ~..(a), Y.(~), ~2l(a), ~(a). 

6. Introd. V, V*, (I), vW, ra, a v ,  Do, 1"I, ~+, ~ - ,  
Or6d, Onm, O+ r~d, O-l~d 

~Ux(Y), .#'(Y). 
(6. , .x) T, Ua, Ma, U+, U- .  
(6. I. 2) U]. 

(6.r.2) (2) m(u), M" a. 
(6., .2) (7) Ida. 
(6.,.2) (,o) ~. 
(6. , .a) (x2) T o ,G ' .  
(6. ' -4)  U2a (pour 2a~(I)). 
(6., -5) G ~ G~, O~. 
(6.2. I) ~, ~a, Ua, k" 

(6.2.2) U2a, k (pour 2a ~O), Ma. k" 
F~, F~. 

(6.2.4) ~Ua, i,., ~Ma, k, etc. 
(6.2.5) ) ,~+v ,n .~ .  
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(6.2.6) A-=9 +V. 
"a, #, U~, Ua+. 
~,d ' .  

(6.2. ,o) v, ra, k. 

(6 .2 . , , )  H, ~/, W, N', T', G'. 

(6.2.,3) i"o. 
(6-3-3) Ua, k+. 

(6.4.*) lq, r + .  
(6-4 '2) f o ,  U t (cf. (6.4.42)), U/+, Ut-, tI l, N I, 

U,,o, PI- 
(6.4. ,o) f ' ,  ~l,  V~'. 
(6.4. '3) H(k)- 
(6-4- x4) Htx.] �9 
(6.4. *8) Ht, g. 
(6.4.23) f~ 
(6.4.38) U0, k. 
(6.4.4 o) U0- 
(6.4.42 ) U/ ( p o u r f : O 0 { o } - + l q ) .  

Uo, k (pour kelq).  

(6.4.45) (~) ~r 

7. n~t~od. ~'6, off, I~ D, u~, ufi. 
(7 . I .* )  Ufl, Pf~- 
(7 . I . 2 )  cl(~-] 5 (cf. (2.4.2) et ( 7 ' 4 ' * ' ) ) '  
(7- ' .3) Nn, On.  

lJz, Px, Nx, etc. 

(7. * .8) Nn, pn. 

(7.'.'o) ~ .  
(7 .2 . ' )  V t'lY, y (T base de fihre). 
(7 .2 "~) U'r, N't, P'r, N'r, P'r, ~v  (Y base de fihre). 
(7-~.~) ,c(D). 
(7-2.4) y(x, E), U~:, E, P~, rp Nx. E . . . . .  Fz, E, Cz, i~. 

(7.2.6) Bz, D, fz, D. 

A- 

(7.2.7) Gz, P*-, H*~. 

(7.4.2) * J , J  (cf. (2.I.155. 

(7.4.23) E(v), F.(v), c(v), k(o), 8(v), h(v). 

F. B R U H A T  E T  J. T I T S  

(7-4.25) 

(7-5") 
(8. ,. 3) 

(8. ,.55 
(8. ,-7) 

(9-1.') 
(9- x. 4) 
(9  '.6) 
(9-,.7) 
(9- '  .8) 

(9. ,-9) 

(9-'-") 
(9' '" '3) 

(9- ' -  '4) 
(9-2.2) 

(,o., .'5 

( ,o . , .2)  

(~o. '-4) 

(,o. ,.6) 
(,o-,.,3) 

(,o. ,. '4) 
( to. , .2o) 
( ,o. , .~2) 
( ,o . ,  .27) 
( ,o .  ,.28) 

(IO, 1.29) 
(,o.~.,) 

(,0.2.2) 

00.2.3) 
(,0.2.7) 

PA' ; y" 

~ ( x )  

VI~, a ~, ~b, ~ ,  Z, Ub, Lb, M b. 
Ub, k, f (b ,  k). 
epb. 
A~. 

~b, k" 

G~, *~, T~, U~, ~W~, 0~, M~, N~, O~ ", 
U ~ +, ~p~, cp~. 

�9 ~, .9"~, etc. 
u%, u%, k. 
H~, 9o ~. 

K, a, r Ko.r 
X,f ,  q. 
I, ~(i), e~, Xo,  X i, cij(g), g- 

ui(z, k), mi(z, kS, uii(k), mii(k), ah, ali, U, i, 

Uaij" U*ai' M~ ' M"~i' M~ 

c(g), Is(f, q), Sire(f, q), Is+(f, q), 

Sim+ (f, q), T(f ,  q), T(f ,  q), "r ~ G ~ 
G. 
~,o, 9~. 

K, X, X i, f,  q, Z, X -l-, XJ.  
XL ~q, o,~, z*. 

o~i, (oij, r COil, m. 
s(i). 
t ~ ( f ,  q). 
X,  e i, gii, ~ii, uij(k), mq(k), a i, aq, W*, O, 

U ai/ M~ 

T, Maii. 
cp ca . 

det, 8. 

244 



INDEX DES CONDITIONS 

( T I )  ~t (T4) : (I .2.6).  
(w , )  ~ (E3) : ( , . 4 . , ) .  
(CN) : (3-2.3). 
(Ax) ~ (A6) : (5.2.I) .  
( A ,  bis) : (5.2.2). 
(BI)  ~ (B6) : (5.2.30). 
(DRI )  ~t (DR 6) : ( 6 . , . , ) .  
(Vo) ~ (V5) : (6.=. ,) .  
(V 5 his) : (6.2.2). 
(C) : (6.4.3)- 
(C , )  et (C2) : (6.4.5). 
(QC I) et (QC 2) : (6.4.7). 

(Pr) : (6.4.15). 

(P I), (P2), (P It), (P I") : ( 6 . 4 . 3 8  ). 

(V , bis), (VP) : (6.4.41) . 

(MC) : (7.5.4). 
(BCNI) et (BCN2) : (8.I.2).  

(DDRI)  : (9.x.9). 
(DDR2) : (9-I.XO). 

(DDR I bis) : ( 9 . " I3 ) "  

(DP) : (9- i .  I5). 
(DI I) a (DI3) : ( 9 . 2 . ' ) .  

(DV I) : (9.2.I) .  

(DDR3) : (9.2.9). 
(DV2) : (9.2.9). 
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I N D E X  T E R M I N O L O G I Q U E  

Adapt6 (B-, B-N-) : ( I . 2 . 1 3 ) .  

Additive (semi-norme) : ( io .  1.2o). 
Adh&ence d 'un  germe : (7.2.  i). 
Admissible (ordre) : (5 .2 . I3 ) .  
Affine : voir Donnde, Ensemble, Espace, Groupe de Weyl, Racine, Structure, Type. 
Alc6ve : (1 .3 .8) .  
Appar tement  : (2.2.2) ,  (7.4.7)-  
Application canonique de Or dans C : (2 .1 .2) .  
Application canonique de C X sur une facette de .~" : (2. x.2). 

Application canonique de A dans Or : (2 .2 .2) .  
Application structurale : (2 .2 .2 ) .  
Associ6(e) : voir ~chelonnage, Forme pseudo-quadratique,  R6flexion, Relation d 'ordre,  Sommet,  Syst6me de 

Tits satur& 
Associ&s (racine-s) : (1 .4- I ) .  
Attachd (syst~me de racines) : (1.4.2) .  

B-adapt6 (homomorphisme) : ( i .  2. I3). 
Base d 'un  syst~me de racines : ( i .  3. I2). 
B~gaiement (galerie sans) : ( [ .  r .5) .  
B-N-adapt~ (homomorphisme) : (1 .2 . i3 ) ,  (4- ~.3). 
Bon sous-groupe born~ maximal : (4.4.  i). 
Bornologie : (3- I.  i) .  
Bornologie compatible avec une donn6e radicielle valu& : (8. l . I ) .  
Bornologie compatible avec une loi de groupe : (3 . I .  x). 
Bornologie d~finie par  une valuation : (8 .1 .7) .  
Bornologie ddfinie par  un syst~me de Tits : ( 3 . I . 4 ) ,  (3-I .9)-  
Bornologie faiblement compatible avec une d o n n &  radicielle valu6e : (8. l i~. 
Bornologique (groupe) : (3. x . i ) .  
Bruhat (d~composition de) : (x .2 .7) ,  7.3 introd., (7-3.4)- 

Canonique : voir Application, Ddcomposition. 
Cartan (d&omposit ion de) : (4 '4 .3) .  
Centre d 'une  facette : (7-2.5).  
Centre d 'une  r&raction : (2 .3 .5)  , (7 .4 . i9 ) .  
Chambre  : (~ . i . 5 ) .  
Chambre  d 'un  espace affine relativement ~ un groupe de Weyl affine : (l .3.3). 
Chambre  d 'une  classe d'~quipollence de valuations : (7.2.4) .  
Chambre  d 'un  immeuble : (2. i .2), (7.4.12) .  
Chambre  vectorielle �9 ( i . 3 . i o ) .  
Chambrd (morphisme) : (I .  1.7). 
Chambres mitoyennes : ( i .  i .5). 
Classe d'~quipollence de valuations : (6 .2 .5) .  
Cloison : (x.~.5) .  
Cloison d 'un  espace affine relativement ~t un groupe de Weyl affine : ( i . 3 . 3 ) .  
Close (pattie d 'appar tement)  : (2. 4. I), (2 .4 .6) ,  (7. 1.2), (7.4.11~. 
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Close (partie d ' immeuble)  : (2.4.  x), (2-5.7).  
Codimension d 'une  facette : (2. I.  I). 
Combiuatoire (immeuble) : (5. t .33)- 
Compatible(s) : voir Bornologie, I)onndes radicielles. 

Compl4t6 d 'un  immeuble : (7.5.  t). 
Complexe polysimplicial : ( I .  i .6). 
Complexe simplicial : ( I .  1.6). 
Composant irr6ductible d 'un  systhme de Tits : (2 .6 .5 ; .  
Composante (H-) : (6.3.8) .  
Concave (fonction) : (6 .4 .3) .  
Connexe (type) : (4-I -3)-  
Contenu dana un ensemble (germe) : ( 7 .2 - t ) .  
Cor.vexe (eave!oppe) : ~2.5.6). 
Convexe (partie) : ( '2.5.6). 
Coracine : w 6, introd. 
Coxeter : voir Graphe,  Syst~me. 

Ddcomposidon canonique d 'une  classe d'6quipollence de valuations : (6.2.  t2) 
Ddcomposition eanonique d 'un  immeuble : (2 .6 .5) .  
D6composition de Bruhat : (1-2.7),  7.3 introd.,  (7.3-4).  
D4composition de Cartan : (4.4.3) .  
D~composition d ' Iwasawa : (4.4.3) ,  7.3 introd., (7.3.E).  
Dr;composition r~duite d 'un  ~l~ment d 'uu  groupe de Coxeter : ( l . 2 . a ) .  
Ddg6n~r6 (couple ( f ,  q) non) : ( I o . l . l ) .  
Demi-appartement  : (2 .2 .2) .  
Dense (valuation) : w 7 introd. 
Deseente d 'une  valuation : (9. i .  i l ). 
Dimension d 'un  complexe polysimplicial (dim A) : ( t .  t .5) .  
Dimension d 'une  base de fihrc : (9.2.4) .  
Dimension d 'une  facette : (7 .2 .4) .  
Dimension d 'un  simplexe : (1. * .2). 
Direction d 'une  facette en un point : (7.2-4).  
Direction d 'un  q u a r t i e r :  ( ~ . 3 . t I ) ,  (7.1-4)- 
Discr&te (valuation) : ( 6 .~ .2Q.  
Distance dans un appar tement  : (2.2.8) ,  (7.4.1 i). 
Distance dans un immeuble : (2 .5 .4) ,  (7 .4 .2o) .  
Donn6e radlcielle : (6. i .  i). 
Donn~-e radicielle a ~ n e  : (5.2-36) (note en has de page). 
Donn6e radicielle compatible avec use  autre : (9. 1.9). 
Donn~e radicielle g6n6ratrice : (6. i .  x). 
Donn~e radicielle valude : (6.2.  x). 
Double syst~me de Tits : (5. x. t).  
Dynkin : w~ir Graphe.  

l~chelonnage : ( t . 4 .  I). 
~chelonnagc associ~ ~ une valuation dlscr6te : t6 .2 .22) .  
#.ehelonnages homothdtiques : (1 .4 .3) .  
~chelonnages aemblables : (1.4.3) .  
]~ldment extr6mal d 'une  partie d 'un  syst~me de racines : (1.3.  x5). 
Enelos d 'une  partie d ' appar tement  : (2 .4 .2) ,  (2 .4 .6) ,  (7 .1 .2) ,  ( 7 . 4 . i 0 .  
Enclos d 'une  partie d ' immeuble  : (2 .4 .2) ,  (2 .5 .7) .  
Engendr~ par  une base de filtre (sous-espace affiue) : (9.2.4) .  

Ensemble affine : (x. i . l ) .  
Enveloppe convexe : (2.5.6) .  
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l~quipollence (classe d ' )  : (6 .2 .5) .  
l~quipollentes (parties d 'un  espace affine) : (i .3. i). 
t~quipollentes (valuations) : (6 .2 .5) .  
l~quivalents (syst~mes de Tits) : (1 .2 .12) .  
l~quivalentes (valuations) : (6 .2 .5) .  
Espace affine euclidien : ( t . 3 .  I). 
Euclidien (espace afllne) : voir Espace afline euclidien. 
Extrgmal (616merit d 'une  partie d 'un  syst&me de racines) : (1-3.  I5). 
Extr6mit6 d 'une  galerie : (x. 1.5). 
Ex t r6mi t~  d ' un  segment d 'un  immeuble  : (~ .5 .6) .  

Facette d ' un  complexe polysimplicial : ( l .  i .4). 
Facette d 'une  classe d 'gquipollence de valuations : (7 .e .4) .  
Facette d 'une  facette : ( I .  1.4), (2. x. t). 
Facette d ' un  ensemble afline : (x. I. t). 
Facette d ' un  espace affine, d 'un  groupe de Weyl afflne, d ' un  syst6me de racines affines : (l .3 .3) .  
Facette d ' un  immeuble  : (~. t .  i),  (7 .4 .12) .  
Facette vectorielle : (1 .3 .  to). 
Faiblement  compatible  (bornologie) : (8. t .  i) .  
Fonction concave : (6 .4 .3) .  
Fonction quasi-concave : (6 .4 .8) ,  (6-4.4~).  
Forme pseudo-quadrat lque associ6e & une forme sesquilingaire : ( l o . i .  ]). 
Forme traclque : ( I o . x . i ) .  
Formule de Schiffmann : (7 .3 .3)-  
For tement  6quivalents (syst~mes de Tits) : 1.2.  la). 

Galerie : (x. 1.5). 
Galerle minimale  : ( l . i . 5 ) .  
Galerle reliant deux facettes : ( i .  t .5). 
Galerie sans bggaiement  : ( i .  t .5). 
Galerle tendue entre  deux facettes, deux points : ( i .  1.5). 
G6od~sique : (2 .5 .13) .  
Ggngratrice (donnge radicielle) : (6. I. i).  
Germe de quarrier  : (~ .9 .~) ,  (7 .2-3) ,  (7.4.  I2)- 
Germe d ' int6rieur  non vide : (7 .~.  i).  
Germe d 'une  base de filtre : (7-2.  I). 
Germe ouvert  : (7 .2 .1) .  
Graphe  de Coxeter : ( t . 2 . 5 ) .  
Graphe  de Coxeter sous-jacent ~t un syst~me (G, f i  M, F) : (~ .4-.t)- 
Graphe  de Dynkin : (1 .4 .4) .  
Graphe  de Dynkin d 'un  syst&me de racines : (i .4.4).  
Graphe  de Dynkin d ' un  gchelonnage : (t .4 .5) .  
Gr ignotant  (ordre) : (~.3.  ~5). 
Groupe bornologique : (3. I. Q. 
Groupe de Weyl afflne : (1 .3 .~) .  
Groupe de Weyl affine irr6ductible : (t .3 .e) .  
Groupe de Weyl d ' un  syst6me de Tits : ( t . ~ . 6 ) .  

H-composante  : (6 .3 .8) .  
Homomorphisme B-adaptg : (t .~. ~3). 
Homomorphisme B-N-adapt6 : (I .a.  ~3). 
Homomorphisme B-N-adapt6 de type conne• : (4. ~.3). 
Homoth6tiques (gchelonnages) : (~ .4 .3) .  

Image r6ciproque d 'une  bornologie par  une application : (3. ~.~) c). 
Immeuble  combinatoire  d 'un  syst~me de Tits : (5. t .33). 
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Immeuble  d 'un  groupe mtani d 'une  d o n n &  radicielle valu~'e : (7.4.2) .  
Immeuble  d 'un  syst~me de Tits de type affine : w 2, introd.,  (2.5.5) .  
Indice de Witt : (IO. x.x). 
Induite (valuation) : (9- I.  x t). 
Int6rieur d 'un  germe : (7 '2-  I). 
Inverse (racine) : (x .3 .8) .  
Irr6ductible (composant d 'un  syst~'me de 'Fits) : (2.6.5) .  
Irrdductible (groupe de Weyl) : (1.3.2) .  
lsom&rie : (xo . I .4 ) .  
lwasawa (d~composition d') : (4.4-3),  7.3 introd.,  (7.3.1) .  

Longueur d 'une  galerie : ( I .  t .5)- 
Longueur d 'un  616ment d 'un  groupe de Coxetcr : ( i . 2 . 2 ) .  

Milieu de deux points d 'un  immeuble : ( 3 .2 . I ) ,  (7.4.2o) .  
Minimale (galerie) : (x. 1.5). 
Mitoyennes (chambres) : (x . r .5).  
Morphisme chambr6 de complexes polysimpliciaux : ( i .  1.7). 
Morphisme de complexes polysimpliciaux : ( i .  1.7). 
Morphisme d'ensembles affines : ( t .  i .  I). 
Multipliable (sommet) : (1.4-4).  
Mur  d 'une  classe d'~quipollence de valuations : (6.2.6) .  
Mur  d 'un  demi-appar tement  : (" .2-4)-  
Mur  d 'un  espace affine relativement ~t un groupe de Weyl : ( I .3 .3 ) .  
Mur  d 'un  immeuble : (2.2.2) .  

Non ddgdndrd (couple ( f ,  q)) : (Io.  i . I ) .  

Oppos6s (quartiers) : ( i .  3. i x). 
Ordre  admissible : (5-2.  x3). 
Ordre  (relation d') associ~ ~, une chambre vectorielle : (I '3 .16).  
Ordre  grignotant dans une partie d 'un  syst~me de racines : (i .3. I5). 
Origine d 'une  galerie : ( ~. I. 5). 
Ouvert  (germe) : (7-2. l). 

Parabolique (sous-groupe) : (1 .2 . Io ) .  
Parahofique (sous-groupe) : ( I .5 .1 ) .  
Partie : voir Close, Convexe, l~quipollente, Quasi-close, Transverse. 

Poids : (1 .3.8)  . 
Poids radiciel : (1.3.8) ,  
Point sp&ial : (I .3.7)- 
Polysimplexe fermd, ouvert : ( I .  1.3). 
Polysimplicial (complexe) : ( l .  I.  6). 
Positive (racine) : (1.3-13).  
Produit de complexes polysimpliciaux : ( i . 1 . 8 ) .  
Produit  d 'emembles  affines : ( I .  I .  I). 
Prolongeable (valuation) : (6.4.38) .  
Prolong& (valuation) : (6.4.38) �9 
Prolongement d 'une  valuation : (6.4.38) �9 
Pseudo-quadratique (forme) : ( io .  I.  x). 

Quarrier : ( I . 3 . 1 I ) ,  (7 .1 .4) .  
Q uartier d 'un  immeuble : (2.2.2) ,  (7 .4 .12) .  

Quartiers opposes : ( l .  3. I i). 
Quasi-close (partie) : (7.6.1) .  
Quasi-concave (fonction) : (6.4.8) ,  (6.4.42) .  
Quasi-valuation d 'une  donnde radicielle : (6 .2 .3)  e). 
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Racine affiae : ( I .3 .3 ) ,  (6.2.6) .  
Racine inverse : (x .3 .8) .  
Racine positive pour une chambre vectorielle donn6e : (1 .3 - t3 ) .  
Racine simple : ( i . 3 .  x2). 
Racine vectorielle : (x .3 .8) .  
Racines assocides par  un 6chelonnage : ( t . 4 .  t). 
Radiciel (poids) : ( i . 3 . 8 ) .  
Radicielle (donnde) : (6. i .  t). 
Radicielle affine (donne%) : (5.2.36) (note en has de page). 
Rang d 'un  groupe de Weyl affine : (x .3 .4) .  
Rang d 'un  systbme de Coxeter : (t .3.4).  
Rang d 'un  syst6me de Tits de type affine : ( i . 5 .  I). 
Rappor t  de similitude : ( to .  1-4). 
Rdduite (d~composition) : ( t . 2 . 2 ) .  

R~flexion associ~e / t u n  ~ldment d 'un  groupe de Weyl : (2.3.  to). 
Relation d 'ordre  associ~e ~, une chambre vectorlelle : (i '3 .  x6). 
Reliant deux facettes, deux points (galerie) : (x. I "5)" 
R6traction d 'un  immeuble sur un appar tement  : (2 .3 ,5) ,  (7.4.  t9). 
Rdtraction d 'un  immeuble compldt6 : (7.5-7).  
Rdtraction relativement A un germe de quart ier  : (7.4.25) .  
R~traction relativement A un quartier  : (2 .9 .2) .  

Satur6 (syst~me de Tits) : (i .2. I2). 

Schiffmann (formule de) : (7-3.3).  
Segment d'extr6mit~s donn~es dans un immeuble : (2.5.6) ,  (7.4.2o) .  
Semblables (~chelonnages) : ( t . 4 . 3 ) .  
Semi-norme additive : (xo. x .2o). 
Similitude : (x o. x.4). 
Simple (racine) : (x .3 .  i2). 
Simplexe fermi,  ouvert : (x. 1.2). 
Simplicial (complexe) : ( x . t . 6 ) .  
Singulier (sous--espace totalement) : (xo. x. Q. 
Sommet d 'un  immeuble a~oci6 ~ un soua-groupe parahorique : (2. x .2). 

Sommet d 'un  quart ier  : (1.3- t x), (7. x "4)' 
Sommet multipliable : (1 .4 .4) .  
Sommet spdcial d 'un  graphe de Coxeter : (1 .3 .7) .  
Sous-espace affine engendr~ par une base de filtre : (9.2"4)- 
Sous-espace totalement singuller : ( to .  x. I). 
Sou.s-groupe born& maximal  (bon) : (4" 4" X). 
Sous-groupe born6 maximal  special : (4-4-x).  
Som-groupe parabolique : (t .2. Io). 
Sous-groupe parahorique : (E .5 . I ) .  
Sous-jacent (graphe de Coxeter) : (x .4 .4) .  

Sp6cial (point d ' un  espace affine muni  d 'un  groupe de Weyl affine) : (1 .3 .7) .  
Spdcial (sommet d 'un  graphe de Coxeter) : (x .3 .7) .  
Special (sous-groupe born6 maximal) : (4.4.  x). 
Sp6ciale (valuation) : (6.2.  r3). 
Structurale (application) : ( a .2 .2 ) .  
Structure arlene : ( t . i ,  1). 
Support  d 'un  616ment d ' un  groupe de C, oxeter : (1 .2 .2) .  

Support  d 'une  facette : (x ,3.3).  
Syst6me de Coxeter : (x .2. x). 
Syst6me de racines affines : ( I .3 .3 ) .  
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Syst&me de 
Syst&me de 
Syst~me de 
Syst5me de 
Sysff:me de 
Syst5me de 

racines attach6 A une facette, A un point  : ( I . 4 .2 ) .  
racines simples : (x .3-I2) .  
Tits : 0 . 2 . 6 ) .  
Tits (double) : (5"x" I). 
Tits de type affine : ( i . 5 .  I). 
Tits satur6 : ( I . 2 . I 2 ) .  

Syst6me de Tits satur6 associ6 A un syst+me de Tits : (1.2.  x2). 
Syst~mes de Tits 6quivalents : (i .2. i i ) .  
Syst6mes de Tits fortement 6quivalents : (x .2 .12) .  

Tendue (galerie) : ( x . I . 5 ) .  
Tits : voir Syst6me. 
Totalement  singulier (sous-espaee) : ( Io.  i . I ) .  
Traeique (forme) : (IO. x. x). 
Transverses (parties closes) : ( 5 . I . 2 ) .  
Type afflne (syst~me de Tits de) : (1.5.  x). 
Type eonnexe (homomorphisme B-N-adapt6 de) : (4 .1 .3) .  
Type d 'une  cloison : ( I . 3 .6 ) .  
Type d 'une  donn6e radicielle : (6. x. t). 

Type d 'une  facette : (1 .3 .5)  , ( 2 , x . t ) .  
Type d 'une  galerie : (x .3 .6) ,  ( 2 . i . 3 ) .  
Type d 'un  som-groupe parabolique (x .2 - Io ) .  

Valuation (d 'une donnde radicielle) : (6 .2 .x) .  
Valuation dense : w 7 introd. 
Valuation discr6te : (6 .2 .2  x). 
Valuation indulte : (9. I .  x I). 
Valuation prolongeable : (6.4.38) �9 
Valuation prolong6e : (6.4.38) �9 
Valuation spdeiale : (6.2.  x3). 
Valuations 6quipollentes : (6.2.5) .  
Valuations 6quivalentes : (6 .2 .5) .  
Vectorielle : voir Chambre,  Facette, Racine. 

Weyl (groupe de) : ( I . 2 . 6 ) ,  (x .3 .2 ) .  
Witt (indice de) : ( I o . ~ . I ) .  
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