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A la mgmoire de Claude Chevalley 

I N T R O D U C T I O N  

Dans un premier chapitre de ce travail (not6 I, voir bibliographie) nous avons 
introduit et 6tudi6 du point de vue des groupes ~ abstraits >> la notion de ~ donn6e radi- 
cielle valu6e >>. L'un des r6sultats de ce second chapitre - -  r6sultat qui motive a posteriori 
cette 6tude - -  est que, sous des conditions assez g6n6rales sur lesquelles nous reviendrons 
dans un instant, le groupe G(K) des points rationnels d 'un groupe rdductif connexe G 
sur un corps vatu~ kens~lien K poss~de une donnde radicielle valu~e << compatible avec 

la valuation de K >> (5. I .20, 5. I. 23); cette donnde est unique ~ conjugaison et 6qui- 
pollence pros (I, 6 .2 .5) .  Ainsi, tout ce qui a dtd dit dans I s 'applique ~ G(K) : description 
et classification des sous-groupes bornds maximaux, d6compositions d 'Iwasawa, de 
Cartan et de Bruhat, existence et propridtds des sous-groupes U r et autres sous-groupes 
apparent6s (I, w 6), existence et propridt6s de l'immeuble du groupe, etc. 

Les schdmas en groupes dont il est question dans le titre sont tout k la fois un outil 
essentiel pour atteindre ce rdsultat et l 'objet d'dtude principal du chapitre. I1 s'agit 

d e  schdmas en groupes sur l 'anneau des entiers d~ de K, de fibre gdndrique G, le plus 
souvent lisses et affines. Supposons par exemple, pour 6viter d'entrer d'emblde dans 
les complications techniques, que G soit semi-simple et la valuation de K discrete; alors 
nous associons k toute partie born6e s d 'un appartement de l ' immeuble J de G u n  
tel schdma en groupes (5 (not6 (5t n en 5 .1 .9)  dont le groupe des points entiers (5(d~) 
est le stabilisateur de ~ dans G(K) (qui op6re sur ~r rappelons-le). Si de plus tl est 
une facette de l ' immeuble J (I, 2. i .  I), l 'ensemble des facettes dont l 'adhdrence contient 

s'identifie avec l ' immeuble << sph6rique >> de la composante neutre de la fibre fermde 
de (5, c'est-~t-dire du groupe algdbrique (fig obtenu ~ partir de (5 par r6duction modulo 
l'id6al maximal m de • (5. I. 32) ; lorsque g. est parfait, l ' immeuble sphdrique en question 

est l ' immeuble des K-sous-groupes parabolique s de (5~. ([37], w 5). Ainsi, la rdduction 
mod m correspond gdom6triquement ~. une << localisation >> dans l 'immeuble, et l '6tude 
des fibres fermdes des schdmas associds aux facettes fournit des renseignements de nature 
combinatoire sur l ' immeuble. Les stabilisateurs de parties borndes d 'appartements ne 

sont que certains des sous-groupes introduits et 6tudifs aux w167 6 et 7 de I (groupes Ut, 
Pt, Ptt' etc.) et dont beaucoup s'interpr~tent aussi comme groupes de points entiers 

de schdmas lisses de fibre gdndrique G (4.6.2,  4 .6 .21 ,  4 .6 .28) .  
La preuve de l'existence de la donnde radicielle valude (done de l 'immeuble) 

de G(K) est obtenue par la succession de deux processus de descente, une descente quasi- 
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ddployde, passage d 'un corps sur lequel G se d6ploie ~ un sous-corps sur lequel il est quasi- 
d6ploy6, et une descente dtale, passage d 'un corps de (( quasi-d6ploiement )~ ~ un sous- 
corps dont il est extension 6tale (dans le cas hens61ien, off nous nous pla~ons pour l'instant, 
une extension alg6brique est dite gta[e si elle est non ramifide et si l'extension r6siduelle 
est s6parable). La descente quasi-d6ploy6e est la plus facile. Elle pourrait se faire par 
des calculs explicites (4.2. I I), mais ~ cette m6thode (~ terre ~ terre ~, nous en pr6f6rons 
une autre, plus g6omdtrique (elle fait usage de l ' immeuble);  un peu moins 6ldmentaire 
que la premiere, elle ne nfcessite par contre aucune distinction de cas e t a  surtout, pour 

nous, l 'avantage d'avoir 6t6 pr6par6e au chapitre I par un th6or~me de descente (I, 

9 .2 .  IO) dont la descente quasi-d6ploy6e est une application imm6diate (4 .2 .3) .  Rap-  
pelons incidemment que les groupes quasi-d6ploy6s avaient 6t6 6tudi6s (au moins sur 
un corps p-adique) par H.  Hijikata [i8], apr6s que N. Iwahori et H. Matsumoto eurent 
6tudi6 le cas d6ploy~ dans un mdmoire fondamental [2I] qui est ~ l'origine de nos 

recherches. 
Le m~me th6or6me 9.2.  Io de I s 'applique 6galement mais moins directement 

la descente 6tale. La difficult6 consiste k montrer que les conditions d'utilisation du 
thdor6me sont remplies. Le lemme c16 est ici l'existence (toujours sous certaines condi- 
tions : voir plus loin) d 'un tore de G d6fini sur le corps de base et qui devient d6ploy6 
maximal sur une extension 6tale sur laquelle G est quasi-d6ploy6. C'est pour prouver 
ce lemme que nous avons besoin des sch6mas en groupes dont il a 6t6 question plus 
haut. Dans un premier 6tat de notre travail (esquiss6 dans [8], [ I I ] ,  [i3] , [4o]) nous 
ne disposions de ces sch6mas que dans le cas d~ploy6. Pour effectuer la descente 6tale, 

et notamment pour d6montrer le lemme en question, nous devions nous contenter de 
doter les stabilisateurs de facettes - -  pour un groupe quasi-d6ploy6 - -  de structures 
proalg6briques, d6duites par descente (quasi-ddploy6e et totalement ramifi6e) de struc- 
tures analogues dans le cas d6ploy6, lesquelles 6taient obtenues ~ partir des sch6mas 

l'aide du foncteur de Greenberg. La mfthode que nous utilisons ici a plusieurs avan- 
tages : elle donne des rdsultats plus prfcis (un schfma sur (V a (~ plus de structure )~ que 
le groupe proalgdbrique correspondant), elle est plus gdn6rale (nous ne devons plus 
supposer la valuation discrete n i l e  corps rdsiduel parfait), et les sch6mas sont un outil 
plus puissant et plus commode que les groupes proalg6briques (ainsi, des processus 
encombrants d'approximations successives sont remplac6s par de simples applications 
du lemme de Hensel). Par contre, les sch6mas dont nous avons besoin pour les groupes 
quasi-d~ploy6s ne sont plus obtenus par descente ~ partir du cas d~ploy6, et doivent 
~tre construits directement; cela ndcessite la machinerie mise en place aux w167 2 et 3, 

dont nous reparlerons plus en d6tail dans la partie analytique de cette introduction. 
Signalons au passage que depuis la publication de [i I], [I3] , l'existence de donn6es 

radicielles valudes et d' immeubles pour des groupes non quasi-d6ploy6s a aussi 6t6 obtenue 
par  d'autres mdthodes. Rappelons tout d 'abord que le cas des groupes classiques est 

trait6 au w IO de I. Dans [2o], H.  Hijikata (qui avait ddjk 6tudi~ prdcddemment [19] 
certains groupes classiques particuliers) montre par des calculs directs l'existence d 'un 
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syst6me de Tits de type affine (donc d 'un immeuble) pour tout groupe semi-simple 

sur un corps localement compact;  toutefois, il a besoin pour cela de connaltre la nullit6 
de H 1 pour les groupes simplement connexes (un rdsultat de M. Kneser [~2] et de 

Bruhat-Tits [I 3]). Une mdthode g6om6trique de descente qui devrait pouvoir s 'appliquer 
la descente moddrgment ramifi~e a 6t6 d6velopp6e par G. Rousseau [27], mais celui-ci 

nous a signald l 'inexactitude d 'un lemme, crucial pour le cas des valuations denses. 
Enfin, utilisant la classification [34], l 'un de nous [38] a vdrifi6, cas par cas, par un 
proc6dd de rdduction au rang un, l'existence d 'une donn6e radicielle valude pour ~< la 
plupart  >) des groupes de rang relatif > 2 sur un corps valud hensdlien quelconque. 

Cela nous amine  k reparler des conditions olh nous nous pla~ons dans ce travail. 

Notre thdor~me &existence de la donnde radicielle valude (5. I.~O) est prouv6 sous 
les hypotheses suivantes : K est hens61ien, G est quasi-d6ploy6 sur l'hens6lis6 strict (exten- 
sion ~tale maximale) K de K et lorsque la valuation est dense le corps de ddploiement 
de G au-dessus de ~2 est non ramifid (extension ~ admissible >~ : of. i .  6. I) et G satisfait 

une condition (5-1.5  (DE)) qui est peut&tre toujours vraie et l'est en tout cas d~s 
que le compldtd de K est maximalement complet. Ces hypotheses sont satisfaites pour 
tout groupe rdductif G sur un corps de valuation discrete hensdlien ~ corps r~siduel 

parfait puisque, dans ce cas, un r6sultat bien connu de R. Steinberg (of. [32], [6] et 
aussi [29], II,  w 3) implique que G est quasi-d6ployd sur K. 

Lorsque la valuation est dense, la m6thode des sch6mas que nous utilisons ne 
peut tr6s probablement pas s'6tendre au cas off le groupe G ne se d6ploie sur aucune 
extension non ramifi6e : le fait que l 'anneau des entiers d 'une extension ramifi6e ne 
soit pas un module de type fini sur l 'anneau des entiers du corps de base semble un 
obstacle insurmontable. D'autre  part, plusieurs r6sultats interm6diaires sont 6tablis sous 
des conditions plus g6n6rales. Ainsi, le traitement des groupes quasi-d6ployds (donn6e 
radicielle valu6e, immeuble, scMmas associ6s aux parties d'appartements, etc.) ne 
n6cessite pas que K soit hens61ien, et certaines des constructions plus g6n~rales des 
w167 2 et 3 sont valables pour n' importe quel anneau priif6rien, voire pour des anneaux 
int6gres quelconques. 

Passons maintenant en revue le contenu des divers paragraphes. 
Des rappels et g6n6ralit6s sur les groupes alg6briques et les sch6mas en groupes 

ont 6t6 rassembl6s dans le w I. I1 s'agit le plus souvent de concepts et de r6sultats connus 
mais pour lesquels nous n'avons pas toujours trouv6 de r6f6rence ad6quate. I1 nous 
a m~me parfois paru utile de d6velopper ces g6n6ralit~s un peu plus qu'il n'6tait stric- 
tement n6cessaire ~ nos besoins. C'est notamment le cas pour ce qui concerne les distri- 
butions (1.3) et la restriction des scalaires ( i .5) .  

Soient G u n  groupe r6ductif sur un corps quelconque K, S u n  K-tore d6ploy6 
de G, Z le centralisateur de S, X le groupe des caract6res de S e t  4, l 'ensemble des rayons 
radiciels, c'est-~-dire des demi-droites ouvertes de X |  R qui contiennent au moins 
un poids de S dans l'alg~bre de Lie de G. Pour a e ~ ,  il existe un plus grand sous- 

groupe U a de G normalis~ par S e t  tel que les poids de S dans Ua appartiennent k a. 
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On sait que si les dl6ments de �9 sont rangds dans un ordre convenable, l 'application 

produit  de l-[ U a • Z dans G est une immersion ouverte dont l 'image C porte tradi- 
tionnellement le nom de grosse cellule. Soit maintenant A un sous-anneau de K ayant K 
pour corps des quotients, supposons que G soit un groupe lindaire, G C G L ( V ) ,  et 
donnons-nous dans l'espace vectoriel V un A-module projectif de type fini M tel que 
M | K = V et que M soit somme directe de ses intersections avec les composantes 
isotypiques du S-module V. La donnde de M dote G, Z et les U a de structures de 
A-sch6mas (5, 3 ,  ~a (adhdrences sch6matiques de G, Z, U~ dans le schdma en 
groupes (5~(M)). Au w 2, nous nous int6ressons surtout au cas off (5, 3 ,  ~I~ sont plats 
(il en est ainsi, par exemple si A est un anneau de valuation ou un anneau de Dedekind), 
donc sont des schdmas en groupes. Nous montrons notamment que l 'application produit 

ddfinit un isomorphisme de IIlI~ x 3 (pour le m~me ordre sur �9 que ci-dessus) sur 
un ouvert r (- grosse cellule >>) de (5; on en d6duit que (5 (suppos6 plat) est lisse d6s 

que 3 et les lI a l e  sont. 
Le probl6me dtudi6 au w 3 est en quelque sorte inverse. Ici, nous nous donnons 

A, comme ci-dessus, et des schdmas en groupes plats ~ (a ~ ~) ,  3 << prolongeant 
les Ua et Z >> (c'est-~-dire ayant les U s et Z pour fibres gdn6riques), d'ofl une grosse 
cellule ~-----II~Ia • 3 ,  que nous nous proposons de plonger comme ouvert dans un 
sch~ma en groupes plats (5 prolongeant G. La m6thode que nous employons consiste 

nous ramener ~ la situation du w 2, c'est-A-dire k chercher une repr6sentation lindaire 
p : G - +  GL(V) et un sous-A-module M de V poss6dant les propri6t~s 6nonc6es plus 
haut et tel que les 1I a et 3 << soient >> les adhdrences schdmatiques des U,  et de Z 
dans (5~(M). C'est grosso modo la vole suivie par C. Chevalley pour montrer l'existence 
des schdmas qui portent son nom [16]. En 3. I. I, nous dnonqons quatre conditions 
(sur tes 1~ et 3 )  manifestement n6cessaires pour l'existence de p e t  M. I1 s'agit, pour 
l'essentiel, de conditions exprimant que certains morphismes impliquant les U,  et Z 
et exprimant des relations de commutation ou de conjugaison se prolongent en des 
morphismes de schdmas faisant cette lois intervenir les ll~ et 3 ;  lorsque ces conditions, 
not6es (DRS o) ~ (DRS 3), sont satisfaites, nous disons que le syst6me ((~a),~| 3)  
est une donnde radicielle scMmatique. Le principal r6sultat du w 3 est que, dans le cas qui 
nous intdresse le plus, celui d 'un groupe G quasi-ddployd et d 'un anneau A de valuation 
(ou, plus g~ndralement, d 'un anneau prfif6rien), les conditions n~cessaires (DRS o) 

(DRS 3) sont aussi suffisantes pour l'existence de O et M, donc du schdma en groupes (5. 
Certains rdsultats intermddiaires s 'appliquent d'ailleurs k des groupes non quasi-d~ployds 

ou ~ des anneaux non pfiifdriens. 
Une autre mdthode pour construire (5 ~ partir de ~, mdthode utilisde par 

M. Demazure dans le cas des sch6mas de Chevalley, consisterait ~ doter ~ d 'une structure 
de <~ noyau de groupe >>, dont l'existence d6coule ~ nouveau des propridtds (DRS o) 

(DRS 3), puis ~ ~< int6grer >> ce noyau ~ l'aide du thdor~me de Weil-Artin ([SGAD], 
expos6 XVII I ) .  Bien que ce proc6d6 conduise peut-~tre k des r6sultats plus g6n6raux 
que les n6tres, nous lui avons pr6f~r6 la m6thode des reprdsentations lindaires en raison 
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de son caractSre plus ~< concret )) - -  elle fournit d'ailleurs des renseignements plus precis 

sur les schemas obtenus - -  et surtout pour dviter d'avoir ~ aligner des sorites pesants 

sur la notion peu attrayante de noyaux de groupes schEmatiques (cf. 3. i .  7). 

Le w 4 est consacrd k l'Etude des groupes quasi-ddployds sur un corps K valuE. 

Ici, S dEsigne un tore K-dEployE maximal du groupe G envisage et son centralisateur Z 
est donc un tore maximal T de G. Nous commen~ons (n ~ 4.~) par montrer l'existcnce 

d'une donnEe radicielle valuEe dans G(K). Rappelons qu'une fonction h valeurs rEelles 

f :  * -+ R sur l'ensemble �9 des racines de G par rapport A S est dite concave si, pour 

a, b e ~  et p , q ~ Z  tels que p a + q b ~ a ) ,  on a f ( pa+qb)  <pf(a) +qf(b).  Au 
n~ 4.5, nous associons ~ toute fonction concave (ou m~me quasi-concave : cf. I, 6. 4 .8 

et le n ~ 4 .5 .3  ci-dessous)f satisfaisant, dans le cas de valuations denses, k une condition 

technique suppldmentaire (condition (Sch) du n ~ 4 .5 - i ) ,  une donnde radicielle sch~- 

matique ((lI=,t) , ~) : les lIa, f sont sdlectionnEs parmi des schemas en groupes de fibre 

g~nErique U a construits en 4.3, et les choix possibles du schdma ~, de fibre gdnErique T, 

sont discutEs au n ~ 4-4. Ainsi, toute fonction f ayant les propriEtEs indiqudes donne 

lieu ~ une grosse cellule ~! = I-I~a,r X ~, possddant, d'apr$s le w 3, une immersion 

ouverte dans un schema en groupes de fibre gEnErique G. Ce schdma en groupes n'est 

pas unique mais il en existe un ~ plus petit ~, que nous notons flit, et par passage $ la 

composante neutre et recollement de translates on en obtient d'autres (schEmas Yffi~ 

d u n  ~ 4 .6 .2  I), 6galement utiles : ainsi, les schdmas attaches aux parties borndes d'appar- 

tements, dont il a dtd question au ddbut de cette introduction, sont cas particuliers de 

ces Y~5~. Au n ~ 4.6, nous dtablissons l'existence de fli t et des Y~5~ (le probl~me, pour 
ceux-ci, 6tant de montrer qu'ils sont sdpards et affines) et nous ddcrivons briEvement 
la structure (groupe des composantes, radical unipotent ddploy6, systEme de racines...) 

des fibres ferrnges des Y(~r, c'est-~t-dire des groupes algdbriques sur le corps r~siduel ddduits 

de ceux-ci par reduction mod m. Dans le cas d 'une valuation discrete, ces derniers 

rdsultats nous permettent d'6tablir l'isomorphisme mentionnd plus haut entre l'6toile 

d 'une facette de l ' immeuble de G e t  l ' immeuble sphdrique du groupe algdbrique ~SF 

ddduit par reduction mod m du schdma ~Sr attache ~ F (4.6-33). Lorsque la valuation 

est dense, une facette F est non plus un ensemble mais un germe d'ensemble; on ne 

peut plus lui attacher naturellement un schdma en groupes mais nous montrons (4 .6 .4  I) 

qu'on peut encore lui attacher canoniquement un groupe algdbrique ff~ sur le corps 

rdsiduel, dont l ' immeuble sphdrique s'identifie ~ l'dtoile de F. 

Enfin le w 5 est consacrd ~ la descente dtale. Conservons les notations prdcddentes, 
mais supposons que K soit strictement hensdlien (i.e. hensElien ~ corps rdsiduel sdpa- 
rablement clos) et que le groupe G soit dEfini sur un sous-corps K~ de K dont K soit 

une extension dtale. Les principaux rdsultats du n ~ 5-I sont l'existence d 'une donnEe 

radicielle valude dans G(K~) (sous r6serve de (DE) dans le cas d 'une valuation dense), 

donc l'existence d 'un immeuble de G sur K~, et l'identification de cet immeuble avec 

l'ensemble des points fixes de GaI(K/K~) dans l ' immeuble de G sur K. Ces rdsultats 
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se ddduisent facilement du thSor~me de descente de I, 9 .2 .  I o, une fois dtablie, k l 'aide 
d u n  o 4.6,  l'existence d 'un K~-tore qui devient ddployd maximal sur K (5. I. I2). 

La fin du w 5 est consacrde ~ la gSndralisation par  descente des autres rdsultats 
du w 4 et ~ une dtude plus pouss6e du cas de valuation discrete (ddfinition des sous- 
groupes parahoriques et d'Iwahori,  syst~me de Tits, conjugaison des sous-groupes 
parahoriques). 

Enfin, nous donnons en Annexe une description des (( relations de commutation >> 

dans les groupes quasi-ddployds qui peut ~tre utile et qui permet notamment de ddmontrer 
l'existence d 'une donnde radicielle valude dans un groupe quasi-ddployd sans utiliser 
le thdor~me de descente du Chapitre I (cf. 4 .2 .  i i). 

Nous ne voudrions pas terminer cette introduction sans remercier Guy Rousseau 
qui a bien voulu lire attentivement notre manuscrit, et dont les remarques et corrections 
nous ont dt5 prdcieuses, ni sans signaler que le lecteur trouvera dans ce Chapitre la 
d~monstration de tous les r~sultats ~noncds dans [8], [I3] et [4o], ~ l 'exception de ceux 
ayant trait aux (~ diagrammes de Dynkin >> et questions annexes (indices, classification), 
aux applications ~ la cohomologie e t ~  certains exemples explicites. Nous espdrons 
revenir un jour  sur ces questions. 
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Dans tout  ce travail, la lettre K d~signe un  corps commuta t i f  infini. Dans les w167 I, 

2 et 3, la lettre A ddsigne un  sous-anneau de K,  ayan t  K comme corps des fractions. 
A part ir  d u n  ~ 4 .2 ,  le corps K sera suppos~ muni  d 'une  valuat ion non  impropre (par 

valuat ion d ' u n  corps, nous entendons valuat ion ~ valeurs dans R ;  par  contre, nous ne 

faisons aucune hypoth~se restrictive sur les anneaux  de valuat ion consid~r~s aux w167 2 

et 3), et on prendra  pour  A l ' anneau  ~ de cette valuat ion.  Sauf  ment ion expresse du 

contraire,  les A-alg~bres consid~rfies sont supposfies commutat ives  et poss6dant un  
616ment unit~. 

Le mot  sch6ma signifie, sauf  ment ion  expresse du contraire,  schgma affine. 

x.x.  Groupes  a lg~brlques .  

En ce qui concerne les groupes algdbriques (qui sont toujours supposes affnes), 
on prend les dfifinitions et notations de [2], [4] et [7], ~ ceci pros que notre corps K 
est dfisignfi par  la lettre k dans ces rdffirences auxquelles nous renvoyons pour  les rfisultats 

~noncfis dans le prdsent num6ro.  

i .  i .  i .  - -  Dans tout  ce travail, la lettre G d6signe un groupe alg~brique (affine) 

d6fini sur K et connexe. La  lettre S d~signe un  tore de G, d6fini et d~ploy6 sur K.  On 

note Z = Z(S) le centralisateur et N = N(S) le normal isa teur  de S dans G. On salt 
que Z et N sont ddfinis sur K et que Z e s t  la composante neutre  de N. 

x. x. 2. - -  Les racines de G suivant S sont les poids non nuls de S dans la reprd- 

sentation adjointe de G dans son alg6bre de Lie Lie G. Elles forment  un  sous-ensemble 

fini du  groupe des caract6res X*(S) de S, groupe que l 'on identifie avec son image 
canonique dans l 'espace vectoriel r6el E = R | X*(S). Un  rayon radiciel de G suivant S 

est une demi-droite ouverte d 'origine o dans E contenant  au moins une racine;  l 'ensemble 

des rayons radiciels de G suivant S est not6 ~ ( S ,  G) ou s implement  ~ .  

I .  x. 3" - -  Pour toute demi-droite  ouverte a d 'origine o de E, il existe un  plus grand  

sous-groupe ferm~ connexe U a de G, normalis~ par  S e t  tel que les caract~res de S inter- 

venant  dans la reprdsentation adjointe de S dans Lie Ua appar t iennent  ~ a; il est ddfini 

sur K,  unipotent  d6ployd sur K et on l 'appelle le sous,groupe radicid de G associd ~ a. 

On  a U ~ # { I }  si et seulement si a E ~ .  

205 



I4 F .  B R U H A T  E T  J .  T I T S  

1. 1.4.  - -  Si a et b sont deux demi-droites ouvertes d 'origine o de E, l 'ensemble 

des demi-droites ouvertes contenues dans le c6ne a + b est encore not6 a + b. On  

dit  qu 'une  part ie  tF de �9 est close s i p o u r  tous a , b ~ t F ,  on a ( a + b )  c ~ O C ~ .  Si 

de plus la rdunion des a ~ tF est contenue dans un  demi-espace ouvert  de E, on dit 

que �9 est positivement close. 

x. 1.5" - -  On  dit qu 'une  partie @+ de @ est un  syst6me de rayons radiciels positifs 
s'il existe un hyperp lan  H de E ne rencont rant  aucun dMment de �9 tel que ~ +  soit 

l 'ensemble des 6Mments de �9 contenus dans l 'un des deux demi-espaces ouverts de 

bord H.  On  pose alors ~ -  ----- �9 - -  ~ +  et les 6Mments de @- sont dits n6gatifs. II 

est clair que ~ +  et @- sont posit ivement closes et que r6ciproquement,  toute partie 

positivement close est contenue dans un  syst6me de rayons radiciels positifs convenable.  

Si G est rdductif, on a ~ = - - @  et ~ - = - - @ + .  

1 .1 .6 .  - -  Pour tF C ~ ,  on  note U~ le sous-groupe fermd engendr6 par  les U,  

pour  a s tF. C'est un  sous-groupe connexe de G, ddfini sur K et normalisd par  Z. On  

note G~, le sous-groupe fermd engendr~ par  Z et U,r; il est ddfini sur K.  

On dit que tF est quasi-close si tout  poids de S dans Lie U,r est 616ment d ' u n  a e tF 

et positivement quasi-close si de plus tF est contenue dans un demi-espace ouvert.  Si tF est 

close (resp. posit ivement close), alors ~F est quasi close (resp. positivement quasi-close). 

1. * .7. - -  Si ~ est positivement quasi close, alors U,r est unipotent et l 'applicat ion 

pr0duit  I I  U ,  -+ U,r est un  isomorphisme de K-vari6t6s, quel  que soit l 'ordre mis sur ~ .  
afftF 

L'appl ica t ion produi t  est aussi un  isomorphisme de K-vari6t6s de Z • U,r sur G,r, 
qui est produi t  semi-direct de Z par  U, r .  

1 .1 .8 .  - -  Soient a, b ~ avec b 4: - -  a; alors (a + b) n ~ est positivement 

close et l 'applicat ion commuta teu r  est un  morphisme de K-variEt6s de U,  • U b dans 

Ui,+bl~| d'ofl, vu I .  1.7, un  morphisme de K-varidtds 

7~,b: U ~ •  b ~  I I  U c 
e~(a + b)tn,~ 

(quel que soit l 'ordre mis sur (a + b) c~ @; bien entendu,  Y~,b ddpend de cet ordre !). 

1 . 1 .  9 . - -  Soit ~F une part ie  close de @ et soit @+ un  syst~me de rayons 

radiciels positifs. Alors ~ : =  ~ n ~ :  est posit ivement close et l 'applicat ion pro- 

dui t  U,r- • Z • U,r§ -+ G, r est une immersion ouverte. En particulier U| • Z • U|247 
s'identifie par  l 'applicat ion produi t  k un voisinage ouvert  de l'616ment neutre  dans G, 

qui  est G tout entier lorsque G est r6soluble. 

I .  I .  IO, - -  Soit a E �9 tel que - - a  ~ �9 (ce qui  est toujours vrai si G est 

r~ductif).  Soit W a l ' image r6ciproque de l 'ouvert  U aZU a par  l 'applicat ion produi t  

de U a • U a dans G{~_o} (notons que {a, - -  a} est 6videmment  close I). Alors, W a est 
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un voisinage ouvert de l'E1gment neutre de U a • U_ a et le compose de l 'application pro- 

duit W, -+ U _ , Z U ,  et de Hnverse de l 'application produit U _ , Z U ,  -+ U _ ,  • Z • U,  
est un morphisme de K-variEtEs 

[3~: W , ~ U _ ~ x  Z > U~ 

tel que prod = prod o ~, : W, -+ G. 

x.x.  I i .  - -  Le radical unipotent d@loy~ R~d(G ) est le plus grand sous-groupe uni- 
potent dEfini et ddployd sur K contenu dans le radical de G. Si K est parfait, Rua n'est 
autre que le radical unipotent de G et les r&ultats qui vont suivre sont dEmontrEs 

dans [4] ; dans le cas gEnEral, on en trouvera une esquisse de preuve dans [7] en attendant 
mieux. Le sous-groupe R,a(G ) est un sous-groupe distingue de G, stable par extension 

s@arable de K, et l 'application produit 

II  (R.a(G) c~ U.) • R.d(Z ) • II  (Rud(G) c~ U.) ~ R.d(G ) 
a ~  + a E ~ -  

est un isomorphisme de K-variEtEs. Les sous-groupes R~d(G ) c~ U ,  sont unipotents 
dEployEs sur K. Si �9 est une partie close de �9 telle que ( - - iF )  c~ ~ C ~ ,  alors 

R.a(G~) = R.a(G ) c~ Gsr 

x .  x .  x 2 .  - -  On dit que G est quasi-rgductif (sur K) si Rua(G ) = {i}. Dans le cas 
gEnEral, on posera qG =: G/R,a(G ) et l'on notera q l 'application canonique de G 

sur qG; le groupe qG est quasi-rEductif. On salt ([2], p. 363) que si H est un sous-groupe 
unipotent distingue de G, dEfini et d@loy~ sur K, alors l 'application canonique de G(K) 
dans (G/H)(K) est surjective; en particulier q ( G ( K ) ) =  qG(K). 

x. x. x 3. - -  Supposons jusqu'a la fin de I .  I que S soit un tore K-d@loy6 maximal. Alors, 
l 'image q(S) de S est un tore K-dEployE maximal de ~G et q : S  ~ q ( S )  est un iso- 
morphisme, ce qui nous permet d'identifier dEsormais X*(S) et X*(q(S)). L' image q(Z) 
(resp. q(N)) est le centralisateur (resp. normalisateur) de q(S) dans qG. Pour tout a E ~ ,  
la restriction de q ~ U a dEfinit un isomorphisme de U,/(Rua(G ) c~ Ua) sur le sous- 

groupe radiciel U', de qG associE ~ a. 

L'ensemble R des racines de q(S) dans qG est un systEme de racines dont le groupe 

de Weyl s'identifie naturellement aux groupes N(K) /Z(K)  et q(N)(K)/q(Z)(K) operant 
canoniquement sur X*(S) = X*(q(S)). I1 existe une donnEe radicielle gEnEratrice 
(q(Z)(K), (V~,)~elt) dans qG(K), de type R (au sens de I, 6. I. I), telle que U~(K) soit 
Egal ~1 V~ ou ~ V~.V,~ suivant que le rayon radiciel a e ~(q(S),  ~G) contient une 

seule racine e ou deux racines 0~ et 2~. 

x .  x .  z 4 .  - -  L'ensemble R + des ElEments de R appartenant aux ElEments de ~ +  
est un systEme de racines positives de R. Soit B la base correspondante de R ;  pour toute 
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partie J de B, notons ~ +  l'ensemble des rayons radiciels contenant soit une racine 

positive, soit une combinaison lin~aire des 616ments de J : c'est une partie close de 
�9 (q(S), qG). On  pose 

Pj  = q-l((qG)~,;) 

et l'on dit que Ps est le K-sous-groupe pseudo-parabolique standard associ6 k S, R + et J.  Plus 
gdn6ralement, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques de G sont par ddfinition les 
conjuguds des Pj  par les dldments de G(K).  Leurs groupes de points rationnels sur K 
sont exactement les sous-groupes paraboliques du syst~me de Tits image rdciproque 
dans G(K) du systSme de Tits de qG(K) associd ~ la donnde radicielle de I. I. 13 (cf. I, 
6 . I . I 2  et 1.2.IO). 

Si K est parfait ou si G est rdductif, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques ne 
sont autres que les K-sous-groupes paraboliques de G au sens de [4]. 

Pour les propri6tds des K-sous-groupes pseudo-paraboliques (qui sont en gros les 
m6mes que celles des K-sous-groupes paraboliques du cas r6ductif), voir [7]. Signalons-en 
quelques-unes : 

- -  deux K-sous-groupes pseudo-paraboliques sont 6gaux (resp. conjugu6s dans G) si 
et seulement si leurs groupes de points rationnels sont 6gaux (resp. conjugu6s 
dans G(K)) ; 

- -  deux K-sous-groupes pseudo-paraboliques minimaux sont conjugu6s par un 6Mment 
de G(K) ;  
tout K-sous-groupe pseudo-parabolique est son propre normalisateur; 

- -  si K '  est une extension s~parable de K, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques sont 
les K'-sous-groupes pseudo-paraboliques K-fermds. 

I .  I .  15, - -  Toute classe lat~rale de N suivant Z contient un 6ldment rationnel 
sur K. En effet, soit n r N; la restriction $ q(S) de l 'automorphisme intdrieur de qG 
d6fini par q(n) fournit un automorphisme du systSme de racines R. Comme N(K)  induit 
sur R son groupe de Weyl tout entier (I .  i .  I3) , il existe n' ~ n . N ( K )  conservant R +, 

donc normalisant le K-sous-groupe pseudo-parabolique minimal Po de G, donc appar- 
tenant ~ Po (I .  I .  14). Mais comme S est contenu dans le radical de P,,  son norma- 
lisateur dans Po coincide avec son centralisateur Z. Ainsi n' r Z et n r Z . N ( K ) .  

x .  2 .  S c h 6 m a s .  

1.2.  I. - -  Rappelons que le mot schdma signifie sauf mention expresse du contraire 

schdma affne. 
Si 3~ est un A-sch6ma, on note A[3E] son alg~bre affine, 3~i~ sa fibre g6n6rique, c'est-h- 

dire le K-schdma Spec K • A 3~, d'alg~bre affine K[~]  = K[3~K] = K | A[3C] 
et on identifie ~K et son image canonique dans 3C (par la deuxi~me projection). 

Si u : 3E ---.'- ~ est un morphisme de A-sch6mas, on note u* l 'homomorphisme corres- 
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pondant  de A-alg6bres de A[~]  dans A[3s (ddfini par  f ~ f o  u), et UK:3s K -+ ~Z 
la restriction de u ~ 3s on a u~ =- id  | u * : K |  A[~]  -+ K |  A[3s 

I . " ) . 2 ,  - -  A un groupe algdbrique lin6aire G d~fini sur K correspond canoni- 
quement un K-sch~ma en groupes (affine) lisse, dont l'alg~bre affine est l'alg~bre affine 
de G, et r6ciproquement. On se permettra de noter l 'un et l 'autre par la m~me lettre G. 
Le produit (resp. l'inverse) dans le groupe alg6brique G ou dans le K-sch6ma en groupes G 
est donn~ par le m~me homomorphisme de K[G] dans K [ G ] |  K[G] (resp. K[G]) .  
Les parties K-fermdes (resp. ferm6es et d6finies sur K) du groupe alg6brique G corres- 
pondent bijectivement aux sous-sch6mas ferm6s r6duits (resp. g6om6triquement rfduits) 
du K-schdma G : les unes et les autres correspondent bijectivement aux id~aux I de K[G] 
tels que K[G] / I  soit rfduit,  i.e. sans 61~ments nilpotents + o (resp. tels que K | K[G] / I  

soit rdduit pour toute cl6ture alg6brique K de K) (cf. [2], p. 45). A un sous-groupe 
ferm6 de G d6fini sur K correspond ainsi un sous-sch6ma en groupes lisse et r6cipro- 

quement (cf. [DG], p. 238). 

x. 2.3.  - -  Soit 3s un A-sch6ma. Pour que la fibre gdn6rique 3s soit dense dans 3s 
il faut et il suffit que 3s soit << sans torsion , ,  c'est-a-dire que le A-module A[3s soit sans 
torsion : chacune de ces conditions signifie que l 'application canonique j~ : A[3s -+ K[3s 
est injective. On identifiera alors A[3s et son image dans K[3s Ceci s 'applique en parti- 
culier si 3s est plat, c'est-~-dire si le A-module A[3s est plat. 

x. 2.4- - -  Soit X un K-sch6ma. Un  prolongement de X est un couple (3s i) form6 
d'un A-sch6ma 3s et d 'un isomorphisme i de K-schdmas de 3s sur X. On identifiera 
alors X et 3s et on dira que 3s prolonge X. 

De faw analogue, si 3s et ~ sont des A-sch6mas et u un morphisme de K-schfmas 
de 3s dans ~K, un prolongement de u est un morphisme ~ de A-sch6mas de 3s dans 
tel que U'~K = U. Si • est sans torsion (par ex. plat), alors u se prolonge ~ 3s si et seulement 
si Im(u*oj~) CA[3s et dans ce cas le prolongement ~' est unique et dffini par 
~* ---- u* oj~ : A[~]  --+ A[X]. Autrement dit si u et v sont deux morphismes de 3s dans 
tels que u K = v K ,  alors u = v  : on dira que l'~galit6 u = v  s'obtient k partir de 

u K = v K par prolongement par continuitA 

x .  2 . 5 ,  - -  Soit f :  3s --+ ~ un morphisme de A-sch6mas et soit 3 un sous-schdma 
i 

ferm6 de ~.  Disons que f envoie 3s darts 3 s i f  se factorise en 3s -+ 3 ~,  off i est 
l 'immersion canonique de 3 dans ~.  Si 3s est sans torsion et s i fK envoie 3s dans 3K, 
alors f envoie 3s dans 3 : en effet, si z appartient ~ l'iddal ddfinissant 3 ,  on a 
j~ of*(z) = f ~  ojv(z ) ---- o, d'ofl f*(z) ---- o puisque j~ est injective. 

x. 2.6.  - -  Soit f :  ~ -+ 3s un morphisme de A-schemas. L'image fermde de f (ou 
par abus de langage de ~) dans 3s est le plus petit sous-sch6ma ferm6 ~ '  de 3s tel que 

f envoie ~ dans ~ ' .  Son id6al est le noyau de f*  et son support est l 'adh6rence de 
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l ' imagef (~)  (cf. [EGA] I, pp. 176-I 77). S i f e s t  l 'immersion canonique d 'un sous-schEma 
(affine) ~ de ~, on dit aussi que ~ '  est l'adMrence schdmatique de ~ dans ~. Le schema 
est alors un sous-schdma ouvert de son adherence schEmatique ~ '  (loc. cit., 9-5. IO). 

Soit de plus B une A-alg6bre int~gre plate sur A. Alors, l 'image fermde de 

fB :XB-+  ~ s'identifie ~ ~ ([DG], p. 56). 
Supposons 3; sans torsion. Soit Y un sous-K-schdmafermd de 3;K et s o i t f  le compose 

de l 'immersion de Y dans 3;K et de l'injection canonique de 3;K dans 3;. Soit g) l 'image 
fermEe de f (qu'on appellera encore adherence schdmatique de Y dans 3;) et soit I(29) 
(resp. I(Y)) l'idEal de A[3;] (resp. K[3;])dEfinissant ~ (resp. Y). On a 

(I) I (~)  = j~-~(I(Y)), 

&off rdsulte aussit6t que ~ est sans torsion et si Y est rdduit (resp. rEduit et irrEductible) 
(c'est-~t-dire si I(Y) est dgal ~ sa racine (resp. est premier)), alors il en est de m~me de ~.  
D'autre part, de la suite exacte I (~)  -+A[3;] -+ A[~]  --> o on tire la suite exacte 
K | I (~)  ---> K[3;] -+ K[~]  -+ o, d'ofl I ( ~ )  = Kj~(I(~))  = I(Y), et 

(2 )  ~ K  = Y .  

Inversement, si ~ '  est un sous-A-schEma fermd sans torsion de 3; tel que ~ ----- Y, 
alors ~ '  = ~ : en effet, d 'une part  l'injection de Y dans 3; se factorise k tracers ~ '  
et d 'autre part on a ~ ' C  ~ d'apr~s (2) et I. 2.5. L'opEration d'adhdrence schEmatique 
Etablit donc une b~iection entre l'ensemble des sous-K-schdmas fermds de 3;K et l'ensemble des 

sous-A-schdmas fermds sans torsion de 3;. 

x .  a .  7-  - -  Soit 3; un A-schEma en groupes, soit p : 3; • 3; ~+ 3; (1) le morphisme 
produit et s : 3; -+ 3; le morphisme de passages ~ l'inverse de 3; (que nous appellerons 
inversion). Si ~ est un sous-schEma fermE plat de 3; tel que ~K soit un sous-schdma en 
groupes de 3;K, alors ~ est un sous-schdma en groupes de 3;. En effet, ~ • ~ est plat 
(on notera que par contre ~ sans torsion n'implique pas ~ • ~ sans torsion!) et PK 
(resp. SK) envoie ~K • ~K = (~ • ~)K (resp. ~K) dans ~K" Par suite p (resp. s) envoie 

• ~ (resp. ~) dans ~ d'apr~s 1.2.5. 
En particulier, si Y est un sous-K,scMma en groupes ferm~ de ~K et si l'adMrence schd- 

matique ~ de Y est un A-scMma plat, alors ~ est un sous-A-schdma en groupes fermd de 3;. 

x . ~ . 8 . - -  Soient 3; un A-schEma, p : 3 ; •  e : S p e c A ~ 3 ;  et s :3;-->3;  
des morphismes. Supposons que 3; soit plat et que PK soit une loi de groupe sur le 
K-schEma 3;K, de section unite e K et d'inversion s K. Alors, p e s t  une loi de groupe sur 3;, 
de section unite e et d'inversion s. En effet, cette assertion se traduit par un certain 
nombre d'dgalit& ui = vi de morphismes de schemas de 3; • 3; • 3; ou de 3; dans 3;, 
exprimant l'associativitE, etc. (cf. [DG], p. 14o ). L'hypoth~se entralne (u~) K -----(Vi)K, 
d'ofl ul = vi par prolongement par continuitd ( I .~ .4) .  

(2) Bien entendu, la notation 3~ x ~ (resp. XK • ~K) dEsigne leproduitfibrg des A-scMmas 3E et ~ au-dessus 
de Spec A (resp. des K-schEmas XK et ~K au-dessus de Spec K). 
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De m~me, soient ~ et ~ deux A-sch6mas en groupes et soit u : 3~ ~ ~ un mor- 

phisme de A-schdmas; si 3~ est plat et si UK est un morphisme de K-schdmas en groupes, 
alors u est un morphisme de A-scMmas en groupes. 

I.~,. 9. - -  U n  A-sch6ma ~ est lisse ( lEGAl IV, w I7, n o t a m m e n t  I 7 . 5 . i  ) s'il 
est plat, de prdsentation finie (i.e. A[3E] est une A-alg6bre de pr6sentation finie) et si 
ses fibres sont lisses, c'est-5.-dire << sont >> (cf. 1.2.2)  des vari6t6s dont tous les  points 
g6om6triques sont simples (cf. [2], p. 72). Supposons ~ lisse et soit s : S p e c  A ~ 

une section de X; il lui correspond un homomorphisme s*: A[X] ~ A .  Soit I l'id6al 
noyau de s*, de sorte que A/I = A. Le A-module I/I  2 est projectif de type fini et l 'homo- 
morphisme canonique 6vident de l'alg6bre symdtrique Sym(I/I  2) dans la A-alg6bre 

gradu~e Gr A[X] = II I ' / I  "+1 est bijectif (voir [EGA] IV, w 17 et Ore, w I9). En parti- 
culier, A/I" est un A-module projectif de type fini pour tout entier n. 

1.2.  IO. - -  O n  note ~ b b  (resp. TJ~uK) le A-sch6ma en groupes lisse qui 5. toute 
A-alg6bre R fait correspondre le groupe additif de R (resp. le groupe muhiplicatif  des 
6l~ments inversibles de R) (cf. [DG], pp. I48 et I49 , off ces scMmas sont not6s % et ~t A 

respectivement). On  a A[9.Ibb] = A[T] (resp. A[gJ~ult] = A[T, T - l ] ) ,  off T e s t  la 
fonction identique, qui est alg6briquement libre sur A, et 9)lult est un sous-sch6ma 

ouvert de 2Ibb. 

Remarquons que ~ b b  peut 6tre considdr6 comme un A-schdma en modules, en 
munissant chaque Nbb(R)  = R de sa structure canonique de R-module. Nous le 
noterons alors ~ ou ~)A. Une droite sur A est un A-schdma en modules isomorphe 5. ~A. 

1 . 2 . i i .  - -  Soit S u n  tore d6fini et d6ployd sur K. Les caract~res de S forment 
une base du K-module K[S] et la K-alg6bre K[S] n'est autre que l'alg6bre du 
groupe X'IS ) des caract~res de S 5. coefficients dans K. Si p : S • S --> S est la l oi de 

groupe de S, on a 

(I) p*(00 = ~ |  pour tout ~ eX*(S).  

Consid6rons alors l'alg6bre du groupe X*(S) 5. coefficients dans A : c'est l'alg6bre 
affine d 'un A-schdma $ sans torsion, de fibre gdn6rique S e t  il est imm6diat que p se 
prolonge en une loi de groupe sur $ ,  donnde toujours par (I). On dit que ~ est le A-schdma 

en groupes canonique associ6 5. S. U n  K-isomorphisme de S sur (~[}lUlIK)" correspond 
au choix d 'une base de X*(S) et se prolonge d 'une mani6re et d 'une seule en un iso- 
morphisme de A-schdmas en groupes de ~ sur (gJ~uIt)". En particulier, $ est lisse. 

I .  2 .  I 2 .  - -  Soit (5 un A-schdma en groupes. Nous dirons que (5 est connexe si, pour 

tout p E Spec A, sa fibre flip au-dessus de p est connexe. Pour toute A-alg6bre B, le 

B-sch6ma en groupes (SB est alors connexe ([SGAD], Exp. VIA, 2. i .  i). 

Supposons que (5 soit lisse aux points de sa section unitd. Alors, la rdunion (50 
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des composantes neutres flo des fibres flp pour p E Spec A est un sous-A-sch6ma en 
groupes ouvert lisse de fl, connexe, distingu6 et m6me caract~ristique dans fl ([SGAD], 
Exp. VIB, th. 3-IO), qu'on appelle composante neutre de fl, et fl est connexe si et seule- 
ment si fl = fl0. 

I .  2 .  x 3 .  - -  Soient fl et 9 deux schdmas en groupes, JK : flK --> 9K un morphisme 
de K-schdmas en groupes. Supposons que fl  est lisse et connexe et qu'il existe un voisinage 
ouvert 1I de la section unitd de fl tel que la restriction de JK ~ ~K se prolonge en un 
morphisme j de A-sch6mas de l[ darts 9- Alors, JK se prolonge (d'une mani6re et d 'une 
seule) en un morphisme de A-sch6mas en groupes de fl  dans 9.  En effet, il suffit de 
montrer quejK se prolonge ~ fl ( i .  2.8), ou encore que pour tout x e fl, de projection 
p e S p e c A ,  d 'anneau local @,, et tout r e A l 9 ] ,  on a j k ( f )  ~0~. Pour cela, on 
peut remplacer A par Ap et supposer A local d'iddal maximal p. Soit alors A' l'hensdlis6 
strict de A : c'est une A-alg6bre locale, d'id6al maximal p', de corps rdsiduel k' sdpara- 
blement clos, fid61ement plate sur A ([EGA] IV, i8 .8 .8) .  Le morphisme canonique 

fix' -+(fix est fid61ement plat ([DG], p. 42, prop. 2.5) done surjectif. Soit x' eflp, 
d'image x. Comme flip est connexe, on a flp, ---- lI(k'), lip,. Comme fl est lisse et A' 
hensdlien, il passe une section de 1[ au-dessus de A' par tout point de lI(k') ; il existe done 

y e l i ( X )  tel que x' eY.~A, et le morphisme y .u~jA, (y ) . jA , (u  ) de l'ouvert Y.~A, 
dans 9x' prolonge JK| I1 en rdsulte que J~|  appartient ~ l 'anneau local @~, 
de x' pour tout f e A ' [9  ] C K | A ' [9  ] et que s i f  e A[9] ,  on a j ~ ( f )  e ~',, n (K | d~,). 
Or  @~, n (K|  @~)= 0, puisque 0;, est fid~lement plat sur @z ([NB] AC I, w 3, 
prop. I o (ii)), cqfd. 

Plus gdndralement, remplaqons l'hypoth~se fl connexe par celle de l'existence 
d 'un  sous-sch6ma en groupes lisse 3 de fl tel que la restriction de JK a 3K se prolonge 
en un morphisme j3 de 3 dans 9 et que fl = f l ( A ) . 3 . f l  ~ Alors, JK se prolonge h fl : 
il suffit pour le voir de remplacer dans la d6monstration ci-dessus la relation 
flp, = lI(k').lip, par flp, = f l ( a ) .3 (k ' ) . l I (k ' ) . l l p ,  et le morphisme yu ~ j (y ) j (u )  par le 
morphisme yu~jK(x)j3(z)j(v)j(u ) de y . l I  dans 9,  pour y = x z v  avec x e f l (A) ,  
z e3(A' ) et v e II(A'). 

x .  2 .  x 4 .  - -  Soient fl et 9 deux A-sch6mas en groupes lisses et soit j : fl  --> 9 un 
morphisme. Supposons que JK:flK ~ 9K soit un isomorphisme et qu'il existe un 
voisinage ouvert 1[ (resp. ~)  de la section unit6 de fl (resp. 9)  tel que j ( ~ )  = ~B et 
que la restriction de j k l[ soit un isomorphisme de schdmas de 1I sur 2). Alors j est un 
isomorphisme de ffi sur un sous-sch6ma en groupes ouvert de 9.  En effet, j e s t  de pr6sen- 
tation finie ([DG], p. 69). Pour tout p e Spec A, le morphisme jp : flip -+ 9p est lisse 
en e, done est lisse ([SGAD], Exp. VIB, prop. I-3) et done plat. Par suite j e s t  plat 
([DG], p. 327, Lemme 2.2) donc lisse. I1 en r6sulte que j ( f l )  est ouvert ([DG], p. 79, 
cor. 3- I I )  et que K e r j  est un schdma en groupes plat ([DG], p. 4 2, prop. 2.5). Comme 
(Ker j )  K = { I } ,  K e r j = { I } ,  d'ofl le rdsultat. 
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Notons  que  s'il existe une part ie  Y de ffi ou de ~5(A) telle que  .~ = j ( Y ) . . ~ 0 ,  alors 

jest surjectif  et est donc un  isomorphisme. 

x .  3-  D i s t r i b u t i o n s .  

1 . 3 .  I ,  - -  Soit 3; un A-schdma, soit s :  Spec A - +  3; une section de 3; et soit 
I = I(s) = Kers*  l'id~al de A[3;] associ6 ~ s (cf. 1 .2 .9 ) .  U n e  distribution d'ordre <= m 
sur X le long de s est une forme lindaire 8 sur A[3;] nulle sur I m, au t rement  dit un  61fiment 
du  dual  t(A[3;]/I").  O n  dit que  8 est sans terme constant  si 8(a) = o pour  tout  a ~ A. 
O n  notera  ~Dist,, 3; (resp. 'Dist + 3;) le A-module  des distributions d 'o rdre  ~ m le 

long de s (resp. et sans terme constant) et l 'on pose *Dist 3; ---- U 'Dist, ,3;,  
m=>0 

'Dist + t = U "Dist + 3;. C o m m e  A[3;] est somme directe de A e t  de I, le A-module  
rn>=0 

*Dist,, 3; est somme directe de As* et de 'Dist + 3; = t ( I [ I " ) ;  en particulier,  *Dist + 3; 
est Ie dual  de I / I  2, c 'est-k-dire est l 'espace tangent  k 3; le long de s. 

x.3.~,. - -  Si f :  3; -~ ~ est un morphisme de A-schdmas et s une section de 3;, 

l 'appl icat ion ~f* envoie 'Dist 3; dans r/'lDist ~ : on pose f ( 8 )  = if*(8) pour  8 e 'Dist  3;. 
S i f e s t  une immersion (resp. une immersion ouverte) ,  l 'appl icat ion 8 -+f (8)  est injective 

(resp. bijective). 

x. 3-3" - -  Soit B une A-alg~bre. Soit 3;' le B-sch6ma d~duit  de 3; par  le changement  
de base A ~ B e t  soit s' la section de 3;' d6duite de s. L'idfial I (s ' )"  est l ' image cano- 
nique de B |  I(s) m dans B[3;'] et B[/E']/I(s') m s'identifie ~ B |  Par  
dualitY, on en d~duit  une appl icat ion B-linfiaire dite canonique de B | 'Distm 3; dans  

"Dist,, 3;', puis de B | 8Dist 3; dans ~'Dist 3;'. 
Prenons B ---- K.  L 'appl ica t ion  canonique  de ~Dist 3; dans K | ~Dist 3; et celle 

de K |  'Dist 3; dans "Dist  3;K sont alors injectives ([NB] A I I ,  p. 117, cor. i, et p. 197 , 
exer. 29) et permet ten t  d ' identif ier  'Dist 3; ~ son image dans "Dist  3;K. Si de plus 3; 
est de type  fini (ce qui  entralne que  A[3;] /I(s)"  est un  A-module  de type  fini), l 'appli-  

cat ion canonique  de K | ~Dist 3; dans ~'Dist 3;K est bijective (loc. cit,).  

x . 3 .  4 .  - -  Soient 3; et ~ deux A-sch6mas, s (resp. t) une  section de 3; (resp. ~ ) ;  
alors (s, t) est une  section de 3; • ~ et I(s, t) est somme des images canoniques  de 
I(s) |  et de A[3;] |  dans A[3; • ~ ]  = A[3;] |  Par  suite, I ( s , t ) "  
est somme des images canoniques des I(s)P|  I(t) q pour  p -}- q = m e t  la forme lin6aire 
8 |  sur A[3; X ~3] appar t ient  ~ C"tlDistp+q(3; X ~)  d~s que  8 ~"Distp3; et 
8' ~ tDis tq~.  D'ofl  une appl icat ion lin6aire dite canonique  ~ de ~Dist 3 ; |  

dans {"~)Dist(3; x ~) .  

x .3 .  5. - -  Supposons 3; lisse. Alors les A-modules  A[3;]/I  m, I'~/I m+l et 'Distm3; 

sont projectifs de type fini et le A-modu le  gradud Gr 8Dist 3; = I I  8Distm+l 3;/SDist,~ 3; 
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s'identifie au dual  gradu6 de GrA[3 ; ]  = H P / I  "+1 (cf. 1 .2 .9 ) ,  ou encore au dual  
gradu6 de l 'alg~bre symf t r ique  S y m ( I / I  2) (<< alg~bre des puissances divisdes >> F(t(I /I2))) .  

Reprenons  les notat ions de 1 . 3 . 3  : l 'appl icat ion canonique  de B | SDist 3; dans 
s'Dist 3;' est alors bijective : on a en effet t(B@ (A[3;]/F")) = - B @  t(A[3;]/I") puisque 

A[3;] / I"  est project i f  de type  fini. Si de plus A C B ,  alors l 'appl icat ion canonique  
"Dist 3; ~ "'Dist 3;' est injective puisque 'Dist 3; est plat  sur A. 

De m~me, reprenons les notat ions de 1 . 3 . 4  en supposant  que  3; est lisse. Pour  
tout  m > i, on a l e s  inclusions 

I(s)~" | A [~ ]  + A[3;] | I(t)2mc I(s, t) 2m 

C I ( s ) ' |  A[~3] + A[3;] | I ( t ) "C  I(s, t ) ' ,  

&off, par  passage aux quotients  de A[K x ~ ]  = A[3;] | A[~]  par  les termes de cette 
suite, des surjections 

A[3;]/I(s)2"|  a [ ~ ] / I ( t )  ~m -~ A[3; • ~] / I ( s ,  t) z" 

A[3;]/i(s) m | A[~]/i(t)m_~v 113; • ~] / I ( s ,  t ) ' ,  

off [3 o 0~ (resp. -( o [3) est la project ion canonique.  Par  dualit6, compte  tenu de ce 
que  les A[3;]/I(s) m sont projectifs de type  fini, on en d6duit  des injections 

t.,r 
(~a)Dist,,(3; • ~)  -+ ~Dist,, 3; @ tDist,, 

t~ t~ 
-+ (8't)Dist2,,(3; • ~)  -+ 'Dist2, , 3; | ~Dist~, ~), 

off t0~ o t~ (resp. t~3 o ty) est l ' injection canonique  (rappelons que  'Dist,, 3; est project i f  
de type  fini) et off t~ est la restriction de l 'appl icat ion canonique  

r~ : "Dist 3; | tDist ~ -+ ('.t)Dist(3; • ~ ) .  

En  passant k la limite induct ive sur ra, on voit que  rc est b~ective. 
Prenons ~ ---= 3; et consid6rons l 'appl icat ion diagonale  d : 3; --~ 3; x X. L 'appl i -  

cat ion c = = -  1 o td* : "Dist 3; ~ "Dist 3; | "Dist 3~ muni t  ~Dist 3; d 'une  structure de 
cog~bre associative et commuta t ive ,  de counit6 l 'appl icat ion 8 ~ 8(I).  Pour  8 e 'Dist 3;, 

c(8) ---= NS, | 8" et f ,  g e A[3;], on a 

(~) ( 8 , f g )  = Z { 8 ~ , f ) . ( 8 ~ , g ) .  

x .  3 . 6 .  - -  Soit 3; un A-schfma en groupes et soit e la section unit6 de 3;; on pose 

Dist ~ = 'Dist 3;, etc. V u  I.  3 .2  et I .  3 .4 ,  le morphisme produi t  ~ : X x 3; ~ 3~ d6finit 
une appl icat ion lin6aire de Dist 3; | Dist 3; dans Dist 3; et l 'on v6rifie aussit6t que  
Dist 3; est ainsi muni  d 'une  s tructure de A-alg6bre associative, non n6cessairement 

commuta t ive ,  admet t an t  e* c o m m e  616ment unit6, compat ib le  avec la filtration de 
Dist 3; par  les Dist,, 3;. Pour  8, 8' ~ Dist 3;, on a 

88' - (8|  o7~*. 
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On pose L i e ~ = D i s t  + ~  : on sait que [8, 8'] = 8 8 ' - - 3 ' ~ c L i e 2 E  quels que 
soient 8, 8' e Lie ~ et que Lie ~ est ainsi muni d 'une structure de A-alg6bre de Lie 

([DG], prop. 6.9,  p. 23o). 
Si X est lisse, l 'application canonique de r(Lie X) dans Gr Dist X (I .3.5) est un 

isomorphisme d'alg~bres. En particulier, si Lie ~ est un A-module libre et si (81, . . . ,  8,) 

en est une base, il existe une base (8~)~e~, de Dist ~ telle que les ~ pour = m 
forment une base de I)istm3~ modulo Dist,,_~3~ et que ~ -  (0q~)8~+~ modulo 

D i s t t ~ t + l ~ l _ ~  (avec (~ ,~ ) - - - - (0~+~) ! /~ !~ !  et [ 0 ~ ] = ~ + . . .  + ~  (cf. [NB] 
A nI ,  p. i55)), si  de plus A est << de caract6ristique z6ro , ,  c'est-k-dire est une Q-alg6bre, 
on peut  prendre 8~ = ( i ]~! )S~ . . .  8~, et Dist 2E s'identifie k l'alg6bre enveloppante 

de Lie ~. 

x. 3.7.  - -  Supposons que la fibre gdn6rique 3~i~ de 3; est connexe, rdduite et de type 
fini. Notons IK l'iddal de K[3~] ddfinissant l'616ment neutre de 3CK, i.e. l 'image cano- 
niclue de K |  dans K[3E]. Comme K[X] est noetherien et int6gre on a alors 

n i t  = {o} ([NB] AC III ,  cor. au th. de Krull, p. 65). I1 en r6sulte aussit6t que si 
n > 0  

f e K [ t ]  est tel que 6 ( f )  = o  pour tout 8 e D i s t X ~ ,  alors f - ~ o .  
Si de plus 3~ est lisse, alors A[3~] C K[~]  et Dist 3E~: = K | Dist 3E. Par suite, 

si fEA[3~]  est tel que 8 ( f )  = o  pour tout 8eDis t3E,  alors f = o .  

x .4" R e p r 6 s e n t a t i o n s  l in~a ire s .  

Dans ce num6ro, on note 3~ un A-schema en groupes de produit rc et de section 
unit6 e et l 'on note M un A-module projectif de type fini. 

x. 4. x. - -  Le foncteur qui k une A-alg6bre R fait correspondre le groupe additif 
R | M est repr6sentable par un A-sch6ma en groupes lisse 9X, dont l'alg~bre affine 
s'identifie (avec sa structure de big6bre) k l'alg6bre sym&rique du dual de M ([DG], 

p. 148 ). Si N e s t  un sous-A-module projectif de type fini de M, alors 9l est un sous- 
sch6ma en groupes ferm6 de gJ~ si et seulement si l 'application canonique tM -+ tN 

est surjective, c'est-k-dire si et seulement si N est facteur direct dans M. 
En particulier, ~ un iddal fractionnaire inversible ~ de A (i.e. un sous-A-module 

projectif de type fini de K) correspond ainsi un A-sch6ma en groupes lisse not6 9J[bb~, 

de fibre gdndrique le groupe additif  9.[bb K. 

x .4 .2 .  - -  Soit N u n  second A-module projectif de type fini. Le foncteur qui 
une A-alg6bre R fait correspondre le groupe additif HomR(R | M, R N N) est repr6- 
sentable par un A-sch6ma en groupes lisse ~(M,  N) dont l'alg~bre affine s'identifie 

(avec sa structure de big6bre) k l'alg~bre sym6trique S y m ( t N |  ([DG], p. 15o ). 
Si N = M, alors ~(M,  M) -~ ~(!V[) est un A-sch6ma en alg6bres. 

Le groupe lindaire (5~(M) est le sous-schdma ouvert de ~(M) induit sur l 'ouvert 
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sp&ial  ~(M)a0t des points de ~ ( M )  off la fonction r6guli6re det : g -+ det g sur ~ ( M )  
ne s 'annule pas : si R est une A-alg6bre, on a f f i ~ ( N [ ) ( R ) ~  G L ( R |  M) ( [DG],  
p. 15o ). C'est un  sous-A-schdma en groupes lisse du A-schdma en monoides  (pour  la 
multiplication) ~(l~f). La  transposition est un isomorphisme de schdmas de ffi~(M) 
sur ~i~(tM) qui  est un ant i isomorphisme de groupes.  

I1 est clair que  ~ ( M )  op6re sur 9J~ par  le morphisme q~ de ~ ( M )  • 932 dans 93t 
d6fini par  q0(u,m) -----u(m) pour  u e E n d ( R |  et m e R |  O n  6crira aussi 
r m) = u.m. Nous  laissons au lecteur le soin d 'explici ter  les propridt& d'associativit6 
et de bilindaritd de cette op6rat ion (u. (v. m) ---- (uv).m, u. (m + m') = u.m + u.m', etc.). 
Par  restriction, on obt ient  la loi d 'opdrat ion de ffi~(M) dans 93~. 

x .4.3" - -  U n e  reprgsentation lingaire p de ~s dans M est un homomorph i sme  de 
A-schemas en groupes de X dans ~5~(M) (eft [DG],  p. 169). II lui correspond une 
~ action de X sur 9J~ , ,  c 'est-~-dire un morphisme de schdmas "~: (x, m) ~ p(x).m de 

• ~J~ dans 9Jr tel que  les deux morphismes ~ o (~ • id) et ~ o (id • 7)  de ~ • X • 
dans 9:R soient 6gaux : on  a p(xy).m = p(x).(O(y).m ). 

Pour  tout  m e M = ~lt(A), l 'applicat ion x--->p(x).m est alors un morphisme 
de A-sch6mas de X dans ~ et si m ' e  tM C A[93~], l 'appl icat ion x ~ (m' ,  O(x).m} 
appar t ient  ~ A[~]  : nous la noterons c,",,o ," et nous dirons que  c'est le coeffcient d'in- 
dices (m', m) de la reprdsentat ion p. I1 est clair que  l 'appl icat ion (m', m ) ~  c ~ de fret, , "  

tM • M darts A[5 ]  est bilingaire. I1 lui correspond donc une applicat ion lindaire 

c p : M -+ M | A[~]  = H o m ( t M ,  Alia]) d o n n &  par  

(1) (m'| =c,~,,~ , "=  ( m ' , p . m )  (m' e t M ,  m e M )  

(et aussi une appl icat ion lin6aire tcO : tM --> tM | A[3~] donn6e par  

P (m | id)(tc"(m')) = ca,,.). 

O n  dit que  c ~ (resp. tcp) est la coaction de X sur M (resp. tM).  O n  v&ifie aussit6t que  

c ~ (resp. *c p) muni t  M (resp. tlV[) d 'une  structure de comodule sur la cog~bre A [ t ]  (el. [3 o] 

ou [DG],  p. 173 sq.). Rdc ip roquement  si y :  M ---> M |  est une structure de 
comodule ,  il existe une repr&enta t ion  lin~aire p de ~ dans M et une seule telle que  

y = c" ( [DG],  p. 173 sq.). 
O n  note det  9 l ' image p*(det) de l 'dl~ment det  e A[ff i~(M)] ;  c'est un  61dment 

inversible de A[~] .  

I .  4" 4" - -  Soit p une reprdsentat ion lindaire de 3E dans M et soit N u n  sous-module 
facteur direct de M. O n  dit que  N e s t  invariant par  p si pour  tout  n e N, le morphisme 
x ~ 9(x) .n de X dans ~ se factorise en un  morphisme de 3~ dans 9~ suivi de l ' injection 
canonique  de ~ dans 9~. O n  vdrifie aisdment que  N e s t  invariant  par  p si et seulement 

si N e s t  un sous-comodule de M, c 'est-k-dire si et seulement  si c~ C N | A[3~] (notons 

que  1N | C M QA[3C] puisque N e s t  facteur direct dans M),  ou encore si et 

seulement  si CPm ,,~ ~ o quels que  soient n e N et m' appar tenan t  ~ l 'or thogonal  de N 
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dans tM. La  restriction de p ~ N e s t  alors la representation de 3; dans N correspondant  

la coaction c o : N -+ N | A[3;]. 

I .  4 .5 .  - -  On  dit  qu 'une  repr6sentation p de 3; dans M est fidkle si le morphisme 
p : 3; -+~B~(M) est une immersionfermge. Pour  qu' i l  en soit ainsi, il faut  et il suffit que 

les coefficients c~,,,, et (det p)-~ engendrent la A-alg~bre A[3;]. En effet, les m' | m et det -~ 

engendrent  la A-alg~bre A[ffiE(M)] et la condit ion signifie que p* : A[ffiE(M)] ~ A[3;] 

est surjective. 
Si A est un anneau de De&kind, tout A-schgma en groupes (afline .t) plat de type fini poss~de 

une reprgsentation lingaire fid~le. Soit en effet 3; un tel sch6ma, de produi t  7: et de section 

unit6 e. II existe alors un sous-module M de type fini de A[3;] (done sans torsion, done 

projectif) engendrant  la A-alg~bre A[3;] et tel que ~z*(M)C M |  ([3o], w i, 
prop. 2). La  restriction de ~* ~ M d6finit une structure de A[3;]-comodule sur M, done 

une repr6sentation lin6aire p de 3; dans M. Comme (e* | id) o n* = id sur A[3;], on 

a, pour  tout  m ~ M ,  

m = (e* | id) o ~z*(m) = (e* | id) o c~(m) = c~.,,, 

(en notant  encore e* la restriction de e* ~ M).  Par  suite, les coefficients de p engendrent  

A[3;] et 0 est fid~le. 

1 . 4 . 6 .  - -  Soit B une A-alg~bre. D 'une  repr6sentation p de 3; dans M, on d6duit  

par  changement  de base une reprdsentation p~ de XB dans B | M : on dira  que PB 

provient de p ou ~< se descend sur A ~ en p. 
En particulier,  prenons B = K et soit ~ une repr6sentation de 3;K dans un 

K-espace vectoriel de dimension finie V. Soit M un  sous-A-module projeetif  de V (auto- 

mat iquement  de type fini). Nous dirons que 3; opkre (resp. op~re fid~lement) sur M par "~ 
si le sous-espace vectoriel W = K M  de V e s t  invariant  par  ~ ( i . 4 . 4 )  et si la restric- 

t ion P~w de ~ ~ W provient d 'une  reprdsentation (resp. d 'une  reprdsentation fid~le) p 

de 3; dans M. 
Supposons que le sch6ma 3; soit plat. Alors M | A[3;] s'identifie ~ un  sous- 

A-module  de W N K[3;] et on voit aussit6t que 3; op~re sur M si et seulement si 

(i)  c;~(M) C IV[ N A[3;]. 

La  reprdsentation p de 3; dans M dont  provient  ~w est alors unique et sa coaction c pest  

la restriction de c; 5. M.  
La  condit ion (I) peut  se t raduire  en termes de coefficients : appelons polaire de M 

dans le dual  tV de l 'espace vectoriel V et notons M ~ l 'ensemble des m' ~ tV tels que 
(m' ,  m ) ~ A pour  tout  m E M (notons que si IV[ engendre V, alors 1V[ ~ s'identifie au 

dual  tM de M) ;  alors M est le polaire de M ~  t(tV) = V et la condi t ion (i) est 

6quivalente 

(2) c;" ~ A[3;] C K[3;] pour  tous m 6 M et m' ~ M ~ m', m 
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x . 4 .  7.  - -  Soit p une repr6sentation de 3s dans M. Pour ~ e Dist 3s on note p(8) 
l ' endomorphisme de M d6fini par  

(I) (m ' ,  p(~).m ) = (~, c~,,,,) pour  m e M e t  m' ~ tM. 

On a aussi 

(2) <m', p(~).m> = <m' |  ~, c~ > = <m|  tc~(m') >, 

ou encore 

(3) p(~) = (id | ~) o c% 

L 'appl ica t ion  p est alors un  homomorphisme de A-algkbres de Dist 3s dans End  M. 

x . 4 . 8 .  - -  Soit p une repr6sentation de 3s dans M ;  posons V = K | M et sup- 

posons que la fibre g6n6rique 3s est connexe r~duite, de type fini. Pour  qu 'un  sous-espace 

vectoriel W de V soit invariant  par  PK (I .4 .4) ,  il faut  et il suffit que p~(3).w e W pour  

tout  ~ ~ I)ist 3s et tout w e W : la condit ion est tr ivialement n6cessaire et sa suffisance 

rfsulte aussit6t de 1 .3 .7  et 1 .4 .4 .  Nous verrons plus loin (3-5) des g6n6ralisations de 
ce rdsultat. 

x. 4.9" - -  Un  automorphisme du A-schdma en groupes 3s d6finit 6videmment  un 

au tomorphisme de l 'alg6bre Dist 3s (resp. du  A-module  Dist,,3s pour  m > o). Par  

exemple, si 3 est un  A-sch6ma en groupes et (z, x) ~-~ z .x  une op6ration de 3 sur 3s 
respectant la structure de groupe de 3; (cf. [DG], pp. i6o sq.), alors le groupe 3(A) 
des points de 3 ~t valeurs dans A op6re par  automorphismes sur 3s done sur l 'alg6bre 
Dist 3s et sur chaeun des A-modules Dist,, 3s Si de plus 3s est lisse, alors pour  toute 

A-alg6bre R on a Dist,,3s = R |163  ( I . 3 . 5 )  et ce qui  pr6c6de fournit  un  
homomorphisme fonetoriel de 3 ( R )  darts GL(R |163  c'est-~t-dire une reprf-  

sentation lin6aire de 3 dans le A-module  (projectif de type fini) Distm 3s 

I "5" R e s t r i c t i o n  d e s  s c a l a i r e s .  

x.5 .  x. - -  Soit B une A-alg6bre, projective de type fini en tant  que A-module  (1). 

On  sait que A s'identifie par  l 'applicat ion a ~ aI ~t un sous-module libre facteur direct 

dans B (of. [NB] AC II ,  w 5, exer. 4, P. I76). On  peut  done choisir des 616ments 

e l , . . . , e  a ~ B  et e ~ , . . . , e  ae tB  tels que e l =  I, e2(el) =e1(5)  = o  pour  j >  r et 
~ei | e~. = id dans B | tB identifi6 ~t End t B. Si M est un  A-module,  on  a alors 

(I) x = Y,e i | (e i | id) (x) pour  tout  x ~ B | M. 

X.5.2.  - -  Soit 3s un B-schdma (affine). On  sait qu' i l  existe un  A-sch6ma 3; # et 

un  seul k isomorphisme unique pros tel que les foncteurs R ~ 3s et R ~ 3E(B | R) 

(1) Dam ce qui suit jusqu'au x er alin6a de i .5.12 compris, il n'est pas ndcessaire de supposer A int~gre. 
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sur la catfigorie des A-alg~bres soient isomorphes (ou encore tel que les foncteurs 
Y ~ Mor(~), 5 ~) et ~ ~ Mor(~B, 5) sur la catdgorie des A-schdmas soient isomorphes) : 
on l'appelle le A-schdma obtenu ~ partir de 5 par restriction des scalaires de B ~ A e t  on 

le note [-Iw~3~ (ou encore 5 # lorsque A et B sont ~vidents) ([DG], I, w ~, n ~ 6.6, p. 3 ~ sq.). 
L'unicitfi de 5 ~ est dvidente; on en donnera plus loin une construction explicite (~. 5.7)- 

X. 5" 3" - -  S o i t  A '  une A-alg~bre et posons B'  = A ' N  B.  S i  3[ est un B-sch6ma, 

le A'-schima IIw/x,5 w s'identifie canoniquement a (Ilwx5)x,. 

Si C est une B-alg~bre projective de type fini et 5 un C-sch6ma, on a 

I I c / , 5  = II~I~(IIc/BS). 

x . 5 . 4 .  - -  I1 est clair que la correspondance 5 ~-* 5 ~ est fonctorielle et commute 
avec le produit de schdmas. Si f :  2E---> r est un morphisme de B-schdmas, on note 
IIBjAf ou f~ le morphisme correspondant de 5 # d a n s  ~ .  Si 5 est un B-schdma en 
groupes, alors X # est un A-sch6ma en groupes, etc. 

Soient f ,  g : 5 --> ~ deux morphismes de B-schemas. Si f ~  = g~, alors f = g. 
Soit en effet R une B-alg~bre; comme B/A est projectif, donc plat, l 'application cano- 

nique de P,. dans B | R est injective ([NB] AC I, w 2, prop. 4). L 'hypoth&e f #  = gg 
entralne ~ of* = ~ og" pour tout ~ e 5(B| R),  donc afortiori pour tout ~ e 5 (R) ,  

d'ofl f*  = g *  en prenant R = B [ 5 ]  et ~ = i d .  

z . 5 .  5 .  - -  Soit N un B-module projectif de type tlni et soit N[, l le A-module 
sous-jacent (qui est lui aussi projectif de type fini). Si • = 9l est le B-schdma en groupes 

canoniquement associd ~ N ( I .4 .  I), alors 5 ~ est le A-sch6ma en groupes 9l[,1 cano- 

niquement associd ~t N[A 1. 

On sait que B[~] = Sym, (Hom, (N ,  B)) et A[/t;~] = SymAtN (off tN ddsigne 

le dual de N en tant que A-module) ( i . 4 . x ) .  En particulier, si N = B N M ,  off M est 
un A-module projectif de type fini, on a Homu(N, B ) =  B N t M  et tN = tB |  

d'ofl 

B[3E] = S y m B ( B N t M )  = B |  x tM,  

A[5  ~] = SymA(tB @ tM). 

1 .5 .6 .  - -  Plus gdndralement, soit E un A-module (quelconque). Soit $ l e  

B-schdma Spec (B |  AE) et soit 6 '  le A-sch6ma Spec Symx(tB|  On 
a alors $ I  = $ '  ([DG], loc. cit.). En effet, si R e s t  une A-alg~bre, 

~(B@ R) = HomB~g(SymB(B| E), B N R )  

s'identifie ~t HomB(B | E, B | R) et ~ ' (R)  = Hom,.,jg(SymA(tB | E), R) s'iden- 
ri te ~ Hom,( tB @ E, R). Comme B e s t  un A-module projectif de type fini, ces deux 
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A-modules sont fonctoriellement isomorphes par l 'application qui ~ ~ e HomA(tB | E, R) 
fait correspondre l'6ldment ~' e Homn(B | E, B | R) donn~ par 

(I) ~'(b| ~-Zbe, |174 ( b e B ,  x e E )  

(of. [NB] A I I ,  p. 77 (I2) (x)). 
On peut encore dire ceci : notons 

j : SymB(B | E) -+ B | Symx(tB | E) 

l 'unique homomorphisme de B-alg~bres qui prolonge l'application lin~aire de B | E 
dans B | 1 7 4  donnde par 

j (b |  = Y~be i |174 (b ~ B , x  ~E). 

Alors la b~iection ~ ~ "~ de ~*(R) ----Homx.,a~(SymA(tB | E), R) dam 

~(B | R) = Homs_~g(Sym,(B | E), B | R) 

est donnde par 

(~) ~' = (id | ~) o j ,  

car les deux membres de (~) coincident sur B N E ,  vu (~). 

x.5. 7. - -  Soit 3~ un B-schema. On peut toujours 6crire B[~] comme quotient 
d 'une alg6bre commutative libre, c'est-tt-dire de la forme SymR(B | E) off E est un 
A-module fibre, par un ideal I. Alors, l'algkbre A [ ~ ]  s'identifie au quotient de Symx(tB | E) 
par l'idgal I# engendrgpar les glgments (u @ id) oj(x) pour u ~ tB et x e I (ce qui ddmontre 
d'ailleurs I'existence de 3~#). Vu 1-5.6, dont nous reprenons les notations, il suffit de 
montrer que si ? e ~ ' (R) ,  alors ~ est nul sur I si et seulement si q~ est nul sur I ~t. Or  

nul sur I ~quivaut ~ Ker(id @ q~) ----- B | Ker  q~ Dj(I) et il r6sulte alors de i .5- I (I) 
que I ~ est le plus petit id6al de SymA(tB| tel que B |  &off notre 

assertion. 

x . 5 . 8 .  - -  Si 3s est de type fini (resp. de pr6sentation finie), on peut prendre E 
libre de type fini (resp. et I de type fini), ce qui montre aussit6t que ~ est de type fini 
(resp. de presentation finie). 

Par contre, on notera que 3E plat n'entralne pas n~cessairement ~ plat, m~me 
si A est un anneau de valuation discr6te complet. Cependant, on salt que 3~ lisse entraine 

Y.~ lisse ([DG], I, w 4, cor. 4.8, p. i i2) .  

x .5.9.  - -  L'application I ~ I # de I. 5.7 est 6videmment croissante. I1 en r6sulte 
que si ~ est un sous-B-schgma fermg de Y., alors ~ s'identifie ~ un sous-A-scMma fermg de Y.~. 

(1) N. Bourbaki  ne  traite A cet endroit  que  du  cas des modules  libres de type fini; l 'extension au  cas projectif  
est imm6diate .  La m~me remarque  s 'appl ique aux  rdf6rences au  l iwe d 'alg6bre de N. Bourbaki donn6es plus loin. 
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�9 .5. �9 ~ Supposons par exemple que B soit un A-module libre de base (e~) 

((e~.) enes t  alors la base duale) et que B[3s = B[X1, . . . ,  X,] / I ,  o~ I e s t  l'idEal engendrE 
par les polyn6mes P1, - . - ,  P~. Prenons pour E le A-module libre de base X1, . . . ,  X ,  : 
on a SymB(B|  ) = B[X1, . . . ,  X,] et Symx(tB|  est l'algEbre des polyn6mes 
en les indEterminEes Yi, i :=e~|  pour x-< i_< d et ~ =<j<  n. On  vErifieimmE- 

diatement que si P e B[Xx, . . . ,  X,] ,  alorsj(P) est le polynOme obtenu en substituant ~ ei Y,,i 

Xi dans Ppour I <= j < n e t  s'&rit  d 'une maniEre et d 'une seule sous la forme Z e~j~(P), 
k 

avee j~(P) e A[(Y~,~)]. I1 est alors clair que l'id~al I~ est engendr~par les polyn~mes J~(Pt) 
pour ~ < k < d  et x<_t<_q : 

A [ ~ ]  -= A[(Y,,I)]/((j~(Pt))). 

x . 5 . x � 9  - -  Soit ~ un A-schEma. L'application identique de ~B donne un mor- 
phisme i dit canonique de ~ dans (~B) # (eft x .5-2);  montrons que e'est une immersion 

fermge. Prenons d 'abord le cas ~-----Spee SymAE (avee les notations de 1.5.6) .  
Soit g l 'homomorphisme de A-algEbres de SymA(tB | E) dans Sym A E dEfini par  
r174 = u ( I ) X  pour u ~ t B  et x e E ;  il est surjectif puisque e ~ ( I ) =  I. I1 suffit 
done de montrer que i = Spec ~, ou encore que ~' = ( i d |  est l'identitd de 

B | Sym A E, ce qui est immEdiat : 

"g(b| = ( id |162174 = Zbei| = b |  

Dans le cas gEnEral, on peut Ecrire ~ comme sous-sehEma fermd d 'un A-schEma 3 
de la forme Spec Sym x E et notre assertion rEsulte aussit6t du diagramme commutat if  

~) ~ 3  

l 
Soit par exemple M un A-module projectif de type fini et prenons ~ = 0"J/ : 

on a vu en 1 .5 .5  que (~B) ~ s'identifie au A-schEma associE au A-module B | M et 
il est immEdiat que i est le morphisme associE ~t l 'injection canonique m -+ I | m de M 
dans B | M. 

�9 -5 . I2 .  - -  Si lI est un sous-schdma ouvert de 3E, alors 1I ~ s'identifie k un sous- 
schema ouvert de 3s : si I e s t  un ideal de B[3~] dEfinissant lI (i.e. tel q u e l I  soit t 'ensemble 

des points de 3s off un ElEment f e  I au moins ne s'annule pas), alors 1I ~ est l 'ouvert 
de 3;~ dEfini par l'idEal J formE des a e A[3s tels que I | a appartienne ~t l'idEal 
de B| engendrE par j ( I )  ([DG], pp. 3~-32). On notera que J C I ~ ,  mais 

les sous-schEmas fermds de X ~ dEfinis par J e t  I~ sont en gEnEral distincts et n 'ont m~me 
pas le m~me espace sous-jacent. 

Supposons I principal : autrement dit, lI est l 'ouvert special de 3E ddfini par une 
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fonc t i on  f e  B [ ~ ] .  Soi t  q~ c ~ * ( R )  et  soit  ~' l ' 6 M m e n t  de  ~ ( B  | R)  c o r r e s p o n d a n t ;  

a lors  q~ p r o v i e n t  d ' u n  p o i n t  de  I I# (R)  si et  s e u l e m e n t  si ~ ( f )  est un  61~ment invers ib le  

d e  B | R ,  ou  e n c o r e  si N o r m e B |  (~) est invers ib le  dans  R .  I1 s ' ensu i t  q u e  1I ~ 

est l'ouvert splcial de Y,# difini par la norme dans A[~*]  de l'iliment j ( f )  e B | A[~l t ] .  

1 . 5 . x 3 .  - -  E x e m p l e s  : i)  So ien t  ~ =  9.Ibb et  H = gJlult;  p r e n a n t  p o u r f l a  

fonc t ion  i den t i que ,  o n  vo i t  q u e  

A[gXulI  #] = (SymA tB) [ I / N o r m e w A  ]. 

Soi t  i :  9)2uIfx ~ I I B / X g X u l t s  l ' i m m e r s i o n  f e rmde  c a n o n i q u e  ( I .  5.  I I ) .  C ' e s t  u n  

m o r p h i s m e  de  s c h e m a s  en  g r o u p e s  et  l ' on  vdrif ie auss i t6 t  (p.  ex. e n  c o n s i d d r a n t  ~ h t l f  

c o m m e  u n  o u v e r t  de  9ibb et  en  a p p l i q u a n t  les dern i~res  l ignes de  1 . 5 .  I I )  q u e  p o u r  

t ou t e  A - a l g ~ b r e  R ,  l ' h o m o m o r p h i s m e  i (R)  n ' e s t  a u t r e  q u e  l ' i n j ec t ion  c a n o n i q u e  de R • 

d a n s  ( B |  X 

2) Soi t  N u n  B - m o d u l e  p r o j e c t i f d e  r a n g  r. P r e n o n s  /t; = ~ ( N )  ( i  . 4 . 2 )  : v u  i . 5 - 5 ,  

~ est le A - s c M m a  c a n o n i q u e m e n t  a s soc i6  a u  A - m o d u l e  E n d  s N.  O r  ce d e r n i e r  est 

u n  sous-modulefacteur direct dans  EndA N (*). P a r  suite,  t~(N)~ s'identifie ~ un sous-scMma 

fermi  en groupes (et m~me en alg~bres) de  ~(N[ , I ) .  

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  l I  = (5~(N)  : c 'es t  l ' o u v e r t  spdcial  de  2 ( N )  ddfini  p a r  la  

fonc t ion  de t  e B [ ~ ] .  P a r  suite,  l I  1~ est l ' o u v e r t  sp~cial  de  t~(N) ~ d~fini  p a r  l a  fonc-  

t ion  N o r m e ( d e t ) ,  q u i  n ' e s t  a u t r e  q u e  la  r es t r i c t ion  A ~ ( N ) #  de  la  fonc t ion  de t  sur  E(N[x]) 

(el. [NB] A I I I ,  p .  I I 2 ) .  A u t r e m e n t  di t ,  (5t~(N) tt = t ~ ( N )  It c~(5E(N[xl) et (SE(N) tt 

s'identifie ~ un sous-scMma en groupes fermi  de (5~(N[x]).  

E n  pa r t i cu l i e r ,  si (5 est un  B - s c h 6 m a  en g r o u p e s  et  s i p  est une  r e p r d s e n t a t i o n  

l in~ai re  de  (5 clans N,  a lors  p# est  u n e  r e p r d s e n t a t i o n  l in~ai re  de  (5 f d a n s  N[al;  si p est 

fid~le, il e n e s t  de  m ~ m e  de  Of. 

X. 5" X4" - -  Soit  L u n e  ex tens ion  de degr6  fini d d u  co rps  K .  T o u t  ce qu i  p rdc6de  

s ' a p p l i q u e  b i e n  e n t e n d u  k la res t r i c t ion  des scala i res  de  L ~ K d ' u n  L - s c h 6 m a .  

S u p p o s o n s  L s@arable sur  K et  soit  K '  u n e  ex tens ion  de K .  O n  sait  ( [NB]  A V I I I ,  

w  c~  i a u t h .  I ,  p.  86) q u e  L ' = K ' |  est u n  p r o d u i t  I I  Li,  o ~ l e s L i f o r m e n t  
i G I  

u n  sys t6me de  r e p r d s e n t a n t s  des classes d ' i s o m o r p h i s m e s  des ex tens ions  c o m p o s d e s  de  L 

et  K ' .  Si f~ est une  ex tens ion  a l g 6 b r i q u e m e n t  close de  K ,  de  degrd  de  t r a n s c e n d a n c e  

(1) Puisque A est int~gre, B poss~de un rang r ([NB] AC II, p. 14I ) et B |  est un R-module projectif de 
rang r. On peut done consid~rer le d~terminant d'un R-endomorphisme de B | R ([NB] AC II, w 5, exere. 9, P- x 77) 
et la norrne NormeB | l~/l~ x d'un 61fiment x G B | R e s t  le d~terminant de la multiplication par x. Elle est donnSe 
par la valeur en x de l'application de B @ R dam R d~finie par un ~Mrnent Norme B | R/R hornog~ne de degr6 r de 
Syml~(R | tB) = R | SyrnA tB, ddpendant fonctoriellement de R : on a NorrneB | l~/R = I | NorrneB/~,. 

(~) EndA N/EndB N est un A-module de pr&entation finie comrne quotient d'un module de pr&entation 
finie par un sous-module de type fini. Compte tenu de ([NB] AC II, w 3, cor. x ~ la prop. I2, p. x 14), on peut done 
supposer que A est local. Alors Best sernMoeal ([NB] AC V, w 2, prop. 3, P. 4 ~ et N ayant un rang est un B-rnodule 
libre ([NB] AC II, w 5, prop. 5, P. I43). Si (nk) est une base de N sur B, l'ensemble des A-endornorphisrnes de N nuls 
sur les n k est un suppl6rnentaire de End B N dans EndA N. 
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supdrieur ~ celui de K',  les L i correspondent bijectivement aux couples de K-isomor- 
phismes de L e t  K '  dans f~ pris ~ un K-automorphisme de f~ pr~s. Si l 'on choisit un tel 
couple et si l 'on identifie L e t  K'  ~ leurs images dans f~ par ce couple, on volt facilement que 
l 'on peut prendre pour I l 'ensemble des doubles classes Gal(fl/K')\GaI(Y~/K)/GaI(f~/L) 
et prendre L~ ---- K'(a~(L)), off ~ est un ~16ment de la double classe i. L'isomorphisme 
j : K '  | L -+ IIL~ est alors donn~ par 

j (x |  = (xa,(y)),e I (x e K ' , y  EL).  

Si K'  est une extension quasi-galoisienne (on dit aussi << normale ~>) de K conte- 
nant L, alors L~ = K'  pour tout i e I et I = Gal(f~/K)/Gal(~/L) s'identifie ~t 
Gal (K ' /K) /Gal (K ' /L) ,  d'ofl Card I = d et j e s t  un isomorphisme de K'  | L sur K 'a. 
Le groupe de Galois Gal(K' /K)  op~re sur K ' |  par  ('(, x |  ~ y ( x )  |  et si 
l 'on transporte cette opdration ~ K 'e par 3", on vdrifie aisdment que 

= a v e c  n ,  = 

x. 5 . x  5 . -  Soit maintenant ~ un L-schdma et ~ = I I w K X .  On a 

(IIL/KX)K, = II  (IILI/li, KL~), 
i e i  

off, bien entendu, L~ est considdrde comme extension de L grace ~t ~i : L --> L i. 

Si K'  est quasi-galoisienne et contient L, on a Li = - K '  et IILi/K, KLi = ~nl 
pour tout i e I. Tout  y e Gal(K' /K)  fournit un isomorphisme de ~Li sur 3[Lv.i, notd 

encore y, et l 'opdration naturelle de y sur (I-IL/K~)K' transportde ~i II  (IILI/K, KLi ) 
est encore donn~e par 1 .5 . I  4 (i).  ieI  

I .  5" I6 ,  - -  R6ciproquement,  soit ~ un K-schdma et soit K '  une extension galoi- 
sienne de K telle que ~K' se ddcompose en un produit ~ 0 . . - ~ a - a  de K'-sch~mas 
permutes transitivement par Faction naturelle de Gal(K' /K) .  Soit L l e  corps des inva- 
riants du stabilisateur de ~0 dans Gal(K' /K) .  On voit par descente galoisienne que 
~0 provient par extension de la base de L k K'  d 'un L-sch6ma ~ e t  l 'on v6rifie aisdment 
que ~K' muni de l 'action de Gal(K' /K)  s'identifie k (IIL/K~)K' et par suite que ~ est 

isomorphe k 1-IL/K~. 

I .  5" I7" - -  Prenons pour 2E le L-schdma en groupes 9J~uIf et posons T = HL/K ~CJtuIt. 
Si K'  est une extension galoisienne de K contenant L, alors 1 . 5 . i  5 montre que T K. 
est isomorphe k 9JtuIt a, done que T e s t  un tore, qui se d6ploie sur K'.  Le groupe X(T)  
des caract6res de T e s t  isomorphe ~ Z a e t  admet une base (),), index6e par  
I = GaI(K'/K)/Gal(K'/L),  stable par  l 'action naturelle de Gal(K' /K)  dans X(T)  et 
telle que y.?(~ = Zv.~. On voit que L~ est le corps de ddfinition du caract6re X~, que 
la plus petite extension de K ddployant T e s t  l'extension galoisienne de K engendrde 
par L e t  que T e s t  d6ployd sur K si et seulement si L ---- K. Enfin, les caract6res de T 
rationnels sur K sont les multiples entiers du caract6re Y'Xi, qui n'est autre que la forte- 
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tion N = NormeL/K sur T (eft 1 . 5 . I 3 )  

x = (x/) f T ( R ' )  = I I  (L/ |  K,R' )•  on a 
i f I  

: en effet, si R '  est une K'-alg6bre,  et si 

N(x) = NormeL| x ---- I I  NormeT,i| xl ----- I-[ x/----- (~]Zl) (x). 
i f I  iEll 

I1 en r6sulte que le sous-tore S d6ploy6 sur K maximal  de T est de dimension i 

et coincide done avec l ' image canonique de 93~ulf (1 .5 .  II). 
R6ciproquement ,  si T e s t  un  tore d6fini sur K tel que le groupe de Galois GaI (~ /K)  

permute  transi t ivement une base )~0, . . . ,  ~(a-1 du  groupe des caract6res X(T)  de T,  

et si L est le corps de d6finition de Zo, alors T e s t  K-isomorphe ~ IIL/KgJ~UIf : cela r6sulte 

de 1 . 5 . I 6  ou de ce que les groupes de caract~res X*(T) et X*(IJwKgJ~uIt ) sont des 

Ga l (~ /K) -modu les  isomorphes. 

Plus gdn6ralement,  nous dirons qu 'un  tore T d6fini sur K est un  tore induit s'il 

existe une base E du groupe des caract6res X(T)  qui est stable par  l 'act ion naturelle 

de G a l ( ~ / K ) .  Alors X(T)  se d6compose en produi t  direct des sous-groupes engendr6s 

par  les diff6rentes orbites de G a l ( ~ / K )  dans E et T est isomorphe h u n  produi t  direct 

de tores de la forme [Ir4KgJ~Ult pour  des extensions s6parables de degr6 fini de K.  La  

r6ciproque est 6vidente. 

x .6.  E x t e n s i o n s  a d m i s s i b l e s  e t  ~ ta l e s .  

Toutes les valuations considgrges dans la suite sont gz valeurs rgelles. Si L e s t  un  corps muni  

d 'une  valuat ion non impropre,  on  note Or, l ' anneau  de cette valuation,  mL son ideal 
maximal  et L son corps r6siduel. Dans ce nO I .  6 on suppose K muni  d 'une  valuat ion 

non  impropre o~ et on pose �9 ---- OK, m = m K. 

Si L est une extension de K,  et si co L est une valuat ion de L prolongeant  co, on 

note f=f (cor , /o~)  le degr6 rdsiduel de eL, i.e. le degrd de L sur K,  et e---= e(c%/o~) 
l ' indice de ramification de coL, i.e. l ' indice du sous-groupe co(K •  c%(L• On  a 

toujours e l <  [ L : K ] .  Si e ---= I, on dit  que o~ L (ou L) est non ramifi&. 

x. 6. x. Ddfinition. - -  Soit L une extension de K.  On dit que L est univalente s'il existe 

une seule valuation ~ de L prolongeant ~. On dit que L est admissible si elle est sgparable de 

degrg fini, univalente et si l'anneau Or, de co Lest  un O-module libre de rang [L : K] .  

Supposons L sdparable de degr6 n; les faits suivants sont des consdquences faciles 

de thdor6me bien connus (cf. [NB] AC VI,  w 8, passim, no tammen t  cor. I k la prop. i, 

th. 2 et ses cor., exer. 6) : 

a) L e s t  univalente  si et seulement si la fermeture intdgrale de �9 dans L est un  

anneau  local, 6gal alors ~ r Si K est hensdlien, en part iculier  si K est complet, alors toute 

extension algdbrique de K est univalente.  
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si L e s t  

Si 
~ =  I .  

b) Supposons L univalente;  alors L e s t  admissible si et seulement si ~L est un  

0-module  libre (resp. de type fini). Si r est discrete, toute extension s6parable de degr6 

fini univalente est admissible. 
c) Si r est discrete, L e s t  univalente,  donc admissible, si et seulement si ef = n; 

galoisienne et col invariante par  Ga l (L /K) ,  alors L est admissible. 

co n'est pas discrete, alors L e s t  admissible si et seulement si f = n, ce qui entralne 

d) Supposons L admissible. Soit 7: une uniformisante de L si co est discr6te, et 

~z = I si r n'est pas discr6te. Soient (x~)~<_~<_t des 616ments de OL tels que leurs images 
forment  une base de i ,  sur K.  Alors les 616ments xi~:i pour  i < i _ < f  et o < j < e  

forment  une base de OL sur 0. 
e) Soit x e L tel que L = K(x) ; si le polyn6me minimal  de x sur K est ~ coeffi- 

cients dans ~ et si son image dans Yx[X] reste irr6ductible, alors L e s t  admissible non  

ramifide : en effet f >  n pour  toute valuat ion C0L prolongeant  co. 
f )  Si co est discrete et K hensglien, toute extension s6parable de degr6 fini de K est 

admissible. 

�9 . 6 .2 .  D~finition. - -  Une extension K '  de degr/fini de K est dite 6tale si elle est admis- 

sible, non ramifi/e et si son corps r/siduel K '  est une extension s/parable de K.  Une extension quel- 

conque de K est dite /tale si elle est rgunion d'extensions de degr/ fini /tales. 

Une extension ~tale est sdparable, univalente,  non  ramifi6e, de corps r~siduel 

sdparable sur K.  Si K '  est une extension fitale galoisienne de K,  alors K '  est galoisienne 

et l 'applicat ion 6vidente est un  isomorphisme de G a l ( K ' / K )  sur Ga l (K ' /K) .  Par  contre, 

Yx' peut  fitre galoisienne sans que K '  le soit (voir cependant  1 .6 .7  a)) .  

�9 . 6 .  3 .  - -  Soit L une extension de degrd fini de K et soit L '  une sous-extension 

de L. Pour  que L soit univalente (resp. univalente non ramififie, resp. admissible, resp. 

~tale), il faut  et il suffit que L '  le soit et que L soit une extension univalente (resp . . . .  ) 

de L '  (muni  de l 'unique valuat ion prolongeant  co). 

x. 6 .4 .  Proposition. - -  Une extension K '  de degrg fini n de K est gtale si et seulement 

s'il existe x ~ K '  tel que K '  = K(x),  que le polyn6me minimal de x sur K soit ~ coeficients 
dans �9 et que l'image de ce polyn6me dans K[X]  soit irrgductible et sgparable. 

Oue la condit ion soit suffisante r~sulte aussit6t de I .6.  i e). Rficiproquement,  

si K '  est fitale, on peut  choisir x E OL dont  l ' image canonique ~ dans g, '  engendre K '  
sur K.  Soit P le polyn6me minimal  de x sur K : on a d e g P <  n, P E O [ X ]  puisque 

x est entier sur 0, P(~)  : = o  d'ofl degP>_- n. Par  suite d e g P = n ,  K ' = K ( x )  et 
P est s~parable car P e s t  le polyn6me minimal  de ~ sur K et est donc sdparable. 

�9 . 6.5" Corollaire. - -  Soit k' une extension alg/brique sgparable de K.  Il existe une extension 

/tale K '  de K dont l'extension r/siduelle est isomorphe ~ k'. 
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O n  se r amSne  aussit6t au cas off k '  est de degrd fini ( i . 6 . 3 ) .  I I  suffit alors de 

p r end r e  K ' =  K [ X ] / ( P ) ,  off P e s t  un  po lyn6me  uni ta i re  k coefficients dans  �9 dont  

l ' image  dans  K [ X ]  est le p o l y n 6 m e  min ima l  d ' u n  gdn~ra teur  de k '  sur K ' .  

x. 6 .6 .  Corol laire .  --- Toute extension (tale est contenue dans une extension (tale maximale. 

Le corps rlsiduel d'une extension (tale maximale est une clrture s(parable de K.  

x .6 .7 -  - -  Supposons  K hens(lien. Alors toute  extension a lgdbr ique de K est uni-  

va lente  et hensdlienne. 

a) Soit L une  extension (tale de K : on salt que  l ' app l i ca t ion  canon ique  du g roupe  

des K - a u t o m o r p h i s m e s  de L dans  le g roupe  des K - a u t o m o r p h i s m e s  de L est bijective. 

En  part icul ier ,  L e s t  galoisienne si et seulement  si L e s t  galoisienne et l ' on  a alors 

GaI(L/K) = GaI(LIK). 

b) Soit L une  extension admissible de K et soit L 0 la f e rmetu re  s~parable  de 

dans  L.  I1 existe une  plus g r ande  sous-extension (tale L6t de L e t  son corps rdsiduel 

est 1,0 : on l ' ob t ien t  pa r  exemple  en cons id&ant  un  gdndra teur  ~-de L o sur K,  son poly-  

n 6 m e  min ima l  P,  et en choisissant un po lyn6me  uni ta i re  P e @[X] d ' i m a g e  canon ique  

dans  K [ X ] .  Puisque P e s t  sdparable ,  P a une  rac ine  x dans  0 L d ' i m a g e  ~ et l ' on  a 

L6t = K(x) .  
Si L e s t  galoisienne, alors L6t l 'est aussi, L 0 est galoisienne, L est quasi-galois ienne 

et l ' app l i ca t ion  canon ique  de G a l ( L / K )  dans  G a l ( L / K )  = GaI (L0 /K ) est surjective. 

x. 6 .8 .  Proposi t ion.  - -  Soit ~ une extension alg(briquement close de K ,  soit L une sous- 

extension admissible  et soit K '  une sous-extension munie d'une valuation co' prolongeant o~, non 

ramifide. 
(i) On suppose que L e s t  galoisienne, que L n K '  est une extension galoisienne (tale de K 

et que les corps rdsiduels L et K '  sont des extensions lindairement disjointes de L c~ K '  (1). Soit 

I = G a l ( L  n K ' / K )  et, pour tout i ~ I, soit *i ~ G a l ( L / K )  un prolongement de i. Alors 

K ' |  = l-I L~ 
~ I  

o~ L~ - L '  = K ' ( L )  et o?, la projection Pi : K '  | L -+ L~ est donnde par p~(x |  = x~i(y  ) 

pour x e K '  et y e L. De plus, L '  est une extension admissible de K '  et p = (pi) induit un 

isomorphisme 
@K, | OL -% I I  @r. i. 

(ii) Supposons Z et K '  lingairement disjointes sur K .  Alors L et K '  sont lingairement dis- 

jointes sur K,  L ' =  K '  | L est une extension admissible de K' ,  on a @L' = @K' | @T. 

et ~ ( L ' )  = ~ ( L ) .  

(a) Nous disons que deux extensions Met N d'un corps E dont l'une au moins est de degrgfini s o n t  linrairement 
disjointes sur E si M | EN est un corps. Ceci 6quivaut ~ dire que u(M) et v(N) sont des sous-extensions lindairement 
disjointes de F (au sens classique) pour tout triple ou, ce qui revient au rarme, pour au rnoins un triple (F, u, v), 
off F est une extension de E et u : M-+ F et v : N--+ F des isomorphismes sur des sons-extensions de F (cf. [NB] A V, 
w 2, no 5). 
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Ddmontrons  (i). L 'assert ion relative k la ddcomposi t ion de K ' |  L a d~jk 6t6 

vue (i .5 .  I4), compte  tenu de ce que  L '  est une extension galoisienne de K '  et que  

Gal( t I /L  ) \Gal (  f l /K)  /Gal( a /K ' )  = Gal( f l /K)  l ( Gal( t l /L  ) . Gal(YI/K')) 

= Gal (L /K)[Gal (L /L  c~ K')  = GaI(L n K ' / K )  = I 

(la deuxi&me 6galit6 r~sultant de ce que  l ' image de Gal(f~/K')  dans Ga l (L /K)  est 6gale 

Ga l (L /L  c~ K')  (cf. [NB] A V, p. 68)). O n  a 

(I) Card  I = [L a K ' :  K] .  

Choisissons une valuat ion to" de L'  = K ' (L)  prolongeant  to'. La  restriction de to" 
L est ton. Par  suite, le corps r6siduel de L' contient  [, et K '  et l ' hypoth&e de disjonction 

lin~aire entralne 

(~) /(to"/to') > [ L : L  n K' ] .  

C o m m e  K '  est non ramifide, on  a aussi 

(S) e(to"/to') ->_ e(ton/to) = e (%/%, ,K , ) .  

D 'au t re  part ,  L est une extension admissible de L c~ K' ,  lu i -meme extension admissible 

de K (d'ofl t o ' = t o r ,  sur L n K ' )  ( i . 6 . 3 )  , donc 

[ L : L  n K ' ]  ---- [L : L r~ K']e(tor./to). (4) 
Enfin, on a 

(5) [L'  : K ' ]  > e(to"/to')f(to"/to'). 

Util isant  toutes ces in~galit~s, on en ddduit  : 

(6) [ K ' |  L : K ' ]  = ~ [L" : K ' ]  > (Card I)e(to"/to')f(to"/to') 
i � 9  

> [L c~ K ' :K]e ( ton / to  )[L : L  n K ' ]  

> [ L n K ' : K ] [ L : L n K ' ]  = [ L : K ]  = [ K ' |  

(2), (3), (5), (6) sont des ~galit~s, et il r6sulte alors de 
admissible, compte  tenu de ce que  si to n'est  

e(to"/to') = e(ton/to ) = x. De  plus, lYgalit~ (2) 

d'ofl 

Par  suite, les infigalitds 

lYgalitd (5) que  L '  est une extension 
pas discrete, l'dgalitg (3) entratne que  

montre  que  [L' : K ' ]  = [L : L r~ K ' ] ,  

(7) L '  = K '  | L .  

Enfin, soient (xj)je I (resp. (Yk)l__<k_<_r) des 61dments de OL~ K, (resp. eL) dont  

les images forment  une base de L n K '  sur K (resp. de I, sur L n K' ) ,  notons 
une uniformisante de L si co est discrete e tp renons  n = I si co n'est pas discr6te. Les xjyk~ t 
pour  j e I ,  i <_ k < f '  et o < t <  e = e ( t % / t o )  forment  une base de ~n sur 0 K et, 
vu (7), les ai(yk= t) pour  I < k__<f' et o < t < e  forment,  pour  tout  i � 9  une  base 
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de 0 v sur 0 K, (cf. 1.6.1 d)). Soit u----(ui)ie I dans IIOLI; il existe des u~,~,te 0 K, 
uniques tels que 

u~ = 52 u~,k, t ~ ( y k ~  t) pour i e I. 
h,l 

Mais un ElEment v de 0 K, | 0 L s'dcrit de mani~re unique sous la forme Y~ v~,k,t xjYk nt avec 
j ,k, t  

vj, k, t e 0 K, et la relation u = p ( v )  se traduit par le syst~me d'dquations 

(8) u ,k,t = X 

pour i e I ,  I =< k < f '  et o < g < e .  Or, puisque L n K '  est galoisienne Etale, on a 
det(a~(xj)) e O~n K, C O~, et le syst~me (8) a, pour tout u donnE, une solution et une 

seule, ce qui montre bien que p : O  K, | 0 L ~ I-I 0 i, ~ est bijective. 
La demonstration de (ii) est analogue en plus simple : soit E une extension composEe 

de L e t  de K'  et soit r une valuation de E prolongeant co'. On a 

(2 his) 

(S his) 

d'ofl 

(6 bis) 

f( o"ho') >= 

= 

[E :  K']  > e(ca"/o~')f(o~"/co') > e(c%lco)f(r > [L :  K) > [E : K'] ,  

et ces inEgalitEs sont toutes des EgalitEs. La derni~re Egalit~ de (6 bis) donne la dis- 
jonction linEaire de L e t  de K',  la premiere EgalitE de (6 bis) montre que E est une 
extension admissible de K',  compte tenu de ce que, si r n'est pas discrete, l'EgalitE (3 bis) 
donne e(co"/oJ) ---- I. Enfin, la derni~re assertion rEsulte aussit6t de 1.6. I d), compte 
tenu de l'Egalit6 (2 bis). 

Remarque. - -  Dans la demonstration de (i), l'hypothEse que L e s t  galoisienne a 
servi uniquement ?~ montrer que l'opEration de restriction dEfinit une bijection de 
G a l ( O / L ) \ G a l ( ~ / K ) / G a l ( ~ / K ' )  sur Gal(L tn K ' /K) .  Elle peut ~tre remplacEe par 

route autre condition entra~nant cette conclusion, par exemple que K'  est galoisienne. 

x . 6 .  9 .  - -  Nous utilisons surtout 1 .6 .8  dans les cas suivants : 

a) Le corps rEsiduel de K est fini. Soit L une extension admissible de K;  posons 
q = C a r d K  et q r =  C a r d L .  II existe alors une extension Etale K'  de K telle que 

K'  soit infini et linEairement disjoint de L sur K, ce qui permet d 'appliquer i .  6 .8  (ii). 
I1 suffit d'utiliser i .6 .5  en prenant pour extension k' de K l a  reunion des corps des 
racines de l'unitd d 'ordre qP"-- I, off p est un nombre premier ne divisant p a s f  et off 

n ddcrit l 'ensemble des entiers > i. 
b) On prend pour K'  l'hensglisd hK de K (i.e. le corps des fractions de l'hensdlisE h0 

de 0, muni de la valuation d 'anneau b0; pour la notion d'hensdlisation, voir [EGA] 

IV, w I8 ou [NB] AC VI, w 8, exer. 14, p. I93), ou le compladK, de K : c'est une extension 
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non ramifi6e de K (pour sa valuat ion canonique) ,  de corps r6siduel K et, pour  toute 
extension admissible L de K, on a L c~ K '  ---- K, puisque L c~ K '  est une extension 

admissible de K de degr~ r6siduel et d ' indice de ramificat ion 6gaux ~ I. Les condit ions 
de I. 6 . 8  (ii) sont satisfaites. 

c) Supposons K hensr (on peut  s 'y ramener  grace k b)). Soit L une extension 
galoisienne admissible de K et L6t la sous-extension 6tale maximale  (i . 6 . 7  b)). Prenons 
pour  K '  un  hens~lisr strict h'K de K contenant  L6t , i.e. une extension 6tale maximale  
de L~t , extension qui  est unique ~ isomorphisme pr6s. O n  a alors K '  t~ L = L6t , le 
corps r6siduel de K '  est une cl6ture s~parable de L6t et est donc l indairement disjoint 

de I_, sur L n K' ,  puisque L e s t  radiciel sur L6t. O n  peut  donc appl iquer  x. 6 .8  (i). 

I "7" S c h e m a s  ~ t o f f 6 s .  

O n  garde les notat ions de 1.6. De plus, si Y- est un  O-schdma, on note ~ sa fibre 

ferm6e Y-2. 

x. 7. x. Ddfinition. - -  Un O-scMma Y- est dit 6toff6 s'il est plat et si, pour tout O-schgma 2~, 
tout K-morphisme u de Y-K clans ~)K tel que u(y-(O)) C~.)(O) se prolonge en un O-morphisme 
de t dans ~.  

Rappelons  que  ce pro longement  est alors unique puisque Y- est plat  ( I .  2 .4)  et 
qu ' i l  existe si et seulement  si u*(O[Y])C O[Y-]. Par  suite, Y- est 6toff6 si et seulement 

si il satisfait k la condi t ion suivante : 

(ET) O[Y-] = { f e  K[Y-] [f(y-(O)) C O}. 

x . 7 . 2 .  - -  En prat ique,  les deux condit ions suivantes seront r6alisdes : 

( E T I )  Pour tout f e K [ y - ] ,  f r il existe a e O  tel que afe@[y-] et que 
bf  r O[3E] pour tout b e K avec o~(b) < co(a) 
(aut rement  dit inf{t e c0(K • ] a f e  O[Y-] pour  co(a) = t} e o~(K• 

(ET 2) L'image canonique de Y.(O) darts Y-(Y() est dense dans -~ (1). 
Mont rons  que  les conditions (ET I) et (ET 2) entra~nent (ET).  Soit f E K[3E] telle 

que  f ( Y - ( 0 ) ) C O  et supposons que  f r  O[Y-]. Pour  a e O comme dans (ET I) on a 
a e m, af(y-(O)) C m mais a f r  m~[y-] ; par  suite, l ' image canonique  de af  dans K[Y-] 
n'est pas nulle, mais s 'annule sur l ' image canonique  de Y-(0) dans Y-(K), ce qui  

contredi t  (ET 2). 

x .7 .  3. - -  a) (ET I) est satisfaite dans chacun  des cas suivants : 

al) co est discrkte; 
a2) @[Y-] est un  O-module l ibre; 

(1) Au sens schdmatique : ~ est le plus petit sous-schdma fermd de ~ dont l'espace sous-jacent contient l'image 
de ~(~); cela implique que ~ est rdduit. 
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a3) il existe un recouvrement fini de 3; par des ouverts affines 3s satisfaisant 

(ET I). En effet, si f t K [ 3 s  on a 

inf{k t o~(K x) [ a f t  0[3;] pour co(a) = k} 

= infinf{k t co(K • [ a f t  013;~] pour o~(a) ---- k}. 

b) On sait que (ET ~) est satisfaite si 3; est lisse et 0 strictement hensaien (i.e. hens61ien 

corps r&iduel s6parablement clos). 
c) Par suite, si co est discrete et K strictement hensaien, tout O-schdma lisse est dtoffd. 
d) Si 3; est r6union d'ouverts affines &off&, alors 3s est 6toff6. 
e) Supposons K infini et soit M un O-module libre de type fini. Tout ouvert 3; du 

O-schdma ~OI associg ~ M est un O-schdma dtoffd. Vu d), il suffit de montrer que tout ouvert 
sp6cial 3; satisfait ~ (ET I) et (ET 2). Or, on a 0[3;] = 0 [Xt ,  . . . ,  Xn] [d- t ] ,  off les X~ 
sont des ind6termindes et off d ~ 0 [ X z ,  . . . , X , ] .  Si d t m [ X x ,  . . . , X , ] ,  on a 
0[3s ----- K[3;] et il n 'y a rien ~t ddmontrer. Supposons d ~ m[Xt ,  . . . ,  X,] .  L' image 

canonique d de d dans K[Xt ,  . . . ,  Xn] n'est pas nulle et 

K[3s = K[Xa,  . . . ,  X,] [d--~]. 

Pour f t  K[X1, . . . ,  X,] et k t N ,  la relation arid ~ t 0[3s dquivaut 

a f t  0[X1, . . . ,  X,] ; 

en effet, si ~ est la valuation de K ( X t ,  . . . ,  X,) prolongeant co et telle que ~(X~) ----- o 
pour tout i (of. [NB] AC VI, w IO, prop. 2, p. i6 i ) ,  on a ~(d) ---- o et chacune des 

deux relations pr&~dentes ~quivaut ~t "~(af) > o. La condition (ET I) en rdsulte 

aussit6t (m~me si K est fini, d'ailleurs). 
D'autre  part, ~ est l 'ouvert sp6cial de K'~ d6fini par  d. Comme K. est infini, 

3s est dense dans ~ ;  mais l 'application canonique 3s -+ 3;(K) est surjective, 

&off (ET 2). 
f )  Soit X un K-schdma et soit P une pattie de X(K) ,  ~< born6e , en ce sens que, 

pour toute f t K [ X ] ,  on a infc0(f(x))  > - -  oo. Posons d v = { f t K [ X ]  I f (P)  C0}  
x t P  

et 3s ~-- Spec a~r Alors P C Xv(O) et 3;1, est un 0-schema 6toff6 de fibre g~n6rique X. 

R&iproquement ,  si 3; est un O-schdma &off6 de fibre gdn&ique X, alors P ---- 3s 

est born& et on a 3;=3s 

I .  7.'1. - -  Soit 3s un 0-schdma plat satisfaisant ~ (ET i) et soit ~ un ouvert affine 

de 3s tel que ~ soit dense dans ~ (p. ex. un voisinage ouvert  affine de la section unit6 

lorsque 3; est un 0-schdma en groupes connexe). Alors 

r163 = K[3;] c~ r  

Soit en effet f t K[3;], f 6 d~[3;] et f t G[II] (autrement dit, la restriction de f ~ lIi~ 

se prolonge k 1I), et soit a t 0 satisfaisant ~ (ET i). Alors o~(a) > o, a fes t  nulle sur 1~ 

donc sur :E; par  suite a f t  m013;], ce qui contredit la minimalit6 de o~(a). 
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I " 7 " 5 "  - -  Soit K '  une extension de K,  munie  d 'une  valuat ion prolongeant  % 

non ramifi6e. Si 3Z' est un  O'-sch6ma plat  satisfaisant k (ET i) pour K' ,  alors ~ '  consid6r6 
comme ~9-sch6ma satisfait aussi ~ (ET i).  Si de plus K '  est 6tale (I .6 .2)  et si 3Z est un  

0-schfima plat satisfaisant ~ (ET i),  alors ~ ,  satisfait ~ (ET x) pour  K '  : il suffit pour  
le voir de remarquer  qu ' i l  existe une famille (e~) d'616ments de 0'  formant  une base 

de 0' sur 0 et de K '  sur K,  et dont  les images canoniques forment  une base de K '  sur K.  

x. 7 .6 .  Proposition. - -  Soit h,O un hensglis~ strict de ~9 et soit Y. un O-schgma lisse satis- 

faisant ~ (ET I). Alors 

Si ~ est un ~-schgma et u un K-morphisme de Y.K dans ~K, alors use prolonge en un O-morphisme 

de 3~ dans ~ si et seulement si u(~(hs0))C~(h'O).  

On  raisonne comme en i .  7.2.  
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2.  x. D 6 c o m p o s i t i o n  d u  g r o u p e  l l n ~ a i r e  g 6 n ~ r a l .  

I l l ,  I .  I. - -  Soient (Mi) 1 _< i_<n des A-modules projectifs de type fini et soit M la somme 
directe des M i. On pose t~ 0 = 2 ( M i , M i )  (pour I < i, j <  n) : c'est un A-sch6ma 
en groupes lisse, d'alg~bre affine Sym(tMi | Mj). Le sch6ma en alg6bres ~ = ~(M, M) 

s'identifie de mani6re dvidente ~ .l~.t~ij, le produit dans t~ se traduisant par le produit 
%3 

<< matriciel >> (gij). (h l j )=  (Egikhk~). Par cette identifcation, le schdma en groupes 
k 

II(5~(Mi) C IIt~, s'identifie ~ un sous-sch~ma en groupes ferm6 ~ de (5~(M) (<< groupe 
des matrices diagonales >>). 

2 . x . 2 .  - -  Posons |  l i < i 4 = j < = n } ,  |  e |  et 
|  e |  Une partie ~F de | est dite close si ( i , j ) e W  et ( j , k ) ~  
impliquent (i, k) e uF. 

I1 est imm6diat que le morphisme x ~ I + x est un automorphisme de sch6ma 
de E et que sa restriction k t~ij (pour (i, j )  e | est un isomorphisme de sch6mas en 
groupes de ~ii sur un sous-sch6ma en groupes ferm6 de (5~(M), que nous noterons $ii. 

~.x.  3. Proposition. - -  Soit ~F une partie close de 0+ (resp. 0 - ) .  

(i) L'image de II ~ par l'automorphisme x ~, I + x de ~ est un sous-schgma en 

groupes ferm~ de (5~(M), que l'on notera fBv. 
(ii) Le morphisme produit de (51~(M) d/finit une immersion fermge de ~ • fB,r sur u n  

sous-sch/ma en groupes fermd (not/~fB,r) de (5t~(M), produit semi,direct de ~ par $,i,. 
(iii) Soit ( i , j )  ~0+  (resp. | tel que ( i , j ) r  et que ( j , k )  ~ implique 

(i, k) ~ ~F. Alors ~ '  = �9 ~ { (i, j )  } est close et $,r, est produit semi-direct de $ii par Sve. 

(iv) Le morphisme produit II f3~j ~ fB,r est un isomorphisme de sch/mas quelque 
soit l'ordre mis sur ~ .  (~'~) ~ 

D6montrons (i) : il suffit de v6rifier que pour toute A-alg6bre R, ~3,v(R) est un 
sous-groupe de GL(R | M), ce qui r6sulte d 'un calcul matriciel imm6diat. De m~me, 
soit ~ le sous-schdma ferm6 de 152(M) intersection de (5~(M) avec le ferm6 

II  ~ j  • ~ de 1~; un calcul matriciel simple montre que X(R) est un sous- 

groupe de GL(R | M) produit semi-direct de ~)(R) par 2~,r(R), d'ofl (ii). Sous les 
hypoth6ses de (iii), on v6rifie aussit6t que ~ '  est close et (iii) rdsulte 1~ encore d 'un 
calcul matriciel simple dans GL(R | M). 
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Enfin, d6montrons  (iv) : il suffit de mont re r  que  p o u r  toute  A-alg~bre R,  l 'appli-  

cat ion produi t  I I ~ i i ( R ) - + ~ B , r ( R )  est bijective quel  que  soit l 'o rdre  des facteurs. 

Commen~ons  pa r  o rdonne r  W en num6ro tan t  ses 616ments a 1 = (it, Jl) ,  - . . ,  % = (ira, jm) 

de telle sorte que  i ' appl ica t ion k ~ j ~ -  i k (resp. i k - - Jk)  soit croissante. Pour  

o - r _< m, posons T ,  = {a t+ t ,  . . . ,  % } ;  on  v6rifie aussit6t que  c'est une  par t ie  close. 

Posons alors H r = ~ . , ( R )  (I < r-< m) et K r = ~ , r , ( R )  ( o <  r <  m). Des ealculs 

matriciels que  nous laissons au lecteur  mon t ren t  que  

I) Le  g roupe  des commuta t eu r s  (Hr,  H,)  est con tenu  dans K r pour  I < r , s  < m; 

2) H r c~ K r = { I } pour  I -< r < m; 

3) K r = H r + t . K , + ~  pour  o-< r-< m - -  i. 

L 'asser t ion (iv) r6sulte alors du l emme suivant : 

2. x. 4. Lemme.  - -  Soit K 0 un groupe et soient H r et K r des sous-groupes de K 0 (pour 
I < r <  m). On suppose que K o D K I D  . . . D K , , = { I }  et que les conditions i ) ,  2) et 3) 

ci-dessus sont satisfaites. Alors, pour toute permutation ~ de { I, . . . ,  m}, l'application produit 

Ho(ll X . .  �9 • Ho(m) -+ K0 est bijective. 
Procddons pa r  induct ion  sur m, le l emme 6tant 6vident  pour  m = I. V u  3), on a 

K0 = H 1 . . .  H, ,  et il rdsulte alors de I) que  Hm est central .  Soit p la project ion 

canonique  de K 0 sur K 0 = K 0 / H  m. Posons K ' r = P ( K r )  et H ' r = p ( H r )  pour  

I -< r $ m -  I.  O n  constate aussit6t que  toutes les condit ions du  lemme restent  satis- 

fakes avec m, K ,  et H r remplacds pa r  m - -  I, K', et H~. Soit alors k e K 0. V u  l 'hypo-  

th~se de rdcurrence  et compte  tenu de ce que, d 'apr$s 2) et 3), P e s t  une  bijection de H r 

sur H~, il existe, pou r  I - < _ j <  m e t  z ( j )  # m, un  un ique  6Mment vjeHo(j/  t e l q u e  

p(k) = p ( w )  avec w = I I  vj. Posons alors Vo-llm ) =  kw -1  : c 'est  l ' un ique  616ment 
i < j < m  
+(j) * m 

de H,,  tel que  k = Vo_+Ir~IW. Mais c o m m e  H,,  est central ,  on a aussi 

k =  1-I vj avec v seH+lj ) .  
l~_<j<~m 

Rdciproquement ,  cette re la t ion ent ra lne  p(k) = p(t<l-I___,@, d'ofi  l 'unicit6 des v~. 

at+i) * m 

o . x . 5 .  Proposit ion.  - -  Posons YB + = ~Bo• Il  existe un (l(ment d dans l'alg~bre affne 

de (59~(M) tel que d(i)  = i e t  que le morphisme produit ddfinisse un isomorphisme de scMmas 

de 2)-  • ~ • ~B + sur l'ouvert ffi~(M)a form(  des points de ffi~(M) o~ d est inversible. 

Pour  i_< r <  n, posons M ( r l =  ~ M+ et s o i t p r l a  project ion de M s u r  M (rl 
l ~ i ~ r  

parall61ement ~ ~ M+. Si R e s t  une  A-a!g6bre et si g e E n d ( R @  M),  on  note  g(r) 
i > r  

la restriction k M Ir/ de (I |  : matr ic ie l lement ,  si g = (glj)t<=+.j<=, avec 

glj e ~ q ( R ) ,  on a girl = (gij)l__<+,j__<,- Posons dr(g ) = d e t g  Cr) e R .  Faisant  var ier  R, 
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on obtient ainsi un  61dment de l 'alg~bre affine de ffi~(1V[) notd d r et nous aUons d6montrer  

la proposition en prenant  

d = n d , .  

On a bien d(I) = I. I1 s'agit done de mont rer  que, quelle que soit R,  l 'applicat ion 

produi t  est une bijection de ~ - ( R )  • ~)(R) • ~ + ( R )  sur l 'ensemble des g E E n d ( R |  M) 
tels que d(g) soit inversible dans R. Aut rement  dit, il s 'agit de mont re r  que, 

si l 'on consid~re des matrices g = (&~), u = (u~j), z = (z~j) et v = (vii), avec 

gi~, u~i, zq, v 0 ~ H o m ( R  | Mj,  R @ M~), et si l 'on consid~re les conditions 

( I ) u~j = o pour i ~ j ,  v~j = o pour i > j ,  ui~ = vii = I, 

zij = o pour i + j e t  zil est inversible ; 

(2) d,(g) est inversible. 

Alors les assertions suivantes sont vraies : 

a) Si (I) est satisfaite pour I < i, j < n e t  si g = uzv, alors (2) est satisfaite pour 

b) Si (2) est satisfaite pour I < r < n, alors il existe un triple et un seul de matrices (u, z, v) 

satisfaisant ~ (I)  pour I < i, j < n et tel que g = uzv. 

Si (i) est satisfaite pour  I < i , j  < n, on voit aussit6t que, posant g = uzv, on a 

(3) g(') = ul~lzlrlv It) pour  I < r < n, 

d'ofl dr(g ) = det z I'l = 1-[ det zii, ce qui d6montre  a).  

Ddmontrons b) par  r fcurrence  sur n, les c a s n  = o ou I &ant  6vidents. Si (2) 

est vraie, il existe par  hypoth&e de r&urrence  un triple unique de matrices u' = (u~), 

z ' =  (z'~) et v ' =  (v'~) satisfaisant ~ (i) pour  I < i, j <  n - -  I et telles que 

g(-- ~) = u' z' v'. Soient u", z",  v" les endomorphismes de R | M 6gaux respectivement 
u', z', v' sur R |  et ~ l ' identit6 sur R |  M , .  Qui t te  ~ remplacer  g 

par  u " - ~ g v " - ~ z  ' ' -~ ,  on voit qu 'on  peut,  compte  tenu de (3), supposer que g / - -~  

est l ' identit6 sur R |  M/"-~l. I1 existe alors u ~ H o m ( R |  M I"-~/, R |  M,) ,  

v E H o m ( R | 1 7 4  ("-~)) et z E H o m ( R | 1 7 4  t e l s q u e  

:) 
et la relation 

entralne l 'existence et l 'unicitd des matrices cherchdes, compte tenu de ce qu'elle 

implique d e t ( z -  uv) = det g = dn(g ). 
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2. 1.6. - -  Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit S u n  tore 
ddfini et d~ploy6 sur K du groupe algdbrique GL(V). Soit M un sous-A-module projectif 
de V (automatiquement de type fini) tel que l'application canonique de K | M dans V 
soit un isomorphisme. On suppose que le A-schEma en groupes canonique ~ prolon- 
geant S (I .  2. I I) opkre sur 1V[ (cf. 1.4.6).  On choisit un ordre total compatible avec 
l 'addition sur le groupe des caractEres X*(S). Soient 0tl, . . . ,  ~ les poids de S dans V, 
ranges par ordre croissant, et soit V~ le sous-espace de V de poids ~i sous S. Alors M 
est somme directe des M i ---- M n V~ ([DG], p. 177 ) et l 'on peut appliquer les rdsultats 
prEcEdents. Notons que Vi = K M  i. 

Comme les caractEres ~ 1 , - . - ,  a~ engendrent X*(S), ils engendrent avec leurs 
inverses l'algEbre affine de ~ et l'opdration de ~ dans M est fidEle : elle permet d'iden- 
tifier ~ k un sous-schdma en groupes fermd lisse de ffi~(M) ( i .4 .5 ) .  

On sait que Lie GL(V) s'identifie ~t End V _ ~ Hom(Vi,  V~), la representation 

adjointe dtant donnde par ad g . x  ~ g x g - i .  Les racines de GL(V) suivant S sont donc 
les caractEres ~ - - a j  pour i + j .  Soit q~ le systEme de rayons radiciels de GL(V) 
suivant S (1.1.2) (rappelons que c'est l 'ensemble des demi-droites ouvertes de X*(S) | I t  
qui contiennent une racine), et soit q~+ (resp. q~-) l'ensemble des rayons radiciels positifs 
(resp. ndgatifs) pour l 'ordre choisi. 

Pour a e ~, l'ensemble | des couples (i,j) tels que ~ --  ~ ~ a est dvidemment 
clos et contenu soit dans @+ soit dans @-. On peut donc considdrer le sous-A-schdma 
en groupes fermd ~ = ~o~ de (fi~(M) (~. 1.3). Plus gdndralement, pour toute partie 
close tF C q~+, l'ensemble | reunion des 0~ pour a ~ tF est c loset  contenu dans |177 ; 
on posera ~,r = ~O,r" On a vu (~. i .3) que l'application produit est un isomorphisme 

de schemas de I I  ~ sur ~3~- quel que soit l 'ordre des facteurs. 

D'autre part, il est immddiat que le sous-groupe radiciel Va de GL(V) associd 
a~q~ (1.1.3) est formd des <<matrices)) (g#) telles que g i i=  I pour I < i_< n 

et g i ~ = o  si 0~i--0qCa. I1 en rdsulte (vu ~ . I .3 )  que pour tout a~q~ e tp lus  gdnd- 
ralement pour toute partie close ~ C  q~• on a 

v |  = = 

Enfin, le centralisateur de S dans GL(V) est le groupe des << matrices diagonales ~) 

D-----{(g~i) EGL(V) l g ~ j = o  pour i • j } .  

D'une maniEre gdndrale, si H est une partie fermde de GL(V), nous noterons 
son adherence schdmatique dans ffi~(M) (1.2.6) : c'est un sous-A-schdma fermd de ~ ( tV[ )  
(donc automatiquement de type fini) et sa fibre gdndrique -~K s'identifie ~ H. Si H est 
un sous-groupe fermd, ddfini sur K, et si Y-'A est plat, alors ~ est un sous-schdma en groupes 
de ff~(1V[) ( I .2 .7 ) .  Inversement, si ~ '  est un sous-schdma fermd plat (ou simplement 
sans torsion) de ~5~(iV[) tel que ~- - - - -H,  alors 9 ' - - - - ~  ( i .2 .6 ) .  Les notations ~ ,  
~ ,  ~,i,, ~3 sont conformes ~ cette convention gdndrale puisqu'elles ddsignent des sous- 
schemas plats de ~ ( M )  de fibre gdndrique S, Va, etc. respectivement. 
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2. ~. D 6 c o m p o s i t i o n  d'un groupe  l in~aire .  

o. o. x. - -  On conserve les hypothbses et notations de 2. I. 5 et l 'on donne de plus 
un sous-groupe fermd connexe G de GL(V) ddfini sur K, contenant le tore dfiploy6 S. 
On note �9 le syst~me de rayons radiciels de G suivant S (I.  1.2), ~ +  (resp. ~ - )  
l'ensemble des rayons radiciels positifs (resp. n~gatifs) pour l 'ordre choisi sur X'(S). 
D'une mani~re g~n~rale, on reprend les notations de I. I, notamment  Z, U~, U~v, etc. 

2. ~'. ~.. - -  Dans toute la suite du w 2, nous supposons que les adhdrences schdmatiques 3 
et ~ de Z et des U~ (pour a e ~)  sont des sous-schgmas plats de ffi~(M) et sont done des sous- 

schgmas en groupes. Notons qu'il revient au m~me de dire qu'il existe des A-schdmas en 
groupes plats 3 et ~Ia (pour a e ~ )  tels que 3 ~ z = Z  et ( ~ ) i ~ = U a  et tels que 
l'injection de Z (resp. U~) se prolonge en une immersion ferm6e de 3 (resp. lI~) dans 
ffi~(M). Cette hypoth~se est automatiquement satisfaite lorsque l 'anneau A est priifgrien, 
les adh6rences sch6matiques 6tant sans torsion ( i .  2.6). Pour les diff6rentes d6finitions 
6quivalentes d 'un anneau prfif6rien, voir ~[NB] AC VII ,  w 2, exer. 12, p. 93); une de 
ces d6finitions est que pour tout id6al premier p de A, l 'anneau local A~ est un anneau 
de valuation; une autre, que tout A-module sans torsion de type fini est projectif, 
condition qui entraine imm6diatement qu 'un A-module sans torsion est plat. Tout anneau 
de valuation est prfiffrien. Un  anneau est un anneau de Dedekind si et seulement si 
il est prfifdrien et noeth~rien. 

Remarquons que $ est un sous-sch6ma ferm6 de 3 puisque Z 3 S. 

2 .2 .3 .  Th~or~me. --- (i) Soit tF C ~ +  une partie close. L'adMrence schgmatique 1Lr 
de U,r dans ffi~(M) est un sous,schgma en groupes fermd plat de ffi~(M) et le morphisme produit 
I I  1I~ ~ lI,r est un isomorphisme de A-schdmas quel que soit l'ordre mis sur iF. 

a E ~  

(ii) Soit tF comme dam (i); l'adMrence sch(matique 3 ~ , r  de ZU,r dans ff~2(M) est un 
sous-schdma en groupes fermd plat de ffi~(M), produit semi-direct de 3 par g , r .  

(iii) Le morphisme produit ddfinit un isomorphisme de A-scMmas de l I |215 3 • ~| 
sur un ouvert ~ de l'adh(rence schgmatique (~ de G, dense dans (~, et il ex i s t ed  ~ A[N] non nul 

tel que ~ soit l'ouvert spdcial (~a. De plus, (~ est l'adhdrence schdmatique de ~. 

Comme Lie G est une sous-alg~bre de Lie de Lie GL(V), les racines de G suivant S 
sont des racines de GL(V) suivant S e t  ~ C %  &off tFC$+.  Par suite II  1I a est 

a ~ ' F  
un sous-sch6ma ferm6 de ~+  = II ~a (2.1.3 (i)), plat puisque les ~a le sont. Mais 

( I I  ~'[a)K = 1-I U a = UI F est un sous-groupe ferm6, ddfini sur K, de G done de GL(V), 
aff~F a~7:  

et (i) r6sulte de 1.2.6 et 1.2.7. 

De m~me, le morphisme produit identifie 3 • ~,r h u n  sous-sch6ma fermd 
plat 3~ , r  de ~32~ + et (3~,r)K = ZU,r est un sous-groupe ferm~ de GL(V), d6fini sur K, 
d'ofl (ii) compte tenu d 'une part de 2 . I .  3 (ii), d 'autre part de 1 .2 .6  et 1.2. 7. 
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Enfin soit d e A [ ( f s  satisfaisant ~t 2 . i .  5. Posons l i•  = H |  V u  (i), 

R -  • ,3 • li+ est un  sous-schdma ferm6 plat  de ~3- • ~3 • ~3 +, le morphisme produi t  
ddfinit un isomorphisme de schdmas de H -  • 3 • H+ sur un sous-schdma ferm6 plat  
de l 'ouvert  (is et ~ est un sous-sch6ma de ( i ~ ( M ) .  Soit (f '  l 'adhdrence seh~matique 
de ~ dans ( f s  : nous aIlons mont re r  que  ( i  = (i ' .  En  effet, comme  ~ est plat  et 

que  (~KCG = (ilK, o n a  (~C(i ( I . 2 . 5 )  (x), d'ofl (i'C(f. Inversement ,  ~K : U - Z U +  
est un ouver t  dense de G (I .  I.  9), &off (f~:D G e t  (f '  D (f. Par  suite, ff est un  sous-schdma 

ouvert de (i, dense clans (i  ( I .  2 .6) .  O n  a done = n = I(fl n ( fs  
et ~ est le sous-sch6ma ouver t  (fa de (f, en notant  encore d 1'image canonique  de d 
dans A[( i ] ,  qui  n'est  pas nulle puisque d(x) = I. Ceci ach~ve la d6monstrat ion.  

~,. 2.4" Scholie. - -  Supposons que ( i  soit plat. Alors (i  est un sous-scMma en groupes fermd 

de (fiE(M), de type fini, de fibre gdngrique G, contenant 3 et les Ra comme sous-schdmas en groupes 
fermds et possgdant un voisinage ouvert ~ de la section unitd isomorphe par le morphisme produit 

a 1-I  :,,x3x II  t o. 
aE@- aE@ + 

Qu e  (i  soit un  sous-schdma en groupes r6sulte de i .  2 .7  et que  (i  soit de type fini 

est 6vident puisque ( i s  l'est. 

Notons  que,  puisque (i  est sans torsion, il est au toma t iquemen t  plat  d6s que  

l ' anneau A est prtiffrien. 

2 . 2 . 5  o Corollaire. - -  Supposons que 3 et les Ha soient lisses et que (f  soit plat. Alors 

(i) les scMmas H,r, 3H,r  (pour tF C ~ •  close) et (i  sont lisses; 

(ii) la composante neutre (rio du schdma en groupes ( i  est un sous-scMma en groupes ouvert lisse de ( i  ; 

(iii) si A est un anneau de valuation de hauteur I ou un anneau de De&kind, alors (fo est ajfine. 

I1 est clair que  1Lr et ,3 l ie  sont lisses. Par  suite (i  est lisse au voisinage de la section 
unit6 et ses fibres sont lisses ( [DG],  p. 238). De  plus (i  est plat  de type fini, done de 

prdsentat ion finie ([26], cor. 3 . 4 . 7 ) ,  done lisse. D'ofl (i) et (ii) ( [SGAD],  Exp. VIB, 

th. 3. IO). 
Ddmontrons  (iii). Compte  tenu de ce que  la fibre gdndrique G de (i  est connexe, 

le schema (f0 s 'obtient  h part i r  de (i  en lui ret irant  des parties ouvertes et fermdes de 
fibres fermdes de (i,  en n o m b r e  fini : c'est dvident si A est un  anneau  de valuat ion de 
hau teur  i ; si A est un anneau  de Dedekind,  done noeth~rien, alors (f est de prdsentat ion 
finie, l 'ensemble des s E Spec A tels que  la fibre (fs soit connexe est un voisinage du 
point  gdndrique de Spec A ([EGA] IV, prop.  9 . 7 . 8 ) ,  dont  le compl6mentai re  se compose 
d ' un  nombre  fini de points ferm6s. L'assert ion (iii) rdsulte done du  l emme suivant : 

(1) La relation ~E C ~ entre sous-sch6mas d'un sch6ma 3 signifie que l'injection canonique ~--~ 3 se 
factorise ~t travers ~.  Plus loin, la notation I t l  d6signe l'espace topologique sous-jacent ~ ~. 
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at. at. 6. Lemme.  - -  Faisons l'une des deux hypothOses suivantes : 

a) A est un anneau de valuation de hauteur r; 
b) A est un anneau de De&kind. 

Soit Y. un A-scMma affne plat. Soit sun  point ferm~ de Spec A et soit Y une partie ouverte 
et f i rm& de la fibre 3~ = X .  Le sous-schgma ouvert Y. - -  Y est affne. 

Notons co la valuat ion de A dans le cas a), celle de A 8 dans le cas b), et 

soit k le corps rdsiduel de A 8. Posons d = A[3~], et, pour  tout  x ~X,  notons v, 

l ' appl ica t ion canon ique  de d dans l ' anneau  local ~ et aussi son extension canonique  

I | 1 7 4 1 7 4  (rappelons que  d (resp. ~r est plat  sur A et s ' identifie 

~ s o n  image canonique  dans K Q d  (resp. K |  C o m m e  k[X]  = k Q d  est 

le produi t  direct  de k[Y] et de k [ X - - Y ] ,  il existe f e ~ r  telle que  f ( x )  = o si 

x E X - -  Y e t  f ( y )  = I s i y  ~ Y. En  consid6rant  un  r ecouvremen t  de X pa r  des ouverts 

affines contenus  soit dans l 'ouver t  3C - -  Y, soit dans l 'ouver t  3~ - -  (X - -  Y), on  volt 

qu ' i l  existe des ouverts  affines 111, . . . ,  R ,  de ~ tels que  X - -  Y = (1I 1 ~3 . . .  u 1I,) n X.  

Puisque f ( x )  ----- o pou r  tout  x e lIi n X = ( l I i ) , ,  l ' image canonique  de f dans A[li j]  

appar t i en t  h sA[lIj] et il existe %. ~ K tel que  r  o et que  v,(o~jf) e dd, pour  

tout  x ~ (lIj),.  Prenons 0~ ~ K  tel que  o~(~) ----- sup ~o(aj) et que  a e A t  pour  tout  

t e Spec A, t 4= s : l 'existence d ' u n  tel 0~ est 6vidente dans le cas a) et r6sulte de [NB] 

A C V I I , w  prop.  2 d a n s l e c a s b ) . O n a a l o r s  c o ( ~ ) < o  et v,(~f) e ~  pour  I ~ < j < n  

et x ~ lIj. 

Posons ~ - - - - ~ r 1 7 4 1 6 2  et mont rons  que  3 ~ - - Y - - - - - S p e c ~ ,  ou plus 

pr6cis6ment que  le morphisme i : Spec ~ ~ X d6fini pa r  l ' inclusion i* : ,~r -+ ~ est 

une immers ion ouver te  d ' image  2E-- Y. C o m m e  A t |  = A , |  pour  tout  

t ~ Spec A, t 4: s, il est clair  que  la restr ict ion de i ~ l 'ouver t  image r6ciproque de 

Spec A -  {s} est un  isomorphisme sur 3 ~ -  X.  Reste ~ mon t r e r  que  la restriction 

de i k (Spec ~)8  est un  isomorphisme sur X - -  Y. Soit tout  d ' a b o r d  x' ~ (Spec 9~),. 

Posons x = - i ( x ' )  = x ~ d i e X .  O n  a , ~ C ~ , C K |  et x , ~ = x ' ~ , , c ~ .  
Par  suite x n ' appa r t i en t  pas ~ Y car  vv ( f )  r p o u r  tou t  y e Y (puisque f ( y )  = I), 

alors que  v , ( f )  = , t - t v , (~ f )  ~ x ' ~ , , .  O n  a donc mont r6  que  i ( ( S p e c S ~ ) , ) C X -  Y. 

Inversement ,  soit x ~ X - - Y .  I1 existe j tel que  x e ~ I i ,  &off v , ( ~ ) C . ~ , .  

Soit x' l ' image r~ciproque de x,~, pa r  l ' h o m o m o r p h i s m e  v , :  ~ - - - ~ .  Alors 

x' e (Spec ~ ) , ,  on  a x = x' n M = i(x') et v, se factorise pa r  un  isomorphisme de ~ , ,  

sur ~ ,  ce qui  p rouve  ~ la fois que  le morph isme  i : (Spec ~ ) ,  ~ X - -  Y est surjectif  

et est un isomorphisme,  et ach6ve donc la ddmonst ra t ion  du  lemme.  

2 . 2 . 7 .  R e m a r q u e .  - -  II ne faudra i t  pas croire que  ~ est toujours  plat ,  ni que  

c'est un  schema en groupes,  m6me si l 'on suppose que  3 et les lI  a sont lisses et que  A 

est noeth6r ien (pour  un  contre-exemple ,  voir  plus loin 3 . 2 . 1 4 ) .  

I1 n 'est  pas vrai  non  plus que  la composan te  neut re  ffi ~ est ndcessairement affine, 

m~me si l 'on suppose que  3 ,  les ~a et ffi sont lisses et que  l ' anneau  A est noeth6rien.  
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o.  o.  8. Corollaire.  - -  Gardons les hypothkses de 2 . 2 . 5  et supposons de plus que les 11o 

sont connexes. Alors C ~ ---- 11-3~ + est un sous-scMma ouvert de ff)o. 

En effet, C ~ est con tenu  dans ~o, et est ouver t  dans C, donc dans ffi. 

o.  2 .9 .  Corollaire.  - -  Gardons les hypotheses de 2 . 2 . 8  et supposons de plus que l'une des 

deux conditions suivantes est satisfaite : 

a) 3 = 3 ( A ) . 3 ~  
b) A est un anneau de valuation de hauteur I o u  un anneau de Dedekind. 

Alors l'image ff)l = 3.if)~ de 3 x ff)o par le morphisme produit est un sous, scMma en 

groupes ouvert tisse de (b, contenant 3 et les 1~ comme sous-scMmas en groupes ferm(s et C comme 

sous-scMma ouvert. Si b) est satisfaite, ff)l est affne. 

La  derniSre assertion rdsulte des autres et du l emme 2 . 2 . 6 .  Si a) est satisfaite, 

on  a ffi 1-~  3 (A) . f f i  ~ et le corollaire est 6vident. Supposons b) satisfaite. C o m m e  la 

fibre g6ndrique de 3 est connexe,  on  voit  co m m e  plus h au t  qu ' i l  existe un  h o m b r e  fini 

de points fermds s t , . . . , s  k de S p e c A  tels que  38 = 3 o pour  s ~ S p e c A  distinct 

des si, d'ofl 

~ l = ~ o u  U 38i'(~~ 
l~_ i~_k  

et pour  mort trcr  que  ffi I e s t  un  sous-schdma en groupes ouver t  dans ffi il suffit de remar -  

quer  que  38i.ffis ~ est, pour  1 < i < k, un  k(sl)-sous-groupe algdbrique ouver t  dans ffisi. 

Les autres assertions du corollaire sont 6videntes. 

2 . 2 .  xo. Proposi t ion (1). __ On suppose que A est noetMrien et que les Ua pour a ~ 

sont lisses et connexes. Soit ~ l'image de C x C dans ffis par le morphisme produit 7: 

de ffiO(M). Alors ~ est ouvert dans ffj etest un sous-scMma en groupes de ffis de fibre ggn(- 

rique G, plat, de presentation finie, non  n6cessairement affine, contenant 3 et les lIa comme 

sous-scMmas en groupes ferm6s et contenant C comme ouvert. 

C o m m e  ~ x ~  est plat  et que  r:(~ K x ~ K )  C G = f f i K ,  on a ~ C f f i  (I . 2 .5 ) .  

L ' image  rdc iproque  F de ~ pa r  n : ~ x ~ - + f f i  est donc  un  ouver t  de C x C  et il 

est immddiat ,  puisque 1 I - 3  et 311 + sont des groupes,  que  

(i) r z ((tl:- x 3  x (11- x 3  
u ( ( { , }  x 3  x 11+) x x 3  x 11+)). 

Soit p ~ Spec A et soit k le corps rdsiduel de l ' anneau  local Ap. C o m m e  en I .  2 .2 ,  

on  se pe rme t t r a  de joue r  le double  j eu  et de consid6rer les fibres en p de A-sch6mas en 

groupes lisses comme  des groupes alg6briques d6finis sur k. En  par t icul ier  la fibre ffis 

s ' identifie au groupe  alg6brique G L ( k |  M).  

(1) Ce r6sultat ne sera pas utilis6 dam la suite de ce travail, sauf en 3.9"4- 
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La fibre P~ de I' au-dessus de p e s t  un ouvert de ~ • ~p, dense dans ~ • ~ : 

en effet, quels que soient u, u' e li~- et z, z' e 3~, l 'ensemble V des (v, v') e l i +  • 11[ + 
tels que ((u, z, v), (u', z', v')) e F~ est un ouvert de 1I + • li+, non vide puisque 
(~, ~ )e  v d'apr~s (i), donc dense dans 1I~ + • 1I + puisque lI + est connexe. 

Soit H~ l'adhfirence de ~ dans GL(k |  M). Comme ~ est ouvert dans (5~, 
a fortiori ~ est ouvert darts Hp. D'autre  part  1-'~ est dense dans H~ • I-Ip et 
n(H~ x H~) C I-I~ puisque par ddfinition n(I'~) C ffp. Autrement dit, H~ est un sous- 

groupe fermg de GL(k | M). Comme ~p e n e s t  un ouvert dense, on a lip = % . %  

(cf. [~], prop. ~.3, p. 87), d'ofl 

(~,) H~ = 5 n (5~(M)~. 

On  a aussi Hp = r = lip+ 3p lip- lip- 3plip+ = li+ Cp et il en r6sulte, puisque 1I + 
est d6fini sur k, que, si k s est une cl6ture sdparable de k, on a 

(3) Hp est la rgunion des a. Ep pour a e li+(k~). 

Soit p la 
les adhdrences 
l 'une et l 'autre 
le changement 
maximal p. 

Montrons maintenant que .~ est ouvert darts (5 et est plat. Pour cela, nous allons faire 
voir que, quitte k localiser et ~ changer de base, on peut recouvrir ~ par des translatds 
de ~ par des sections de ~. Comme A est noethdrien, ~ • ~ et (5 sont de prdsentation 
finie (c'est-~t-dire des A-sch6mas alg6briques au sens de [DG]) et il s'ensuit que .~ est 
une partie constructible de (5 ([DG], cor. 3-9, P. 78) �9 Pour montrer que .~ est un ouvert 
dans (5, il suffit donc, toujours parce que A est noetMrien, de montrer que si x ~ .~ 

et y ~(5 sont tels que x e{y},  alors y E.~ ([DG], cor. 3.4, P. 76) �9 

projection de x dans Spec A. Comme l 'anneau local Ap est plat sur A, 
sch~matiques de G et de ~ • Spec Ap darts GL(Ap | M) coincident 
avec l 'image r6ciproque de (5 dans (sf~(Ap| M) ([DG], p. 56). Faisant 
de base A --~ Ap, on se ram6ne au cas off A est un anneau local d'iddal 

Soit alors 0, l 'anneau local de x dans (5i~(M) et soit A l'henselisd strict de 0, 
(cf. [EGA] IV, w 18.8). Soit x' le point ferm6 de Spec A et soit 0~ le morphisme cano- 

nique Spec A --~ Spec #, : on a e(x') = x. Le corps rdsiduel %" de A est une extension 
s6parablement close du corps r6siduel k de A, 
de k. Vu (3), il existe a ~lI+(ks) tel que x 
de Hensel )) entralne l'existence d 'une section 
telle que ~(x') = a. 

donc contient une cl6ture sdparable k s 
a~v; puisque 1I + est lisse, le , lemme 

E li+(A) de 1[+ au-dessus de Spec 

Faisons alors le changement de base A -+.~. Si 2E (resp. X) est un A-sch6ma 

(resp. un K-scMma), posons ~ = X • (resp. 2~ = X)<sp00rSpec 
avec K = K |  et si f :  3 ~ - ~  est un morphisme de A-sch6mas, posons 

y = f x  id :  ~ -+ ~]. Enfin, soit ~:  ~ ( M )  -+(5t~(M) la premi6re projection. Comme 
.~ est plat sur 0 z et que 0, est plat sur A (puisque (5~(M) est plat), ,~ est plat sur A e t  

on voit comme plus haut que 1~ est l 'adh6rence schdmatique h la fois de ~ et de G dans 
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~ ( M ) .  D'autre part, la translation ~t gauche par la section 8 est un automorphisme 

du schema ( ~ ( M )  et la restriction 8K de 8 ~ Spec g~ appartient ~t II~+(K) C G(K) ; on a 

donc 8. G ~ -8  K.G ~ G et 8 . ~ - ~ .  Comme ~ est ouvert d a n s ~ ,  i l e n  rEsulte que 

8. "~ est ouvert dans ~ .  

Comme A est fid~lement plat sur 0z, le morphisme 0~ est surjeetif. On a x ~{y}, 

done y ~ Spec tP z et il existe y '  ~ Spec ~. tel que 0c(y') -----y; de plus, x' ~{y'} puisque 
le point ferm~ de Spec A appartient ~t l 'adh~renee de n' importe quel point de Spec A. 

Posons x " =  (~t•  = (x,x') et y"----- (0c •  = ( y , y ' ) ;  alors x " ~ 8 . ~ ,  

y " ~  et x " ~ { y " } .  Comme ~ . ~  est ouvert dans ~ ,  il en r~sulte que 

y "  ~ 8 .~  = ~ o (8 • id) (Spee .~ • ~) C ~(~  • ~). 

On en d6duit que 

don, que 9 est ouvert darts ~ .  

De plus, 8 .~  est plat sur Spec .~. Comme c'est un voisinage de x dans 9Y,, il 
en r~sulte que l 'anneau local de x dans 9~ est plat sur A et par descente fid~lement 
plate, que l 'anneau local de x dans 9 est plat sur A. Donc 9 est plat. 

Par suite, 9,  comme ouvert du sous-sch6ma ~ ,  est un sous-sch6ma de ~ s  
qui n 'a  aucune raison d'etre affine. C'est un sous-sch~ma en groupes de ~ s  En 
effet, la restriction k 9 de l'application produit ~ de ~ s  envoie H K x H K dans G, 
donc, puisque 9 est plat, se factorise par un morphisme 9 x 9 --->(~ ( I .2 .5) .  Mais 
on a ensemblistement ~(9  x 9 ) C 9  puisque les fibres de 9 sont des sous-groupes 
(cf. (3)). Comme 9 est ouvert dans ~ ,  il en rdsulte que ~ : 9 x 9 -+ ~ se factorise 

travers 9,  et 9 est bien un sous-schdma en groupe. I1 est de presentation finie, puisque 
ouvert dans ~i qui est de prfisentation finie et noethErien. Enfin, les autres assertions 
de  la proposition sont ~videntes. 

2 . 2 . n .  Remarque.  - -  Si aux hypotheses de 2.2.  x o on ajoute celle que 3 est 
lisse, alors 9 est lisse; si on ajoute celles de 2.2.9,  on a 9 -----~bl. 
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w 3. DONN~ES RADICIELLES SCI~MATIQUES 

On suppose d~sormais que le groupe alg6brique connexe G est rgductif. 

3. x. Donn~es radicielles sch6matiques. 

3. x.x. Ddfinition. - -  Une donnde radicielle schdmatique sur G relativement ~ S 
est la donn6e de A-schgmas en groupes plats de type fini 3 prolongeant Z et 1I~ prolongeant U,  

(pour a e ~ ) ,  satisfaisant aux conditions suivantes : 

(DRS o) l'injection de S dans Z se prolonge en un isomorphisme de ~ sur un sous-schhna 

en groupes fermg de 3 ;  
(DRS 1) soient a, b e@,  b ~ - -  a; pour tout ordre grignotant ( voir 3 . I . 2 )  sur 

~ c ~ ( a + b ) ,  l'application commutateur y~,b:U, x U b - +  II  U c (1.1.8)  se pro- 
e~Ot~(a+b) 

longe en un morphisme de lI~ x l i  b dans H lI~, notg encore y~,b; 
e~'~n(a+b) 

(DRS 2) soit a e ~ ;  l'application (z, u) ~ zuz -~ de Z x U,  dans U ,  se prolonge 

en un morphisme de 3 x lI~ dans lI~; 
(DRS 3) soit a e ~ ;  il existe un voisinage ouvert ~13, de la section unitg dans lI,  x 1I_, 

et un morphisme ~, de ~ ,  dans l I _ ,  x 3 x lI,  tels que le composg de (~,)K avec l'application 
produit de U _ ,  x Z x U,  dans G coincide avec la restriction ~ (~B,)K de l'application produit 

de U,  x U _ ,  dans G (autrement dit, (~B,)KCW, et (~,)K est la restriction de l'application 

notre 9, : W ,  -+ U _ ,  x Z x U ,  en I . I .  1o). 

On dit qu 'une  donn6e radicielle sch6matique (3, (lI,)) en domine une autre 
(3',  (lI'a)) si les applications identiques se prolongent en des morphismes 3 4 3 '  et 
t ~ , ~ t i ' .  (a E,I,). 

Dans toute la suite du w 3, on note ~ = (3, (lI,) ,e~) une donnge radicielle scMmatique 

sur G relativement ~ S. 

3. 1.2. - -  Rappelons que si + est une partie positivement close de ~ ,  un ordre 

grignotant sur + est un ordre total sur + tel que chaque 616ment de + soit extr6mal dans 
l 'ensemble des 616ments de + plus grands que lui, c'est-~-dire soit une g6n6ratrice extr6- 
male du c6ne convexe engendr6 par  les 616merits plus grands que lui (I, 1.3.15)- Si a 
est extr6mal dans +, alors + - - {a}  est positivement close. Si (al, . . . ,  a,) est un ordre 
grignotant sur +, alors (ai, . . . ,  at) est positivement close pour  tout i. 
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3 .  x .  3 .  - -  Le but  de ce paragraphe est de montrer que, moyennant un bon nombre 
d'hypothEses supplEmentaires qui seront progressivement introduites, une donnEe radi- 
cielle schEmatique permet de dEfinir un A-scMma en groupes (5 prolongeant G, contenant 3 
et les 11, comme sous-schdmas en groupes fermgs et tel que, quel que soit le systkme de rayons radiciels 
positifs r + et quels que soient les ordres choisis sur r l'application produit soit un isomorphisme 

de scMmas de ( I I  1I,) • 3 • ( 1-I 11,) sur un ouvert dense de (5 (~ grosse cellule ~). 
a ~ O -  a E ~  + 

Disons tout de suite que ce schema en groupes, lorsqu'il existe, n'est gdnEralement pas 

unique ~ isomorphisme pros (cf. 3.2). 

3" I "t" - -  Pour cela, nous chercherons ~ nous ramener ~ la situation du thdo- 
rEme ~.~.3.  Appelons ~-module le couple formd d 'un A-module M projectif de type 

fini et d 'une representation p de G dans V = K | M tel que 3 et les 1I, opErent sur M 
par p. Disons que le ~-module  (M, p) estfid~le pour 3 (resp. lI,) si de plus le morphisme 
correspondant de 3 (resp. 1I,) dans (52(M) est une immersion fermEe, et que (M, p) 

est fid~le s'il est fidEle pour 3 et pour chacun des 11, (a e ~ ) .  
Si (M, p) est un ~-module  fidEle, alors p est un isomorphisme de G sur un sous- 

groupe dEfini sur K de GL(V).  En effet, Ker dp est stable par S, done est somme de 

ses intersections avec Lie Z et les Lie U, .  Or d 0 est injective sur Lie Z et les Lie U, ,  
d'ofl Ker d 0 = { o}. Par suite, p e s t  separable et Ker p est un sous-groupe fini de G, 
contenu dans le centre de G e t  afortiori dans Z. Comme la restriction de p k Z est une 
immersion, on a Ker p = { I } et p e s t  une immersion. 

Par suite, si nous arrivons ~ construire un ~-module  (M, p) fidEle, nous nous 

trouverons exactement dans les hypotheses du thEorEme 2 .2 .3  (aprEs identification 
de G e t  de p(G)), et ce dernier fournira, au moins si A est pr/ifErien, le A-schEma en 
groupes (5 cherchd. Des choix diffErents de (M, p) peuvent d'ailleurs donner des schemas (5 

non isomorphes (3.2). 

3-x-5.  - -  Remarquons qu'inversement si on se place a priori dans la situation 
du thdorEme 2 .2 .3  (avec G rEductif), alors les schemas 3 et 11, de ce thdorEme forment 
une donnEe radicielle schdmatique : (DRS o) est immediate, (DRS i) (resp. (DRS 2)) 

se dEduit facilement de i .  i .8 et 2 .2 .3  (i) (resp. i .  I .7 et 2 .2 .3  (ii)) et (DRS 3) s'obtient 
partir de I . i .  I O et 2 .2 .3  (iii) en prenant pour ~3, l 'image rEciproque de r par 

l 'application produit de lI~ • l i _ ,  dans (5. 

3 .x .6 .  m En combinant 3. i -4  et 3-1-5,  on voit que si (M, ~) est un N-module 
fidEle pour 3 ,  s ip  est une immersion fermEe permettant &identifier G e t  p(G) et si les 
adherences scMmatiques li~ des Ua dans (5~E(M) sont plates, alors (3, (lI',)) est une 

donnEe radicielle schEmatique dominde par ~ .  

3- x. 7. - -  Une  autre mdthode pour construire le schema (5 cherchE est de construire 

une structure de ~ noyau de groupe >> sur la ~ grosse cellule >> ( I-[ 11.) • 3 • ( II  11.) 
aE,Z ,+ a E O -  
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et d'utiliser le th6or~me d'Artin-Weil ([SGAD], Exp. XVII I )  de plongement d 'un tel 

noyau dans un sch6ma en groupes. Cette m6thode permettrait peut-$tre d'obtenir le 

rdsultat sous des hypothSses plus larges (ce qui d'ailleurs ne nous int~resse que mod~- 

r6ment), mais d 'une part n6cessite des contorsions techniques assez complexes, ne 

serait-ce que dans la d~finition mSme d 'un ~ noyau de groupe >>, d 'autre part  repose 

sur un th~orSme dont les r6dactions existantes ne nous ont pas enti~rement convaincus 

que nous pouvions l'appliquer. 

3 .2 .  U n  e x e m p l e  : le  ca s  d6ploy6 .  

Jusqu'k la fin d u n  ~ 3.2, G est suppos6 d(ployg sur K et S est un tore d6ployd 

maximal de G, d'ofl Z = S. On note �9 le systSme de racines de G suivant S, W le 

groupe de Weyl de G et K 0 le corps premier de K. Ouitte k remplacer G par un groupe 
K-isomorphe, on peut supposer, ce que nous ferons d6sormais, que G et S sont d6finis 

et ddploy~s sur K 0. 

Dans le cas qui nous int6resse vraiment en vue de la suite, celui d 'un anneau A 
de valuation (et, plus gdn6ralement, pour un anneau prfif~rien), les r6sultats que nous 

allons ~tablir seront retrouv6s plus loin, par une autre mdthode, pour un groupe quasi- 

d~ploy6 quelconque (n ~ 3.8). Nous pourrions donc, en principe, faire l'dconomie de 

ce paragraphe, mais il ne nous paratt pas superflu de traiter s~pardment le cas ddployd 

en raison du caract~re plus ~ 61~mentaire >> de la m6thode, et, accessoirement, du fait 

que certains r6sultats sont ais6ment prouv6s pour des anneaux plus g~ndraux. Toutefois, 

nous serons parfois assez brefs quant aux d~monstrations et les calculs de routine seront 
laissds au lecteur. 

3 . 2 . I .  - -  Chaque Ua (a E ~) est muni d 'une structure de droite sur K 0 (I .2. to) 
satisfaisant ~ la condition suivante (qui la caract~rise) : pour toute extension L de K 0 
et tout tore S' d6fini et d6ploy6 sur L maximal normalisant Ua, il existe une racine a' 

de GT. suivant S' et une seule telle que Ua soit le sous-groupe radiciel correspondant 

et, avec ces notations, on a s u s - l =  a'(s) u pour tout u~U~(L) et tout s~S ' (L) .  

Soit K t u n  sous-corps de K. Nous appelons Kl-dpinglage de U a un Kt-isomorphisme 

~)K, -+ Uo (cf. I .2. Io). Pour tout K:dpinglage x a de U~, il existe un K:dpinglage x_ a 
et un seul de U_a,  dit assodd ~ xa, caract6risd par l 'une quelconque des propridtds 6qui- 

valentes suivantes : 

(i) m a ~--- xa(I ) x_a(I ) xa(I ) appartient ~ N; 

(ii) m a = x_a(i ) Xa(l ) x_a(1 ) appartient ~ N; (i :) 
et (iii) il existe un Kl-homomorphisme ~. de SL 2 darts G tel que x~(u) = ~ o 

x_o(u)  = 
- - g  
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L'homomorphisme ~ est alors unique et l'on a 

L'image de m. dans le groupe de Weyl W de G est la r~flexion r. d~finie par la racine a. 
I1 est clair que x~ est le Kl-~pinglage associ~ 5. x_, .  (,o / 

On note ~'le Ki-homomorphisme t ~ ~. 0 t -1 de 9Jlultx~ dans G. On sait que 

Im ~'CS et que, pour tout caract~re Z de S, le compos~ Z o ~ est le caract~re t ~  t <~'x> 
de ~uItx~, off a ~ est l'~l~ment associ6 5. a dans le syst~me de racines @~ inverse de @ 
(rappelons que q)~ C Hom(X' (S) ,  Z)). En particulier, ~ ne d~pend pas du choix de 
l'~pinglage xa. I1 est clair que ~' se prolonge d 'une mani~re et d 'une seule en un A-homo- 
morphisme not~ encore ~,, de ~Jlult dans ~.  

3 . 2 . 2 .  - -  U n  Ki-dpinglage de G (relativement 5. S) est la donnde d 'une base B 
de (I) et pour chaque a e B, d 'un  Ki-dpinglage x~ de Ua. Un  Ki-syst~me de Chevalley 
dans G (relativement 5. S), est une famille (x,)ae ~ de Ki-dpinglages des U~ possddant 
les deux propridt6s suivantes : 

(Ch i) pour tout a ~ r les Ki-/pinglages x~ et x_ .  sont associgs; 
(Ch2)  pour a, b z @ ,  de sorte que ra(b) ecb, il existe , = - 4 -  I tel que 

x,,(b)(u ) = m.xb(r 1 pour tout u z~r:x" 

On sait que pour tout Kl-6pinglage de G, il existe un Kl-systSme de Chevalley 
le prolongeant, qui est ddtermin6 ~( au signe pros >>, c'est-5.-dire au remplacement 
6ventuel, pour certaines racines a, de x. par u ~ x . ( - -u ) .  

3 . 2 . 3 -  - -  Dans ce qui suit, nous prendrons K 1 = K o et supprimerons le pr6- 
fixe K o devant <~ dpinglage >> ou ~ syst6me de Chevalley >>. On se donne d6sormais un 

syst6me de Chevalley (xa).e . .  On sait qu'il existe des entiers C.,b;i, j pour a, b e@, 
b # -  a, i , j  C N*, ia + j b  ~r tels que le commutateur  de x.(u) et de Xb(V ) soit 

donn6 par 

( I )  (Xa(U), Xb(V)) = II  Xla+jb(Ca, b;i, jUiU j) 
i,j~N*, ia+jb~* 

(les racines ia + j b  ~tant rangdes dans un ordre donnd arbitraire). On pose 

Ma, b,~=Ca, b;~, 1 et M.,b, 0 =  I. Si a - - b e @ ,  on a M~,b, ~ = •  I. 

3 . 2 . 4 -  - -  Considdrons le groupe adjoint Ad G de G. On sait que T = A d  G S 
est un tore maximal d6ploy6 de Ad G. Le syst~me de racines de Ad G par rapport  5. T 

s'identifie 5. (I). Le groupe X*(T) des caract6res de T e s t  le groupe Or_. engendrd par (I). 
La repr6sentation adjointe d6finit un isomorpkisme entre les sous-groupes radiciels 
associds 5. a e (I) de G e t  Ad G et permet de les identifier; le syst~me de Chevalley (xa) 

<( est >> alors aussi un systSme de Chevalley pour Ad G. 
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Soient g l'alg~bre de Lie de Ad G e t  b l'alg~bre de Lie de T. On sait que t) s'iden- 
title k Horn (Q ,  K) et que Q s'identifie donc k un sous-groupe additif du dual tI). Soit 
le A-sch6ma en tores d~ploy~s prolongement canonique de T. La restriction k S de la 
repr6sentation adjointe de G se prolonge en un morphisme surjectif de ~ sur ~. L'Mg~bre 
de Lie I)A de ~ s'identifie au sous-A-module libre Hom(Q. ,  A) de I). Pour a ~ ~, posons 

(i) e, = (Lie xa) (i) ~ LieKo Ua C LieK U a, 

( 2 )  ha  = - -  [G, e-a] ,  

~Mments que nous consid~rons comme appartenant tant6t ~ Lie G, tant6t ~ g. Pour 
a,b~(1), on a 

/ No, bea+b avec N ,b - - - -M,~I  E z  si a + b e ( I ) ,  
J J J 

(3) [G, eb] (o  si a + b r  w{o}.  

Enfin, l'identification de [ avec H o r n ( Q ,  K) envoie h a sur l 'image canonique de a ~ et 

(4) [ha, eb] = b (ha) e b = < a ~, b ) e b pour a, b ~ (I). 

3 .2 .5 .  - -  Les formules suivantes sont consequences de 3 .2 .3  (I) et de 3 .2 .4  (2) 

et (4) : 

(I) Adx~(u ) . e  b --= ZMa, b,ju~eb+j~ (a, b ~ ;  b 4: -- a), 

la sommation ~tant dtendue aux entiers j > o tels que b + ja  e r 

(2) A d  xa(u) .e_ a = e_ a - -  uh a + u~ G; 

(3) Ad x,,(u).h = h - -  a(h) u G (h e I)). 

3 . 2 . 6 .  - -  Donnons-nous pour chaque a E (I) un iddal fractionnaire inversible f (a )  

de A, c'est-k-dire un sous-A-module projectif de type fini de K. On a vu ( i -4 .  i) que 
f ( a )  d~finit un A-sch6ma en groupes 9~bbtia) , lisse, de fibre g~n6rique AddK. Par trans- 
port de structure grace k xa, on en d6duit un A-schema en groupes lisse H~ prolongeant U a. 

3 .2-7.  Proposition. - -  Avec les notations de 3.2.6,  le syst~me ~ = (~, (Ha)~| 
est une donn/e radicielle scMmatique de G relativement ~ S si et seulement si les id/aux inversibles f (  a) 

satisfont aux deux relations suivantes : 

(I) f ( b  + ia) D M~,b,,f(a)~f(b) (b, a, b + ia E ap, b 4: - -  a, i e N*); 

(2) f (a )  f ( - -  a ) C A  pour tout a e rb. 

La condition (I)RS o) est tautologiquement satisfaite. 
Vu 3 .2 .3  (I), (DRS I) est remplie si et seulement si, pour tout X e tf(ia + jb) ,  

on a XCa, b;i, j etf(a)i. t f(b)J, c'est-~t-dire si 

(I') f ( i a  + # )  D C,,b;,,i f (a) ' f (b)~ 

pour a, b, ia + # ~ ap, b 4= - -  a, i, j e N*. En particulier (i) dolt ~tre satisfaite. Mais, 
r6ciproquement (I) entralne (i ') .  En effet, l 'examen des syst~mes de racines de rang 
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deux montre que le seul cas de (I') qui ne soit pas couvert par (I) est celui off a e t  b 
forment une base d 'un facteur direct de type G2 de ~, les racines de la forme ia + jb 
6tant alors, a p r 6 s d c h a n g e d v e n t u e l d e a e t  b, a + b ,  a + 2 b ,  a + 3  b, 2 a + 3 b ;  si (i) 

est satisfaite, on a f (a  + 3 b) Df(a)f(b) 3 (car Mo, b, 3 = • i), f (2a + 3 b) Df(a)f(a + 3 b) 
(car M~,~+~b,1 = 4- I), d'ofl f (2a + 3 b) Df(a)2f(b) 3 et, finalement, (I'). Nous avons 
ainsi 6tabli que (DRS I) est 6quivalente k (I). 

La condition (DRS 2) est toujours remplie : l 'op6ration de S dans Uo se prolonge 
en l'op6ration composde du caract6re a : ~ - +  9J~uIf et de l'opdration canonique de 
~lJ~ult dans ~[bbm). 

Pour l'dtude de (DRS 3), identifions Ua et U_~ ~ Add par xo et x_~, et notons u 
et v les coordonndes correspondantes. Un  calcul simple et classique dans SL2, transportd 

G par ~ ,  montre que Wo est l 'ouvert (U~ • U_~)(I_~ ) de U~ • U_~, et que l'appli- 
cation ~ du nO I . z .  IO est donn6e par 

(3) ~a(u,v) = (  v , ~ ( x - - u v ) ,  u V) 
I - - K V  I - - t /  

Or, l 'anneau local R de la section neutre (o, o) de 1Io • ~[-a est l 'ensemble des fractions 
rationnelles P(u, v)Q(u, v) - t  avec Q.(o, o ) c A  • Comme l'alg~bre affine de lIb est 
l'alg&bre symdtrique de tf(b), le coefficient de u"v" dans le d~veloppement en s~rie enti~re 
de tout 61~ment de R appartient k ~(a)".~c( - a) m. Pour que [3 a se prolonge k un 

voisinage de (o, o), il faut que pour tout ~p e A [ l I j ,  on ait ~p ~ e R .  En 

particulier, on doit avoir Xu(z--uv)  -1 e R pour tout X e~(a) .  Consid6rant le 
coefficient de u~v dans le d~veloppement de X u ( i -  uv) -~, on volt qu'il faut que 
Na) c 5:(a) ~.5:(- a), d'o~ (2). Inversement, supposons (2) satisfaite; alors 
I et f(a). t f(  - a), I - - uv  cA[ I I ,  • 1I_,], et (DRS 3) est satisfaite en prenant pour fl~13, 
le voisinage ouvert de la section neutre (o, o) off I -- uv est inversible et en d6finissant 
le morphisme % par (3). 

3 . 2 . 8 .  - -  Les relations (I) et (2) de 3 .2 .7  sont satisfaites si l 'on prend f(a) = A 
pour tout a. La donn6e radicielle sch6matique correspondante est appel6e donnde radideUe 
scMmatique de Chevalley associ6e au syst~me de Chevalley (x,). 

3 . 2 . 9 .  - - J u s q u ' ~  la fin d u n  o 3.2, nous supposons remplies les conditions (x) 
et (2) de 3.2.7.  Ainsi, 9 est une donn6e radicielle sch6matique et notre but est ~ present 
de construire un 9-module  fid$le. Pour a e q), Lie lIa s'identifie au sous-A-module f(a)e, 
de g = L i e A d G .  Posons 

(I) L t = I)A + • Lie li a = I), + Y~ f (a)GC fl 

(cf. 3 .2.4) .  C'est un sous-A-module projectif de type fini de g e t  aussi, vu 3 .2 .4  (3) 
et le fait que a(I)x)CA, une sous-A-alg~bre de Lie. 
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Proposition. - -  Le module L! est (pour la reprdsentation adjointe de G clans g) un ~-module 
fid~le pour les 1I~. Il est fid~le pour ~ si et seulement si le groupe G est adjoint. 

I1 est clair que ~ op~re sur I t  et que cette representation est fid~le si et seulement 
si G = A d G .  

Mont re r  que lla op~re sur I t  Equivaut k faire voir que, pour  m ~ I t  et m' ~ t i t ,  
le coefficient c,.,,,, de la restriction k U~ de la representation adjointe de G dans g 

apparf ient  k A[~. ] ,  c'est-~-dire, est un  polyn6me en u dont  le coefficient de u" appar t ient  

~(a)" pour  tout  n > o. Par  bilinEaritE, il suffit de verifier cela pour  m ~ DA u Of(b)e b 
et m' ~ iDA w O tf(b)ev off (e;) dEsigne la base duale de (e~) dans l 'or thogonal  de I3 
dans tg. Les calculs sont faciles et sans surprise; nous les laissons au lecteur. 

Comme [~-----Horn(Q, A) et que toute racine a fait partie d 'une  base du 

Z-module  Q ,  il existe m ~ I)a tel que a(m) = --  I. I1 rEsulte alors de 3. ~. 5 (3) que, 
pour  ~ ~ ~(a) et m ' =  vte~, on a c,.,, ,. ---- ~u, ce qui implique que les c,.,,,, engen- 

drent  A[II.] ,  done que lIa op~re fid&lement sur I t. L a  proposition est dEmontrEe. 

3 . 2 .  x o .  - -  Nous avons ainsi construit  un  ~ - m o d u l e  fid$1e dans le cas d 'un  groupe G 

adjoint. Passons au cas g~n~ral et rappelons d ' abord  ([NB] Lie V I I I ,  w 7, n~ 3) q u ' u n  

poids dominan t  co de G (on suppose choisi un  syst~me de racines positives ~+) est dit 

minuscule si <o~, a " >  r  I} quelle que soit a ~ + .  O n  sait (loc. cit.) que le groupe 

des caractSres de S est engendrd par  les racines et un  nombre  fini de poids dominants  

minuscules. 

Soit co un  poids dominan t  minuscule et soit p la K0-reprfisentation irrEductible 

de G de poids dominan t  co, dans un  Ko-espace vectoriel V o. Soient II l 'ensemble des 
poids de p et Vo x le sous-espace de V o correspondant  au poids X ~ II. On  sait (loc. tit.) 
que d im V0 x = I, que les ElEments de II sont les transform~s de co par  le groupe de 

Weyl  de G e t  que ~(ea)~-~o pour  tout  a ~ ,  d'ofl 

(i)  p(xa(u)) = I + up(e ). 

Posons I4 = Lie ~ + ~ f(a)eaCLie G. C'est une sous-A-alg~bre de Lie de Lie G. 
a E ~  

Posons V = K |  0 et soient v ~ V ~ ' - - { o }  et Me le sous-L'r de V 

engendrE par  v (l 'alg~bre de Lie L'r operant  sur V par  dp). Comme ?(e~)v = o si a ~ ~+,  

que p(h)v-~ o~(h)v si h ~ L i e ~  et que p(ea)~ = o, on  a, par  des calculs s tandard,  

(2) Mf = • ( II f(a)) ( II p(e,))v, 
IC@- a E I  a E I  

les facteurs du second produi t  ~tant  ranges dans un  ordre compatible avec l 'addit ion,  

choisi une fois pour  toute dans ~ - .  On  voit donc que M t e s t  un  A-module de type fini, 
somme directe de ses intersections avec les V X =  K |  x. 

Appl iquant  ce rEsultat en y rempla~ant  K par  K o e t  A par  A o = Z .  I C Ko, et 

faisant f(a) ~ A 0 pour  tout  a ~ qb, on voit (et c'est d'ailleurs bien connu) qu' i l  existe 
des vx ~ V0 x --  {o} pour  X ~ l-I, tels que le sous-A-module libre engendrE par  les vz 
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soit stable par  les p(e,) pour  a c O .  De plus, si a � 9  et X , X + a � 9  on a 

( X , a  v ) = -  I et X - - a r  d'o/1 

p(e_a)p(e,)v x = o(h.)vx = ( X, aV)vz = --  vx, 

et par  consdquent, 

(3) p(G)vz = ~vx+o, 

off e e s t u n  dldment reversible de A 0 (on peut  en fait choisir les v x de telle sorte que , = 4- I.) 

Pour X �9 II, soit g(X) l ' image r6ciproque de M! dans K par  l 'appl icat ion t ~ tv x. 
Vu (2), c'est un  iddal fractionnaire de typefini de A et la stabilit6 de M t par  les o(f(a)G), 
jointe  5 (3), montre  que 

(4) g(X + a) Df(a)g(X) pour  a �9 �9 et X, X + a �9 II. 

En gdn6ral, les iddaux g(X) n 'on t  pas de raison d'fitre inversibles, et, par  suite, 

M t n 'est  pas n6cessairement projectif. Nous disons que la famille f = ( f (a))  est bonne 
pour ~ s'il existe une famille (g(X))xe n d ' iddaux fractionnaires inversibles de A tels que 

(g) g(X + a) Df(a)g(X) pour  a �9 �9 et X, X + a �9 II. 

Alors, Mo, ----- 2~ g(X)v x e s t u n  A-module  projectif  de type fini, stable par  les p(f(a)eo), 
x � 9  

et il rdsulte imm6dia tement  de (i) que M,~ estun ~-module. 

3 . 2 ,  I I ,  - -  Donnons quelques conditions sufisantes pour  que la f a m i l l e f  soit bonne 

pour  o.  Une  condit ion 6vidente est que g(X) soit inversible pour  tout  X. Ou  que f (a)  C A 
pour  tout  a (prendre g(X) = A pour  tout  X). Ou  encore, que tout  616ment de II soit 

d e l a f o r m e  ~ - - a  avec a � 9  (prendre g(o~) = a  et g(X) -----f(X--o~) pour  X+  o~), 

condit ion satisfaite, par  exemple, pour  les repr6sentations << s tandard  >> de SEn et SP2 n, 
Plus int6ressant est le cas off l ' anneau  A poss6de la proprif t6 

(FI) Tout id(al fractionnaire de type fini a de A �9 contenu dans un plus petit iddal inversible Ft. 

I1 suffit alors, en effet, de prendre  g(X) = g(k). Notons que la condit ion (FI) 

est satisfaite si A est priif6rien (tout id6al de type fini est alors inversible), ou si tout  
idfa l  divisoriel de A est inversible (comme tout  id6al inversible est divisoriel, Ft est alors 

le plus petit  id6al divisoriel contenant  a, lequel existe toujours), n o t a m m e n t  si A est 

factoriel ou e s t u n  anneau  noe thf r ien  int6gralement clos tel que l ' anneau  A m soit factoriel 

pour  tout  id6al maximal  m de A ([NB] AC VII ,  w 3, prop. I, p. 34), cas d ' u n  anneau  

rdgulier par  exemple. 

3 . 2 .  I2 .  - -  Supposons ma in tenan t  que la famille f soit bonne pour  un  ensemble 

de poids dominants  minuscules c o x , . . . ,  o~, engendrant  avec les racines le groupe des 

caract6res de S. Faisant alors la somme directe M de L t (3.2-9) et de modules Mol 

construits comme en 3 .2 .  IO pour  I <_ i < n, on obtient un ~-modulefid~le : il est fid61e 

pour  les lla puisque L t l'est (3 .2 .9) ,  et il est fid61e pour  ~ parce que les poids de 

dans M engendrent  le groupe des caract~res de ~ .  
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3 .2 .1  3. - -  Si A est un anneau de Dedekind ou, plus g6ndralement, un anneau 
priif6rien, les rdsultats pr6cddents combin6s avec la scholie 2 . 2 . 4  fournissent des A-schdmas 
en groupes lisses. Si l 'on prend f(a) ---- A pour tout a ~ O, on retrouve les <( schdmas 
de Chevalley )> de C. Chevalley [i6] et M. Demazure [I7]. Remarquons que notre 

construction est plus 616mentaire que celles de [i6] et [I7] en cela qu'elle ne fait pas 

intervenir les puissances r6duites des e,. 
Nous terminons ce numdro par deux ~( contre-exemples >>. 

3" o,. I4 , - -  Won-unicit( de (5. 

Prenons pour  A un anneau de valuation discrete, d'uniformisante n et de corps 
r~siduel k, soient G le groupe SL2, S l e  tore {diag(t, t - l )} et a la racine (t, t -1) ~ f .  
Choisissons comme syst~me de Chevalley celui pour lequel ~, est l 'application identique 

et prenons f(a) = f ( - -  a) = hA. 
Nous allons construire deux ~-modules  fid~les conduisant par application du 

th~or~me 2 . 2 . 3  ~ deux A-sch6mas en groupes lisses satisfaisant tousles  deux aux condi- 

tions de 3 .1 .3 ,  mais non isomorphes. 
I r e s 0 l u t i 0 n . - P r e n o n s  V = K  2 •  p = I d •  et M-----A 2 •  On v~rifie 

imm~diatement grace ~i 3 . 2 . 9  et 3 .2 .  I2 que M est un 9 -module  fid~le. Rappor tant  A * 
sa base canonique et Lf~ la base ( n e , ,  h, r%) off h est l'~ldment de t)A tel que a(h) = I, 

on volt que 

( I ,  ~ ( ( ;  Y ) )  = (; ~) ,  --27T;yt xt ~-yz -- 27~X . 

I1 en rdsulte que l'alg~bre affine A[(5] de l 'adh6rence sch~matique (5 de p(G) 
dans (5~(M) s'identifie ~ la sous-A-alg~bre de K[G]- - - -K[x ,y ,  z, t ] / ( x t - - y z -  i) 
engendrde par x, y,  z, t, n-azt  et ~-~xy et est isomorphe k 

A[X, Y, Z, T, U, VJ / (XT --  YZ --  i, XY --  7:U, ZT  --  7:V). 

On en tire que (5 est un A-schdma en groupes lisse. Sa fibre fermde (5k a pour alg6bre 
affine k[X, Y, Z, T, U, V ] / ( X T  --  YZ --  i, XY, ZT) et n'est pas connexe; sa compo- 
sante neutre (50 est d6finie dans (5k par les 6quations Y = Z = o e t  (( est >> le sous- 

groupe de GL(k |  M) form6 des matrices de la forme 

( 2 )  x - '  ' o . 

- -  U X 2 

G'est un groupe rdsoluble, extension de 9Xuit par (9/bb) 2. Mais (5k a une autre compo- 

sante c~ ddfinie par les dquati~ X = T = ~  et l'~l~ment w =  ( 2 I  ~) 
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du groupe de Weyl de G ,  est >> une section de ~ (ou si l'on pr8fbre un 618ment de ~ (A)), 
mais n'est pas une section de la composante neutre ~i 0. Le schdma ~i est r8union de ~i ~ 

et de w@ ~ 

~ e s o l u t i o n . _ _ P r e n o n s  V = K  s • 2 1 5  p = i d • 2 1 5  et p renonspour  M 

le A-module engendrd par la base canonique de K s, la base (~:e_o, h ,G)  du premier 
exemplaire de ~ et la base (e o, h, ,%) du second exemplaire de ~. On trouve 

= , - - ~ y t  x t + y z  - - ~ x z l ,  - - ~ y t  x t + y z  - - a r ~ x z l l  

et l'on vdrifie sans peine que 1V[ est un ~-module  fid~le et que l'alg~bre affine de l'adh6- 
rence sch~matique ~ '  de p(G) dans ~ ( M )  est engendr& par x, y,  z, t, ~z-ly et n-Xz 
(compte tenu de ce que p. ex. n - a z = n -  tz ~ x - 7 : - a z t y )  et est isomorphe 
A[X, T, U, V ] / ( X T  -- n~UV --  i). Sa fibre ferm~e est connexe et l 'on volt facilement 
que l 'application identique de G se prolonge en un isomorphisme de ~ '  sur la compo- 
sante neutre ~o du sch6ma ~ de la premiere solution. 

3 .2 .  x 5. - -  Un exemple o?~ (5 n'est pas plat  et n'est pas un schgma en groupes. 

Prenons pour A l 'anneau (non priiffrien) des polyn6mes k[~, ~] k deux ind&er- 

minfes sur un corps alg6briquement clos k et prenons G, S, a et le syst~me de ChevaUey 

comme en 3 .2 .14 .  Prenons f ( a )  = ~ A ,  f ( - - a )  = ~ A ,  V = K  s •  p = i d x A d  et 
choisissons pour M le A-module libre engendr6 par la base canonique de K z et les 
~16ments Be_o, h et ~q de g. On volt comme plus haut que c'est un ~-module  fid~le et que 

\ ~ - ~ y 2  _ r  x '  ] ]  

Notons (x~) l~ , i<s  les coordonn&s sur End fl associ&s ~ la base choisie; on voit 
que o(G) est d6fini dans K 13 par les 6quations 

(2) 

et 

(3) 

Xlx = t ~, xzl  = - -  2~rt, x2s = xt + y z ,  xs3 = - -  2~xz, x s s = x  s, 

x t - -  y z  - -  I = o, ~Xlz + zt = o, ~]xls - -  

~x~  - -  ~y~ = o,  ~x3~ + xy = o ,  

engendrent l'iddal de p(G) dans K [ x , y ,  z , t ,  (x~i)]. 

~Z 2 = O, 

qui Les ~quations (2) per- 

mettent de se ddbarrasser des cinq coordonn&s x11, x21, x,2, x ,s  et x,3 et de 
consid~rer p(G) comme une sous-vari6td irrdductible de dimension 3 de K 8, dont 

l'iddal I e s t  engendr6 par les premiers membres des 6quations (3). Mais ceux-ci n'engen- 
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drent  pas l 'iddal I A = I c~ A [ x , y ,  z ,  t ,  x12 , x13 , x31:, X31~] : on peut  mont rer  que  I i e s t  
engendr6 par  les premiers membres  de (3) et ceux de 

(4) tx l3 + ~ z x i ,  = o,  x x 3 i  + ~yx82  = o, x13x31 - -  y ~  z ~ = O. 

Considdrons alors l 'adhdrence schdmatique (5 de p(G) dans (5!~.(M) et sa fibre 
(5p=(5( , ,~  ~ au-dessus d 'un  point  ferm6 p----(a,~t)  de S p e c A .  Si ~ , ~ e k  • on 

a ( 5 ~ -  SLy. Si 0 ~ = o  et ~4: o, on voit ais6ment que  (5~ ~ est )~ le groupe des 
matrices de la forme 

-- ~--Izx--I 

( 5 )  x -  ~ , I 

U X 2 {(; o)} 
et est i somorphe au produi t  semi-direct du  groupe  tr iangulaire par  9/10b. 

X - - 1  

Enfin, si a ----- ~t -= o, alors (5(0.0) poss~de deux composantes  connexes, ddfinies respec- 
t ivement  par  les dquations 

(6) y = z = o ,  x t  = I ,  x i3  = x~i  = o 

et 

(7) x = t - - - - o ,  y z  = - -  I ,  xaaX3x = I .  

La  premiSre composante  connexe, d6finie par  (6), est le groupe  de dimension 3 dSj~i 

rencontr6 en 3 . 2 . 1  4 (2). Mais la deuxiSme est la vari6td (5(o,0) de dimension 4 des matrices 
de la forme 

((: ~ i)) - - 1  ~ I . 

Y - 1  7/) 

Ces deux composantes  connexes 5tant de dimensions diff5rentes, la fibre (5c0,0) 
ne peut  &re un  groupe et le schema (5 n'est  pas plat  (d'ailleurs dim (5(0,o) > d im G). 
Par  contre,  ~ - - - - ( 5 -  (5!0,0) est ouver t  dans (5 et est un  schSma en groupes, comme 
le dit 2 .2 .  IO, mais n'est p robab lemen t  pas affine. 

R e m a r q u o n s  que  pour  mont re r  que  la vari6t6 (8) de dimension 4 est contenue 

dans (5(0,0), donc que  (5 n'est  pas plat, il n'est pas nScessaire de d6terminer  complStement  
l 'iddal I A (ce que  nous avons en fair laiss6 au lecteur).  I1 suffit, en termes heuristiques, 

de considdrer le point  p ~t a v e c  ~ 'qx '  - - y z  = I, de << faire tendre ~ et 

v e r s o  n e n  conservant  ~t ~ = ~ -  ~ u n e  valeur  fixe non nulle et de poser enfin u = - -  z t ' ,  

v-- - -~z  9" et w = - - x ' y .  
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3.3" C o n s t r u c t i o n  de  Hv et  de  3H,r .  

3 . 3 . I .  Lemme. - -  Soient Y un K-scMma en groupes, X i  (pour i = i, 2) un sous- 

K-schdma en groupes fermg de Y ,  ~ un A-schdma plat prolongeant le K-schgma Y ,  Y.~ un A-scMma 
en groupes plat prolongeant le K-schdma en groupes X i. On suppose que les applications produit 

X~ • X~ --> Y et X2 • X~ --->Y se prolongent en des isomorphismes de A-schgmas 

: Y.a • 3~z ~ ~} et ~ : Y~2 • Y.a -+ ~ .  Alors, la loi de groupe de Y se prolonge en une loi de 
groupe sur ~). 

suit : 

Le produit, la section unit6 et l'inverse de ~ s'obtiennent respectivement comme 

~} X ~[} > ~ I  X ~ 2  X ~ i  X "~2 

S p e c A  ' • 3r l x ~ ,  ' ~ ' ~ ,  

ifl x (ct-' o ~) x ifl 
> 3~j. X ..~1 X ~2 X ~2 

. r , . , , d  • p ~  ~1 x ~2 ~ ~ 

~-1 inv • inv prl 
'~ :, .tE1 x ~2 :" ~1 x .,~, • I"L'. "- ~ ,  x ~1 ~:' ~.  

I1 est clair que les morphismes ainsi d6finis prolongent respectivement le produit, 1'616- 
ment neutre et l'inverse de Y e t  vdrifient donc par continuitd les axiomes des lois de 

groupe (I .  2.8). 

3 .3 .2 .  Proposition. - -  Soit uE une partie positivement close de ~ .  Il existe un A-schdma 1Lr 

et un seul ~ isomorphisme unique prks, prolongeant U, r et tel que, pour tout ordre grignotant (3. i .  2) 
ou inverse d'un ordre grignotant sur ~ ,  l'isomorphisme de K-scMmas de I-[ U ,  sur U,r donnd 

aE~F 

par l'application produit ( i .  1.7) se prolonge en un isomorphisme de A-schdmas 

( I )  H U a ---> U ~ .  
af i re  

Le seMma ll,r est plat, la loi de groupe de U,r se prolonge en une loi de groupe sur 1Lr et 

(I) est l' application produit. Pour route partie ~ '  positivement close de ~ ,  l'injection de U,r, dans U,r 

se prolonge en un isomorphisme de A-scMmas en groupes de 1Lr, sur un sous-A-scMma en groupes 

ferm~ de lI,r. 

On fera la ddmonstration par induction sur Card tF, le cas Card tF = I dtant 
inclus dans les hypothSses. L'unicit6 et la platitude de ).Lr sont 6videntes. Pour montrer 
son existence, il suffit de faire voir que, si a et b sont deux 616ments extr6maux de iF, 

le K-isomorphisme compos6 

(2) U .  x U,r_ {.} U,r U,r_ {b} X Ub 

se prolonge en un isomorphisme ~ x lI,r_ {~} --> lI,r_ {b} X 1I b. Si a # h, c'est 4vident 
grace ~ l'hypothhse de r4currence : 

1I~ x 1Lr_{,}-% 1I, x 1Lr_{,.b} X lib ~ 1Lr_{b} X 1~ b. 
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Supposons donc a = b. I1 suffit de montrer l'existence d 'un morphisme 

prolongeant (2) : on prouve de m~me l'existence d'un morphisme 

~, r -~ ,~  x l i ,  -+  lio x li,,,.._.c,,~ 

prolongeant l'inverse de @), et le compos~ de ces deux morphismes prolonge 1'identitY, 
donc est l'identit& Soit alors b' un 616ment extr6mal de ~ distinct de a et posons 
~x = ~ c~ (a + b') C ~ --  {a, b'}. D'apr~s (DRS I), l 'application (x,y) -+ (xyx - t y -Z ,y ,  x) 

de U~ • U v dans U,r~ • Uu • U~ se prolonge en un morphisme 

Ot " ~'[a X ~[b' --9" ~F1 X ~b' X l iao 

Le morphisme cherch6 s'obtient alors comme compos6 

id x pro~l-~> 
~a  X ~][~F-{a} 1][a X liK'--{a,b'} X lib' preiixkl}, li~F--{b X ~b' 

procl -~ x id 
> 1Lr_{~,b,} • li~ • lib' id• - ,>, l I , v _  (,,,~,,} X l i ' vz  X l i  b, x l i , ,  

prod x id 
~- 1I,i,_ {,,} X ~ .  

On a bien entendu appliqu~ plusieurs fois l 'hypoth&e de r6currence. 
L'existence de la loi de groupe sur lI,r r6sulte alors du lemme 3.3.  I e t  il est clair, 

par continuit6, que (z) est l 'application produit. Enfin, la derni6re assertion r6sulte 

aussit6t du lemme suivant : 

3-3-3- Lemme. - -  Soient W 'C  tI;" deux parties positivement closes de ~ .  Tout ordre 
grignotant sur ~ '  est induit par un ordre grignotant sur tF. 

D6montrons-le par induction sur Card ~ .  Soit a l e  premier 616ment de iF'. Si a 

est extr6mal darts ~ ,  on le prend comme premier 61dment de �9 et l'on applique l 'hypo- 
th&e de r6currence aux parties positivement closes ~ -  {a} et i F ' - - { a } .  Si a n'est 
pas extr6mal dans ~ ,  on choisit comme premier 616ment de �9 un 616ment extr6mal 
b r ~ '  et l'on applique l 'hypoth&e de r~currence ~ t I ' -  {b} et iF'. 

3 . 3 . 4 ,  - -  Le compos6 avec l 'application produit de l 'application Ya.b donnfie 
par (DRS x) n'est autre que l 'application commutateur  de lia • lib dans li,v (pour 
a, b ~ tF). puisqu'elle prolonge l 'application commutateur  de U,  • U b dans U,r. I1 
en r6sulte que si t F ' C ~  est telle que aaUF, b ~ '  entrainent @ c ~ ( a + b )  CtF', 
alors li,r, est un sous-sch6ma en groupes distingug de li,v. Notamment,  si a est un 616ment 

extr~mal de ~ ,  alors li,r est produit semi-direct de lI~ par li,v-{~}. 
D'autre part, darts les <<bons cas ~ (el. 2.2 et 3.8),  l 'application produit 

II lio -+ li,r est un isomorphisme de sch6mas quel que soit l 'ordre mis sur ~ .  
aE'I" 

3 .3 .5 .  Proposition. - -  L'action de Z sur U,r se prolonge en une action de 3 sur li,r, 
respectant la structure de groupe de li,r. 
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L'action de 3 sur 1Lr s'obtient en ~crivant 1I~ r comme produit I] 1I a (3.3.2) 

et en faisant le produit des actions de 3 sur les 11o donndes par (DRS 2). Ou 'on obtienne 
bien ainsi une action de 3 sur lI,r et qu'elle respecte la structure de groupe de ).Iv rdsulte 
par continuitd des propri6tds de l 'action de Z sur U,r. 

3.3.6" - -  On peut donc consid~rer sur 3 x l I ,  la structure correspondante de 
produit semi-direct de 3 par Hi, (cf. [DG], p. 166) : on obtient ainsi un A-schema en 
groupes, not6 31I,r, prolongeant ZU,r et contenant 3 (resp. ~,r) comme sous-sch~ma 
en groupes ferm6 (resp. ferm6 et distingu~). 

3.3.7" Remarque.  - -  En plus de la platitude des sch6mas ~I, (resp. 3 et 1I~), 
la ddmonstration de 3 .3 .2  (resp. 3.3-5) n'utilise que (DRS i) (resp. (DRS I) et (DRS 2)). 

3-4.  L 'a lg~bre  d e s  d i s t r i b u t i o n s  a s s o c i ~ e  ~t u n e  d o n n ~ e  ra d lc i e l l e  s c h ~ m a t i q u e .  

Dgsormais, on suppose que les A-schdmas 1I a pour a ~ ,  sont lisses. 

3 . 4 . x .  - -  On identifie l'alg~bre des distributions Dist 3 ( I .3 .  I) (resp. Dist lI,, 
Dist lI,r) ~ une sous-A-alg~bre de la K-alg~bre Dist Z (resp. Dist U,,  Dist U,r), qui 
s'identifie elle-m~me k une sous-K-alg~bre de Dis tG ( I .3 .3) .  On note D i s t ~  la 
sous-A-alg~bre de Dist G engendr6e par Dist 3 et les Dist lIa pour a e ~ .  

3 .4 .2 .  Proposition. - -  Soit tF une partie positivement close de ~ .  

(i) L'application produit @ Dist ~a -+ Dist 1I"I" est bo'ective quel que soit l'ordre gri- 
a~"F 

gnotant ou inverse d'un ordre grignotant mis sur tF. 

(ii) L' application produit 

Dist 3 | Dist 1I,t, ~ Dist 3~ , r  (resp. Dist lI,r N Dist 3 ~ Dist 31I,r) 

est bijective. 

Vu 3.3.2  et 3.3.6,  cela r6sulte de 1.3.5, puisque les lIa, et donc ~ r ,  sont lisses. 

3.4.3" Lemme. - -  Soit a ~ ~ .  Darts l'alg~bre Dist G, on a 

Dist lIa. Dist 3 .  Dist tI_~ ---- Dist ~I_a. Dist 3 .  Dist ~ , .  

Reprenons les notations de (DRS 3) et soit 8 ~ Dist 1I,, 8' e Dist 1I_,. Comme !~B, 
est un voisinage ouvert de la section unit6 e dans ~Ia x ~I_~, le A-module ~Dist ~ 
s'identifie ~ Dist lIa | Dist 1I_, ( i . 3 . 2  et I. 3.5). Par suite, 

8 |  z 'D i s t !~ , ,  [a(8| z D i s t l I _ a | 1 7 4  a (I.3.5) 
et 

(prod o ~) (8 | 8') ~ Dis t l I_  ~. Dist 3 .  Dist lIa. 
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Mais, d ' apr& (DRS3)  , (prod o~3,) K est la restriction de 
U,  • U _ ,  -+ G, ce qui  entralne que (prod o ~) (8  | 8') = 8~'. 

Dist 1I,. Dist l I  ~ C D i s t l I _  ~. Dist .3. Dist H~, 

d'ofl le lemme, compte tenu de 3 . 4 . 2  (ii). 

l 'applicat ion produi t  

Aut rement  dit, on a 

3-4.4"  Proposition. - -  Soit �9 + un systkme de rayons radiciels positifs. Posons 

O -  = --  �9 +. L'application produit de Dist Ha,- | Dist .3 | Dist Ha,, dans Dist ~ est 

b~jective. 

L'injectivitE rdsulte de celle de l 'applicat ion produi t  de U , -  • Z • U| dans G. 

Pour Etablir la surjectivitE, il suffit de montrer  que l ' image A rte depend  pas du choix 

de �9 + : ceci entra inera  A = D i s t ~  car, d 'une  part ,  A . D i s t 3  = A vu 3 . 4 . 2  (ii), 
d ' au t re  part  A.Dis t  lla = A pour  tout  a ~ O, comme on le volt en choisissant O + 

contenant  a, done A. Dist ~ -= A et A D Dist ~ .  

Soit done �9 + un autre syst~me de rayons radiciels positifs. O n  veut  mont rer  que 

sa substitutionn k �9 + ne change pas A. Raisonnons par  induct ion sur Ca rd (O  + n O - ) .  

Si ce cardinal  est nul, il n ' y  a rien ~ dEmontrer.  Sinon, il existe un  ElEment a extrdmal 

d a n s O  + appar tenan t  ~ O - .  Posons ~F + = O + - { a }  et W-  = �9 i - - { - a } .  Alors 

�9 + = W + u { -  a} est urt syst6me de rayons radiciels positifs (cf. [NB] Lie VI ,  p. I57 ) 

et, vu 3 . 4 . 2  (i) et 3 . 4 . 3 ,  on a 

Dist Hot .  Dist 3 .  Dist H| = Dist H,r-. Dist 1I_ a. Dist 3 .  Dist lI~. Dist H,r§ 

= Dist 11,1,-. D i s t l I , .  Dist 3 .  D i s t l I _ , .  Dist 1Lr§ 

= Dist lIa, r. Dist`3. Dist Ha, I,  

d'ofl notre assertion par  induction.  

3-4- 5. Corollaire. - -  L'application canonique K | Dist ~ ~ Dist G est b~ective. 

Cela rEsulte de 3 .4 .4 ,  I .  1.9 et i .3 .4 .  

3"5" ~ - m o d u l e s  : l e m m e s  pr611mlnaires.  

Dans ee rtumEro, on dEsigrte par  X un A-schEma en groupes lisse de fibre gEnE- 

r ique ~K connexe, et par  p une  representat ion de ~ dans un  espace vectoriel V de dimen- 

sion finie sur K.  

3" 5. I .  Lemme.  - -  Faisons l'hypoth~se suivante : 

(C) Si f e K[~]  est telle que ( b , f )  e A pour tout ~ ~ Dist t ,  alors f E A[X]. 

Soit M un sous-A-module projectif de type fini de V tel que p(Dist ~ ) M  = M;  alors 

Y, op~re sur M par O. 
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On a p(Dist 3~K).KM = K M .  D'apr&s I .4 .8 ,  le sous-espace vectoriel K M  de V 
est done invariant  par  p e t  l 'on peut  supposer V = K M .  Le dual  tM de M s'identifie 
alors ~ un sous-A-module projectif  de type fini du  dual  de V. Si m c M, m' e tM et 

8 e D i s t X ,  on a 

(8,  c~,,,.) = (m' ,  p (8 )m)  c A  

(cf. 1 .4 .7) ,  et la condit ion (C) entrMne c~,,~ c A [ ~ ] ,  cqfd. 

3 . 5 . 2 .  Lemme.  - -  Faisons l'hypoth~se suivante : 

(C') A[3E] est rdunion d'une suite croissante de sous-A-modules M ,  projectifs de type fini 
teUe que, pour tout n, l'application de restriction r, de Dist X dans tM,  soit surjective. 

Alors, la condition (C) de 3 .5 .  i est satisfaite et il existe un entier N e t  une application 
A-lingaire q : Dist ~ ~ Dists ~ telle que p(8) = o(q(8) ) pour tout 8 e Dist X. 

Pour tout  entier n, on peut  choisir une application A-lin6aire u,~: tM,  -+ Dist 3~ 

telle que r, o u , = i d  et (u ,  or,~(8),m) pour  8EDist~E et m c M , .  

Soit alors f c  K[2E] telle que ( 8 , f )  c A  pour  tout  8 cDi s t  3s I1 existe un  

entier n tel que f e K |  et pour  tout  X E t M , ,  on a 

( X , f )  = ( r .  o u . (X) , f )  = ( u . ( X ) , f )  c A ,  

d 'oh  f c M . ,  ce qui ddmontre  (C). 
D 'au t re  part ,  soit M le A-module  engendr6 par  une base de V. Son image par  

la coaction c p : V --~ K[3E] | V = A[3s | V e s t  contenue dans M .  | V pour  un 
entier n assez grand.  Pour  u ~ tV,  m E M  et 8cDis t3E,  on a 

(u,  p(8) m)  = ( 8 |  u, c~ = ( u, o r,(8) | u, cP(m) ), 

d'ofl la deuxi~me assertion en prenant  q ---- u, o r, et N assez grand  pour  que Dist N 
contienne le sous-A-module de type fini image de q. 

3 . 5 . 3 .  Remarques .  - -  I) On  peut  mont rer  que si A est un  anneau de Dedekind,  
alors la condi t ion (C) est satisfaite si et seulement si 3E est connexe (I .2.  I2). 

2) On  peut  exprimer les conditions (C) et (C') pour  un A-sch6ma lisse 3C A fibre 

gdndrique connexe quelconque,  muni  d 'une  section s, en y rempla~ant  I)ist 3E par  

~Dist 2E. Soit d c A[3~] inversible sur s. Si 2E muni  de s satisfait k (C), alors l 'ouvert  sp6- 

cial ~a muni  de s satisfait aussi k (C). On  a en effet *Dist 3E a = 8Dist ~ et si g c K[X] est 

telle que (8,  d - " g )  c A  pour tout  8 c 9 i s t  3~, alors (8,  g )  = ~ ( 8 i ,  d").(8'~, d - " g )  ~_A 
pour  tout  8 ~ D i s t ~  ( I . 3 .  5 (I)),  &off g ~ A[ ~ ] .  

De m~me, si 3~ muni  de s satisfait ~ (C'), alors 3~ d aussi. En effet, quit te ~ rein- 

placer (M,) par  une suite partielle, on peut  supposer dM,, C M ,  + 1. Posons M~ = d - "  M~; 

alors A[3Ea] est r6union de la suite croissante des M ' ,  qui  sont projectifs de type fini, 

et une forme lin6aire sur M,~ est de la forme f ~  ( 8, d " f )  avec 8 c ~Dist 3E. I1 suffit 

alors d 'appl iquer  1.3.  5 (i).  
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Par ailleurs, il est immddiat que le A-schdma ~ associ6 ~t un A-module projectif 
de type fini M, muni d 'une section s quelconque, satisfait ~t (C') : on peut supposer 
que s est la section nulle et il suffit de prendre pour M,  le sous-A-module de 
A[3~] ~ Sym tM engendr6 par les 61fiments homog~nes de degrd < n. 

En particulier, on volt que tout A-schgma en groupes Y. dont le schgma sous.jacent est 
un ouvert spgcial d'un schgma associg ~ un A-module projectif de type fini, satisfait ~ (C') donc ~ (C). 
Ceci s'applique en particulier ~ 9~ltult. 

3) On peut montrer que la condition (C') est 6quivalente ~t 

(C") I1 existe une suite de sous-A-modules projectifs de type fini (P,),>__ 0 de A[3~] telle 
que P, soit suppldmentaire de I(s) "+~ dans I(s)" et que A[~] soit somme directe des In. 

3 .5 .4 ,  Lemme. - -  Supposons donnge une opgration de 9Jhtlt sur le schgma Y., fixant l'glg- 
ment neutre de 3~ et telle que les caractkres de 9J~UIfK intervenant dans la reprgsentation associge 
de ~J~ulfK dans l'espace tangent ~ Y.K en l'glgment neutre soient strictement positifs. Alors, la condi- 

tion (C') est satisfaite. 

L'op~ration de 93tulf sur X se traduit par l'existence d 'une graduation (Rj)j~ z 

de la A-alg~bre A[~] telle que la coaction 

A[5]  -+ A [ ~ u l t ]  | A[X] = A[T, T -a] | A[~] 

soit donnde par Y~rj ~ Y~T j | rj (pour rj e Rj). Autrement dit, ~J~ttIf op~re sur Rj 
par le caract~re - - j  : t }--} t - j .  Comme ~J~uit fixe l'dldment neutre, l'iddal d 'augmen- 
tation I = I(e) est gradu6. Par hypoth~se, les caract~res de ~U[fK intervenant dans 
K I / K I  2 sont strictement n~gatifs, ce qui entralne que les caract~res de ~UlfK inter- 
venant dans KIn/KI n+l sont < - -  n. Comme ~ I" = {o} ( i . 3 . 7 ) ,  il ca rdsulte que 

R j = { o }  pour j < o  et que 

I" c y, Rj. 
j > n  

Posons alors M,  = ~] Rj.  Alors A[3E] est la rgunion des M n. De plus, 
0__<j<n-1 

(i) montre que le A-module projectif de type fini A[3s s'identifie k la somme directe 

de M~ et de ~ Rj/ I  n. Par suite, M,  est projectif de type fini et si u ~*M~, la forme 
j>n 

lindaire sur A[~] 6gale ~ u sur M,  et ~ o sur Y, R~ est nulle sur I n d'apr&s (~), donc 

appartient k Dist 3~, ce qui ach6ve la dgmonstration. 

3- 5.5" Proposition. - -  Soit tF une partie positivement close de r Le schgma en groupes ~iv 

satisfait ~ la condition (C') de 3.5-2,  donc ~ la condition (C) de 3 .5 .  i. 

On peut en effet choisir un isomorphisme j de 9J~ulf sur un sous-schdma en groupes 

fermd de ~ tel que, pour tout a E ~ et toute racine 0~ de G suivant S appartenant k a, 
le caract6re ~ o j  de ~ u I t  soit strictement positif. Le composd de j avec l 'action de 3 

sur R.~v (3.3.5)  fournit une action de ~J~ult sur ~ r  satisfaisant k la condition de 3 .5 .4 .  
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3.5 .6 .  Lemme. - -  Soit v e V et posons M = 0(Dist ~).v. On suppose que M est 

projectif de type fini, que Y. op~re sur M et que A[3E] poss~de un syst~me gFngrateur formg de coejfi- 
cients de p de la forme c o avec x ~ ~V. Alors, Y. opkre fid~lement sur M.  

Soit x e tV tel que c~,~ e A[5] et soity la restriction de x ~t M. Pour ~ e Dist ~, 
o n  a 

<y, = <x, = c A ,  

d'ofl y e tM. On  v6rifie alors ais6ment que c,~ est le coefficient c~,, de la repr6sen- 
ration ~ de 3E dans M d~finie par p. Par suite A[5] est engendr6e par les coefficients 

de ~, cqfd. 

3 .5 .7-  Lemme. - -  Supposons Y~K unipotent et soit v E V tel que le K-schgma en groupes 

stabilisateur de v dans Y-K soit trivial. Pour N entier > I, notons p(N) la repr6sentation @~ = P 

de Y'K dans Vs = |  et posons vs = v. Si N e s t  assez grand, l'alg~bre A[X] est 

engendrde par des coeffcients de p(N) de la forme c pINI pour y ~ tVs. llj Vl~, 

On se ram~ne aussit6t au cas off V e s t  le plus petit sous-espace vectoriel contenant 
l'orbite O(~K).V. Puisque ~K est unipotent, celle-ci est d'ailleurs fermde ([DG], p. 488) 
et l 'application x ~  p(x) .v  est une immersion fermde de ~K darts V ([2], prop. 6.7). 
Par suite, la K-alg~bre K[3~] est engendr6e par les coefficients c~,~ pour x e tV. 

L'ensemble F N des coefficients c p(~) de p(N) est exactement l'ensemble des poly- 
n6mes homog~nes de degr6 N ~t coefficients dans K e n  les coefficients c~,~ pour x ~ tV. 
D'autre part, puisque ~K est unipotent, il poss6de un point fixe z + o darts tV et le 
coefficient ~,~ est une constante non nulle (sinon on aurait ~K.VC Ker z), qu'on peut 
supposer ~gale ~t I. I1 s'ensuit que Pr~ est l'ensemble de tous les  polyn6mes de degr6 N, 
homog6nes ou non, en les c~,,. 

Or, A[~] est engendr6e par un hombre fini d'616ments f l , . . . ; f ,  de K[3E] et 
chaque f~ est un polyn6me ~t coefficients dans K en les c~,~. I1 suffit alors de prendre 
l'entier N plus grand que le plus grand des degr6s de ces polyn6mes. 

3.6. Construction d'un ~ - m o d u l e  fid~le pour ~a. 

Dgsormais, nous supposons que l'anneau A est prfif6rien (cf. 2 .2.2) .  

3 .6.  x. Proposition. - -  Soit O une repr6sentation de G dans un espace vectoriel V de 

dimension finie sur K et soit M 0 un sons-A-module de type fini de V .  Soit tF une partie positivement 

close de 4, et posons M = p(Dlst lI,r).M0. Alors, 

(i) 1V[ est de type fini (done projectif) et lI,r op~re sur M; 

(ii) si 3 op~re sur M0, alors 3 op~re sur M.  
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Vu 3 . 5 . 5  et 3 .5 .2 ,  il existe un entier N tel que M = p(Dist Nu , r ) .M0.  Par 
suite, M est de type fini, done projectif puisque sans torsion, et lI,r op6re sur M 

d'apr~s 3.5- :. 
Supposons maintenant que 3 op6re sur M 0. L'action de 3 sur lI,r (3 .3 .5)  d6finit 

une op6ration de 3 sur le module Dist N lI,r ( I . 4 .9 ) ,  d'ofl une op6ration de 3 sur 
M'  = DiStN~I,r |  0. L'application ~ :  M'  ~ M  d~finie par q0(8| est 
surjective et K | q~ : K | M'  ~ K | M C V e s t  compatible avec Faction de Z (pour 
tout z ~ Z ( K ) ,  on a (K| ( z . ( 8 |  = p(z~)p(z) .m = p(z)p(8).m), c'est-~-dire 

est un morphisme de K[Z]-comodules,  ou encore un morphisme de A[3]-comodules 
(noter que par  exemple K[Z] | (K|  = A[3  ] | (K |  On en d6duit 

que Ker K | q~ et M'  sont deux sous-A[3]-comodules de K | M', et il e n e s t  de mSme 
de leur intersection Ker q0 [30]. Par passage au quotient par Ker % on obtient done 

une structure de A[3]-comodule sur M, c'est-~-dire une op6ration de 3 dans M, qui 
redonne par tensorisation avec K la repr6sentation p de Z dans KM.  

3 .6 .2 .  Corollaire. - -  Soit p une reprdsentation de G dans un espace vectoriel V de dimension 

finie sur K et soit M o un sous-A-module de type fini de V tel que 3 op~re sur M 0. Posons 

M ---- p(Dist ~ ) M  0. Alors, M est un A-module de type fini, K M  est invariant par p(G) et le 

couple (M, P1), or) Pl est la restriction de p ~ KM,  est un ~-module. 

Comme K M  est invariant par p(Dist G) (3-4.5) ,  il est invariant par p ( I .4 .8 )  
et l 'on peut supposer V = KM.  Choisissons un systSme de rayons radiciels positifs ~+ ,  

posons 1I • = l I ~  et M1 = p(Dist ~i+)M0; vu 3 .6 .  i, Mx est de type fini et 3 op~re 
sur M:.  I1 en rdsulte, compte tenu de 3 .4 .4 ,  que M = p(Dist I I - ) M :  et 3 .6 .  : entraine 
que 3 et l I -  op6rent sur M. Enfin, M = p(Dist I I+)M et, toujours par 3 .6 .  I, ~+ op6re 
sur M. 

3 .6 .3 .  Soit G un rev&tement simplement connexe du groupe adjoint Ad G de G. 
On sait qu'il existe un unique tore ~ d~ploy6 sur K de G dont l 'image dans Ad G 
coincide avec celle de S et le syst6me de rayons radiciels de G suivant S s'identifie cano- 
niquement ~ ~ .  Pour ~ C  ~ positivement close, la projection canonique G -+ G 

ddfinit un isomorphisme du sous-groupe radiciel U,r de G associ6 h tF sur U,r, ce qui 
permet d'identifier ces deux groupes. 

3 .6 .4 .  - -  Soit ~ +  un syst6me de rayons radiciels positifS et posons ~i • ---= l I ~ ,  etc. 
d 

Soit L l'alg~bre de Lie de G et L -  celle de U - .  Posons d = d i m U - ,  V----=AL et 
a 

W =  A L - ,  de sorte que W C V  et d i m W =  I; soit v un 616ment non nul de W 
et soit p (resp. 7 )  la representation adjointe de G (resp. G) dans L. P o u r u n  entier N > i, 

on note p(N) la reprdsentation @N @N p dans V N = @ N v ,  on pose W N =  W C V  s 

et v N =  @Nv. Enfin, on pose 

M s = p(N) (Dist ~) .Vs.  
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3.6 .4-  Proposition. - -  (i) Le A-module M~ est de type fini et 3 ,  1i+ et 1I- op~rent sur MN 
par p(N). 

(ii) Si N est assez grand, !I + opkre fid~lement sur M~. 
Autrement dit, le couple (Ms,  p(N)) est un ~-module, qui est fidkle pour 1I + (done pour 

les lI, pour a e ~+) d~s que N e s t  assez grand. 

En effet, il est clair que Z laisse invariant W et y op~re par un caract6re Z. Vu 

(DRS 2) (ou 3 .3 .5) ,  3 op~re sur le sous-module ~ Lie 1I, de L- ,  ce qui entrMne 
a~- 

que Z se prolonge en un homomorphisme (not6 encore Z) de 3 dans 9J/ult et 3 op~re 
par Zs sur tout sous-module de type fini de WN, en particulier sur Av~. 

L'assertion (i) r6sulte alors de 3 .6 .2  et l'assertion (ii) r6sulte des lemmes 3.5 .6, 

3 .5 .7  et 

3 .6 .5 .  Lemme. - -  Le stabilisateur de v dans U + est trivial. 

II revient au mfime de montrer que le stabilisateur de v dans U+ est trivial; 
autrement dit, on peut supposer que G est semi-simple et simplement connexe. Soit K une 

cl6ture alg6brique de K et soit n l 'application x ~ p ( x ) . v  de U+(K) dans K |  

I1 nous faut montrer (el. [2], prop. 6.7) que 

P = n-a(v) = {e} et Q =  dn~-t(o) = {o}. 

Soit T u n  tore maximal ddfini sur K de G, contenant S, soit ~ le syst~me de racines 
de G~, suivant T et soit iF+ (resp. tF-) l 'ensemble des racines 0c e ~ dont la restriction 

S appartient ~t un 61dment de ~ +  (resp. ~ - ) .  Les parties tF+ et iF-  sont positivement 
closes, on a tF-  ---= --  tF+ et le sous-groupe unipotent de Gf, associ6 k tF+ (resp. iF-) 

n'est autre que (U+)~ (resp. (U-)~) .  

Comme T C Z, le sous-groupe ferm6 P de U + est normalis6 par T et est done 
engendrfi par les sous-groupes radiciels U~ qu'il contient ([4], 3. i i). Mais U~C P 

entrMne Lie U~C O : il nous suffit donc de montrer que Q = { o } .  

Etant normalisde par T, l'alg~bre Q. est somme des Lie U~ qu'elle contient (avec 
0c e tF+). En dffinitive, nous devons seulement montrer que si l 'on choisit un 6pinglage 

de Chevalley ( x ~ ) ~  de Gf~ relativement ~ T et si l 'on pose e~ = dx~(I), alors a e tF+ 

entrMne p~(e~), v ~e o. 

Or, on a K |  ~g K e  ~, d'ofl v = k  A e_~ avec k e K •  et 
0E~F+ 13~F § 

pg(e~)v = k(+ [e~, e_ ~] ^ A e_ 0 + Z • [e~,e_v] ^ A e_o) 
0~'F+- {x} 

= k ( q - h ~ ^  A e _ o +  Z ~:N~._ve~_v^ A e_o). 

Ceci ddmontre notre assertion, puisque ha = [e~, e_ ~] est un 616ment non nul de Lie T. 
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3 . 7 .  C o n s t r u c t i o n  d ' u n  ~ - m o d u l e  f i d M e  p o u r  3 .  

Dgsormais, nous supposons que G est quasi-d6ploy6 sur K et que S est un tore dgployg sur K 

maximal. I1 s'ensuit que Z e s t  un tore maximal de G. On suppose de plus que le A-scMma 

en groupes 3 possdde une reprgsentation lingaire fiddle (condition toujours satisfaite si A est 
un anneau de Dedekind ( I .4 .5 ) ) .  

3 . 7 .  x. - -  Soit K8 une cl6ture sdparable de K. On  note O le syst6me de racines 
de GK~ suivant le tore maximal ZK~ et O+ l'ensemble des ~ E �9 dont la restriction 

S appartient k un 616ment de ~ +  : c'est un syst6me de racines positives dans �9 et 

(U+)K8 est le sous-groupe unipotent maximal de GK~ associ6 ~ O+. I1 s'ensuit que le 

caract6re Z de 3 introduit en 3 .6-4,  c'est-k-dire la repr6sentation de 3 dans le module 
D -~ det Lie 1I +, est le produit des racines positives dans le groupe des caract6res X*(Z) 
not6 multiplicativement : 

~ =  II ~. 
~ +  

C'est donc un poids dominant de Z, 6gal au carrfi du produit  des poids dominants fonda- 
mentaux ([NB] Lie VI,  w i, prop. 29) et pour tout caract~re k de Z, le caract~re kZ" 
est un poids dominant pour n entier assez grand. 

3 .7 .2 .  - -  Soit M 0 un A-module projectif de type fini et soit a une repr6sentation 
lin6aire fid61e de 3 dans Mo. Posons V = K | M o. Puisque Z e s t  un tore, la repr6- 

sentation aK de Z dans V e s t  compl6tement r6ductible : soit V = E Vj une d6compo- 
l ~ j ~ r  

sition de o K en K-composantes irr~ductibles ~ j : Z - ~ G L ( V j ) .  Pour I <  j <  r, la 

repr6sentation (aj)Ks de ZKs dans KsG V i est somme directe de caract~res kj,1, . . . ,k j ,  n i 
deux k deux distincts et permutds transitivement par le groupe de Galois F de K 8 sur K 
op6rant de fa~on naturelle sur X*(Z) (notons que, puisque G est quasi-d6ploy6 sur K, 

les deux actions classiques de F sur X*(Z) (cf. [36], 3. I) sont identiques). 
Soit n un entier assez grand pour que les caract6res X/,kZ n soient tous des poids 

dominants pour I <- j <- r et I <__ k <__ nj. La repr6sentation a' ~- (a | Z ~) @ Z de 3 

dans M 0 = (M0| ( ~ ) n D ) ) @ D  est encore fid61e. L'image par (a')* de A[ffi~(M0) ] 
contient en effet d 'une part Z et Z -1, d 'autre part  les produits par Z n des coefficients 
de ~ e t  le produit par X -~~ de l'inverse de det a, donc contient l 'image par a* de 

A[ (~ (Mo) ] ,  qui est A[3  ] tout entier. 
Par suite, quitte k remplacer ~ par ~', on peut supposer que tous les poids ~j,k sont 

des poids dominants. 

3 . 7 -  3- - -  Pour I ~ j < r, les poids kj, 1, �9 �9 kj, ni forment alors une orbite de F 

dans le c6ne des poids dominants. On sait ([36], 3.3, 7.2 et 7.4) qu'il existe une 
K-repr6sentation irrdductible Pi (et une seule k isomorphisme pr6s) de G dans un 

K-espace vectoriel Wj qui se d6compose sur K 8 en la somme directe des repr6sentations 

262 



GROUPES Rt~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 7I 

irr6ductibles Pi, k de GK, de poids dominants  kj, k (pour I < k < n~). Soit Wj, k le sous- 

espace de K , |  sur lequel (Pj)K, indui t  Pj, k et soit W~ Ia droite des vecteurs 
dominants  de Wj, k. Pour  j donn6, les W~,k (resp. W ~ ~) sont permutds transi t ivement 

par  F, il existe un  et un  seul K-sous-espace vectoriel W ~ de Wj, de dimension n~, tel 
que Y~ W~ = K ,  | W ~ et la K-repr6sentat ion de Z dans W ~ est isomorphe ~ ~ .  

3- 7-4" - -  Faisant  la somme directe des pj pour  I _-< j 5 r, on obtient une K-reprf -  
sentation p de G darts W = ~ W j  et un  K-sous-espace vectoriel W ~ = ~ W  ~ de W, 

invariant  par  Z, form6 de vecteurs dominants ,  donc fixes par  U +, et tel que la repr6- 
sentation de Z dans W ~ induite par  p soit isomorphe ~t aK" On  peut  donc identifier M o 

~t un  sous-A-module de W ~ et 3 op~re fid~lement par p dans M 0. 

3 .7-5"  - -  Posons M = p(Dist 9 ) M  0. Le corollaire 3 . 6 . 2  entralne que M est 
de type fini et que 3 ,  1I+ et 11- op~rent sur M, c'est-~t-dire que M est un ~-module. 

De plus, des consid6rations ~516mentaires sur les poids montrent  que 

(i) p(Dist + U +) W ~ = {o}; 

(2) W ~ n p(Dist + U - )  W ~ = {o}. 

De (i) et de 3 - 4 . 4  r6sulte que M = p(Dist 11-) M 0 et de (2) rdsulte alors que M est 

somme directe des sous-modules M 0 et p(Dist + 11-)M0,  qui  sont invariants par  3 .  

Comme 3 op~re fid$1ement sur M0, on voit que 3 op~re fid~lement sur M.  
En conclusion, nous avons d6montr6 la proposition suivante : 

3 -7 .6 .  Proposition. - -  Il  existe un ~-module fid~le pour 3 .  

3 .7-7 .  - -  Faisant alors la somme directe d ' u n  9 - m o d u l e  fid$1e pour  3 ,  d ' un  
N-module  fid~le pour  11[ + et d ' un  9 - m o d u l e  fid~le pour 11- (3 .6 .4 ) ,  on  obt ient  enfin : 

3 . 7  .8. Proposition. - -  Il  existe un ~-module fid~le. 

3.8. R~colte. 

Rdunissant  l 'existence d ' un  ~ - m o d u l e  fid~le et les r6sultats de 2.2, nous obtenons : 

3 .8 .  x. Th6or~me. - -  Soient A un anneau intkgre priifgrien, K son corps des fractions, 

G u n  groupe alg~brique rdductif connexe dgfini sur K,  quasi-ddployg sur K,  S u n  tore dgployg sur K 

maximal de G e t  (3, (11a)aer une donnge radicielle scMmatique sur G relativement ~ S. On 
suppose que les A-scMmas en groupes lI ,  sont lisses et que 23 poss~de une reprgsentation lingaire 

fid~le (cette dernikre condition gtant consdquence des autres lorsque A est un anneau de De&kind).  

Alors, le K-scMma en groupes G se prolonge en un A-scMma en groupes (5, plat, de type 

fini, possgdant une reprgsentation lindaire fid~le, et satisfaisant aux conditions suivantes : 
(S i) l'injection de Z (resp. Ua pour a ~ @) dans G se prolonge en un isomorphisme 

de 3 (resp. lI,) sur un sous-A-schFma en groupes fermg de G; 
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(S 2) pour tout systOme de rayons radiciels positifs r & ~ et pour tout ordre sur r ,+ 

(resp. ~ - = -  ~+) ,  l'application produit est un isomorphisme de scMmas de I I  lIa 

(resp. I I  ~Ia) sur un sous-sch(ma en groupes fermd 11 + (resp. l I - )  de (5; 
a ~ , ~ -  

(S 3) l'application produit est un isomorphisme de sch(mas de l I -  x 3 x 1~ + sur un 
sous-sch(ma ouvert E de (5. 

Si de plus 3 est lisse, alors le sch6ma (5 est lisse. 

3 . 8 . 2 .  - -  Nous n'avons pas rdp6t6 dans le th6or6me pr6c6dent toutes les pro- 
pridtds ddj~ vues de (5. Rappelons-en sommairement quelques-unes. 

a) L'ouvert ~ de (S 3) est un ouvert special, ddfini par un dldment d e A[(5] 
tel que d(I) = I. 

b) Pour toute partie positivement close qP de �9 et pour tout ordre sur ~F, l'appli- 

cation produit est un isomorphisme de sch6mas de II  II a sur un sous-sch6ma en groupes 

fermd lI,r de (5 (2.2.3 (i) : on comparera avec 3.3.2)-  

c) 3 normalise 1I + et l 'application produit est un isomorphisme du produit semi- 
direct 3 iX 1i + sur un sous-schdma en groupes fermd 31I + de (5 (2.2.3 (ii)). 

3 . 8 . 3 .  - -  On a d6jk vu que le schdma (5 fourni par le th6or6me prdc6dent ne 
d6pend pas seulement de la donnde radicielle sch6matique mais aussi du ~-module  
fid61e M choisi, m~me si A est anneau de valuation discr6te complet (3.2. I4). Cepen- 
dant, lorsque 3 est lisse, la composante neutre (50 de (5 est inddpendante du choix de M. 
Contentons-nous d'dnoncer le r6sultat qui nous sera utile par la suite : 

ThEor~me. - -  Gardons les hypotheses de thdor~me 3 .8 .  I et supposons de plus que A est 
un anneau de valuation de hauteur I ou un anneau de Dedekind, que 3 est lisse et que les lla sont 
co'anexe$. 

(i) Le schgma en groupes (5 o est (dr isomorphisme unique pros) le seul schdma en groupes 
connexe de fibre gdn(rique G possddant les trois propriads (S O i), (S O 2) et (S o 3) obtenues en rem- 
plafant -3 par 3 o darts les conditions (S I), (S 2) et (S 3) de 3.8.  I. 

(ii) Le schgma en groupes ( 5 1 =  3.(50 (cf. 2 .2.9)  est (~ isomorphisme unique pros) 
le seul sch(ma en groupes de fibre gdndrique G poss(dant les trois propria(s (S I), (S 2) et (S 3) 
de 3.8.1 et tel que (st =3 . ( (5z)0 .  

On peut mgme dans (i) (resp. (ii)) remplacer la condition (S o 2) (resp. (S 2)) par celle 
obtenue en y remplafant deux fois les mots << pour tout • par << il existe un •. 

Cela rdsulte imm6diatement de 1.2.13 et 1.2.14, compte tenu de ce que les 
conditions imposdes entralnent la lissit6 des schdmas consid6r6s. 
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3.9. Compl6ments. 

3 .9 .  x. - -  Groupes rgductifs en caract~ristique zgro. 

Dans l' gnoncg du thgor~me 3 .8 .  I, on peut supprimer les deux hypotheses G quasi-ddployg sur K 
et S maximal parmi les tores K-dgployEs ~ condition de supposer que 3 posskde une reprgsentation 

lindaire fid~le ~ telle que la K-reprgsentation aK de Z soit compl~tement rgductible (condition auto- 

ma t iquemen t  satisfaite si car K = o, puisque Z e s t  rEductif).  

Comme ce rEsultat ne sera pas utilisE par  la suite, nous nous contenterons d 'en 

esquisser la demonstrat ion.  I1 s'agit de prouver  3 .7  .6 et, en reprenant  les notations 

et les arguments  de 3.7,  on volt qu' i l  suffit de montrer  l 'assertion suivante : 

a) I l  existe une K-reprgsentation de G dans un espace vectoriel W et un sous-A-module de 

type fini M o du sous-espace W ~ des vecteurs dominants de W ,  engendrant W ~ tel que 3 op~re fid~- 
lement darts Mi o. 

Soit T un tore maximal  de G dEf in isur  K,  avec S C T  d'ofl T C Z .  Soient K 

une cl6ture separable de K et q~ le syst~me de racines de G suivant T. Le syst~me de 

racines ~ z  de Z suivant T e s t  l 'ensemble des , E W triviales sur S et l 'on peut  choisir 

une base B de tI" telle que B z = B n tF z soit une base de ~ z  et qu 'une  racine , ~ 
dont  la restriction k S appar t ient  ~ un ElEment de cl '+ soit positive. On  note A + (resp. A +) 

l 'ensemble des poids dominants  de G (resp. Z) relat ivement  ~ B (resp. Bz)', on a A +a C A +.  

Le caractbre Z de 3 dans D = det Lie 1[ + (3 .6 .4)  restreint ~ T e s t  le produi t  
des racines a E ~ +  --  iF+, &off rEsulte que (Z, v ) = o si , E B z et (Z,  v ) > I 

si 0~ e B --  B z. Par  suite, si k est un poids dominant de Z, alors k f f  est un poids dominant 
de G pour N entier assez grand. 

Partons alors d 'une  representation fid~le a de 3 dans un A-module  M 0 projectif  

de type fini telle que la K-reprEsentation a K de Z soit compl&ement  rEductible. On  voit 

comme en 3 .7  que, quit te  ~ remplacer  a par  la representation (a |  (~)N Z ) ) |  et 
considErer sdparEment chaque composante  K-irrEductible, il suffit, pour  prouver  a), de 

dEmontrer 

b) soit a une K-reprEsentation K-irrgductible de Z dans V telle que les poids dominants 

des composantes K-irrdductibles de a~ soient aussi des poids dominants de G; il existe une K-reprE- 

sentation p de G darts un espace vectoriel W D V teUe que la restriction de p ~ Z laisse stable V 
et y induise a, et que l'espace des vecteurs dominants pour G de W coincide avec celui des vecteurs 

dominants pour Z de V .  

Rappelons que le groupe de Galois F = Ga l (K/K)  op~re sur A +~ (resp. Az +) : 

si ), ~ vk est l 'opEration , naturelle ~) de y e I' sur le groupe des caract~res de T et 

si k e A + (resp. k E A+), alors yQ(k) (resp. yz(k)) est l 'unique poids dominan t  de G 

(resp. Z) transformE de vk par  un  ElEment du groupe de Weyl  W a de G (resp. W z de Z). 

Comme W z C W a ,  on voit que si Z et yz(k) sont des poids dominants  de G (donc 
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de Z), on a y,(X) = yz(X). En particulier, d 'une part tout poids dominant de G qui est 

fixe par l'action de F sur A + est aussi fixe pour l'action de F sur A + et d 'autre part  les hypo- 
theses de b) entralnent que l'ensemble P des poids dominants des composantes K-irrgductibles 

de cF~ est une orbite de P aussi bien pour son action sur A + que sur A + G 

Utilisant les r~sultats du nO 7 de [36], on se ram~ne ais6ment au cas off P e s t  rdduit 
~t un seul poids ),. I1 suffit alors d 'adapter  la ddmonstration du thdor~me 3.3 de [36], 
dont nous reprenons les notations (~ quelques changements 6vidents pros, notamment 
de k en K...). On peut supposer que le K-isomorphisme q~ de G sur un groupe K-ddployd G d 

envoie T sur un tore maximal K-ddploy6 T ~ de G a et par suite envoie Z sur un sous- 
groupe K-d6ployd Z ~ de G a. Le i-cocycle ~ : -f ~ q~ o "( o ~-1 o y -  ~ envoie alors F dans 

le groupe des automorphismes de Gd(K) conservant Za(K). 
La reprdsentation K-irr~ductible pe de G d dans W a de poids dominant X o q0 -~ 

restreinte ~ Z ~ contient une fois et une seule la reprdsentation K-irrdductible ~a de Z a 
de m~me poids dominant ([36], p. 2o4). Soit V ale  sous-espace correspondant : on voit 
aussit6t que le I-cocycle ~ d~fini dans [36], p. 2o4, k valeurs dans PGL(W),  conserve V 
et fournit un I-cocycle ~' ~ valeurs dans PGL(V).  I1 suffit alors de tordre simultan6ment 
d 'une part G a et Z a par 4, d 'autre part  GL(W) par ~ et GL(V) par ~' pour ddduire 

de pa, comme dans [36], la repr6sentation 0 de G cherchde (on remarquera que les 
alg~bres ~t division canoniquement assocides ~ G e t  ?, d 'un c6td, ~ Z et X de l'autre, sont 

isomorphes : cela r6sulte aussi de la prop. 5 .5 .2  de [36]). 

3 . 9 . 2 .  - -  Pour fiviter des complications techniques, nous avons supposd d~s le 
ddbut de ce chapitre que K est le corps des fractions de A. Cependant la m6thode peut 
&re am~nagde de faqon ~t s 'appliquer ~t la descente d 'un corps k un sous-corps. On peut 
ainsi ddduire l'existence des sch6mas de Chevalley sur Z k partir de I'existence des groupes 
correspondants sur C : on commence par descendre de C ~ Q en faisant jouer  ~t ce dernier 

le r61e de A, puis de Q k Z comme en 3.2. 

3 . 9 . 3 .  - -  Cas des donn&s radicielles schdmatiques de Chevalley. 

Supposons que A soit un anneau de Dedekind, G u n  groupe ddploy6 et N une 

donn6e radicielle schdmatique de Chevalley. La proposition suivante montre alors 
qu 'un ~-module  fid61e pour ~ = 3 est ~ presque toujours >> fid61e. 

a) Proposition. - -  Supposons remplie l'une au moins des conditions suivantes : 

(i) l'iddal (2) est totalement non ramifi~ dans A,  c'est-a-dire que 2 + o et que tout idgal 

dont une puissance est divisible par 2 est lui-mgme divisible par 2. 
(ii) le groupe G ne posskde aucun sous-groupe distingud qui soit adjoint de type C,  (n > I). 

Alors, toute donnde radicielle schdmatique dominde par ~ cofncide avec ~ .  En particulier, 

tout ~-module fidkle pour ~ est fid~le. 

Que la derni6re assertion soit consequence de la pr6c6dente rdsulte de 3. I .6. 
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b) I1 est facile de voir que si un  sch6ma en groupes lisse (5 de fibre g5ndrique G 

a pour  ~ composante neutre  >> (5 ~ un  schdma de Chevalley, alors (5 = (5o (pour le cas 

d ' u n  anneau de valuat ion hensdlien, dont  le cas gdndral se d6duit  aussit6t, cf. 4 .6) .  

On  en ddduit  : 

Corollaire. - -  Supposons remplie l'une des conditions (i) et (ii), soit p : G -+ GL(V)  

une reprdsentation lingaire fid~le de G et soit M u n  sous-A.module de type fini de V stable par 
Dist ~ et tel que K M  = V. Alors l'adhdrence schdmatique (5 de p(G) dans (fi~(M) est le schdma 
de Chevalley associd ~ ~ .  

En effet, 3- 5- 3 (2) entraine que ~ et les lI ,  op~rent sur M e t  2. I .  6 montre  que 

y opSre fid&lement. Vu la proposition, M est done un  ~ - m o d u l e  fidSle. Enfin, 3 . 8 . 3  
puis, tt nouveau,  la proposition impliquent  que No, done ffi, est le schema de Chevalley 

associ5 t t ~ .  
Pour A----Z,  ceci est essentiellement un rdsultat de C. Chevalley [ i6 ] ;  notre 

d6monstrat ion s 'apparente  d'ailleurs ~ la sienne. 

c) Le corollaire prdcddent et, afortiori, la proposition ne sont pas vrais sans hypo- 

th~se sar A et G comme le montre  l 'exemple suivant : A = Z[%/2], G = PGL2, 
p----Ad, ~ ---- {-4- a}, M = ~ / ~ A e _ , + A h  a + % / ~ A e . ,  avec les notations e+a , h a 

de 3 .2 .2 ,  que nous conservons dans la preuve ci-dessous. 

d) Preuve de la proposition. 

La condit ion (ii) est 6quivalente 

(ii') pour  a a (I), le sous-groupe de G engendr~ par  U,  et U_  a est isomorphe ~t SL 2. 

Soit ~ '  ~ (3, (1I~)) une donnEe radicielle schEmatique dominde par  ~ .  Nous 

devons montrer  que, pour  a a ~ ,  le morphisme 1I, ~ 11~ prolongeant  l ' identit6 de U.  

est nn  isomorphisme. Ouit te  k remplacer  G par  le sous-groupe G a engendr6 par  U,  
et U _ . ,  ce qui  est loisible vu la reformulat ion (ii') de (ii), nous pouvons supposer que 

O-- - -G. .  Posons alors e = e,, f ~  e_. ,  h = h.. Identifions K[U, ]  ~ un anneau de 

polynSmes K [ X ]  au moyen  de l 'dpinglage utilis6 pour  d6finir la donnde ~ (cf. 3 .2 .2 ) .  

Ainsi, A[II,] = A[X].  Comme 1I~ est normalis5 par  ~ ,  on peut  6crire 

A[II~] = A + ]~o~X ~, 

off 0~ est un  ideal de A, et notre assertion revient k ax = A. Faisons l 'hypoth&e inverse 

et cherchons k e n  dfiduire une contradict ion.  O uitte ~ localiser en un  ideal premier 

contenant  al ,  nous pouvons supposer que A est un  anneau  de valuat ion discrete et, d6si- 

gnant  par  7: une uniformisante,  que 7: divise al ,  ce qui implique que ~ - l e  ~ A' ---- Dist ~ ' .  

Comme l ' identit6 de U _ .  se prolonge en un morphisme 1[_, -+ 1I'_., A' contient  aussi 

les puissances r~duites f ( , )  de f .  Mais un  simple calcul (utilisant, si l 'on veut, [NB] 

Lie VII I ,  nO L e m m e  4) montre  que 

h ----- [if(2), e] - - f .  [ f ,  e], e]. 
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Par consdquent, =-2h �9 A', et cela implique que G est isomorphe ~t PGLs (sinon 

aurait Ah pour alg6bre de Lie) et que =s divise ~, en contradiction avec les conditions (i) 

et (ii). 

3.9-4-  --Anneaux de dimension homologique <~ 2. (Compldment ajoutd aux dpreuves.) 

Le thdor~me 3.8-  I se gdndralise au cas off l 'anneau A n'est plus supposd prfifdrien 
mais est ncethdrien, intdgralement clos et de dimension homologique ~< 2, par exemple 
pour A ----- k[x,y],  off k est un corps, ou pour A = Ax[[z]], off Ax est un anneau de 
Dedekind (ce cas pourrait  fitre utile dans l'dtude des groupes associds aux alg~bres de 
Kac-Moody).  Nous devons cependant supposer alors que les schdmas lI~ sont connexes, 
et le A-schdma (5 obtenu n'estpeut-gtrepas a fine (of. 3 .2 .  I5) "il ne poss~de peut-Stre plus 
de reprdsentation lindaire fid~le au sens de I -4 .5 ,  mais il s'identifie encore ~ un sous- 
schdma en groupes (non ndcessairement fermd) plat de dimension finie d 'un ffi~(M), et 
il poss~de les autres propridtds dnoncdes dans 3-8.  x. Pour dtablir ce rdsultat, il suffit de 
montrer l'existence d 'un ~-module  fid~le et d 'appliquer la proposition 2.2.  Io. Autre- 

ment dit, il suffit de gdndraliser 3- 6 et 3.7. 

A cette fin, on remarque que si M est un sous-A-module de type fini d 'un K-espace 
vectoriel V, engendrant V (autrement dit, un rdseau de V), alors M est contenu dans un 
plus petit sous-A-module projectif de type fini de V, que nous appelons l 'enveloppe pro- 
jective de M e t  notons 1Q. En effet, comme A est un anneau de Krull, on sait que M est 
contenu dans un plus petit rdseau r~flexif, qui est ]'intersection des ]ocalisds Mp pour p 

ddcrivant l 'ensemble P de iddaux premiers de hauteur I de A ([NB] AC VII ,  p. 50). 
Mais comme A est noethdrien de dimension homologique ~< 2, un A-module est un rdseau 
rdflexif si et seulement s i i l  est projectif de type fini ([NB] A X, w 8, exer. I3, p. 2o3) , 
d'ofi notre assertion. De plus, il existe x e K • tel que M C 191 C xM ([NB] AC VII ,  
w 4, prop. 2) et x n 'appartient  qu'~ un nombre fini d'iddaux premiers Px, �9 �9 P, �9 P, d'ofi 

(i) l~I = xM n M~, c~ . . .  c~ Mp,. 

De (I) rdsulte aussit6t que si u �9 End V est tel que u(M) C M, alors u(1Vl) C 1VI 
et que si V e s t  muni d 'une structure de comodule 

d:  V---> C | V 

sur une A-coalg~bre plate C telle que M soit un sous-comodule de V, alors l~I est aussi 

un sous-comodule de V, comme intersection finie de sous-comodules ([3o]). 

On voit alors aisdment que 3-6.  I reste valable, ~ condition de supposer Mo pro- 
jectif  de type fini et de remplacer dans (i) et (ii) le sous-module M = p(Dist R,r).M0 
par son enveloppe projective lV[. On modifie de mSme 3 .6 .2  (resp. 3 .6 .4 ,  resp. 3-7.5)  
en supposant M0 projectif de type fini et en rempla~ant M = p(Dist ~ ) . M 0  par 1VI 

(resp. M s = p(N) (Dist ~ ) . v  N par I~{N, resp. M = p(Dist ~ ) . M 0  par 1~I) et l'exis- 

tence d 'un ~-module  fid61e (3.7- 8) rdsulte de 3 . 6 . 4  et 3.7-  5 ainsi modifids. 
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Dans ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, la lettre G ddsigne un 

groupe r6ductif connexe quasi-d6ployd sur K et S en est un tore ddfini et dfploy6 sur 

K maximal. A partir du nO 4.2, K sera suppos6 valu6. 

4. x. G6n6ral i t6s  (1). Structure  des  U~. 

4. x. x. - -  Rappelons qu 'un groupe r6ductif ddfini sur K est dit quasi-dgployd (sur K) 

s'il poss6de les propridt6s 6quivalentes suivantes : 

- -  le centralisateur Z d 'un  K-tore d6ploy6 maximal est un tore; 

- -  G poss6de un sous-groupe de Borel B d6fini sur K. 

On peut toujours supposer que B D Z. Pour aider le lecteur ~ se souvenir que Z 

est un tore (maximal), nous le noterons aussi T. 

4. x. 2. - -  Soit K, une cl6ture s6parable de K. On sait que T et G sont d6ployds 
sur K 8. Le groupe de Galois GaI (KJK)  op6re sur le groupe des caract~res X*(T) de T, 

conserve le syst6me de racines ~ de G suivant T 
K-sous-groupe de Borel B. I1 existe une plus petite 

c'est aussi la plus petite sous-extension d6ployant 

ainsi que la base A de (I) assocife au 

sous-extension Yx de K~ d6ployant G : 

T;  elle est galoisienne et est le corps 

des invariants du noyau de la repr6sentation de Gal(Ks/K ) dans X*(T). 

On note �9 le syst6me des racines de G suivant S, �9 le syst6me des rayons radiciels 

de G suivant S (au sens de I .  I.  2) et V l e  dual du sous-espace vectoriel engendr6 par (I) 

dans R | X*(S). On sait qu 'un  6Mment a ~ �9 contient un ou deux 616ments de ~.  

Dans le premier cas, nous notons 6galement a l 'unique 616ment de �9 appartenant ~t a. 

Dans le second cas, nous disons que a est pluriel et nous notons a (resp. 2a) l'6Mment 
non divisible (resp. divisible) de �9 appartenant ~t a. On salt que les 6Mments de �9 sont 

les restrictions ~t S des dldments de ~,  que les restrictions ~t S des 6Mments de ~ forment 

une base A de (I) et que les 616ments de ~ dont la restriction ~t S est un 616ment donn6 

de A forment une orbite de Gal(Ks/K) (ou de Gal(Yx/K)) dans ~ (pour toutes ces asser- 

tions, voir [4] passim, notamment  w 6). 

(1) Les  r6sul ta ts  de  ce n ~ 4.  I son t  va l ab l e s  p o u r  u n  corps  K q u e l c o n q u e  d v e n t u e l l e m e n t  finl.  
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4" I "3" - -  Pour 0~ a ~ ,  notons U~ le sous-groupe radiciel correspondant de G~.. 

Le groupe de Galois GaI(K/K) permute les U~ et y(U~) = U~(~). Soit X~ le stabi- 
lisateur de la racine 0~ dans Gal(K/K) : c'est aussi le stabilisateur de U~; il ne d6pend 

done que du sous-groupe U~, et non du choix du tore S normalisant U~. Le corps des 
invariants de X~, sera not6 L~ et appel5 le corps de ddfinition de Ia racine o: (ou du sous- 
groupe U~). L'opdration de Z ,  dans U~ le munit par  descente galoisienne d 'une structure 

de droite ( I . 2 .1o )  sur L~. Si X~:~L~ -+ U ,  est un L,-dpinglage de U~ (3 .2 . I ) ,  et 
si y ~ G a l ( K / K ) ,  on a y(L~) = L~(~) et yo~oy- l : :D , ; (L~) - ->~(~ )  est un L,c(~)- 

dpinglage de U~,/~), ne ddpendant que de T(0~). 
I1 en rdsulte que l 'on peut choisir un K-dpinglage (x~)~e 7, de G~ (3.2 .2)  tel que 

I) ~'~ : ~D -* U~ est u n  L~-isomorphisme (pour ~ e ~). 

2) ~ ( ~ ) = y o x ~ o y  -1 (pour a e ~  et T ~Ga l (K/K) ) .  
Nous dirons que c'est un dpinglage de Steinberg de G (relativement k S). On  montre 

alors (cf. [31]) qu'il existe un K-syst6me de Chevalley ( x ~ ) ~  (3 .~ . I )  prolongeant 
cet 6pinglage et poss6dant les propridt6s suivantes : 

3) Si la restriction a de 0~ ~ ~) ~ S est un 6ldment non divisible de (I), alors x~ 

est un L~-isomorphisme de ~ sur U~ et l 'on a ~'v(~) = Y o ~'~ o y -1 pour tout T a Gal(K/K) .  
4) Si la restriction a de a ~ ~ ~ S est un 616ment divisible de (I), a/ors il existe 

deux racines distinctes ~, ~' a ~  de restriction a/2 ~ S telles que a ---- [3 + ~'; on a 
L~ ---- L~,, L~ est une extension quadrat ique (sdparable) de L~ et pour tout y e Gal(K/K) ,  
il existe e : 4- I tel que y o x%(u) o y-1  _-- xv(~)(au); si y ~ Gal(K/L~), on a * = -- i 
si et seulement si y induit sur L~ l 'unique automorphisme non trivial. 

Un tel systSme sera appeld un s.ystkme de Chevalle_y-Steinberg de G. 

4 - x  . 4 .  - -  Nous allons maintenant d6crire les structures possibles pour les sous- 
groupes radiciels U a pour a E ~ .  Pour cela, on peut 6videmment supposer que a contient 

un 616ment de A. On note ~a l 'orbite correspondante de GaI(K/K) dans ~. Soit d 'autre 
part  7:: Ga-+  (Ua ,  U a) un revfitement universel du groupe (semi-simple) engendr6 
par U a et U a : c'est un groupe semi-simple, simplement connexe, ddfini et quasi-ddploy6 
sur K, ddploy6 sur K, de rang relatif un, admettant  ~- l (S)  (resp. ~:-I(T)) comme tore 

d6ploy6 maximal (resp. tore maximal). L'orbite ~a s'identifie ~ une base du syst6me 
des racines de G a suivant 7=-l(T) et n induit des isomorphismes des deux sous-groupes 
unipotents maximaux U+ et U_  de G a normalis6s par  7:-l(S) sur U a et U a respec- 

tivement. 

Le groupe GaI(K/K) permute transitivement les 6ldments de l 'orbite ~a. U n  
coup d'ceil ~ la classification des diagrammes de Dynkin montre a/ors que deux cas 

seulement sont possibles : 

Cas I : G K est isomorphe ~ un produit  de groupes ~ ,  indexd par  ~a et per- 
mutSs transitivement par  Gal (K/K) ,  le corps de ddfinition du facteur d'indice a est 

L,  et G a-~ IXLcdK~J~ ~ (cf. 1.5. I6). 
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- -  Cas I I  : G K est isomorphe ~t un produit de groupes ~ 3  index6 par l 'ensemble I 

des parties ~ deux 6Mments {~, ~'} de ~ telles que 0r + ~' soit une racine. On  a alors 
L~ = L~,, L~ est une extension quadrat ique (s6parable) de L~ + ~,, le facteur simple G'  
d'indice { ~r 0r } est d6fini sur L~ = L~ + ~,, d6ploy6 sur L = L~ et est isomorphe sur L~ 

au groupe spdcial unitaire de la forme hermitienne h : (x_~, x0, x~) ~ x ~ _ ~x~ + x~ x 0 + x~ x_ 
sur L ~ (05 ~ est l'616ment non trivial de Gal(L/L~)), considdr6 comme groupe algdbrique 

L sur L~ et que nous noterons ~ l I z ,  ou simplement ~lIz,  lorsque aucune confusion 

n'est ~t craindre. On a alors G ~ _ YIL~/K~IlZ. 

Notons que l 'on se trouve dans le cas II  ou dans le cas I suivant que le rayon 

radiciel a est pluriel ou non. 

4 .  x . 5 .  - -  Pla~ons-nous dans le cas I. Le groupe (Ua)~, est alors le produit  direct 

des U~ pour  ~ e ~ ,  et ceux-ci sont permutds transitivement par  Gal(K:/K). I1 en 

r6sulte que U~ est K-isomorphe ~ 1-IL~/KU~ (pour ~ e ~,). Si Y~ est un L~-dpinglage 
de U~, alors x, = I]L~/K~ est un K-isomorphisme de IIL~/K~3 sur U~; un isomor- 
phisme obtenu de cette mani6re (ou plut6t le couple (L~, x~)) sera appel6 un dpinglage 
de Ua. 

Notons que IIL~/K~3 n'est autre que le K-schdma ~ associ6 au K-module L~ 
(1 .4 .1) ,  d6fini par  ~ ( R ) =  L~| R pour toute K-alg~bre R. L'isomorphisme x~ 
fournit alors un isomorphisme de groupes du groupe additif  L~ = ~ ( K )  sur U~(K), 
qu 'on note encore x,, par abus de langage. Si (x~)~e ~ est un 6pinglage de Steinberg 

de G, on a, pour u e L ~ ,  

(I) x~(u) = I I  x~(u~) avec uv(~) = y(u) pour y e Gal(K/K) .  
~ E A  a 

L'~pinglage de U_~ associ~ ~ x~ est celui obtenu ~t partir  du L~-~pinglage de U_~ 

associ6 ~t x~_~ (3.2.  I) (notons que L_~ = L~!). On volt ais6ment qu'il peut &re carac- 
t~ris6 par la propridt6 suivante (cf. 3 .2 .  I (i)) : pour u e L~,  on a 

(2) m,(u) = x~(u) x ~(u -1) x~(u) e N  

(resp. m_~(u) = x_~(u) x~(u-t)x_,(u)  e N). 

L'image de ma(u ) dans le groupe de Weyl W = N(K) /T(K)  est la r6flexion 
par  rapport  ~t la racine a. On pose ma = m~(I). Alors, 

x_~ = moxo(u) m:  1. 

Enfin, soit G ~ le facteur simple de G K d'indice cr Vu 3.2.  I, il existe un unique 
L~-isomorphisme ~ de ~ z  sur G ~ tel que ~'+ ~ = r~ o ~ oy• oSy+ (resp.y_) est l 'homo- 

(::)( ( '  :)) morphisme u ~  resp. u ~  de ~ dans ~ .  On  note ~a le 
- - U  

K-homomorphisme 7: o Y[L/K~ de I - IL/K~ 2 dans G et ~ l 'homomorphisme 
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(('o ~ ((O'o)) t ~  s t -  1 de IIL/KgJhlIt dans T (cf. 3 . 2 . I ) .  On a m a = ~  s et 
- -  I 

ms(u ) = Y ( u )  m s = m a a ( u  ) pour tout u ~ L ~ .  
On prendra garde que, contrairement ~ ce que les notations pourraient faire 

croire, les objets x• , ms, ~s d~pendent non seulement de a, mais des choix de 0c E ~a 
et de l'6pinglage ~ .  

4-x .6 .  - -  D6terminons maintenant  l 'ouvert W a de U s • U_s et le morphisme 

~s : Ws -+ U - a  • T • U a introduits en I. I.  Io. Des formules 

( i  :)(,o o)(: 
r6sulte aussit6t que W s est l 'ouvert  spgcial  de 

(I) d a = NormeL/K(I -- uu')  

et que 

(2) 

U s • U_ s d~fini p a r  la f o n c t i o n  

f~a(Xa(U), X a(U'))  = (X a ( ( I  - -  UU') - - lu t ) ,  ~ ( ( I  - -  UU')), Xs((I  - -  UU' ) - - lu ) ) .  

4. X.7. ~ Lorsque l 'on se donne le sous-groupe Ua, mais lui seul, il faut faire 

plusieurs choix pour d6finir un 6pinglage de U s : 

(i) Choix d 'un tore d~ploy6 maximal S normalisant Us; 
(ii) Choix d 'un  sous-groupe radiciel U ,  C Ua; 

(iii) Choix d 'un  L~-isomorphisme ~ ~ U~. 

Le premier choix est sans consdquence : en effet, la composante neutre du norma- 

lisateur de U a contient T, done est engendrfe par T et les sous-groupes radiciels U~ 

qu'elle contient ([4], 3.4). Or, un sous-groupe U~ ne peut normaliser U s que s'il le 

centralise, d'ofl Norm ~ U s ~ T.  Cent ~ U s. I1 en r6sulte que les sous-groupes U~ de U s 

sont exactement les sous-groupes invariants par Faction de Norm ~ U s sur Ua, non 

triviaux et minimaux. Ils ne d6pendent done pas du choix de S C Norm ~ U a. D'autre 

part, on sait que la structure de droite et la notion d'6pinglage d 'un  U~ sont intrin- 

s~ques (3.2. I ) .  

Remplacer U~ par U,t(~) revient ~ remplacer L~, par le conjuguE y(L~) et le 
L~-~pinglage ~ de U~ par 7 o ~ o 7 -1. L'6pinglage x a est alors remplacd par x a o i, 

off i est l 'isomorphisme de 1JI~,n~/K~) sur I-lLama) ddduit du K-isomorphisme 
y - 1  : Lv(=) ~ L=. 

Enfin, les L=-automorphismes de ~D sont donnds par les multiplications u ~ cu 

pour c ~ L~ x . Par suite, changer le L=-~pinglage de U= revient ~ remplacer l'~pinglage x s 

par un composd de x s avec une application u ~ c u  pour un c ~ L ~ .  
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En r6sumd, on voit qu 'un 6pinglage de U~ est la donn6e d 'une sous-extension 

convenable L de K et d 'un  isomorphisme convenable x de IIL/~:~ sur U, .  Si (L', x') 
est un autre 6pinglage, ce qui pr6c6de montre qu'il existe un K-isomorphisme j : L' ~ L 
et un c e L • tels que x' soit obtenu en effectuant successivement le K-isomorphisme 
J '  : ~L' ---> ~)L d~fini par j ,  l 'automorphisme u ~ cu de 2 et l 'isomorphisme x : ~)L -+ U~. 
De plus, ces t  bien dgtermind car x'(I) = cx(I)  e t j  est bien dgtermin6, c a r j '  l'est e t j  n'est 
autre que l'isomorphisme correspondant de L ' =  ~),,(K) sur L = ~L(K). 

4 .  x .  8 .  - -  De cette discussion rdsultent ais6ment les faits suivants : 

(i) On  sait que U~ est muni canoniquement d 'une structure de K-espace vec- 
toriel ([4], 3.17);  tout 6pinglage (L, x) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels 

de 1-IL/K~ s u r  U a. 
(2) L'ensemble des endomorphismes du K-espace vectoriel U~ de la forme 

~ ( t )  : x(u) ~ x(tu) (pour t e L) ne ddpend pas du choix de l'dpinglage (L, x). C'est 
un corps isomorphe ~t L par l 'application t ~ ~z~(t) et contenant les homothdties du 
K-espace vectoriel Ua. On le note L~ et on l'appelle le corps attachd au rayon radiciel a. 

(3) Les 616ments non nuls de L~ sont exactement les automorphismes de U~ 
induits par les 6Mments rationnels sur K de la composante neutre du normalisateur 
de U~ dans le groupe adjoint de G. 

(4) Soit 0~ ~ et soient x~, x~ comme plus haut. L'isomorphisme ~z~ de (2) 
ne d~pend que de 0~ et non du choix de l'6pinglage ~'~. Son inverse est un plongement 

de la K-extension L~ dans K et on obtient ainsi, lorsque ~ ddcrit ~, ,  tous les plongements 
de L~ dans K une lois et une seule. 

(5) L'isomorphisme x~(u) ~ x ~ ( u )  = m~x~(u)m~ t de U~ sur U_~ (avec les nota- 
tions de 4 . I . 6 )  ddfinit un isomorphisme de La sur L_, ,  inddpendant du choix de 
l'6pinglage. On l'appelle l 'isomorphisme canonique de L~ sur L_a. 

4 . x . 9 "  - -  Pla~ons-nous maintenant  dans le cas II ,  et reprenons les notations 
de 4. I 4, cas II .  Choisissons un L~-6pinglage x~ de U~, posons x~, = a o x~ o a-1 
~+~,  = int m~; 1 o ~ (off m~, est l'61dment de N associ6 k ~'~, (3.2. I)) et soient x'~_~, ~_~, 
et ~-(~ +~'/ les 6pinglages associ6s. On  montre alors ais6ment qu'il existe un L-isomor- 

phisme ~ et un seul de ~ s  sur G' tel que 

(i w :) - - V  

I 

O 

= x%(u)x%+. , ( -  v) w),  

(i o!t = u). 
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Si l 'on transporte l 'action de . A ~ 3  grace k ~, on constate que 

(i - -- (i - ) o i  
et qu 'en tordant ~ 3  par , ,  on obtient un groupe alg6brique d6fini sur Lz qui n'est 

autre, comme on l 'a d6jk dit, que le groupe ~113 de la forme hermitienne 

h : ( x _ l ,  Xo, X l ) ~ x ~ _ l x i + X ~ X o + X ~ X _ i  sur L 3, et ~=z~oI-IL~/K~ est un homo- 
morphisme de 1Ji4ir dans G. 

Les matrices diagonales et antidiagonales appartenant  au groupe des points 
rationnels sur L 2 de ce groupe ~lL3 sont les matrices 

(i ~ :) (I) j ( t )  = t - i t  ~ (pour t e L• 

o (t~ - 1  

(o o 
(2) m(t) = - -  t - i t ~  (pour t e L• 

t o 

Les matrices triangulaires sup6rieures unipotentes de ce m~me groupe sont les 

matrices 

(3)  ~ (u ,  v) = (i :) I 

O 

pour u, v e L satisfaisant 

(4)  v + v ~ = u~ 

(les notations ont 6t6 choisies de telle fa~on que ~(u, v) corresponde ~ l'616ment not~ 
u l ( z , k  ) dans I, IO. I .2 ,  avec z = u  et k--=v). 

Consid~rons alors la sous-vari6t6 H0(L , L~) de L • L, consid6r~ comme espace 
vectoriel de dimension 4 sur L~, d~finie par l '~quation (4) et munissons-la de la loi de 
composition 

(5)  (u, v) (u',  v') - -  (u + u', v + v' + u ~ u') 

obtenue en transportant par  tz la loi de groupe induite par  celle de ~113. I1 r~sulte alors 
de ce qui pr6c~de que H0(L , L2) est un L~-groupe et que 

(6) ~ o V~: (u, v) ~ Z~(u) ~',+~,(-- v)'Y~,(u ~ 
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est un L2-isomorphisme de groupes de H0(L , L~) sur le sous-groupe unipotent maximal 

U '  = U~U.+~,U~, de G'. Comme U.  = IIL~/KU', on volt que 

x a = x o H L 2 / K ( ~  o ~) 

est un K-isomorphisme de groupes de H(L,  L2) = l-Ibz/gH0(L , L~) sur U,.  U n  isomorphisme 
ainsi obtenu (ou plut6t le triple (L, L2, xa)) est appel6 un dpinglage de U~. Comme plus 

haut, on note aussi x~ l'isomorphisme correspondant du groupe des points rationnels 
sur K de H(L,  L2) (groupe qui s'identifie ~ l 'ensemble des (u, v) e L • L satisfaisant 

(4) muni de la loi de groupe (5)) sur U,(K) ,  isomorphisme qui est donn6 par 

(7) x,,(u, v) = 1-I~'~(u~)'~+~,(-- v~)x"~,(u;), 

off ~ ddcrit un sous-ensemble de A contenant un et un seul point de chaque 6ldment 

de I, ~' 6tant l 'autre point de cet 616ment de I, et o~ les diffdrents termes intervenant 
dans le second membre sont ddfinis comme suit : pour chaque ~, on choisit y e Gal(K/K) 
tel que ~ = y(~); on a alors ~' = y(0d); on pose ~ = y o x~ o y-~, x~, = y o ~'~, o y-~, 
~ ' ~ + ~ , = y o ~ + ~ , o y  -1, u ~ = y ( u ) ,  v ~ = y ( v )  (notons que u~,v~eL~ et que 

v~ + v~ = u~u~, off ~ est l 'unique L~+~,-automorphisme non trivial de L~). 

4. x. xo. - -  I1 r6sulte de 4. I .9 (7) que le sous-groupe radiciel U2. associ6 g la 
racine 2a se compose des x~(o, v), off v d6crit l 'ensemble L ~ des 616ments de trace nulle 
de l'extension quadrat ique L de L 2 et l 'application v ~ x.(o, v) est un isomorphisme 
de K-espaces vectoriels de L ~ sur U,~. De plus, l ' image de x.(u, v) dans U J U 2 .  ne d6pend 
que de u; si on la note Y,,(u), l 'application u ~ k-~(u) est un isomorphisme de K-espaces 
vectoriels de L sur le groupe quotient U~/U~. 

4 .x .xx .  - -  L'6pinglage x_~ de U_~ associg ~ x~ est celui obtenu par la m~me 
mdthode ~t partir de l'6pinglage ~_~, de U_~,. C'est un isomorphisme de H(L,  Lz) 

sur U_~ donnd par x_a = = o 1-IL~JK(~ o ~_), avec o!)i 
- -  U ~ 

(pour (u, v) e H(L,  L2)), 

caract~ris6 par la propri6t6 suivante : pour (u, v) e L • L satisfaisant k (4) avec v 4= o, 
les 616ments y ' , y "  e Ua(K ) tels que le produit  

ma(u, v) = y '  x_~(u, v)y" 

appartienne ~t N (et ait done pour image dans W l a  r6flexion par rapport  ~t la racine a) 

sont donn6s par 

(i) y '  = x~(uv -a, (v~ -1) et y "  = x,(u(v~ -1, (v~ -1) 
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(I, Io. I. I I (3)). Reprenons les notations de 4. I. 9 et posons m~ ---- ~a(m(I)). Alors on a 

(~) m~(u, v) --= ~,(m(v)) ---- m,Y(v) ,  

(3) x_~(u, v) ---- m~x~(u, v)m~ 1, 

off l 'on note Y l 'homomorphisme t ~ 7r o 1-IL~K(~ o j )  de IIL~KTAUIt dans T. 

4 - x . x 2 "  - -  Des calculs matriciels simples dans SUa, qu'il serait peu esth6tique 
d ' imprimer et que nous laissons au lecteur, entralnent que l'ouvert W~ de U~ • U_~ 
de I . I .  IO est l'ouvert spdcial d6fini par la fonction 

(I) d~(xa(U , v), x_~(u', v')) = Norm%/K(I --  u~u ' + vv') 

et que le morphisme ~ : W, ~ U_~ • T • U~ de I . I. IO est donn6 par 

(2) v), x . ( . ' ,  
= ' - a ' ( t ) ,  - t - l o ) ) ,  

avec t ~ I - -  g~ U' -~- VV'. 

4 - x .  x ] .  - -  l~tudions maintenant comment interviennent les diffdrents choix faits 
(choix de S, de U~, de Y~). Si S' est un autre tore ddployd maximal normalisant Ua, 
il existe g e (Norm ~ Ua)(K) tel que S ' =  gSg -1. On voit aisdment que 

Norm ~ U a ----- T.  Cent ~ U~. U, .  

Mais l'intersection T . C e n t ~  est le centre de U, ,  qui, vu 4 . I . 9  (4) et (5), 
est K-isomorphe au sous-espace vectoriel {v a L l y  q - v " =  o} de L et a done une 
cohomologie galoisienne triviale. I1 s'ensuit que g -~ glg~ avec gl e (T.  Cent ~ U,) (K) 
et g2 E U~(K). Alors int gl conserve le sous-groupe U~ et l 'on volt que changer de tore 
ddplo H normalisant U~ revient g~ composer l'~pinglage avec un automorphisme int6rieur de H(L,  L~), 
d6fini par un 616ment rationnel sur K. U n  tel automorphisme est de la forme 

(i) ( u , v ) ~ ( u , v + w  ~ u - u  ~ pour un w ~ L .  

Si S est fix6, remplacer la racine 0~ par y(00 et ~ par  y o x~ o y-1 revient ~ rem- 

placer x, par x, o H(7-1) ,  off H ( y  -1) : H(y(L) ,  7(L2)) -+ H(L,  L~) est l 'isomorphisme 
d6duit de 7 -1. Enfin, un autre 6pinglage F~' de U= est de la forme u ~ "s avec c e L • 
et remplacer ~= par x~~ ' revient ~ composer x= avec l 'automorphisme (u, v) ~ (cu, c=cv) 

de H(L,  L2). 
En rdsumd, si (L', L,~, x:) est un autre dpinglage de Ua, il existe un K-isomorphisme 

j : L ' - ~ L ,  tel que j(L~) - -L~ ,  un c e L •  et un w e L  tels que x~, soit obtenu en 

effectuant successivement 

- -  l 'isomorphisme H ( j )  : H(L ' ,  L'~) --~ H(L,  L2) d~fini par  j ,  

- -  l 'automorphisme %,w : (u, v) ~ (cu, c~c(v + w~ - -  u~w)) de H(L,  L2) , 
l'6pinglage x,. 
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De plus, j ,  c et w sont bien ddtermin6s par ces conditions. En effet, il est imm~diat que H ( j )  

d6terminej  et que %,,~ d6termine c et w. D'autre part, les automorphismes de H(L, L2) 
de la forme ~,,~ forment un groupe qui ne contient aucun automorphisme non trivial 
de la forme H(T ) pour un K-automorphisme y de L conservant L2. Le composd 
q~,~ o H ( j )  = x~ -~ o x~ d6termine donc bien j ,  c et w. 

4 .  x .  1 4 .  - -  Les assertions (I) h (5) de 4 - i  .8 restent exactes, k condition d 'y  rem- 
placer Ua par le groupe quotient Ua/Uz~ et de considdrer, au lieu des dpinglages x~, 
les isomorphismes correspondants ~-~ de L sur U,/U2~ (4. i .  IO). 

De plus, l 'image dans La du sous-corps L,  de L par l'isomorphisme de L dans 
End UJU2~ d6fini par ~-~ ne d6pend pas du choix de l'dpinglage; on le note L~ et l 'on 
obtient ainsi l'extension quadratique L~ D Lz~ attach& au rayon radiciel pluriel a. On peut 
encore la caract~riser ainsi : un ~ldment rationnel sur K du normalisateur connexe 
de Ua dans le groupe adjoint de G d~finit un 6Mment de norme un de L~ sl et seulement 

s'il induit l'identit~ sur U2,. 

4 . x . x 5 .  - -  I1 est souvent commode d'utiliser une autre description du 
groupe H(L, L2) d~fini en 4. x.9. Soit L ~ le sous-L2-espace vectoriel de L form~ des 
6Mments de trace nulle et soit X e L tel que k + X ~  I. L'application 

: v )  - 

est un isomorphisme du K-groupe alg6brique H(L, L2) sur le K-groupe algdbrique H a 
constitu6 par le K-schdma obtenu par restriction des scalaires de L2 k K ~ partir du 
L2-groupe additif L • L ~ muni  de la loi de groupe 

(2) (x ,y ) .  (x',y') = (x + x ' , y  + y '  - xxx '~ + 

4. I.  x6. - -  Donnons-nous un systfime de Chevalley-Steinberg (x~)~, �9 $ de G (4. I. 2). 

Pour toute racine a �9 �9 non-divisible, choisissons une racine ~(a) � 9  dont la res- 
triction ~ S soit dgale ~ a. Alors 4 .1 .5  et 4 . 1 .9  nous procurent ~ partir des ~'~(al des 
dpinglages x a des groupes radiciels Ua (en notant encore a le  rayon radiciel qui contient a). 
On peut choisir les ~(a) de telle sorte que x_~ soit l'6pinglage associ6 ~ x a et nous dirons 
alors que (x~)~�9 est un syst~me coMrent d'~plnglages des U~, d6duit du syst6me de 

Chevalley-Steinberg donn& 
Supposons que G est K-simple et simplement connexe (nous laissons au lecteur 

le soin de gdndraliser). Soit ~0 une composante du diagramme de Dynkin de G sur K, 

soit ~0 le sous-syst6me de racines engendr6 par ~0 et soit E le quotient du stabilisateur 

par le fixateur de ~o dans Gal(K/K).  Toute orbite de Gal(K/K) dans ~ rencontre Oo 
et l 'on peut choisir les racines ~(a) dans O0. L 'examen des diagrammes de Dynkin et 

de leurs automorphismes fournit alors les rdsultats suivants : 

a) Si E = {I}, autrement dit si G est K-isomorphe ~ un groupe RL/KH, Off 

L e s t  le corps des invariants du stabilisateur de ~o et off H est simple, d6ployd sur L, 
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de diagramme de Dynkin ~0, alors toutes les racines sont non divisibles et tous les 

corps L~ pour a ~ 0  sont 6gaux k L;  
b) Si Card E = 2 et s'il n'existe pas de rayon radiciel pluriel, les corps L~ pour 

E ~0 telle que sa restriction k S soit une racine longue (resp. courte) sont tous 6gaux 
un mfime corps L (resp. L2) et L e s t  une extension quadrat ique (s~parable) de L2; 

c) Si Card E = 2 et s'il existe des rayons radiciels pluriels, les L~ pour ~ ~ ~0 
telle que sa restriction k S soit non divisible (resp. divisible) sont tous ~gaux ~ un m~me 
corps L (resp. L,) et L est une extension quadratique (s~parable) de L~; le groupe G 

est K-isomorphe k IILz/K~2n+I (n ~ I); 
d) Si Card Z = 3 (&off ~0 de type D4) , les assertions de b) sont valables, 

ceci pr& que L e s t  alors une extension cubique galoisienne de L2; 

e) Si Card E ---- 6 (d'ofl ~o de type D~), les L~ pour ~ E ~0 dont la restriction 
S est une racine longue sont tous figaux ~ un m~me corps L2; il existe une extension 

cubique non galoisienne L de L z contenue dans K telle que, pour chaque racine courte a, 
les trois corps associ6s aux trois racines ~ ~ @0 dont  la restriction ~ S est a soient les 
trois conjugu~s de L dans K;  on peut choisir les a(a) de telle sorte que L~I~I ----- L pour 
toute racine courte a. 

Remarque.  - -  Dans les cas b) ~ e), le corps L,  est le corps des invariants du stabi- 

lisateur de ~0, le groupe G est K-isomorphe k un groupe IIL2/K H, Off H est absolument 

simple, quasi dfiployfi sur L, ,  de diagramme de Dynkin ~0, et K est la plus petite exten- 
sion galoisienne de K contenant L. 

4. x. x 7. - -  Gardons les hypoth&es et notations de 4. i .  i6. Soit a ~ .  Le stabi- 
lisateur W~ de a dans le groupe de Weyl W de G est engendr6 par  les r~flexions par  
rapport  aux racines b orthogonales k a. En consid6rant les groupes de rang relatif 2 
correspondant au couple a, b e t  en utilisant par exemple les formules de I, io.  i .  2, on 
volt facilement que tout 616ment n E N(K) stabilisant a induit l'identitd sur le corps L~ 
attach6 ~ a, except6 dans les deux cas suivants : 

(E I) on est dans le cas b) de 4 - I .  I6 e t a  est une racine courte; 
(E 2) on est dans le cas c) de 4. I. i6 e t a  est non pluriel. 

Dans chacun de ces deux cas exceptionnels, le corps L~ attach6 k a est une extension 
quadrat ique s~parable d 'un  sous-corps isomorphe ~ L 2 et n induit l'identit6 (resp. la 
conjugaison) sur L~ si et seulement si son image dans W,  est produit  d 'un  nombre pair 
(resp. impair) de r6flexions. 

On voit alors que, sauf dans les deux cas exceptionnels ci-dessus, les corps (resp. 
extensions quadratiques) attachds aux rayons radiciels d'une orbite du groupe de Weyl W dans 4~ 
sont canoniquement isomorphes, l 'isomorphisme canonique de L~ sur I.~c,)6tant donn6 
par l 'isomorphisme u ~ nun -1 de U~ sur U,~/~ ) pour n ~ N ( K )  d'image w dans W. 

Dans les deux cas exceptionnels, l 'orbite de a sous W e s t  aussi son orbite sous le sous- 
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groupe W+ des 61dments pairs de W e t  l'assertion ci-dessus est vraie en y rempla~ant W 

par W+. Par contre, si w e W -- W+, l'isomorphisme correspondant de L~ sur L~/,/ 
est le compos6 de l'isomorphisme canonique et de la conjugaison. En particulier, l'iso- 
morphisme canonique de La sur L_ ,  que nous venons d'introduire est le compos~ avee 
la conjugaison de celui introduit en 4 .1 .8  (5)! 

4" I .  I8. - -  Soit K'  une extension de K, lin~airement disjointe de K, c'est-k-dire 
telle que K' = K'  | g- soit un corps (cf. 1 .6 .8  (1)). 

Alors toutes les considerations pr~c6dentes se conservent par le changement de 
base K ~ K'. On  sait en effet que K' est une extension galoisienne de K', dont le 
groupe de Galois s'identifie canoniquement k Gal(K/K) ([NB] A V, p. 68). I1 en r~sulte 

aussit6t que K'  << est ~ la plus petite extension de K'  ddployant G' = C r K ,  , que S' = S K,  

est un K'-tore ddploy6 maximal de G', que le syst6me de racines de G' suivant S' 
s'identifie ~ 09, etc. En particulier chaque 6pinglage X~:IIL/K~3 ~ U ~  (resp. 
x~ : H(L, L2) ~ U,) fournit canoniquement un 6pinglage x'~ : IIK'| ~ U'a (resp. 
x'~ : H ( K '  | L, K'  | L2) ~ U',). Nous laissons au lecteur le soin de d6velopper le 
sorite s'il l'estime ndcessaire. 

4 .  I .  x 9 .  - -  Au groupe alg6brique G sont associfes naturellement deux donndes 
radicielles (au sens de I, 6. I .  I, compte tenu de 6 .1 .2  (8)) : 

(i) Dans le groupe G = G(K) des points de G rationnels sur g., celle formde 
du sous-groupe T = T(K) et des sous-groupes U ,  = U~(K) pour a ~ : on a vu 
(I, 6 .1 .3  b)) que (~, (U~, l~I~)~e$) est une donnde radicieUe gdndratrice de type ~ darts G, 
la classe ~I~ 6tant 6gale k ~ (ofa ~ est d6fini comme en 3-2. i ~t partir d 'un  6pin- 
glage x~ de U~); 

(ii) Dans le groupe G = G(K) des points de G rationnels sur K, celle form6e 
du sous-groupe T = T(K) et des sous-groupes U a = Ua(K ) pour a ~ 09 : on a d6j~t 
affirm6 (I, 6. I .3 c)) que (T, (Ua, Ma),eo) est une donnde radicieUe gdn#atrice de type Op 
dans G, avec M ~ = T m ~  (off m, est d6fini comme en 4 - I . 5  et 4 . I . I I ) .  Indiquons 
bri6vement que l 'axiome (DR i) de I, 6. i .  I, est ~vident, que (DR 2) r6sulte de ([4], 

3.8), que (DR 3) est 6vident, que (DR 4) r6sulte de 4 .1 .5  (2) et 4 - I - I I ,  (DR 5) de 
ce que l ' image de ma dans le groupe de Weyl W est la r6flexion r~ et (DR 6) de ([4], 
3.22 c)). Le groupe N = N(K) des points rationnels sur K du normalisateur de S 
darts G coincide avec le groupe 6galement not6 N en I, 6. I .2 (io) : cela r~sulte de ce 
que le quotient N/T  dans l 'un ou l 'autre sens ~< est )) le groupe de Weyl de 09. 

De plus, ces deux donndes radicielles sont compatibles (I, 9 .1 .9  (DDR I)) et satisfont 
aux conditions (DDR 2) de I, 9.1.  IO et (DDR 3) de I, 9 .2 .9 ,  en y rempla~ant les nota- 
tions G, U, etc. par G, ~ ,  etc. et les notations G ~, U~, etc. par G, U, etc., et en prenant 
pour V l'espace vectoriel ~ dual du sous-espace vectoriel engendr6 par ~ dans X*(T) | R 
et pour V~ le sous-espaee V des invariants de Gal(K/K) dans V, sous-espace qui s'iden- 
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title au dual de l'espace vectoriel engendr6 par �9 dans X*(S) |  C'est clair pour 
(DDR 1) et m6me pour la condition plus forte (DDR i bis) de I, 9 - i .  13 (condition 
qui demande que U~(K) soit contenu dans le produit 1-IU~(g.) pour 0~ ~ ~ de restriction 

S 6gale k a ou ~ 2a, ce qui est vrai par d6finition m6me des U~), 6vident pour (DDR 2) 
(qui demande que Card a ~ �9 =< 2 pour tout a cO)  et pour (DDR 3) (qui signifie 
que T C T, M, C N et que l 'automorphisme int6rieur d6fini par ma permute les 
groupes alg6briques U,  et U_~ quel que soit a ~ ) .  

4.2 .  Valuations.  

D~sormais, nous supposons que le corps K est muni  d 'une valuation non impropre o~ 
(~ valeurs rdelles) et que l'extension galoisienne minimale g. de K d6ployant G est 
univalente ( i .  6. I), c'est-~-dire que o~ se prolonge d 'une seule mani6re en une valuation 
de g., not6e encore c0. 

4 . 2 . L  - - N o u s  avons d6fini au chapitre I la notion de valuation d'une donnde radi- 
cielle (Z, (Vb)be.r) : rappelons que c'est une famille + = (+b)be'r d'applications 
+ b : V b - - { I } - + R ,  vdrifiant des axiomes (V o) k (V 5) que nous ne recopions pas 
ici (I, 6 .2 . I ) .  

Nous avons aussi d6fini (I, 6 .2 .3  b)) une valuation ~' = (~'~)~e~ de la donn6e 
radicielle (T, (U,)~e~) (4. I .  19 (i)) du groupe G = G(K) des points rationnels sur 
du groupe Yx-d~ploy6 G~ de la mani6re suivante : on choisit un Yx-systhme de Che- 
valley ( x ~ ) ~  de G~ (relativement au tore maximal g.-d6ploy6 T~) et l 'on pose 

(I) ~(x~(u)) ----- o~(u) pour tout u ~ Yx x. 

On  dit que ~' est la valuation de Chevalley associ6e au syst6me de Chevalley choisi. 
Dans ce qui suit, nous supposerons que ( x ~ ) ~  est un systkme de Chevalley-Steinberg 

de G (4. 1.3); nous noterons (xa)~e | un systhme cohfrent  d'4pinglages d4duit de (x~) 
et La (resp. (L~, L2~)) le corps (resp. l'extension quadratique) attachd(e) ~ un rayon 
radiciel a non pluriel (resp. pluriel) (4 .1 .8  et 14). 

4 .2 .2 .  ~ Nous allons montrer  que la valuation ~ << se descend )) k la donn4e 
radicielle (T, (U,) ,eo)  du groupe G = G(K) (4- I. 19 (ii)) et d6finit ainsi une valuation 
de celle-ci. 

Nous appliquerons pour cela les r6sultats du chapitre I, w 9, et notamment  le 
th6orhme 9.2.IO, mais le lecteur que la technique de ce w 9 rebute pourra fabriquer 
une d6monstration plus terre ~ terre, en suivant par exemple les indications de 4.2.  I I. 

Explicitons tout d 'abord la d6finition des applications % : Ua --  { i } -+ R 
partir d e ~  (I, 9 .1 .6)  : pour a ~ ,  n o t o n s A  (resp. B) l'ensemble des ~ de res- 
triction a (resp. 2a) ~ S; pour u ~ U~, on sait qu'il existe des ~'~ ~ U~ uniques tels 
que (pour un ordre choisi arbitrairement sur A u B) 

AuB 
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et l 'on pose 

(I) %(u) ~ inf ( inf  ,p"~(u~), inf  I ,., ,., ) \ cA ' 

le r~sultat ne d6pendant  pas de l 'ordre choisi sur A u B (loc. cit.). 
Vu l ' invariance de o~ par  Gal(K/K),  on voit alors que 

- -  si la racine 

(2) 

- -  si la racine 

a s @ n'est ni divisible ni multipliable, on a 

%(x.(u)) = co(u) pour  tout u e L x ; 

a e �9 est multipliable, on a 

=~co(v)<~o(u)  pour  ( u , v )~H(L , ,L~ ) ,  (u,v) 4= (%0);  (3) %(x,(u, v)) 

(4) ~%,(x,(o, v)) = o~(v) pour  v c L~,  TrLjL v = o. 

En effet, (2) rdsulte de 4 - I - 5  ( I ) .  Si a est multipliable, (i) et 4. i .9 (7) montrent  

inf (co(u) , Io~(v)) ;  mais 4 . 1 . 9  (4) entraine o~(v)~ 2~(u) %(x,(u, v) ) que pour  

(u, v) eH(L , ,  L2,), d'ofi (3). Enfin, (4) r~sulte de (3), puisque q~ est la restriction 
de 2q~, ~ U~, (I, 9. i .  lO). 

4 . 2 . 3 .  - -  Notons f f  l ' immeuble  de G ddfini par  ~ (I, 7.4 .2)  et A l ' appar tement  
correspondant,  ou encore l 'ensemble des valuations dquipollentes k ~' (I, 6 .2 .5 ) .  Rap-  
pelons que A est un  espace affine euclidien sous l'espace vectoriel V, dual  de l'espace 
engendr6 par  ~ dans X*(T) | R (4. I .  19) , muni  d 'un  produit  scalaire invariant par  
le groupe de Weyl ~X~ r de ~.  Le sous-groupe N = N(K) de G op~re sur A grace ~ un 
homomorphisme ~ de N dans le groupe des automorphismes affines de A (I, 6 .2 .  IO). 
Si t c T,  alors ~'(t) est la translation de vecteur v donn6 par  

(I) <v, ~ )  = --  c0(~(t)) pour  toute ~ cq~, 

et pour  tout ~ e N l ' image '3'(~') de V(~) dans GL(~) est l'61dment du groupe de Weyl ~W 
de ~, image canonique de n ~. 

Vu  4 . 1 . 3  (3) et (4), le groupe de Galois Gal(K/K) operant  sur G permute  au 
signe pr6s les 6pinglages ~'~ du syst~me de Chevalley-Steinberg donn6 et par  suite conserve 
la valuation ~ : on a q~v(~)(yu) = ~ (u )  quels que soient 0~ cq~, u ~U~(K) et 
"r ~ Gal(K/K).  

Par  transport  de structure, il s'ensuit que Gal(g./K) op~re par  automorphismes 

sur o~, conserve le point  ~ e f f  et l ' appar tement  A e t  op6re sur A par  automorphismes 
affines. 

Notons alors oa~ (resp. A) l 'ensemble des points fixes de Gal (~]K)  dans f f ( resp .  A) : 

c'est une partie convexe (resp. un sous-espace affine de direction V) de f f  (resp. A). 

De plus, comme Gal(K/K) conserve la base & de ~ (4 .1 .2) ,  il conserve la chambre  
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vectorielle D C ~ associ6e (I, 1.3. I2), donc le quartier ~ + D de A et par suite la 

chambre C = C~, 5 (I, 7 .2.4) .  I I e n  rdsulte aussit6t (comme nous l'avons ddj~ dit 
en I, 9 .2 .3)  que les conditions (DI I), (DI 2) et (DI3)  de I, 9 .2.1 sont satisfaites en 
prenant F = C. 

Nous avons ddjk vu en 4. I. 19 que les conditions (DDR i), (DDR 2) et (DDR 3) 
l'dtaient aussi. Enfin, les conditions (DV I) (i.e. "~ ~ A) et (DV 2) (i.e. Card %(Ua) > 3 
pour tout a e (I), ce qui est 6vident vu 4 .2 .2  (2), (3) et (4) puisque la valuation (~ de K 
n'est pas impropre) le sont dgalement. Toutes les conditions du thdor6me 9 .2 .1o  du 
chapitre I sont donc remplies, &off : 

Th6or~me. - -  La valuation "~ se descend ~ G; autrement dit la famille r = (e?~)a~ 

d~finie par les relations (2), (3) et (4) de 4 . 2 . 2  est une valuation de la donnge radicielle (T, (U,),  e ~,) 
du groupe G ----- G(K).  

4 .2 .4 .  - -  On peut donc appliquer k G = G(K) muni  de la donn6e radicielle 
(T, (U~)~e~) et de la valuation ~ de celle-ci les rdsultats du chapitre I, w167 6 ~ 9, dont 
nous utiliserons librement les notations, ~ l 'exception pros de l'usage du symbole ~. 
En particulier, on peut considdrer l'immeuble J de G (I, 7 .4.2) ,  qui s'identifie cano- 

niquement en tant qu'espace m~trique, ~ une partie de J~  C d (qui peut 5tre distincte 

de &'~ lorsque K est ramifide), de mani~re compatible avec les lois d'opdration de 

G(K) C G(K) sur J e t  f f  (I, 9 .2.  I4). L 'appartement  de .~" form6 des valuations 
6quipollentes ~ ~ (I, 6 .2 .5)  s'identifie alors ~ A (par l 'application ~ 4-v  ~ '  + v 
pour v e V ) ,  et est un espace affine sous V. Une racine affine de A (I, 6 .2 .6)  est 
toujours l'intersection avec A d 'une racine affine de .~, mais la rdciproque peut ~tre 
inexacte lorsque K est ramifid (cf. 4 .2 .2) .  

4.~,.5. - -  Soit H un groupe algdbrique ddfini sur K et soit X~:(H) le groupe des 
caractSres rationnels sur K de H. Soit c e X~(H) | Q;  il existe un entier N > o tel 
que Nc ~X~(H)  et l 'on pose 

I 
(I) (co o c) (t) = N (o((Nc) (t)) pour t e H(K) ,  

ddfinition licite car il est immddiat que le second membre de (I) ne ddpend pas de 
l 'entier N choisi. On obtient ainsi un homomorphisme co o c de H(K) dans R. 

4.~,.6. - -  L'injectioa S ~ T  fournit un homomorphisme de X~(T) dans 
X~(S) ---- X*(S) qui est injectif et de conoyau fini puisque S est le sous-tore K-ddploy6 
maximal de T. Elle permet donc d'identifier canoniquement X*(S) | O~ et X~(T) | Q. 
et de ddfinir comme en 4 .2 .5  l 'homomorphisme ~ooc: T(K)--->R pour tout 
c x ' ( s )  | o .  

Soit e e ~ ,  deres t r ic t iona~S.  Alorsas'identifie ~ l'61dment (~/[K : K]) Y~~ ~ 
o ~ Gal(K/K) 

de X * ( S ) |  et, pour tout t ~ T ( K ) ,  on a 

(,. o a) (t) = 
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4 - 2 . 7 .  - -  I1 rdsulte imm~diatement, soit des formules (2), (3) et (4) de 4 .2 .2 ,  
soit de la formule (i) de 4 .2 .3  que, pour tout ~ E ~ de restriction a ~ S, l 'on a 

(I) %(tut -~) = %(u) + o~(~(t)) (u cUa(K) ,  t c T ( K ) ) ,  

ou encore, vu 4-2.6,  

(2) %(tut -~) = %(u) + (o~ o a) (t) (u e U,(K) ,  t e T(K)) .  

Comme en I, 6.2.  IO, on note v l 'homomorphisme de N(K) dans le groupe des 
automorphismes de l 'appartement A d~fini par l 'action naturelle de N(K) sur les 
valuations de (T, (Ua)). La formule (2) signifie alors que, pour t e T(K),  l'automor- 

phisme v(t) est la translation de vecteur notd encore v(t) ~ V ddfini par 

(3) (v(t), a )  ---- --  (co o a) (t) pour a c * .  

4 .2 .8 .  Dfifinition. - -  On dit qu'une valuation de la donn~e radicielle (T, (U~)) de G 
est compatible avec o~ si eUe satisfait aux conditions gquivalentes (z), (2), (3) de 4 .2 .7 .  

4.2 .9 .  Proposition. - -  Les valuations de la donnde radicielle (T, (U,),E| de G compa- 
tibles avec o sont les valuations iquipollentes ~ ?. 

I1 est dvident que toute valuation 6quipollente k ? (I, 6 .2 .5)  (c'est-~-dire un 
point de l 'appartement A, ou encore une valuation de la forme ? + v avec v ~ V) 
est compatible avec co. Rfciproquement,  soit ?' une valuation de (T, (Ua)) compatible 
avec co et soit A ' =  ? ' +  V sa classe d'~quipollence. Vu I, 6 . 2 . I2  b), il suffit de 
montrer qu'il existe un isomorphisme affine j : A -+ A' transformant l 'homomorphisme 
,J: N(K) --> Aut A ddfini par q~ en celui , / :  N(K) -+ Aut A' d6fini par ~'. 

Or, on sait qu'iI existe un sous-groupefini N1 de N(K) tel que N(K) = N1 .T(K ) 
(p. ex. le sous-groupe de N(K) engendr~ par les ma pour a ~ A). Alors, N1 poss6de un 
point fixe p c A  (resp. p' ~A')  et l 'isomorphisme j de A sur A' d6fini par 
j(p + v ) = p ' +  v pour tout v c V r6pond k la question : d 'une part, on a 
,/(n) o j  = j  o ~(n) pour tout n c N 1 puisque n conserve alors p e t  p' et que ,J(n) et v'(n) 
ont m~me image dans Aut V, ~ savoir l'opfiration naturelle de l ' image de n dans le 
groupe de Weyl W de G; d 'autre part, , / ( t ) o j  = j o y ( t )  puisque v(t) et ,/(t) sont, 
vu 4 .2 .7  (3), des translations de re&me vecteur. 

4 .2.  xo. - -  A la famille des dpinglages de Chevalley-Steinberg correspond done 
une famille de valuations ~quipoIlentes de Ia donn6e radicielle (T, (Ua)), que nous 
appellerons parfois les valuations de Chevalley-Steinberg de celle-ci. I1 est facile de 
les d~terminer parmi les valuations 6quipollentes ~ ~. En effet, on obtient les ~pinglages 
de Ghevalley-Steinberg ~ partir de l'fipinglage donnfi de la mani&e suivante : on choisit 

un homomorphisme 0 de ~ dans K• tel que y o 0 = 0 o 7  pour tout 7~Ga l (g - /K)  

et l'on pose 

~'(u) ---- x~(0(~) u) pour 0c ~ $ et u c K. 
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Pour a e ~  non divisible, posons 0 ( a ) =  0(a(a)). Alors 0 ( a ) ~ L ~  et la valuation ? '  

associ6e ~ l'6pinglage (~'~') est donn6e par 

a(~ ' --q~) = --o~(0(a)) pour tout a e ~,  non divisible. 

Rdciproquement,  si l 'on choisit pour tout a e A un 616ment o~ a ~ ~(L~),  il existe 
une valuation de Chevalley-Steinberg et une seule telle que a(? '  - -  ?) ---- --  oa pour 
tout a e A. 

4 .2 .  xx. - -  On  remarquera que la d6monstration de l'6quipollence de deux valua- 

tions compatibles avec co de la donn6e radicielle (T, (Ua)) est ind6pendante de celle 
de l'existence d 'une telle valuation. 

I1 est d'ailleurs possible de ddmontrer l'existence d 'une valuation de (T, (Ua)) 

compatible avec co sans utiliser le th6or6me de descente de I, w 9. On  peut par  exemple 
montrer directement que la famille ~0 ---- (q~) d6finie par  les formules (2), (3) et (4) 

de 4 . 2 . 2  satisfait aux axiomes (V o) ~ (V 5) des valuations : les propridt6s (V o) et (V 4) 
sont dvidentes, (V I) l'est aussi lorsque la racine a est non multipliable et r6sulte faci- 

lement de la d6termination de la loi de groupe sur U~ lorsque 2a ~ �9 ( 4 . I . 9 ) ;  la 
condition (V 2) r6sulte des formules de passage d 'un  6pinglage de U~ k un autre (4. I .  7 
et 4. i .  I3), car le composd d 'un 6pinglage et de la conjugaison par un 616ment de N(K) 

est encore un ~pinglage; la condition (V 5) r~sulte de 4. I .5 (2) et 4. I. II (I). 
Reste donc ~ ddmontrer l 'axiome << de commutat ion , (V 3). Cela peut se faire 

par simple vdrification A partir du calcul explicite des applications commutateur  

%,b: U a •  U b - + I I U  c d6finies en 1 .1 .8  (I) (pour a, b cO ,  b 4= -- a). Nous don- 
nerons les r6sultats de ce calcul en Appendice. 

On  peut  aussi remarquer que la vdrification de (V 3) ne fait intervenir qu 'un  
sous-groupe unipotent maximal d 'un  sous-groupe semi-simple de rang relatif deux de G. 
On peut alors se ramener pour  cette vdrification au cas off G est semi-simple, simplement 
connexe, de rang relat i fdeux.  Si l'on suppose de plus que ~b n 'a  pas de facteur de type Gz, 
on est alors ramen6, ~t une isog6nie centrale et ~t une restriction des scalaires pr6s, ~t 

des <~ groupes classiques >> (d'ailleurs d 'un type particulier), pour lesquels l'existence 
d 'une valuation compatible avec co et en particulier (V 3) sont prouvds au w IO du 

chapitre I. 

4 .2 .x~ .  - -  Rappelons que l ' immeuble J de G est parfaitement d6fini par la 
donn6e radicielle valu6e, avec toutes ses structures (appartements, avec leur structure 
d'espace affine, chambres, facettes, etc.) h l 'exception de sa mdtrique qui d6pend du 

choix d 'un produit scalaire sur V invariant par le groupe de Weyl (un tel produit scalaire 
n'est unique qu'~ la multiplication pros par un scalaire sur chacun des sous-espaces 
vectoriels engendr~s par une composante irr6ductible de qb). 

En particulier, soient K '  un autre corps valu6, , : K - +  K'  un isomorphisme 
de corps valu6s, G' un groupe algdbrique d6fini sur K ' ,  et j un a-isomorphisme de G 

sur G', d'ofl un isomorphisme notd aussi j de G(K) sur G'(K') .  Posons S' = j ( S )  et 
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notons par un ' les objets attach6s au triple (K', G', S'). Munissons V' du produit  scalaire 
d6duit de celui choisi sur V par transport de structure. Toujours par transport de 
structure, on en d6duit une isom6trie, not6e encore j ,  de J sur J ' ,  compatible avec 
toutes les structures port&s par les immeubles et telle que 

(I) j ( g . x )  = j ( g ) . j ( x )  pour g e G(K) et x e J .  

Cette b~jection est l'unique application j : J -+ J '  satisfaisant a (I) e t a  l'une au moins 

des deux conditions suivantes : 

(2) j e s t  isomdtrique; 

(3) quels que soient x , y  ~ J ,  la restriction de j au segment [xy] est une b~jection affne de celui-ci 

sur le segment [ j ( x ) j ( y ) ] .  

I1 suffit de montrer cette unicit6 lorsque ~ et j : G ~ G' sont l'identit6. Sous (2), 

elle r6sulte alors de I, 9 .2 .15 ,  en y prenant G~ = G et ~'~ = , r  Supposons (3); 
alors j permute les segments, done permute les parties convexes de ~'. D 'autre  part  
(i) entralne que j permute les parties stables par  un sous-groupe donn6 de G(K).  I1 

rdsulte alors de I, 7 .4 .32  que j (A)  = A, puis de I, 7 -4 .3  q u e j  est l'identit& 
Signalons que si dim A > 2, on peut remplacer (3) par  

(4) l'image par j d'un segment est un segment. 

Si co est dense, la condition (I) suffit ~ elle seule ~ assurer l'unicit6 d e j  (I, 8 .2 .  i). 

Remarque.  - -  Plus gdn6ralement, la d6monstration ci-dessus montre que, pour tout 
immeuble J d 'une donnde radicielle valude, l'identit6 est la seule appl ica t ionj  de ..r dans 
lui-m~me qui satisfasse ~ (I) et soit ~ (2), soit ~ (3), cette deuxi6me condition &ant 
superflue dans le cas d 'une valuation dense. 

4 .2 .13 .  - -  L ' immeuble J ne dfpend pas, h isomorphisme unique pros, du choix 
de S : cela r6sulte de ce qui pr6c~de, compte tenu de la conjugaison par un 616ment 
de G(K) des tores K-d6ploy6s maximaux. 

4 . 2 .  x 4 .  - -  Le centre C de G(K) op6re trivialement sur ..r : si g c C alors g c T 
et v(g) = I par  ddfinition m~me de ,~ (I, 6 .2 .5) ,  d'ofl ghx = hgx = hx pour tons 
x ~ A  et h ~ G ( K ) .  

4 . 2 . 1 5 .  - -  L'immeuble de G est invariant par  dpimorphisme central  : soit G'  
un autre groupe alg6brique ddfini sur K et soit j : G -+ G' un homomorphisme surjectif 

de noyau central. Alors G' est r6ductif, quasi ddploy6 sur K, d6ploy6 sur g.; l ' image 
S'----j(S) en est un tore K-d6ploy6 maximal, de centralisateur T'  = j ( T ) ;  l 'appli- 
cation a' ~ a' oj est un isomorphisme de O' = O(S', G') sur �9 et si l 'on identifie �9 

et O' par  cette application, alors pour tout a c Or0 d la restriction de j ~ U a est un iso- 

morphisme de U s sur U" (pour toutes ces assertions, voir ([5], th. 2.20). On  peut  alors 
d6finir q~ par % = q~ o j ,  &off une valuation ~p' de la donn6e radicielle (T', (U~)) 
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de G'(K) et on vdrifie sans peine qu'il existe un isomorphisme et un seul de J sur 

l ' immeuble ~r de G' compatible avec les actions de G(K) et de G'(K) et envoyant q~ 
sur ~'. 

4 .2 .  I6. - -  I1 est parfois pr6fdrable d'introduire l'immeuble dlargi j 1  de G d6fini 

comme suit (cf. [27], [40]). Considdrons le groupe X~(G) des caract6res rationnels 
sur K de G, l'espace vectoriel X~(G) |  et son dual V 1, que l'on munit  d 'une 

mdtrique euclidienne. On pose j 1  ~ .K • V 1 et l 'on fait opdrer G(K) sur j l  en posant 

(I) g.(x,v) = (g .x ,v+O(g))  ( g e G ( K ) ,  x e J ,  veV1) ,  

off O(g) est l'dldment de V ~ ddfini par 

(2) (0(g), X) = -- r176 pour tout Z e X~(G). 

On ddfinit les appartements, chambres, facettes.., de j 1  comme les produits 
par V 1 des appartements, chambres, facettes.., de J e t  la m6trique de J1  en prenant, 

pour tout appartement A' de J ,  la mdtrique euclidienne de l'espace affine A ' •  V x 

somme euclidienne des m6triques donndes sur A' et V 1. I1 est facile de voir que la quasi- 

totalit6 des propriEt6s gdom6triques de l ' immeuble J restent valables pour J~.  Cepen- 

dant  l'assertion d'unicit6 de 4 .2 .  I2 n'est plus exacte : les applications j : j l _ +  j 1  

commutant  avec Faction de G et satisfaisant ~ l 'une des conditions (2) ou (3) de 4-2. I2 

sont les applications de la forme (x, v ) ~  (x, v + Vo) off v 0 est une constante appar- 

tenant ~ V x. 

Par ailleurs, soit DG le groupe d6rivd de G e t  soit CG son centre connexe. L'iso- 

g6nie DG • CG ~ G (resp. (T n DG) • CG ~ T) permet d'identifier X~:(G) | O 

et X ~ ( C G ) |  (resp. X ~ ( T ) |  et la somme directe de X~(T (~ D G ) |  et 

de X ~ ( C G ) |  done X ~ ( T ) |  avec le dual de V •  1, le facteur direct 

X~(T r~ DG) |  (resp. X~(CG) |  ---- X~(G) |  6tant l 'orthogonal de V 1 

(resp. V). 

On a alors, pour tout t o T ( K )  et tout c c X k ( T ) |  

(3) <,,(t) + o(t) ,  c> = - (co 

En effet, (3) est vraie pour c si elle l'est pour un multiple nc de c, avec n 4: o. I1 suffit 

done, compte tenu de l'additivitd en c des deux membres, de la vdrifier 

- -  pour c EXk(T  n DG), et l 'on a alors ( O ( t ) , c ) =  o par d6finition de la dualit5 

entre V x V  1 et X ~ ( T ) |  et ( v ( t ) , c ) = - - ( c o o c ) ( t )  d'apr~s 4 .2 .  7 (3); 

pour c e X~(G), et l 'on a alors ( v ( t ) , c ) =  o par d6finition de la dualit6 et 

(0(t), c)  = -- (co o c) (t) par d6finition de 0. 

On identifie J e t  le sous-ensemble ~r • {o } de .r Alors, le stabilisateur de J 

pour l 'action de G sur j 1  est le sous-groupe distingu6 

G 1 = 0-1(o) = {g e G(K) [ co(z(g)) = o pour tout Z e X~(G) }. 
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On a U~(K)C G ~, &off rdsulte aussit6t que (T n G i, (U~)) est une donnde 

radicielle gdndratrice dans G i (I, 6. I. 2 (I2)), dont 9 est une valuation, et l ' immeuble 
de G i s'identifie canoniquement k or 

Si X est une partie de G(K),  nous poserons 

X ~ = X n G t. 

Si X est le stabilisateur (resp. fixateur) d 'une partie M (ou d 'un germe de parties) 
de &" pour l'op#ation de G sur J ,  alors X ~ est le stabilisateur de M • {o} dans G pour 
l'op#ation de G sur j i .  En particulier N i est le stabilisateur de A • {o}. On  pose 

W 1 = ~(N1). 

4 .2 .  I7. - -  Nous allons donner un exemple d ' immeuble 61argi qui nous sera utile 

au w 5. Pour cela, nous utiliserons les r6sultats de I, 7.6, qu'il nous faut malheureusement 
compldter. Reprenons pour ce numdro exclusivement les seules hypotheses et notations de I, 
7.6. Le r6sultat suivant aurait dfl fitre 6nonc~ comme corollaire 7 .6 .6  au chapitre I : 

Proposition. - -  Soit x o ~ A et posons ~r = G ~ (x o + Ker p). 

(i) ~'~ n A = x o + Kerp .  
(ii) La restriction ~' de E ~ .,r est une isomdtrie de J'~ sur J i  commutant avec les actions de G ~ 
(iii) Soit j l'inverse de zd ; l'application (y, v) ~ j ( y )  + v est une b~jection de J l  • Li  

sur G1. A. 
(iv) Il existe un homomorphisme 0 i de G1 dans Lj tel que 

g. ( j (y )  + v) = j ( g . y )  + v + 01(g ) 

quelsquesoient g ~ G i ,  Y ~ J i  et v e L  a. Ona 0i(g ) = o p o u r  g ~ G  o et 0i(t ) - - ( p o v ) ( t )  

pour t ~ T a. 

Pour d6montrer (i), il suffit de faire voir que si x ~ A, g ~ G o et x' = g .x  ~ A, 

alors x' ~ x + Ker p (rappelons que p e s t  Ia projection orthogonale de V sur Li). Or 

il r~sulte de I, 7 . 6 . 4  (3) et 7 .6 .5  (ii) qu'il existe n ~ N  0 tel que x ' = n . x ,  d'ofl 
x' ~x + K e r p  puisque, par  d6finition m~me, ~(N ~ est engendr6 par des rdflexions 

orthogonales par rapport  k des hyperplans stables par L 1. 
Ddmontrons (ii). L'application ~ ' :  x 0 + K e r p  ~ A 1 est bijective. Comme 

J 1  = G~ il s'ensuit que ~' est surjeetive. De plus, si x, x' E J~ ,  il existe g ~ G o 
tel que ~z ' (x ) , z ( (x ' )~g .A 1. Vu (i), ( g - l o ~ ' ) ( x )  et (g-~ozd)(x ')  appartiennent 

Xo + Ker p; il en rdsulte aussit6t que r~' est isom6trique, d'ofl (ii). 
Par suite, j e s t  une section de l 'application ~ : G 1 . A - + J i ,  d'ofl (iii), puisque 

les fibres de cette application sont les x + L 1 pour x ~ G1.A (I, 7 . 6 . 4  (iii)). 
Enfin, ddmontrons (iv). Vu I, 7 -6 .4  (iii), il existe une fonction 0 : Gl • J l  -+ Li 

t e l l e q u e l ' o n a i t  g. ( j (x )  + v )  = j ( g . x )  +O(g,x)  + v  pour x e J i ,  g ~ G 1  et v ~ L i .  

Un  calcul simple et classique donne 

(i) O(gh, x) = O(g, h.x) + O(h, x) pour g, h ~ Gi,  x ~ ~r 

287 



9 6 F .  B R U H A T  E T  J .  T I T S  

Mais 0 ( g , x ) = o  si g e G  ~ d'of l  

(2) O(gt, x) : O(t, x) = O(t, t-lgt.x) pour g e G O et t e W~. 

De plus, s i x  e A  1 et t e t a ,  on a t.j(x) = j ( x )  q- ,,(t) et j( t .x)  ~j(x) q- Kerp,  d'ofl 

(3) 0(t, x) : (p o ,,) (t) pour x e Aa et t s Ti .  

Mais (~) montre que O(t,g.x) -~0(t ,x)  pour g s G  O , t e T a  et x e o r  1. Comme 

J~  : G~ on a donc (3) pour tout t e T  1 et tout x e J~ et (iv) rdsulte aussit6t 

de (~). 

4 . 2 .  zS .  - -  Revenons maintenant  ~t nos conventions gdndrales. Soit ~ l  un sous- 

syst~me de racines quasi-dos de @ (I, 7.6.  i) et soit G a le  sous-groupe alg6brique de G 

engendrd par T et les U a pour a e qb 1. Alors G 1 est r6ductif connexe, d6fini et quasi- 

ddploy6 sur K, ddploy6 sur g. et le syst~me de racines de G i par rapport au tore K-d6ployd 

maximal S est @l. On peut donc lui appliquer d 'une part les r6sultats dfmontr6s pour G 

dans les pages prfcddentes, d 'autre part  Ies rfsultats de I, 7-6 dont nous reprenons les 

notations (avec G 1 = Gi(K)).  Le dual Vii de X~(Gi) | 1~ s'identifie h L i • V 1 grgtce 

aux identifications d6j~t vues : 

X~(GI) @It = X~(CGI) | = (X~(CGI n DG) | R) • (X~(G) | It). 

Considdrons alors, avec les notations de 4.2.16 et 4.2. I7, l'application 

(x, v, v') ( j (x)  + v, v') 

de or l •  l •  1 - - J l x V l l  dans G 1 . A •  i = G  i . ( A •  x) C j i .  II est clair, vu 

4.2.17,  que c'est une isomdtrie surjective, et j~ est compatible avec les actions de Gx 
sur I 'immeuble dlargi J i  • V1 t de G 1 d 'une part, sur l ' immeuble dlargi j l  de G d'autre 

part  : cela rdsulte de 4.2.15,  compte tenu des relations G i ~ G~ et G~ 
Autrement dit, G1. (A • V1), c'est-?z-dire le plus petit sous-ensemble de l'imrneuble ~largi 
de G stable par G i et contenant l'appartement A • V l, s'identifie ?t l'immeub[e ~largi de Gi, 
et ceci d 'une mani~re et d 'une seule h une translation pros par un dl6ment de V I. 

4 . 2 . x  9.  - -  Bornologies. Le groupe G = G(K) est naturellement muni d 'une 

bornologie ~(co) : une partie X de G est bornde si et seulement si, pour tout f e K[G], 

l'ensemble des o~(f(x)) reste bornd inf6rieurement lorsque x ddcrit X. Cette bornologie 

| compatible avec la loi de groupe de G. 
D'autre part, la valuation q~ d6finit sur G deux bornologies : 

- -  la bornologie ~(q0) dite ddfinie par q~ en I, 8. i .  7, qui est l ' image rdciproque de 

la bornologie naturelle du groupe des isom6tries Isom J de l ' immeuble J (I, 3. I.  2 b)) ; 
- -  la bornologie ~i(q~) image r6ciproque de la bornologie naturelle du groupe des 

isomdtries Isom j x  de l ' immeuble 61argi j 1 .  

Proposition. - -  (i) ~ ( ~ )  = ~i(~0). 

(ii) Les bornologies induites sur le sous-groupe G 1 par ~(co) et par ~(~) sont ggales. 
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L'assert ion (ii) r~sulte de (i) puisque  G 1 op~re t r ivialement  sur V 1. DEmontrons (i). 

I1 est clair que,  pour  a e ap et k ~ R,  le sous-groupe U,, k est born6 pour  ~ ( ~ )  et que  
U~ ne l'est pas. Au t r emen t  dit, ~ (m)  estfaiblement compatible avec ~ au sens de I, 8. I .  1. 

V u  I, 8. I. 5, il suffit, pour  prouver  (i), de mont rer  que  ~(r et ~l(q~) induisent la m~me 
bornologie sur T.  Or,  dire que  X C T e s t  born6 pour  ~a(q~) signifie que  x ~ (to o a) (x) 

reste born6e inf~rieurement sur X d 'une  par t  pour  a e ~p, d 'au t re  par t  pour  a e X~(G) .  
Mais  (I) uX~z(G)  engertdre X ~ ( T ) |  (cf. 4 . 2 . 6  et  4 . 2 . 1 6 )  et notre  assertion 
rdsulte du  l emme suivant : 

Lemme.  - -  Soit T un tore ddfini sur K ,  ddployd sur K .  Une partie X de T ( K )  est bornde 

pour la bornologie naturelle g~(co) si et seulement si l'application x ~ co(X(x)) est bornde infd- 

rieurement sur X pour tout Z e X [ ( T ) .  

L a  condi t ion est ~videmment  ndcessaire. Supposons-la  satisfaite. Pour  tout  f e K [ T ] ,  

il existe X x , . . . ,  X, e X*(T) et q , . . . , c ,  e K tels que  f =  Y~c~z ~. I1 suffit donc de 
mont re r  que  co(X(x)) reste borne  infdrieurement  sur X pour  tout  X e X*(T).  Posons 

Z ~ = E Y-Z e X~(T) .  
v ~ G~a(g/It) 

O n  a o~((y.z)(x))  ----- m((Z(x)) v,) = o~(Z(x)) pour  tout  y e G a l ( K / K )  et tout  x e T ( K ) ,  

d'ofl 
r = [ ~  : K]-Xco(x~(x)), 

ce qui d6montre  le l emme et la proposition. 

4 . 2 . 2 0 .  - -  Ensembles de valeurs. Soit q~ la valuat ion de la donnEe radi- 
cielle (T, (Ua)~eo) donnEe par  4 . 2 . 2 .  Rappe lons  que,  pour  a e ~ ,  on a pose (I, 6 . 2 . 2 )  : 

( i )  =  o(uo - { i }), 
(2)  r'o = I u c a  - ( i ) ,   o(u) = s u p  

(si 2a r q), on pose U2a = { I }). Nous  allons de te rminer  ces ensembles de valeurs. 
Pour  cela, notons c o m m e  plus hau t  L,  (resp. (L,,  L2~)) le corps (resp. l 'extension 
quadra t ique)  attachE(e) ~ un  rayon  radiciel  a non pluriel (resp. pluriel).  D 'une  mani~re 

gdnErale, si L D L2 est une  extension quadra t ique ,  avec K C Li  C L C Yx, nous notons L ~ 
(resp. L 1) l ' ensemble  des ~lEments de  L de trace nulle (resp. ~gale ~t I) et posons 

Lm~ = {X e [ co(X) = sup{co(x) ] x e L1}}. (3)  i L 1 

I 1 
Si le corps rEsiduel de L e s t  de caractdrist ique 4 ~, on a - e Lm~ ~. Avec ces notat ions : 

2 

L e m m e . -  (i) Si I ~ ,  

de L modulo L ~ ne eontenant pas o. 

1 pour x e L~ et y e L ~ (ii) Si XeLm~x, on a, 

(4) o~(xX + y )  ---- inf(o~(xX), c0(y)). 

= r la valuation o~ n'atteint son maximum sur aucune classe 
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Soit z � 9  • tel que  co(z) = s u p c o ( z + L ~  Alors z C L  ~ T r z 4 :  o et 
X (Tr  z ) -  1. z appar t ien t  tL 1 = Lm~,, &off (i). 

Adoptons  main tenan t  les notat ions de (ii). I1 suffit de ddmontrer  (4) lorsque 
x 4 : o ;  on  a a/ors X + x - l y � 9  1, d'ofl co(X) > c o ( X + x - l y )  et co(xX) > co (xX+y) .  
O n  ell d~duit  co(y) > inf(co(xX + y ) ,  co(--xX)) = co(xX + y )  d'ofl (4). 

R e m a r q u o n s  que  X r L ~ et que  L = L2X + L~ la formule (4) pe rmet  donc de 
calculer la va lua t ion  de l i ' importe  quel  ~ldment de L.  

4 . 2 . 2 z . - -  Soit a � 9  O n a  

(z) F~ = P" ----- co(L:) si a est non pluriel ;  

(2) F~ = F~,, = co(L ~ - - { o } )  si a est pluriel;  

, , 
(3) F.  = 0 et P. = co(L ~  {o}) si a est pluriel et (Lo)m= = O;  

I co(X) + co(L:)  et F a = ~co(L x) (4) r~ = 

1 si a est pluriel et X �9 (L~)~,.  

En effet, les formules (i)  ct (2) rdsultent aussit6t de 4 . 2 . 2  (2) et (4) respect ivement .  

D ' au t r e  part ,  4 . 2 . 2  (3) et 4 - 1 . 9  (5) mont ren t  que,  si a est pluriel, F ,  (resp. F.') est 

l 'ensemble des %(xa(u, v)) = ~ co(v) pour  

(u, v) �9 H(L~,  L~)  (resp. et co(v) = sup co(v + L~ 

Lorsque  1 (La)nm = O, (3) s 'ensuit aussit6t, vu 4 . 2 . 2 o  (i) et I, 6 . 2 . 2 .  Supposons donc 
1 que  X �9 (L~)m=, d'ofl v = Xu ~ u + Vo, avec v o �9 L ~ L a  premiere  relat ion (4) rdsulte 

a/ors de 4 . 2 . 2 0  (ii). L ' inclusion F, C I co(L:) dtant 6vidente, il reste A dtablir l ' inclusion 

inverse. Si e = I, elle rdsulte de  ce que  co(L, • ) = c o ( L ~ ) =  c o ( I ~ - - { o } ) C 2 F , ,  
et si e = 2, 4- ~'.2~ (ii) impl ique  que  

co(L:)  = (co(X) + co(L~,)) t) co(L ~ - -  {o}) 

= (co(X) + 2co(L:))  w r ~ - -  o) C 2F, ,  

t (ii) entratne d'ofl (4). Notons  encore que,  toujours  sous l 'hypoth~se off X �9 (L,Z).,=, 4 . 2 . 2 0  
aussi 

I 
(5) ____ co( ) + co(x), 

avec ggalitd si et seulement  si %(x,(u, v)) = sup %(xa(u, v) U~)  (p. ex. s i v  = Xu~ 
Si co est discrkte, on a ~videmment  1 (L,).,= 4 : 0  (puisque x e L] entraine co(x) < o), 

d'ofl F'o + O pour  toute  racine mult ipl iable  a. Par  ailleurs, i l  est clair que  la valua-  

tion q~ est discrete (I, 6 . 2 . 2 I ) .  
Si ~0 est dense et si 1 (L,),,,z 4 : 0  pour  toute  racine mult ipl iable  a (ce qui  est le cas 

si K est admissible, voir  plus loin 4 . 3 . 3 ) ,  a/ors P~ est dense dans R pour  tout  a e ~ .  
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4 .2 .22 .  - -  Proposition. - -  Supposons G simplement connexe. Alors, le groupe W = ,~(N) 
est engendrd par les rgflexions r~,~ par rapport aux hyperplans 

O ~ . , ~ = { x ~ A l a ( x - - ~ )  + k = o }  pour a~Cl) et k e p t .  

Si de plus co est discrete, W est le groupe de Weyl affne du syst~me de racines adfines 
a ~ , ~ = { x e A i a ( x - - ~ )  + k  > o} pour a e r  et keF'~. 

On sait que G(K) est engendrd par la rdunion des U,(K)  pour a e �9 (of. par 

exemple [33], lemme 64, p. 183). La premiere assertion rdsulte alors de I, 6. ~. I I et la 
seeonde s'ensuit aussit6t. 

4 . 2 . 2 3 .  - -  Echelonnages. Supposons r discrete. Des formules de 4 .2 .21  r6sulte 
imm~diatement la d6termination de l'6chelonnage 8 C @ • ~ attach~ au syst~me de 
racines affines de A (I, I.  4). I1 suffit de le faire lorsque G est K-simple. I1 existe alors 

une extension L de K contenue dans ~ telle que G = IIL/K H, Off H est un L-groupe 
absolument simple; l ' immeuble de G sur K s'identifie ~t celui de H sur L et les dchelon- 
nages sont les m~mes. On peut done se borner au cas off G est absolument simple. On a 

alors les r~sultats suivants, off nous reprenons les notations de I, 1 .4 .6  : 

a) Si G est d~ploy~ de type X, ,  l '~chelonnage go est de type X, ;  
t ~ a  

b) Si G n'est pas d~ployfi et si K est une extension non ramifide de K, alors 

- -  pour G de type 2A~, (n > 1), g est de type C --  BC Iv, 

- -  pour  G de type 2A2,+1 (n > i), g est de type C,+1, 

- -  pour G de type 2D, (n > 4), @ est de type B,_ D 
- -  pour G de type 2E6, # e s t  de type F4, 
- -  pour G de type SD 4 ou aD4, @ est de type G2; 

c) Si G n'est pas ddployd et si g, est une extension ramifige de K, alors 

- -  pour G de type 2A2, (n > 1), 8 e s t d e t y p e  C - - R e  m 

pour G de type ~A~,+I (n > i), g est de type B --  Cn+l, 
- -  pour G de type 2D, (n > 4), ~ e s t  de type C -- B ,_I ,  
- -  pour G de type 2E6, 8 est de type FI, 

- -  pour G de type 3D 4 ou 8D 4, ~ est de type G~. 

4-~'. 24. ~ Soit E une extension algdbriquement close de K, soit K '  un sous-corps 
de E contenant K muni d 'une valuation r prolongeant r et posons K'  ----- K ' K  : e'est 
la plus petite extension galoisienne de K'  ddployant G. Supposons que K '  soit une exten- 
sion univalente de K '  et posons G' = GK, , T '  = TK, , etc. Notons qu 'en identifiant X*(T) 
et X*(T'), on a ~ = $ ' .  Soit S" le sous-tore K'-d~ployd maximal de T '  et ap" le syst~me 
de racines de G"  suivant S". I1 est clair que le systSme de Chevalley-Steinberg (~)  (( est )) 
encore un syst~me de Chevalley-Steinberg de G', done ddfinit une valuation ~" de la 

donn6e radicielle (T ' (K' ) ,  ' ~ '  ~ (U~(K)~er  de G(K') ,  qui se descend en une valuation 

de la donnfie radicielle (T ' (K') ,  (U;(K')beo,,))  de G(K' ) .  II est imm~diat que ~ '  se 

descend en ~ (cf. I, 9. I.  19 a)), &off r~sulte par  transitivit6 que ~' se descend en ~. 
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Appliquant I, 9. I. 17 (avec S~ = T(K)) ,  on voit qu'il existe une isom~tr ie j  et 

une seule de l ' immeuble J de G(K) dans l ' immeuble J '  de G(K')  telle que j(~0) ---- q~' 
et j (g . x )  = g. j(x)  pour x ~ J e t  g ~ G(K).  Compte tenu de 4-2.  io, j est ind~pendante 
du choix du syst~me de Chevalley-Steinberg et nous permet d'identifier J ~ une partie 
de J ' .  L ' imagej (A)  est contenue dans l 'appartement A' de J '  associd au tore K'-d6ploy6 
maximal S". Enfin compte tenu de la conjugaison des tores K-d~ployds maximaux et 
de 4 .2 .  IO, on volt q u e j  ne ddpend pas non plus du choix de S; on peut done la qualifier 
de canonique. En particulier, si u est un K-automorphisme de K'  conservant ~o', alors u 

op~resur  J '  e t l ' o n a  u o j = j .  

4-~.  25. D6finition. - -  Supposons que K soit une extension admissible de K (i .  6. i) (1), 
et soit K '  une extension de K, munie d'une valuation ~' prolongeant co. On dit que le changement de 
base K ~ K'  est conservateur par rapport ~ K si co' est un prolongement non ramifid de o~ 
(i.e. co'(K') = o~(K)) et si les corps rlsiduels de K '  et de K sont lindairement disjoints sur le 
corps rdsiduel de K (eL I .6 .8) .  

Un  tel changement de base ne change en effet pas grand-chose. Vu I. 6.8,  K '  et K 
sont lindairement disjoints sur K, ce qui permet d 'appliquer 4. I. 18, et K.' est une extension 
admissible de K'.  Avec les notations de 4. i .  18 et 4 .2 .24 ,  on a S " =  S', * " =  q~, 
les sous-groupes radiciels de G et de G' sont ~ les m~mes ~, etc. La restriction de j ~ A 
est alors un isomorphisme de A sur l 'appartement A' de J '  correspondant ~ S', pour 
toutes les structures de A (m~trique, syst~me de racines affines, etc.). 

Ceci nous permettra souvent de nous ramener soit au cas off le corps r~siduel de K est 

infini grace k I .6 .9  a), soit ~ celui off K est hens~lien grace k I .6 .9  b). 
Bien entendu, l'isom~trie j :  J --~ J '  n'est en g~n~raI pas surjective, sauf cependant 

si K '  est l'hensaisg ou le compldtd de K (el. [27], prop. 2 .3 .5)  : en consid~rant la r~traction 
de J '  sur A' par  rapport  k un germe de quartier ayant pour direction la chambre vecto- 

rieUe D associ~e A ~ +  (I, 7 .2-3) ,  on volt que tout x ~ "  est transform6 d 'un point 
y e A' par  un ~ldment u a U + ( K  ') (I, 7 .4 .25  (I)) ; mais la densit6 de K d a n s  K '  entralne 

aussit6t qu'il existe u' a U+(K)  et v ~ Uv+D(K' ) avec u = u'v, d'ofl x = u ' .y a j ( J ) .  
M~me dans ce cas, il existe en g~n~ral des appartements de J '  qui ne sont pas images 

d 'appartements de Jr 

4-3-  Les  s c h e m a s  ~I~. 

Ddsormais nous supposons que l'extension K de K est admissible (I .6. I). 

4 .3 .  x. - -  On conserve les notations de 4- 2. En parficulier, ~ = (~a) est la valuation 

de la donnde radicielle (T, (Ua)aeo) de G = G(K) associ6e au syst6me cohdrent d'6pin- 

(1) Ce que nous supposerons A partir  du numdro suivant. 
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glages (x~) (4 .2 .4) .  Chacun des groupes U , =  U, (K)  est filtr~ par q~, : rappe- 
Ions (I, 6 .2 .1)  que l'on pose, pour a e(I) et k e R ,  

(~) U~, k = { u  ~ U , ( K )  I%(u ) _>- k}. 

Les U,.k sont des sous-groupes de U,  par  d4finition m~me des valuations (I, 6 .2 .  ~ (Vr)).  
Nous allons voir que chaque U~,~ pour k ~ F" est le groupe des points entiers d 'un 
d~-sch6ma en groupes lisse de fibre g4n6rique U, .  Ce sont ces O-sch6mas que nous utili- 

serons au nO 4 .5  pour construire des <{ donn6es radicielles sch6matiques >> auxquelles 

on appliquera les r6sultats du w 3. 

4 - 3 . 2 .  - -  Si a ~ est non pluriel, ces schemas sont 6vidents : le groupe U,  

s'identifie grgtce ~t l'6pinglage x, au groupe additif du corps L~ attach~ ~t a (4. i .  8) et 

pour tout k e P, = P'~ = o(L2)  (4 .2 .2o  (x)), le sous-groupe U,, k est l ' image par  x, 
du 0-module libre de type fini L~,, = {u e L~ ] o~(u) > k}. Notons ~,,k le d~-sch~ma en 
groupes lisse canoniquement associ6 ~t ce module ( I. 4. I). Par transport de structure par x,, 

on obtient un dT-sch6ma en groupes lisse lI,,k de fibre g~n~rique U~ tel que 

= 

Soit maintenant k ~ R quelconque; si la valuation ~ est discrkte, il existe un plus 

petit k ' ~ F  a t e l q u e  k' > k et l 'on a U., ~ = U . ,  v.  Nous poserons alors 

(2) lI.,k = lI.,v (~ discr6te, k' = inf{h e F . [ h  > k}). 

La relation (I) est 6videmment encore exacte. 

Par contre, si co est dense et si k ~ Fa, le groupe U.,~ s'identifie k un sous-O-module 

de L~ qui n'est pas de type fini et il n'existe pas de ~-schdma admettant  U.,~ comme 
groupe de points entiers et possddant les proprift6s que nous souhaiterions (par exemple 
que l 'image du groupe des points entiers dans la fibre fermde ne soit pas rdduite ~ { o}). 

Nous ne ddfinirons donc pas de schdma 1I.,~ lorsque co est dense et k r F.. 

Pour traiter le cas d 'un  rayon radiciel pluriel, nous aurons besoin du lemme suivant : 

4" 3-3" Lemme. - -  Soient L~ C L deux sous-extensions de K telles que [L : L2] = 2. 

(i) L'extension L de L~ est admissible, donc sgparable, et l'une des deux conditions suivantes 

est satisfaite : 

(nr) l'extension rgsiduelle L de I, 2 est quadratique et ~(L) = r 
(r) ~ est discrkte et l'extension L de L~ est ramifi~e. 

(ii) I l  existe t e L  tel que L = L~[t] et que les coefficients ~, ~ e L~ de l'gquation 

t ~ - -  et + ~ = o satisfaite par t poss~dent les proprigt(s suivantes : 

a) co(~) = o (cas (nr)) ou bien co est discrkte et ~ est une uniformisante de L 2 (cas (r)); 

b) oubien ~ = o ,  oubien ~o(~) < co(~)<o~(2), ouencore o <  co(~) < ~(~) = ~ ( 2 ) .  
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Supposons ddsormais ces conditions satisfaites et dgfinissons 

si ~ = o  (ce qui entrafne 2 4  o), on pose Z =  I]2; 

si ~ 4: o, on pose ?, = t~ - l .  
1 Alors 9, e Lm~.~ , qui n'est donc pas vide. 

(iii) On a co(X) < o et co(Z) = o  si et seulement si ou bien car 
l'extension L de L 2 est dtale. 

(iv) Soit cr l'unique L2-automorphisme non trivial de L e t  soit k ~ I t .  

inf{co(u - -  u~ I co(u) > k} > k - -  co(X) 

avec dgalitd si k e co(L• sauf dans le cas (r) lorsque k e 2Zco(t), 
est k - -  co(X) + co(t). 

X e L  comme ceci : 

4= 2, ou bien 

On a 

cas o~ la borne infgrieure 

L'assert ion (i) rEsulte de I.  6 .3  et I .  6. I c). DEmontrons (ii). 
Prenons pour  t darts le cas (nr) un ElEment de ~L dont  l ' image dans  L engendre  

l 'extension [, de ~'2 et dans le cas (r) une  uniformisante  de L : il est immddia t  que  a) est 
vraie et que  co(a) > r > o. Si ~ 4: o et si l 'on a, soit co(~) > co(2), soit r ----- r 

et co(D ) = o, alors 24:  o et l 'on peut  remplacer  t pa r  t - -  ~, ce qui  annule le terme 

linEaire de l 'Equation de t et pe rmet  de rEaliser a) et b).  Avant  de poursuivre la dEmons- 

t rat ion de (ii), notons deux consequences immEdiates de a) et b).  O n  a 

(I) r + t.y) = inf(co(x), co(ty)) pou r  x , y  ~ L2; 

en effet, dans le cas contraire,  on aurai t  co(x) = co(ty), ce qui  exclut le cas (r), et l ' image 
de t dans ]-. coinciderait  avec celle de - -  xy - t ,  ce qui  est impossible dans le cas (nr). 

D'au t re  part ,  c o m m e  co(t) = co(~)/2, b) impl ique aussit6t que  

(2) si o, < co(2). 
I 

Reprenons  la preuve de (ii). Si ~ = o, on a L I = -  + tL2, et (x) implique 
2 

I 1 Lma x. C o m m e  que  - e L m ~ x .  Supposons que  0~4 o, &off t e - l e L  1, et que  t e -  1 r  1 
2 

L ~ = (I - -  2t0~ -1) Lz, ceci signifie qu'i l  existe u e L 2 tel que  

co(t  < + - 

c'est-~t-dire, vu ( i ) ,  

(3) co(t~-l) < inf(co(u), co(t~ -1) + co(I - -  2u)). 

Cette  indgalitE impl ique que  c o ( i -  2 u ) >  o. O n  en ddduit  successivement que  

co(u) : c o ( ~ ) p u i s ,  compte  tenu de (3), que  co(t0~ -~) < c o ( I )  , en contradic t ion avec (~), 

d'ofl (ii). 
Ddmontrons  (iii). En vertu de (2), on a 

(4) co(X) = - -  co(2 - -  at-~).  

294 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL zo3 

Pa r  suite, to(X) < o. Lorsque  a = o, to(X) est nul  si et seulement  si car  I~ 4: 2. Lorsque  

a 4  = o, d 'ofl  c a r N . =  2 d ' a p r S s b ) , o n a  to(X) = o  s i e t s e u l e m e n t s i  to(a) = c 0 ( t ) ,  ce 

qui  6quivaut  ~ L non  ramifi~e et [,  separable  sur ~'2, c 'est-k-dire ~ L ~tale. 

DEmontrons  enfin (iv). Posons u = x -5 ty avec x ,y  r Lz; on a u - -  u ~ = (2t - -  a )y .  

Vu  (4), il s 'ensuit que  

to(  - = t o ( y )  + t o ( t )  - t o ( x )  _-> to( ) - t o ( x )  

avec EgalitE si u = ty. L 'assert ion (iv) en rEsulte immEdia tement ,  compte  tenu  de (I) .  

4 . 3 . 4 "  - -  Gardons  les hypotheses et notat ions de 4 . 3 . 3 -  O n  voit faci lement  que  : 

- -  dans le cas (nr), on a r ~ ---- to(L2) = to(L) (cf. 4 . 3 . 3  ( i ) ) ;  

- -  dans le cas (r), to est discrete, ce qui  pe rme t  de normal iser  co de sorte que  to(L • = Z, 

et il faut  alors dist inguer deux  sous-cas : 

- -  si a + o, on a to(2ta -1) > I (cf. 4 . 3 . 3  (2)); d 'ofl  to(L ~ -= to(L2) = 2Z u { o o } ,  
I I 

to(ta -~) = I - - t o ( a )  e I  - 5 2 Z  et - t o ( t a - * ) - s t o ( L  • ) = + Z "  2 2 ' 

- -  si a = o, alors to(L ~215 = I + 2Z, to e 2Z et - co -5 to(L • ) = Z. 
2 

Appl iquan t  ceci au cas d ' u n  r ayon  radiciel  pluriel  a, on  voit, en utilisant 4 . 2 . 2  I, 

que  si l 'extension quad ra t i que  attachEe ~ a est non ramifi~e,  2F'o est con tenu  dans I'2. 

et en est une r modulo  2F~,  tandis que  dans le cas ramifi~, P~ et 2P'. sont les deux  

classes du  groupe  (discret) to(L2) modulo  2,,~(L2), et sont disjoints. 

O n  volt  aussi, en app l iquan t  les formules ( i )  ~ (4) de 4 . 2 . 2  i,  que  la valuation e? esr 
toujours sp~ciale, c'est-~-dire que  o e P.  p o u r  toute  a non  divisible (I, 6 . 2 . ,  3)- 

4 " 3 - 5 "  - -  Soient a un  r ayon  radiciel  pluriel,  L D L 2 l 'extension quad ra t i que  

Lmaz at tach6e k a, a l ' un ique  L , - au tomorph i sme  non  trivial de L e t  X un  4Mment de t . 
I 

posons y = -- - to(X). 

Soient k,t e I~ tels que 

( , )  k e r ' ,  = - -  y -5 to(L• t e F~, = P~ = to(L ~ - -  {o}),  

( 2 )  t ~ inf  1"~ n [=k, -5 oo[. 

R e m a r q u o n s  que  (=) est ~quivalente ~ / ~_ =k, saul si to est discr6te et l 'extension 

L D L 2 est ramifige. Dans ce dern ier  cas, on  volt  ais6ment ~ par t i r  de 4 . 3 . 4  que  s i r  = to(t), 

d 'ofl  to(L • = cZ, la re la t ion (=) est 4quivalente  

(= bis) t ~_ =k + c 

(cela reste vrai  dans le cas non  ramifi~, d 'ai l leurs !). 

Notons ~ + v  (resp. ~ )  le 0-schEma en groupes lisse c an o n iq u em en t  assocM au 

0 -modu le  (libre de type fini vu (I))  

Lk+ v = { u e L l t o ( u )  a k - s y }  (resp. L ~ = { v e L ~  a t } ) .  
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V u  (2) et 4 . 3 . 3  (iv), l 'appl icat ion bilinEaire (u, u') ~ X~uu '~ - -  Xu~ de L • L dans L ~ 
envoie Lk+ v • Lk+ v dans L~ et ddfinit done un morphisme de schemas de ~k+v • t~k+v 
dans s I1 s 'ensuit que  la loi de produi t  de 4- I .  15 (2) muni t  le schema t~k+ ~ • s 

x 
d 'une  structure de schgma en groupes que  nous notons -~(k,t). Par  t ransport  de s tructure au 
moyen  de i ' isomorphismej~-1 (dEfini en 4. I .  15 (I)) ,  on obt ient  un  O-schEma en groupes 
lisse ~ ( L ,  L,)(k,t ) de fibre gdnErique H ( L ,  L,) et qui  ne dgpend pas du choix de X : en effet, 
si X' est un aut re  ElEment de L ~ ,  l ' i somorphisme Jx' *Jx-~ est donne  par  

(u, ~) ~ (u, v + (x - x') u ~ u) 

et se prolonge en un isomorphisme de schemas en groupes de ~(k,t)x sur ~(k,t).x' 
L'Epinglage x~: H ( L ,  L 2 ) - + U ~  fournit  alors par  t ransport  de s t ructure  un 

~)-schdma en groupes lisse lI~,(k,t ) de fibre gdngrique U. .  Lorsque  L est non ramifiEe (resp. 

ramif i&) ,  on pose encore ~.,k -= lI.,(k,2k) (resp. lI~, k ----- lI~,(k,2k+,) ). 
Montrons  clue 

(3) ~,(k,t)(O) = {x,(u, v) [ (u, v) ~ H ( L ,  L2), co(u) >= k + "~, to(v - -  Xu~ ~ r  

= U . , ~ .  U~ , , t .  

S o i t  en effet (u, v) E H ( L ,  L2) et x = x.(u, v). O n  a x = x ' x"  avec 

x' = xo(~, x~~ = x . ( j ; ~ ( . ,  o ) )  ~ u . ,  

x" = x . (o ,  v - xu~ = x . ( j - ;~ (o ,  v - x u ~  U ~ .  

L'EgalitE des deux premiers membres  de (3) rEsulte aussit6t de  ees formules et de la 

definition m$me du  schema lI~,(~,t). D ' au t r e  part ,  on  a 

I 
, ~ . ( x ' )  = - , , , ( x , ,  ~  = ~ ( " )  - v ,  

2 

~(=") = ,o(~ - x . ~  

ce qui  mont re  que  le deuxi~me m e m b r e  de (3) est contenu  dans le troisi~me. Mais  le 

l emme 4 . 2 . 2 o  entralne que  

x ~o(xuO u + L0 ) ~(u)  sup %(xU~,) = sup ~ = - -  T" 

Par  suite, s i x  e U . ,k .U~ , t ,  on a ~(u) ~ k + y, d'ofl 

x' e U, , ,  et x"  e U,,k.Uz, , t  n U ~  = U~,,t 

(compte  tenu de (2) et de  I, 6 . 2 .  i (V4)),  &off o~(v - -  Xu"u) ~_ t. Finalement ,  on voit  
que  x appar t ien t  au  deuxiEme m e m b r e  de (3), dont  la demonst ra t ion  est ainsi achevEe. 

4 - 3 - 6 .  - -  Explicitons la loi de groupe  du  schema ~.,(k,t), en reprenant  les notat ions 
de 4 . 3 - 3  avec L = L .  et L ~ = L ~ .  O n  pose c = ~ ( t )  et l 'on choisit u e L  de 

valuat ion k "4- T- 
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I 
I e r c a s :  0 ~ = o .  O n a X = - ,  2 y = ( o ( 2 )  et L ~  Posons d = 2 k + 2 y - - g + c .  

2 

On a d ~_ (o(2) et d E o~(lm• O n  peut  donc choisir 8 e 0r,, de valuat ion d. U n  calcul 

simple montre  alors que  l 'appl icat ion 

(I) (x,y, z) ~ x~((x + ty) u, (~(x~ + ~y2) + 8-~tz)uu ~ 

est un isomorphisme de sch6mas de 0 3 L, sur ~,(k,t) et que  la loi de groupe de ~f,,(k,t) 
t ransport6e par  cet isomorphisme ~ �9 ~ L, est donn6e par  

(2) (x ,y ,  z ) (x ' , y ' ,  z') = (x + x ' , y  + y ' ,  z + -  (yx' - xy')). 

Notons  que  d = o ~ ( ~ ) > o  saufsi carK.  4 : 2  et l = 2 k + c .  
2 e c a s :  ~4=o .  O n a  X=t0~  -1, 2 u  et L ~  ( i - - 2 ~ - l t )  Lz. Posons 

d = 2 k + 2 " f - - ~ .  O n  a deo~(I_~ • et d _ _ > o ( 0 ~ ) - - 2 c ~ o .  O n  peut  done choisir 
s 0r,, de va lua t ion  d et tout  se passe c o m m e  dans le premier  cas, ~t condi t ion  de rem- 

placer  (i) et (2) par  

(I bis) (x,y, z) ~ x,((x + t y) u, (to~-i(x ~ + o~xy + ~y~) + ~-~(i  -- 2te -~) z) uu ~ 

(~ bis) (x,y, z) (x',y', z') = (x + x',y + y', z + z' + ~(xx' + ~yx' + ~yy')) 

N o t o n s q u ' i c i o n  a c o ( ~ ) > o  saufsi ~o(e) = 2 c  et g = 2 k + c .  
O n  r emarque  que  la loi de groupe  sur (I,~)~ d~duite de (2) ou (2 bis) par  r6duct ion 

modulo  l 'id~al maximal  de 0 (au t rement  dit, la loi de groupe  de la fibre ferm~e du  schdma 

en groupes lI~,(~,tl) 

est non commuta t ive  si ~ = 2 k + c  et s i o u  bien c a r K 4 :  2, ou bien c a r K =  
et l 'extension L D L~ est 6tale; 

- -  est commuta t ive  d 'exposant  4 si co est discrete, L e s t  ramifi6e, c~ est une uniformisante 
d e L ~  (&off c a r K . = 2 )  et ~ = 2 k + c ;  

- -  est l ' addi t ion de (L~) a dans t o u s l e s  autres cas. 

4 . 3 . 7 "  - -  Par  t ransport  de s tructure par  l ' i somorphisme v ~ xa(o , v) de L ~ sur U2a, 
on d6duit  du schema en groupes addi t i f  ~ (pour  g e co(L ~ - -  {o}) un O-sch6ma en 

groupes lisse de fibre g6n6rique U2~ not6 lI~, t. II est claiI que  si k, r satisfont ~ 4 . 3 . 5  (I) 
et (2), l ' injection de U2~ dans U~ se prolonge en un  isomorphisme de ~[2~,t sur un  sous- 
schdma en groupes ferm6 distingu6 de ~a,(k,t/" Le sch6ma en groupes quot ient  lI~,(k,t)/lI2a, t 
existe et est i somorphe k ~k + v" L'  applicat ion canonique  de ~a, (k, t)(0) dans  (lI~, (k, t ) /~ ,  t) (0) 
est surjective. 

4 . 3 . 8 .  - -  Soient main tenant  k, t e R quelconques .  Si co est dense, on voit  comme  
en 4 . 3 . 2  qu' i l  n 'est  pas raisonnable de chercher  ~ ddfinir un sch6ma lIa.(k.t ) lorsque les 

condit ions (I) et (2) de 4 . 3 . 5  ne sont pas r6alis6es. Par  contre,  si co est discrete, posons 

(I) k' = inf{h ~ P~[h  > k}, 

(2) r = inf{h I h _-> inf(2k, O }. 
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Alors, k' s F'., t '  e P~ et 4 . 3 . 5  (2) est satisfaite par  k' et t '  : si L.  est non ramif i&,  on 

a 2 F ' C  I'~, ( 4 .3 .4 ) ,  d'ofl l'__< 2k'; si L~ est ramif i&,  on  a F~ = c + 2F~ (4 .3 .4 ) ,  
et l 'on volt aussit6t que  l '  < 2k' + c. 

O n  pose alors 

(3)  ao,i ,tl = 

et l 'on a 

(4) lI.,(~,tl(O) = U.,~,.U~,,r = Ua,~.Uz~,t. 

La  premiere  ~galit~ r&ul te  de  la d6finition, et on a 6v idemment  

U~, ~, C U.,~ et U~, r C U~,inf(z~, t) C U~,~. U~,, t. 

Inversement ,  si x e U.,~, il existe par  d~finition m~me de P" et de k' un x' e U.,~, 
et un  x"  e U ~  avec x = x'x".  O n  a alors x"  e Uz . ,~  et il reste seulement  k voir  

que  U ~ , ~ , . U ~ , t C  U~,t , ,  ce qui  est dvident. 

4 - 3 - 9 .  - -  Les scMmas  sous-jacents aux lI.,k, aux lIa,(k,t) et aux lI. ,(k,t)/~,,t  sont 
des sch6mas associds k des O-modules libres de type fini. En part iculier  les applications 
canoniques  ~I.,k(O)--.'-lI.,k(K) et lI . , (k,t /(O)~lI. ,(k,t)(K) sont surjectives. Si K est 
infini, ce sont des schdmas 6toff~s ( i .  7), caractdris6s pa rmi  les sch6mas 6toffds de f b r e  

g6n6rique U .  par  les relations 4 . 3 . 2  (i) ou 4 . 3 . 5  (3). 

4" 3" IO. - -  I1 est imm~diat  que  si k' --<_ k et g' --_< t, l ' identitd de U~ se prolonge en 

un morphisme de sch6mas en groupes de lIa,/k,t ) dans lI~,(k, t, ) (ou de lI.,k dans lI.,k, 

lorsque a est non pluriel).  

4 -3 -x~ .  - -  U n  changement  de base conservateur K -+ K '  (4 .2 .25 )  c o m m u t e  avec 
toutes les considdrations prdc6dentes : ~ par t i r  du  syst~me cohdrent d 'dpinglages (x~) 

de G x, ddduit  du  syst6me (x.) comme  en 4 -2 .25 ,  on construit  des scMmas  lI~,k ou lI~,(k, t) 
qui  ne sont autres que  les schdmas ddduits des lI.,k ou des lI.,(~,t I par  le chan-  
gement  de base O - +  0 ' =  OK,. Cela r6sulte aussit6t de 4 . 2 . 2 5  et de la relation 

OK,| L = O' | �9 L ( I . 6 . 8 ) ,  valable  pou r  tout  corps L avec K C L C K, qui,  jo in te  au 
fait que  K '  est non ramif i& sur K, entralne que,  pour  tout  k e R,  on  a 

( u e K '  | L ] o(u) > k} = { E~iui [ ~i e O~,, u i ~ L, c0(u,) > k}. 

Enfin si K C L ,  C L C K  avec [L : L,]  = 2 et L = L2[t], alors K ' |  est l 'extension 

Lnl&x quadra t ique  admissible de K ' |  engendr~e par  i |  et (K ' |  1 
d ' a p r &  le l emme 4 . 3 . 3  : on peu t  donc dans les construct ions prdcddentes conserver le 

m~me 616ment X apr6s changement  de  base. 

4"3" I2.  - -  La  famille des schdmas ~a,k ou lIa,(k,t ) ne dkpend  pas (k l ' indexat ion 
pros) du  choix du  tore ddployd maximal  S normalisant  U~ ni du  choix du  syst~me cohdrent  

d'~pinglages : cela r&ul te  aisdment des formules explicites de changement  d '~pinglage 

de U avues  e n 4 .  I . 7  et 4. I . I 3 .  
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4 . 4 .  L e  s c h e m a  ~ .  

Dans ce numfro,  jusqu'~t 4 .4.  I4 inclus, le groupe G ne joue aucun r61e et la lettre T 
d6signe un tore quelconque d6fini sur K. On note K une extension galoisienne admissible 

d6ployant T (non n6cessairement minimale) et l 'on pose ~'----- d~. A partir de 4 .4- I5 ,  
on revient aux conventions pr6c6dentes. 

4 . 4 .  x. - -  Soit L une extension de K, munie d 'une valuation co L prolongeant co. 
On pose 

Tb(L ) ---= {t e T(L) I r = o pour tout Z e X~(T) }, 

o,5 X~(T)C L[T] est le groupe des caract~res rationnels sur L de T. 

4 .4 .2-  Proposition. - -  (i) Tb(K ) est l'ensemble des t e T(K) tels que ~(z(t)) = o 
pour tout Z ~ X~(T) = X*(T) ; autrement dit 

Tb(K ) -= Tb(K ) n T ( K ) .  

(ii) Tb(K ) est le plus grand sous-groupe borng de T(K) (pour la bornologie naturelle ~(o~) 

d~finie par co sur T(K) (cf. 4 .2.  I9)). 
(iii) Soit u un K-morphisme de groupes de T dans un tore T '  d~fini sur K et ddployg sur K .  

Alors 

u(Tb(K)) C T;(K),  

(iv) Soit fE un O-scMma en groupes plat de fibre g~n6rique T .  Alors 

~5(0) C Tb(K ). 

D6montrons (ii). D'apr6s le lemme 4.2 .  r9, un sous-groupe X de T(K) est born6 
si et seulement si la fonction t ~ c0()(t)) reste bornfe inf6rieurement sur X pour tout 
Z e X~(T).  Mais, comme r = no~(z(t)) pour tout n e Z, ceei 6quivaut ~t 
XCTb(K) ,  d'ofa (ii). On en d6duit Tb(K ) = Tb(K)c~T(K),  c'est-~t-dire (i). L'asser- 
tion (iii) est imm6diate, puisque Z o u ~ X~(T) pour tout Z ~ X~(T') ,  et (iv) aussi, 
car 3:(0) est un sous-groupe born6 de T(K) : pour t o u t e f  ~ KIT],  il existe c e K • tel 
q u e c f  e d~[2~], d'ofl f ( t )  e c- 1 �9 pour tout t e 2~(0). 

4 .4 .3 .  - -  Supposons que T soit un tore induit (I .5. I7), c'est-~-dire un produit 
direct de tores de la forme I-[Lira 9JhlIfLi (i -< i -< r), off les ~. sont des sous-extensions 
de K, et donc admissibles. Les anneaux de valuation 0Li sont des 0-modules libres 
de type fini et l 'on peut consid6rer le O-sch6ma en groupes 

= II (H~,~/o 9Ytult@. 

Comme K| = L~, la fibre g6n6rique de ~ s'identifie ~t T ( i . 5 .3 ) .  On salt 
que ~: est //sse ( i . 5 .8 ) .  D'autre part, on a vu ( I .5 .  I3) (i) que le schema sous-jacent 

299 



xo8 F .  B R U H A T  E T  J .  T I T S  

~ est un ouvert spdcial d'un 0-module libre de type fini; c'est done un schdma dtoffd 

dSs que le corps rdsiduel K de K cst infini (i .7.3 e)). De plus : 

Proposition. - -  3;(0) = Tb(K ) = {t e T(K)  ] c~ -- o pour tout Z ~ X~(T) }. 

La deuxi6me dgalitd a dtd vue (4 .4 .2  (i)). On peut dvidemment supposer r = I 
et poser L 1 = L. On sait que T(K)  s'identifie alors ~ L • et que X~(T) est engendrd par 

la norme Norm%/K (1.5 .17) .  Par suite, Tb(K ) est l 'ensemble des t ~ L  • tels que 
Normer/ i  t ~ ~ ,  relation qui entralne t ~ Oi,. La proposition en rdsulte, puisque 
est l 'ouvert spdcial du 0-module 0L ddfini par la norme ( I . 5 . 13  (I)). 

4 . 4 . 4 .  - -  Soient T et T '  deux tores induits, ~ et ~ '  les 0-schdmas associds comme 

en 4 .4 .3 .  

Proposition. - -  Tout K-morphisme f de groupes aIgdbriques de T dans T '  se prolonge 
(d'une mani~re et d'une seule) en un O-morphisme de scMmas en groupes de ~ dans ~' .  

On a f ( ~ ( 0 ) )  Cf(Tb(K))  C T~(K) = ~ ' (0)  d'apr~s 4 . 4 . 2  et 4 .4 .3 .  La proposition 
en rdsulte si le corps rdsiduel K est infini, puisque ~ est alors dtotT6 (I .  7. I). Si K estfini, 

on peut trouver une extension dtale K '  de K telle que les corps rdsiduels K et K'  soient 
lindairement disjoints sur K et que K'  soit infini (I .  6 .9  a)). Le changement de base K ~ K'  
respecte alors enti6rement la situation : reprenons les notations de 4 -4 .3  et posons 
L~ = K' |  alors L~ est un corps extension admissible de K',  0 L ' =  0K' | 0L 

( I . 6 . 8  (ii)) et l 'on a ( I . 5 .3 )  

Tz, = H HL~m, 9XuRL;, 
l_<i~r 

35e~,= H IIcLi/~,93tult~Li. 
l < _ i ~ r  

Par suite, f~z, se prolonge en un 0K,-morphisme de ~ ,  dans ~,~,, d'ofl la conclu- 
sion par  descente (I .  2.4). 

4 . 4 . 5 .  - -  I1 rdsulte en particulier de cette proposition que le scMma ~ ne ddpend 
que de T et non de son dcriture comme produit  de totes de la forme IIWK 9J[uIti~ (ce qui 
n'dtait pas dvident a priori). Nous l'appellerons le schgma canonique de fibre gdngrique T.  
II est clair que si T est ddployd sur K, on retrouve le schdma canonique introduit 
en 1.2. i i. Plus gdndralement : 

Proposition. - -  Soit S le  sous, tore K-ddployd maximal de T.  L' adMrence scMmatique de S 
dans ~ est le schdma canonique de fibre gdngrique S. 

Cela rdsulte de 1 . 5 . i 3  (I) et 1 .5 . I7 .  

Notons encore que ~ ne ddpend pas du choix de l'extension galoisienne admissible 

ddployant T (d6s qu'il en existe une !): on peut remplacer g. par la plus petite extension g'0 
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d6ployant T, qui est galoisienne admissible et contient automatiquement  les corps Li 

de 4 .4-2 ,  et ceci ne change en rien la d6finition de ~.  

4 . 4 . 6 .  - -  Soit maintenant T u n  tore quelconque, non n6cessairement induit (mais 
toujours d6fini sur K et dfiploy~ sur Yx). Considdrons l ' immersion fermfie canonique (z. 5- z z) 

(I) T -2. T~ = IIK/KT~. 

Puisque TK est d6ploy6, T# est un tore induit et on peut considdrer le sch6ma cano- 
nique X "~ de fibre g6n6rique T ~. Soit ~E ~ l 'adh6rence sch6matique de T darts X "~ : on sait 
que c'est un dT-schdma de fibre g6n6rique T sans torsion (I .  ~. 6), donc plat puisque d~ 

est prtif6rien, donc un d%sch6ma en groupes (I .~ .7), de typefini puisque X "r est de type 

fini, et on a, vu I .~ .5 ,  

(~) ~ ( ~ )  = X'*(~) ~ T(K)  = T~(K) n T(K)  ----- T~(K), 

la dernihre 6galitd rdsultant de la surjectivit6 de l 'application canonique X*(T~) ~ X*(T). 

4 . 4 . 7 .  - -  Si T '  est un autre tore et ~'~ le sch6ma obtenu ~ partir de T '  comme 
en 4 .4 .6 ,  et si f :  T -+ T '  est un K-morphisme de groupes alg6briques de T dans T', 
alors f se prolonge (d'une mani6re et d 'une seule) en un O-morphisme de sch6mas en 

groupes f f  de ~ dans ~'~ : en effet, I-[g/K fK se prolonge, vu 4 .4 .4 ,  en un morphisme 
de ~ dans ~'~ induisant f sur T. 

Si f est une immersion fermge, alors f ~ est une immersion ferrule. En effet T~ se d6compose 
en produit direct du tore T~ = fK(T ~ )  et d 'un  tore T "  d6fini et d6ploy6 sur K ([2], 
p. 206). Par suite T '~ = T # • (I-[~/K T") ,  &off ~'~ = ~ • ~"#, off ~"$ est le sch6ma 
canonique de fibre g6ndrique T ''~, ce qui dfmontre  notre assertion. 

4 . 4 . 8 .  - -  Si T e s t  un tore induit, fE ~ n'est autre que le sch6ma canonique de fibre g6n6rique T .  

I1 suffit dvidemment de le montrer lorsque T = I-[wK ~02UIiL. Comme K | L ----- K" 

(avec n =  [ L : K ] ) ,  on a 

T~ = II~/K(IIwK ~ul tL)  ~ = H~m(II  ~./~. ~u i t~ . )  

= II~. m ~ u l t ~ .  = (II~/K 9~ult~)", 

et ~E ~ = (l-I~/~ 9Jtultg)" = IIg./~ 9Jtultg.. 

Considdrons alors les immersions fermdes canoniques 

9XuItcL -+ 17gn/r ~uI tg . ,  

9XUItL "+ II~./L 9JtuR~.. 

Vu 1.5.9,  o n  en ddduit des immersions fermdes 

= II~/o ~0tult~L -+ II~/~(1-Ig./~ 9JtuItg.) = 1-Ig./~ 9Jtultg. = X "~, 

T = IIL/K 9~UItL -+ I-[L/K(II~vL 9JluIt~.) = I-[~./K ~J~Ult~. = T ~, 

et la seconde ligne se ddduit de la premiSre par le changement de base �9 ~ K, c'est-~t-dire 
par passage aux fibres gdn6riques. Comme ~E est plat, il en rdsulte bien que ~ = ~% 
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Nous pouvons donc &endre la terminologie et dire que le O-schEma ~= que nous 
noterons dEsormais ~ est le schdma canonique de fibre gdndrique T .  

Ici encore, il ne depend pas du choix de K : si K1C K2, l 'application identique 
de T~., ---- (T~)~, fournit une immersion fermEe de II~,~/K T ~  dans 1FI~.,/K T~,, d'ofi, etc. 

4 .4 .9 .  - -  iNotons que le schdma en groupes ~ admet toujours une reprgsentation lindaire 

fid~le. C'est Evident si T e s t  un tore induit, puisque ~ttlfr possEde une representation 
linEaire fidEle p dans d~i~ et que II,~:o p e s t  alors une representation linEaire fidEle 
de I-[~/r 9J&tlfr dans le O-module sous-jacent ~ O L (1.5.13 (2)). Le cas gEnEral s'en 
dEduit, puisque ~ est par definition un sous-schEma fermE du schema canonique d 'un 

tore induit. 

4 .4 . IO.  - -  Soit K ~ K'  un changement de base conservateur par rapport 
K (4.2.25).  Posons 0' = OK,. Le r canonique de fb re  gEnErique TK, (qui 

est un tore dEfini sur K'  et dEployE sur l'extension galoisienne admissible K'  = K'  | ~ 
de K') n'est autre que Z,, : cela rEsulte aussit6t de i .  5.3 et de la commutat ion de Pop& 
ration d'adhErence schEmatique avec le changement de base plat �9 ~ ~'  ( i . 2 .6 ) .  

4"4" I I .  - -  De maniEre analogue, soit hK un hensElisE de K et soit K'  = hSK un 
hensElisE strict de K contenant la sous-extension Etale maximale de hK | g" (consid&E 
comme extension de hK) (I .6. 7 b)) .  Soit g.' une extension compos& de hSK et de K : 
elle est unique k isomorphisme pros et c'est une extension admissible de K'  (I .  6.8 et 9 c)) .  

De plus, T est dEployE sur K'  et, en utilisant I. 6.8 et I. 5.3, on montre aisEment que, si T 
est un tore induit, alors T K, est aussi un tore induit et le O'-schEma canonique de fibre 
gEndrique T K, est ~r (off O' ~ h~  est l 'anneau de valuation de K'  = h~K, c'est-~-dire 
un hensElisE strict de 0). Cette derni~re assertion reste vraie pour un tore T quelconque 
grace ~ 1.2.6, et il en rEsulte que 

(i) ~(hs~)) = Tb(h~K). 

Posons 

(2) YdK(T ) = { f  ~ K[T]  If(Tb(h"K)) C hs(p}. 

On a Evidemment 

( 3 )  r  C WE(T ) 

(4.4.2 (iv)). Si ~ satisfait ~ la condition (ET 1) de 1.7.2 (par exemple si co est discr&e ou 
si T e s t  un tore induit) et est lisse, alors (i) entratne 0[~]  = WE(T ) (1.7.6) et caract& 
rise ~ parmi les schemas en groupes de fibre gEnErique T, lisses et satisfaisant ~ (ET i). 

4" 4" I ' ~ ,  - -  DEfinition. q On appelle lissifi6 de ~ un O.schdma en groupes ~R de fibre gdnd- 

rique T ,  lisse, satisfaisant ~ (ET i), admettant une reprdsentation lindaire fid~le, tel que l'identitd de T 

se prolonge en un morphisme i : ~R _+ ~. et tel que, pour tout ~)-schEma 3~ lisse satisfaisant ~ (ET I) 
et tout morphisme v : Y. ---> ~ ,  il  existe un morphisme v R : Y. ---> ~R et un seul tel que v ~ i o v R. 
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U n  tel lissifi6, s'il existe, est f ividemment unique ~ isomorphisme unique  prSs. 

Si K ~ K '  est un  ehangement  de base conservateur  et gtale et si 3;R est un  lissififi de T, 
alors (3;~)~, est un  lissififi de 3;~, (il satisfait ~ (ET  I) d 'aprSs I.  7-5).  

Proposit ion.  - -  (i) Si XR est un lissifi~ de 3;, on a 

3;R(0) = 3;(0) = Tb(K),  

3;1~(~s0) = 3;(h'0) = Tb(h~K), 

0 [ 3 ;  = 

(ii) Rdciproquement, si le O-schdma d'alg~bre affine ~ve'K(T ) est un O-schdma en groupes 
lisse, satisfaisant ~ (ET  I) et possddant une reprdsentation lindaire fid~le, ators c' est un lissifid de 3;. 

L'assert ion (i) est ~vidente : la ddfinition m~me du  lissifi6 entralne que  3;R(0) = 3;(0) 
et 3;R(h*0) = 3;(~'0), et la derni~re assertion de (i) rdsulte de ~ .7 .6 .  

L'assert ion (ii) r~sulte aussi de I .  7- 6 : s i v  : 3~ -+ 3; est c o m m e  dans  la d~finition 
pr6c6dente,  on a v ( ~ ( ~ 0 ) ) C 3 ; ( ~ ' 0 ) ,  done v * ( ~ K ( ~ ) ) C 0 [ ~ ]  (1 .7 .6 ) ,  d'ofl l 'existence 
et l 'unicitd de v R ( I .  ~. 4). 

4 . 4 .  x 3 .  - -  Si co est discrete (ce qui  entralne que  tout  0-sch6ma plat  satisfait ~ (ET I) 
et que  tout  0-sch6ma en groupes lisse possSde une reprdsentat ion fid61e), un  thdor6me de 

M.  R a y n a u d  ([24], p. 345) assure que  le lissifig 3;R de 3; existe toujours (signalons que  le 
th~orSme de lissification de R a y n a u d  est valable  pour  n ' impor te  quel  0-sch6ma en groupes 

plat, de type fini, ~ fibre gdndrique lisse, que  celle-ci soit un  tore ou non).  
Lorsque  ~ est dense, nous ignorons si un lissifi~ de 3; existe toujours.  Mont rons  

cependan t  eette existence lorsque [K  : K]  = 2 (ou, ce qui  revient  p ra t iquemen t  au 
m~me, si T se d~ploie sur une extension quadra t ique  de K).  Nous  obt iendrons  par  la 
mfime occasion une construct ion explieite du  lissifi6 de R a y n a u d  lorsque de plus o~ est 
discr6te. O n  mont re  faci lement qu' i l  suffit d '6tudier  le cas du  ~ tore des 616ments de 
norme i >) de K, un tore d6fini sur K et d~ploy6 sur une extension quadra t ique  K dtant 
produi t  direct d ' un  tore ddploy6, de totes induits IIf,/~z ~lJtulI et de tores de cette forme. 

En reprenant  les notat ions de 4 . 3 . 3 ,  avec L~ = K, on a 

K [ T ]  = K [ X ,  Y ] / ( X  2 + e X Y  -+- ~Y* - -  i) 

et l 'on v6rifie aisdment que  le schema eanonique  3; est donn~ par  

0[3;] = 0 [ X ,  Y ] / ( X  * + ~XY + ~Y~ - -  I) .  

Notons  que  T e s t  anisotrope sur K et que  

~ ( 0 )  = T ( K )  = Tb(K ). 

Si car  K # 2 ou si e0(~) = o, le schdma ~ est lisse et il n 'y  a rien ~ d6montrer .  

Sinon, 3; n 'est  pas lisse et nous dist inguerons deux cas : 
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a) C a r K = 2  et ~ = o  (d'otl c a r K .  2). Posons X =  I - - 2 U  et Y = 2 V ,  
d 'o~ K [ T ]  = K [ U ,  V ] / ( U  - -  U S - -  ~V~), et consid6rons le schdma ~E R de fibre gdnd- 
r ique T d6fini par  

r = r  V J / ( U  - -  U S - -  pV~). 

O n  v6rifie sans peine que  c 'est  un schdma en groupes Iisse, dont  la fibre fermde est 
i somorphe ~t Z /~Z  • 9.Ibb (donc non connexe) lorsque ~. est ramifi6e, et ~t un groupe 
unipotent  connexe non ddploy6 de dimension i lorsque K est non ramifi6e. Soit hSK un 

hensdlisd strict de K. Si u, v e hSK, on  a 

 0(u" + = inf( o(u ), 

car ou bien K est ramifi6e (ce qui  impl ique  que  co est discr&te et que  ~ est une unifor- 
misante de K) et o~(u *) et o~(~v 2) sont de << paritd >) diff~rente, ou bien K est non ramifide, 

ce qui  impl ique  que  l 'extension r6siduelle g . /K  est quad ra t ique  insdparable et que  le 
po lyn6me U ~ q- [~V ~ reste irrdductible sur la cl6ture s6parable de K. I1 en rdsulte que  
l '6quat ion u = u S q- [~v * entralne u, v e hsO. O n  en ddduit  aisdment que  

(I) ~R(hsdT) = W(hsK) = ~(hsd~). 

b) C a r Y x = 2 ,  o < c o ( ~ ) = < ~ o ( 2 )  (cf. 4. 3. 3 b)).  Posons X =  I + ~ U  et Y = ~ V ,  
d 'o6  K [ T ]  = K [ U ,  V ] / ( V  -k- 8U q- U ~ -t- ~ U V  -}- ~V z) avec ~ = 2~ -1, et prenons 

= o [ u ,  v ] / ( v  + + u s  + + 

O n  volt alors c o m m e  plus haut  que  c'est un sch6ma en groupes lisse de fibre g6n6rique T, 
de fibre fermde isomorphe ~t ~ b b  lorsque K est ramifide et ~ un groupe unipotent  connexe 
non ddploy6 lorsque K est non ramifi6e, et l 'on ddmont re  (~) c o m m e  ci-dessus. 

Dans  les deux  cas, ~ [~a ]  est un  ~-module  libre, adme t t an t  une  base constitu6e par  

les monSmes V n et U V  ~ pour  n e N, donc (ET ~) est satisfait. Par  suite, ~. 7 .6  entralne 

(~) O[~:a] = ,J/ZK(T ). 

Enfin, ~ a  adme t  une repr6sentat ion lindaire fid~le : on vdrifie faci lement que  le sous- 

O-module (libre) M engendr6 par  U et V est un  sous-comodule de ~[~:~] pour  la repr6- 
sentat ion r6guli6re et la restriction ~ M de cette repr6sentat ion est fid~le (cf. [DG],  p. ~ 83). 

En conclusion, (~) et la proposit ion 4 . 4 .  I ~ (ii) entra lnent  que  ~R est b ien  le lissifid 

de ~:. 

4 . 4 .  x4. Proposition. - -  Soit K -+ K '  un changement de base conservateur par rapport 

g- (4 .2 .25 ) .  Supposons satisfaite l'une au moins des deux conditions suivantes : 

a) T e s t  un tore induit ( I . 5 .  ~7); 

b) l'extension K de K est non ramifi~e. 

Alors, l'injection r de T ( K ) / T b ( K  ) dans T (K ' ) /T ~(K ' )  est surjective. 
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Supposons a).  - -  I1 suffit d 'examiner le cas T = I-IwK ~J~uIt, off L est un corps 
avec K C L C K .  D'apr6s 1 .6 .8  (ii), L ' = L |  est une extension non ramifige 
de L. Or l'identification canonique de T(K) (resp. T(K'))  ~ L • (resp. L TM) identifie Tb(K ) 

0{ (resp. Tb(K' ) ~ 0{,), d'ofl l'assertion. 
Supposons b). - -  Posons K ' =  K |  Vu b) et 1 .6 .8  (ii), on a 

~0(K) = c0(g~) = ~(g~'). Posons V = Gal(K'/K')  = Gal(g~/K) et identifions T(K) 
~k Homv(X*(T), K• et T(K')  ~ Homv(X*(T), K'• Soit (ei)~<_,<n une base de X*(T) 
et soit x E T(K' ) .  Soit (o~j)l__<i____k une base du sous-Z-mo4ule A de R engendr6 par 
les o~(x(ei)) pour i ~ i _ < n  et soit ni un 616ment de K de valuation o~i (i g j - - < k ) .  
L'application coi ~ ni se prolonge en un isomorphisme r de A sur un sous-groupe de K • 
d'inverse co. Considdrons alors l 'homomorphisme y = r o co o x de X*(T) dans K • ; il est 
imm6diat que y aHomv(X*(T),  K • CT(K)  et que y - X x  e T  b. Par suite, 

T(K')  = T(K) Tb(K'), 

d'ofl la proposition. 

4 . 4 -  x5"  - -  Revenons dfsormais ~ nos conventions gfnfrales : T e s t  le tore maximal 
du groupe quasi-d6ployd G, centralisateur du tore K-d6ploy6 maximal S, et Tb(K ) 
est le fixateur H I de l 'appartement A • V 1 de l ' immeuble 61argi de G (4 .2- i6) .  

4-4-x6. Proposition. - -  Si G est adjoint (resp. simplement connexe), alors T e s t  un tore 

induit. 

En effet, les ~16ments de la base A du syst~me de racines ~ de G suivant T (resp. les 

poids fondamentaux relativement ~ A) d6finie par un K-sous-groupe de Borel conte- 
nant  T (cf. 4. i .  2) forment une base de X*(T) invariante par le groupe de Galois Gal(K./K). 

4.4-x7.  Proposition. - -  Supposons que l'une au moins des deux conditions suivantes soit 

satisfaite : 

a') G est simplement connexe ou adjoint ou dgployd; 

b') L'extension K de K est non ramifide. 

Alors, l'image W de N(K) dans Aut A par l'homomorphisme ~ (4- 2.7) est invariante par 

tout changement de base conservateur. 

En effet, l ' image de W dans GL(V) est le groupe de Weyl du syst~me de racines 
et le sous-groupe des translations de W s'identifie canoniquement ~ un quotient 

de T(K)/Tb(K ) (4-2.7).  La proposition r~sulte donc de 4-4. I4, compte tenu de 4.4.  I6. 

4 .4-x8.  - -  Le sch6ma canonique ~ de fibre g6n6rique T poss6de les propridt~s 

suivantes : 

(I) ~ est un O-scMma en groupes plat de type fini, poss~dant une reprgsentation linr fid~le ; 

(II) l'inclusion de S dans T se prolonge en une immersion ferm~e de ~ dans ~ ;  
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(III)  le groupe de Weyl "W de G sur K, considdrd comme groupe d'automorphismes de T, 
se prolonge en un groupe d'automorphismes de ~ ;  

(IV) l'action du groupe de Galois Gal(K/K) sur T se prolonge en une action galoisienne 
de Gal(K/K) sur ~ ;  

(V) soit Txa t'image de T dans le groupe adjoint Ad G; la restriction ~ T de la reprlsentation 
adjointe se prolonge en un morphisme de ~. dans le schdma canonique 5~ d de fibre gdngrique TAd; 

(VI) soit ~ : G ~ G u n  revgtement simplement connexe du groupe ddrivd de G e t  soit 
l'image rdciproque de T par re; la restriction de 7: ~ T se prolonge en un morphisme du schdma cano- 

nique ~ de fibre gdndrique T dans ~ ;  
(VII) ~(0)  = Tb(K ) = ( t  ~ T(K)  [ co(x(t)) = o pour tout X ~ X~:(T)} et 

~;(~'0) = Tb(~K) = {t ~ T(h~K) [ ~0(z(t)) = o pour tout X e Xh~K(T)}; 

(VIII)  r~-a(3;(0)) ~ T(K)  = ~(0)  et, lorsque G est semi-simple, 

Ad-~(~:Ad(0)) ~ T(K)  = ~(d~). 

En effet, (I), (II) et (VII) ont fit6 explicitement vues; ( III) ,  (IV), (V) et (VI) 
r6sultent des propri6t6s fonctorielles de ~ (4 .4 .7) .  Enfin, (VIII)  r6sulte de (VII) et du 
fait suivant : l 'application X ~ X o A d o  7: et, lorsque G est semi-simple, l 'application 
X ~ X o Ad envoient le groupe des caract~res rationnels sur K de TAd (qui est le groupe 
engendr6 par  (I)) sur un sous-groupe d'indice fini du groupe des caract~res rationnels sur K 
de "~ (qui est le groupe des poids de (I)) resp. de T (qui est un  groupe interm6diaire entre 
le groupe des racines et le groupe des poids de (I)). 

De plus, 4 . 4 . 1 6  entraine 
(IX) Si G est simplement connexe ou adjoint, alors ?g est lisse et connexe et l'on a 

( IX I) 0[X] -- ~ffK(T) = { f e  K[T]  lf(Tb(h~K)) C~80}. 

Si de plus le corps rdsiduel K est infini, ?g est dtoff6 et l'on a 

( IX 2) 0[~]  = { f  ~ K[T]  [f(Tb(K)) C 0}. 

Enfin, si le lissifid ~a  de ~ existe, par  exemple si r est discrete, on v6rifie immddia- 
tement  que ~R possSde les propridt6s (I) ~ (VIII )  (off l 'on remplace ~ par  ~R), avec en 
plus celle d 'etre lisse (mais non nficessairement connexe), mdme si G n'est ni simplement 
connexe, ni adjoint. 

4 . 4 . x 9 .  - -  Soit a e@ et soit ~ l 'un des sch6mas lI~,k ou li.,(k,t ) ddfinis en 4..3. 

Proposition. - -  Soit ~5 un O-schdma en groupes plat de fibre g6ndrique T,  possddant la pro- 
pridtg (V) de 4 .4 .18 .  L'application (t, x ) ~  txt -a de T • U dans U~ se prolonge en un 

morphisme de ~ • ~ dans 1I~. 

Vu (V), il suffit de le montrer  lorsque G est semi-simple adjoint et que ~ est le 
sch6ma canonique de fibre g6n6rique T. De plus, on peut  supposer, quitte 
faire un  changement  de base conservateur et ~ appliquer ensuite i .  2.4, que le corps 
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r6siduel K est infini. Les scMmas  ~ et lI ,  sont alors ~toff~s ( 4 . 4 . 1 8  ( IX)  et 4 - 3 . 9 )  et 
il suffit de mont re r  que  txt-1 �9 1I,(0) quels que  soient t �9 3;(d)) et x e lIa((9), ce qui  

est imm~diat .  En effet, en reprenant  les notat ions de 4. I .  5 et 9, on  a e(t) �9 ~i~ pour  
tout  t e ~ ( ~ )  = T b ( K  ) et 

(I) tx~(u) t -1  = x~(e(t) u) si a est non pluriel et u e L~, 

(2) t~o(u, v) t - ~  = xo(~(t)  ,,, ~(t)  ~(t)  ~ ~) 
si a est pluriel  et (u, v) �9  L~+~,), 

d'ofl notre  assertion. 

4.5" F o n c t i o n s  q u a s i - c o n c a v e s  et  d o n n ~ e s  r a d i c i e U e s  s c h 6 m a t i q u e s .  

4.5" x. - -  Nous  allons, dans ce num6ro,  construire des familles (lI~),�9174 de O-sch6mas 
formant  avec le sch6ma canonique  3; de fibre g6n6rique T (resp. le lissifi6 3; 1~ de ~ lorsqu'il  

existe) une donn6e radicielle sch6mat ique au sens du  w 3 (rappelons que  Z = T) .  Nous  
prendrons  6videmment  pour  lI~ Fun des sch6mas d6finis au n ~ 4 .3  : au t rement  dit, on 
donne une fonction f :  ~ -+ R ,  satisfaisant lorsque to est dense a la condition 

(Sch) f (a)  ~ I"~ et f (2a)  ~ 2f(a) pour toute a ~ O, 

(off l 'on prend f (2a )  = 2f(a) lorsque 2a n 'est  pas une  racine) et l'on pose, pour a � 9  

lit, ~ = lIa,t(~) si a est non pluriel  ( 4 . 3 . 2 ) ;  

lit, ~ = lI~,(/(,),f(~)) si a est pluriel  ( 4 . 3 . 5 ,  6 et 8). 

O n  a vu que  

lIt, o (~  ) = Uo, r/a ~ U~.,rc~a~ 

(avec la convent ion  habituel le  U ~  = { i } lorsque a est non pluriel) .  
Supposons co discr&e et posons g ( a ) - - f ( a )  pour  a~q~,  a [ 2 r  et 

g(a) = inf ( f (a) ,  2f(a[2)) pour  a,a /2  � 9  II r6sulte des d6finitions m~me (4 .3 .8 )  
que  lit, a = lIg,~ pour  tout  a e q~. Au t r emen t  dit, on  peu t  toujours se r amener  au cas 

off f satisfait ~t la condi t ion suivante (cf. 4 . 3 . 5  (2)), d 'ai l leurs cons6quence de (Sch) 
lorsque to est dense : 

(QG o) f (2a )  < infI'~a n [2f(a), n u oo[ pour  tout  a ~ .  

4 . 5 . 2 .  q Soit f c o m m e  ci-dessus. Pour  a e @, posons 

o n   orsque - e O ,  k > = 2 f  
2 

Nous  dirons q u e f '  est l'optimisde d e f e t  q u e f e s t  optimale si f = f ' .  L o r s q u e f e s t  optimale,  

k = f ( a )  et t = f ( 2 a )  satisfont aux relations (i)  et (2) de 4 . 3 . 5 ,  e t f s a t i s f a i t  ~ (QC o). 
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Lorsque  co est dense, il rdsulte aussit6t de (Sch) que  f '  = f .  Si co est discrete,f '(a) peut  
~tre diffdrent de f (a) ,  mais on a, pa r  ddfinition m~me, 

(2) ~t,~ : ~r',~ pour  tout  a e ~ ,  

(3) U~,t(a) U~,tl2~) : U~, t'l~) U~, f'l~), 

(cf. I, 6. 4. I2 a)). S i f  satisfait ~t (QC o), on a aussi 

(4) U2,,/(2,) : U~,r(~).  

R e m a r q u o n s  que  la ddfinition (I) a l 'air diffdrente de celle donnde en I, 6. 4. io, 

off la borne  infdrieure dtait prise dans l 'ensemble ordonnd R D R ;  mais les hypothbses 

faites s u r f  entras en fait la coincidence des deux  ddfinitions : cela rdsulte de (Sch) 

lorsque co est dense (et dans ce cas, (Sch) signifie que  la fonction f '  : ~ ---> R de (I, 6 . 4 .  IO) 
satisfait ~t f ' ( a )  E F'a pour  toute  a e ~) ,  et de ce que  les F'~ sont discrets lorsque co est 
discr6te. 

4 . 5 . 3 -  - -  Rappe lons  q u e f  est dite concave (I, 6 . 4 . 3  et 5) si elle satisfait aux deux 
conditions 

(C I) f (a )  + f ( b )  >=f(a + b) pour  a, b e t  a + b E (I), 

(C 2) f (a )  + f ( - -  a) >= o pour  toute  a ~ ~,  

et quasi-concave (cf. I, 6 . 4 . 7  et l ' a d d e n d u m  E2 ci-dessous, p. 173) si elle satisfait ~t (QC o) 
et aux condit ions suivantes, off N~ a/ d6signe l ' intersection avec N = N(K)  du  sous- 

groupe U~ al engendrd par  les U/~,f/i,/pour i = • i, • 2 (I, 6 . 4 . 2 )  : 

(QC  I) U_~a,/(_~)U_~,t(_a/U~,r/~/U~,t(2a ) N~ a) est un sous-groupe de G = G(K)  pour 
route racine a e dp. 

(QC  2) Si a, b E dp ne sont pas proportionnelles, le groupe des commutateurs (U~,tc~l , Ub, t/b/) 
est contenu dans le groupe engendrg par les Up~ + qb, tl,~ + qbl pour p, q ~ N* et pa -{- qb E ~ .  

O n  salt (I, 6 . 4 . 7 )  que  toutefonction concave est quasi-concave. V u  4 . 5 . 2  (3) et (4), 
l'optimis6e d'une fonction f satisfaisant ~ (QC o), et ~ (Sch) lorsque co est dense, est quasi-concave 
si et seulement s i r  l'est. Par  contre,  l 'optimisfie d 'une  fonction concave  n'est  pas ndcessai- 
rement  concave  : c'est pourquo i  il est utile de considdrer des fonctions qui  ne sont pas 
optimales.  

Notons  que  la condi t ion (QC I )  se ddcompose en condit ions (QC I)a pour  a e ~ ,  
ne faisant intervenir  que  les multiples entiers de a, et que  (Q.C 2) se dficompose en condi-  
tions (Q CI 2)a,b pour  a, b e �9 non proport ionnelles,  ne faisant intervenir  que  les racines 

de la forme pa + qb avec p, q e N. 

4 . 5 . 4 .  - -  Le  bu t  pr incipal  de ce num6ro est d '6tabl ir  le thdor6me suivant, dont  la 

d~monstrat ion sera achev6e en 4 . 5 . 1 1  : 
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Thdor6me. - -  Soit f :  r -+ R,  satisfaisant ~ (QC o) et ~ (Sch) lorsque o~ est dense. 
Soit fs un O-scMma en groupes &fibre ggngrique T, possMant les propridtis (I), (II),  (V) et (VI) 
de 4 .4 .  i8. Pour que 7s et les ~.It, ~ pour a e �9 forment une donnge radicieUe scMmatique sur G 
relativement ?~ ~,  il faut et il suffit que f soit quasi-concave. 

On notera que l 'on peut  prendre pour  ~ le sch6ma canonique de fibre g~ndrique T, 
ou son lissifi6 lorsqu'il existe (par exemple si o~ est discrete ou si [K : K] = 2), ou encore 
la composante neutre de ce dernier lorsqu'elle poss~de une reprfisentation linfiaire fid~le 
(mSmes exemples). 

4 - 5 . 5 -  - -  Commengons par  6tudier la condit ion (QC I)~. 

Proposition. - -  Soit f :  r ~ R ,  satisfaisant ?t (Seh) si o~ est dense. Supposons f optimale; 
alors les conditions suivantes sont iquivalentes : 

(i) f satisfait ~ (QC 1),; 

(ii) f satisfait aux indgalitgs 

(I) f(a) + f ( - -  a) >= o, 

(2) f(a) + f ( - -  2a) >--_ f ( - -  a), 

(3) 2f(a) + f ( - -  2a) > o, 

f(2a) + f ( - -  2a) ~ o, 

f ( -  a) + f(2a) > f(a), 

2f(--  a) + f(2a) >= o; 

(iii) f est l'optimisge d'une fonction f l  : ~ ~ R,  satisfaisant a (Sch) lorsque o~ est dense, 
et dont la restriction au systOme de racines { + a, i 2a} est concave. 

I1 est clair que les indgalitds (i) et (2) entrainent (3) et que (ii) entralne (iii) : 
il suffit de prendre pour  fa la fonction ddfinie par  f l ( 2 a ) =  inf(f(2a) ,  2f(a)), 

f l ( - -  2a) = i n f ( f ( - -  2a), 2f(--  a)) et fl(b) = f ( b )  pour  b 4= -4- 2a. Si o~ est dense, on 
a d'ailleurs f l  = f -  D'autre  part, on sait (I, 6. 4. 7) que (iii) entralne (i). Reste ~t montrer  
que (i) entraine (x) et (2). 

Soit d o n c f o p t i m a l e  satisfaisant ~t (QC z)a. Les indgalitds (I) et (3) sont l'asser- 
tion (i) du  lemme 6. 4 . I I  de I, ce qui ach&ve la d6monstrat ion si 2 a r  ou si 
f(a) + f ( - - a )  = o, ear (3) entraine alors (2). 

Reste ~ examiner le cas off a est pluriel et f(a) + f ( - -  a) > o. Si N~ ~) ~z T(K) ,  
l'assertion (ii) du mSme lemme 6 .4 .  II  de I montre  que f(2a) + f ( - - 2 a )  = o et que 
la rdflexion r~, k avec 2k = f ( 2 a )  appart ient  ~ l ' image canonique de N~ ")dans le groupe 
des automorphismes affines de l ' appar tement  A, ensemble des valuations 6quipollentes 

% La formule (i) de I, 6. 4. ro donne alors 

f ( - -  a) = f ( a )  + a(ra,,(O) --  ~) = f ( a )  - - f (2a) ,  

et de mSme f ( - -  a) =f , (a)  + f ( - -  2a), d'ofl (2). 
D'autre  part,  si f ( - -  2a) + 2f(a) = o, alors 2f(a) e 2F~ c~ (-- I~ 2a) = 2F' a n F2~ 

et f (2a)  = 2f(a), ce qui nous ram~ne au cas pr6cddent. 
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Finalement ,  reste k d6montrer  (2) lorsque a est pluriel, que  N~ al C T ( K )  et que  
par  cons6quent  

f (a)  + f ( - -  a) > o, f (2a) + f ( - -  2a) > o, f (4-  2a) + 2f(~: a) > o. 

D'apr~s I, 6 . 4 .  I I (ii), on a alors N~ a) C H (rappelons que  H est le noyau  de l ' homomor-  
phisme v : N - +  Aut  A et que  H normalise tous les sous-groupes Ub,1, pour  b e r 
et k e R ) ,  d'ofi 

U~ a) C U_ ~, t(- ~) U_ a, t(- a) HUa, f(a) U~, rr 

et par suite, en reprenant les notations de 4. i .  12, Uf, a x U/_aCWa(K ) et 

[~a(Ut, a • Ut,_a) C Ut,_a • T ( K )  • Ut, a. 

I 
Choisissons alors u eL~ tel que  co(u) = f ( a )  + y (avec y = - - - c o ( ) , )  : cf. 4 . 3 . 5 )  

2 

et v' e L ~ tel que  co(v') -----f(-- 2a), ce qui  est possible puisque f (a)  e F'~ ---- T + co(L~) 
et que  f (2a )  e F ' ~  = co(L ~ - -  {o}). Alors x,(u, Xu ~ u) e Ut, a, x_a(o , v') e Uf,_a,  et, 
comme  co(Xu " uv') = 2f(a) + f ( - - 2 a ) > o ,  on  a t =  I + Xu ~ uv' e O~ et 

(4) co(-- t-1 uv') = f ( a )  + T + f ( - -  2a). 

Mais  d 'apr~s 4. I .  12 (2), on doit  avoir  x_a(-- t -1 uv', t -1 v') e Ut,_~; 4 . 2 . 2 1  (4) et (5) 
impl iquent  alors que  f (a)  + f ( - -  2a) > f ( - -  a), ee qui  est la premiere  des indgalitds (2). 
L a  deuxi~me se ddmont re  de m6me, en dchangeant  a et - -  a. 

4 . 5 . 6 .  Remarques .  - -  Soit f c o m m e  en 4 . 5 . 5 ,  satisfaisant ~t (QC I)a pour  un 
a ~ O .  

I) Si co est dense ou si a est non pluriel ou si a est pluriel  et l 'extension LJLa ,  non 

ramifi~e, alors f = f l  et la restriction d e f  k {+  a, -4- 2a} est concave. 
2) Supposons que  l 'une au moins des in~galit~s (I) soit une 6galit~. Alors la res- 

triction d e f  k {4- a, 4- 2a} est concave,  sauf si co est discrete, a pluriel, l 'extension LJI_ m 

ramifide et si f (a)  + f ( - - a )  = o ,  f (2a) = 2 f ( a )  + c  et f ( - - 2 a )  ---- - -  2f(a) + c  (off c 
est c o m m e  plus hau t  la valuat ion d 'une  uniformisante de La). 

3) O n  a vu dans le couran t  de la d6monstra t ion que  si a est pluriel et si 

f ( - -  2a) + 2f(a) = o, alors f (a)  + f ( - -  a) = f ( 2 a )  + j r ( - -  2a) = o e t  f (4-  2a) = 2f(4- a). 
Ceci  n 'est  d 'ail leurs possible que  si l 'extension La/l m est non  ramifide. 

4 . 5 - 7 .  Corollaire. - -  Soit K -+ K 1 un changement de base conservateur, et soit f :  ep -+ R 
(satisfaisant toujours ~ (QC  o), et ~ (Sch) lorsque co est dense). Pour que f satisfasse ~ (QC I)a 

pour G, il faut et il suffit qu'eUe y satisfasse pour GK . 

En effet, les ensembles F'  a restent  inchangds par  le changement  de base K -+ K1, 
donc la condi t ion (Sch) et l 'optimis6e d e f  sont conserv~es, ainsi d'ailleurs que  les in~ga- 

lit6s de 4 . 5 . 5  (ii). 
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4 . 5 . 8 .  ~ Le schgma ~ t ,  ~" Soit a ~ @. 

Proposition. - -  Soit f comme en 4.5 .5 ,  satisfaisant ~ (QC i)~ et soit 7E un ~-scMma en 
groupes de fbre gdngrique T possddant la propridtd (VI) de 4 .4 .18 .  

(i) La fonction d~ sur Ua • U_~ d~finie en 4. ~.6 (i) et 4. I. 12 (I) appartient 
x 

(ii) Soit ~ t , .  l'ouvert spgcial du schgma ~t, .  x l I t , - ,  dgfini par d~. La fibre gdngrique 
de ~t ,~ est dgale ~ Wa et le morphisme ~. : Wa ~ U_  ~ • T x U~ se prolonge en un morphisme 
(notd encore ~.) de ~t ,~ dans a t , _ .  x Z • lIl,~" On a (lil,~ x {I }) v ({I } x lIl ,-  a) C ~t,a" 
Si f (a)  4- f ( - -  a) > o et f (~a)  4- f ( - -  ~a) > o, alors ~l~t, . contient la fibre fermge de 

u ,o x 

Supposons tout d 'abord que G est simplement connexe et que ~ est le schdma 

canonique de fibre gdndrique T. Compte tenu de I.  2.4, 4 .4 .  I o et 4.5- 7, on peut supposer 
le corps rdsiduel K infini. Les schdmas lit, a e t  l~/._a sont alors 6toffds et pour d6mon- 
trer (i), il suffit de prouver que 

(,) x Ut,_o(r c r 

Cela fait, on pourra considdrer ~BI,~, dont la fibre gdndrique est W~, puisque ce dernier 
est l 'ouvert spdcial de U~ X U_~ ddfini par d~, et la prolongeabilit6 de ~ dquivaut 

(2) c x z ( r  x 

puisque ~Bf, a est 6toff6 (I-7-3 e)). Ddmontrons donc (I) puis (2). 
Si a est non pluriel et si u, u' eL~ avec c0(u) >=f(a) et co(u') =>f(-- a), on a 

co(uu') > = o  et t =  I--UU'eOr, a d'o~  

d~(x.(u), x_.(u')  ) = NormeLdz(I --  uu') E 0, 

d'ofl (I). Si de plus (x,(u), x_~(u')) ~ ~f , , (0 ) ,  alors 4(x,(u) ,  x_,(u')) e 0 • &off 

o(t) = o, Y(t) ~ ( 0 )  d'apr6s 4-4.7,  et co(t- lu ') >=f(-- a), o ( t - l u )  >=f(a), &off (2) 
d'apr6s 4 .1 .6  (2). 

Si a est pluriel, considdrons la fonction concave f l  dont f est l'optimisde, d6finie 
en 4 .5 .5 .  Pour u,v  ~La avec v + v ~ =  u~u, on a xa(u,v) 6~r,~(0) si et seulement si 
o~(u) >=fl(a) 4- y e t  o(v) >=fl(2a) et de m6me pour --  a. II rdsulte aussit6t de la concavitd 

de f l  que, si x~(u, v) ~ lira(O) et x_~(u', v') ~ l i f_ , (~ ) ,  alors t = I - -  u ~ u' + vv' ~ (PLy, 
d'ofl (I) puisque 

d~(x,(u, v), x_a(u', v')) = NormeldK t ~ ~. 

Si de plus (x~(u, v), x_a(u', v')) E fl~13/,~(0), alors o(t) = o, Y(t) 6 X(0) d'apr6s 4 .4 .7 .  

D'autre part, ~(u' - -  uv') ~ i n f ( ~ ( - -  a) 4- y, f l (a) 4- y 4 - f l ( - -  2a)) = f ~ ( - -  a) 4- y, 
vu la concavitd de f l  , et de m~me ~o(u - -  v" u') >=f~(a) 4- 7- La formule (2) rdsulte alors 

de 4. I . I 2  (2), compte tenu de 4.2.2~ (5). 
D'autre  part, il est dvident que d ~ =  ~ sur lit,~ •  et sur {I} • lIt,_..  

311 



120 F. B R U H A T  ET J .  T I T S  

Enfin, si f (a)  + f ( - -  a) > o et f (2a)  -}-f(-- 2a) > o, on a vu dans la d~monstration 

de 4-5 .5  que l 'on avait n6cessairement f ( +  2a) + 2f(~ a) > o, d'ofl 

= inf(f~(a) + f ~ ( - -  a),f~(2a) A- f~( - -  ~a)) > o 

et il r6sulte des calculs prdc6dents que, avec les notations ci-dessus, to(I --  t) > 0:. L'on en 
d6duit qu'il existe ~ ~ r avec to(~) > o tel que ~- t ( I  --  da) e ~[~/,~ x tit,_,], ce qui 
d6montre la dernibre assertion de la proposition. 

Dans le cas g6n6ral, consid6rons un rev6tement simplement connexe n : G ~ G 
du groupe d6riv6 de G et le tore maximal T = n-~(T) de G; identifions les sous-groupes 
radiciels U• de G et de G grace ~t n. Le morphisme ~, : W~ ~ U_a X T X U,  se facto- 
rise en ~ : W~ ~ U_= • ~ • U, suivi de n • n • n etil  suffit d'appliquer 4-4. i8 (VI). 

4 .5 .9-  Remarques. - -  a) ~t,= est le plus grand ouvert de lit, a • ~ t , -a  de fibre 
g6n6rique Wa puisque son compMmentaire est l 'adh6rence du compl6mentaire de W~ 

dans U = •  , .  
b) On a 

(I) ~[,~(~P) = { (x ,y )  ~ llt,~(O ) • 1Ir j xy E U_~(K) Z(O) U=(K)} 

= { (x,y) e U=(K) • U_. (K)  I xy e UI, _o(r Z(r  llt,.(~)}. 

En effet, ~t,a(~)) est con tenu  dans  les 2 e et 3 e m e m b r e s  de (z).  Inve r semen t ,  

si (x,y) a p p a r t i e n t  au  2 e m e m b r e  de ( I ) ,  alors (x ,y)  ~ W a ( K  ) et les formules  4 . 1 . 6  (2) 

et 4 - I - I 2  (3) m o n t r e n t  que  d=(x,y) ~ ~)• car  la re la t ion  ~( t )  r ~ ( ~ )  p o u r  t ~ L a 

en t ra lne  t ~ 0 • O n  voit  de m ~ m e  que  le 3 e m e m b r e  de (I)  est con tenu  dans  ~1~i,=(0). 
L a �9 

Par contre, les relations x E ~t,a(0), Y ~ ~t , -a(0)  et x 2 ~ U_=(K) T(K) Ua(K) 
(c'est-~-dire (x,y) ~ W~(K)) n'entras [2as (x,y) ~ fl~3l,~(O). 

4 .5.  xo. - -  Passons maintenant  ~ l'6tude de la condition (QC 2). 

Proposition. - -  Soit f :  �9 -+ R ,  satisfaisant ~ (QC o), e t a  (Sch) si to est dense, et 
soit K -+ K '  un changement de base conservateur. Pour que f satisfasse ~ (QC 2) relativement ~ G, 

il fau t  et il suffit qu'elle y satisfasse relativement ~ GK,. 

On peut supposer f optimale (cf. ddmonstration de 4.5.7) .  Soient a, b ~ cI), non 
proportionnelles; notons tF l'ensemble des c ~ r de la forme pa + qb avec p, q ~ N* 
premiers entre eux, et notons X (resp. X') le groupe engendr6 par les Uc, tic/ 
(resp. les U~,//c) ---- {x e U,(K')  ] ~(x)  >=f(c)}) pour c ~ (tF w 2iF) r r  Rappelons 

que U/,c = Uc, t(cl U2c, t(2~) et U;, c = U~,l(c) U~c,l(2c ). 
S i f  satisfait ~ (QC 2) pour Ox, , alors, d'apr~s I, 6 .4 .9  (ii), on a 

x ' =  II u; o. 
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Or, U~,, n G(K) = Ut, , d'apr~s 4 .3 .2  et 4 .3 .5  (3), et, comme l'application produit 
est un isomorphisme de K-varidt6s algdbriques de I lUc sur Uv  (cf. I. z-7), on ddduit 
de (I) que 

(2) X C X ' n G ( K )  = [I  Ut, , C X ,  

d'ofi X ----- X'  n G(K). Mais le groupe des commutateurs (Ua, t(./, Ub,/(b/) est contenu 
dans X' r G(K), donc dans X, et (2) montre quefsat isfa i t  ~t (QC 2) relativement ~ G. 

R6ciproquement, supposons que f poss6de la proprifit6 (QC 2) pour G et mon- 
trons que f satisfait ~t (QC 2)~,b pour G w . Nous raisonnerons par induction sur 
Card(W u 2W) r ~, l'assertion 6tant triviale si ce cardinal est nul. L'hypoth6se de 
r6currence entralne que (i) et (2) sont exactes et aussi que les groupes de commuta-  
teurs (U~a,t(~),U~,t(bl) et (U~,/(~I,X') sont contenus dans X'. Montrons que 
(U'~,t(.i , Ub,t(b/) C X ' ;  compte tenu de la relation classique 

(x' x , y )  = (x ,y )  ( ( y ,  x),  x') ( x ' , y )  

(off (x ,y )  = x y x - X y - 1 ,  suivant la convention adoptde dans I), il suffit, vu ce qui prdc6de, 
de montrer qu'il existe une partie V de U~,t(~) telle que U~,t(,l soit le monoide engendrfi 
par V e t  U~,t(~I et que le commutateur  (x ,y )  appartienne ~ X'  pour tout v ~ V e t  

y e Ub, l(b). 
Posons (I) z = (I) n (Za + Zb) : c'est une partie close sym6trique de �9 et le sous- 

groupe G.~ engendr6 par T et les U~ pour c ~ (I) t e s t  rdductif, quasi-ddploy6 de tore 
K-d6ploy6 maximal S e t  de syst~me de racines relatives (I) t (cf. [4], 3.8 et 3. I3). Or, 
la condition (QC 2),,b ne fait intervenir qu 'un sous-groupe unipotent maximal de G,~ 
contenant Us, U bet  les U~ pour c ~ W. On  peut donc remplacer G par G~  et m~me 
par son groupe adjoint. 

Supposons donc G adjoint et �9 C Za + Zb.  Alors, { a, b} est une base du groupe 
des caract6res de Se t  pour tout ~ ~ O TM, il existe s ~ S(K') tel que a(s) = ~ et b(s) = z. 

Supposons pour fixer les id6es que 2a ~ �9 (le cas off 2a r O, se traitant de mani6re 
analogue mais plus simple : nous laisserons au lecteur le soin d 'adapter  la d6monstration 
qu i su i t ) .So ien t  u , v~L~ ,  avec v + v  ~  ~u. On a 

sx~(u, v) s - t  ---- x.(a(s) u, a(s) ~ v) = x.(~u, ~ v), 

sys - t  =_y pour tout y e Ub(K'), 

s X ' s - 1  = X ' ,  

d'ofl l 'on dfiduit, compte tenu de la validitfi de (QC 2) pour G, que le commutateur  
(x~,(~u, 4 2 v), y )  appartient k X'  pour u, v e L ~  avec v + v ~ = uu ~ x.(u,  v) ~ U,,,tl, ) 

et y e Ub,f(b), Comme 

{u' ~ K' | L. I co(u') ~f(a)  + y} 
= { ~ u ~  [ ~ e •'• u~ ~ L~, c0(u~) ~ f ( a )  + y} 

313 

16 



F .  B R U H A T  E T  J .  T I T S  

(cf. 4-3. I I ) ,  on  volt que l'ensemble V des x.(~u, ~ v) pour x.(u, v) e U,,/(,) et ~ e d) '• 
satisfait aux conditions souhait6es et que par suite 

(U~,t(.), U~,m) c X'. 

Intervertissant alors les r61es de a et b, on voit de m~me que (U~,t(,i , U;,t(~) ) C X', 
ce qui ach~ve la d6monstration. 

4 . 5 . n .  - -  D6montrons enfin le th6or6me 4.5.4.  Supposons f quasi-concave et 
v6rifions les conditions (DRS) de 3. I. I, en prenant pour ouvert 2B. dans (DRS 3) 
l 'ouvert ~Bt, . ddfini en 4.5.8.  La condition (DRS o) est 4 .4 .  I8 (II). La condition (DRS 3) 
est l'assertion (ii) de 4 .5 .8 .  La condition (DRS 2) n'est autre que 4-4. I9. Enfin, pour 
d6montrer (DRS I), on peut, vu I .~-4, 4 .5 .7  et 4 .5 . Io ,  supposer le corps r6siduel K 
de K infini, donc les sch6mas Ht. . &off&, et il suffit alors de montrer  que pour a, b ~ ~ ,  
b 4 = - - a ,  l 'application commutateur  envoie HI,,(0) x H/.b(d)) dans le produit 
des ~t,,(0) pour c EO n (a + b) : c'est 6vident pour b -~ a et cela r6sulte de (QC 2) 
pour b 4= a, compte tenu de I, 6.4-9.  

R6ciproquement, supposons les conditions (DRS) satisfaites. Alors, il est imm6diat 
que (OC 2) est satisfaite. Ddmontrons (QC i), pour a e (I). Vu 4-5-7, on peut supposerf  
optimale et K infini; l 'image canonique de ~B,(d)) dans la fb re  fermde de Ut,, • l i t , - ,  
est alors dense. Supposons a pluriel et soient u+ e L, avec t0(u+) = f ( a )  + y e t  v+ e L ~ 
avec to(v+) = f ( 2 a ) .  L'application (4, ~) ~ j+ (~ ,  ~) = x,(~u+, X~ ~ ~u~+ u+ + ~v+) est 
alors un isomorphisme de r de 3E = H~./~9~bb • II~, /o9~bb sur lit,." 

D6finissons de mani~re analogue u_, v_ et j _ .  Si (j+(~, ~),j_(~',  ~')) e ~fl3~(d~), on a 
t = d,(j+(.~, ~),j_(~',  ~')) e �9 • d'ofl 

( I )  t o ( I  - -  t ~ ~' o -- u+ u + (x~ ~ ~u~_ u+ + ~v+) (x~ '~ ~' u ~ u_ + ~' v_)) = o 

(eft 4. I. I~ (i)),  et prx o ~,(j+(~, ~),j_(~',  ~')) ~ lit,_,(d)), d'ofl 

(~) to(~' u_ - -  ~u+(X~ '~ 4' uL u_ + ~' v_)) ~ f ( - -  a) + y 

(El, 4"  I .  I 2  ( 2 ) ) ,  Or, o n  a 

to(u+ u_) 
to(x 2 u ~ u+ u ~ u_) 

to(xu~ u+ v_) 
to(xu~ u_ v+) 

to(v+ v_) 
to(~_) 

to(~u+ u~ u_) 

to(u+ v_) 

=f(a) + f ( -  a) + 2y, 
= 2 ( f (a )  + f ( -  a)), 
= 2 f ( -  a) +f (2~) ,  

= 2f(a) + f ( - -  2a), 

= f(2a) + f ( - -  2a), 

= f ( - - a )  + y, 

= f ( ~ )  + 2 f ( -  ~) + T, 

= f(a) + f ( - -  2a) + y, 

et l 'on vdrifie ais6ment que (i) ne peut 8tre << g~n6riquement vraie >>, c'est-~-dire 
pour (4, B, ~', ~') d6crivant l 'ensemble des points entiers d 'un ouvert non vide de 3E x ~, 
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que si les in6galitds (I) et (3) de 4 -5 .5  (ii) sont satisfaites, et que (2) ne peut ~tre g6n6ri- 

quement vraie que si, en outre, la premibre in6galit6 (2) de 4 . 5 . 5  (ii) est satisfaite. En 
6changeant les r61es de a et --  a, on trouve de m~me la deuxi6me in6galit6 (2) de 4 . 5 . 5  (ii). 

Par cons6quent (DRS 3) entralne q u e f  satisfait ~ (QC I)~. 

Des calculs analogues, mais nettement plus simples et que nous laissons au lecteur, 
fournissent la m~me conclusion dans le cas non pluriel. 

Ceci ach6ve la d6monstration du thdor6me 4-5.4 .  

4 . 5 .  x2. - -  I1 ne faudrait pas croire que les donn6es radicielles schdmatiques asso- 
ci6es grace au th6or6me 4 . 5 . 3  aux fonctions quasi-concaves sur �9 soient toujours les 
seules donn6es radicielles schdmatiques sur G relativement ~ S, m6me si l 'on exige que 
est le sch6ma canonique de fibre g6n6rique T et si on le suppose lisse. C'est cependant bien 
souvent le cas, mais il est possible de construire par exemple dans G = l-ILm SL~ avec 
K----O~ et L = K(~/~) des donn6es radicielles sch6matiques pour lesquelles les 

sch6mas lI~ ne sont pas du type 6tudi6 en 4.3.  Nous esp6rons revenir ult6rieurement sur 
ce probl6me de classification. 

4 . 6 .  L e s  s c h e m a s  (~/. 

On conserve les hypoth6ses et notations pr6c6dentes. Si 3E est un O-schdma et 

u : 3~ --~ ~ un morphisme de O-sch6mas, on note ~ la fibre ferm6e de 3E et l 'on pose 

U- ~-~ U~ : ~ ---~ ~ .  

4" 6. x. - - O n  suppose ddsormais que le O-schdma canonique de fibre gdngrique T (4.4.8)  
poss~de un lissifig (4.4.  i2), que l'on note ~ (et non ~R comme en 4.4).  Rappelons que cette 
hypoth6se est r6alisde dans chacun des cas suivants : 

(A) G est ddployd sur K, ou plus g6n6ralement, il existe une sous-extension L C K. et 

un groupe G' d6ploy6 sur L tel que G = III4KG'; 

(B) G est simplement connexe ou adjoint; 
(dans ces deux cas, T e s t  un tore induit et % est le sch6ma canonique de fibre g6n6- 
rique T) ; 

(C) co est discrete; 

(D) [K: K] = 2. 

Rappelons aussi que Z poss~de alors les propridtds (I) ~ (VIII)  et ( IX I) de 4-4.18.  
Dans les cas (A) et (B), ~ est connexe; il n 'en est pas toujours de m~me dans les cas (C) 
et (D) m~me si ~P est un anneau de valuation discrete complet ~ corps rdsiduel algdbri- 

quement clos ou fini (cf. 4 .4 .13) .  

Rappelons encore que l'hypoth6se suppl6mentaire que nous venons de faire est 

stable par changement de base conservateur dtale (4.4.12),  et m~me par un changement 
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de base conservateur  quelconque dans chacun  des quatre  cas ci-dessus. Ceci nous permet t ra  
de nous r amene r  parfois au cas ou le corps r~siduel K est infini (cf. ~ .6. 9 a)) .  

Enfin, noas nous donnons une fonction f :  �9 ~ R ,  satisfaisant ~ la condition (Sch) de 4-5 .  z 
lorsque ~o est dense, optimale (4-5.2)  et r (4 .5 .3 ) .  

4 -6-2 .  - -  La conjonction des th6orSmes 4 . 5 . 4  d 'une  part ,  3-8 .  I et 3 . 8 . 3  (off, 
bien entendu,  on p rend  3 = 3; et li= = lit,=) d 'au t re  part ,  fournit  un  ~-schdma en 
groupes (affine) lisse connexe de fibre g6n6rique G, que  nous notons fli~, caract6ris6 
(~ isomorphisme unique prSs) par  les propri6tds (S o i),  (S o 2) et (S o 3) de 3 .8 .3 ,  et dga- 
lement  un  ~)-sch6ma en groupes (affine) lisse de fibre g6n~rique G, not6 flit, admet tan t  G~ 
comme composante  neutre,  et caract~ris6 (k isomorphisme unique pros) par  les pro- 
pridt~s (S I), (S 2), (S 3) de 3 . 8 . 3  et la relation fli t = 3;.fli~. O n  note ~ / ( resp .  ~ )  la 
, grosse cellule >> de flit (resp. fli~), i.e. le sous-sch~ma ouver t  de flit (resp. fli~) ddfini 
en (S 3) (resp. (S o 3)). 

Soit q)+ un  systSme de racines positives; la condit ion (S 2) ou (S O 2) dit que l 'appli- 

cat ion produit  est un  isomorphisme de schemas de 1-I lI/,= sur un  sous-schdma en 
a ~ +  

groupes lisse ferm~ de fli~, que nous noterons lit+ (la nota t ion lI]- s 'explique alors d'elle- 
m~me).  Plus gdndralement,  soit tF une part ie quasi-close de gP+ et soit tF~d l 'ensemble 
des a e t F  t e l l esque  (z/2) a r  

O n  sait ([4], 3 - ix)  que l 'applicat ion produit  est un  isomorphisme de K-varidt6s 

de 1-I U= sur le groupe algdbrique engendrd par  les U=. Si a e tF~d n 2r  lit, = est 
a ~ XFnd 

un  sous-sch~ma en groupes ferm~ de lit, l~/2/=" On  d~duit alors de ~ .2 .7  que l 'applicat ion 

produit  est un  isomorphisme de ~P-sch~mas de 1-I lit, = sur un  sous-sch~ma en groupes 
a ~ ~ 'nd 

fermd lisse de lit+, que nous notons lit,'r" Le sch6ma sous-jacent k lIt, v e s t  celui associ6 
~t un  ~9-module libre de type fini (4- 3.9) et l 'application canonique lit ,r(~)) --> lit, v (K)  
est surjective. 

Soit tF une part ie close de ~+  et soit g : tF ---> I t  une  fonction concave (i.e. telle que 
g(a + b) < g(a) ~ g(b) pour  a, b, a + b e tF), satisfaisant lorsque co est dense ~ (Sch) 
pour  a e ~ .  Chaque  demi-espace {x e A [ a(x - -  ~) -4- g(a) > o} contient  un  quart ier  
ayant  pour  direction la chambre  vectorielle associ6e t~ qb+, et il e n e s t  de m~me de leur 
intersection. O n  peut  done choisir une  valuation de Chevalley-Steinberg x appar tenan t  

cette intersection et un  nombre  r6el N e ~ ( K  x) tels que 

- -  a(x - -  ~) < g(a) < - -  a(x - -  q~) -/- N pour  tout a e ~ .  

Posons fo(a) = g(a) pour  a ~ 
v6rifie sans peine que f0 : q) ~ R 
Soit f son optimis6e. Pour  tout 

lit, a = lia,(g(a),g(2~))" 

et fo(a) = - - a ( x - - q ~ )  n a N  pour  a E 6 P - - t F .  On  
est concave et satisfait ~ (Sch) lorsque r est dense. 

a E ~ ,  on a 
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Par  suite, le schema en groupes lI[,,v ne depend  pas du choix de x et de N. Nous  le note- 
rons lIg, v .  L 'appl ica t ion  produi t  est un  isomorphisme I I  llg,~ sur llg,,r. 

a ~ ~nd 
Posons ~F' = r n (~F + ~F), notons encore g la restriction de g ~t ~ '  et considerons 

le schema lIg,,r,. I1 resulte de ce qui  precede que  llg,,r, est un sous-schema en groupes 
ferm6 de lIg,,r, distingue car l 'appl icat ion c o m m u t a t e u r  envoie lIg,~ • lIg, b d a n s  lIg,~ r, 
quels que  soient a, b e LF. Le schema en groupes quot ient  lIg,,r/lIg,,v, existe et est iso- 
morphe  au schema en groupes associe ~ un O-module libre de type fini d 'apr~s 4 -3 -9 .  
Soit de plus h : ~F ---> I t  satisfaisant aux m~mes condit ions que  g. Supposons h => g ; 
l ' identite de U,r se prolonge en un morphisme de schemas en groupes de lIh,,r dans lIg,,r 

(cf. 4 . 3 .  to  et 4 . 6 . 2 4 ) ,  envoyant  lIh,,r' dans lIg,,v,, done definissant par  passage aux quo-  

tients un homomorph i sme  de lIb, v/lib,, r, dans lIg.'r/lI0,'r" Si de plus h(a) : g(a) pour  
tout  a ~ tF - -  tF', alors ce dernier  morphisme est un isomorphisme. 

4 . 6 . 3 .  - -  Les groupes de points entiers (]5~((~) et ~ t (0)  sont e t roi tement  lies aux 
sous-groupes de G que  nous avons associes ~ la fonction q u a s i - c o n c a v e f  au chapi tre  I, 
6 . 4 . 2 ,  dont  nous reprenons les notations. Rappe lons  que  U! (resp. U~:) est le sous-groupe 
engendre par  les Ut, a pour  a E ~  (resp. aEcI'~:),  que  N t = U  t n N ( K )  et que  
P / =  H U i ,  off H C T ( K )  est le noyau  de l ' homomorphisme  ~ : N ( K )  ---> W C Aut  A 
(I, 6 . 2 .  I i ) .  Rappe lons  aussi que  G 1 --  0-1({o}) est le sous-groupe des t e G(K)  tels 

que  r pour  tout  Z e X~(G)  ( 4 . 2 . I 6 ) .  

O n  a vu ( 4 . 3 . 2  (I) et 4 . 3 - 5  (3)) que  

(,) u,.o(~) = u,.o = uo.,co).u~o,~o ) (a ~,x,), 

&off par  3 . 8 . 3  (S 2) et I, 6 . 4 .  9 : 

(2) u~ (o )  : ut=. 

D'au t re  part ,  on  dedui t  de 4 . 4 .  I8 (VII ) ,  compte  tenu de l ' isomorphisme de 
X~(T)  | O avec la somme directe X~(G)  | O + X*(S) | O (cf. 4 . 2 .  I6), que  

(3) ~ ( 0 )  : Ke r  v n Ke r  0 : H n G 1 : H 1. 

O n  pose 

(4) H ~ : X':~ ~ : H ~ U t C ~5~(0), P] ---- H 1 U t C ~it(~), 

(nous verrons en 4 . 6 . 7  que  ces deux inclusions sont des egalites). C o m m e  UtC G 1, 
on a P] = P t n  G 1, conformement  aux conventions de 4 . 2 .  i6. O n  pose enfin 

(5) 
(6) 

N~t = ~ nN(K) = H~ N~= P] nN(K) = H~l~t : H~Nt, 
w, : ~(~) : ,,(~) : ,~(N,). 

Notons que (malheureusemeut) oll n'a pas en general Nr = N, n G ~! 

4 .6 .4"  Proposition. - -  (i) ~ est un tore K-dgployg maximal de ~5~. 

(ii) 2: ~ est le centralisateur de ~ dans ffj~; autrement dit, ~o est le centralisateur de ~ dans ~ .  

317 



x~6 F. B R U H A T  ET J .  T I T S  

Soient K et ~ les complEtEs respectifs de K et O. Comme le changement de base 

K -+ K est conservateur, S est encore un tore ~-dEployE maximal de G. Si ~ (qui est un 

tore K-dEployE de ~ )  n'Etait pas maximal, il existerait un entier n > dim S e t  une 

immersion fermEe h-: (gJ/uIt~)n ~ fl~. Vu [SGAD], Exp. XI, cor. 4.2, ~ se relive en 
un O-morphisme u:  (gJ~ull~)" -+ (fl~)~ et, vu [SGAD], Exp. IX, cor. 2. 5 et cor. 6.6, 
u est une immersion fermde. Mais alors Im u~ est un tore K-dEployd de G de dimen- 
sion > dim S, ce qui est impossible. D'ofl (i). 

Quant  ~t l'assertion (ii) elle rdsulte aussitEt de la decomposition ~tt = lii- X X0 • lij- 
du voisinage ouvert ff~ de la section unitE, compte tenu de c e q u e  le centralisateur d 'un 
sous-tore dans un schema en groupes lisse connexe est lisse et connexe ([SGAD], Exp. XI, 

cor. 5.3 et [2], I I . I 2 ) .  

Coroltaire. - -  (i) Pour tout a ~ (I), te sous-groupe radiciel de fl~ associd ~ a est l'image 

canonique de lil,~" 
(ii) Pour route pattie quasi-close tFC r +, le sous-groupe unipotent de fl~ associd gt tF 

est l'image canonique de lit,,r. 

C'est Evident. 

4 .6 .5 .  P r o p o s i t i o n . -  (i) ~ = lit+(K).@ = lit+(0).E~. 

(ii) fl-  = l i ?  ( r  Ct" 

Comme ~ est un voisinage ouvert de l'E1dment neutre, et que li~- ~0 est un sous- 
groupe fermd de fl~, on a 

Si K est infini, lit + (K) est dense dans St + (qui est un K-espace vectoriel), &off la 

premibre dgalitd de '(i). Si K est fini, il est parfait, le radical unipotent R de fl~ est dEfini 
et ddploy6 sur K et E~.R = ~ (cf. I . I . i i ) .  D'aprEs [4], 6.25, on a 

= a 

Mais R dtant unipotent connexe dEployE, l 'application canonique de lit+(K) dans 
( ~ ' / R  c3 ~t+) (K) est surjective, d'ofl encore la premiere Egalitd de (i). La seconde en 
rdsulte, puisque I'application canonique de lit+(0) dans l i~(K) est surjective (4.6.2).  
Enfin (ii) est consequence immediate de (i) puisque par definition m~me on a fli t ---- ~ .  fl~. 

4 .6.  O. Corollaire. - -  On a fl? = l i~(O).  ~? et f i t  = 1I~ (O).~t.  Si K est infini 
et si 7~ ~ (resp. X) est gtoffd (par exemple dans les cas (A) ou (B), ou dans lecas (C) si de plus K 
est strictement hensglien), alors fl~ (resp. fit) sont dtoffds. 

On volt en effet comme ci-dessus que G = (lit+)K. (E~)K et lit+(O) est dense dans 
(lit+)K puisque le schema lit + est associd ~t un O-module libre de type fini. D'ofl les deux 
premieres assertions. La derni~re rEsulte alors de I. 7. 
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4 . 6 . 7 .  C o r o l l a i r e . -  (i) ~ ( 0 )  = lit+(0) ~tt(0) = U/+ U/- U/+ H ~  ~----- U/+ U~ N~ 
et (St(~) = 1I~(~) ~/(0) = (5~(0) H ~ = P~ = U ?  V~- N~. 

(ii) ~ ( K . )  = (5~(~)).3;~ et (St(K) = @~(r 
(iii) Si l'application canonique ~:~ -+ X~ (resp. 35(d)) ~ 3;(K)) est surjective 

(ce qui est vrai dans les cas (A) et (B) ou si 0 est hensaien), alors l'application canonique 

(5~(0) -§ IS~(K) (resp. (St(~)) -+ ~ t (K))  est surjective. 

Soit x e(5~(~)) (resp. x e(S/(0)) ;  vu 4 . 6 . 5  il existe y e llt+(O ) tel que le point 
ferm6 de la section y - 1  x appar t ienne k ~ (resp. ~1)" C o m m e  ~ (resp. ~1) est ouvert ,  
il en rdsulte q u e y - a x  est une section de ~ (resp. ~t) et l 'on a (5~(0) = lI/+(0) ~ ( 0 )  
(resp. (5t(0) = lIt+(~)) ~t(~)).  Les autres dgalit6s de (i) en rfisultent, compte  tenu pour 
les derni~res de I, 6 .4 .  9 (iii). 

L'assertion (ii) rdsulte de 4 . 6 . 4  et de la surjectivitd de l 'application canonique  

lIt, a(d~ ) ~ ~t,s(g.) et (iii) r6sulte t r ivialement de (ii). 

4 . 6 . 8 .  - -  Si 3E est un O-schdma en groupes, notons 1~(O) le noyau de l 'application 
canonique  de 3~(O) dans 3E(K). Avec cette notat ion : 

Corollaire. - -  L'application produit est une b~]ection de x~-(O) x 1~:~ x qIt+($ ) 
(resp. q I ; ( 0 )  X l~(d)) X xllt+(0)) sur '(5~(g)) (resp. '(5/(0)). 

O n  voit en effet comme ci-dessus que a(5~(~))C ~tt(~)) (resp. ~(5/(r ) C ~t(d))). 

4 . 6 . 9 .  - -  Rappelons  qu 'en  I, 6. 4. I, on a plong6 le monoide  addit i f  ordonn6 R 

dans un monoide ordonn6 R, qui  n'est autre que le monoide  addit i f  des intervalles de R 
d e l a f o r m e  [k, + o e [ o u  ] k , + o e [ a v e e  - - o o < k ~  + o %  m u n i d e  l 'ordre inverse de 
l ' inclusion : on identifie k e R avec l ' intervalle ferm6 [k, + oo[. On  note k + l ' intervalle 
ouvert  ]k, + oo[ et oo l ' intervalle vide. 

Si g est une fonction s u r r  ~ valeurs dans R et si a E r  on pose, comme en I, 

6 .4 .23  : 

g*(a) = g(a) si g(a) + g ( - -  a) > o, 

g'(a) = g(a) + si g(a) + g ( - -  a) ~ o. 

4 .6 .  xo. Proposition. - -  (i) La fonction f *  : ~ ~ I t  est quasi-concave (au sens de I, 

6 . 4 . 8 ) .  
(ii) Pour tout a ~ ~ ,  l'intersection du radical unipotent de'ployg R de (5~ avec l l t , , (K ) 

est l'image canonique I s du sous-groupe UI.., de U/, ~ = lIt, a(O ). 
(iii) R(K)  est le sous-groupe de (5~(K) engendrd par l'image canonique du sous-groupe 

Ut. C U/ de (5~(0) et le groupe des points rationnels sur i~ du radical unipotent dgployg de ~L ~ 

Montrons tout d ' abord  que pour tout a e O, la fonction f*  satisfait k (QC I)s. 
On peut  pour  cela se placer dans le groupe G a engendr6 par Us, U_ s e t  T et supposer 
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que 4, = {-r a}. Si co est dense ou si a est non pluriel, a l o r s f e s t  concave (4 .5 .6) ,  doncf*  
est concave (I, 6 .4 .23)  et satisfait k (QG i). Supposons o~ discrete e t a  pluriel et repre- 
nons la fonction concave f l  d o n t f e s t  l'optimisEe (4.5-5)- Montrons que l'optimis& (f*)'  
de f t  est dgale ?t I'optimisde (f~)'  def~ (dEfinies comme en I, 6. 4. io). Pour cela, distinguons 
plusieurs cas : 

a) Si f(a) + f ( - - a ) > o  et f(2a) + f ( - - 2 a ) > o ,  alors f = f * - - - = f ' - - - - f l '  et 

A <A" <f*, d'o,~ (f*)' =A'  --< (A')' =< (f*)'; 
b) Si f (2a)+f(--2a)= o, alors f = A  (4.5.5); 
c) Si f(2a) --I-f(-- 2a) > o et f(a) + f ( - -  a) ----- o, alors l 'extension L~ de L2~ est 

ramifiEe, f ( ~  2a) = 2f(• a) -4- r (4 .3 .5) ,  f l ( •  a) = f ( +  a) et A ( +  2a) = 2f(•  a); de 
plus, f(a) e F'~. On vErifie alors sans peine que 

(A')' (+ a) = A ( •  a) + c = f ( +  ~) + c = (f*)' (• ~) 

(f~*)' (~= 2a) ---- 2f(=L a) + c = f ( •  2a) = (f*) '  (• 2a) 

d'ofl notre assertion. 
C o m m e f l  est concave, il en est de m~me dell* (I, 6. 4. 23), son optimisde est quasi- 

concave, done f*  est quasi-concave. Revenant  au groupe G lui-m~me, ceci montre  q u e f *  
satisfait ~t (QC I)a pour  tout a e O. 

De plus, d'aprEs I, 6 .4 .23  et 27, il existe un  sous-groupe X de H 1 tel 
que Ut ._~ XUr.,~ soit un  sous-groupe de G x normalisE par  Ut, ~ et Ut,_~. I I e n  rEsulte 

que J~ -- ~t,_~(K) ~:0(~) I~ est un sous.groupe de (~(K) .  
Ddmontrons maintenant  (ii). Ici encore on peut  supposer G = G~ (I .  I .  I I). 

Nous ferons la demonstrat ion dans le cas off a est pluriel, le cas non pluriel Etant analogue 
mais net tement  plus simple. Soit q l 'application canonique de ~5~ sur son quotient  par  R 

et soit 4 ~ I~. Si q(4) # I, il rEsulte de l'existence de la donnEe radicielle de ~ rappelEe 
en I.  I .  13, des propriEtEs des donndes radicielles (axiomes (DR 4) et (DR 5) de I, 6. i .  I) 

et de la surjectivitd de q : lIt,~(K ) -+  q(~l,a) ( K )  (cf. I .  I .  12) qu'il  existe 4', 4" ~ ~t,-~ (g') 
tels que q(4' 44") normalise q(~) et y induit  la rdflexion par  rapport  k a. Mais 4' et 4" 
appart iennent  au sous-groupe J .  introduit  ci-dessus, 

q(4' 4~") ~ q(~,_o) (~). q(~0) (~). q(~,~) (~) 

et les propridtEs de la decomposition de Bruhat de ( ~ / R )  (K) associEe ~ la donnEe radi- 

cielle de (~ /R  (I, 6. I.  I5) entratnent alors que q(4' 44") C q(X0), donc q(4' 44") centralise 

q(~),  d'ofl une contradiction. Par suite 

(i) IoC ~,.(K) c~ R. 

Reste ~ montrer  que si 4 e II/,.(K) et 4 r I . ,  alors 4 r R. Vu la surjectivitd de 

l 'application canonique lit, .(0 ) ~ II/,.(K), il existe x e lit, .(0 ) d ' image ~, et x r U/., . .  
Si x r U/., ..  U~,tr (ce qui nEcessite f*(a) > f ( a ) ,  done f (a)  + f ( - -  a) ---- o), on a, 
avec lesnotations de 4. 1 . 9 e t 4 . 3 . 5 ,  x = x~(u, v) avec ~(u) = f ( a )  -4- y et r = 2f(a). 
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Les 616ments x' = x_.(uv -1, v -~ et x" = x_~(uv -~, v -~ appar t iennent  alors k Ut,_ ~ 
et x' xx" e (5~(0). 2vIais 4- I .  I I entraine que  x' xx" normalise S e t  y induit  la r~flexion par  

rappor t  ~ a. Par  suite, l ' image de x'xx" dans ~ [ R  normalise q(~)  et ne le centralise pas, 

ce qui  impl ique q(~)~e I et ~ C R. Si main tenant  x e Ut. ~U~,t(~) , on se ram6ne 
en le mult ipl iant  par  un 616ment de Lit., ~ (ce qui  d 'apr6s (I) multiplie ~ par  un 616ment 

de R)  au cas off x ~ Uz,,/(~) et x r U~,I.(~), ce qui  ndcessite f(2a) + f ( - -  ~a) = o. 
O n  a alors x = x.(o, v) avec o~(v) = f ( ~ a )  et l 'on termine comme  dans le premier  cas 
en considdrant les 616ments x' = x" = x_~(o, v-~). Ceci ach~ve la d6monstra t ion de (ii). 

L'assertion (iii) rdsulte de (ii) puisque R e s t  le produi t  de ses intersections avec 

les ~[t,, et du radical  unipotent  ddploy6 de ~0 ( i .  ~. i i) .  
Enfin achevons la d~monstrat ion de (i). O n  a d6jA vu q u e f *  satisfait A (QC I)~ 

pour  tout  a e ~I,. De plus, on vdrifie aisdment que  U / . ,  cont ient  le noyau  de l 'applicat ion 

canonique  ~Ii,,(O ) -+III,~(K), donc est l ' image r6ciproque de I. dans UI, ~. Pour  
toute part ie  posi t ivement close ~ de ~ ,  le produi t  des I~ pour  a e ~F est un groupe (I .  I .  7) ; 
il e n e s t  alors de m~me du  produi t  des Ut. ' ~ pour  a e W, &off rdsulte faci lement (QC 2). 

4 . 6 .  I I .  Remarque .  - -  Si K est infini (et l 'on peut  se ramener  ~ ce cas par  un chan- 
gement  de base conservateur  6tale), R ( K )  est dense dans R et 4 -6 .  io d6termine compl6- 
tement  R.  

4 . 6 .  x2. Corollaire. - -  (i) Le systkme de racines de ff)--~/R par rapport au tore K-ddployd 

maximal q(~) (identifid ~ ~ )  est l'ensemble ~t des a ~ �9 telles que f(a) + f ( - - a )  = o. 
(ii) L'application canonique de Aut  A dans Aut  V* induit un isomorphisme de W t sur le 

groupe de Weyl de rb t (opdrant naturellement sur le sous.espace de V* engendrd par cb t et trivialement 
sur son suppldmentaire orthogonal ). 

(iii) Supposons K sdparablement closet soit R '  le radical unipotent de ~?. Le syst~me de 
racines du groupe rdductif (5--~/R' (dgfini sur la cloture alggbrique de K)  est l'ensemble q~7 "~ des 
dldments non multipliables de ~t" 

L'assert ion (i) rdsulte de 4 . 6 .  IO et I .  I .  I I ;  (ii) r~sulte de I, 6. 4. IO et (iii) de [7], 
th. 3, compte  tenu de ce que,  lorsque K est s6parablement  clos, q(~)  est un tore maximal  
K-d~ploy~. 

4" 6 .13 .  Corollaire. - -  Soit Q~ (resp. Q )  le normalisateur de ~ dans ~ (resp. ~t)" 
Toute classe lat#ale de Q0 (resp. Q )  suivant ~o (resp. ~) contient l'image canonique d'un agment 
deN~. 

O n  sait en effet que  O~ = O~(K).~;~ ( I . I . I 5 )  , d'Ol~l Q . =  O ~ ( K ) . ~ ,  et que  

O~(K.)/~~ = W[ ( I . I .  I3) , d'o~, le corollaire puisque N~/H ~ = W t. 

O n  r emarque ra  que  le schema des composantes  connexes du normal isateur  de 
dans 15~ n'est en g6n6ral pas constant ;  sa fibre g6ndrique est le groupe de Wcyl  de q) et 

a fibre ferm6e celui de ~/ (elle peut  gtre r~duite ~ l'616ment neutre).  
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4 .6 .  x 4. Corollaire. - -  Soit a ~ ~ .  Le sous-groupe radiciel V ,  du quotient quasi-r~ductif 

q ~  de ~ ( I . I .  I2) associr ~ a est K-isomorphe ~ : 

ac  't=O; 
- -  II~d ~ ~tbb si a �9 @t et ~a r ~b t (ce qui entra~"ne, lorsque a est pluriel, que l'extension 

L.  de I ~  est ramifige) ; 
- -  l-Ig,gK 9.Ibb si a ~ r t et ~a �9 ~ ;  
- -  H(L~, L~) (pour la notation, voir 4. ~. 9) si a et 2a e @t (ce qui entrafne que l'exten- 

sion L ,  de L~, est non ramifige) et si l'extension rgsiduelle L~ de L~, est sgparable; 
- - I - I L g E ~ ,  ~ b b  • I-lg,d~. ~ b b  si a et ~a e r t (ce qui entra~ne que l'extension L~ de 

L~, est non ramifige) et si l'extension rgsiduelle L ,  de L ~  est insgparable. 

La  d~monstrat ion est facile et nous la laissons au lecteur. 

4 . 6 .  x 5. Corollaire. - -  Supposons K sr dos. Alors ff)~ est rgductif si et seu- 
lement si G est dgployr sur K et s'il existe un point spgcial x e A tel que f (a)  = - -  a(x - -  r 
pour tout a ~ .  Le scMma qb~ est alors un schgma de Chevalley (3 .2 .x3) .  

Mais, d im G = 

trois relations 

(3) 

(4) 

Rappelons que x e A est dit  sp6cial si a(x --  ~) e F~ pour  tout  a e q~ (I, 6 .2 .  I3) .  

Lorsque G est d6ployd sur K,  eela signifie que x est une valuat ion de Chevalley, associ~e 

un syst6me de Chevalley de G (4 .2 .  I ) ;  le sch6ma de Chevalley correspondant  est le 

sch6ma ~i~ avee f (a)  = f , ( a )  = --  a(x --  ~) (a �9 ~) : le lecteur v6rifiera que les deux 

d6finitions sont identiques. 

Supposons K s6parablement clos; 4 . 6 - I 2  (iii) entra~ne alors que ~ est r6duetif  

si et seulement si d im ~ = Card  ~ "  + dim ~ ,  c'est-~-dire 

(i)  d im G = Card  ~ "  -f- d im S. 

d im U,  + d im T et (I) est done ~quivalente ~ l 'ensemble des 
a t , I t ,  

dim S = dim T, 

= , ,  

d i m U  a = I pour  tout  a e ~ .  

La  relation (2) dit  que G est d6ploy~ sur K et entraine (4), et (3) dit  alors que 

(5) f (a)  + f ( - -  a) = o pour  tout  a e (I). 

Soit B une base de r et soit x le point  de A ddfini par  les relations a(x - -  ~) + f ( a )  = o 
pour  a e B. Comme f est optimale,  on a f (a)  z Fa pour  tout  a e B et x est un  point 

special de A (I, 6 . 2 . I 4 ) .  I1 rdsulte alors de I, 6 .4 .  io (I) que (5) 6quivaut k f = ~ ,  
ce qui  ach6ve la ddmonstrat ion.  

4 .6 .  xfi. - -  Le  schdma (~i t et les autres notions que nous avons associ6es ~ f d d p e n d e n t  

bien entendu non seulement de la fonction f :  4) -+ R mais aussi de la valuat ion de 
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Chevalley-Steinberg q0 que nous avons fixde en 4- 2. Soit q~' = ~ + v une autre valuat ion 

de Chevalley-Steinberg;  notons par  un  indice supdrieur gauche les notions attachdes 

q~ ou ~t q/. Comme a(v) ~ co(L{) pour  tout  a e �9 (4-2. IO), on voit aussit6t que si, 

k e I t  (resp. (k, l) e It*) satisfait aux conditions de 4 .3 -2  (resp. 4 . 3 . 5 ) ,  il e n e s t  de 
m~me de k + a(v) (resp. (k q- a (v ) , t  -k- 2a(v))) et que 

~Ia, k ----~'lI~,k+~(~) si a est non pluriel, 

r ~ #~,,(k+aCv),t+2a(v)) si a est pluriel, 

d'ofl 

(i) *fli/ = *'flit' avec f ' ( a )  = f ( a )  + a(q~' - -  ~) pour  a e q). 

Ceci nous permet  d 'dtendre nos notations au cas d 'une  valuat ion ~' dquipollente 

~t q~ quelconque,  en prenant  (I) comme ddfinition. Nous dirons que les couples ( % f )  

et ( ~ ' , f ' )  sont gquivalents. 

4 . 6 .  x 7 .  - -  Le groupe N ---- N(K)  op6re par  t ransport  de structure sur l 'ensemble 
des couples (hb, g) formds d 'une  valuat ion dquipollente k r et d 'une  fonction g : (I) -+ R 

et cette opdrat ion est compatible  avec la relation d'dquivalence. Comme chaque classe 
d 'dquivalence contient  un  et un  seul dldment de la forme (% g), on en ddduit  une  loi 

d 'opdrat ion de N dans l 'ensemble F des fonctions g : (I) -+ t t  et un  calcul simple montre  

que pour  n e N  et ae ( I ) ,  on a 

(x) (n.g) (a) = g(t("v(n)).a) --  a(v(n).q~ --  q~). 

D 'une  mani~re gdndrale, si u est un  automorphisme de l 'espace affine A tel que t("u) 
conserve O, on ddfinira u .g  par  

(I bis) (u.g) (a) = g(t( 'u) .a)  - -  a(u.q~ - -  ~) (a ~ 0 ) .  

Le sous-groupe H de N op6re alors t r ivialement sur F, &off une loi d 'opdrat ion 

de W = N / H  dans F. I1 est clair que l ' au tomorphisme intdrieur de G ddfini par  n se 

prolonge en un isomorphisme de fli t sur fli-.t, et d ' une  mani~re gdndrale transforme tous 

les objets que nous avons attachds ~ f e n  les analogues attachds ~t n.f .  Par  exemple, on a 

nU t n -1 = U,./ ,  nN~ n -1 = N~ etc. Nous posons 

N t  t = { n e N n Gl  l n . f  = f }  

W t t =  v(N~) = Ntt/H'. 

I1 est immddiat ,  vu (i) ,  que WI? ne contient  pas de translat ion non triviale. L 'appli-  

cation canonique w -+ *w de W sur le groupe de Wey1 de (I) permet  done d' identifier Wt? 

un  sous-groupe de *W. 

Le groupe N~ est contenu dans Nt? , et e n e s t  un  sous-groupe distingud : c'est ~t peu 

pros dvident, du  fait en part iculier  que l ' au tomorphisme intdrieur ddfini par  un  dldment 

de N~ permute  entre eux les sous-groupes U/.a, mais cela rdsulte encore plus aisdment 

de I, 6 .4 .  I o (I).  Par suite, W/es t  un  sous-groupe distingud de W 7. 
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4-6.  ~8. Proposition. - -  Il  existe un O-scMma en groupes lisse (57 de fibre ggngrique G, 
contenant (5 t comme sous-schgma en groupes ouvert distingug, tel que N 7 C (57 (0), que (57 = N~t . (5 I 

et que ~ ] ~  ~_ N]]N~. 

Montrons tout d 'abord un lemme, dont l'dnoncd et la ddmonstration rdsultent 
d 'une discussion avec P. Deligne : ses observations nous ont permis de simplifier notre 

texte original. 

Lemme. - -  Soit 3s un O-schdma en groupes, non ndcessairement affine, plat et sdpard 
et soit Y un sous-groupe de 3s tel que, pour tout y ~ Y ,  l' automorphisme intdrieur de 3s d~fini 
par y se prolonge (d'une mani~re ndcessairement unique) en un automorphisme de 3s notd i v. I l  existe 

un #-schdma en groupes ~ non ndcessairement affine, plat et sgpard, de fibre ggn#ique 3s 

contenant 3s comme sous-scMma en groupes ouvert distingud, tel que YC~(O)  et que ~ -= 3s 

Soit Y' un syst6me de reprdsentants de Y/Y n 3s dans Y, contenant 1. Pour 
y ~ Y', soit 3s une copie de 3s (qui sera le translatd de 3s par y).  Notons x ~ xy l'isomor- 

phisme choisi de 3s sur 3s et soit ~ le O-schdma non ndcessairement affine, mais plat, 
obtenu en recollant les 3s pour y e Y' suivant les fibres gdndriques de la mani~re natu- 

relle, c'est-k-dire en identifiant (3s a (3s par l 'isomorphisme x ~ x y - l z .  On 

identifie 3s et 3s et l 'on identifie 3s k son image (ouverte) dans ~. 

Les applications 

(xv, x'~) ~ (xiy(x') y z ( z ' ) - l ) , ,  

de 3s • 3s dans 3s (off y,  z E Y' et off z' est le reprdsentant de y z  dans Y') se recollent 

et ddfinissent un morphisme de schdmas ~; X :~ ---> ~, et l 'on vdrifie aisdment que ce 

morphisme est une loi de groupe sur E, dont l'dldment neutre est la section unitd e de 3s 
dont l 'application inverse s'obtient en recollant les morphismes x u ~-~ (iv-l(x-~). (y ' y ) - l ) v , ,  
o f f  est le reprdsentant d e y  -1 dans Y', qui induit sur 3s ----- 3s la loi de groupe donnde et 

qui fait de 3s un sous-schdma en groupes ouvert distingud de E. 

La seule chose qui nous reste ~t ddmontrer est que ~ est sdpard, ou encore que la 
section unitd est fermde ([DG], p. 165). Supposons le contraire; il existe alors y e Y', 
y + i tel que le point gdndrique e K de e ne soit pas fermd dans 3s ou encore, puisque 
eK =_ (y--1)V, tel q u e y  -1 (considdrd comme point fermd de la fibre gdndrique de 3s 

ne soit pas fermd dans 3s Soit alors ~ l 'adhdrence schdmatique d e y  -~ dans 3s et soit ~o 

un ouvert affine de ~ tel que ~o n E + 10. Comme ~, donc ~0, est plat (i .2 .6) ,  l'alg~bre 
affine R de ~o s'injecte dans R | K. D'autre  part, on a R | K ---= K puisque la fibre 
gdndrique de ~o (ou de ~) est rdduite au point y - 1  e 3s Mais, une sous-~)-alg~bre 

de K est dgale soit ~t 0, soit ?i K, et l 'on ne peut pas avoir R = K puisque ~0 n :~ 4: r 
Donc, R ----- g? et ~0 est une section de 3s Autrement dit y - 1  e 3s et y ---- i, d ' o f  

une contradiction. Le lemme est ddmontrd. 

324 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL I33 

4 . 6 . I 9 .  - -  Du lemme prdc6dent rfsulte l'existence d 'un O-sch6ma (fit*, a priori 
non n6cessairement affine, mais quasi-compact puisque Nt*/N~ est fini et poss6dant les 
autres propridt6s requises, et notamment  la lissit6 puisque fit est lisse. Reste donc seu- 

lement ~t d6montrer que fit* est a fine. 
Montrons tout d 'abord que fll t e s t  quasi-a~ne (i.e. isomorphe ~t un ouvert quasi- 

compact d 'un sch6ma affine). Comme fit* est lisse, quasi-compact, sfpar6 et h fibre g6n6- 
rique affine, il suffit, d'apr~s un th6or~me de M. Raynaud ([25] , Th. X.  IO, p. I53), 
de montrer que le centralisateur de ~ dans fit* est quasi-affine. Nous allons m~me montrer 
que ce centralisateur est contenu dans fl/, donc est affine. I1 suffit de faire voir que, 

pour toute extension k de Px et tout x ~ t* (k )  centralisant ~,  on a x ~ ~---/(k). Or on 

peut 6crire x ----yx', avec y ~Nt* et x' ~ffg/(k); alors x' normalise ~ et induit sur 

X*(~) = X*(S) un 616ment de W/(4 .6 .  I2). 1Vfais x centralise ~ ;  par suite, y induit sur 

un 616rnent de Wt, donc y ~ N~ et x ~ fit(k), ce qu'il fallait d6montrer. 
U n  autre thdor~me de M. Raynaud ([~5], prop. VII .  3- i ,  p. 117) entralne alors 

que le morphisme canonique de flit dans (5' = Spec d)[flit] muni  de sa structure naturelle 
de d)-sch6ma en groupes (affine) ([SGAD], Exp. VIB, I I. 2, p. 396) est un isomorphisme 
sur un sous-groupe ouvert de fl ' .  De plus, K[fl ' ]  = K | d)[flT] = K[flt*], car on voit 
aussit6t en consid6rant un recouvrement de fit* par un nombre fini d'ouverts affines, que 
pour tout f E K[flt*], il existe a ~ d) tel que a f  ~ d)[~7]. Le lemme ~. 2.6 entraine alors 
que fl/t est affine (et par suite 6gal ~t fl ') .  

La d6monstration de 4-6.18 est achev6e. 

4 .6 .20.  Remarques. - -  a) Si co est discrete, un th~or6me de Raynaud (non publi6) 
assure que tout d)-schdma en groupes sdpar6, plat, de type fini et de fibre g6n6rique affine, 
est lui-m~me affine : cela rend 4-6.19 inutile dans ce cas. 

b) Les sch6mas fl~ et f l /sont  stables par changement de base conservateur 6tale, et 
m~me par changement de base conservateur quelconque dans chacun des quatre cas (A) 
k (D) de 4.6.  i. Nous ignorons s'il en est toujours de m6me de flit*. C'est cependant 
exact dans chacun des cas (A) et (B), ou si l'extension K de K est non ramifi6e : il r6sulte 

en effet de 4.4.  I7 que Wt* reste alors stable. 

4 . 6 . 2 I . -  Soit ~ (resp. y/t) l 'ensemble des sous-groupes de Nt*/N~ (resp. NT//N~). 
Pour Y e ~ (resp. Y ~ ~n), notons YN~/ (resp. YN~) son image rdciproque dans Nt* 
et posons Y f l ~ =  YN~.fl~ (resp. Y f l l =  YN~.flt). Puisque (5 t e s t  ouvert dans 

f i t*= N~/.fl/, on a flt*(~) = Nt*fl/(0) et, vu 4.6.  7 (i), fit*(0) = N~/fl~(0). La 
proposition suivante en r~sulte aussit6t : 

P r o p o s i t i o n . -  (i) L'application Y ~ Y f l /  est un isomorphisme d'ersembles ordonngs 

(par l'inclusion) de ~1 sur l'ensemble des sous-schdmas en groupes ouverts de fit/ contenant fit" 
(ii) L'application Y ~ Yff)~ est un isomorphisme d'ensembles ordonnds (par l'inclusion) 

de ~/ sur l' ensemble des sous-sch(mas en groupes ouverts (5' de (BY t tels que (5' = f l '  ( O) . (5 '~ 
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Remarquons  que si 35 = 35(~).35~ (par exemple si 35 est connexe, n o t a m m e n t  
dans les cas (A) et (B) de 4 .6 .  I, ou si g) est s tr ictement hens61ien), alors (st = 35(0).(5~ 
et (st t = Ntt.(5 ~. Par  suite, tout  sous-sch6ma en groupes ouvert  (5' de (st t rempli t  la 

condit ion de (ii), on a (57 ---- (Ntt/N~) (5~ et (st = (N]/N~t)(5~" Rappelons que 

___ 35(r176162 = H ' I H  ~ 

Corollaire. - -  Soit ~ un O.schOna en groupes lisse de fibre ggngrique G, tel que ~ = ~ ( 0) . ~o 
(condition automatiquement satisf aite si ~) est strictement hensglien ).  Supposons que l'injection canonique 
de (~tt)~: (resp. (~t)K) dans G se prolonge en un isomorphisme de schgmas de ~ (resp. ~t) sur 
un sous-scMma ouvert de ~.  Alors, il existe un sous-groupe Y de N~t/N~t (resp. de Ntt/N]) et un 
seul tel que l'identitg de G se prolonge en un isomorphisme de scMmas en groupes de ~ sur Y(5~ 
(resp. sur Y(S/). 

Cela r6sulte de I .2.1 3 et 1 4. 

4 . 6 . 2 2 .  - -  Supposons G ddployd sur K et soit x u n  point  sp~cial de A. Prenons 
f - = f x ,  de sorte que (5~ est le schdma de Cheval ley associ6 h x (4 .6 .15) .  C o m m e  Ot = q), 
l ' image de W t dans ~W est *W tout entier  et l 'on a W t t =  W/. Comme  de plus 35 est 

connexe, on voit que (5~ -= (st ---- (57" 
I1 en r6sulte que si ~ est un O-schdma en groupes lisse de fibre gdndrique G, dont la compo- 

sante neutre est un scMma de Chevalley, alors .~ ---- !b ~ : il suffit d 'appl iquer  le corollaire pr6- 
c~dent, apr6s avoir 6ventuel lement effectu6 le changemen t  de base K -+ h~K, qui  est 

conservateur  puisque K = K. 

4-6 .23-  - -  Lorsque co est discr6te, on  peut  dans tout  ce qui pr6c6de supprimer 
l'hypoth&se q u e f e s t  opt imale : si f :  �9 -+ R e s t  une fonction quasi-concave quelconque,  
on consid6re son optimistic f ' ,  qui  est quasi-concave optimale.  On  a alors lit, ~ = !It, . 
pour  tout  a E O, et on pose (st = (sr,  etc. O n  prendra  toutefois garde que le syst6me 
de racines Ot----Or n'est pas n~cessairement l 'ensemble des a e O telles que 
f (a)  + f ( - -  a) = o. S i f e s t  concave,  Ot est l 'ensemble des a E �9 telles que f (a)  ~ F'~ 

et que f (a)  + f ( - -  a) = o. 

4 . 6 . 2  4. Proposition. - -  Soit g : �9 -+ R une autre fonction optimale quasi-concave, 
satisfaisant ~ (Sch) lorsque co est dense et telle que f <= g. 

(i) L'identitd de G se prolonge en un morphisme notd i~,g (resp. it, o) de (5 o (resp. (sg) 

dans (5~ (resp. (st)" 
(ii) Soit de plus Y (resp. Y') un sous-groupe de Ntt/N ~ (resp. Ngt/N~ Si Y '  N~g C YN~,  

l'identit6 de G se prolonge en un morphisme notd i~,'g Y' de Y '  (5o dans Y(5~. 

Pour  tout  a c O ,  l ' identit6 de U~ se prolonge en un  morphisme de llg,~ dans lit, a 
(4 -3 - io ) ,  d'ofl par  produi t  un  prolongement  de l ' identit6 de ~ :  en un  morphisme de 
schdmas de ~ dans ~ .  I1 suffit alors d 'appl iquer  1 .2 .1  3. 

Remarquons  d 'une  par t  que N~gCN~, puisque UgCUt ,  d ' au t re  par t  que 

OgCO t : p luspr~cis~ment ,  on a % - = { a ~ O  t l f ( + a )  = g ( + a ) } .  
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4-6.  ~'5. Proposition. - -  Gardons les notations de 4 . 6 .  ~4 et supposons de plus que @! = 0 o . 

(i) L'image par ~o!, ~ du radical unipotent dgployg de ~o est contenue dana le radical unipotent 

d pZo# de 
(ii) ,t~ ddfinit par passage aux quotients un isomorphisme ~,t~ du groupe quasi-rdductifq~ ~ 

(cf. I . I .  12) sur ~ .  

On peut supposer K infini. Comme @! = O~, on a f *  = g* et (i) r6sulte aussit6t 

de 4 . 6 .  IO. De plus, ,t~ est << l ' identit6 >> sur .~0 et d~finit par  passage aux quotients  un 

morphisme L de q(~o,~) dans q('~t,~) (pour a e @); on v~rifie sans peine que j ,  est un  

isomorphisme (cf. 4 . 6 . I 4 )  , d'ofl (ii). 

4 -6 .26 .  - -  Soit ~ une partie born6e non vide de l ' appar tement  A. O n  lui fait cor- 

respondre une fonction f a : O  -+ R en posant 

fn(a)  = i n f { k  e R l a ( x - -  ~) + k ~ o  pour  tout  x ~ }  (a ~ )  

(I, 7. I .  I). C'est 6videmment  une fonction concave. Mais lorsque co est denae, f n  ne satisfait 

pas toujours k (Sch) (saufsi  co(K*) = RI )  : si par  exemple ~ = {x},  alorsfn  ne vdrifie 

(Sch) que si a(x - -  q~) e F~ pour  tout  a e @, ce qui  entraine que x est un  point  sp6cial 

(et m~me hypersp~cial : cf. [4o], I .  I o. 2, p. 36). JusquM 4 .6 -3  I, toutes les parties de A 
noties f~ (affectg &entuetlement d'indices ou d'accents) sont suppos&s telles que, lorsque co est dense, 

f n  satisfasse ~ (Sch). Vu I, 7 .4 .9 ,  cette propri~t6 ne d6pend que de f~ en tant  que partie 
de J e t  non  de l ' appar tement  A D f~ choisi. 

L'optimis6e f a  de f n  satisfait done aux conditions impos6es ~ f en 4 .6 .  i e t  nous 

pouvons consid6rer les sch6mas (5/h, �9 "" et les sous-groupes Uth , . . .  que nous noterons 
plus s implement (Sa, . . .  et Un,  . . .  (en conformit6 avec I, 7. i ,  i une exception pros, 
due g des raisons typographiques : le groupe que nous notons d~sormais N~ n'est pas celui 

not6 ainsi en I, 4 . 1 . 4  et 7 .3 .9 ,  mais l ' intersection de ce dernier avec G1). 
En I, 7. I .  8, nous avons not6 Na le fixateur de ~2 dans N. Le groupe 1~1~ = i~ a t~ G t 

contient  N~ et est contenu dans Ntn. On  pose 

(~n Y(Sn avec Y ^ 1 1 _-- = Nn/N n. 

4- 6.27.  - -  La  fonct ionf~ (et tout  ce qui lui est associ6) ne d6pend que de l'endos d ( ~ )  
de ~ (I, 7 . i  .2), qui  est l ' intersection des racines affines {x ~ A  ] a(x --  q~) + f ~ ( a )  > o} 
pour  a ~ O. 

Si ~ C ~ ' ,  alors f ~ < f ~ ,  et l 'on peut  appliquer  4 . 6 . 2 4  et 25 . On  pose 

in. n' = ith,th, etc. 

4 . 6 . 28 .  P r o p o s i t i o n . -  (i) P~ = ~a (0 )  est le fixateur de ~) dans G t et I~n = (5~ 
enest  un sous-groupe, que l'on appelle le fixateur connexe de ~.  

(ii) Si • est close (i.e. 6gale a son enclos d ( f l ) ) ,  alors (Sta(O) = Nta. W a est le stabi- 
lisateur de f~ dans G 1. 

(iii) (5o(0) permute transitivement les appartements de I contenant ~ .  
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V u  I, 7 . 4 . 9  et la relation Pa = Un i~n de I, 7. I .  8, le sous-groupe Un permute  
transi t ivement les appar tements  contenant  ~ .  C o m m e  Un C C~  l 'assertion (iii) 
en rdsulte. 

D 'au t re  part ,  on a ( ~ n ( O ) =  iq~ 1~a = Pn n G ~ donc (i) r6sulte de I, 7 .4 .4 -  
Enfin, si ~ est close, Ntn (qui est par  d6finition le stabilisateur de f ~  dans G x) stabilise ~ ;  
inversement,  si g ~ G ~ stabilise ~ ,  il existe u ~ U n tel que  gu stabilise A e t  gu ~ Ntn, 
&off (ii). 

4 . 6 .  ~'9. Corollaire. - -  (i) Si ~ est close, alors ~ est exactement l'ensemble des points fixes 
de (f~(O) dans l'appartement A (1). 

(ii) Si cg(~) :~ ~' ,  alors (~(~)) r (f~,(O). 
(iii) Si ct(~) +- cg(~'), alors (f~ :~ ffj~,. 

Soit x E A ,  x r  d'apr6s I, 7 . 4 . 5 ,  il existe u ~UnCffi~ ne fixant pas x, 
&off (i). Les assertions (ii) et (iii) r6sultent de (i). 

4 . 6 . 3 0 .  - -  Reprenons  les notat ions de 4 . 2 .  I2, posons ~ '  = j ( ~ ) ,  soit S"  un tore 
K' -d6ploy6 maximal  de G',  soit A "  l ' appar tement  de J '  associd ~ S"  et supposons 
~ ' C  A".  Alors ~ '  satisfait aux condit ions voulues pour  que  l 'on puisse d6finir les 
sch6mas (fh,, etc. k part i r  du  triple (K',  G',  S") et j se prolonge en un cr-isomorphisme 

du  0-schfma en groupes C ~ (resp. ff~n, (~n, ~ta) sur le 0 ' -sch6ma en groupes ffi~ ~ 
, ^ ,  

(resp. an , ,  (fn,, qui t te  ~ mult ipl ier  ~ droite j par  l ' au tomorphisme intdrieur de G 
d6fini par  un 616ment de ~i~(O), on peut,  vu (4 .6 .28)  (iii), supposer que  A "  = j ( A ) ,  
ou encore S"  = j ( S ) ,  et l 'assertion est 6vidente par  t ransport  de structure. 

En particulier,  les scMmas (~~ (fin, ~ n  et ( ~  ne d6pendent que de ~ en rant que partie 
de ~ e t  non du choix de l'appartement A contenant ~ .  

I1 e n e s t  de m~me des morphismes i ~ n,, etc. 
I1 s'ensuit que  l 'on peut  d6finir les sch6mas (f~, etc. pour  toute part ie  born6e 

de l ' immeuble  J telle qu'i l  existe un appa r t emen t  contenant  ~ ,  et no t ammen t  les 
sch6mas ffi~ . . .  pour  tout  x E J (sous la condit ion (Sch) dans le cas dense). 

lisse 
4 - 6 . 3  x. Proposition. - -  Supposons K sdparablement closet soit s un ~-schdma en groupes 

de fibre gdndrique G. Les conditions suivantes sont dquivalentes : 

a) La fibre fermde ~ est rgductive; 

b) La fibre fermde ~ est rdductive connexe; 

c) G est d6ploy6 sur K et il existe un point spdcial (3) x E J tel que s ~_ (fo; 

d) G est ddployg sur K et s est un scMma de Chevalley. 

ment 

(1) Pour un meilleur r6sultat, voir 5.1.39. 
(3) Le. un point de .S r qui est sp6cial dans un appartement le contenant, et Pest alors dam tout apparte- 
le contenant. 
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On a vu (cf. la d6monstration de 4 .6 .  I5) que c) et d) sont 6quivalentes (m~me si 
n'est pas s6parablement clos) et entrainent b) done a). I1 suffit de montrer que b) entraine 
d), ear on saura alors que a) entralne que .~0 est un seh6ma de Chevalley, d'ofl ~ = ~0 
(4.6.2~,). Or, soit ~' l'hensdlisg de ~, qui est strietement hensglien. D'apr6s [SGAD], 
Exp. X I X ,  6. ~, .~r poss6de un sous-sehdma dont les fibres sont des tores maximaux 
dgploy6s. Done, G est d6ploy6 sur K'  = ~K, et, comme le changement de base K ~ ~K 
est eonservateur, G est d6ployg sur K. De plus, le thdor6me d'unieitd de Demazure 
([SGAD], Exp. X X I I I ,  eor. 5.2) entralne que .~,  est un sehdma de Chevalley. I1 existe 
donc un point spdeial x de l ' immeuble J '  de G K, tel que l'identit6 de G se prolonge en 
un O'-morphisme de .~,  sur (5~0. Mais on a vu que l'injection eanonique de J dans J '  

est surjeetive (4.2-~5). Done, x est un point sp6cial de . / e t  (5~0 = ((50)~,. Ii ne reste 
qu'~ invoquer i .  2 .4  pour eonelure que .~ _ (5o. 

4 .6 .32 .  Proposition. - -  Supposons o~ discrete et G simplement connexe. Si f~ est contenue 

darts une facette F de A, alors (Stn= (5~ --= (So = ~a  et (sa(O) est a la fois le fixateur et le 
stabilisateur de ~ dans G. 

En effet, d 'une part  X est connexe et G = G a, d'ofl H ~ = H ~ = H ;  d 'autre part, 
W = v(N) est le groupe de Weyl affine de A (4.2.22) et il r6sulte des proprigtds bien 
connues des groupes de Weyl affines (cf. [NB] Lie V, w 3, prop. I) que Wt~ = ~(a = Wa,  

d'ofl N ~ = I ~ n = N  ~. 

4 .6 .33 .  Th6or6me. - -  Supposons ~o discrkte. Soit F une facette de J e t  soit J ( F )  l'dtoile 
de F dans le complexe polysimplicial J ,  c'est-~-dire l'ensemble des facettes F' de J telles que F C F', 
ordonnde par la relation F' C F".  

(i) L' application F' ~ p(F') Im ~0 est un isomorphisme d' ensembles ordonngs de J ( F )  F, F' 

sur l'ensemble des K-sous-groupes pseudo-paraboliques de ~o ordonng par la relation opposge 
l'inclusion (1). 

(ii) p (F ' ) (K)  est le produit de l'image canonique de (50,(0) par 3;~ 
(iii) L'image rgciproque de p(F') (g~) dans (5o(~) est 6gale ~ (5~ 

On peut supposer F C A. Comme les murs de A contenant F sont les hyperplans 
{a(x -- ~) --kfr(a) = o} pour a e Cr,  il existe une chambre C de A et une seule telle 

que F C C  e t q u e  CC{a(x- -q~)  +fF(a )  > O }  pour tout a egP  + =~P+ n r  F. So i tB  
la base de q~r correspondant au syst6me de racines positives (I) +. Pour J c B, notons q)~ 
l'ensemble des a e r qui sont combinaisons lindaires d'dl6ments de J e t  F~ la facette 

de h caract6risde par les relations FC F jC  C et J = {a e B [fFj(a) =fF(a)} .  
L'application J ~ F j  est une bijection de ~(B)  sur l 'ensemble des facettes F' 

te l lesque F C F ' C C ,  et l'on a ( P F j = r  

(*) Rappelons que si K est parfait, les sous-groupes pseudo-paraboliques ne sont autres que les sous-groupes 
paraboliques. 
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On a f r  <=fr, etfr~ est infdrieure k l'optimisde de f~ .  I1 rdsulte alors de 4 .6 .  io 
que l'image p(Fj)  de ~o contient le radical unipotent ddploy6 R de ~o. Elle contient aussi ~0 F, Fj 

ct, vu 4-6 .5 ,  son image dans le quotient  quasi-rdductif (~~ est engendrdc par  l ' image 
de ~0 et lcs sous-groupes radiciels de ~ ~  correspondants ~ (I) + u (I)j. I1 est alors imm6- 
diat quc p(Fj) est le K-sous-groupe pseudo-parabolique standard associd ~ J ( i .  I .  14). 

De plus, d 'une  part  toute facette F' ~ J ( F )  cst transformde d 'une  facettc Fj par 
un 61dmcnt de ~~ (car ffi~ permute  transitivcment les appartements  contcnant  F 
(4-6.28) et W ~ permute  transitivement les chambres de A contenant  F dans leur adhd- 
rence), d 'autre part  tout K-sous-groupe pseudo-parabolique de ~o est conjugud d 'un  p(Fj) 
par un 51dment de ffi~ image d 'un  dl6ment de ffi~((~) (cela rdsulte de I .  I .  14, comptc 
tenu de 4 . 6 . 7  (ii)). Donc p est une application surjective de J ( F )  sur l'ensemble des K-sous- 
groupes pseudo-paraboliques de ~g. 

Dfimontrons (ii). Supposons tout d 'abord  F' = C. On a p(C) = ~ + . ~ ~  et 
l 'applieation produit  est un isomorphisme de vari6tds de ~+  • ( ~ -  n R) • ~0 surp(C) .  
Or  1I + - - l I ~ ,  ~ -  nR-----~-~), et f c ~ ( f ~ ) '  d'ofl (iii) lorsque F'----C. Si main- 
tenant F ' =  Fs, on a p(Fa)(K) = p ( C ) ( K ) . N j . p ( C ) ( K ) ,  off Nj  est le sous-groupe 

du normalisateur de ~ dans ~~ image rdciproque du sous-groupe de WF engendr6 
par les rdflexions par  rapport  aux 6Mments de J. Mais Nj  est ~gal au produit  de X~ 
par l ' image de No~, d'ofl (ii) lorsque F'  ---- Fj .  Le eas g6ndral en r6sulte par  conjugaison. 

Ddmontrons (iii). I1 r~sulte de 4 . 6 . 8  que le noyau de l 'applieation canonique 

de ~(d~) darts C~ est eontenu dans ~~ Compte  tenu de (ii), il suffit done de 
montrer  que, si l ' image canonique ~- dans ~~ d 'un  6Mment x de ffi~ appart ient  

X~ alors ~- est aussi l ' image canonique d 'un  616ment de (~~ Or, on a x ---- uvn, 
avec u z U  +, v ~UF- et n CN ~ (4.6.  7 (i)). Considdrons l 'application eanonique q 
de ~o sur son quotient  quasi-rdductif (~~ On a q(O) q(K) ----q(~)-~ q(~) et il r~sulte 

done de la d~composition de Bruhat  de ((~/R)(Yx) que q(ff) = q(s (et que 

q(ff) ---- q(~) = i). Par suite, q(K) eentralise q(~). Comme le groupe de Weyl de ~ ~  
est Wr = N~ ~ ( i .  I .  I3 et 4 .6 .  I3) , on en d~duit que n ~ H ~ = %0(0). Mais l 'appli- 
cation produit  de 11[ + • ~I~- • ~0 dans ~o est injeetive, done la relation s = u. v. n 
entralne ~ = h-, c'est-k-dire que ~ est bien l ' image d 'un  616ment de ~o(~) C ~i~ 

Enfin, (iii) entratne que p est injective, ce qui achSve la d~monstration de (i) et 
du thdorSme. 

4 .6 .34 .  Corollaire. - -  Soit de plus Y un sous-groupe de N~/N ~ Pour route facette 
F' E J ( F ) ,  le normatisateur de p(F') dans Y ~ ( K )  est le produit par ~~ de l'image de Y '  (~~ O), 
0*) Y' = ( Y ~  n N~, ) /~ , ,  et Y '  ~~ enest l'image rdciproque dans y(~o(o). 

Soit x ~ y ~ 0 ( ~ )  normalisant p(Fa). Les deux tores K-d~ploy6s maximaux 
et x~x  -1 dep(Fa) sont conjuguds par  un  616ment y ~p(Fj)  (K) ([7]) et vu l'assertion (ii) 
du th6or&me, on peut  prendre y dans l ' image de ~~ On est donc ramen6 au cas 
off x normalise ~ .  Mais alors x ~ YN ~ X~ d'ofi r6sulte ais6ment le corollaire. 

$J0 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR U N  CORPS LOCAL ~39 

4 . 6 . 3 5 .  - -  L'appl icat ion p ~ p ( K )  est une bijection de t 'ensemble des K-sous- 

groupes pseudo-paraboliques de ~o sur l 'ensemble des sous-groupes paraboliques du 

syst~me de Tits associfi ~ la donn~e radicielle de 65~ (~. ~. ~4). Le th~or~me precedent  

montre  que, si l 'on muni t  l'fitoile J ( F )  de la facette F d 'une  structure de complexe sim- 

F , l'application plicial abstrait  en prenant  comme relat ion de face la relat ion F ' C - "  

F'  ~ p ( F ' )  (I~) est un isomorphisme de J ( F )  sur l'immeuble combinatoire J ~  de ce syst~me de 

Tits ([37]), compatible  avec les actions de (~ (~)  sur J ( F )  et de ffi~ sur J ~ .  De 
plus, ~ l 'ensemble des facettes F '  ~ J ( F )  contenues dans l ' appar tement  A correspond 

l 'ensemble des K-sous-groupes pseudo-paraboliques eontenant  ~ ,  donc formant  un 

appar tement  de J ~ .  Par  conjugaison, on voit que les images r~ciproques des appartements 

de JF  sont les ensembles de facettes de J ( F )  contenues dans un mgme appartement de J .  

4" 6 . 3 6 .  - -  Lorsque co est dense, le th~or~me 4 . 6 . 3 3  n'est 6videmment  plus valable, 
ne serait-ce que parce que les facettes F sont alors des germes de parties (I, 7.2) et que 

les schdmas ~i F n 'existent pas en gdndral. O n  va cependant  en donner  un  substitut. 

Jusqu'~ la fin de 4 .6 ,  nous supposons co dense et le lecteur qui ne s'intdresse qu ' au  cas des 

valuations discr~tes peut  passer directement  au paragraphe suivant. 

Par  hypoth~se, l 'extension K de K est non  ramifide (x .6 .  I c)). Par suite, 

F', -~ ~ ( K  • ---- F pour  tout  a E (I), saul  lorsque 2a ~ (I), cas off F', = y.  -k F, avec y.  

d6fini comme en 4-3-5- On  a 2y, e F. Si a e t  b sont multipliables et appar t iennent  k la 

m~me composante irr6ductible de gP, alors y~ : Yb (4. I .  1 7). Si a, b e t  a -b b e gP, on a 

+ r ;  = 

En effet, s ia  est non multipliable,  alors b e t a  + b sont s imultan~ment  multipliables 
ou non muhipliables et dans le premier  cas on a "(, + b = Yb; si a est multipliable et si b 

est non multipliable (resp. muhipl iable) ,  alors a + b est multipliable (resp. non 

muhipliable)  et y,  = T, + b (resp. y, = u 
I1 en r6sulte que pour  toute partie ~ de A, le syst6me de racines Ca ,  qui  est l 'en- 

semble des a e r pour  lesquelles il existe k e F~ avec ~ C  {x e A  [ a(x --  q~) -}- k = o}, 

est un  sous-syst6me dos de r  
D 'au t re  part ,  si F est une faeette de A, e t a  e r  on notefF(a  ) la borne infdrieure 

dans l'ensemble ordonng R desfa(a)  pour  ~ d6crivant le filtre F (I, 7 .2 .  i et 6). On  obtient 

ainsi une fonetion concave f F : ~ - - ~ I t .  Le syst~me de racines 60 F = ~t~ associd est 

l 'ensemble des a e r telles que fF(a) E F', et que fF(a) -k-fF(-- a) = o. 

4. ft. 37- Lemme.  - -  Soit X une partie bornge (quelconque) de A, ou une facette de A, 

et soit ~ x  l'ensemble des a e �9 telles que fx(a)  e F',. Soit ~ le groupe des automorphismes affines 

de A conservant �9 et le systkme de racines affines de A e t  stabilisant X .  I l  existe ~ > o tel que 

pour tout �9 avec o < r < ~, on puisse trouver une fonction concave f :  r -~ I t  satisfaisant ~ (Sch) 

et aux relations suivantes : 

a) u . f  = f pour tout u ~ ~;  

b) f (a )  = f x ( a )  pour toute a E tFx; 
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I 
c) fx(a)  + - ~ < f ( a ) < f x ( a )  + r  pour toute a e @ - -  ~ x ;  

2 

d) C t = % .  

U n e  telle fonction f est appel6e un r de X. 
Soient u e E  et a ~ @ .  Posons b = t ( " u ) ( a ) .  Si k e r ~ ,  le transform6 par  u - t  

de la racine affine {x e A ]  a(x - -  ~) + k >= o} est le demi-espace ferm~ 

{x  A [ b(x - -  + - -  + k _--> o},  

qui est donc aussi une racine affine. I1 s'ensuit que  

(I) a(u(~) - -  ~) e F; - -  P~ pour  a e ~, u s E et b = *("u) (a). 

D 'au t re  part ,  vu 4 . 6 . 1 7  (i bis) (g6n6ralis6 aux fonctions A valeurs dans R) ,  on a 

(2) u. fx(a ) = f x ( b )  - -  a(u(~) - -  e?), 

et par  t ransport  de structure ou par  calcul explicite, on voit que  

(3) U.fx = f x  pour  tout  u e ~ 

De ( i ) ,  (2) et (3) rdsulte aussit6t que  

(4) '("u) (~Fx) = ~F x et '(~u) (r  = Cx.  

Ddmontrons  alors le lemme lorsque X est la partie rdduite ~ un point x de A. Dans  ce 
cas, la fonc t ionfx  est la fonction lindaire f ,  : a ~ - -  a(x - -  ~), donc ~ ,  coincide avec r 
et est un  sous-syst~me clos de r  De plus, soient a e r  b e ~ ,  telles que  a + b e 
et soit h e R .  V u  4 . 6 . 3 6  (I) et la lin~aritd d e f ~ ,  

(5) f , ( a )  + h e F" dquivaut  ~ f~(a + b) + h e F '+b .  

De  m~me, si a ~ @ ,  u e E  et h e R ,  ( i) ,  (2) et (3) entralnent  que  

(6) f~(a) + h ~ F~ ~quivaut  ~ f~(b) + h e F; avec b = t('u) (a). 

Consid~rons alors la plus petite relation d 'dquivalence ,~ sur �9 telle que  t("u) (a) ,-, a 

pour  a e ~ ,  u E E  et que  a + b , - ~ b  d~s que  a ~ , ,  b , a + b e ( I ) .  C o m m e  tI-', est 
c l o s e t  stable par  E, c'est une r~union de classes d 'dquivalence suivant ,-~. O n  voit alors, 

grace ~ (5) et (6), que,  pour  tout  ~ > o, on peut  choisir une  famille ( , , ) , e o  de hombres  
rdels poss~dant les propridt~s suivantes : 

(7) ~ est constante sur les classes d '6quivalence suivant ,~;  

(8) f~(a) + ~, ~ P~ pour  tout  a ~ ~ ;  

(9) ~ = o pour  tout  a ~ ~ ;  

I 
(IO) - r 1 6 2  pour  a ~ - -  ~ .  

La fonction f ddfinie par f (a)  -----f,(a) + ~ pour a ~ * est alors un r de {x}. 
En effet, il est clair que f sa t i s f a i t  ~ (Sch), que  u . f  = f  pour  tout  u ~ E, que  f (a )  = f , ( a )  
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I s < f ( a )  <f~(a )  + z pour  a e qb --  W~, d'ofi aussi qb t Cz- pour  a e W, et que f~(a) + -~ = 

Reste ~t montrer  q u e f e s t  concave. On a 6videmment  f ( a )  + f ( - -  a) >>- f , (a )  + f ~ ( - -  a) >= o 
pour  tout  a � 9 1 6 2  Soient a , b r  telles que a - 4 - b � 9  on a 

f ( a  + b) = f ( a )  + f ( b )  + z,+ b - -  ~ - zb 

et il suffit de mont rer  que % + b = > ~ , + r  Or, si a , b ~ XF , ,  alors a + b C W ,  (qui 

est clos) et % = e b = r  Si a z W ~  et bCW~, alors ~ , = o  et r  
d'apr~s (7). Enfin, si ni a ni b n ' appar t i ennen t  ~t ~F,, on a % + zb > ~ > %+b d'apr$s (IO) 

et (9). Par  suite, f e s t  bien concave et le lemme est ddmontr6 dans le cas X = {x}. 

Supposons ma in tenan t  que X soit unefacette F de A. Soient x le centre de F, D sa 

direction (I, 7 . 2 . 4  et 5) et r l 'ensemble des a �9 �9 strictement n6gatives sur D. On  a 

�9 ~ C ~ = q~ et, d'apr~s I, 7 .2-6,  

[Z(a) si a r ,I,m, 
f (a) 

~f,(a)  + si a e ~ ,  

d'ofl ~ = ~ --  (I)~. Soit z > o. Choisissons un r g de x et un  nombre  
I 

r6el ~ ' ~ I "  tel que ~ ' <  z et que - z <  ~ ' < i n f { g ( a ) - - f ~ ( a )  l a ~ - - ~ F ~ } "  Posons 
2 

h(a) = f , ( a )  si a 6 qb~ et h(a) = f , ( a )  + ~' si a �9 (I)~. Comme r  est clos etf~l indaire,  

la fonction h : �9 -+ R e s t  concave. Enfin, posons f = sup(g, h), c'est-k-dire f ( a )  = g(a) 

si a r ~ et f ( a )  = f , ( a )  + z' si a �9 qb~. Alors, f est concave, satisfait ~ (Sch), est 
invariante por tout  u ~ E (car *u(D) = D puisque u stabilise F, d'ofl t('u) ((I)~) = (I)~), 

et f ( a )  = g(a) = f z ( a )  = f r ( a )  pour  tout  a �9 ~Fr = qb --  e9~. Si a �9 qb --  ag,, on a 

I I 
- ~ < g(a) = f ( a )  < f~(a )  + r = f F ( a )  + z, f (a) + =A(a) + 

et, si a � 9  

I I 

f r (a)  -4- -2 r = (f~(a) + 2 ~) + < f~(a )  + r < f~(a )  -4-~ < f F ( a )  + ~, 

ce qui achSve de montrer  que f est un  r de F. 
Remarquons  que dans ces deux premiers cas on peut  prendre ~ arbitraire.  

Enfin, supposons que X soit une partie born6e fl  de A. O n  peut  supposer ~ close : 

c'est alors un  poly6dre convexe ferm6 et l 'ensemble Y de ses points extr6maux est fini. 

On  a ffl  = sup f~. Pour  a ~ ~ ,  notons Y. l 'ensemble des y ~ Y tels que fn(a)  = f~(a )  
y E Y  

et posons ~q = i n f { f n ( a ) - - f y ( a )  [ a z ~  et y ~ Y - - Y a } .  Alors ~ > o .  Soit r  
avec o < z < ~ et choisissons pour  chaque y e Y un  z-6paississement g~ d e y  de telle sorte 

que si u �9 E l 'on ait u.g  v = gu(yl, ce qui  est dvidemment  possible puisque u(Y) -= Y 

et que, pour  y ~ Y, chaque z-6paississement de {y} est invariant  par  le stabilisateur d e y  

dans E. Posons f = sup gy et montrons  que f est un  r de g~. La  fonction f 
g � 9  
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(11) 

Soit y e Y.. 

Si ar 
donne 

(i3) 

est concave, satisfait ~ (Sch) et est invariante  par  tout  u e E Soit a e (I); comme ~ < ~, 

o n  a 

gv(a) <fu(a )  + z <fa(a)  pour  tout  y ~ Y --  Y~. 

Si a r alors a e tFu et gu(a)=fu (a )=fa (a ) ,  &off 

f(a) = f n ( a )  pour  a e tFn. 

I 
- r  <f~(a)  -4- z, ce qui, jo int  h (I1), alors a r  on a f~(a) + 2 

I 

fa(a) + - r < f ( a )  < f n ( a )  + 2 
pour  a e r  a .  

Enfin, (I~) et (13) entra lnent  que ~t = On, ce qui ach~ve la d6monstrat ion du lemme. 

4 . 6 . 38 .  Remarques .  - -  i) Si ~ est une partie de A et s i f n  satisfait k (Sch), tout  
~paississement de ~ est figal ~ f n .  

f~,  d'ofl fn<=fn' 2) Soient ~'/ et ~ '  deux parties born~es de A telles que ~ C - '  

Soit 8 le plus petit  de ceux des hombres  fn,(a) -- fa(a) qui  sont str ictement positifs. 

Alors on volt ais6ment que tout  r  de fl  avec r < 8 est inf~rieur k tout  

2r f '  de ~ ' .  

De m~me, si F et F '  sont deux facettes de A telles que F C F '  (ce qui entralne que F 
et F '  ont  m~me centre et que ] ) C D ' ,  d'ofl (I)~CO~),  alors pour  tout  ~ > o, tout  

z-6paississement f de F est inf~rieur k tout  2,-dpaississement f "  de F' .  

]:)alas chacun  de ces deux cas, on obtient  done un  morphisme i~. r de ~ ,  dans 

ffi~ (4 .6 .  ~4)- 

4 . 6 . 3 9 -  - -  I1 est clair que la famille E = E(X) des fipaississements de X est filtrante 
d~croissante : si 2~ < d,  un  r est inf~rieur ~ un d-~paississement. On  en 

d6duit  done un systkme inductif filtrant croissant de scMmas ((ffJ~)teE, (i~,g)t, geE, t<=g), dont  
nous nous garderons de consid6rer la limite inductive. 

Soit f e E ;  on a q ) t = ~ x  (4 .6 .37  d)), d'ofl W t = W x  et N~----N ~ , e t f e s t  
invariante par  tout  u eN*  x (4 .6 .37  a)), &off NttDN* x. Soit alors Y un sous-groupe 
de Ntx/IXPxCNtt/N~; les schemas Y ~  forment  eux aussi un  systSme induct i f  fi l trant 

croissant. Si X est une partie close ou une facette, on montre  ais~ment que Nix = Ntt 

pour  tout  r avec z assez petit, d 'ofl ~galement un systSme induct i f  fi l trant 

croissant de scMmas qitt. 
Notons Px Y le sous-groupe engendr~ par  U x (ou encore par  les U,,tx(,l pour  a ~ ~)  

et l ' image r~ciproque de Y dans Nix . Si Y Ntx/N ~ (resp. ^ t  0 = Nx/Nx) , alors Pz~ est le 
stabilisateur Pt  x (resp. le fixateur P~) de X dans G x (I, 7 . 4 . 4 ) ;  si Y = {~ }, alors Px Y est 

le sous-groupe U x H ~ que nous notons W x et appelons lefixateur connexe de X (cf. 4 .6 .28) .  

4 . 6 . 4 0 .  P r o p o s i t i o n .  - -  (i) Le groupe U x est rgunion filtrante croissante des U t pour 
f e E(X) .  
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(ii) Pour tout sous-groupe Y de Ntx/N~, le groupe P~x est rgunion croissante des sous-groupes 
Y(5~(O) pour f e E(X).  En particulier, te fixateur connexe W x est rgunion filtrante croissante 
des (5~(~) pour f e E(X).  

I1 est immfidiat que (i) entralne (ii). Pour prouver (i), il suffit de montrer que, 

pour tout a e ~ ,  le groupe Ut,, ,  est rfiunion des Ut, . pour f e  E, ce qui est 6vident 

puisque fx(a) (resp. fx(2a)) est la borne inf~rieure dans R des f (a)  (resp. f (2a) )  pour 

f e E .  

4 . 6 . 4 x .  - -  Soit f (resp. g) un z-~paississement (resp. un d-6paississement) de X, 
"~ - -  - - 0  avec 2~' < r &off g = f ,  et consid~rons le morphisme h = z~ de (~7 dans ffig. On 

voit aisfiment que h est l'identitfi sur X0 et que les restrictions h. : lit, ~ -+ lIg,~ pour 
a e q~ sont donn~es par les r6gles suivantes : 

- -  si a n (I)C tFx, alors ha est l'identit~; 
- -  si a n W x = O, alors h~ est le morphisme trivial; 
- -  reste le cas off a est pluriel, a r tF x et 2a z W x (notons que si a e tFx, alors 2a e tF x 

puisque l'extension L, 3 L,~ est non ramifi6e). On a alors 

f(2a) = f x ( 2 a )  = 2fx(a) < 2f(a) -- 

et l 'on v~rifie sans peine que le groupe St, ~ est produit direct de ~ ,  t(~,) - I]~w~ 9/bb 

par  l 'image canonique de lI~,(t(~),2t(,)), image qui est isomorphe k 1-Ig, n~ 9,Ibb et sur 

laquelle ~ op~re par la racine a. De plus ha est l'identit~ sur lI~, t(~l et est trivial 

sur l 'image de lIa,(t(,),~.f(~) ). 
- -  - - 0  En consid5rant les ~( grosses cellules )) ~ et ~g, on voit que h est sdparable et que 

l 'application produit est un isomorphisme de vari6t~s du produit des Ker ha pour a E 

sur le noyau Qg, t de h. 
I1 en rdsulte que �9 --  tF x est clos darts (5~ (au sens de [7], ou quasi-clos au sens 

de [4] gdnSralisd au cas non rdductif) et que Qg, t est le sous-groupe unipotent ddployd 
- - 0  ((S/)(o_,rx) associ6 k � 9  tF x (loc. cit. ou I. I .6). I1 est donc inddpendant du choix 

de g; on peut le noter Qt" La d6termination des h~ donnde ci-dessus montre que h(Qt) C Qg 

et qu 'on obtient par passage aux quotients un isomorphisme de ~ / Q . t  sur ~0/Qg (rappelons 
que f est un ,-~paississement de X et g un a'-dpaississement de X, avec 2 , ' <  ~). 

Autrement dit, du syst~me inductif des (5~ pour f e E, on ddduit par passage aux 
fibres ferm6es, par  restriction ~t un syst~me cofinal convenable et par passage aux quo- 
tients par les noyaux des morphismes de transition, un systSme inductif trivial de groupes 

algdbriques ~ / Q t ;  ce syst~me admet ~videmment une limite inductive que nous notons I~ ~ 
isomorphe k tous les ~ ] Q t ,  et que nous appelons le K-groupe alggbrique connexe attachd 
~i X. Vu 4 .6 .39 ,  les applications canoniques des ~ dans ~ o  d~finissent une application 
dite canonique de po dans N~ et l 'on a N~ = Im po .~0(~)  (4-6.7).  

Notons qu'il r~sulte aussi directement de 4 .6 .25  que les quotients quasi-r~ductifs 
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q(5~ sont isomorphes et s'identifient naturel lement k q(5~. Leur syst6me de racines est q)x 
et 4 .6 .  I2 se g6n6ralise aussit6t. 

Les m6mes consid6rations appliqu6es au syst6me inductif  des ~ t  (resp. des (St t) 

permet tent  de ddfinir le K-groupe alg6brique ~x  (resp. I~tx). 

4 .6 .42 .  Proposition. - -  Soit ~ u n  automorphisme de K conservant co et soit j un a-auto- 

morphisme de G. Notons encore j r automorphisme correspondant de l'immeuble or (4.2.12) .  Soit X 

comme en 4 .6 .37  et supposons que j (X)  = X. l l  existe ~ > o tel que pour tout r f 
de X avec ~ < ~, l'automorphisme j de G se prolonge en un c-automorphisme du ~)-schgma 

(~  (resp. (St, (Srt) �9 

D'apr~s I, 7 .4 .9 ,  il existe g e U x tel que j(A) = g .A.  L'application x ~ g - l . j ( x )  

conserve A et y induit  un ~l~ment u e E (4.6.37) qui conserve tout fipaississement f 
de X. Par transport de structure, il en r~sulte que le a-automorphisme y ~ g - l j ( y ) g  

de G se prolonge en un a-automorphisme de (5~ (resp. @t, flirt)" D'autre part,  4 . 6 . 4 o  
entrMne qu'il  existe ~ > o e t  un 28-~paississement fo de X tel que g e Uto. Mais alors 
g e UtC(5~(O ) pour  tout ~-fipaississement f de X avec ~ < ~, d'ofl la proposition. 

4 .6 .43 .  Corollaire. - -  Le K-groupe alggbrique 6 ~ (resp. I~x, ~tx) attacM a X ne dgpend 
que de X comme partie de l'immeuble J e t  non de l'appartement A choisi pour le construire. 

Plus prdcis6ment, si A' est un autre appar tement  contenant  X, les syst~mes inductifs 
de schdmas associ6s aux 6paississements de X dans A et dans A' respectivement sont 
cofinaux. 

4- 6.44- - -  Si X C X',  la remarque 4- 6 .38 (2) fournit un  K-homomorphisme dit 
canonique et not6 ~0 de @o dans ~o  qui est compatible avec l 'application d'inclusion X, X' 

4 .6 .45 .  Proposition. - -  Quitte a y remplacer (5~ par P~, le thdor~me 4 .6 .33  et les 
assertions de 4 .6 .35  restent valables lorsque co est dense. 

Nous laisserons au lecteur le soin d 'adapter  les ddmonstrations donndes plus haut  
de ces r~sultats, ainsi d'ailleurs que l'dnonc6 et la preuve de 4 .6 .34 .  
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5" I. Descente  de l ' immeuble .  

On conserve les hypoth6ses et notations pr6c6dentes. Cependant, on d6signe par 
un point quelconque de l 'appartement A et non plus n6cessairement une valuation de 
Chevalley-Steinberg. 

De plus, on suppose que K est strictement hensilien (c'est-~-dire hens61ien ~ corps r~siduel 

s6parablement clos) et l 'on donne un sous-corps hens~lien K~ de K, dont K soit une 
extension 6tale (autrement dit, K est l'hens6lis6 strict de K~). Alors K (resp. K) est 
une extension alg6brique galoisienne de K~ (resp. du corps r6siduel K~ de Kin). On 
note ~ l 'anneau de valuation de K~ et Z le groupe de Galois Gal(K/K~) : il s'identifie 
canoniquement ~ Gal(K/K~). 

On suppose de plus que le groupe rgductif connexe G est d6fini sur K~. On note S~ un 
tore K~-d6ploy6 maximal de G e t  l 'on suppose que le tore K-d6ploy6 maximal S de G 
contient S~, ce qui est 6videmment loisible (bien entendu, S n'est pas a priori d6fini sur 
K~ : voir cependant 5. I. i~). On note Z le centralisateur de S~ dans G. Pour a ~ ~,  
on note a ~ la restriction de a ~ S ~. On  note (I) 0 l 'ensemble des a ~ (I) telles que a m ---- o 
et ~ l 'ensemble des a~ pour a ~ �9 et a m :~ o. On sait que (I)~ est le syst6me de racines 
de G suivant S ~,. Pour b ~ ~ ,  on note ~ l'ensemble des a ~ (I) telles que a~ ---- b ou ~b 

(on prendra game que cette notation n'est pas celle de I, 9. I. ~). G'est une partie posi- 
tivement close de ~ ;  on note U~ le sous-groupe unipotent associ6 ~ ~ .  II est d6fini 
sur K~ et est le sous-groupe radiciel associ6 ~ la racine b de G suivant S~. 

5' I .  I. - -  Inversement, partons d 'un corps valu6 K~ hens61ien et prenons pour K 
son hens61is6 strict. Soit H u n  groupe alg6brique r6ductif connexe d~fini sur K~ et 
prenons G = HK. Alors les hypoth6ses pr6c6dentes sont satisfaites si et seulement si 

a) H est quasi-ddploy6 sur K ;  
b) H est d6ploy6 sur une extension admissible de K;  
c) le sch6ma canonique de fibre gdn6rique T poss6de un lissifi6. 

Si co est discrete, la condition a) entraine b) (I .  6. I f ) )  et C) (4.6) (rappelons aussi 
que, lorsque co est dense, c) r6sulte de a) et b) d6s que H est d6ploy6 sur K, ou si H est 

simplement connexe ou adjoint). Si de plus K~ est parfait, alors a) est satisfaite d'apr~s 

un r6sultat bien connu de Steinberg ([32] et [3], 8.6).  Nous serons amen6s plus loin 

faire une hypoth~se suppl6mentaire (DE) (5. I .5), mais nous verrons qu'elle est auto- 
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matiquement satisfaite lorsque o est discr6te. Pax suite, tousles rgsultats de ce paragraphe 

sont applicables a n'importe quel groupe rgductif connexe d~fini sur un corps hensdlien pour une 
valuation discrkte, a corps rgsiduel parfait. 

5 . � 9  - -  Soit b EO~; posons U~ = Ub(K~ ). On salt que (Z(K~), (U~)be.~) 
est une donnde radicielle g6n6ratrice de type O~ dans G ~ =  G(K~) (I, 6 . I .  3 c)), 

qui est compatible avec la donn6e radicielle (T(K),  (U~(K),eo) de G(K) au sens de I, 

w 9. En effet, les conditions (DDR i) de 9. i .9 (et mfme (DDR ibis) de 9. I. i3) , (DDR 2) 
de 9. i .  xo et (DDR 3) de 9 . 2 . 9  sont satisfaites en prenant pour V ~, le sous-espace vectoriel 
de V dffini comme ceci : l 'espace V des translations de A est le dual du sous-espace 

vectoriel V* engendr6 par �9 dans X*(S) | R (4-I .2), l 'application qui ~ un caract~re 

de S associe sa restriction ~ S~ d6finit une application lin6aire surjective u de V" sur 
le sous-espace vectoriel (V~)" engendr6 par O~ dans X*(S~) | et V~ est l 'image 

du dual de (V~)* par l 'application lin6aire injective transposfe de u. On  identifiera 

dans la suite chacun des deux espaces V~ et (V~) * au dual de l'autre. On v6rifie sans 
peine que V~ = ,~(S~(K)) | lit. 

Le but  principal de ce paragraphe est de d6montrer que, moyennant une condition 
suppl6mentaire toujours satisfaite lorsque co est discr6te, on peut choisir S e t  la valuation 

q~ e A de G(K) de telle sorte que q~ se descende ~t G ~, au sens de I, w 9, et dffinisse donc 
une valuation de la donn6e radicielle de G ~, &off un immeuble, etc. 

5. �9  - -  Soit S z un tore K~-d6ploy6 de G contenu dans S e t  soit Z 1 le centra- 
lisateur de S 1. C'est le sous-groupe de G engendr6 par T et les U~ pour a d6crivant le 
syst6me de racines �9 1 form6 des a e �9 nulles sur $1. I1 est d6fini sur K~, quasi-d6ploy6 
sur K, d6ploy6 sur K et admet T comme tore maximal. On peut done le substituer 

G dans tous les  rdsultats des paragraphes pr6cddents et consid6rer en particulier son 

immeuble &'(ZI). De plus, on peut lui appliquer les r6sultats de I, 7.6 (voir aussi 4 .2 .17  
et I8). Posons i s .  -= Zx(K)-A : c'est la rfunion des appartements de J associ6s aux 
tores K-ddploy6s maximaux de G contenant Sx, puisque ces tores sont les tores K-d6ployds 

maximaux de Z1, ou encore les conjuguds de S par les 616ments de ZI(K ). On  a montr6 

(I, 7 .6 .4)  qu'il existe une application = (notde ~ dans I, 7.6) et une seule de J s ,  sur J (Zx)  
commutant  avec les actions de Z(K) et telle que, pour toute valuation q~ e A, l 'image =(q~) 
est la valuation de la donn6e radicielle (T, (U,)~E.~) de Z x obtenue par restriction de % 
De plus (loc. cit.) l 'image rdciproque par ~ d 'un appartement (resp. d 'une racine affine) 
de Y(Zx) est un appartement (resp. racine affine) de J e t  pour tout x EA, l'image 
r6ciproque L x = =-t(~(x)) est un sous-espaee affine de A, dont la direction est l'inter- 

section des noyaux des a e Oj.  En particulier, Lx est stable par v(SI(K)). Si F est une 

facette de J contenue dans i s1 ,  il existe une facette F' de J (Zx)  telle que F C r~-I(F'). 
Par suite, si F x et F 2 sont deux facettes de J contenues dans J s . ,  il existe un appartement 

A ' =  z .A (avec z e Z l ( K ) )  contenant SI (K) .F  1 et SI (K) .F  ~. 
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5 . x . 4 .  - -  Le groupe de Galois Z = Gal(K/K~) op6re sur l ' immeuble  Jr de G 

(4.2 .  x 2). On  note J ~  l 'ensemble des points fixes de Z dans or C'est une partie convexe 

de ~r stable par  G~ : au t rement  dit, la condition (DI I) de I, 9 .2 .  Ies t  satisfaite. 
Pour tout appartement A'  de Jr, il existe un sous-groupe distingu~ Z' d'indice fini dans Y. 

laissantfixes tousles points de A'. En  effet, le tore K-d~ploy6 maximal  correspondant  ~t A'  
est d6fini et d6ployd sur une extension galoisienne finie Kx de K~ contenue darts K,  

le groupe G est quasi-d6ploy6 sur K 1 et il suffit de prendre Z '  = Gal(K/K1) (of. 4 .2 .24) .  

En particulier, l'orbite sous Z de tout point de I est finie et l ' image de Z dans Isom ~r est 

bornde. I I e n  rdsulte (I, 3 .2,  I, 8. ~) que si M est une pa t t ie  eonvexe de ~r stable par  Z, 

alors Z poss6de un  point  fixe appar tenan t  ~t l 'adh6rence de M dans le complgtg ~ de jr .  

Si co est discrete, or est complet  et ce point  appar t ient  ~t ~r p renant  M = J ,  on volt 

que ~'~ est non  vide. 

5 - x .  5 .  - -  Bien entendu,  Z op~re 6galement sur l ' immeuble  J ( Z )  de Z et l 'appli- 

cat ion eanonique de oCs~ (qui est 6videmment  invar iant  par  Z comme r6union des 

appar tements  assoei6s aux tores K-d6ploy6s ma x i ma u x  contenant  S~) sur or est 

compatible  avec les actions de E. De ee qui  pr6e~de, r6sulte que si o est discrete, la 

condition suivante est satisfaite : 

(DE) Le groupe de Galois Z = Gal(K/K~)  a un point fixe dans l'immeuble J ( Z )  du 

centralisateur Z de S~. 

5-x .6. - -  Lorsque co est dense, nous ignorons si (DE) est toujours satisfaite ou 

non  (1). Cependan t  : 

Proposition. ~ "  Supposons l'une des deux conditions suivantes satisfaites : 

a) Le complgt6 de K~ est maximalement complet; 
b) Il existe une sous-extension galoisienne K 1 de K,  de degr6 2", telle que G soit quasi- 

d@loyg sur K1. 

Alors, la condition (DE) est satisfaite. 

Dans le cas a), notons K 1 une sous-extension galoisienne de degr6 fini de K telle 
que G soit quasi-d~ploy6 sur K1. Dans  les deux eas, la plus petite extension N'I de K a 

d~ployant  G est eontenue dans K et est done une extension univalente de K 1. De m~me, 

Z e s t  quasi-d6ployd sur K 1 et ddploy6 sur ~'-1, ee qui permet  de parler de l ' immeuble  J I ( Z )  

de ZK,. Nous avons vu (4 .2 .24)  que J I ( Z )  s'identifie canoniquement  ~t une partie 
de J ( Z )  form~e de points invariants par  le groupe de Galois Gal(K/K1) et sur laquelle 

Faction de Z sur J ( Z )  indui t  Fact ion naturelle de Za = Gal(K1/K~). 

(1) La d~monstration d'existence de points fixes du groupe de Galois dans l'immeuble donn~e darts [27] e.st 
insuffisante, comme nous l'a indiqu~ G. Rousseau lui-meme : le corollaire x. 2.9, P- I. x 7, sur lequel elle repose, est 
non d~montr~ et probablement inexact. 
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Dans le cas a), le compl6t6 de Kz est maximalement complet, comme extension 
de degrd fini d 'un corps maximalement eomplet, et l ' immeuble Ja (Z)  est complet 

(I, 7 .5 .5) ,  d'ofl (DE) (cf. 5 .~ .4) .  
Da.ns le cas b), montrons par  rdcurrence sur n que Zx a un point fixe dans Jx (Z) .  

C'est dvident s i n  = o. Si n > o, 52t poss~de un sous-groupe distingud Z[ d'indice 2. 
En remplaqant K~ par le corps des invariants de 52[ et appliquant l'hypoth~se de rdcur- 
rence, on voit que l 'ensemble M des points de J z (Z)  invariants par Z't est non vide. 
Mais Z~ op~re sur M par l'intermfidiaire de son quotient 52~/Z~ d'ordre 2 et si x e M, 

le milieu du segment joignant x ~ son transform6 par l'616ment non trivial de 52~/Z[ 
est fixe par  52x, c.q.f.d. 

5. �9 .7. - -  Dgsormais, nous supposons la condition (DE) satisfaite. I1 en r6sulte aussit6t 
que 52 a un point fixe dans ~'s~ : s i x  est un point fixe de  Z dans J ( Z ) ,  l 'image r6ci- 
proque n-a(x) est un sous-espace affine d 'un appartement de J ,  elle est invariante par 52 
et Z y op6re par  automorphismes affines par l'interm6diaire d 'un quotient fini (5-i  .4), 
done y poss6de un point fixe. 

5.�9 - -  Soit (5 un O-schdma en groupes lisse de fibre gdndrique GK, d'alg~bre 
affine @[(5] C K[G] = K | K~[G]. Faisons op6rer le groupe de Galois Z de mani~re 
naturelle sur K[G]  et sur G(K).  Les conditions suivantes sont dquivalentes : 

a) @[(5] est invariante par 52; 
b) (5 provient par le changement de base @~ -+ @ d'un g~-schdma en groupes 

lisse (5~ de fibre g6n6rique G. 

C'est 5vident par descente dtale : l'alg~bre affine @~[(5~] n'est autre que l'ensemble 
des points fixes de 52 dans @[(5]. Notons que si to est discrete ou plus g6n6ralement si 

(5 satisfait ~ la condition (ET I) de 1 .7 .2  , alors @[(5] = { f ~  K[G] If((5(@)) C @} 
(puisque @ est strictement hensdlien ( i . 7 . 6 ) )  et a) est dquivalente 

c) (5(@) est invariant par Z. 

5 .x .9"  - -  Ceci s 'applique en particulier aux sch6mas flit de 4.6. Notamment,  
soit ~ une pattie born6e d 'un appartement de J ,  satisfaisant lorsque to est dense ~ la 

condition de 4 .6 .26 .  Si ~ est invariante par Y,, il r6sulte de 4 . 6 . 3  ~ que 0[(5 ~ est inva- 
riante par  52, done que (5 ~ provient par changement de base d 'un O~-sch6ma. I1 e n e s t  

de m~me des schdmas (5a, ffin et (5r 
En particulier, si to est discrkte, h toute facette F de J~ invariante par 52 est canoniquement 

associ6 un O~-scMma en groupes lisse connexe (5o~ de fibre g6n#ique G tel que (50 = ((5o~)~. 
Si to est dense, les schdmas (5o n'existent plus en gdndral, mais il rdsulte de 4 .6 .42  
(compte tenu de 5- I. 4) que pour toute facette F de Jr invariante par Z, contenue darts un appar- 
tement A' ,  il existe ~ > o tel que, pour tout ~-dpaississement f de F darts A'  avec r < ~, le 
@-scMma (sp soit invariant par Z et provienne done d'un @~-scMma (5~. On voit de mfime que 
le groupe alg6brique ~o attach6 ~ F (4 .6 .4~ est (( ddfini sur K~ )>. 
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Notons aussi que si S' est un tore dEfini sur K~ et dEployE sur K et si ~ '  est le 0-schEma 
canonique de fibre gEnErique S', alors ~ '  provient par changement de base d 'un 
0~-schEma en groupes lisse dont la f b r e  gEnErique est canoniquement K~-isomorphe 

S'. Ce 0~-schEma est appelE le 0~-schEma canonique de fibre gEnErique S' et est note ~'~. 
C'est d'ailleurs celui dEfini en 4.4- 

On se permettra parfois de supprimer les exposants ~ dans ces notations. 

5. x. xo. Proposition. - -  Soit F une facette de J invariante par E, soit A'  un appartement 
conter, ant F et soit S' le tore K-dgployg maximal de G associ6 ~ A'.  On se donne de plus l'un des 
deux objets suivants : 

a) Un sous-tore S 1 de S', d~fini sur K~ et K~-dgployg; 

b) Un sous-tore g.~-dgployg ~ de ~o.  

Alors, il existe un tore K.dgployg maximal S" de G, dgfini sur K~, tel que F est contenue 
dans l'appartement A "  associg ~ S"  et que 

- -  dans le cas a), S"  contient $1; 
dans le cas b), le O~-scMma canonique ~ "  de fibre ggngrique S" poss~de un sous-schLma fermg 
en tores d~ploygs dont l'image canonique dans ~o est ~ .  

Soit ffJ~ le 0~-schEma en groupes lisse dEfini comme suit : si o~ est discrete, on prend 
ffi~ = ~ ; si c0 est dense, on prend ~i~ = ~i~, o f i f  est un e-Epaississement de F dans A' 
tel que ~ soit invariant par Z. Soit ~ '  le 0-schEma canonique de fibre gEnErique S'. 
C'est un sous-schEma fermE de ( ~ ) o .  

Dans le cas a), soit ~ le 0~-schEma eanonique de fibre gEnErique S~ et soit u 
l'immersion fermEe de ( ~ ) ~  dans ~ '  prolongeant l'inclusion de S 1 dans S'. 

Dans le eas b), ddfinissons un K-isomorphisme ff de ~ sur un sous-tore K~-dEployE 
de ~ de la maniEre suivante : si co est discrete, K est l'identitE; si co est dense, l'isomor- 
phisme canonique de ~ / O t  sur C ~ (4.6.4~) permet, puisque O r  est unipotent, de 
remonter ~ en un tore K~-dEployE de ~ ,  autrement dit de choisir un K~-isomorphisme 
de ~ sur un tore g.~-dEployE de ~ tel que le compose de ff et de l 'homomorphisme 
canonique de ~ sur ~ soit l'identitE. 

La fibre fermde ~ '  est un tore K-dEployd maximal de (~)~.  (4.6.4) donc un 
tore maximal puisque K est sEparablement clos. Soit ~ "  un tore maximal ddfini sur K~ 
de ~ contenant ~ ( ~ ) ,  et soit g e ~ ( K )  tel que ~ " - - - - g . ~ ' . ~ - ~  et appartenant 
dans le cas a) au centralisateur de ~ .  Des rdsultats de Grothendieck sur l'existence 
et la lissitE du schema des homomorphismes d 'un schema en groupes de type multi- 
plicatif et de type fini dans un schema en groupes (affine) lisse ([SGAD], Exp. XI,  
cor. 4-2), on dEduit d 'une part  qu'il existe un sous-O~-schdma en groupes fermE ~ "  

de ~ ,  isomorphe ~ 93~uW avec r ---- dim ~ "  = dim ~ '  = dim S, de fibre fermEe ~ " ,  
d 'autre part  que g se relEve en un ElEment g effJ~(O) CP~ (4.6.7 et 4 .6 .4o)  tel que 
~ " =  g . ~ ' . g - ~  et qui appartient au centralisateur de ~ dans le cas a) (rappelons 
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que ce central isateur est lisse). Alors, la fibre gdn6rique S"  ---- g . S ' . g  -~ est un  tore 

K-d~ploy~ maximal  de G, d6fini sur K ~, et F = g . F  appar t ient  k l ' appar tement  g . A '  

associ6 k S".  De plus, S " D  S~ dans le cas a). Dans le cas b), le m~me thdor6me de 

Grothendieck permet  de relever un K~-isomorphisme ~: ~J~uIt' ~ ( ~ )  en un 

~ - m o r p h i s m e  v : g J l u W - +  ~ "  qui est une immersion ferm6e puisque ~ en est une 

([SGAD], Exp. IX ,  2 .5  et 6 .6) .  Le sous-O~-schfima de ~ "  image de v poss6de alors 
les propri6t6s requises, ce qui  ach6ve la ddmonstrat ion de la proposition. 

5-x .  xx. Corollaire. - -  Soit F une facette de A invariante par ~. L'image canonique de ~ 
dans ~o est un tore I(~-d/ploy/ maximal de ~~ r. 

5- x. x2. Corollaire. - -  Il existe un tore K-d/ploy/ maximal de G, d/fini sur K ~ et contenant 
le tore K~-dIploy/ maximal S~. 

Prenons pour  F une facette invariante par  Z contenue dans Js~ (5 .1 .7 ) ;  elle 

est alors contenue dans un  appar tement  A'  associ6 k un  tore K-dEploy~ maximal  S' 

contenant  S~ (5 .1 .3)  et il suffit d 'appl iquer  5 - I .  Io a), avec S 1 = S~. 

5. x. x 3. Lemme.  - -  Soit S' un tore K-d/ployg maximal de G, d3fini sur K~, d'appar- 
tement associ/ A', et soit S 1 le sous-tore K~-dgploy/ maximal de S'. 

(i) L'ensemble A ~ - - - - A ' n  J ~  des points de A' invariants par Z e s t  un sous-espace 
afine non vide. 

(ii) A~ est l' enveloppe convexe de S I ( K ) . x  pour tout x ~ a~ et dim A~ ----- dim Sx/S, n C, 

oit C est le centre de G. 

Q uitte ~t remplacer  G par  G/C,  on peut  supposer que C = { I }. L ' appar tement  A' 

est invariant  par  ~, qui  y op6re via un  groupe fini d 'au tomorphismes  affines (5. I .4), 

d'ofl (i). Soit ~ '  le syst6me de racines de G suivant S' et V '  l 'espace vectoriel des trans- 

lations de A'. Comme * '  engendre un  sous-module d ' indice fini de X*(S'), le tore S 1 

est la composante neutre  de l ' intersection des noyaux  (dans S) des caract~res a ~ --  a pour 

a ~ ~ '  et ~ ~ Y~. Mais le sous-espace V~ des invariants de X dans V'  est lui aussi l ' intei-  

section des noyaux  des a ~  a (cette fois-ci dans V'!)  et (ii) en rdsulte (cf. 4 .2 .7 ) .  

5. x. z 4. Proposition. - -  Soit S' un tore K-d/ployd maximal de G, dgfini sur K~ et soit $1 
le sous-tore K~-dgploy/ maximal de S'. 

" ' ~ A '  Soit F une facette de l'appartement A' associg gz S ,  rencontrant Aq n f ~. On 
suppose que l'image de ~1 dans ~o en est un tore g.~-dgployd maximal et qu'il n'existe pas de 
facette F' +- F rencontrant A~ telle que F C F' (p. ex. que dim F est la plus grande possible). 

Alors : 

(i) F n . f ~  ---- F n A ~  est ouvert (of. I, 7 . ~ . I )  dans A~ et A~ est le plus petit sous- 

espace affine de A' contenant F n A~; 
(ii) F n'est contenue dans l'adhe'rence d'aucune facette F' :F F rencontrant j r ;  

342 



GROUPES RI~DUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL z5x 

(iii) Pour tout appartement A "  contenant F, l'intersection F c~ ~'~ est ouverte dans 

A" n A ~ ;  
(iv) Pour tout appartement A "  contenant A~, on a A" n 3"~ : :  A~. 

I,'assertion (i) est immediate. Pour d~montrer (ii), reprenons les notations de 
4 .6 .33 et 4.6.45.  Comme l'extension I( de K~ est s6parable, les K~-sous-groupes 
pseudo-paraboliques de (5~ sont Ics K-sous-groupes pseudo-paraboliques invariants 
par ~, c'est-~t-dire les images par p des facettes F ' e  J ( F )  invariantes par Y,. Or, 
comme ~ est un tore K~-d~ploy~ maximal de ~o,  tout K~-sous-groupe pseudo- 
parabolique de ~o est conjugu~ d'un K~-sous-groupe pseudo-paxabolique contenant ~ ,  
donc contenant le certtralisateur de ~ e t a  fortiori contenant ~ ' ,  donc image d 'une 
facette F' �9 J ( F )  invariante par Z et contenue dans A'. Mais il r6sulte de (i) qu 'une 
telle facette est ~gale ~t F. On en conclut que p(F) = ~o est l 'unique K~-sous-groupe 
pseudo-parabolique de (5 ~ et que F est l 'unique 61dment de ~ (F)  rencontrant J ~ ,  ce 

qu'il fallait d~montrer. 
L'assertion (iii) r6sulte alors de (ii) et de I, 9 .~ .5  (iii), en y prenant M = A" r3 J l ,  

el (iv) r6suhe de I, 9.~,.6 (ii). 

5" x. x5. - -  Dgsormais, nous supposons, ce qui est loisible vu 5. I .  x 2, que le tore K-de'ploy3 

maximal S contenant S ~ est d~fini sur K ~. I1 en est alors de m~me de T et les schemas ~,  
et 3; o proviennent par changement de base de O~-schfmas en groupes. De plus, 

A~ ---- J~  n A est alors un sous-espace affine non vide de A (5- i. x3) : autrement dit, 
la condition (DI 2) de I, 9 .2 .  i e s t  satisfaite. La direction de A~ est l'espace des invariants 
de Z dans V, c'est-k-dire le sous-espace V~ introduit en 5. I .2, ce qui est conforme aux 

notations de I, w 9 (9-2-8)- 
De plus, nous supposons d6sormais que la valuation q) appartient d A~ (on prendia garde 

que l'on ne peut pas en g6n&al supposer simultan6ment que q~ e AI ct que ~ est une 
valuation de Chevalley-Steinberg : il est ais6 de donner des exemples off A~ ne contient 
mfime aucun point spdcial de A). La famille des ensembles de valeurs ( P ' ) , e e  est alors 
invariante par E en ce sens que I"~(,)= P'~ pour tous a e q )  et a c E .  En effet, si 
kEI '~ ,  l ' imagepar  a de la racine affine % , k = { x e A l a ( x - - ~ )  + k > = o }  estencore  
une r~cine affine, qui est { x e A [ a ( a ) ( x - - q ~ ) - l - k ~ o } ,  d'ofl kEI"ol,). De plus, 

o n  a 

(1) ao(a),k = ~(lla,~). 

5 . t . 1 6 .  - -  Rappelons (4.2.2 et I, 9 .x .6)  que la famille q~l = (~)be*~ est 
d~finie comme suit. Soit b �9 ~ ;  on a pos~ 

q ) b = { a e q ~ l  a~ = b ou a ~ = 2b}. 

C'est une partie positivement close de (I), invariante par Y,. Pour tout k �9 R, l'ensemble 

Ub, k = H U.,~.  H U . , ~  
a � 9  ~b,  a~ ~ b a � 9  ~ b d  , a ~ = 2b 
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est un  sous-groupe de Ub(K ) (I, 9- ~'5)" O n  pose 

~ ( u )  = sup {k �9 R I u �9 U~,~} (u �9 Ub(K)) , 

U~, k ~--- Ub, e (h Ub(K~, ) = {u �9 Ub(K~ ) [ qgb~(u ) ~ k}, 

r~ ---- ~}(U~(K~) -- {~ }), 

F~' : { 9~(u) [ u �9 Ub(K ~) - -  {,  } et 9~(u) = sup 9~(uU,b(K~)) }, 

(cf. I, 6 .2 .2 ) .  

5 .x .  x 7. Lemme.  - -  Soit L une extension galoisienne finie de K~, contenue dans K,  

d'anneau de valuation @L, de groupe de Galois E Le t  soit M un @L-module libre de type fini. 

(i) Pour toute loi d'opgration de E~ dans M telle que, pour ~ �9 EL, l'application m ~-~ m ~ 

soit un e-automorphisme de M,  on a Hq(NL, M) -~ {o} quel que soit q >1 i. 

(ii) Sous les mgmes hypotheses, on a Hi(EL,  GL(M))  = { I }. 
(iii) Soit 3~ le @wschgma en groupes canoniquement associg ~ M,  muni de la loi d' opgration 

canonique de 92ilutI dans M.  Supposons donnge une loi d'op6ration (~, x) ~ x ~ de E L dans Y. telle 

que, pour tout ~, l'application x ~ x ~ soit un a-automorphisme de Y. et ( t .x)  ~ = t~  ~ pour 

t �9 9J/ult et x �9 X. Alors, Y,  muni de ces deux lois d'opgration, est isomorphe au @L-scMma e~i 

groupes obtenu par changement de base (~ --+ @b g~ partir du O~-schgma en groupes Y.~ associg 

un @~-module fibre de type fini M~ muni de la loi d'opgration canonique de 9JluR et de la loi d'opg- 

ration canonique de N L sur (Y.~)e~. 

Soit e �9 0L, d ' image  g �9 L telle que (b -~ �9 ~ soit une  base normale  de I, sur 
K~. Alors, (e~)~�9  est une  base de @L sur @~ et det  ~re ~ '~ jo , , �9149 @• I1 en r~sulte 
aussit6t que l 'ensemble 1V[~ des points fixes de Y~L dans M est un  @~-module libre de 
type fini et que  l 'applicat ion canonique de OL | M~ dans M est un  isomorphisme de 
(~L-modules t ransformant  l 'action naturel le  de E L en l 'action donnfie sur M. 

Pour  d~montrer  (i), il suffit alors de mont re r  que H~(ZL, ~L) = {O} pour  q i> ~, 
ce qui r~sulte de ce que le EL-module (P,. est un  module induit ([28], p. ~58) puisque 

( e " ) o � 9  en est une  base. 
Ddmontrons  (ii). Ici  aussi, il suffit de mont re r  que Hi(EL,  GL~(@L))= {~} et 

pour  cela de recopier  la ddmonstra t ion de Cart ier  (volt [28], p. ~59) de l 'assertion 
analogue dans le cas des corps, en r e m a r q u a n t  que des vecteurs y ~ , . . . , y ,  forment  
une  base de (9~ si et seulement si leurs images dans I," en forment  une base. 

Enfin, (iii) rdsulte de (ii) par  descente galoisienne, puisque le groupe des auto- 
morphismes de 5 mun i  de la loi d 'opdrat ion de 9Jlult s'identifie canoniquement  k GL(M) .  

5. x. x8. Proposition. - -  Soit a �9 a). Notons N ale stabilisateur de a dans Z,  Kale  corps 

des invariants de Z~ et @a l'anneau de valuation de Ka. Soit k �9 F'~. 

(i) Les O-schJmas en groupes lI~,k, lI2a, zk et l[,.k/lI~,~k proviennent par changement 

de base de @,-schgmas en groupes dont le scMma sous-jacent est associJ ~ un (P,-module libre de type fini. 

(ii) L' application canonique l~,~(@a) --+ (1]~,,k/l~,~)(K,) est surjective. 
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L'assertion (i) r6sulte du  l emme 5 . i . i 7  (iii), compte  tenu de 5 . I . I 5  ( I )  e t  

4 . 4 . 1 9  (I) et (2). C o m m e  Hx(Z~, lIz~,2,(#)) = { o }  (5 .1 .17  (i)) et que l 'application 
canonique  lI~,~(d~) ~ (lIa.,/lI~,z~) (~) est surjective (4- 3- 7), l 'application canonique 
~a,k(~a)-+ (~a,k/~2a,2k)([~a) est surjective, d'ofi (ii) puisque 1I~,~/112~.2~ est lisse et O, 
hensdlien. 

5. i .  �9 Proposition. - -  Soient b e 09~ 

valentes : 

et k ~ R .  Les conditions suivantes sont gqui- 

(i) k 
(ii) il existe a e O telle que a ~ = b et k ~ F'a. 

Dire que k e Fb ~' signifie qu'il  existe u e Ub ~,k tel que  

(1) u r II II uo,2 . 
aeCb r aeob d,a ~=2b 

C'est impossible si (ii) n'est pas satisfaite, puisqu 'on a alors Ua, k = Ua, k+.U~,2k pour  
tout  a e cb telle que a ~ ----b. Done (i) implique (ii). 

Rdciproquement ,  soit a e r tel que  a ~ = b ct k e F~. Idcntifions lI~,k/lI~,2~ 
au schdma en groupes associ6 ~ un  d~a-module libre de type fini 1V[. I1 rdsulte dc la cons- 

t ruct ion m~me du  schdma lI~, k (4..3.2 et 4 .3 .5 )  quc l ' image canonique I de 
U~,k+ U~,2k C lI~,k(d~) dans (ll~,k/lI~,~) (K) - -  M | K. est un  sous-K-espace vcc- 
toriel de M |  distinct de M Q K ,  dvidemmcnt  invar iant  par  Z~. Par suite, 
(lIa, k/lI~,2k) (K~) ~: I et il resulte de 5 . 1 . 1 8  (ii) qu' i l  existe v eU~,k(0~) : U~,k c~ G(K~) 

tel que  v r Ua, k +- U~,~k- 
Posons x----- H v ~ (compte tcnu de ce que v ~  v pour  ~ e Z~). Consi- 

o ~ Z/~. a 

ddrons l 'ensemble tF des 616ments de ap de la forme ~(a) + ~'(a) avec a, ~' e Z. O'est 
une  pat t ie  posit ivement close de r et la fonction g sur tF constante dgale k 2k est concave 
et satisfait k (Sch) lorsque r est dense (4 .6 .36  (I)) .  D'apr~s 4 .6 .2 ,  on peut  donc consi- 
ddrer le sch6ma 3s qui  est associd k un  ~9-module libre de type fini. Le 
sch6ma 3~ est invar iant  par  Z et le tore ~ op~re sur X par  la racine non  nulle 23; on 
en d6duit  aussit6t ell utilisant 5. I .  17 (iii) que  3s provient  d ' u n  sch6ma 3E ~ associd ~t 
un  ~)Lmodule libre de type fini et 5 . 1 . 1 7  (i) entralne que Hi (Z ,  3~(d))) = {o}. Or, 
le groupe des commuta teu r s  du  sous-groupe engendrd par  les Uo(~),e pour  a e Z e s t  
contenu dans le produi t  des Uo(~)+o,I~),2~, c'est-~-dire dans  3~(0). I1 en rdsulte que 
l 'application ~ ~ x-  ~ x ~ est un  I-cocycle ~ valeurs dans K(O) et il existe donc y e ~(0)  
tel que  u = xy e G(K~).  Alors, u e U~,~ et u satisfait k (1). Par  suite, (ii) implique (i). 

5. �9 .ao. Thdor~me.  - -  (i) Toute valuation ~ ~ A~ se descend ~ G(K~);  autrement dit, 

la famille ~ ddfinie en 5 - I .  16 est une valuation de la donnde radicieUe (Z(K~), (U~)ber de 

G(K~) (cf. I, 9. I .  I I ) .  
(ii) Soit ~ e A~ et soit ~r l'immeuble de G(K~) ddfini par ~ .  L'application + ~ +~ 

est une bijection de A~ sur l'appartement A~ = ~ + V~ de J~.  

3 4 5  
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(iii) Identifions ainsi A~ ~ l'appartement A ~. Les racines ajfines de A~ sont les intersections 
avec A ~ des racines affnes de A associe'es ~ des radnes a e ~ - -  ~o, c'est-~-dire non nulles sur V ~. 

D6montrons (i). I1 suffit de vdrifier que les hypoth&ses du thdor6me 9.2.  IO du 
chapitre I sont safisfaites. Or, nous avons vu successivement qU'il en est ainsi des condi- 
tions (])DR i), (DDR 2) et (DDR 3) (en 5.1.2) ,  (DI i) (en 5.1.4) ,  (DI 2) (en 5.1.15) 
et (DI3)  (en 5 - I . 1 4  (ii) en prenant S = S '  et S ~ = $ 1 ) .  Enfin, ( D V I )  est l 'hypo- 
th~se q~ ~A~ et (DV2)  r6sulte de 5 . I . I  9. 

L'assertion (ii) est 6vidente, puisque A~ = ~0 + V ~ (5- i .  I3 et 15). Q uant k (iii), 
c'est une autre formulation de 5. I. 19. 

Remarques. - -  i) Nous avons fait depuis le d6but de 4.6 l'hypoth6se que le schema 
canonique de fibre gdn6rique T admet un lissifi6 (cf. 5. i .  i c)), hypoth6se qui est tou- 
jours v6rifide lorsque G est simplement connexe ou adjoint, ou lorsque co est discrete. 
En r~alit~, le thgor~me prdcddent reste vrai mgme si l'on supprime cette hypothkse : il suffit de 
consid~rer le morphisme canonique de G dans le groupe adjoint ad G (el. 4 .2 .14  et 15). 

I I e n  est de m~me des r~sultats ei-dessous concernant l ' immeuble J~  (5.1.21 
28), qui est le m~me pour G e t  ad G. 

2) Supposons Cx quasi-ddployd sur K~, et soit K~ la plus petite extension de K~ 
contenue dans K et d6ployant G. On  a K = K(K~) et l'on v6rifie imm~diatement 
que K~ est une extension admissible de K~, de sorte que l 'on peut appliquer 4. ~. Les 
valuations r de la donnde radicielle de G(K~) (pour ~ ~ A~) sont les mgmes que celles intro- 
duites en 4.2 (c'est-~-dire les valuations 6quipollentes ~ une valuation de Chevalley- 
Steinberg), et l'immeuble J ~  est le mgme que celui de 4-2. Cela r~sulte de 4 .2 .9  et de la 
proposition 5-I  .23 ci-dessous, mais peut aussi se voir directement. Consid~rons un 
syst~me de Chevalley-Steinberg C ~ de G sur K ~ relativement k S. II d~finit canoni- 
quement par extension des scalaires un syst~me de Chevalley-Steinberg C de G sur K. 
Soit ~' la valuation de Chevalley de G(K) correspondant ~ C. Alors, d 'une part  ~' se 
descend en une valuation de Chevalley-Steinberg ~ de G(K) invariante par Y,, done 
en une valuation ~ de G(K~) au sens du th~or~me pr6c~dent, d 'autre part  en la 
valuation de Chevalley ~ de G(K ~) correspondant ~ C ~. Par transitivit6 de la descente 
(of. I, 9. I. I~ b)), il en r6sulte que ~ s'obtient par descente de ~ et est la valuation 
de Chevalley-Steinberg de G(K~) correspondant ~ C ~. 

5. z .~z. Corollaire. - -  Les facettes de l'appartement A~ de d r~ sont les intersections non 
vides de A~ avec les facettes de A,  ou encore les intersections avec A~ des facettes de A invariantes 

par Y,. 

Cela rEsulte de 5. I. ~o (iii), compte tenu de ce qu 'une facette de A est invariante 
par Y, si et seulement si elle rencontre A ~. 

5. ~. ~'~. - -  Appliquons les rEsultats de 4- 2. i8 en prenant  ~ = ~0, d'ofl G~ = Z 
et L~ = V~. On  a vu que le sous-espace Z ( K ) . ( A  • V a) de l ' immeuble dlargi J~  
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de G (4.~.I6)  s'identifie k l ' immeuble 61argi J ( Z )  • V 1 de Z (avec V 1 = V~ • V a) 
de la mani6re suivante : on choisit un point de A - -  et nous choisissons naturellement 
le point q~ - -  et ~ z . ( x , v ) ,  avec z e Z ( K ) ,  x ~ A  et v e V  1, on f a r  correspondre 
z.(r~(x),p(x - -  ~) + v), off p e s t  la projection orthogonale de V sur V~ et 7: est la 
projection canonique de Z ( K ) . A  sur J ( Z )  (not6e ~ dans I, 7 .6.4) .  Vu 4 . ~ . I 6  (I) 
et (3), on a 

z . ( ~ : ( x ) , p ( x -  cO) + v) = (~:(z.x),p(x - -  r + v + 0z(g)) , 

off 0 zes t  l 'homomorphisme de Z(K) dans VI ddfini par 

( 0 z ( Z ) , C ) = - -  (cooc)(z) pour z e Z ( K )  et c e X ~ : ( z ) |  

Prenons en particulier z e Z(K~) ; alors z operant sur J laisse fixe A~ et y induit 
la translation v~(z) ~V~. Tenant  compte de ce que le sous-espace engendr~ par q)~ 
dans X~(Z) | R e s t  l 'orthogonal du sous-espace V ~ de VI, on voit que la translation ,~(z) 
est donnge par 

(~) <v~(z), b> = -- (to o b) (z) 

(avec les notations de 4. o. 5, en identifiant 
dit, que l 'on a 

pour b s O~ 

X*(S~) | O et X ~ ( Z )  | Q ) ,  autrement 

(2) ~ ( z u z  -1) = ~?~(u) + (co o b) (z) pour z E Z ( K  ~) et b sO~ .  

D'une mani6re g6n6rale, nous dirons qu 'une valuation + de la donn~e radicielle de G(K~) 
est compatible avec co si elle satisfait ~ (~) (cf. 4 .2 .8) .  On  montre alors exactement comme 

en 4 .2 .9  : 

5 .x .23.  Proposition. - -  Les valuations de la donnge radicielle (Z(K~), (Ub)b~) 
de G(K ~) compatibles avec to sont les valuations r pour r ~ A~. 

5 .  x . ~ t .  - -  Vu I, 9 .2 .14  et 15, il existe une isomdtrie j e t  une seule de l'immeuble J l  
de G(K ~) pour ~ dans l'immeuble ~ de G(K) telle que j (g . x )  = g.j(x) pour tous x ~ J ~  
et g ~ G(K~). On  a j(@) = q0 et la restriction de j ~ l 'appartement A~ est l'inverse 
de l 'application + ~ +~ qui nous a permis d'identifier A~ et A~ (5. I. 2o (ii)). On dit 
que j e s t  l'injection canonique de J~  dans J .  On a dvidemment j ( J ~ ) C  J~  mais on a 
vu au chapitre I que dans la situation gdn~rale du thdor~me I, 9.2.  io, on n 'a  pas 
toujours j ( J~ )  = ~'~ (p. ex. cette 6galit6 peut 6tre inexaete dans la situation dtudide 
en 4.2 lorsque K est une extension ramifi6e de K). Ceci est cependant vrai dans le cas 
de (< descente 5tale )) que nous 6tudions en ce moment  : 

5. x. 25. Thdor~me. - -  L'injection canonique j de l'immeuble J~  de G(K~) clans l'im- 
meuble d r de G(K) est une bijection de J~  sur l'ensemble des points de ~r invariants par Z : 
autrement dit, on a 

J ~  = j (Y~)  = G(K~).A~. 
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Soit x ~ J ~ .  II s'agit de montrer que x e G(K~).A~. Soit F une facette de J ,  
telle que x e F, que F n ~'~ 4= o et que la dimension de F soit la plus grande possible. 
En appliquant 5. I. IO b), ~ parti ,  d 'un tore g.~-d6ploy6 maximal de ~o,  on construit 
un tore K~-d6ploy6 S~ de G, contenu dans un tore K-d6ploy6 maximal S" dffini sur K~, 
tels que F soit contenue dans l 'appartement A" associ6 k S" et que ~ soit un tore 
K~-d6ploy6 maximal aussi bien de ~ "  que de ~o.  

I1 existe g e G(K~) tel que gS~ g-  1C S~ (eonjugaison des tores KLd6ploy6s 
maximaux!).  Q uitte ~ remplaeer x par g.x,  on peut done supposer que S~ C S ~. Les 
appartements A et A" 6tant tous deux associ6s h des tores K-d6ploy6s maximaux conte- 
nant $1 ~, il rfsulte de 5- i .  3 qu'il existe un appartement A' de ~" contenant q~ et SI(K~).x, 
done ~0 et A~' (5 . I . I3 ) .  Mais ceci entratne que ~ ~ A~' d'apr6s 5 . I . 1 4  (iv), &off 
S~(K~).~0CA~ ', et m~me que A~' est l 'enveloppe convexe de S~(K~). 9 puisque 
dim A~' ---- dim S~tS~I/ 1 ~ C ( 5 "  I , 13) est 6gale h la dimension de cette enveloppe convexe. 
Par suite A~'CA~ et x eA~, c.q.f.d. 

5. I .  26. Corollaire. - -  Le groupe de Galois Z a un unique point fixe dans l'immeuble J ( Z )  
du centralisateur Z de S ~. 

En rempla~ant G par Z dans tout ce qui prdc~de, on voit que la restriction de 
la donnfe radicielle (T(K),  (U~(K))a~m.) de Z(K) se descend en une valuation de 

la donn6e radicielle (Z(K~), o) de type o de Z(K~). L' immeuble de cette derni6re d 'une 
part  est r6duit ~ un point, d 'autre part  s'identifie, vu le th6or6me, ~ l'ensemble des 
points fixes de E dans J ( Z ) ,  d'ofl le corollaire. 

Rappelons ndanmoins que pour dfmontrer  ce corollaire (et le suivant), nous 
avons dfi, lorsque ~ est dense, postuler l'existence de points fixes (5-I .  5 k 7). 

5" x .27. Corollaire. - -  Supposons de plus que G est anisotrope sur K ~. 

(i) Le groupe de Galois X aun  unique point fixe dans l'immeuble glargi j 1  de G. 

(ii) Le groupe G(K ~) des points de G rationnels sur K~ est borng pour la bornologie 

naturelle ~(o~). 

On a en effet G = Z, donc Z a u n  unique point fixe dans J ;  mais E a aussi un 
unique point fixe dans V 1 (l'origine), puisque G n'a pas de caract~re rationnel sur K~ 

non trivial. D'ofi (i). 

D'autre part, l 'unique point fixe de Y. dans j 1  est invariant par G(K~). Par suite, 
l 'image de G(K~) dans I s o m J  1 est bornde. Vu 4.2.  I9, ceci signifie que G(K~) est 

born6 pour ~(to). 

Remarque.  - -  En fait, comme l'a montr6 G. Rousseau ([27]), le groupe des points 
rationnels de tout groupe r6ductif anisotrope sur un corps hensflien est born6. Autrement 
dit, l'assertion (ii) ci-dessus reste vraie sans les hypoth6ses suppldmentaires de ce para- 
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graphe et en particulier sans imposer a priori la condition (DE). Une preuve 616mentaire 

de ce r~sultat a ~t6 rEcemment donnEe par G. Prasad ([~3])- 

5-x.~,8. ~ Dgsormais nous identifierons l'immeuble j R  de G(K~) avec l'ensemble or 
des points fixes de Z dans ~r grdce g~ l'injection canonique j .  

Corollaire. - -  Les facettes de ~ sont les intersections avec ~ des facettes de ~r inva- 
riantes par ~ (i.e. rencontrant j R ) .  

Cela r~sulte du th6or6me et de 5. I. 2 I. 
Par contre, s'il est vrai que tout appartement de j R  est l'intersection avec J d 'un 

appartement de A invariant par Y~, la r6ciproque est inexacte. 

5-x .2 9. - -  On peut 6galement consid6rer l ' immeuble 61argi ~r de G(K) et le 

stabilisateur G 1 de J C  j l  dans G(K) opdrant sur .r (4.2.  i6). Le groupe de Galois 2] 
op~re sur j 1  et I ' immeubte 61argi de G ( K  R) (ddfini comme en 4-2 .  i6) s'identifie cano- 

niquement h l 'ensemble J ~  des points fixes de 2] dans ~'1 : il suffit de remarquer que 
J ~  = ,r • V~, off V~ est l 'ensemble des points fixes de X dans V x et s'identifie natu- 

rellement au dual de XKR(G ) | R.  
Notons que le stabilisateur G(K~) a de J ~  consid6r6 comme partie de J ~ ,  est l'inter- 

I co(c0(g)) section G 1 n G(K~). En effet, si g e G(KR) 1 et s i c  e XK(G), on a co(c(g)) = -~ 

o~ c o est la somme des transform6s distincts de c par  2] et off nes t  le nombre de ces trans- 

form6s, d'ofi g e G 1. 
I1 rdsulte immEdiatement de 4 . 2 . I  9 que la bornologie naturelle sur G(K~) 

(resp. G(KR) 1) est ~gale ~ la bornologie image rEciproque de celle de Isom ~r (resp. 

Isom ~r 

5 .  x .  3 o .  - -  Soit f~ une partie born6e non vide de A R. C'est une partie de A inva- 
riante par X. Si co est discr6te ou si, lorsque co est dense, f~ satisfait comme partie de J aux 

conditions de 4 -6 .26  (ce qui ne peut 6tre r6alis6 que si pour tout a e �9 nulle sur S ~ 
il existe k e E ~  tel que A ~ C { x e A ] a ( x - - q ~ )  + k = o } ,  condition qui n'est pas 

toujours satisfaite), on lui a associ6 des O-sch6mas (rio, (fin, ~n  et (fit n. Vu 4 . 6 . 3  o, chacun 
de ces O-sch6mas est invariant par X et provient par changement de base d 'un d)~-schdma 
en groupes lisse, que nous noterons (fi0 ~, etc. Lorsque G est quasi-ddploy6 sur K~, on 
v6rifie sans difficultEs que | (resp. (fi~n) s'identifie canoniquement au schdma not6 (5~ 
(resp. (fin) en 4.6.  Ceci nous permet, sans qu 'une ambiguit6 en r6sulte, de noter plus 

simplement (rio le 0~-sch6ma (rio4, ce que nous ferons d6sormais. Par contre, le schema I~ n 

(resp. (fitn) de 4 .6  s'identifie seulement au sous-sch6ma ouvert de ~n  (resp. (fi~O) 

dont la fibre ferm~e se compose des classes suivant ~ a  (c'est-~t-dire des composantes 

connexes lorsque ~ est c o n n e x e ) q u i  ont un point rationnel sur K~. 

Si co est dense et si X est une partie born~e non vide quelconque de A~ (resp. une 
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facette de A h), on volt comme en 5- I.  9 qu'il  existe ~ > o tel que pour  tout ~-dpaissis- 
s e m e n t f d e  X (resp. de la facette X '  de A contenant  X) avec �9 < 3, les schdmas (5~, etc., 
sont invariants par  Z et proviennent  de (~-schdmas (5~ h, etc. Par passage ~ la limite 

inductive, on volt que les g.-groupes algdbriques ~ ,  etc. (resp. ~o, ,  etc.) sont cano- 
n iquement  munis  d 'une  structure de K.~-groupe alg~brique. Enfin, on  ddfinit de mani~re 
dvidente les groupes Px ~h. 

5 .1 .3 I ,  - -  On voit alors ais~ment, et nous en laisserons le soin au lecteur, que 
la plupart  des r6sultats de 4 .6  << se descendent ~ sur �9 h ou sur K". Citons no tamment  
4 .6 .  IO (en utilisant 5 . I .  I8 et un  raisonnement analogue ~ celui de 5 - I .  I9) , 4 .6 .  I2 
(le systfime de racines relatives du quotient quasi-rfiductif q(5 ~ par  rapport  au tore 

K~-d~ploy~ maximal  image de ~h est l 'ensemble des b E (I)~ telles qu'il existe k ~ r'b~ 
avec X C { x E A I b ( x - - ~ h )  + k = o } ) ,  4 .6 .28 ,  4 . 6 . 2 9  (on remarquera  que le sous- 
groupe U~n op~re transitivement sur l 'ensemble des appartements  contenant  tl  et est 
contenu dans (~o(/~)), 4 . 6 . 3 0  ~ 32" 

5 .x .32 .  Proposition. ~ Soit F une facette de J~ et soit J~(F)  l'dtoile de F dans J~. 

(i) L'application p qui, ~ une facette F ' e  Jh(F) ,  fa i t  correspondre l'image canonique 

de ~o dans ~ est un isomorphisme d'ensembles ordonndes de J~(F)  sur l'ensemble des K~-sous- 
groupes pseudo-paraboliques de ~)o ordonnd par la relation opposde ~ l'inclusion. 

Soit F' e Jh(F) .  

(ii) L'image rdciproque de p(F')(K.~) dans le fixateur connexe I~ ~ de F est le fixateur 
connexe P~, de F', et l'homomorphisme Po,~ ~ p ( F ' )  (~h) est surjectif. 

(iii) Soit Y un sous-groupe de ~,~r176176 le normalisateur de p(F')  clans y~o(~h)  

est l'image canonique de y,~g,((ph), 0~ Y' ---- (YI~ tn N~,~I~,)/I~,, et y,~o,(~h) en est 

l'image rgciproque dans Y ~ ( ( ~ ) .  
(iv) L'applkation F' ~ p ( F ' )  (~h) est un isomorph#me de Jh(F)  sur l'immeuble combi- 

natoire J~  du systkme de Tits de ~ ( K ~ ) .  
(v) Les images rdciproques des appartements de J~  sont les ensembles de facettes de J~(F)  

contenues dans un mgme appartement de j h .  

La d6monstration par  descente ~ partir  de 4 .6 .33 ,  34, 35 et 45 est facile et laiss6e 
au lecteur. On  t iendra compte pour  (ii) et (iv) de ce que l 'application canonique X~ ~) 

dans ~ 0 ( ~ )  est surjective puisque 0~ est hens61ien. 

5. x-33- Proposition. - -  Soit t-I une partie bornde non vide de A~ et soit S~" un tore 
K~-ddployd maximal de G. Supposons que le scMma canonique ~ '  de fibre gdndrique S ~' soit 
contenu dans (5~ (c'est-h-dire que l'injeetion de S~' dans G se prolonge en une immersion fermde 
de ~h' dans (5~), ott f est dgale h f a  lorsque o~ est discrete etest un .-@aississement de tl  lorsque 

est dense. Alors, tl  est contenue dans l'appartement A~' assodd ~ S h'. 
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Les tores ~ et ~ '  sont des sous-tores K~-dEploy~s de ~ et sont isomorphes. 

Par suite, ~ '  est lui aussi un tore K~-ddptoyd maximal de ~ e t e s t  conjuguE de ~ 

par  un ElEment de (~(K~). La lissitE du sous-schEma fermE Transp(~, 6 ' )  de ffi~ ([SGAD], 
Exp. XI,  cor. 5.2) entraine qu'il existe g ~(fi~(d~) tel que S~'-~gS~g -~, d'ofl la 

proposition. 

5. x .34- Remarque.  - -  La m~rne demonstration montre plus gEnEralement que 
s i f  est une fonction quasi-concave sur ~, invariante par  Z, telle que ~ ' C  ~i~, alors 
le schdma (~  est aussi un schema ~ ,  obtenu ~ paxtir de S ~', d 'un tore K-dEployE 

maximal S' dEfini sur K ~ contenant S t', de l 'appartement A' de J associd k S', d 'une 
valuation q~' ~ A' n J ~  et d 'une fonction quas i -concavef '  sur le systEme de racines ~ '  

de G suivant S' invariante par  Z. 

5-x.  35- Lemme. - -  Soit k un corps fini, de cardinal ~ 4, et soit h un groupe rgductif 

dgfini sur k. Soit sun  tore k-ddployg maximal de h. Tout sous-groupe parabolique p de h contenant s(k) 

contient s. 

Comme h est quasi-ddployE sur k, on peut choisir un sous-groupe de Borel b de h, 

dEfini sur k et contenant s. Comme p c~ b est rEsoluble connexe ([4], 4.5)  et contient 
un tore maximal de h ([4], 4.6),  il existe un tore maximal t de h tel que s(k) C t C p  n b 

([4], I I .2 ) .  I1 suffit alors de montrer que le centralisateur z de s(k) dans b e s t  rEduit 
t : comme s C z, cela entratnera s C t Cp. Or, zes t  connexe ([4], i i .  2) et, puisqu'il 

contient t, est engendrE par t et les sous-groupes radiciels u a pour a dEcrivant l 'ensemble 
des racines positives de h suivant t nulles sur s(k) ([4], 3-4). I1 suffit donc de prouver 
qu 'une racine a de h suivant t n e  s'annule pas sur s(k).  Or, ou bien la restriction als, 

de a ~ s est un ElEment primitif de X*(s) et a(s(k)) = k • ~e { i } des que Card k ~ 3, ou 
bien il existe un ElEment a' primit ifdans X*(s) tel que a s ----- 2a' et a(s(k)) -~ (k• 2 ~e { I} 
des que Card k ~ 4, d'ofl le lemme. 

Remarquons que si le syst~me de racines de h suivant s n 'a pas de composante 
de type C. ou BC,, alors toute racine est primitive et l 'on peut remplacer 4 par  3 dans 

l'6noncd du lemme. 

5-x.  36. - -  Dans ce numEro exclusivement, nous abandonnons les conventions en vigueur et 

nous reprenons les notations de I, w 7. En particulier, or dEsigne l ' immeuble d 'un groupe G 

dote d 'une donnEe radicielle valuEe quelconque, J e s t  son complEtE, A l 'appartement 

standard de J ,  etc. 

Proposition. - -  Soient x ~ 7 ,  z ~ A, C une chambre de A contenant z dans son adMrence 

et p la rgtraction de ~ sur A de centre C (I, 7 .5 .7) .  Posons y = O(x) et soit A l'adhdrence de 

la rlunion des ckambres vectorielles D telles que z ~ y q- D. Alors, il existe une suite (zp)p>=l 
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de points du segment [zy], convergeant de manikre monotone vers y ,  avec z 1 = z, et une suite (uv)p> 1 
d'glgments de U,+A telles que 

(I) uv+ e up 

et 

(2) 

pour tout p ~= I, 

u.y. 

C'est une variante de la premiere assertion de I, 7 .5-2 ;  comme 1~, il existe une 
r~ciproque dont nous laissons la formulation et la ddmonstration au lecteur. 

Posons B = P c .  On  a 

(3) B = (B n U~+~). (B c~ Py). 

En effet, soient �9 l'ensemble des racines qui prennent des valeurs strictement positives 

sur y -- z et ~'i un syst~me de racines positives dans le syst~me des racines s'annulant 

sur y --  z. Ainsi, �9 + = ~F I u (--  ~F) est un syst6me de racines positives dans O. 

Comme d'habitude, notons U~v, etc. le produit des U~ pour a ~ W, etc. Vu I, 6 .4 .9 ,  

o n  a 

B = (B t~ U,r). (B t~ U-,r1).  (B n U , , ) . H ,  

d'ofi (S), puisque B n U , rCUz+  A et (B n U_,r l ) . (B n Ur247 
Soit (xp)v> 1 une suite de points de J tendant vers x. Posons 2p = p(xp) et soient 

g v e B  et u v e B  (~U~+A tels que x p = g p . / p  et gpeup.  P~. Pour t o u t p ,  on a 

d(xp, up.y) = d(xp, gp.y) = d(yp ,y) ,  

off, rappelons-le, d repr6sente la distance. On  voit doric que les uv.y tendent vers x 
et, quitte ~ remplacer la suite (xp) par  une suite extraite de (uv.y), nous pouvons 
supposer que xp = up.y pour tout p, d'ofl (2), et que la suite (d(x, xp)) est ddcroissante. 

Choisissons arbitrairement une chambre vectorielle D contenue dans A et un vecteur 
v e D. On montre alors, exactement comme dans I, 7 .5 .2 ,  qu'il existe une suite 

ddcroissante (Xp)p>_x de nombres rdels tendant vers zdro telle que u;luq ~ Uy+xpv+D 
pour q > p .  Commel 'enveloppe convexe de {y + ;~vv} u (z + A) contient y + kpv + A, 

o n  a 

u ; luq  c Uy+xpv+D f'~ U z + A C  Uy+~ov+A. 

Mais alors, si l 'on ddfinit le point % de [zy] par la relation 

[zz ] = n ( y  + zp + 

d~s que p _>-- e et que l'intersection du second membre n'est pas vide, et par zp ----- z 
dans les autres cas, on volt que la condition (x) de l'~noncd est satisfaite. 

Corollaire. - -  Soient x e ~ et z e J .  Tous les points du segment gdoddsique [xz], 

sauf peut-gtre x lui.mgme, appartiennent ~ l'immeuble J .  
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On peut supposer z e A et reprendre les notations de la proposition, et l 'on a alors 

[zx[= 0 
~0_>1 

5. x. 37. Proposition. - -  Supposons Card K~ => 4. L'appartement A s est alors l'ensemble 

des points fixes de ~(~)S) dans le compldtg J~ de l'immeuble J~,  et afor t ior i  dans J~. 

Soit x e J ~  fixe par  ~(~)~). Supposons x r A s et soit z e A~. I1 existe z' ~ [zx[ 
tel que [zx] c~A = [zz']. Quitte k remplacer z par  z', on peut done supposer 
]zx[ ~ A  = e. Vu le corollaire pr&~dent, on a [ z x [ C J  s et il existe une facette F'  

de J e t  une seule rencontrant ]zx[ et dont l 'adh6rence contient z et done la facette F 

de A eontenant z. Alors, F', comme tous les  points de [zx], est invariante par N e t  

par  ~(g?~). Le KS-sous-groupe pseudo-parabolique p(F') de ~o est normalisd par ~S(K~), 

donc contient ~ ( K S ) .  Mais alors p(F')  contient ~ : si ~S est infini, cela r&ulte de 

ce que ~ ( K ~ )  est dense dans le tore d~ploy~ ~ et si K~ est fini, alors K~ est parfait 

et il suffit d 'appliquer le lemme 5 .1 .35  apr~s passage au quotient par le radical uni- 

potent de ~o.  Par suite, l ' image de p(F') dans l ' immeuble combinatoire J v  de ~ ( K S )  

est contenue dans l 'appartement associ6 ~ ~ et F' n ~S est contenu dans A ~ (5. i .  32 (v)). 

D'ofl une contradiction, puisque F' ~ ]zx[ 4: ~ et A ~ r~ ]zx[ = ~. 

5. x.38" Corollaire. - -  Reprenons les notations de 5. i .33, mais supposons seulement 
que ~'(0~)C(5~(O~). Supposons de plus CardK~ =>4. Alors ~ est contenue dans l'appar- 

tement de .~s associd ~ S~'. 
En effet, les points de ~ sont fixes par  ~'((9~). 

5. z. 39- Corollaire. - -  Si Card K~ => 4, et si ~ est close, alors ~ est l'ensemble des 

points fixes de poS dam J~.  
Cela r~sulte de 4 .6-29  et 5 .1 .37  lorsque co est discr&e. Si ca est dense, on utilise 

5. I .38 et l 'on raisonne comme en 4 .6 .29  en utilisant 4 . 6 . 4 ~  (i). 

5. x. 4 o. Proposition. - -  Soit ~ un OLschdma en groupes lisse de fibre ggngrique G. Pour 
que la fibre ferm~e de ~ soit rdductive, il faut et il suffit que G soit ddployg sur K et qu'il existe un 
point x ~ J~ spdcial en tant que point de J ,  tel que ~ ~ (5 ~ 

De 4 .6 .31 ,  on d~duit imm6diatement que la condition est suffisante et que, si 
est rdductive, G est d6ploy6 sur K et il existe un point sp&ial x e J tel que -~o soit 
O-isomorphe ~ (5~. Mais ~(0)  est invariant par N et x est le seul point fixe de (5~ 
dans J (4.6. ~9). Par  suite, x est invariant par  N, x ~ J ~  et .~ est O~-isomorphe ~ (5 ~ 

(I .2.4). 

5" x .4 L - -  L ' immeuble J ~  de G sur K~ ~ d6pend fonctoriellement ~) de K~. De 

mani&e pr&ise, soit K'~ une extension de K~, munie d 'une valuation c~' prolongeant co; 

863 
21 



~6~ F .  B R U H A T  E T  J .  T I T S  

supposons K '~ hens6lien et soit K'  un hens61is6 strict de K '~, qu'on peut supposer conte- 
nant K;  supposons enfin que la plus petite extension K '  de K'  d6ployant G soit une 
extension admissible de K'  (ce qui est toujours vrai si co' est discrkte ( i .  6. I)). Consid6rons 
l'isomdtrie canonique j de l ' immeuble de G sur K dans l ' immeuble J '  de G sur K'  
(4.2.24).  Par transport de structure, le groupe de Galois X ' =  Gal(K'/K'~) op~re 
sur J ' ,  et op~re sur J via l 'homomorphisme de restriction Gal(K'/K'~) --~ Gal(K/K~), 
et ces lois d'op6ration sont compatibles avec j .  I I e n  rdsulte que les points de j ( J~ )  sont 
fixes par Z', ce qui entraine imm6diatement que la condition (DE) de 5. I. 5 est satisfaite 
pour G consid6r6 comme groupe algfbrique sur K'. On peut donc considdrer l'im- 
meuble J '~  de G sur K '~, qui n'est autre que l'ensemble des points fixes de 23' dans J '  
(5-I .25), et la restriction de j ~ or est une isom6trie, dite canonique, de or dans J'~,  
compatible avec les lois d'op6ration de G(K~). 

Remarquons que q~' =j(q0) est une valuation de la donn6e radicielle de G(K') 
associde au plus grand sous-tore K'-d6ploy6 S" de T (4. ~-24) et que q~' se descend 
~t G(K) suivant % donc ~t G ( K  ~) suivant q0~. D'autre part, q~' est invariante par 23', 
donc se descend ~t G(K'~) suivant une valuation q0'~ (5-I .~o et 5- i  .25). De I, 9 - i .  i~ b), 
on ddduit que q0'~ se descend ~ G(K~) suivant q0~, ce qui permet d'appliquer les r6sultats 

de I, w 9. 
Lorsque K'~ est une extension dtale de K ~, on a K '  = K et l'isom6trie canonique 

de or dans J '~  est simplement l'injection canonique de l'ensemble des points de J 
invariants par Gal (K/K ~) dans l'ensemble des points de or invariants par Gal(K/K'~).  
Si de plus K '~ est une extension galoisienne de K~, alors 0r est l 'ensemble des points 
de J '~  invariants par GaI(K'~/K~). 

5.2. Sous-groupes parahoriques. 

Dgsormais, nous supposons que la valuation o~ de K est discrete. On conserve de plus 
les hypotheses et notations pr6cddentes. En r~gle gdn6ra!e, les objets attach6s ~ la 
valuation ~0~ de G ~ = G(K~) seront d6sign6s par la lettre qui leur est attribu6e par 
les conventions du chapitre I e t  des paragraphes prdcddents, affect~e de l'exposant ~, 
qu'on se permettra parfois d'omettre. Par exemple, N ~ est le stabilisateur de A~ dans G~, 
c'est-k-dire le groupe des points rationnels sur K~ du normalisateur de S~ dans G, 
H~ est le fixateur de A~ dans G ~, c'est-~-dire le sous-groupe form6 des z e Z(K~) tels 
que v~(z) = o, etc. 

5" 2. x. J Le schdma 3 .  Nous avons d6j~ remarqu6 que le centralisateur Z de S ~ 
satisfait ~ toutes les conditions mises sur G, et qu 'on peut donc lui appliquer tout ce 
qui pr6cSde. De plus, nous avons vu que le groupe de Galois Z a u n  unique point fixe x 
dans l ' immeuble J ( Z )  (5.1.26). Appliquant alors k Z et k ~ = {x} les r6sultats de 

5-1.3o, on trouve un 0Lschdma en groupes lisse 3{.,) de fibre g6ndrique Z, que nous 
qualifierons de canonique et que nous noterons plus simplement 3 .  
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D'autre  part, ddsignons par Z 1, comme en 4 .2 .16 ,  l 'ensemble des z E Z(K) tels 

que o(Z(z)) ----o pour  tout Z ~X~(Z) .  D'apr6s 4 . 6 . 2 8  (i), on a 

3(r = { z  ~ Z~ I z . x  = x } .  

Mais, Z ~ n Z ( K ~ )  est l 'ensemble des z ~Z(K~) tels que ~o(X(z)) = o pour tout 
~ X ~ ( Z )  et X ~ ( Z ) |  s'identifie ~ la somme directe de 

x;~(G) | 0.. = X;:(CG) | O.. 

et du sous-espace vectoriel engendrd par ~ dans X*(S~)| Q,. Par ailleurs, Z(K~) 
laisse fixe l 'unique point x ~ , f ( Z )  invariant par Z. On en d~duit, vu 5. I . ~  (Q, que 

3 ( r  = { z  ~ Z(Kb n G~I ~(z) = o}. 

Si le centre connexe de G est K~-anisotrope, par exemple si G est semi-simple, alors 

G ~C G ~ et 

3( r  = (z ~ Z(K~) I ,~(z) = o} ---- H~. 

5 . 2 . 2 .  - -  Les schdmas Z[b, tk, t). Soit b Er et soit k , f  e R  avec t < 2k. Posons, 
comme en 5 .1 .16 ,  C b = { a e @ [ a  ~ - 3  ou 23}. La fonction g : r  ddfinie par 
g(a) ~ k si a ~ = b et g(a) = t  si a~ = 23 est concave. On peut donc, d'apr6s 4 .6 .2 ,  
considdrer le schdma en groupes lig, ob, que nous noterons aussi llb,(k,t ) (ou simplement 

lib, k lorsque b e s t  non multipliable). Comme l 'application produit 

II  ] /a (k t) • II lia t -+ lIb,(k, t) 
a (~ ffjb, a~ = b ' , a ~ ffJbd , a~ = 2b ' 

est un isomorphisme de schdmas (4 .2 .6) ,  on a, avec les notations de 5. I. 16 : 

tL, i~,t)(r = u~,~.u2~,t, 

relation qul caractdrise lib,(7,.t) parmi les schdmas lisses de fibre gdndrique U b. De 

plus, il est clair que lib,(k,t) est invariant par X (5. I. I5) , donc provient d 'un 0~-schdma 
en groupes lisse encore notd ll[b, (k, t). On vdrifie aisdment (en raisonnant comme en 5. I. 19) 

que 

l i b , ( k , t ) ( O  ~) U ~ O ~ ~ -  b,k " 2b, t " 

Le schdma en groupes lI2b, t s'identifie ~ un sous-schdma cn groupes ferm6 distingu5 

de lib,(~,t) et l 'on ddduit facilement de 5 . I . I 8  que les schdmas lIb,(k,t), li2b, t ,  et 
lib,(k.t)/lI~b,t sont des schdmas associds ~ des 0Lmodules libres de type fini. 

5-~'.3. - -  Plus gdndralement, soit ~" une pattie positivement close de (I)~ et soit 

g : ~ F - ~  R une fonction concave. Considdrons l 'ensemble ~F # des a ~ (I) telles que 
a~ e ~F et la fonction concave g# sur ~ ;  ddfinie par g~(a) = g(a~). De 4 . 6 . 2  on ddduit 
un sch6ma en groupes lisse ~g#,~.#, qui est invariant par  Y. (5. I. 15 ( I ) )  e t  provient 

donc d 'un  #Lsch6ma en groupes lisse que nous noterons ~g,v. L'application produit 

l ' I  lib,(g(b),g(2b)) " ~  ~g," t"  
b E '~'Fn d 
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est un isomorphisme de O~-sch6mas. Si l 'on s'est donn6 un syst~me de racines positives @~+ 

dans ~ ,  et une fonction concave g sur (I) ~, on pose 1[~ = 1.[g,r Lorsque g = f n ,  
off f / e s t  une partie born6e non vide de A ~, on pose L~n ~ = 1I~, etc. : ce sont des sous- 
schemas en groupes ferm6s de (50 et ll[n~(0 ~) = Un i~ (conform~ment ~ nos conven- 

tions, U~ ~ est le sous-groupe engendr6 par  les U~,rn(b ) pour b ~ @~+ (I, 7. i .  i)).  

5 .2 .4-  ~ Soit Y/une partie bornfie non vide de A ~. Comme l 'image de A ~ dans J ( Z )  
est l 'unique point x invariant par Z, on voit ais6ment que l 'adh6rence sch~matique 

de Z dans (5~n s'identifie ~k 3 .  Du th6or~me 2 .2 .3  et de son corollaire 2 .2 .8 ,  r~sulte 
alors que le morphisme produit 

~ X 3 X ~+~ --> ~i~ (resp. l I~ ~ X 3 o X ],.[+1~ ._> (5~) 

est un isomorphisme de O~-schdmas sur un ouvert ~.~ (resp. ~2)  de 6~n (resp. (5~). 

On montre alors comme en 4 . 6 . 6  et 7 que 

( 5 0  = = = ( 5 ~  

= ) = N ~  

6~(r = (5~162 
off ?~n ~ = N ~ c~ 30(r De plus (5~ ~) est le sous-groupe po~ de e~ engendrd par U~n 

et 3 ~  

5 .2 .5 .  Proposition. - -  Si G est simp[ement connexe, alors le #Lschdma en groupes cano- 
nique 3 de fibre gdn#ique Z e s t  connexe, i.e. on a 30 ---= 3 .  

Prenons pour f~ une facette F de A ~. Comme F est une partie d 'une facette de A, 

on a (st = (5 ~ (4.6.3~).  Par suite, l 'ouvert ~ de 5 . ~ . 4  est ~ fibres connexes et 3 

est n6cessairement connexe. 

5 .2 .6 .  Ddfinition. - -  Les sous-groupes parahoriques (resp. les sous-groupes d'Iwahori) 
de G sont les fixateurs connexes darts G(K) (4.6.28)  des facettes (resp. chambres) de l'immeuble J .  

Autrement dit, les sous-groupes parahoriques de G sont les groupes P0 -= (5o(O) 

de points entiers des composantes connexes des scMmas associ6s aux facettes de J .  

Rappelons que l 'application F ~ po est injective (4.6.29) .  

U n  K~.sous-groupe parahorique de G est par d6finition un sous-groupe parahorique 

invariant par le groupe de Galois Z, ou, ce qui est 6quivalent, vu 4 .6 .29 ,  le fixateur 
connexe dans G(K) d 'une facette de 0r invariante par Z ou encore d 'une facette de J ~  

(el. 5. i .28). De 5. i .27 r6sulte alors : 

5 .2 .7 .  Proposition. - -  Si G est anisotrope sur K~, alors G possMe un unique K~-sous - 

groupe parahorique. 
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5 . 2 . 8 .  P r o p o s i t i o n .  - -  Deux K~,sous-groupes parahoriques sont ggaux si et seulement si 
leurs intersections avec G(K ~) sont 3gales. 

Soient F et F' deux facettes de &'~. Supposons que po c~ G(K~) = po, c~ G(K~) 

et montrons que F = F'. Comme F et F' sont contenues dans un mfime appartement 
de J~,  on peut, quitte k conjuguer par un dldment de G(K~), les supposer contenues 
dans A ~. Si alors F' r F, il existe un dldment ueU~F ne fixant pas F' (I, 7 .4 .5) ;  
mais UF~CP ~ c~ G(K~), d'ofa une contradiction. Par suite F = F' et F = F'. 

Cette proposition justifie que l'on appelle parfois, par abus de langage, sous- 
groupes parahoriques de G(K ~) les intersections avec G(K~) des K~-sous-groupes 
parahoriques de G. 

5.'7.9. - -  Si G est simplement connexe, on a vu (4.6.32) que le fixateur connexe 
d 'une facette F de J e s t  ~gal ~ son fixateur ou ~ son stabilisateur dans G(K) et par suite 
est aussi le fixateur ou le stabilisateur de n' importe quel point de F. Les groupes de 
points rationnels sur K~ des K~-sous-groupes parahoriques de G sont done alors les 

fixateurs dans G(K~) des facettes de J~.  

5 .2.  xo. Proposition. - -  Supposons G simplement connexe. Soient C une chambre de A ~, 
B lefixateur de C dans G(K~), S l'ensemble des rgflexionspar rapport aux murs de C dans l'appar- 
tement A ~. 

(i) Le quadruplet (G(K~), B, N ~, S) est un double systkme de Tits (I, 5. I .  I) dont le 
groupe de Weyl est le groupe de Weyl a fine du syst~me de racines affnes de A ~ et dont les sous-groupes 
parahoriques (I, I .5. I) sont les groupes de points rationnels sur K~ des KU-sous,groupes paraho- 
riques de G. 

(ii) Deux K~-sous-groupes parahoriques de G sont conjugugs dans G(K) si et seulement 
si ils sont conjugugs par un dlgment de G(K~) et si et seulement si leurs intersections avec G(K~) 

sont conjuguges dans G(K~). 

Vu I, 6.5, il suffit pour prouver (i) de montrer que v~(N ~) se r6duit au groupe 
de Weyl affine du syst~me de racines affines de A~, ou encore que s i n  ~ N ~ stabilise 
la chambre C, alors v~ (n) = i. Or  ceci est ~vident, puisque comme nous l'avons rappel6 
plus haut, stabilisateur et fixateur de C dans G(K) sont identiques. 

Dfimontrons (ii). D'apr~s 5.2.8,  les deux conditions de (ii) sont fiquivalentes. II 
nous suffit done de montrer que si F et F' sont deux facettes de J~,  si P et P' sont les 
K~-sous-groupes paralaoriques correspondants et si g e G(K) est tel que P' ---= gpg-t ,  
alors P e t  P' sont conjugu6s par un ~l~ment de G(K~). Comme toute facette de ~'~ est 
transformfie par un ~l~ment de G(K ~) d 'une facette contenue dans l 'adh~rence de la 
ehambre C, on peut supposer F, F' C C. Soit F (resp. F', C) la facette de ~" dont l'inter- 

section avec J~  est F (resp. F', C). On a F, F' C C et = g .F.  Or  deux facettes 
contenues dans l 'adh~rence d 'une m~me facette ne peuvent ~tre conjugu~es par un 
616ment de G(K) que si elles sont ~gales (I, 2. x. 6, compte tenu de 4.2.22),  done P = P'. 
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5 . 2 . I I ,  - -  Si  G n'est pas simplement connexe, les deux assertions de 5.2.  IO sont 
en gdndral inexactes. L'assertion ,(i) est d6j~ fausse pour G ---- PGL,;  nous discuterons 
de (ii) plus loin. 

On peut dire que le passage du cas simplement connexe au cas gdndral d 'un groupe 
r6ductif connexe quelconque fait apparaitre des ph6nom~nes analogues k ceux qui 
apparaissent dans l'dtude classique des groupes r6ductifs sur un corps quelconque du 
point de vue des sous-groupes paraboliques et des syst6mes de Tits ~ groupe de Weyl 
fini, lorsque l'on passe du cas des groupes connexes ~ c e h i  des groupes non n~cessairement 

c o n n e x e s .  

Introduisons un sous-groupe de G 0 qui va jouer en quelque sorte le r61e de << compo- 
sante neutre >> de G ~, ~ savoir le sous-groupe G' de G 0 engendr6 par les groupes de 
points rationnels sur K 0 des K~-sous-groupes parahoriques de G. Vu 5.2.4,  c'est aussi 
le sous-groupe engendr~ par 3~ ~) et les U~ pour b ~ (I)~. Si G est simplement connexe, 
5.2.IO (i) entralne que G ' = G  0. Dans le cas gdn~ral, soit ~ 0 : G - + G  un K~-rev~ - 
tement simplement connexe du groupe d6riv6 de G. La restriction de q~ au centrali- 
sateur Z du tore K~-d6ploy6 maximal '~0 = q;l(S~ ) de G se prolonge en un morphisme 

du 0~-schdma canonique 3 de fibre gdn6rique Z dans 3 (car q~(3(~))C 3 (0)  : voir 

4" 2.15) et, comme 3 est connexe (5.2.5),  on a q~(3(0~)) C 3~162 d'ofl q~(G(K~)) C G' 

et G' = 3~ ~) .q~(G(K0)). 

5.2.  x2. Proposition. - -  Soient Cune  chambre de A ~, B' le fixateur de C clans G', S 

l'ensemble des r(lexions par rapport aux tours de C et N '  = N ~ n G'. 

(i) Le quadruplet (G', B', N', S) est un double syst~me de Tits dont le groupe de Weyl 

est le groupe de Weyl asfine du syst~me de racines a fine de A ~ et dont les sous-groupes parahoriques 

sont les groupes de points rationnels sur K ~ des KO-sous-groupes parahoriques de G. 

(ii) L'injection de G' dans G ~ est un homomorphisme B'-N'-adapt6, de type connexe 

(I, 4 . I  .3)- 

Cela rdsulte facilement de I, 6. 5. 

Remarquons que si H est un groupe rdductif non connexe, ddfini sur K ~, de 

composante neutre H ~  - G, l'injection de G' dans H ( K  ~) est encore un homomor- 
phisme B'-N'-adaptd, mais qui n'est plus ndcessairement de type connexe. 

5 .2 .x  3. - -  Donnons un contre-exemple k l'assertion (ii) de 5.2.  lO dans le cas 
non simplement connexe. Soit L une extension quadratique de K 0 contenue dans K 
et prenons pour G le groupe adjoint du groupe ~ l f  4 de la forme hermitienne 
x~_2x2 + x~_lXl + x~x_ 1 + x~x_ 2 sur L 4 (cf. 4 .1 .4) .  Le groupe G est quasi-d~ploy~ 
sur K 0, d~ploy~ sur K, et isomorphe sur K ~ PGL,; l'~chelonnage o a de G K est de type A s 
(4.2.23) et l ' image ~ de G(K) dans le groupe des automorphismes du graphe de 
Dynkin A de 8 est le groupe des permutations circulaires des sommets o, I, 2, 3 : 
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= g6n6rateur de ~ ,  

= g~n6rateur de Gal(L/K~). 

Quant  au groupe de Galois Y~, il op6re sur A via Gal(L/K~) et le g6ndrateur a de 

Gal(L/K ~) op6re par l'6change des sommets I e t  3. Soit alors C une chambre de J 
invariante par E (cf. 4 .2 .3 ) .  Les deux sous-groupes parahoriques de G associ6s aux 

facettes de type {o, 2 } et { i, 3 } de C sont invariants par  Y, et sont conjugu6s par un 
616ment du stabilisateur de C dans G(K) d'image ~. Mais l 'un de ces deux K~-sous - 
groupes parahoriques est maximal et l 'autre ne l'est pas. Ils ne peuvent donc pas ~tre 
conjugu6s par un 616ment de G(K~). 

On peut aussi donner des exemples de deux sous-groupes parahoriques maximaux 
invariants par Y~ conjugu6s dans G(K) et non conjugu6s dans G(K~). 

Cependant, pour rdpondre k une question de Y. A. Nisnevich, donnons un r6sultat 

positif. 

5 .2 .  x 4. Proposition. J Supposons G semi-simple et dgployg sur K et soient x, y deux 
points de J~ qui sont des points sp(ciaux de J .  Si les deux K~-sous-groupes parahoriques maxi- 
maux poet po sont conjugugs par un glgment de G(K),  ils le sont par un glgment de G(K~). 

Notons tout d 'abord que les hypoth6ses fakes reviennent ~t dire que l'on s'est 
donn6 deux 0~-sch6mas en groupes semi-simples (i.e. dont les fibres sont des groupes 
semi-simples) lisses de m6me fibre g6n6rique H.  En effet, comme K est strictement 

hensdlien, le groupe H est ndcessairement d6ploy6 sur K (cf. 4-6.31)  et vdrifie auto- 
matiquement toutes les conditions que nous avons imposdes ~t G; enfin, 5. 1.4 ~ montre 
que ces schemas sont ceux associ6s k deux points de J ~  spdciaux dans J .  

On peut 6videmment supposer que x et y appartiennent k A n. S i p o  et p0 sont 

conjugu6s dans G(K),  la ddcomposition de Bruhat G(K)-----Pv~ ~ (I, 7 .3 .4)  
entralne l'existence d 'un 61dment n e N(K)  tel qu.e y----n.x.  Puisque x est un point 
sp6cial de A, po n N(K) contient un syst6me de reprdsentants du groupe de Weyl 
~W ----- N(K) /T (K)  et l 'on peut prendre n e T(K)  ; ~(n) est alors une translation inva- 
riante par le groupe de Galois Z, puisque son vecteur y -  x l'est. 

Soit ~ une uniformisante de K~, qui est aussi une uniformisante de K, et soit T,, 

le sous-groupe de T form6 des t E T(K)  tels que x(t) soit une puissance de zc pour tout 

X e X*(T). Comme T est ddploy6 sur K, on a T(K)  = T,~.Tb(K ) (cf. 4 . 4 . 1 ) ;  comme 
G est semi-simple, le noyau de la restriction de ,~ ~ T(K)  est 6gal ~ Tb(K ) et v dffinit 

un isomorphisme de T ,  sur ,~(T(K)); enfin, T ,  est invariant par E et ves t  compatible 
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avec les actions de E. Par suite, il existe un 61dment t e T .  n T ( K  ~) et un seul tel que 
v(t)-----,~(n). On  a alors y = t . x  et p o = t ~ t  -1, c.q.f.d. 

5 .2 .x5 .  Remarque.  - -  La proposition prdc6dente devient inexacte si l 'on ne 
suppose plus que G est semi.simple. Un contre-exemple est fourni par le groupe U2 d'une 

forme hermitienne isotrope ~t deux variables relative h une extension quadratique 6tale 

du corps de base K~. 
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Dans cette Annexe, K ddsigne un corps (6ventuellement fini) et G u n  groupe 

rdductif connexe, d6fini et quasi-d6ploy6 sur K. On reprend les notations de I.  1 et 4.1.  
On  choisit un syst6me coh6rent d'6pinglages (xa)ae r des Ua, d6duit d 'un  syst6me de 
Chevalley-Steinberg donn6 (4.1.16) et l'on note V~ le K-groupe alg6brique source de x~. 

A.x .  - -  Soient a, b e O avec b 4 = -  a, et choisissons un ordre total sur 

(a + b) n O  (1). D'apr~s 1.1.8, il existe une famille (Y~,b),e(~+b)c~| et une seule de 
morphismes de K-varidtds 

~,b: V~ • Vb ~ V0 

telle que le morphisme commutateur  y~,~ soit le compos6 

U a X U b (za' ~b)-I YIY c, b prod 
> Va•  > H V~ >G. 

e~(a+b)~O 

Le but  de cette Annexe est de donner des formules presque enti6rement explicites pour 
les 7~.b" Disons tout de suite qu'il n 'y a l~t rien de vraiment nouveau : les rdsultats qui 
suivent sont au moins implicitement contenus dans [14] et [3I], mais n'ont jamais 6t6, 

notre connaissancc, compl6tement explicit6s et il n'dtait peut-6tre pas inutile que 
ces formules soient effectivement dcrites quelque part. Cependant, nous laisserons au 
lecteur le soin de faire les calculs qui permettent de les 6tablir ~ partir de [14] et [31] 

(voir aussi I, w IO, [35] et [41]). 

A.2 .  - -  I1 est clair qu'il suffit d'6tudier le cas off G est simplement connexe et 
K-simple, done de la forme IIL/K G', Off L est une extension s6parable de degr6 fini 
de K et off G' est un groupe alg6brique ddfini sur L, simplement connexe, absolument 
simple et quasi-ddploy6 sur L. Les syst6mes de racines de G et de G' s'identifient natu- 

rellement et les y~, b sont les IIL/K des morphismes analogues pour G'. Par suite, il suffit 
de consid~rer le cas off G est absolument simple, ce que nous supposons d6sormais. 

A. 3. - -  I1 rdsulte alors de 4. i .  i6 que, pour a e O, la source V~ de l'6pinglage x~ 

est de l 'un des trois types suivants : 

(I) La droite ~K; 
(II) Le groupe algdbrique YIL/K~L, Off Les t  une extension quadratique ou cubique 

s~parable de K;  
(III)  Le groupe algdbrique H(L,  K), off L e s t  une extension quadratique sdpa, 

rabIe de K (4 .1 .9) .  

(x) En  r6alit6, les U ,  pour  r ~ (a + b) c'~ o c o m m u t e n t  entre eux,  et Ie choix de cet ordre est sans consdquence,  
s au l  dans  le cas oh { a, b } est une  base d ' u n  sous-syst6me de racines de type G 2 de  ~. 
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De plus, les corps L qui  interviennent  pour  les diff6rents a ~ �9 de type (II) 

ou (III)  sont tous 6gaux, ~ condit ion,  lorsque G est de type  ~D~, de choisir convena-  
b lement  le syst6me coh6rent d'dpinglages, ce que  nous supposons fait. 

A.  4. - -  Darts le cas off G est ddptoy6, tes "(~,b sont donn6s par  les formules de  

Chevalley ([ i4]  ; el. 3 . 2 . 3 ) ,  sur lesquelles repose f inalement tout  ce qui  suit. Mais  on 
sait que  ces formules ne donnent  les ~,~, b qu'au signe prks et qu ' i l  n'existe pas en g6n6ral 
de mani~re naturel le  de d6terminer  ces signes (eft [35]). Dans  le cas non d6ploy6, ~t 
cette incer t i tude des signes s 'ajoute l 'impossibilit6 d ' f l iminer  celle due  au groupe de 

Galois de  L, lorsqu'il  y a des racines de type  (II) ou ( I I I )  avec L quadra t ique  (cf. 4. r .  17). 
C'est pourquo i  nous ne donnerons  les u qu'~t une  ~ similitude )~ pros : deux 

morphismes de V,  • V b dans V~ sont dits semblables (en symbole  : ~ )  s'ils ne diff6rent 
que  par  des op6rations des types suivants effectu6es successivement sur Fun ou plusieurs 

des groupes V : 

- -  passage ~t l ' inverse; 
- -  au tomorphisme ddduit  de l 'unique  K-au tomorph i sme  , non trivial de  L, lorsque 

V est de type  (II) ou ( I I I )  et que  [ L : K ]  -----2. 

Par  exemple,  les op6rations permises sur V dans le cas ( I I I )  sont les suivantes : 

(u, v) ~ ( -  u, - v + u ~ u) ,  

(. ,  ~) ~ (~~ ~~ 

(u, v) ~ ( -  u ~ - v ~ + u ~ u) .  

A. 5. - -  Soit L une extension s6parable de K. Nous  noterons N r  et T r  les mor-  

phismes de K-vari6tds de I-[L/x~bL dans ~K d6finis c o m m e  suit. Pour  toute  K-alg~bre R 

et tout  u ~ IIL/r:~T.(R) = L | R,  on pose 

Nr(u) = Normer~| u ~ R = ~K(R) ,  

Tr(u) ---= TrL| ~ R. 

Si de plus L e s t  une extension cubique de K, il existe un  endomorphisme 0 de 

IIL/K~br, et un seul tel que  Nr(u) = uO(u) pour  toute  K-alg~bre R et tout  u e L | R.  

Enfin, on note �9 le morphisme de (IIL/K~)L) 2 dans I I r~ /~L d6fini par  

u , v = 0 ( u + v ) - 0 ( u ) - 0 ( v )  ( u , v ~ L |  

A . 6 .  - -  Donnons  main tenan t  les u dans les diff6rents cas possibles (en nous 

l imitant  bien stir A ceux off (a + b) c~ ~ # o !). Reprenons  les notat ions et la classi- 

fication de 4. I .  16, avec les simplifications dues ~t l 'hypoth6se G absolument  simple, 
qui  entralne L~ = K et ~ = Gal (g . /K) .  Lorsque �9 est r6duit,  nous identifions 

et �9 par  la bi jection a ~ R~_. a. Enfin pour  a, b ~ * ou ~ ,  on note ab l 'angle de a e t  de b. 
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a) Card  E = I. Aut rement  dit, g, = K et G est ddploy6 sur K.  Alors V a = ~3K 

pour  toute a e(I) et les formules de Chevalley ([i4] , 3 .2 .3 )  disent qu' i l  existe des 

entiers C~, b (6gaux ~t I, 2 ou 3) tels que 

e U 7~,b( , V ) ~  C~,bU~V q pour  c = p a q - q b a O ,  p, qEN*.  

b) Card  E = 2 et ~ est r~duit. Aut rement  dit, G est de type 2Az,_ x (i.e. SU2, ) 

pour  n ~ 2 ,  UD n (i.e. Spini,  non  d6ploy6) pour  n-->4 ou 2E~. Alors, L = g ,  et 

[L : K] = 2. 

Si a b = 9  ~ , ce qui  entratne que a e t  b sont courtes, que c - - - - a W b  est 

longue, que V ~ = V  b = I - l r , ~ L  et que  V ~ = ~ K ,  on a 

V~,b"+b( u, v) ~ Tr(uv). 

Si a b =  I2o ~ , ce qui  entra~ne que c = a q - b  et que V , = V  b = V  c e s t  

6gal ~ ~3K (resp. IILm~L) lorsque a, b, et c sont longues (resp. courtes), on  a 

fa a+bt"  V) ~ UP. , b \~ ,  

Si ab = I35 ~ et si a est courte et b longue, on a V,  = l'IL~3r~ et V b = ~3K; 
de plus, ou bien c = a - - k b ,  c est courte et V,=l-Ir,/K~br,,  ou bien c = 2 a W b ,  

c e s t  longue et V , = ~ b K .  On  a 

,~oo+b~. V) UV, 

v) ~ N r ( u ) .  b k 

c) Card  Z = 2 et �9 n'estpas rgduit : au t rement  dit, G est de type 2A2n (i.e. SU2,+1) 

avec n ~ I .  Alors, L = K  et [ L : K ]  = 2 .  

Si ab ----- 9 ~ et si a e t  b sont non  pluriels, alors ces t  pluriel et contient  les deux 
I 

racines a W b  et - ( a W b ) .  On  a V , = V  b=IIr .m~br , ,  V ~ = H ( L , K )  et 
2 

r U - -  U V ) ' .  Va, b( , U) N (0 ,  ()~ 

Si ab = 9 ~ et si a e t  b sont pluriels, alors cest  non  pluriel et contient  la seule 

racine a + b .  O n  a V ~ = V  b = H ( L , K ) ,  V ,=I ILm~3I~  et 

r g 
, V), V')) ~ 

S i a b =  I2o ~ a lo r sa ,  b e t c s o n t n o n p l u r i e l s ,  c = a q - b ,  

r 2/ V~ = V b = V,  = IIi~m~3i~ et 7~,b( , V) ~ UV. 

- - S i  ab = I35 ~ et si a est non pluriel, alors b e s t  pluriel, V~ = I/Lm~br,, 

V b = H ( L ,  K) et ou bien a'~ = 45 ~ c e s t  pluriel, cont ient  les deux racines a -1- b 

et 2 a + 2 b ,  V , = I - I ( L , K )  et 

C C / I ~ r  ~(a,b(ff, (U' ,  Or)) ~ Vb, a~ ~ , 1)'), U) ~ (UU', UUef Ota), 
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ou bien ac" = 9 oo, ces t  non  pluriel  et cont ient  la seule racine  a + 23, V c ----- IIL/K~ L et 

e U e t Va, b( , ( ut ,  ~/) ) N •b,a( (U , 7Jr), U) N Ul/o 

d) et e) Card  Z = 3 ou 6. A u t r e m e n t  dit,  G est une  forme triali taire de D~. Alors, 

L e s t  une  extension cubique  de K et l 'on peut  choisir le systbme cohdrent  d 'dpinglages 

de telle sorte que  : 

Si ab = 60 ~ alors c = a + b, V~ = V b = IIL/K ~3I~, Vc = ~)K et 

e U %,b( , v) ~ Tr(uv) ;  

S i a b  = 12o ~ et si a et b sont courtes,  alors V a = V  b=I IL /K~3  L et 

U * V  

7~,t(u, v) ~ Tr(O(u)v) 

Tr(u0(v)) 

- - S i  ab = z2o o et si a et 

V a = V  b = V ~ = ~ K  et l 'on  a 

"r~ ~+b'" v) uv; , b I I~, '~ 

- -  Si 

lorsque c = a + b, 

lorsque c = 2a + b, 

lorsque c = 2b + a, 

b sont longues, alors 

d'ofl V c = I-IL/K~)L, 

d'ofl V~ = ~)K, 
d'ofi V~ ----- ~)K; 

c = a - { - b  est longue, 

ab = i5oo et si a est courte ,  &off V~ 

c /2 c V Ya, b( ,V)  et Vb, a ( , u ) ' ~  

= I I L / K ~  L e t  V b = ~ K ,  on  a :  

uv s i c  = a -{- b, d 'ofl  V~ = IIL/K ~3L, 

O(U)V si C = 2a + b, d 'ofl  V~ = IIL/K ~L,  

Nr(u)v s i c  = 3 a + b, d 'ofi  V~ = ~K, 

C .Nr (u )v  ~ s i c  = 3a -/- 2b, d 'ofi  V~ = ~K, 

off C est un  ent ier  dgal k I ou 9 suivant  l 'o rdre  total  choisi sur (a + b) n �9 (et qui  
e v /) n'est  pas le m~me pou r  y;,b(U, V) et Yb,a(, u)). 

Remarque. - -  Sous la forme off ils ont  6t6 6nonc~s, les r~sultats de cet Appendice  

sont valables que  l 'on  pose ( x , y )  = x y x - l  y -1 ,  c o m m e  dans I, ou ( x , y )  = x - l  y -1  xy, 

comme dans [NB] A, chap.  I. 
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E r r a t a  et  A d d e n d a  a u  c h a p l t r e  I 

E.x .  - -  P. 29, dans le << Tableau des dchelonnages irrEductibles >~, ajouter en 
huiti~me position l'Echelonnage 

• 
B-BC~ 2 B2 BC2 o=~=o=<----o 

$ $ 

E.2.  - -  P. I36, n ~ 6 .4 .8  , il est prEfErable de renforcer 1Eg~rement la definition 
des fonctions quasi-concaves en exigeant qu'elles satisfassent en plus de (QC i) et (QC 2) 
k la condition 

(QCo)  Pour toute a e O  telle que 2a eO,  on a f (2a)_--<infP,~c~[2f(a) ,+oo[ .  

I1 est clair qu 'une fonction concave satisfait ~ (QC o), de m~me que toute fonction fn  
associEe ~ une partie d 'appartement  (I, 7. i .  I). Remarquons aussi que (QC o) entraine 
que le groupe dErivE de U,,/(~) est contenu dans U~,/(~/. Bien entendu, tousles rEsultats 
ddmontrEs dans I pour les fonctions quasi-concaves restent afortiori valables avec la 
nouvelle definition. 

En fair, cette modification ne change pas grand-chose. Soit en effet f :  ( I ) -+R;  
posons g(a) = f ( a )  pour a ~ O, a/2 r �9 et g(2a) = inf(f(2a),  2f(a)) pour a, 2a ~ O. 
I1 est clair que (avec la notation de I, 6 .4 .9)  

( I ) X a  = Ua,/(a) U2a,/(2a) = Ua, g(a) U2a, g(2a) 

pour toute a e �9 tea (par contre, on peut avoir U~,g(~) 4: U2a,/(2a) pour 2a ~ �9 --  Orea). 

I1 en rEsulte que les groupes U/et  Ug sont dgaux, donc aussi leurs intersections U/,~ et Ug, a 
avec U s pour a E O. Montrons que si f satisfait ~ (QC i) et (QC 2), alors g satisfait a 
(QC o), ( Q c  i) et ( Q c  2). C'est Evident pour (QC o). Montrons que g satisfait ~ (QC I) : 
c'est immddiat d'aprEs (i) si a e qb red. Si a, 2a e O, posons 

h+ = inf{k E r •  ~l k => g(-4- 2a)} e 

(of. I, 6.4.  io), de sorte que U•177 I = U• On montre comme en I, 6.4.11 

que h+ + h _ - > o ,  que h+ + h _ > o  entralne N~ ~ ICH e t q u e  h + + h _ = o  entralne 
h• eF•  et v(N~ ~1) = { I ,  r2~,h§ De I, 6 .3 .2  , 6.3.  3 et 6.3.  4 rEsulte alors que 

1" T "Kr 2a) U-~,r est un groupe, c.q.f.d. 
Montrons enfin que g satisfait ~ (QC 2). Comme U~,o(~)DU~,r(.) pour tout 

a ~ (I), avec Egalitd sauf peut-fitre si a ~ �9 --  (I) r~ on volt aussitEt que le seul cas 
examiner est celui du commutateur  Y = (U2~,g(~), Ub, g(b)) avec a, 2a, b ~ (I), lequel 
est nul sauf si { a, b } forme une base d 'un sous-systEme de type BC 2 de (I), compose des 
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racines a, 2a, 2a + b, a + b, 2(a + b), be t  de leurs opposdes. Soient V 1 le sous-groupe 

engendrd par U a + b et U~ + b, V2 celui engendr6 par U2I ~ + bl et U~ + b et X celui engendr6 

par X~+ b et Xz,+b. Comme U2/~+bl et U~+b sont centraux dans V1, l'application produit 

est une bijection de U,+ b • U2~+b sur V1 (resp. de U2(~+bl • U~+b sur V2, resp. de 
Xo+ b • X2,+b sur X). Or, Y est contenu dans V~ d'apr~s (DR 2) et dans X puisque f 

satisfait ~ (OC 2) et l'injectivit6 de l 'application produit U,+ b • U~,,+~ --.'-V~ entraine 

que V2 ~ X = (U2I~+bl ~ X~+b).(Uz,+b ~ X~+b), ce qui ach6ve la ddmonstration 

puisque U2( ~ + b) n X~ + b = U2(~ + ~), ~/~(~ + b)l et Uz, + b ~ X2~ + b = X~ + b = Uz, + b, ~(~ + b)" 

E . 3 .  - -  P. 136, ligne 9, lire - quasi-concave h valeurs dans c0(K • - au lieu de 

~ quasi-concave , .  

E .4 .  - -  P. I36, ajouter ~ la fin du nO 6 .4 .8  : 

Plus g6n6ralement, si toutes les racines de �9 sont de m6me longueur, il r6sulte 

facilement de 6. I .  8 (6) et 6 .2 .7  que toute fonction quasi-concave f telle que f(a) ~ r~ 
pour tout a ~ �9 est n6cessairement concave. Si (I) est de type A,,  on peut m6me montrer 

que f e s t  de la fo rmefn  , off ~ est une pattie born6e non vide de A. 

"][7.5" - -  P" 13 6, n ~ 6.4-9, la proposition 6.4" 9 et sa ddmonstration ne sont exactes 
que si l 'on suppose f  quasi-concave au sens renforc6 de l 'erratum E.2 ci-dessus. Si l 'on 

garde l 'ancienne ddfinition de la quasi-concavit6, il faut remplacer �9 par ~rea dans 

l'6noncd de 6 .4 .9  (i). 

E .6 .  - -  P. I43 , ligne 6 de 6.4.24,  lire (6.4.23) au lieu de (6.4.22). 

E.  7 . - P .  178 , ligne I de 7 .4 .27,1ire  v ~ D  a u l i e u d e  v e b .  

E . 8 .  - -  P. 179, ligne 9 du bas, lire h = I/3 au lieu de h = I/2. P. 1 8 0 ,  lignes I 
et 4, lire kr[(I + c r ( i - - k ) )  au lieu d e k r  et c = r =  I a u l i e u  de r =  I. 

E.  9 .  ~ Des lecteurs nous ont fait remarquer que le cas du groupe symplectique 

sur un corps K de caract6ristique 2 semble ne pas ~tre couvert par le w Io, Valuations 

des groupes classiques : si l 'on adhere strictement aux conventions du w io, on a dans 
ce cas a = id, ~ = I, d'ofl K~,, = { o } ,  et s i r  est une forme altern6e non d6g6n6r6e 

de rang 2r sur l'espace vectoriel X et q : X  ~ K / K o , . - - - - K  une forme pseudo- 

quadratique telle que q(x + y )  = q(x) + q(y) + f ( x , y ) ,  le groupe des isometrics du 

couple ( f ,  q), qui est celui consid6rd dans tout le w IO, est le groupe orthogonal de q 

et non le groupe symplectique de f .  
Cependant, il serait facile de voir que les r6sultats du w I o restent valables pour 

le groupe symplectique de f ~ condition de prendre X 0 = { o }, q = o, de remplacer 

partout K, , .  par K et de d6signer par Z l'ensemble des couples (o, k) pour k ~ K. 

L'ensemble �9 des racines est, avec les notations de Io. 1.2, l'ensemble {2ao aij}, de 

type (C). 
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En r6alit6, le cas du groupe symplectique sur un  corps K de caract6ristique 2 

est bel et bien trait6 dans notre w io, mais de mani6re indirecte. On  salt en effet (voir 

J .  Dieudonn6, Sur les groupes dassiques, Paris, H e r m a n n ,  1948, P. 54) que le groupe Sp2,(K) 

est isomorphe au groupe or thogonal  d 'une  forme quadra t ique  (usuelle) dffective : si 
(e~)l_<~:~_< , est une  base symplect ique de K 2' et (xj)~e ~ une base de K sur K 2, il suffit 

de considdrer l 'espace vectoriel X somme directe de X 1 = K ~" et de X 0 = K (JI et 

de poser 

l < _ i ~ r  j ~ J  

(off ( f j ) ~ j  est la base canonique de K(J)). Tou t  ~l~ment u e O(q) a pour  restriction 

X 0 l ' identit6 (loc. cit., p. 53) et d~finit par  passage au quot ient  un  automorphisme 
de X 1 ---X/X0, et l 'applicat ion u ~ g  est un  isomorphisme de O(q) sur Sp2~(K ) 

(loc. cit., p. 54). 

O n  peut  faire des remarques  anaIogues pour  les autres formes du  groupe symplec- 

tique. Soit K un  corps de caractdristiqne 2, muni  d 'une  involution ~. On  a Ko, ~ = Tr  K.  

S o i t f  une forme a-sesquilin6aire non  d~g6n6r6e tracique sur un  espace vectoriel X sur K.  

O n  peut  toujours choisir une forme pseudo-quadra t ique  q : X - +  K / T r  K qui  soit 

associ6e ~ f : il suffit de choisir une base (ei) de X et des aq e K  tels que 

aq + a~ =f(e~, e~) pour  tous i, j ,  et de poser 

q(Y,e~ ~) -= ~ aq ~ + Tr  K.  

Si la restriction de a au centre C de K n'est pas l ' identit6, il est une mani6re cano- 

nique de faire ce choix : dans  ce cas, il existe en effet un  616ment X e C tel que k + X" = I 

et l 'on peut  prendre  q(x) = )f(x, x) + Tr  K (cf. I, p. 212); le groupe uni ta i re  de f 

est alors aussi le groupe Is (q , f )  trait6 au w IO de I. 

Mais si la restriction de a au centre C de K est l ' identit6 (involution ~< de premi6re 

esp6ce ~), un  tel X e C n'existe pas, il n 'y  a pas en g~n~ral de choix canonique pour  q 

et le groupe unitaire U ( f )  de f est en g6n6ral str ictement plus g rand  que I s ( q , f )  et 

semble done non couvert  par  le w IO de I. 

Comme plus haut ,  deux r6ponses sont possibles. Tou t  d 'abord ,  on peut  v6rifier 

que les rdsultats du  w IO restent valables dans ce cas, k condit ion de remplacer  

Ko., = T r  K par  le groupe K (~ des 616ments de K invariants  par  a, et de d6signer 

par  q l 'applicat ion x ~ { h  e K If(x,  x) = Tr  k} de X dans K / K  (">. L 'ensemble Z de I, 

i o . I . I  devient  alors {(z,k)  e X  o x K ]f(z, z) = T r k }  et I 'on pose 

i sup{co(k) ] k e K, T r k  =f(z, z)}. 

On peut  aussi, comme ci-dessus, se ramener  au cas explicitement trait6 au w io. On  

consid6re le quot ient  S de K c~ par  le sous-groupe Tr  K.  L a  loi d 'op6rat ion (k, x) ~ k ~ xk 
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de K dans K (~ passe au quotient et d6finit sur S une structure, dite canonique, d'espace 
vectoriel ~ droite sur K. On  pose alors X = X @ S ,  

f ( (x, s), (x', s') ) = f (x ,  
~((x ,s)  =q (x ) )  + s + T r K  

off q est une forme pseudo-quadratique associ6e k f choisie arbitrairement. On voit 

alors que S est le noyau de3~ que ]e couple ( q , f )  est non d6g~ndr6, que tout dl6ment 

g ~ Is(~,37) induit l'identitd sur S e t  ddfinit par  passage au quotient un automorphisme 

de X ~ X/S qui appartient ~ U ( f ) .  Enfin, il rdsulte de la prop. 8 . 2 . 9  de [37], P. i26, 

que l'application g ~  ~j est un isomorphisme de Is(q,f) s u r  U(f). On le volt d'ailleurs 
aisdment ell montrant  que l 'ensemble des formes pseudo-quadratiques assocides ~ f 
est en correspondance bijective avec l 'ensemble des suppl6mentaires de S dans X, ou 

encore avec l 'ensemble des applications lindaires h de X dans S : ~ une telle application h 
correspond la forme qh : x ~ "~((x, h(x)). 

Soient X+ et X_  deux sous-espaces totalement isotropes maximaux pour f de X, 
d'intersection {o}, et soit X 0 l 'orthogonal de X+ + X _  dans X. On peut prendre 
pour q la forme 

q(x+ + x + Xo) =f(x+,  x )  + qo(xo) (x+ e x+, x_ X_, x0 X0), 

off qo est une forme pseudo-quadratique sur X 0 associde k la restriction de f k X 0. Pour 

tout x o 4: o dans Xo, on a qo(Xo) + qo(Xo) ~ = f ( x 0 ,  x0) 4: o (I, IO.I .  I (5)), d'ofl 
~'(Xo, s) 4= o pour  tout s E S. I1 en rdsulte que, si l 'on choisit une base (ei)l<~< ~ de X+ 
et que l 'on note (e i) la base duale de X _ ,  les hypotheses de I, IO. I. I sont satisfaites 

pour la d~composition X ----= H e i K  + -~0, avec X0 = X0 + S. De plus, on voit aussit6t 
que si Z est l 'ensemble des ((Xo, s), k) e -Xo • K tels que k ~ ~((x o, s)) (cf. I, Io. I. I 

infine), alors ((Xo, S),k ) e 'Z si et seulement si k + k ~ = f ( x 0 ,  Xo). Par suite, l'appli- 
cation g ~ ~ envoie les transformations lin~aires de X d6finies par les formules de I, 
Io. I .2 (en y rempla~ant X 0 par X0 et Z par  Z) sur celles de X d~finies par les m~mes 

formules, mais en prenant Z = {(x o, k) e X 0 • K ]k + k ~ ----f(Xo, Xo) }. Ceci d6montre 
la validit6 de la << premiere r~ponse ~ propos~e au d~but de l'alin6a pr6c6dent. Notons 
que pour a = id, on retrouve le cas du groupe symplectique ordinaire et l'assertion 

du deuxi&me alinda de cet erratum E. 9. 
Enfin, consid~rons la famille q~ de fonctions d6finie en I, I o. I. 13. Par traduction 

de I, IO. I. 15, on volt que c'est une valuation de la donn~e radicielle de U ( f )  si et 
seulement si l 'une des deux conditions ~quivalentes suivantes est satisfaite : 

(i) co(f(z, z')) >1 ~q(z) + c%(z') pour z, z' ~ X0; 

(ii) co(f(z, z')) t> 2 inf(~%(z), o~q(z')) pour  z, z' e X0. 
I 

En raisonnant comme en I, IO. I. 21, et compte tenu de ce que ~%(z) ,< ~ o~(f(z, z)) < + oo 

pour z ~ X0, z 4: o, on montre que (i) et (ii) sont dquivalentes k 

(iii) o~ est une norme sur X 0. 
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Soient alors f et ~ les prolongements  canoniques de f et q ~ Xo = Xo | ~ .  Si 
l e s t  anisotrope, alors ~'~ est une valuation de la donn(e radicielle de U ( f )  : sinon, d'aprbs I, 

IO . i . x  5 (iii), il existerait x e X o - - ( o } ,  s ~ S |  et k ~ T r ~ C ~  I~ tels que 

k eq (x ,  s), &off f ( x ,  x) = k q- k ~ = o. Inversement,  si ~r176 := K (~ (condition qui 

est satisfaite lorsque K est de dimension finie sur son centre) et si ~'~ est une valuation de 
la donnge radicielle de U ( f ) ,  alors f est anisotrope et co? est une norme sur Xo dont la restriction 

X 0 est ~ .  En effet, on volt aisdment que r est la restriction de ~o~ ~ X 0 et que r est 

infdrieure au prolongement  par  continuit6 de r en une semi-norme sur :~o. Par  conti- 

nuit6 on ddduit  de (i) que 

('~) co ( f  (z, z')) >1 ~ ( z )  + r pour  z, z' e Xo. 

C o m m e f c s t  non  d~g6n6rde, (~) cntratne r < + oo pour  z-+ o et l e s t  anisotrope. 

Enfin, l '6quivalence dc (i) et (iii) montrc  quc t ~  est une norme sur )~:0. 

Remarquons  pour  terminer  que si f est une forme sesquilin6aire non ddgdndrde, 

non n6cessairement traciquc,  alors le groupe unitairc U ( f )  est extension du groupe 

unitaire d 'une  forme f '  non  d6gdndrde tracique par un  sous-groupe nilpotent  (J. Dieu- 

donn6, On  the structure of  thc uni ta ry  group I I ,  Arner. ] .  Math., 75 (I953), 665-678). 
Plus prdcisdment il existe une ddcomposit ion de X cn somme directe X l |  X~| X a 

telle que la restriction f '  de f ~ X ,  soit non  d6gdn6r6e tracique et que tout  616ment 

g e U ( f )  se reprfsente dans cette ddcomposit ion par  une matricc 

g---- g , 

o 

l 'applicat ion g ~ g  6tant un  homomorphisme surjectif de U ( f )  sur U ( f ' ) .  En parti- 

culier, U ( f )  ne peut  6tre . r6ductif  ~ que s'il est isomorphe ~ U ( f ' ) .  

E .  xo. - -  La  ~ Note ajout~e aux dpreuves ~), pp. 238 et 239, fourmille de fautes 

d'impression. Nous reviendrons sur les r~sultats de cette Note et en expliciterons les 

ddmonstrat ions darts un article ~t paraitre.  Signalons en a t tendant  quelques corrections 

la page 239 : 

- -  ligne I : ajouter ~ d6composables ~ apr~s ~ additives ~); 

- -  ligne 2 : ajouter ~ avec u~=e~ ~ apr~s ~ ( i ) )~ ;  

- -  formule (4) : remplacer  ,~ ~ ~ par  ~ 2~ )); 
i - 1  i ~ I  

- - l i g n e  6 du bas : remplacer  ~ u_ i = u ' ~ - r  • par  ~ u _ i = u ' ~ - -  2~ u~ao, 
l ~ j ~ r  

avce a , - - - - ~ ,  Q----~(u'_~,u'_~) pour  i < j  et a~i-----o pour  i > j  ~; 

- -  ligne 5 du bas : remplacer  ~ u~ - par ~ u_ i , ;  

ligne 2 du bas : remplaccr  ~ r , par  ~ 0~ >>. 
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(ET) : 1 .7 . i  , (E'F x) et (ET2)  : 1.7.2.  
(DRSo)  ~ (DRS3)  : 3 - I . I -  
(FI) : 3 .2.11.  
(C) : 3 .5 .1 ,  (C') : 3 .5 .2 .  
(Sx) ~ ($3)  : 3 . 8 . I ,  (S~ ~ (S~ : 3 .8 .2 .  
(Sch) : 4 .5 .  I. 

( Q C o )  : 4 . 5 . r .  
( C l )  et (C2)  : 4 . 5 . 3  (cf. I, 6 .4 .5) .  
(QC i), (QC 2), (QC r)a et (Q(3 2)a,b:4.5. 3 (cf. I, 

6 .4-7) .  
(DE) : 5 .1 .5 .  
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(volt aussi l ' Index  terminologique d a  Chapi t re  I) 

Adh6rence sch6matique : i .  2 .6 .  
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Attach6 (corps) : 4 . 1 . 8 .  
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Cheval ley (syst~me de) : 3 . 2 . 2 .  
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Cheval ley (valuation de) : 4 . 2 .  I. 
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Hens6lis6 strict : i . 6 .9 .  

Image  fermde : 1 .2 .6 .  
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Opt imale ,  optimis6e : 4 -5 .2 .  

Parahor ique  (sous-groupe) : 5 . 2 . 6 .  
Plat  (sch6ma) : 1 .2 .3 .  

Pluriel (rayon radiciel) : 4 . I . 2 .  
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Prolongement  : 1 . 2 . 4 .  
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Racine : x. 1.2. 
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Radiciel (sous-groupe) : l . I . 3 .  
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4 .4 .5 ,  4 .4  .8. 

Sch6matique (adh6rence) : t . 2 . 6 .  

Sch6matique (donnEe radicielle) : 3. t .  x. 

Steinberg (6pinglage de) : 4 . l . 3 .  

Tore induit : x.5.  I7. 

Univalente (extension) : I .  6. x. 

Valuation d ' un  corps : x-Introd. 

Valuation d 'une donn6e radicielle : 4 .2 .  x. 

Valuation de Chevalley : 4 .2 .  x. 
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