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A la mémoire de Claude Chevalley

INTRODUCTION

Dans un premier chapitre de ce travail (noté I, voir bibliographie) nous avons
introduit et étudié du point de vue des groupes « abstraits » la notion de « donnée radi-
cielle valuée ». L’un des résultats de ce second chapitre — résultat qui motive a posteriori
cette étude — est que, sous des conditions assez générales sur lesquelles nous reviendrons
dans un instant, le groupe G(K) des points rationnels d’un groupe réductif connexe G
sur un corps valué hensélien K posséde une donnée radicielle valuée « compatible avec
la valuation de K » (5.1.20, 5.1.23); cette donnée est unique & conjugaison et équi-
pollence prées (I, 6.2.5). Ainsi, tout ce qui a été dit dans I s’applique & G(K) : description
et classification des sous-groupes bornés maximaux, décompositions d’Iwasawa, de
Cartan et de Bruhat, existence et propriétés des sous-groupes U, et autres sous-groupes
apparentés (I, § 6), existence et propriétés de I''mmeuble du groupe, etc.

Les schémas en groupes dont il est question dans le titre sont tout & la fois un outil
essentiel pour atteindre ce résultat et I'objet d’étude principal du chapitre. Il s’agit
‘de schémas en groupes sur 'anneau des entiers 0 de K, de fibre générique G, le plus
souvent lisses et affines. Supposons par exemple, pour éviter d’entrer d’emblée dans
les complications techniques, que G soit semi-simple et la valuation de K discréte; alors
nous associons a toute partie bornée Q d’un appartement de I'immeuble # de G un
tel schéma en groupes & (noté Bf, en 5.1.9) dont le groupe des points entiers 6 (0)
est le stabilisateur de Q dans G(K) (qui opére sur £, rappelons-le). Si de plus Q est
une facette de 'immeuble £ (I, 2.1.1), ’ensemble des facettes dont ’adhérence contient Q
s'identifie avec I'immeuble « sphérique » de la composante neutre de la fibre fermée
de ®, c’est-a-dire du groupe algébrique G obtenu a partir de ® par réduction modulo
'idéal maximal m de @ (5.1.32); lorsque K est parfait, 'immeuble sphérique en question
est 'immeuble des K-sous-groupes paraboliques de Gz ([37], § 5). Ainsi, la réduction
mod M correspond géométriquement a une « localisation » dans 'immeuble, et ’étude
des fibres fermées des schémas associés aux facettes fournit des renseignements de nature
combinatoire sur ’'immeuble. Les stabilisateurs de parties bornées d’appartements ne
sont que certains des sous-groupes introduits et étudiés aux §§ 6 et 7 de I (groupes U,
P, P;f , etc.) et dont beaucoup s’interprétent aussi comme groupes de points entiers
de schémas lisses de fibre générique G (4.6.2, 4.6.21, 4.6.28).

La preuve de lexistence de la donnée radicielle valuée (donc de I'immeuble)
de G(K) est obtenue par la succession de deux processus de descente, une descente quasi-
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8 F. BRUHAT ET J. TITS

déployée, passage d’un corps sur lequel G se déploie & un sous-corps sur lequel il est quasi-
déployé, et une descente étale, passage d’un corps de « quasi-déploiement » 2 un sous-
corps dont il est extension étale (dans le cas hensélien, ol nous nous plagons pour I’instant,
une extension algébrique est dite éiale si elle est non ramifiée et si ’extension résiduelle
est séparable). La descente quasi-déployée est la plus facile. Elle pourrait se faire par
des calculs explicites (4.2.11), mais & cette méthode « terre a terre », nous en préférons
une autre, plus géométrique (elle fait usage de 'immeuble); un peu moins élémentaire
que la premiére, elle ne nécessite par contre aucune distinction de cas et a surtout, pour
nous, 'avantage d’avoir été préparée au chapitre I par un théoréme de descente (I,
9.2.10) dont la descente quasi-déployée est une application immédiate (4.2.3). Rap-
pelons incidemment que les groupes quasi~-déployés avaient été étudiés (au moins sur
un corps p-adique) par H. Hijikata [18], aprés que N. Iwahori et H. Matsumoto eurent
étudié le cas déployé dans un mémoire fondamental [21] qui est & Porigine de nos
recherches.

Le méme théoréme g.2.10 de I s’applique également mais moins directement
a la descente étale. La difficulté consiste & montrer que les conditions d’utilisation du
théoréme sont remplies. Le lemme clé est ici 'existence (toujours sous certaines condi-
tions : voir plus loin) d’un tore de G défini sur le corps de base et qui devient déployé
maximal sur une extension étale sur laquelle G est quasi-déployé. C’est pour prouver
ce lemme que nous avons besoin des schémas en groupes dont il a été question plus
haut. Dans un premier état de notre travail (esquissé dans [8], [11], [13], [40]) nous
ne disposions de ces schémas que dans le cas déployé. Pour effectuer la descente étale,
et notamment pour démontrer le lemme en question, nous devions nous contenter de
doter les stabilisateurs de facettes — pour un groupe quasi-déployé — de structures
proalgébriques, déduites par descente (quasi-déployée et totalement ramifiée) de struc-
tures analogues dans le cas déployé, lesquelles étaient obtenues & partir des schémas
a 'aide du foncteur de Greenberg. La méthode que nous utilisons ici a plusieurs avan-
tages : elle donne des résultats plus précis (un schéma sur @ a « plus de structure » que
le groupe proalgébrique correspondant), elle est plus générale (nous ne devons plus
supposer la valuation discréte ni le corps résiduel parfait), et les schémas sont un outil
plus puissant et plus commode que les groupes proalgébriques (ainsi, des processus
encombrants d’approximations successives sont remplacés par de simples applications
du lemme de Hensel). Par contre, les schémas dont nous avons besoin pour les groupes
quasi-déployés ne sont plus obtenus par descente a partir du cas déployé, et doivent
étre construits directement; cela nécessite la machinerie mise en place aux §§ 2 et 3,
dont nous reparlerons plus en détail dans la partie analytique de cette introduction.

Signalons au passage que depuis la publication de [11], [13], ’existence de données
radicielles valuées et d’immeubles pour des groupes non quasi-déployés a aussi été obtenue
par d’autres méthodes. Rappelons tout d’abord que le cas des groupes classiques est
traité au § 10 de I. Dans [20], H. Hijikata (qui avait déja étudi¢ précédemment [19]
certains groupes classiques particuliers) montre par des calculs directs 'existence d’un
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GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 9

systtme de Tits de type affine (donc d’un immeuble) pour tout groupe semi-simple
sur un corps localement compact; toutefois, il a besoin pour cela de connaitre la nullité
de H' pour les groupes simplement connexes (un résultat de M. Kneser [22] et de
Bruhat-Tits [13]). Une méthode géométrique de descente qui devrait pouvoir s’appliquer
a la descente modérément ramifiée a été développée par G. Rousseau [27], mais celui-ci
nous a signalé l'inexactitude d’un lemme, crucial pour le cas des valuations denses.
Enfin, utilisant la classification [34], I'un de nous [38] a vérifié, cas par cas, par un
procédé de réduction au rang un, Pexistence d’une donnée radicielle valuée pour « la
plupart » des groupes de rang relatif = 2 sur un corps valué hensélien quelconque.

Cela nous amene a reparler des conditions ol nous nous plagons dans ce travail.
Notre théoréme d’existence de la donnée radicielle valuée (5.1.20) est prouvé sous
les hypothéses suivantes : K est hensélien, G est quasi-déployé sur I’hensélisé strict (exten-
sion étale maximale) K de K et lorsque la valuation est dense le corps de déploiement
de G au-dessus de K est non ramifié (extension « admissible » : cf. 1.6.1) et G satisfait
a une condition (5.1.5 (DE)) qui est peut-étre toujours vraie et I’est en tout cas dés
que le complété de K est maximalement complet. Ces hypothéses sont satisfaites pour
tout groupe réductif G sur un corps de valuation discréte hensélien a corps résiduel
parfait puisque, dans ce cas, un résultat bien connu de R. Steinberg (cf. [32], [6] et
aussi [29], II, § 3) implique que G est quasi-déployé sur K.

Lorsque la valuation est dense, la méthode des schémas que nous utilisons ne
peut trés probablement pas s’étendre au cas ou le groupe G ne se déploie sur aucune
extension non ramifiée : le fait que Panneau des entiers d’une extension ramifiée ne
soit pas un module de type fini sur ’anneau des entiers du corps de base semble un
obstacle insurmontable. D’autre part, plusieurs résultats intermédiaires sont établis sous
des conditions plus générales. Ainsi, le traitement des groupes quasi-déployés (donnée
radicielle valuée, immeuble, schémas associés aux parties d’appartements, etc.) ne
nécessite pas que K soit hensélien, et certaines des constructions plus générales des
§§ 2 et g sont valables pour n’importe quel anneau priiférien, voire pour des anneaux
intégres quelconques.

Passons maintenant en revue le contenu des divers paragraphes.

Des rappels et généralités sur les groupes algébriques et les schémas en groupes
ont été rassemblés dans le § 1. Il s’agit le plus souvent de concepts et de résultats connus
mais pour lesquels nous n’avons pas toujours trouvé de référence adéquate. Il nous
a méme parfois paru utile de développer ces généralités un peu plus qu’il n’était stric-
tement nécessaire a nos besoins. C’est notamment le cas pour ce qui concerne les distri-
butions (1.3) et la restriction des scalaires (1.5).

Soient G un groupe réductif sur un corps quelconque K, S un K-tore déployé
de G, Z le centralisateur de S, X le groupe des caractéres de S et @ I’ensemble des rayons
radiciels, c’est-a-dire des demi-droites ouvertes de X ® R qui contiennent au moins
un poids de S dans ’algtbre de Lie de G. Pour a € ®, il existe un plus grand sous-
groupe U, de G normalisé¢ par S et tel que les poids de S dans U, appartiennent a a.
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1o F. BRUHAT ET J. TITS

On sait que si les éléments de @ sont rangés dans un ordre convenable, I’application
produit de IIU, X Z dans G est une immersion ouverte dont I'image C porte tradi-
tionnellement le nom de grosse cellule. Soit maintenant A un sous-anneau de K ayant K
pour corps des quotients, supposons que G soit un groupe linéaire, GCGL(V), et
donnons-nous dans ’espace vectoriel V un A-module projectif de type fini M tel que
M®K =V et que M soit somme directe de ses intersections avec les composantes
isotypiques du S-module V. La donnée de M dote G, Z et les U, de structures de
A-schémas ®, 3, U, (adhérences schématiques de G, Z, U, dans le schéma en
groupes GL(M)). Au § 2, nous nous intéressons surtout au cas ot ®, 3, U, sont plats
(il en est ainsi, par exemple si A est un anneau de valuation ou un anneau de Dedekind),
donc sont des schémas en groupes. Nous montrons notamment que ’application produit
définit un isomorphisme de IIU, x 3 (pour le méme ordre sur ® que ci-dessus) sur
un ouvert © (« grosse cellule ») de ®; on en déduit que & (supposé plat) est lisse des
que 3 et les i, le sont.

Le probléme étudié au § 3 est en quelque sorte inverse. Ici, nous nous donnons
A, comme ci-dessus, et des schémas en groupes plats U, (4 € ®), 3 « prolongeant
les U, et Z » (c’est-a-dire ayant les U, et Z pour fibres génériques), d’olt une grosse
cellule © =TI, X 3, que nous nous proposons de plonger comme ouvert dans un
schéma en groupes plats & prolongeant G. La méthode que nous employons consiste
4 nous ramener 2 la situation du § 2, c’est-a-dire 2 chercher une représentation linéaire
p:G — GL(V) et un sous-A-module M de V possédant les propriétés énoncées plus
haut et tel que les U, et 3 « soient » les adhérences schématiques des U, et de Z
dans GL(M). C’est grosso modo la voie suivie par C. Chevalley pour montrer I’existence
des schémas qui portent son nom [16]. En g.1.1, nous énongons quatre conditions
(sur les U, et 3) manifestement nécessaires pour Pexistence de p et M. Il s’agit, pour
Pessentiel, de conditions exprimant que certains morphismes impliquant les U, et Z
et exprimant des relations de commutation ou de conjugaison se prolongent en des
morphismes de schémas faisant cette fois intervenir les 1, et 3; lorsque ces conditions,
notées (DRS o) a (DRS 3), sont satisfaites, nous disons que le systeme ((U,),ca, 3)
est une donnée radicielle schématique. Le principal résultat du § g est que, dans le cas qui
nous intéresse le plus, celui d’un groupe G quasi-déployé et d’un anneau A de valuation
(ou, plus généralement, d’un anneau priiférien), les conditions nécessaires (DRS o)
2 (DRS 3) sont aussi suffisantes pour lexistence de p et M, donc du schéma en groupes 6.
Certains résultats intermédiaires s’appliquent d’ailleurs a des groupes non quasi-déployés
ou a des anneaux non priifériens.

Une autre méthode pour construire & a partir de €, méthode utilisée par
M. Demazure dans le cas des schémas de Chevalley, consisterait 4 doter € d’une structure
de « noyau de groupe », dont Pexistence découle & nouveau des propriétés (DRS o)
a (DRS 3), puis & « intégrer » ce noyau a P’aide du théoréme de Weil-Artin ([SGAD],
exposé XVIII). Bien que ce procédé conduise peut-étre a des résultats plus généraux
que les notres, nous lui avons préféré la méthode des représentations linéaires en raison
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GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 184

de son caractére plus « concret » — elle fournit d’ailleurs des renseignements plus précis
sur les schémas obtenus — et surtout pour éviter d’avoir a aligner des sorites pesants
sur la notion peu attrayante de noyaux de groupes schématiques (cf. 3.1.7%).

Le § 4 est consacré a I’étude des groupes quasi-déployés sur un corps K valué.
Ici, S désigne un tore K-déployé maximal du groupe G envisagé et son centralisateur Z
est donc un tore maximal T de G. Nous commencons (n® 4.2) par montrer ’existence
d’une donnée radicielle valuée dans G(K). Rappelons qu’une fonction & valeurs réelles
f:® - R sur ’ensemble ® des racines de G par rapport 4 S est dite concave si, pour
a,be® et p,geZ tels que pa+ gbe®, on a flpa + gb) £ pf(a) + ¢f(b). Au
ne 4.5, nous associons a toute fonction concave (ou méme quasi-concave : cf. I, 6.4.8
et le n° 4.5.9 ci-dessous) f satisfaisant, dans le cas de valuations denses, & une condition
technique supplémentaire (condition (Sch) du n° 4.5.1), une donnée radicielle sché-
matique ((U,,), ¥) : les U, ; sont sélectionnés parmi des schémas en groupes de fibre
générique U, construits en 4.3, et les choix possibles du schéma T, de fibre générique T,
sont discutés au n°® 4.4. Ainsi, toute fonction f ayant les propriétés indiquées donne
lieu & une grosse cellule € = IIU,,x T, possédant, d’aprés le § 3, une immersion
ouverte dans un schéma en groupes de fibre générique G. Ce schéma en groupes n’est
pas unique mais il en existe un « plus petit », que nous notons @, et par passage 2 la
composante neutre et recollement de translatés on en obtient d’autres (schémas Y®;
du n° 4.6.21), également utiles : ainsi, les schémas attachés aux parties bornées d’appar-
tements, dont il a été question au début de cette introduction, sont cas particuliers de
ces Y®;. Au n° 4.6, nous établissons P’existence de &, et des Y®; (le probléme, pour
ceux-ci, étant de montrer qu’ils sont séparés et affines) et nous décrivons briévement
la structure (groupe des composantes, radical unipotent déployé, systéme de racines...)
des fibres fermées des Y®;, c’est-a-dire des groupes algébriques sur le corps résiduel déduits
de ceux-ci par réduction mod m. Dans le cas d’une valuation discréte, ces derniers
résultats nous permettent d’établir I'isomorphisme mentionné plus haut entre I’étoile
d’une facette de P'immeuble de G et Pimmeuble sphérique du groupe algébrique Gy
déduit par réduction mod m du schéma Gy attaché a F (4.6.33). Lorsque la valuation
est dense, une facette F est non plus un ensemble mais un germe d’ensemble; on ne
peut plus lui attacher naturellement un schéma en groupes mais nous montrons (4.6.41)
qu’on peut encore lui attacher canoniquement un groupe algébrique 6F sur le corps
résiduel, dont 'immeuble sphérique s’identifie a I’étoile de F.

Enfin le § 5 est consacré a la descente étale. Conservons les notations précédentes,
mais supposons que K soit strictement hensélien (z.. hensélien & corps résiduel sépa-
rablement clos) et que le groupe G soit défini sur un sous-corps K% de K dont K soit
une extension étale. Les principaux résultats du n° 5.1 sont I’existence d’une donnée
radicielle valuée dans G(K%) (sous réserve de (DE) dans le cas d’une valuation dense),
donc Pexistence d’un immeuble de G sur K% et ’identification de cet immeuble avec
I’ensemble des points fixes de Gal(K/K%) dans 'immeuble de G sur K. Ces résultats
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12 F. BRUHAT ET J. TITS

se déduisent facilement du théoréme de descente de I, 9.2.10, une fois établie, & 1’aide
du n° 4.6, Pexistence d’un K"-tore qui devient déployé maximal sur K (5.1.12).

La fin du § 5 est consacrée A la généralisation par descente des autres résultats
du § 4 et & une étude plus poussée du cas de valuation discréte (définition des sous-
groupes parahoriques et d’Iwahori, systtme de Tits, conjugaison des sous-groupes
parahoriques).

Enfin, nous donnons en Annexe une description des « relations de commutation »
dans les groupes quasi-déployés qui peut étre utile et qui permet notamment de démontrer
Pexistence d’'une donnée radicielle valuée dans un groupe quasi-déployé sans utiliser
le théoréme de descente du Chapitre I (cf. 4.2.11).

Nous ne voudrions pas terminer cette introduction sans remercier Guy Rousseau
qui a bien voulu lire attentivement notre manuscrit, et dont les remarques et corrections
nous ont été précieuses, ni sans signaler que le lecteur trouvera dans ce Chapitre la
démonstration de tous les résultats énoncés dans [8], [13] et [40], & 'exception de ceux
ayant trait aux « diagrammes de Dynkin » et questions annexes (indices, classification),
aux applications a la cohomologie et a certains exemples explicites. Nous espérons
revenir un jour sur ces questions.
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§ 1. NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout ce travail, la lettre K désigne un corps commutatif infini. Dans les §§ 1,
2 et 3, la lettre A désigne un sous-anneau de K, ayant K comme corps des fractions.
A partir du n° 4.2, le corps K sera supposé muni d’une valuation non impropre (par
valuation d’un corps, nous entendons valuation a valeurs dans R; par contre, nous ne
faisons aucune hypothése restrictive sur les anneaux de valuation considérés aux §§ 2
et 3), et on prendra pour A I’'anneau @ de cette valuation. Sauf mention expresse du
contraire, les A-algébres considérées sont supposées commutatives et possédant un
élément unité.

Le mot schéma signifie, sauf mention expresse du contraire, schéma affine.

1.1, Groupes algébriques.

En ce qui concerne les groupes algébriques (qui sont toujours supposés affines),
on prend les définitions et notations de [2], [4] et [7], a ceci prés que notre corps K
est désigné par la lettre £ dans ces références auxquelles nous renvoyons pour les résultats
énoncés dans le présent numéro.

XI.I.I

Dans tout ce travail, la lettre G désigne un groupe algébrique (affine)
défini sur K et connexe. La lettre S désigne un tore de G, défini et déployé sur K. On
note Z = Z(S) le centralisateur et N = N(S) le normalisateur de S dans G. On sait
que Z et N sont définis sur K et que Z est la composante neutre de N.

1.1.2. — Les racines de G suivant S sont les poids non nuls de S dans la repré-
sentation adjointe de G dans son algébre de Lie Lie G. Elles forment un sous-ensemble
fini du groupe des caractéres X*(S) de S, groupe que l'on identifie avec son image
canonique dans I’espace vectoriel réel E = R® X*(S). Un rayon radiciel de G suivant S
est une demi-droite ouverte d’origine o dans E contenant au moins une racine; I’ensemble
des rayons radiciels de G suivant S est noté ®(S, G) ou simplement ®.

1.x.3. — Pour toute demi-droite ouverte ¢ d’origine o de E, il existe un plus grand
sous-groupe fermé connexe U, de G, normalisé par S et tel que les caractéres de S inter-
venant dans la représentation adjointe de S dans Lie U, appartiennent & a; il est défini
sur K, unipotent déployé sur K et on Pappelle le sous-groupe radiciel de G associé a a.
On a U,+ {1} si et seulement si a e ®.
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14 F. BRUHAT ET J. TITS

I.1.4. Si a et b sont deux demi-droites ouvertes d’origine o de E, I’ensemble
des demi-droites ouvertes contenues dans le cone @ - b est encore noté a + b. On
dit qu'une partie ¥ de @ est close si pour tous 4,6 e%¥, ona (a+86) NP CY. Si
de plus la réunion des a €'V est contenue dans un demi-espace ouvert de E, on dit
que ¥ est positivement close.

1.1.5. — On dit qu’une partie @1 de ® est un systéme de rayons radiciels positifs
§’il existe un hyperplan H de E ne rencontrant aucun élément de & tel que @7 soit
Pensemble des éléments de ® contenus dans I'un des deux demi-espaces ouverts de
bord H. On pose alors @~ = & — ®T et les éléments de @~ sont dits négatifs. Il
est clair que @1 et @~ sont positivement closes et que réciproquement, toute partie
positivement close est contenue dans un systéme de rayons radiciels positifs convenable.

Si G est réductif, on a & = — P et = = — Pt

1.1.6. Pour ¥ C @, on note Uy le sous-groupe fermé engendré par les U,
pour a € ¥. C’est un sous-groupe connexe de G, défini sur K et normalis¢ par Z. On
note Gy le sous-groupe fermé engendré par Z et Uy; il est défini sur K.

On dit que ¥ est quasi-close si tout poids de S dans Lie Uy est élément d’'un ¢ ¢ ¥
et positivement quasi-close si de plus ¥ est contenue dans un demi-espace ouvert. Si ¥ est
close (resp. positivement close), alors ¥ est quasi close (resp. positivement quasi-close).

I.1.7. Si W est positivement quasi close, alors Uy est unipotent et I'application

produit Il U, - Uy est un isomorphisme de K-variétés, quel que soit Pordre mis sur ¥
ac¥

L’application produit est aussi un isomorphisme de K-variétés de Z X Uy sur Gy,
qui est produit semi-direct de Z par Usg.

1.1.8. Soient a,b e ® avec b# — a; alors (a4 b) N P est positivement
close et ’application commutateur est un morphisme de K-variétés de U, x U, dans
Uit sne, 400, vu 1.1.7, un morphisme de K-variétés

Yop: Uy xU,— 11 T,

cE(a+b)n®

(quel que soit ’ordre mis sur (a + b) N ®; bien entendu, v, , dépend de cet ordre!).

I.1.9. Soit ¥ une partie close de ® et soit ®* un systtme de rayons
radiciels positifs. Alors ¥+ =¥ N @* est positivement close et Papplication pro-
duit Ug- X Z X Ug+ —> Gy est une immersion ouverte. En particulier Ug- X Z X U,
s’identifie par ’application produit & un voisinage ouvert de I’élément neutre dans G,
qui est G tout entier lorsque G est résoluble.

I.1.10. Soit aed® tel que —ae® (ce qui est toujours vrai si G est
réductif). Soit W, P'image réciproque de Pouvert U_,ZU, par P’application produit

de U,x U_, dans G, _,; (notons que {a, — a} est évidemment close!). Alors, W, est
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un voisinage ouvert de ’élément neutre de U, X U_, et le composé de 'application pro-
duit W, > U_,ZU, et de 'inverse de ’application produit U_,ZU, -~ U_, X Z x U,
est un morphisme de K-variétés

Bo: W, ->U_,XZxTU,

tel que prod = prodoB,: W, - G.

x.1.xx. — Le radical unipotent déployé R 4(G) est le plus grand sous-groupe uni-
potent défini et déployé sur K contenu dans le radical de G. Si K est parfait, R4 n’est
autre que le radical unipotent de G et les résultats qui vont suivre sont démontrés
dans [4]; dans le cas général, on en trouvera une esquisse de preuve dans [7] en attendant
mieux. Le sous-groupe R 4(G) est un sous-groupe distingué de G, stable par extension
séparable de K, et ’application produit

I (Ry(G) nU,) X Ryy(Z) x II (Ry(G) nU,) - Ru(G)

ac®t ac®-
est un isomorphisme de K-variétés. Les sous-groupes R4(G) n'U, sont unipotents
déployés sur K. Si ¥ est une partie close de ® telle que (—Y¥) N®CY, alors
Rnd(G‘I’) = Rnd(G) N G‘P'

1.1.12, — On dit que G est quasi-réductif (sur K) si R,4(G) ={1}. Dans le cas
général, on posera G = G/R4(G) et 'on notera ¢ P'application canonique de G
sur ?G; le groupe G est quasi-réductif. On sait ([2], p. 363) que si H est un sous-groupe
unipotent distingué de G, défini et déployé sur K, alors application canonique de G(K)
dans (G/H)(K) est surjective; en particulier ¢(G(K)) = ‘G(K).

I.X.13. — Supposons jusqu’d la fin de 1.1 que S soit un tore K-déployé maximal. Alors,
I'image ¢(S) de S est un tore K-déployé maximal de ‘G et ¢:S —¢(S) est un iso-
morphisme, ce qui nous permet d’identifier désormais X*(S) et X*(¢(S)). L’image ¢(Z)
(resp. ¢(IN)) est le centralisateur (resp. normalisateur) de ¢(S) dans ?G. Pour tout a € ®,
la restriction de ¢ 2 U, définit un isomorphisme de U,/(R,(G) nU,) sur le sous-
groupe radiciel U, de ‘G associé a a.

L’ensemble R des racines de ¢(S) dans ?G est un systeme de racines dont le groupe
de Weyl s’identifie naturellement aux groupes N(K)/Z(K) et ¢(N)(K)/¢(Z)(K) opérant
canoniquement sur X*(S) = X*(¢(S)). Il existe une donnée radiciclle génératrice
(¢(Z)(K), (Vo)eer) dans ‘G(K), de type R (au sens de I, 6.1.1), telle que Uy(K) soit
égal A V, ou & V,.V, suivant que le rayon radiciel a € ®(¢(S),?G) contient unc
seule racine o ou deux racines a et 2a.

I.I.14. L’ensemble R* des éléments de R appartenant aux éléments de &+
est un systéme de racines positives de R. Soit B la base correspondante de R; pour toute
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partie J de B, notons ¥ I’ensemble des rayons radiciels contenant soit une racine

positive, soit une combinaison linéaire des éléments de J : c’est une partie close de
®(¢(S), G). On pose

Py — ¢71(('C)y)

et on dit que Pj est le K-sous-groupe pseudo-parabolique standard associé a S, R* et J. Plus
généralement, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques de G sont par définition les
conjugués des P; par les éléments de G(K). Leurs groupes de points rationnels sur K
sont exactement les sous-groupes paraboliques du systéme de Tits image réciproque
dans G(K) du systeme de Tits de ¢G(K) associé a la donnée radicielle de 1.1.13 (cf. I,
6.1.12 et 1.2.10).

Si K est parfait ou si G est réductif, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques ne
sont autres que les K-sous-groupes paraboliques de G au sens de [4].

Pour les propriétés des K-sous-groupes pseudo-paraboliques (qui sont en gros les
mémes que celles des K-sous-groupes paraboliques du cas réductif), voir [7]. Signalons-en
quelques-unes :

— deux K-sous-groupes pseudo-paraboliques sont égaux (resp. conjugués dans G) si
et seulement si leurs groupes de points rationnels sont égaux (resp. conjugués
dans G(K));

— deux K-sous-groupes pseudo-paraboliques minimaux sont conjugués par un élément
de G(K);

— tout K-sous-groupe pseudo-parabolique est son propre normalisateur;

— st K’ est une extension séparable de K, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques sont
les K’'-sous-groupes pseudo-paraboliques K-fermés,

Toute classe latérale de N suivant Z contient un élément rationnel
sur K. En effet, soit n € N; la restriction & ¢(S) de automorphisme intéricur de ‘G
défini par ¢(n) fournit un automorphisme du systéme de racines R. Comme N(K) induit
sur R son groupe de Weyl tout entier (1.1.13), il existe #’ € n.N(K) conservant R™,
donc normalisant le K-sous-groupe pseudo-parabolique minimal P, de G, donc appar-
tenant a P, (1.1.14). Mais comme S est contenu dans le radical de P,, son norma-
lisateur dans P, coincide avec son centralisateur Z. Ainsi n’ € Z et n e Z.N(K).

I.I.I5.

1.2. Schémas.

1.2.1. — Rappelons que le mot schéma signifie sauf mention expresse du contraire
schéma afine.

Si X est un A-schéma, on note A[X] son algébre affine, Xi sa fibre générique, c’est-a-
dire le K-schéma SpecK Xg,., X, d’algébre affine K[X] = K[Xx] = K®, A[X]
et on identifie X; et son image canonique dans X (par la deuxiéme projection).

Si u:X%X —9 estun morphisme de A-schémas, on note «* ’homomorphisme corres-
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pondant de A-algébres de A[Y] dans A[X] (défini par f>fou), et ug:Xg — Dk
la restriction de z a ¥gx; on a ux =id®u' : KO®A[P] - K®A[X].

1.2.2. — A un groupe algébrique linéaire G défini sur K correspond canoni-
quement un K-schéma en groupes (affine) lisse, dont P'algébre affine est 1’algébre affine
de G, et réciproquement. On se permettra de noter I'un et l'autre par la méme lettre G.
Le produit (resp. 'inverse) dans le groupe algébrique G ou dans le K-schéma en groupes G
est donné par le méme homomorphisme de K[G] dans K[G]® K[G] (resp. K[G]).
Les parties K-fermées (resp. fermées et définies sur K) du groupe algébrique G corres-
pondent bijectivement aux sous-schémas fermés réduits (resp. géométriquement réduits)
du K-schéma G : les unes et les autres correspondent bijectivement aux idéaux I de K[G]
tels que K[G]/I soit réduit, ¢.e. sans éléments nilpotents & o (resp. tels que Ke K[G]/1
soit réduit pour toute cléture algébrique K de K) (cf. [2], p. 45). A un sous-groupe
fermé de G défini sur K correspond ainsi un sous-schéma en groupes lisse et récipro-
quement (cf. [DG], p. 238).

1.2.3. — Soit X un A-schéma. Pour que la fibre générique Xi soit dense dans X,
il faut et il suffit que X soit « sans torsion », c’est-a-dire que le A-module A[X] soit sans
torsion : chacune de ces conditions signifie que I’application canonique jy : A[X] — K[X]
est injective. On identifiera alors A[X] et son image dans K[X]. Ceci s’applique en parti-
culier si X est plat, c’est-a-dire si le A-module A[X] est plat.

1.2.4. — Soit X un K-schéma. Un prolongement de X est un couple (X, t) formé
d’un A-schéma X et d’un isomorphisme ¢ de K-schémas de ¥i sur X. On identifiera
alors X et X et on dira que X prolonge X.

De fagon analogue, si X et 9 sont des A-schémas et 4 un morphisme de K-schémas
de Xg dans Vg, un prolongement de u est un morphisme # de A-schémas de X dans 9
tel que @x = u. Si X est sans torsion (par ex. plat), alors u se prolonge 4 X si et seulement
si Im(u*ojy) CA[X] et dans ce cas le prolongement @ est unique et défini par
4 =uojy: A[P] — A[X]. Autrement dit si « et » sont deux morphismes de X dans %)
tels que ugx = vg, alors # =v : on dira que I’égalité u = v s’obtient & partir de
ug = vg par prolongement par continuité.

1.2.5. — Soit f: X -9 un morphisme de A-schémas et soit 3 un sous-schéma

fermé de 9. Disons que f envoie X dans 3 si f se factorise en X — 3 59, ou i est
Pimmersion canonique de 3 dans 9). Si X est sans forsion et si fy envoie Xy dans 3y,
alors f envoie X dans 3 : en effet, si z appartient a l'idéal définissant 3, on a
Jrof'(2) =fgojy(z) =0, d'out f*(2) = o puisque jy est injective.

1.2.6. Soit f:9 — X un morphisme de A-schémas. L’image fermée de f (ou
par abus de langage de 9) dans X est le plus petit sous-schéma fermé 9’ de X tel que
f envoie ¥ dans ¥P’. Son idéal est le noyau de f* et son support est ’adhérence de
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I'image f(9) (cf. [EGA] I, pp. 176-177). Si f est Pimmersion canonique d’un sous-schéma
(affine) 9 de X, on dit aussi que ¥)’ est 'adhérence schématique de ) dans X. Le schéma %)
est alors un sous-schéma ouvert de son adhérence schématique 9’ (loc. cit., 9.5.10).

Soit de plus B une A-algebre intégre plate sur A. Alors, 'image fermée de
Ja: X5 =9y s'identifie & Py ([DG], p. 56).

Supposons X sans torsion. Soit Y un sous-K-schéma fermé de X et soit f le composé
de Pimmersion de Y dans Xy et de P’injection canonique de Xy dans X. Soit 9 'image
fermée de f (qu’on appellera encore adhérence schématique de Y dans X) et soit 1(9)
(resp. I(Y)) Pidéal de A[X] (resp. K[X]) définissant 9 (resp. Y). On a
(1) 1Y) = jz (K(Y)),
d’ou résulte aussitét que Y est sans torsion et si Y est réduit (resp. réduit et irréductible)
(c’est-a-dire si I(Y) est égal 4 sa racine (resp. est premier)), alors il en est de méme de ).
D’autre part, de la suite exacte I(Y) - A[X] - A[Y] —o on tire la suite exacte
K®I(9) - K[X] ~K[D] >0, dot I(P) = Kjx(1(P)) = L(Y), et
(2) D =Y.

Inversement, si 9’ est un sous-A-schéma fermé sans torsion de X tel que Px =Y,
alors 9 =9 : en effet, d’'une part Pinjection de Y dans X se factorise a travers 9’
et d’autre part on a 9’ CY d’aprés (2) et 1.2.5. L’opération d’adhérence schématique

établit donc une bijection entre Uensemble des sous-K-schémas fermés de Xx et Uensemble des
sous-A-schémas fermés sans torsion de X.

1.2.7. — Soit X un A-schéma en groupes, soit p: X X X - X (!) le morphisme
produit et s: X — X le morphisme de passages a 'inverse de X (que nous appellerons
inversion). Si 9 est un sous-schéma fermé plat de X tel que Pg soit un sous-schéma en
groupes de Xy, alors 9 est un sous-schéma en groupes de X. En effet, 9 X 9 est plat
(on notera que par contre ) sans torsion n’implique pas 9 X 9 sans torsion!) et py
(resp. s) envoie Py X Vg = (P X P)x (resp. Yi) dans Y. Par suite p (resp. s) envoie
P XD (resp. YY) dans ¥ d’aprés 1.2.5.

En particulier, si Y est un sous-K-schéma en groupes fermé de Xy et si I'adhérence sché-
matique ) de Y est un A-schéma plat, alors 9 est un sous-A-schéma en groupes fermé de X.

1.2.8. — Soient X un A-schéma, p: X XX > X, ¢:SpecA ->X et s: X > X
des morphismes. Supposons que X soit plat et que py soit une loi de groupe sur le
K-schéma X, de section unité ¢x et d’inversion sg. Alors, p est une loi de groupe sur X,
de section unité ¢ et d’inversion s. En effet, cette assertion se traduit par un certain
nombre d’égalités u; = v; de morphismes de schémas de X X X X X ou de X dans X,
exprimant Passociativité, etc. (cf. [DG], p. 140). L’hypotheése entraine (y4)gx = (3)x,
d’od #; = y; par prolongement par continuité (1.2.4).

(1) Bien entendu, la notation X x 9 (resp. Xg X Pg) désigne le produit fibré des A-schémas X et 9 au-dessus
de Spec A (resp. des K-schémas Xg et Yg au-dessus de Spec K).
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De méme, soient X et ) deux A-schémas en groupes et soit #: X — % un mor-
phisme de A-schémas; si X est plat et si ux est un morphisme de K-schémas en groupes,
alors u est un morphisme de A-schémas en groupes.

1.2.9. Un A-schéma X est lisse {[EGA] IV, § 17, notamment 17.5.1) §'il
est plat, de présentation finie (/.e. A[X] est une A-algebre de présentation finie) et si
ses fibres sont lisses, c’est-a-dire « sont » (cf. 1.2.2) des variétés dont tous les points
géométriques sont simples (cf. [2], p. 72). Supposons X lisse et soit s:Spec A - X
une section de X; il lui correspond un homomorphisme s*:A[X] — A. Soit I I'idéal
noyau de s*, de sorte que A/I = A. Le A-module I/I? est projectif de type fini et ’homo-
morphisme canonique évident de Palgébre symétrique Sym(I/I?) dans la A-algébre
graduée Gr A[X] = HH I/I"+! est bijectif (voir [EGA] IV, § 17 et oy, § 19). En parti-
culier, A/I"* est un A-module projectif de type fini pour tout entier z.

I.2.10. On note Add (resp. Mult) le A-schéma en groupes lisse qui a toute
A-algébre R fait correspondre le groupe additif de R (resp. le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de R) (cf. [DG], pp- 148 et 149, ou ces schémas sont notés «, et p*
respectivement). On a A[Add] = A[T] (resp. A[Mult] = A[T, T™']), ot T est la
fonction identique, qui est algébriquement libre sur A, et Mult est un sous-schéma
ouvert de Add.

Remarquons que AdD peut étre considéré comme un A-schéma en modules, en
munissant chaque ABD(R) = R de sa structure canonique de R-module. Nous le
noterons alors D ou D,. Une droite sur A est un A-schéma en modules isomorphe 4 D,.

1.2.11. — Soit S un tore défini et déployé sur K. Les caractéres de S forment
une base du K-module K[S] et la K-alg¢bre K[S] n’est autre que l’algébre du
groupe X*(S) des caractéres de S a coefficients dans K. Si p:8 X S —S est la loi de
groupe de S, on a

(1) p(a) =a®a pour tout a € X*(S).

Considérons alors 'algébre du groupe X*(S) a coefficients dans A : c’est I'algebre
affine d’'un A-schéma & sans torsion, de fibre générique S et il est immédiat que p se
prolonge en une loi de groupe sur &, donnée toujours par (1). On dit que & est le A-schéma
en groupes canonique associé & S. Un K-isomorphisme de S sur (Multg)" correspond
au choix d’une base de X*(S) et se prolonge d’une maniére et d’une seule en un iso-
morphisme de A-schémas en groupes de & sur (Jtult)”. En particulier, & est lisse.

1.2.12. — Soit ® un A-schéma en groupes. Nous dirons que & est connexe si, pour
tout p € Spec A, sa fibre G, au-dessus de p est connexe. Pour toute A-algtbre B, le
B-schéma en groupes Gy est alors connexe ([SGAD], Exp. VI,, 2.1.1).

Supposons que @ soit lsse aux points de sa section unité. Alors, la réunion G°
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des composantes neutres &, des fibres G, pour p € Spec A est un sous-A-schéma en
groupes ouvert lisse de ®, connexe, distingué et méme caractéristique dans G ([SGAD],
Exp. VIg, th. 3.10), qu’on appelle composante neutre de G, et G est connexe si et seule-
ment si ® = G°

1.2.13. — Soient & et § deux schémas en groupes, jg:®x — Hx un morphisme
de K-schémas en groupes. Supposons que & est lisse et connexe et qu’il existe un voisinage
ouvert U de la section unité de G tel que la restriction de jx a Uy se prolonge en un
morphisme j de A-schémas de U dans §. Alors, jx se prolonge (d’une maniére et d’une
seule) en un morphisme de A-schémas en groupes de G dans §. En effet, il suffit de
montrer que jx se prolonge a ® (1.2.8), ou encore que pour tout x € ®, de projection
p €Spec A, d’anneau local 0, et tout feA[$H], on a jz(f) €0,. Pour cela, on
peut remplacer A par A, et supposer A local d’idéal maximal p. Soit alors A’ I’hensélisé
strict de A : c’est une A-algebre locale, d’idéal maximal p’, de corps résiduel %’ sépara-
blement clos, fidelement plate sur A ([EGA] IV, 18.8.8). Le morphisme canonique
®y — ®, est fidélement plat ([DG], p. 42, prop. 2.5) donc surjectif. Soit x" € G,
d’image ». Comme ®, est connexe, on a G, = U(F').U,. Comme G est lisse et A’
hensélien, il passe une section de U au-dessus de A’ par tout point de U(%’); il existe donc
yeU(A) tel que # eyp.U, et le morphisme yp.ut>j,.(9).ju () de louvert y. .U,
dans §,, prolonge jig, . Il en résulte que jyg, (f) appartient & 'anneau local @,
de x" pour tout fe A'[HICK O A'[H] et quesi feA[H], ona jx(f) €O, Nn (K®G,).
Or 0, n(K®0,) =0, puisque @, est fidelement plat sur ¢, ([NB] AC I, § 3,
prop. 10 (ii)), cqfd.

Plus généralement, remplagons I’hypothése & connexe par celle de DPexistence
d’un sous-schéma en groupes lisse 3 de & tel que la restriction de jx a 3g se prolonge
en un morphisme j; de 3 dans § et que G = G(A).3.6% Alors, jg se prolonge 2 G :
il suffit pour le voir de remplacer dans la démonstration ci-dessus la relation
G, =UK). U, par 6, =6G(A).3(&") . U(k'). U, et le morphisme yu > j( y)j(u) parle
morphisme yu b jr(x)j3(2)j(v)j(u) de ».U dans §, pour y = xzw avec xe®(A),
z2e3(A") et vel(A).

1.2.14. — Soient ® et $ deux A-schémas en groupes lisses et soit j:® —$ un
morphisme. Supposons que jg:®g — Hx soit un isomorphisme et qu’il existe un
voisinage ouvert U (resp. B) de la section unité de & (resp. ) tel que j(U) =B et
que la restriction de j a U soit un isomorphisme de schémas de U sur B. Alors j est un
isomorphisme de & sur un sous-schéma en groupes ouvert de §. En effet, j est de présen-
tation finie ([DG], p. 69). Pour tout p e Spec A, le morphisme j,: 6, -, est lisse
en ¢, donc est lisse ([SGAD], Exp. VI, prop. 1.3) et donc plat. Par suite j est plat
(IDG], p. 327, Lemme 2.2) donc lisse. Il en résulte que j(®) est ouvert ([DG], p. 79,
cor. 3.11) et que Kerj est un schéma en groupes plat ([DG], p. 42, prop. 2.5). Comme
(Kerj)g ={1}, Kerj={1}, d’ou le résultat.
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Notons que §’il existe une partie Y de ® ou de G(A) telle que $ = j(Y).$H° alors
j est surjectif et est donc un isomorphisme.

1.3. Distributions.

1.3.1. Soit ¥ un A-schéma, soit s:Spec A— X une section de X et soit
I = I(s) = Kers* P'idéal de A[X] associé & s (cf. 1.2.9). Une distribution d’ordre < m
sur X le long de s est une forme linéaire 8§ sur A[X] nulle sur 1™, autrement dit un élément
du dual *(A[X]/I™). On dit que § est sans terme constant si §(a) = o pour tout g € A,
On notera °Dist,, X (resp. *Dist} X) le A-module des distributions d’ordre < m le

long de s (resp. et sans terme constant) et l'on pose ‘DistX = L>J Dist,, X,
m=0

‘Distt X = UosDist;; X. Comme A[X] est somme directe de A et de I, le A-module

m=>

*Dist,, X est somme directe de As* et de Distt X = *(I/I™); en particulier, *Dist{” X
est le dual de I/I? c’est-a-dire est espace tangent & X le long de s.

x.3.2. Si f:X -9 est un morphisme de A-schémas et s une section de X,
Papplication *f* envoie *Dist ¥ dans "“Dist 9 : on pose f(3) = *(3) pour § e °Dist X.
Si f est une immersion (resp. une immersion ouverte), ’application & — f(8) est injective
(resp. bijective).

1.3.3. — Soit B une A-algébre. Soit X’ le B-schéma déduit de X par le changement
de base A —B et soit &' la section de X' déduite de s. L’idéal I(s")™ est 'image cano-
nique de B®I(s)™ dans B[X'] et B[X']/I(s")" s’identifie a B® A[X]/I(s)". Par
dualité, on en déduit une application B-linéaire dite canonique de B® °Dist,, X dans
“Dist,, X', puis de B®*Dist ¥ dans “Dist X".

Prenons B = K. L’application canonique de °Dist X dans K ® *Dist X et celle
de K® *Dist ¥ dans *Dist X sont alors injectives ([NB] A II, p. 117, cor. 1, et p. 197,
exer. 29) et permettent d’identifier *Dist X & son image dans *Dist Xx. Si de plus X
est de type fini (ce qui entraine que A[X]/I(s)™ est un A-module de type fini), Pappli-
cation canonique de K ® *Dist ¥ dans “Dist X est bijective (loc. cit.).

1.3.4. — Soient X et 9 deux A-schémas, s (resp. f) une section de X (resp. 9);
alors (s5,¢) est une section de X X 9 et I(s, f) est somme des images canoniques de
I(s) ® A[Y] et de A[X]®I(¢) dans A[X X Y] = A[X]® A[Y]. Par suite, I(s, )"
est somme des images canoniques des I(s)?®I(t)? pour p 4 ¢ = m et la forme linéaire
$®% sur A[Xx 9] appartient & ©"Dist,, (XX ) dé&s que 3e°Dist,X et
8 e'Dist; 9. D’ou une application linéaire dite canonique = de ‘Dist X® ‘Dist P
dans ®YDist(X x 9).

1.3.5. — Supposons X lsse. Alors les A-modules A[X]/I", I"/I"*! et °*Dist,, X
sont projectifs de type fini et le A-module gradué Gr *Dist X = II *Dist,, ., X/Dist,, X
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s'identifie au dual gradué de Gr A[X] =T I™I™** (cf. 1.2.9), ou encore au dual
gradué de Ialgébre symétrique Sym(I/I2) (« algebre des puissances divisées » I'(*(I/12))).
Reprenons les notations de 1.3.3 : Papplication canonique de B® *Dist X dans
*Dist X’ est alors bijective : on a en effet *(B® (A[X]/I™)) = B® *(A[X]/I™) puisque
A[X]/I™ est projectif de type fini. Si de plus ACB, alors 'application canonique
*Dist X — *Dist X’ est injective puisque *Dist X est plat sur A.
De méme, reprenons les notations de 1.3.4 en supposant que X est lisse. Pour
tout m = 1, on a les inclusions
I()*® A[D] + A[X]® I(#)*CI(s, t)™
CI(s"@A[D] + A[X] @ I(H)"CI(s, £)™,

d’ou, par passage aux quotients de A[X X Y] = A[X]® A[Y] par les termes de cette
suite, des surjections

A[X][1(s)™ ® A[D]/L(5)™ > A[X x DI/L(s, )™
3 ALEI/L(s)"® ADDI/L(H™ > AL x DI/I(5 &)™,

ol Boa (resp. yofB) est la projection canonique. Par dualité, compte tenu de ce
que les A[X]/I(s)™ sont projectifs de type fini, on en déduit des injections

Yy . t » .
0Dist (X x Q) — *Dist,, X ® ‘Dist,, 9
t t
£ =9Dist, (X x P) - *Dist,, X ® Dist,, 9,

ol 'ao'B (resp. Bo'y) est I'injection canonique (rappelons que °Dist, X est projectif
de type fini) et ou *B est la restriction de I’application canonique

7 : *Dist X ®‘Dist P — &Dist(X x 9).

En passant a la limite inductive sur m, on voit que w est bijective.

Prenons 9 = X et considérons I’application diagonale d:X — X x X. L’appli-
cation ¢ =7 'o'":"Dist X - °Dist X® ‘Dist X munit °Dist ¥ d’une structure de
cogebre associative et commutative, de counité I’application & - 8(1). Pour 3 e *Dist X%,
c(8) = 23,®9 et f,geAlX], on a

(I) <8,fg>:Z<8uf><8::g>-

1.3.6. — Soit X un A-schéma en groupes et soit ¢ la section unité de X; on pose
Dist X = *Dist X, etc. Vu1.3.2 et 1.3.4, le morphisme produit = : X X X - X définit
une application linéaire de Dist X® Dist X dans Dist X et 'on vérifie aussitét que
Dist X est ainsi muni d’une structure de A-algébre associative, non nécessairement
commutative, admettant ¢* comme élément unité, compatible avec la filtration de
Dist X par les Dist, X. Pour 8,8 eDist X, on a

85 = (5®8) o
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On pose Lie X = Dist} X : on sait que [3,93] = 83’ — 88 eLie X quels que
soient 8,8 € Lie X et que Lie X est ainsi muni d’une structure de A-algebre de Lie
([DG], prop. 6.9, p. 230).

Si X est lisse, Papplication canonique de I'(Lie X) dans Gr Dist X (1.3.5) est un
isomorphisme d’algébres. En particulier, si Lie X est un A-module libre et si (3, ..., 3,)
en est une base, il existe une base (3,),cy de Dist X telle que les §, pour |a| =m
forment une base de Dist, ¥ modulo Dist, , X et que 3,8; = («,B)3,,, modulo
Distjy;+1a—1 X (avec («,B) = (« + P)Y/a! P! et |a]=0ay3+ ... +«, (cf. [NB]
A III, p. 155)). Si de plus A est « de caractéristique zéro », c’est-a-dire est une Q-algébre,
on peut prendre 3, = (1/a!) 8 ... & et Dist X s’identifie & I'algtbre enveloppante
de Lie X.

x.3.7. — Supposons que la fibre générique Xx de X est connexe, réduite et de type
fini. Notons I l'idéal de K[X] définissant I’élément neutre de Xg, i.. l'image cano-
nique de K®I{¢) dans K[X]. Comme K[X] est noectherien et intégre on a alors
Dolg ={o0} ([NB] AC III, cor. au th. de Krull, p. 65). Il en résulte aussitdt que st

f=e K{X] est tel que 3(f) = o pour tout 3 € Dist X, alors f=o.
Si de plus X est lisse, alors A[X]CK[X] et Dist Xx = K® Dist X. Par suite,
si feA[X] est tel que 8(f) = o0 pour tout 3§ €Dist X, alors f=o.

1.4. Représentations linéaires.

Dans ce numéro, on note ¥ un A-schéma en groupes de produit = et de section
unité ¢ et 'on note M un A-module projectif de type fini.

1.4.1.
R®M est représentable par un A-schéma en groupes lisse I, dont l’algebre affine
s'identifie (avec sa structure de bigébre) a Palgébre symétrique du dual de M ([DG],
p- 148). Si N est un sous-A-module projectif de type fini de M, alors Jt est un sous-
schéma en groupes fermé de I si et seulement si Papplication canonique ‘M — ‘N
est surjective, c’est-a-dire si et seulement si N est facteur direct dans M.

En particulier, & un idéal fractionnaire inversible « de A (i.e. un sous-A-module
projectif de type fini de K) correspond ainsi un A-schéma en groupes lisse noté Add,,
de fibre générique le groupe additif WUddg.

Le foncteur qui & une A-algébre R fait correspondre le groupe additif

1.4.2. — Soit N un second A-module projectif de type fini. Le foncteur qui a
une A-algébre R fait correspondre le groupe additif Homg(R ® M, R® N) est repré-
sentable par un A-schéma en groupes lisse (M, N) dont lalgtbre affine s’identifie
(avec sa structure de bigébre) a Palgeébre symétrique Sym(‘N® M) ([DG], p. 150).
Si N =M, alors &M, M) = £(M) est un A-schéma en algebres.

Le groupe linéaire GR(M) est le sous-schéma ouvert de £(M) induit sur I'ouvert
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spécial L(M),,; des points de £(M) oit la fonction réguliere det:g —detg sur &(M)
ne s’annule pas : si R est une A-algébre, on a GL(M)(R) = GLR®M) ([DG],
p. 150). C’est un sous-A-schéma en groupes lisse du A-schéma en monoides (pour la
multiplication) £(M). La transposition est un isomorphisme de schémas de GQ(M)
sur ®L(*M) qui est un antiisomorphisme de groupes.

Il est clair que (M) opére sur M par le morphisme ¢ de £(M) x M dans M
défini par ¢(u,m) = u(m) pour 2 e End(R®M) et me R®M. On écrira aussi
@(u, m) = u.m. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter les propriétés d’associativité
et de bilinéarité de cette opération (u.(v.m) = (uv).m, u.(m + m') =u.m + u.m’, etc.).
Par restriction, on obtient la loi d’opération de GL£(M) dans IN.

x.4.3. — Une représentation linéaire p de X dans M est un homomorphisme de
A-schémas en groupes de X dans GL(M) (cf. [DG], p. 169). Il lui correspond une
« action de X sur I », c’est-a-dire un morphisme de schémas g: (x,m) — p(x).m de
X X M dans M tel que les deux morphismes o (X id) et To (id X F) de X x X X M
dans I soient égaux : on a p(xy).m = p(x).(p(y).m).

Pour tout m e M = M(A), lapplication x —p(x).m est alors un morphisme
de A-schémas de X dans M et si m' e *M C A[IM], Dapplication x> {m/, p(x).m>
appartient 2 A[X] : nous la noterons ¢, ,, et nous dirons que c’est le cogfficient d’in-
dices (m’, m) de la représentation p. Il est clair que Papplication (m’,m) ¢, ,, de
‘M x M dans A[X] est bilinéaire. Il lui correspond donc une application linéaire
¢: M >M®A[X] = Hom(*M, A[X]) donnée par
(1) (m' ®1d)(P(m)) = ¢by ,, = (m'yp.m) (m' €M, me M)

(et aussi une application linéaire %°:*M —*M ® A[X] donnée par
(m®id)(**(m’)) = chy, m)-

On dit que ¢® (resp. %°) est la coaction de X sur M (resp. *M). On vérifie aussitét que
¢® (resp. %°) munit M (resp. *M) d’une structure de comodule sur la cogébre A[X] (cf. [30]
ou [DG], p. 173 sq.). Réciproquement si y: M — M®A[X] est une structure de
comodule, il existe une représentation linéaire p de X dans M et une seule telle que
v=¢ ([DG], p. 173 sq.).

On note det p 'image p*(det) de I'élément det € A[GL(M)]; c’est un élément
inversible de A[X].

1.4.4. — Soit p une représentation linéaire de X dans M et soit N un sous-module
facteur direct de M. On dit que N est invariant par p si pour tout n € N, le morphisme
x> p(x).n de X dans M se factorise en un morphisme de X dans N suivi de I'injection
canonique de N dans M. On vérifie aisément que N est invariant par p si et seulement
si N est un sous-comodule de M, c’est-a-dire si et seulement si ¢®(N) CN® A[¥X] (notons
que N®A[X]CM®A[X] puisque N est facteur direct dans M), ou encore si et
seulement si ¢, , = 0o quels que soient n €N et m’ appartenant a Porthogonal de N
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dans *M. La restriction de p 4 N est alors la représentation de X dans N correspondant
a la coaction ¢*: N -~ N®A[X].

1.4.5. — On dit qu’une représentation p de X dans M est fidéle si le morphisme
p: X > GL(M) est une immersion fermée. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que
les coefficients ¢f, ,, et (det p) ™! engendrent la A-algébre A[X]. En effet, les m'® m etdet™!
engendrent la A-algébre A[G2(M)] et la condition signifie que p*: A[GL(M)] — A[X]
est surjective.

St A est un anneau de Dedekind, tout A-schéma en groupes (affine!) plat de type fini posséde
une représentation linéaire fidéle. Soit en effet X un tel schéma, de produit = et de section
unité ¢. Il existe alors un sous-module M de type fini de A[X] (donc sans torsion, donc
projectif) engendrant la A-algébre A[X] et tel que ="(M) CM®A[X] ([30], § 1,
prop. 2). La restriction de =* & M définit une structure de A[X]-comodule sur M, donc
une représentation linéaire p de X dans M. Comme (¢*®id)on® =id sur A[X], on
a, pour tout meM,

m = (¢ ®id) o n*(m) = (£ ®id) o ®(m) = ¢} ,,

(en notant encore ¢* la restriction de ¢ a M). Par suite, les coefficients de p engendrent

A[X] et p est fidele.

1.4.6. Soit B une A-algébre. D’une représentation p de X dans M, on déduit
par changement de base une représentation py de ¥ dans B®M : on dira que gy
provient de p ou « se descend sur A » en p.

En particulier, prenons B = K et soit g une représentation de Xy dans un
K-espace vectoriel de dimension finie V. Soit M un sous-A-module projectif de V (auto-
matiquement de type fini). Nous dirons que X opére (resp. opére fidélement) sur M par §
si le sous-espace vectoriel W = KM de V est invariant par § (1.4.4) et si la restric-
tion Py de § & W provient d’une représentation (resp. d’une représentation fidele) o
de X dans M.

Supposons que le schéma X soit plat. Alors M ® A[X] s’identifie 2 un sous-
A-module de W ® K[X] et on voit aussitét que X opére sur M si et seulement si

(1) ¢ (M) C M ® A[X].

La représentation p de ¥ dans M dont provient py est alors unique et sa coaction ¢® est
la restriction de ¢ & M.

La condition (1) peut se traduire en termes de coefficients : appelons polaire de M
dans le dual *V de P’espace vectoriel V et notons M° I’ensemble des m’ €'V tels que
{m',m) e A pour tout m e M (notons que si M engendre V, alors M? s’identifie au
dual *M de M); alors M est le polaire de M? dans *(*V) = V et la condition (1) est

équivalente a

(2) cﬁ,,,,, e A[¥] CK[X] pour tous meM et m’ € MO
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I.4.7. — Soit p une représentation de X dans M. Pour 3 e Dist X, on note p(8)
Pendomorphisme de M défini par
(1) (m',p(8).m> =<3,¢ > pour meM et m' e'M.
On a aussi
(2) {m', p(8).m> = (m' ®8,P(m) > = (m®3, "W (m')>,
ou encore
(3) p(8) = (Id ®38) o e

L’application p est alors un homomorphisme de A-algébres de Dist ¥ dans End M.

1.4.8. — Soit p une représentation de X dans M; posons V=K®M et sup-
posons que la fibre générique Xy est connexe réduite, de type fini. Pour qu’un sous-espace
vectoriel W de V soit invariant par pg (1.4.4), il faut et il suffit que pg(8).w e W pour
tout & € Dist X; et tout w € W : la condition est trivialement nécessaire et sa suffisance
résulte aussitdt de 1.3.7 et 1.4.4. Nous verrons plus loin (3.5) des généralisations de
ce résultat.

1.4.9. — Un automorphisme du A-schéma en groupes X définit évidemment un
automorphisme de Ialgébre Dist X (resp. du A-module Dist,, ¥ pour m 2 o). Par
exemple, si 3 est un A-schéma en groupes et (2, x) > z.x une opération de 3 sur X
respectant la structure de groupe de X (cf. [DG], pp. 160 sq.), alors le groupe 3(A)
des points de 3 & valeurs dans A opeére par automorphismes sur X, donc sur l’algébre
Dist X et sur chacun des A-modules Dist, X. Si de plus X est lisse, alors pour toute
A-algébre R on a Dist, Xy = R®Dist, X (1.3.5) et ce qui précéde fournit un
homomorphisme fonctoriel de 3F(R) dans GL(R ® Dist, X), c’est-a-dire une repré-
sentation linéaire de J dans le A-module (projectif de type fini) Dist, X.

1.5. Restriction des scalaires.

1.5.1. — Soit B une A-algebre, projective de type fini en tant que A-module (%).
On sait que A s’identifie par ’application a4 a1 a un sous-module libre facteur direct
dans B (cf. [NB] AG II, § 5, exer. 4, p. 176). On peut donc choisir des éléments

e, ...,€B et ¢, ...,;e'B tels que ¢ =1, £(g) =¢i(g) =0 pour j>1 et
2e;®¢ =id dans B®'B identifi¢ 2 End, B. Si M est un A-module, on a alors
(1) x = 2g;® (¢ ®id)(x) pour tout x e B® M.

1.5.2. — Soit ¥ un B-schéma (affine). On sait qu’il existe un A-schéma X¥ et
un seul & isomorphisme unique prés tel que les foncteurs R 1> ¥#(R) et R X(B®R)

(1) Dans ce qui suit jusqu’au 1°f alinéa de 1.5.12 compris, il n’est pas nécessaire de supposer A intégre.
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sur la catégorie des A-algébres soient isomorphes (ou encore tel que les foncteurs
Y > Mor(9), ¥%) et 9 Mor(Pg, X) sur la catégoric des A-schémas soient isomorphes) :
on I'appelle le A-schéma obtenu a partir de X par restriciion des scalaires de B 2 A et on
le note [15,,X (ou encore X* lorsque A et B sont évidents) ([DG], I, § 1,n° 6.6, p. 30 5q.).
L’unicité de X¥* cst évidente; on en donnera plus loin une construction explicite (1.5.7%).

1.5.3. — Soit A’ une A-algébre et posons B’ = A’®B. Si X est un B-schéma,
le A'-schéma 11y, Xy S'identifie canoniquement a (I1g,%),..
Si C est une B-algébre projective de type fini et ¥ un C-schéma, on a

HCIAX = HB/A(HC/Bx) .

1.5.4. — Il est clair que la correspondance X > X# est fonctorielle et commute
avec le produit de schémas. Si f: X — 9 est un morphisme de B-schémas, on note
15, f ou f* le morphisme correspondant de X* dans P¥. Si X est un B-schéma en
groupes, alors X* est un A-schéma en groupes, etc.

Soient f,g:X -9 deux morphismes de B-schémas. Si f¥ = g%, alors f=g.
Soit en effet R une B-algébre; comme BJA est projectif, donc plat, ’application cano-
nique de R dans B®, R est injective ([NB] AC I, § 2, prop. 4). L’hypothese f# = g
entraine £of* =£og" pour tout £ € X(B®, R), donc a fortiori pour tout & e X(R),
d’ott f* =g en prenant R = B[X] et & =id.

1.5.5. — Soit N un B-module projectif de type fini et soit Ny, le A-module
sous-jacent (qui est lui aussi projectif de type fini). Si X = RN est le B-schéma en groupes
canoniquement associé & N (1.4.1), alors X* est le A-schéma en groupes %, cano-
niquement associé a Np.

On sait que B[X] == Symyz(Homy(N, B)) et A[X¥] = Sym,'N (ou *N désigne
le dual de N en tant que A-module) (1.4.1). En particulier, si N =B®M, ou M est
un A-module projectif de type fini, on a Homy(N,B) =B®'M et ‘N ='B®'M,
d’olt

B[X] = Symy(B® ‘M) = B® Sym, 'M,
A[X*] = Sym, ("B ® 'M).
1.5.6. — Plus généralement, soit E un A-module (quelconque). Soit & le

B-schéma Spec(B®Sym, E) et soit & le A-schéma SpecSym,(*B®E). On
a alors &* =& ([DG], loc. cit.). En effet, si R est une A-algebre,

S(B®R) = Homg,,(Symy(B® E), BOR)

gidentific 2 Homg(B®E,B®R) et &'(R) = Hom,,(Sym,('B®E), R) s’iden-
tifie & Hom,('B® E, R). Comme B est un A-module projectif de type fini, ces deux
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A-modules sont fonctoriellement isomorphes par Papplication qui 2 ¢ e Hom,(*B®E, R)
fait correspondre 1'élément 3 € Homy(B® E, B® R) donné par

(1) P(b®x) = b, p(e;®x) (beB,xekE)

(cf. [NB] A IL p. 77 (12) (*)).
On peut encore dire ceci : notons

j: Symy(B®E) — B ® Sym, (B ® E)

I’unique homomorphisme de B-algébres qui prolonge I’application linéaire de B®E
dans B®'B®E donnée par

Jb®x) =Zbe;®e;®x (b eB, x eE).

Alors la bijection ¢ § de G*R) = Hom, . (Sym,(*B®E), R) dans
S(B®R) = Homg,,(Symy(B® E), B® R)

est donnée par

(2) ? = ([d®9) o,

car les deux membres de (2) coincident sur B®E, vu (1).

1.5.7. — Soit ¥ un B-schéma. On peut toujours écrire B[X] comme quotient
d’une algébre commutative libre, c’est-a-dire de la forme Symg(B®E) ol E est un
A-module libre, par un idéal 1. Alors, Palgébre A[X¥] s’identifie au quotient de Sym,(*B® E)
par Uidéal 1% engendré par les éléments (u ®id) o j(x) pour u €*B et x €I (ce qui démontre
d’ailleurs Pexistence de X¥). Vu 1.5.6, dont nous reprenons les notations, il suffit de
montrer que si ¢ € &'(R), alors ¢ est nul sur I si et seulement si ¢ est nul sur I¥, Or
9 nul sur I équivaut & Ker(id ® ¢) = B® Ker ¢ Dj(I) et il résulte alors de 1.5.1 (1)
que I* est le plus petit idéal de Sym,(*B®E) tel que B®I#Dj(I), d’ou notre
assertion.

1.5.8. Si X est de type fini (resp. de présentation finie), on peut prendre E
libre de type fini (resp. et I de type fini), ce qui montre aussitot que X* est de type fini
(resp. de présentation finie).

Par contre, on notera que X plat n’entraine pas nécessairement ¥¥ plat, méme
si A est un anneau de valuation discréte complet. Cependant, on sait que X lisse entraine

X* lisse ([DG], 1, § 4, cor. 4.8, p. 112).

1.5.9. — L’application I I¥ de 1.5.7 est évidemment croissante. Il en résulte
que 5i Q) est un sous-B-schéma fermé de X, alors D% s’identifie & un sous-A-schéma fermé de X¥.

(1) N. Bourbaki ne traite & cet endroit que du cas des modules libres de type fini; extension au cas projectif
est immédiate. La méme remarque s’applique aux références au livre d’algébre de N. Bourbaki données plus loin.
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1.5.10. — Supposons par exemple que B soit un A-module libre de base (¢)
((€}) en est alors la base duale) et que B[X] = B[X,, ..., X,}/I, ouI est I'idéal engendré
par les polynémes P, ..., P,. Prenons pour E le A-module libre de base X,, ..., X, :
on a Symg(B®E) = B[X,, ..., X,] et Sym,('B®E) est I'algtbre des polyndémes
en les indéterminées Y;; = ®X; pour 1 £i<d et 1572 On vérifie immé-
diatement que si P eB[X,, ..., X,], alors j(P) est le polyndme obtenu en substituant % ¢, Y, ;

a X; dans P pour 1 £ j < n et ’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme 2 ¢, j,(P),
k

avec f,(P) e A[{Y; J)] 11 est alors clair que ’idéal 1# est engendré par les polynbmes 5, (P,)
pour 1S kh<d et 151<¢q:

ATXF] = AL(Y; )1/(((®2)).

1.5.1x. — Soit ¥ un A-schéma. L’application identique de 9y donne un mor-
phisme ¢ dit canonique de 9 dans (Pp)* (cf. 1.5.2); montrons que C’est une immersion
fermée. Prenons d’abord le cas 9 = Spec Sym, E (avec les notations de 1.5.6).
Soit ¢ 'homomorphisme de A-algébres de Sym,(*B®E) dans Sym, E défini par
e(w®x) =u(1)x pour ue'B et xekE; il est surjectif puisque (1) = 1. Il suffit
donc de montrer que ¢ = Spece, ou encore que T = (id®¢)oj est l'identité de
B®Sym, E, ce qui est immédiat :

Th®x) = (Id®¢) (Zbg® e ® x) = Zhe; ® e} (1) x = b @ x.

Dans le cas général, on peut écrire 9 comme sous-schéma fermé d’un A-schéma 3
de la forme Spec Sym, E et notre assertion résulte aussitot du diagramme commutatif

9 > 3

(‘BB)# e (33)#

Soit par exemple M un A-module projectif de type fini et prenons 9 =M :
on a vu en 1.5.5 que (Pp)¥ s’identifie au A-schéma associé au A-module B®M et
il est immédiat que 7 est le morphisme associé & I'injection canonique m —1®m de M
dans B® M.

1.5.12. — Si U est un sous-schéma ouvert de X, alors U¥ s’identifie & un sous-
schéma ouvert de X¥ : si I est un idéal de B[X] définissant U (i.c. tel que U soit ensemble
des points de X ot un élément f el au moins ne s’annule pas), alors U¥ est Pouvert
de X* défini par l'idéal J formé des a e A[¥¥] tels que 1®a appartienne & I'idéal
de B®A[X¥*] engendré par j(I) ([DG], pp- 31-32). On notera que JCI¥ mais
les sous-schémas fermés de X# définis par J et I¥ sont en général distincts et n’ont méme
pas le méme espace sous-jacent.

Supposons I principal : autrement dit, U est Pouvert spécial de X défini par une
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fonction feB[X]. Soit ¢ € X¥(R) et soit § l'élément de X(B®R) correspondant;
alors ¢ provient d’un point de U¥(R) si et seulement si $(f) est un élément inversible
de B®R, ou encore si Normegggpd(f) (1) est inversible dans R. Il s’ensuit que U#
est Pouvert spécial de X¥* défini par la norme dans A[X¥] de Délément j(f) € B® A[¥*].

1.5.13. Exemples : 1) Soient X = Add et U = Mult; prenant pour f la
fonction identique, on voit que

A[Mult*] = (Sym, *B) [1/Normey,].

Soit ¢: Mult, - Iy, Multy Pimmersion fermée canonique (r.5.11). C’est un
morphisme de schémas en groupes et 'on vérifie aussitét (p. ex. en considérant Mult
comme un ouvert de Add et en appliquant les derniéres lignes de 1.5.11) que pour
toute A-algébre R, ’homomorphisme i{(R) n’est autre que Pinjection canonique de R*
dans (B®R)*.

2) Soit N un B-module projectif de rang 7. Prenons ¥ = &(N) (1.4.2) :vu1.5.5,
X* est le A-schéma canoniquement associé au A-module Endg N. Or ce dernjer est
un sous-module facteur direct dans End, N (2). Par suite, S(N)# Sidentifie & un sous-schéma
Jermé en groupes (et méme en algeébres) de L(Npy).

Prenons maintenant U = GLR(N) : c’est 'ouvert spécial de 2(N) défini par la
fonction det € B[X]. Par suite, U¥ est Pouvert spécial de L(N)¥ défini par la fonc-
tion Norme(det), qui n’est autre que la restriction & £(N)¥ de la fonction det sur £(N,,)
(cf. [NB] A III, p. 112). Autrement dit, GN)¥ = 2N)¥ N GL(Ny,) e GL(N)*
s’identifie & un sous-schéma en groupes fermé de GL(Npy).

En particulier, si ® est un B-schéma en groupes et si g est une représentation
linéaire de & dans N, alors p* est une représentation linéaire de &* dans N st p est
fidele, il en est de méme de p¥.

1.5.14. — Soit L une extension de degré fini d du corps K. Tout ce qui précede
s’applique bien entendu 2 la restriction des scalaires de L 2 K d’un L-schéma.
Supposons L séparable sur K et soit K’ une extension de K. On sait ([NB] A VIII,

§ 4, cor. 1 au th. 1, p. 86) que L’ = K'®;L est un produit II L;, ot les L; forment
i€l

un systéme de représentants des classes d’isomorphismes des extensions composées de L

et K. Si Q est une extension algébriquement close de K, de degré de transcendance

(1) Puisque A est intégre, B posséde un rang r ([NB] ACIL, p. 141) et B®OR est un R-module projectif de
rang 7. On peut donc considérer le déterminant d’un R-endomorphisme de B® R ([NB] AC 11, § 5, exerc. 9, p. 177)
et 1a norme Normep @ g/g ¥ d’un élément x € BOR est le déterminant de la multiplication par x. Elle est donnée
par la valeur en x de Papplication de B®R dans R définie par un élément Normeg g r/r homogéne de degré r de
Symg(R ® 'B) = R ® Sym, B, dépendant fonctoriellement de R : on a Normeg g r/R = 1 ® Normep,4 .

(¥ Enda N/Endg N est un A-module de présentation finie comme quotient d’'un module de présentation
finie par un sous-module de type fini. Compte tenu de ([NB] ACTI, § 3, cor. 1 A la prop. 12, p. 114), on peut donc
supposer que A est Jocal. Alors B est semi-local ([NB] AC V, § 2, prop. 3, p. 40) et N ayant un rang est un B-module
libre ([NB] AC II, § 5, prop. 5, . 143). Si () est une base de N sur B, I’ensemble des A-endomorphismes de N nuls
sur les n;, est un supplémentaire de Endg N dans Endg N.
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supérieur a celui de K, les L; correspondent bijectivement aux couples de K-isomor-
phismes de L et K’ dans Q pris 4 un K-automorphisme de Q prés. Si I’on choisit un tel
couple et si 'on identifie L et K’ a leurs images dans Q par ce couple, on voit facilement que
I’on peut prendre pour I Iensemble des doubles classes Gal(Q/K')\Gal(Q/K) /Gal(Q/L)

et prendre L; = K’(g;(L)), ol 5; est un élément de la double classe 7. L’isomorphisme
7:K'®L - IIL; est alors donné par

J(x®)) = (x5()))ier (x €K', yel).

Si K’ est une extension quasi-galoisienne (on dit aussi « normale ») de K conte-
nant L, alors L, =K’ pour tout el et I = Gal(Q/K)/Gal(Q/L) s’identifie &
Gal(K'/K)/Gal(K'/L), d’ot Card I = d et j est un isomorphisme de K'®L sur K'¢,
Le groupe de Galois Gal(K'/K) opére sur K'®L par (y,x®3) > y(x)®y et si
I’'on transporte cette opération 3 K’¢ par j, on vérifie aisément que

(1) Y-(Eier = (M)ier avec n; = Y(‘Ey-l..‘)-

I.5.15. Soit maintenant X un L-schéma et X* =TI xX. On a

(HL/Kx)K’ = ’_1(;11 (HLJK' xL;)?
oti, bien entendu, L, est considérée comme extension de L grace & ¢;: L — L.

Si K’ est quasi-galoisienne et contient L, on a L;=XK’' et Il & X, = X
pour tout i € I. Tout y e Gal(K’/K) fournit un isomorphisme de X, sur X, noté
encore y, et l'opération naturelle de y sur (IIpxX)x transportée a II (Il %)

. I 1
est encore donnée par 1.5.14 (1). ‘€

1.5.16. — Réciproquement, soit Y un K-schéma et soit K’ une extension galoi-
sienne de K telle que 9g se décompose en un produit ¥, ... P;_,; de K’-schémas
permutés transitivement par P'action naturelle de Gal(K’/K). Soit L le corps des inva-
riants du stabilisateur de 9, dans Gal(K'/K). On voit par descente galoisienne que
9, provient par extension de la base de L 2 K’ d’un L-schéma X et I'on vérifie aisément
que 9 muni de Paction de Gal(K'/K) s’identifie & (Il x X)g. et par suite que 9 est
isomorphe a II x X.

1.5.17. — Prenons pour X le L-schéma en groupes Mult et posons T = I, x Mult.
Si K’ est une extension galoisienne de K contenant L, alors 1.5.15 montre que Ty
est isomorphe 2 ult?, donc que T est un tore, qui se déploie sur K'. Le groupe X(T)
des caractéres de T est isomorphe & Z% et admet une base (y;), indexée par
I = Gal(K’/K)/Gal(K'/L), stable par I'action naturelle de Gal(K'/K) dans X(T) et
telle que y.y; = x,:. On voit que L est le corps de définition du caractére y;, que
la plus petite extension de K déployant T est ’extension galoisienne de K engendrée
par L et que T est déployé sur K si et seculement si L. = K. Enfin, les caractéres de T
rationnels sur K sont les multiples entiers du caractére Xy;, qui n’est autre que la fonc-
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tion N = Norme, sur T (cf. 1.5.13) : en effet, si R’ est une K'-algébre, et si
x=(x) e TR") = I (;® R")*, on a

€I

N(x) = Normey,g_gyp ¥ = iIeIx Normey, g _ i % = eIeII x = () (%).

Il en résulte que le sous-tore S déployé sur K maximal de T est de dimension 1
et coincide donc avec I’image canonique de JMult (1.5.11).

Réciproquement, si T est un tore défini sur K tel que le groupe de Galois Gal(Q/K)
permute transitivement une base y,, ..., x3_; du groupe des caracteres X(T) de T,
et si L est le corps de définition de y,, alors T est K-isomorphe a IIx Mult : cela résulte
de 1.5.16 ou de ce que les groupes de caractéres X*(T) et X*(IIxMult) sont des
Gal(Q/K)-modules isomorphes.

Plus généralement, nous dirons qu’un tore T défini sur K est un tore induit s’il
existe une base E du groupe des caractéres X(T) qui est stable par P’action naturelle
de Gal(Q/K). Alors X(T) se décompose en produit direct des sous-groupes engendrés
par les différentes orbites de Gal(Q/K) dans E et T est isomorphe & un produit direct
de tores de la forme II;x Mult pour des extensions séparables de degré fini de K. La
réciproque est évidente.

1.6. Extensions admissibles et étales.

Toutes les valuations considérées dans la suite sont & valeurs réelles. Si L est un corps muni
d’une valuation non impropre, on note ¢, 'anneau de cette valuation, m; son idéal
maximal et L son corps résiduel. Dans ce n° 1.6 on suppose K muni d’une valuation
non impropre o ¢t on pose 0 = Oy, M = My,

Si L est une extension de K, et si o;, est une valuation de L prolongeant w, on
note f = f(oyjo) le degré résiduel de wr, i.e. le degré de L sur K, et e = ¢(w/w)
Pindice de ramification de oy, i.e. Uindice du sous-groupe «»(K*) dans o ,(L*). On a
toujours ¢f £ [L:K]. Si e¢=1, on dit que oy (ou L) est non ramifice.

1.6.1. Définition. — Soit L une extension de K. On dit que L est univalente s’il existe
une seule valuation oy, de L prolongeant o. On dit que L est admissible si elle est séparable de
degré fini, univalente et si Panncau O, de «y, est un O-module libre de rang [L : K].

Supposons L séparable de degré n; les faits suivants sont des conséquences faciles
de théoréme bien connus (cf. [NB] AG VI, § 8, passim, notamment cor. 1 a la prop. 1,
th. 2 et ses cor., exer. 6) :

a) L est univalente si et seulement si la fermeture intégrale de @ dans L est un
anneau local, égal alors & @,. Si K est kensélien, en particulier si K est complet, alors toute
extension algébrique de K est univalente.
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b) Supposons L univalente; alors L est admissible si et seulement si O est un
0-module libre (resp. de type fini). Si « est discréfe, toute extension séparable de degré
fini univalente est admissible.

¢) St o est discréte, L est univalente, donc admissible, si et seulement si ¢f = n;
si L est galoisienne et o, invariante par Gal(L/K), alors L est admissible.

St w nest pas discréte, alors L est admissible si et seulement si f = n, ce qui entraine
¢ =1

d) Supposons L admissible. Soit = une uniformisante de L si o est discréte, et
7 =1 si o n’est pas discréte. Soient (x); <; <¢ des €léments de Oy, tels que leurs images X
forment une base de L sur K. Alors les éléments x;n pour 1< i< f et 02j<e
forment une base de @, sur 0.

e) Soit x e L tel que L = K(x); si le polynéme minimal de x sur K est a coeffi-
cients dans @ et si son image dans K[X] reste irréductible, alors L est admissible non
ramifiée : en effet f= n pour toute valuation w; prolongeant w.

f) Si o est discréte et K hensélien, toute extension séparable de degré fini de K est
admissible.

1.6.2. Définition. — Une extension K’ de degré fint de K est dite étale si elle est admis-
sible, non ramifiée et si son corps résiduel K’ est une extension séparable de K. Une extension quel-
conque de K est dite étale si elle est réunion d’extensions de degré fini étales.

Une extension étale est séparable, univalente, non ramifiée, de corps résiduel
séparable sur K. Si K’ est une extension étale galoisienne de K, alors K’ est galoisienne
et 'application évidente est un isomorphisme de Gal(K'/K) sur Gal(K’/K). Par contre,
K’ peut étre galoisienne sans que K’ le soit (voir cependant 1.6.7 a)).

1.6.3. — Soit L une extension de degré fini de K et soit L’ une sous-extension
de L. Pour que L soit univalente (resp. univalente non ramifiée, resp. admissible, resp.
¢tale), il faut et il suffit que L’ le soit et que L soit une extension univalente (resp. ...)
de L’ (muni de P'unique valuation prolongeant w).

1.6.4. Proposition. — Une extension K’ de degré fini n de K est étale si et seulement
il existe x e K' tel que K' = K(x), que le polyndme minimal de x sur K soit @ coefficients
dans O et que Pimage de ce polynsme dans K[X] soit irréductible et séparable.

Que la condition soit suffisante résulte aussitét de 1.6.1 ¢). Réciproquement,
si K’ est étale, on peut choisir x € 0, dont 'image canonique x dans K’ engendre K’
sur K. Soit P le polyndme minimal de x sur K : on a degP = n, P e [X] puisque
x est entier sur @, P(%¥) = o0 d’ou degP = n. Par suite degP =1n, K’ =K(x) et
P est séparable car P est le polynéme minimal de % sur K et est donc séparable.

1.6.5. Corollaire. — Soit &' une extension algébrique séparable de K. Il existe une extension
étale X' de K dont Dextension résiduelle est isomorphe a k.
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On se raméne aussitét au cas o &’ est de degré fini (1.6.3). Il suffit alors de
prendre K’ = K[X]/(P), ou P est un polyndéme unitaire 2 coefficients dans @ dont
Pimage dans K[X] est le polyndme minimal d’un générateur de &’ sur K'.

1.6.6. Corollaire. — Toute extension étale est contenue dans une extension étale maximale.

Le corps résiduel d’une extension étale maximale est une cloture séparable de K.

1.6.7. Supposons K hkensélien. Alors toute extension algébrique de K est uni-
valente et hensélienne,

a) Soit L une extension éfale de K : on sait que I’application canonique du groupe
des K-automorphismes de L dans le groupe des K-automorphismes de L est bijective.
En particulier, L est galoisienne si et seulement si L est galoisienne et 'on a alors
Gal(L/K) = Gal(L/K).

b) Soit L une extension admissible de K et soit Ly la fermeture séparable de K
dans L. Il existe une plus grande sous-extension étale L, de L et son corps résiduel
est L, : on Pobtient par exemple en considérant un générateur ¥ de L, sur K, son poly-
néme minimal P, et en choisissant un polynéme unitaire P € @[X] d’image canonique P
dans K[X]. Puisque P cst séparable, P a une racine x dans ¢, d’image ¥ et 'on a
L, = K(x). _ _

Si L est galoisienne, alors L, est aussi, L est galoisienne, L est quasi-galoisienne

et I'application canonique de Gal(L/K) dans Gal(I./K) = Gal(Ly/K) est surjective.

x.6.8. Proposition. — Soit Q une extension algébriquement close de K, soit L une sous-
extension admissible et soit K’ une sous-extension munie d’une valuation o' prolongeant v, non
ramifiée.

(i) On suppose que L est galoisienne, que L N K' est une extension galoisienne étale de K
et que les corps résiduels L et K’ sont des extensions linéairement disjointes de L n K’ (1), Soit
I = Gal(L nK'/K) e, pour tout iel, soit o; € Gal(L/K) un prolongement de 1. Alors

Ke,L=1IIL;
iel
ot L] = L' = K'(L) et oit la projection p; : K' ® L - L, est donnée par p;(x ®y) = xo;( y)
pour x €K' et y e L. De plus, L est une extension admissible de K' et p = (p;) indurt un
isomorphisme
Og ®p O, > .'121 Oy;.

(ii) Supposons L et K’ linéairement disjointes sur K. Alors L et K’ sont linéairement dis-
jointes sur K, L' = K'®xL est une extension admissible de K', on a O = O ®, Oy,
et o(l') = o(L).

(1) Nous disons que deux extensions M et N d’un corps E dont I'une au moins est de degré fini sont linéairement
disjointes sur Esi M ® eN est un corps. Ceci équivaut A dire que 2(M) et »(N) sont des sous-extensions linéairement
disjointes de F (au sens classique) pour tout triple ou, ce qui revient au méme, pour au moins un triple (F, u, v),
ou F est une extensionde Eet v : M—> F et v : N—F des isomorphismes sur des sous-extensions de F (cf. [NB]A V,

§ 2, n° 5).
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Démontrons (i). L’assertion relative a la décomposition de K'®L a déja été
vue (1.5.14), compte tenu de ce que L’ est une extension galoisienne de K’ et que
Gal(Q/L)\Gal(Q/K)/Gal(Q/K’) = Gal(Q/K)/(Gal(Q/L).Gal(Q/K"))
= Gal(L/K)/Gal(L/L nK') = Gal(L nK'/K) =1
(la deuxiéme égalité résultant de ce que 'image de Gal(Q/K’) dans Gal(L/K) est égale
a Gal(LILnK’) (cf. [NB] AV, p. 68)). On a
(1) CardI = [L nK':K].
Choisissons une valuation o'’ de L’ = K'’(L) prolongeant . La restriction de "’

a L est wy,. Par suite, le corps résiduel de L’ contient L et K’ et ’hypothése de disjonction
linéaire entraine

(2) flo"lo) z [L: L nK1T.
Comme K’ est non ramifiée, on a aussi
(3) e(w”[o) 2 (o, /o) = e(oy/opqk)-

D’autre part, L est une extension admissible de L N K', lui-méme extension admissible
de K (dot o' = o, sur LNnK') (1.6.3), donc

(4) [L:LNK]=[L:LnK]o,fo)

Enfin, on a

(5) [L': K 2 e(a"]o’) flo” o).

Utilisant toutes ces inégalités, on en déduit :

(6) [K'®L:K'] = ,Ex [Li : K] z (Card I)e(w"[o’) fluo"[w’)
=z [L nK": K]e(o/w)[L: L N K']

> [LAK:K][L:LnK]=[L:K]=[K'®L:K.

Par suite, les inégalités (2), (3), (5), (6) sont des égalités, et il résulte alors de
Pégalité (5) que L’ est une extension admissible, compte tenu de ce que si @ n’est
pas discréte, Pégalité (3) entraine que ¢(w'’[o’) = e(wy/w) = 1. De plus, ’égalité (2)
montre que [L':K]=[L:LnK’], don

(7) L' =K' ®zp L.

Enfin, soient (x);c; (resp. (J)i<r<y) des éléments de Op,g (resp. @) dont
les images forment une base de L N K’ sur K (resp. de L sur L n K’), notons =
une uniformisante de L si w est discréte et prenons © = 1 si w n’est pas discréte. Les x; y, n’
pour jel, 12k f' et 02¢<e=c¢(w,/w) forment une base de O, sur O et,
vu (7), les o;( 5, n’) pour 1 £ k< f et o< ¢<e¢ forment, pour tout i eI, une base
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de O sur Og (cf. 1.6.1 d)). Soit u = (4);¢; dans I10; il existe des u , ,€ O
uniques tels que

4 =%u, ,0,( ) pouriel.
bR

Mais un élément » de 0 ® Oy s'écrit de maniére unique souslaforme X 7, ,x 7 avec
dkd
Yre € O et la relation u = p(v) se traduit par le systeme d’équations
(8) Ukt = ,2 vj,k,lci(xj)
jel

pour iel, 12k f et 0£¢<e Or puisque L nK’ est galoisienne étale, on a
det(o;(x;)) € Of g COF et le systéme (8) a, pour tout z donné, une solution et une
seule, ce qui montre bien que p: 0O ®, O, —110;; est bijective.

La démonstration de (ii) est analogue en plus simple : soit E une extension composée
de L et de K’ et soit " une valuation de E prolongeant «’. On a

(2 bs) fo"le’) 2 flog/e),

(3 bis) t(w”[0’) 2 ¢(oy/w),

d’ol

(6 bus) [E: K] 2 ¢(0"/o)flo"[o) 2 e(oy/o)flo/0) 2 [L: K) 2z [E: K],

et ces inégalités sont toutes des égalités. La dernitre égalité de (6 bis) donne la dis-
jonction linéaire de L et de K’, la premiére égalité de (6 bis) montre que E est une
extension admissible de K’, compte tenu de ce que, si  n’est pas discréte, I'égalité (g bus)
donne ¢(w'’[w’) = 1. Enfin, la dernitre assertion résulte aussitét de 1.6.1 d), compte
tenu de I’égalité (2 bis).

Remarque. — Dans la démonstration de (i), ’hypothése que L est galoisienne a
servi uniquement & montrer que lopération de restriction définit une bijection de
Gal(Q/L)\Gal(Q/K) /Gal(Q/K') sur Gal(L nK'/K). Elle peut étre remplacée par
toute autre condition entrainant cette conclusion, par exemple que K’ est galoisienne.

1.6.9. — Nous utilisons surtout 1.6.8 dans les cas suivants :

a) Le corps résiduel de K est fini. Soit L une extension admissible de K; posons
g = CardK et ¢ = CardL. Il existe alors une extension étale K’ de K telle que
K’ soit infini et linéairement disjoint de L sur K, ce qui permet d’appliquer 1.6.8 (ii).
Il suffit d’utiliser 1.6.5 en prenant pour extension 2 de K la réunion des corps des
racines de P'unit¢ d’ordre ¢** — 1, ou p est un nombre premier ne divisant pas f et ou
n décrit ensemble des entiers = 1.

b) On prend pour K’ I'kensélisé 'K de K (i.e. le corps des fractions de ’hensélisé "0
de 0, muni de la valuation d’anneau ®0¢; pour la notion d’hensélisation, voir [EGA]

IV, § 18 ou [NB] AC VI, § 8, exer. 14, p. 193), ou le complété K de K : c’est une extension
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non ramifiée de K (pour sa valuation canonique), de corps résiduel K et, pour toute
extension admissible L. de K, on a L n K’ =K, puisque L n K’ est une extension
admissible de K de degré résiduel et d'indice de ramification égaux a 1. Les conditions
de 1.6.8 (ii) sont satisfaites.

¢) Supposons K kensélien (on peut s’y ramener grace a 5)). Soit L une extension
galoisienne admissible de K et L, la sous-extension étale maximale (1.6.7 &)). Prenons
pour K’ un hensélisé strict K de K contenant L, i.e. une extension étale maximale
de L,,, extension qui est unique a isomorphisme prés. On a alors K' nL =1L, le
corps résiduel de K’ est une cloture séparable de Ly, et est donc linéairement disjoint
de L sur L nK’, puisque L est radiciel sur L,,. On peut donc appliquer 1.6.8 (i).

I.7. Schémas étoffés.

On garde les notations de 1.6. De plus, si X est un ¢-schéma, on note ¥ sa fibre
fermée Xz.

1.7.1. Définition, — Un O-schéma X est dit étofté 5’1l est plat et si, pour tout O-schéma %),
tout K-morphisme u de Xy dans Yy tel que u(X(0)) CY(O) se prolonge en un O-morphisme
de X dans 9.

Rappelons que ce prolongement est alors unique puisque X est plat (1.2.4) et
qu’il existe si et seulement si «*(0[Y]) CO[X]. Par suite, X est étoffé si et seulement
si il satisfait 4 la condition suivante :

(ET) O[X] ={f e K[X] [f(X(0)) C O}.

1.7.2. En pratique, les deux conditions suivantes seront réalisées :

(ET 1) Pour tout feK[X], f¢O[X], il existe ac@ tel que af € O[X] et que
of ¢ O[X] pour tout b e K avee w(b) < w(a)
(autrement dit inf{: € o(K*) | af € O[X] pour w(a) =t} e o(KX)).

(ET 2) L’image canonique de ¥(0) dans X(K) est dense dans X (1).

Montrons que les conditions (ET 1) et (ET 2) entrainent (ET). Soit fe K[X] telle
que f(X(0))CO et supposons que f ¢ O[¥]. Pour a €@ comme dans (ET 1) on a
aem, of(X(0))Cm mais af ¢ mO[X]; par suite, 'image canonique de af dans K[X]
n’est pas nulle, mais s’annule sur limage canonique de ¥(¢) dans X(K), ce qui
contredit (ET 2).

1.7.3. — a) (ET 1) est satisfaite dans chacun des cas suivants :

a;) © est discréte;
a;,) O[X] est un O-module libre;

(*) Au sens schématique : X est le plus petit sous-schéma fermé de X dont I’espace sous-jacent contient I'image
de ¥(0); cela implique que X est réduit.
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az) il existe un recouvrement fini de X par des ouverts affines X, satisfaisant
a (ET 1). En effet, si feK[X], on a
inf{Z € o(K*) | af € O[X] pour w(a) =k}
= i?finf{k € o(K*) | af € O[X,] pour w(a) = k}.

b) On sait que (ET 2) est satisfaite si X est lisse et O strictement hensélien (i.e. hensélien
a corps résiduel séparablement clos).

c) Par suite, 51 o est discreéte et K strictement hensélien, tout O-schéma lisse est étoffé.

d) Si X est réunion d’ouverts affines étoffés, alors X est étoffé.

e) Supposons K infini et soit M un O-module libre de type fini. Tout ouvert X du
O-schéma M associé & M est un O-schéma étoffé. Vu d), il suffit de montrer que tout ouvert
spécial X satisfait & (ET 1) et (ET 2). Or, on a O[¥X] = 0[X,, ..., X,][d7"], oules X;
sont des indéterminées et o deO[X,,...,X,]. Si dem[X,,...,X,], on a
0[X] = K[¥] et il n’y a rien & démontrer. Supposons d ¢ m[X,, ..., X,]. L’image
canonique d de d dans K[X,, ..., X,] n’est pas nulle et

K[F] = K[X,, ..., X,][d7].
Pour feK[X,,...,X,] et keN, la relation af/d* e O[X] équivaut a
Qfe@[Xlﬁ LA Xn];

en effet, si @ est la valuation de K(Xy, ..., X,) prolongeant o et telle que &(X;) =o
pour tout ¢ {cf. [NB] AC VI, § 10, prop. 2, p. 161), on a &(d) = o et chacune des
deux relations précédentes équivaut & &(af) = o. La condition (ET 1) en résulte
aussitét (méme si K est fini, d’ailleurs).

D’autre part, X est I'ouvert spécial de K* défini par 4. Comme K est infini,
X(K) est dense dans X; mais I’application canonique X(0) — X¥(K) est surjective,
d’ou (ET 2).

f) Soit X un K-schéma et soit P une partie de X(K), « bornée » en ce sens que,
pour toute feK[X], on a zigfl;co(f(x)) > — 0. Posons &F = {feK[X]]| f(P)CO}
et XF = Spec o#F. Alors PCX¥(0) et X* est un @-schéma étoffé de fibre générique X.

Réciproquement, si X est un @-schéma étoffé de fibre générique X, alors P = X(0)
est bornée et on a ¥ = X

x.%.4. — Soit X un 0-schéma plat satisfaisant & (ET 1) et soit i un ouvert affine

de X tel que I soit dense dans X (p. ex. un voisinage ouvert affine de la section unité
lorsque X est un O-schéma en groupes connexe). Alors

0[%] = K[¥] n o[N].

Soit en effet fe K[X], f¢ O[X] et feO[U] (autrement dit, la restriction de f a Uy
se prolonge & U), et soit a € O satisfaisant & (ET 1). Alors w(a) > o, af est nulle sur u
donc sur X; par suite af e mO[X], ce qui contredit la minimalité¢ de w(a).
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I1.7.5 Soit K’ une extension de K, munie d’une valuation prolongeant ,
non ramifiée. Si X’ est un @'-schéma plat satisfaisant & (ET 1) pour K’, alors X’ considéré
comme O-schéma satisfait aussi & (ET 1). Si de plus K’ est étale (1.6.2) et si X est un
O-schéma plat satisfaisant a (ET 1), alors X, satisfait 2 (ET 1) pour K’ : il suffit pour
le voir de remarquer qu’il existe une famille (¢) d’éléments de @ formant une base
de ¢ sur O et de K’ sur K, et dont les images canoniques forment une base de K’ sur K.

1.7.6, Proposition. — Soit ™0 un hensélisé strict de O et soit X un O-schéma lisse satis-
Saisant a (ET 1). Alors

O[X] = {f e K[X] | f(X(™0)) C™0O}.

St Y est un O-schéma et u un K-morphisme de Xy dans Dy, alors u se prolonge en un O-morphisme
de X dans Y si et seulement si u(X(*0)) CY*0).

On raisonne comme en 1.7.2.
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§ 2. DECOMPOSITION D°UN GROUPE LINEAIRE

2.1. Décomposition du groupe linéaire général.

2.1.1. — Soient (M;); <<, des A-modules projectifs de type fini et soit M la somme
directe des M;. On pose £; = 8(M;, M;) (pour 1= j=<mn) :c’est un A-schéma

en groupes lisse, d’algebre affine Sym(*M;® M,). Le schéma en algébres £ = ¢(M, M)
s'identifie de maniére évidente a I1.8;, le produit dans £ se traduisant par le produit
% J

« matriciel » (g;).(h;) = (Zgyhy;). Par cette identification, le schéma en groupes
k

IIGL(M;) CIIL; s’identifie 2 un sous-schéma en groupes fermé D de GL(M) (« groupe
des matrices diagonales »).

2.1.2, — Posons O ={(,j)|15ifjSn}, OF={(5j)e0@|i<j} et
O~ ={(,j) €0®|i>j}. Une partic ¥ de O est dite close si (i,7)e¥ et (j,k)e¥
impliquent (7, &) € ¥.

Il est immédiat que le morphisme x> 1 + x est un automorphisme de schéma
de £ et que sa restriction a &; (pour (7, j) € ©) est un isomorphisme de schémas en
groupes de £; sur un sous-schéma en groupes fermé de GL(M), que nous noterons B;.

2.1.3. Proposition. — Soit V' une partie close de @F (resp. ©7).

(i) L’tmage de ’ Ewg‘f par DPautomorphisme x> 1 + x de & est un sous-schéma en
groupes fermé de (_Y)E(MJ), que Uon notera By .

(i1) Le morphisme produst de GL(M) définit une immersion fermée de D X By sur un
sous-schéma en groupes fermé (noté DBy) de GL(M), produit semi-direct de D par By .

(iil) Soit (7, 7) e O (resp. ©O7) tel que (i,7) ¢ ¥ et que (j, k) €Y implique
(i, k) Y. Alors ¥ =Y U {(i, j)} est close et By est produit semi-direct de B;; par V.

(iv) Le morphisme produit 11 B, —By est un isomorphisme de schémas quelque
soit Lordre mis sur V. Giew

Démontrons (i) : il suffit de vérifier que pour toute A-algébre R, B (R) est un
sous-groupe de GL(R ® M), ce qui résulte d’un calcul matriciel immédiat. De méme,
soit X le sous-schéma fermé de GLR(M) intersection de ®GL(M) avec le fermé

IT g,;xIIg; de £; un calcul matriciel simple montre que ¥(R) est un sous-
ye¥r i

groupe de GL(R® M) produit semi-direct de D(R) par B(R), d’ou (ii). Sous les
hypothéses de (iii), on vérifie aussitot que ¥ est close et (iil) résulte la encore d’un
calcul matriciel simple dans GL(R ® M).
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Enfin, démontrons (iv) : il suffit de montrer que pour toute A-algébre R, appli-
cation produit IIB,;(R) —Be(R) est bijective quel que soit Vordre des facteurs.
Commengons par ordonner ¥ en numérotant ses éléments a; = (7y, J1), -+ 5 @ = (lpus Jm)
de telle sorte que P’application kt>j, — 3, (resp. ¢ — j,) soit croissante. Pour
o< r=<m posons ¥, ={a,. . ...,aq,}; on vérifie aussitdt que c’est une partie close.
Posons alors H,=%B,(R) (1=rsm) et K, =By (R) (0sr=m). Des calculs

matriciels que nous laissons au lecteur montrent que

1) Le groupe des commutateurs (H,_, H)) est contenu dans K, pour 17,55 m;
2) H nK,={1} pour 1 £r<m;
3) K, =H,,,.K,,;, pour orZm—1.

L’assertion (iv) résulte alors du lemme suivant :

2.1.4. Lemme. — Soit X, un groupe et soient H, et K, des sous-groupes de K, (pour
1 £ rsm). On suppose que KeDK ;D ...DK,, ={1} et que les conditions 1), 2) et 3)
ci-dessus sont satisfaites. Alors, pour toute permutation o de {1, ..., m}, Uapplication produit
Hopgy X oo X Hypy > Kq est bijective.

Procédons par induction sur m, le lemme étant évident pour m = 1. Vu 3), on a
K,=H, ... H, etil résulte alors de 1) que H,, est central. Soit ¢ la projection
canonique de K, sur K{= K /H,. Posons K =p(K,) et H,=p(H,) pour
1 £r<m— 1. On constate aussitdt que toutes les conditions du lemme restent satis-
faites avec m, K, et H, remplacés par m — 1, K; et H,. Soit alors 2 € K. Vu ’hypo-
thése de récurrence et compte tenu de ce que, d’aprés 2) et 3), p est une bijection de H,
sur H}, il existe, pour 1 £ < m et o(j) + m, un unique €lément y; € Hy; tel que
p(k) = p(w) avec w= Il 5. Posons alors v,y = kw '

1<j<m’

ofj) £ m
de H,, tel que %k = v,4,,w. Mais comme H,, est central, on a aussi

: C’est 'unique élément

= Il o avec y,eH,.
1<i<m 3 J o))
Réciproquement, cette relation entraine p(k) = p( v;), d’ott unicité des v;.
1Zj<m
o)+ m

2.1.5. Proposition. — Posons B = Bg+. Il existe un élément d dans Palgébre affine
de ®L(M) tel que d(1) = 1 et que le morphisme produit définisse un isomorphisme de schémas
de B~ XD X Bt sur Pouvert ®L(M), formé des points de GL(M) oit d est inversible.

Pour 1 <7< posons M= X M, et soit p, la projection de M sur M
1

<isr
-al

paralléglement & X M;. Si R est une A-algébre et si g € End(R® M), on note g™
i>r

la restriction &4 M de (1®p,)og : matriciellement, si g = (g;)1<ij<n avec

g; € L(R), on a g” = (g),<i;<,. Posons d,(g) = detg"” eR. Faisant varier R,
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on obtient ainsi un élément de P’algébre affine de G2(M) noté d, et nous allons démontrer
la proposition en prenant
d= 11 d,.

1<r=<n
On a bien d(1) = 1. Il s’agit donc de montrer que, quelle que soit R, Papplication
produit est une bijection de B~ (R) X D(R) x BT(R) sur ensemble des g € End(R ® M)
tels que d(g) soit inversible dans R. Autrement dit, il s’agit de montrer que,
si I'on considére des matrices g = (g;), u = (%;), z=(z;) et v=(y;), avec
&ij» Wijs %> U; € Hom(R® My, R® M), et si 'on considére les conditions

ij (] W= I

(1) u; =0 pour i<j, wv;=0 pour i>j, u;=7;
2y =0 pour 1% j et z; est inversible;
(2) d.(g) est inversible.

Alors les assertions suivantes sont vraies :

a) Si (1) est satisfaite pour 1 < 1, S n et si g = uz, alors (2) est satisfaite pour
I1Srs n

b) Si(2) est satisfaite pour 1 S r < n, alors il existe un triple et un seul de matrices (u, 2, v)
satisfaisant & (1) pour 1= 4,5 < n et tel que g = uzv.

Si (1) est satisfaite pour 1 £ 7, j £ 7, on voit aussitdt que, posant g = uzv, on a

(3) g ="y pour 1 £ r< m,
d’ott d,(g) =det2” = TI detz;, ce qui démontre a).
1<iZr

Démontrons ) par récurrence sur z, les cas n = 0 ou 1 étant évidents. Si (2)
est vraie, il existe par hypothése de récurrence un triple unique de matrices ' = (uj),
2 = (z;) et v = (v;) satisfaisant & (1) pour 1= jEn—1 et telles que
gV =u' 2y, Soient u”, 2, v"’ les endomorphismes de R® M égaux respectivement
A uw, 2, v sur ROMP~Y et a DPidentité sur R®M,. Quitte 2 remplacer ¢
par 2" "lgo”~1z“~! on voit quon peut, compte tenu de (3), supposer que g"~!
est lidentité sur R®M®~Y, Il existe alors #eHom(R® M"Y R®M,),

v e Hom(R®M,, ROM" 1) et ze Hom(R®M,,R®M,) tels que

()
SRRl

entraine Pexistence et l'unicité des matrices cherchées, compte tenu de ce qu’elle
implique det(z — uv) = det g = d,(g).

et la relation
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2.1.6. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit S un tore
défini et déployé sur K du groupe algébrique GL(V). Soit M un sous-A-module projectif
de V (automatiquement de type fini) tel que P’application canonique de K® M dans V
soit un isomorphisme. On suppose que le A-schéma en groupes canonique & prolon-
geant S (1.2.11) opére sur M (cf. 1.4.6). On choisit un ordre total compatible avec
Paddition sur le groupe des caractéres X*(S). Soient o4, ..., o, les poids de S dans V,
rangés par ordre croissant, et soit V; le sous-espace de V de poids o; sous S. Alors M
est somme directe des M; = M NV, ([DG], p. 177) et 'on peut appliquer les résultats
précédents. Notons que V; = KM,.

Comme les caractéres a, ..., «, engendrent X*(S), ils engendrent avec leurs
inverses 1’algébre affine de & et opération de & dans M est fidele : elle permet d’iden-
tifier © 4 un sous-schéma en groupes fermé lisse de GL(M) (1.4.5).

On sait que Lie GL(V) s’identifie 4 End V ~ Il Hom(V;, V,), la représentation

¥

adjointe étant donnée par ad g.x = gxg~'. Les racines de GL(V) suivant S sont donc

les caractéres o, — «; pour i+ j. Soit ¢ le systéme de rayons radiciels de GL(V)
suivant S (1.1.2) (rappelons que c’est I’ensemble des demi-droites ouvertes de X*(S) ® R
qui contiennent une racine), et soit ¢t (resp. ¢~) 'ensemble des rayons radiciels positifs
(resp. négatifs) pour Pordre choisi.

Pour a € ¢, I'ensemble O, des couples (i, ) tels que «; — «; €@ est évidemment
clos et contenu soit dans ®% soit dans ®~. On peut donc considérer le sous-A-schéma
en groupes fermé B, = By, de GL(M) (2.1.3). Plus généralement, pour toute partie
close W Co*, D’ensemble @y réunion des ®, pour a € ¥ est clos et contenu dans OF;
on posera By = Bgy.. On a vu (2.1.3) que I'application produit est un isomorphisme

de schémas de II B, sur By quel que soit Pordre des facteurs.
sV

D’autre part, il est immédiat que le sous-groupe radiciel V, de GL(V) associé
a acg (1.1.3) est formé des «matrices» (g;) telles que g;=1 pour 1Sisn
et g; =0 si aj— a; ¢a. Il en résulte (vu 2.1.3) que pour tout 4 € ¢ et plus géné-
ralement pour toute partie close ¥ Co*, on a

Va = (%a)K’ V‘I’ = (QBT')K'

Enfin, le centralisateur de S dans GL(V) est le groupe des « matrices diagonales »
D ={(g;) e GL(V) | g5 =0 pour i# j}.

D’une maniére générale, si H est une partie fermée de GL(V), nous noterons $
son adhérence schématique dans ®2(M) (1.2.6) : c’est un sous-A-schéma fermé de L(M)
(donc automatiquement de type fini) et sa fibre générique Hy s’identifie & H. Si H est
un sous-groupe fermé, défini sur K, et st § est plat, alors § est un sous-schéma en groupes
de GL(M) (1.2.7). Inversement, si §’ est un sous-schéma fermé plat (ou simplement
sans torsion) de GL(M) tel que Hix = H, alors § = (1.2.6). Les notations S,
B,, By, D sont conformes & cette convention générale puisqu’elles désignent des sous-
schémas plats de G2(M) de fibre générique S, V,, etc. respectivement,
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2.2, Décompeosition d’un groupe linéaire.

2.2.X. — On conserve les hypothéses et notations de 2.1.5 et ’on donne de plus
un sous-groupe fermé connexe G de GL(V) défini sur K, contenant le tore déployé S.
On note @ le systtme de rayons radicicls de G suivant S (1.1.2), ®* (resp. ®)
Pensemble des rayons radiciels positifs (resp. négatifs) pour I'ordre choisi sur X*(S).
D’une maniére générale, on reprend les notations de 1.1, notamment Z, U,, Uy, etc.

2.2.2. — Dans ltoute la suite du § 2, nous supposons que les adhérences schématiques 3
et W, de Z et des U, (pour a € ®) sont des sous-schémas plats de GL(M) et sont donc des sous-
schémas en groupes. Notons qu’il revient au méme de dire qu’il existe des A-schémas en
groupes plats 3 et U, (pour ae®) tels que Jx=7Z et (U)g = U, et tels que
Pinjection de Z (resp. U,) se prolonge en une immersion fermée de 3 (resp. U,) dans
®L(M). Cette hypotheése est automatiquement satisfaite lorsque ’anneau A est priiférien,
les adhérences schématiques étant sans torsion (1.2.6). Pour les différentes définitions
équivalentes d’'un anneau priiférien, voir ([NB] AC VII, § 2, exer. 12, p. 93); une de
ces définitions est que pour tout idéal premier p de A, ’anneau local A, est un anneau
de valuation; une autre, que tout A-module sans torsion de type fini est projectif,
condition qui entraine immédiatement qu’un A-module sans torsion est plat. Tout anneau
de valuation est priiférien. Un anneau est un anneau de Dedekind si et seulement si
il est priiférien et noethérien.

Remarquons que & est un sous-schéma fermé de 3 puisque ZDS.

2.2.3. Théoréeme. — (i) Soit ¥ C ®* une partie close. L’adhérence schématique W
de Uy dans GL(M) est un sous-schéma en groupes fermé plat de GLQ(M) et le morphisme produit
IT W, > Wy est un isomorphisme de A-schémas quel que soit Pordre mis sur P.

et (i) Sout ¥ comme dans (i); Padhérence schématique JWy de ZUy dans GL(M) est un
sous-schéma en groupes fermé plat de GL(M), produit semi-direct de 3 par Uy

(iil) Le morphisme produit définit un isomorphisme de A-schémas de Wg- X 3 X Ugs
sur un ouvert € de U’adhérence schématique ® de G, dense dans ®, et il existe d € A[G] non nul
tel que § soit Pouvert spécial ®;. De plus, & est Padhérence schématique de G.

Comme Lie G est une sous-algebre de Lie de Lie GL(V), les racines de G suivant S

sont des racines de GL(V) suivant S et ®Coq, d’ot ¥Co'. Par suite II U, est
(J=2'e

un sous-schéma fermé de B+ = Il B, (2.1.3 (1)), plat puisque les U, le sont. Mais
aco*
(II U,)x = I1 U, = Uy est un sous-groupe fermé, défini sur K, de G donc de GL(V),
act ac¥

et (i) résulte de 1.2.6 et 1.2.7.

De méme, le morphisme produit identifie 3 X Wy A& un sous-schéma fermé
plat 3Uy de DBT et (FUy)g = ZUy est un sous-groupe fermé de GL(V), défini sur K,
d’olt (ii) compte tenu d’une part de 2.1.3 (ii), d’autre part de 1.2.6 et 1.2.7.
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Enfin soit d e A[GR(M)] satisfaisant & 2.1.5. Posons U* = Uy, Vu (i),
U~ x 3 x U" est un sous-schéma fermé plat de B~ X D x B+, le morphisme produit
définit un isomorphisme de schémas de U~ x 3 X Ut sur un sous-schéma fermé plat €
de 'ouvert BL(M),; et € est un sous-schéma de GL(M). Soit &’ ’adhérence schématique
de € dans GL(M) : nous allons montrer que & = ®’. En effet, comme € est plat et
que CxCG =0, ona CCG (1.2.5) (}), dot &' CG. Inversement, € = U~ ZU*
est un ouvert dense de G (1.1.9),d’ott Bz D G et ' DG. Par suite, € est un sous-schéma
ouvert de ®, dense dans @ (1.2.6). On a donc |€| = [€] N BLM), = |G| N GL(M),
et § est le sous-schéma ouvert §; de ®, en notant encore d 'image canonique de d
dans A[®], qui n’est pas nulle puisque d(1) = 1. Geci achéve la démonstration.

2.2.4. Scholie. — Supposons que ® soit plat. Alors & est un sous-schéma en groupes fermé
de ®L(M), de type fini, de fibre générique G, contenant 3 et les W, comme sous-schémas en groupes
Sfermés et possédant un voisinage ouvert © de la section unité isomorphe par le morphisme produit

a II Y, x3x II U,

aEP” ac®*
Que ® soit un sous-schéma en groupes résulte de 1.2.7 et que & soit de type fini
est évident puisque GL(M) Dest.

Notons que, puisque & est sans torsion, il est automatiquement plat des que
Ianneau A est priiférien.

2.2.5. Corollaire. — Supposons que 3 et les W, soient lisses et que G soit plat. Alors

(i) les schémas Wy, JUy (pour W C ®= close) et & sont lisses;
(i1) la composante neutre G° du schéma en groupes G est un sous-schéma en groupes ouvert lisse de ®;

(iii) i A est un anneau de valuation de hauteur 1 ou un anneau de Dedekind, alors ®° est affine.

Il est clair que Uy, et 3Wy sont lisses. Par suite @ est lisse au voisinage de la section
unité et ses fibres sont lisses ([DG], p. 238). De plus ® est plat de type fini, donc de
présentation finie ([26], cor. 3.4.7), donc lisse. D’ou (i) et (ii) ([SGAD], Exp. VI,
th. g.10).

Démontrons (iii). Compte tenu de ce que la fibre générique G de G est connexe,
le schéma ®° s'obtient & partir de & en lui retirant des parties ouvertes et fermées de
fibres fermées de &, en nombre fini : c’est évident si A est un anneau de valuation de
hauteur 1;si A est un anneau de Dedekind, donc noethérien, alors G est de présentation
finie, ’ensemble des s € Spec A tels que la fibre G, soit connexe est un voisinage du
point générique de Spec A ([EGA] IV, prop. 9.7.8), dont le complémentaire se compose
d’un nombre fini de points fermés. L’assertion (iii) résulte donc du lemme suivant :

(1) La relation X C 9 entre sous-schémas d’un schéma 3 signifie que Iinjection canonique X— 3 se
factorise 2 travers ). Plus loin, la notation |X| désigne I'espace topologique sous-jacent 4 X.
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2.2.6. Lemme. — Fuaisons Pune des deux hypothéses suivantes :

a) A est un anncau de valuation de hauteur 1,
b) A est un anneau de Dedekind.

Soit X un A-schéma affine plat. Soit s un point fermé de Spec A et soit Y une partie ouverte
et fermée de la fibre X, = X. Le sous-schéma ouvert X — Y est affine.

Notons o la valuation de A dans le cas a), celle de A, dans le cas 4), et
soit £ le corps résiduel de A,. Posons & = A[X], et, pour tout x € X, notons z,
Papplication canonique de & dans Panneau local &7 et aussi son extension canonique
1Q0y,: K®o/ - K®xZ (rappelons que & (resp. &) est plat sur A et s’identifie
a son image canonique dans K® o/ (resp. K®.)). Comme A[X] =4® . est
le produit direct de 2[Y] et de A[X — Y], il existe fe o/ telle que f(x) =o0 si
xeX —Y et f(y) =1 si y €Y. En considérant un recouvrement de X par des ouverts
affines contenus soit dans 'ouvert X — Y, soit dans l'ouvert X — (X — Y), on voit
qu’il existe des ouverts affines W, ..., U, de X telsque X — Y =(U, v... vU) "X
Puisque f(x) = o pour tout x e ; N X = (U;),, I'image canonique de f dans A[U;]
appartient a sA[M] et il existe «; e K tel que w(x) <o et que z,(of) €%, pour
tout x € (;),. Prenons « € K tel que w(x) = sup w(«;) et que « €A, pour tout
t eSpec A, t+ s : lexistence d’'un tel « est évidente dans le cas a) et résulte de [NB]
ACVII, § 2, prop. 2danslecas ). On a alors w(x) < o0 et 7,(af) €, pour 1 <j<n
et xel;.

Posons # = A[of ]CK®./ et montrons que X — Y = Spec #, ou plus
précisément que le morphisme i:Spec & — X défini par Pinclusion *: ./ — % est
une immersion ouverte d’image X — Y. Comme A, @& =A,®F pour tout
teSpec A, t= s, il est clair que la restriction de ¢ & I'ouvert image réciproque de
Spec A — {5} est un isomorphisme sur X — X. Reste a montrer que la restriction
de ¢ & (Spec #), est un isomorphisme sur X — Y. Soit tout d’abord x’ € (Spec %),.
Posons x=i(x)=axnAd eX. On a HCH CKOOL et xd,=x%, NA.
Par suite x n’appartient pas & Y car u,(f) ¢y, pourtout y e Y (puisque f(y) = 1),
alors que 2,(f) = a"'v,(af) €2’ #,. On a donc montré que i((Spec &), CX — Y.

Inversement, soit x € X —Y. 1l existe j tel que xell;, dou u,(%)Ce.
Soit x’ l'image réciproque de x&/, par I'homomorphisme v,:% — 2. Alors
%' € (Spec #),, ona x =x" N =i(x’) etuo,se factorise par un isomorphisme de Z,.
sur &, ce qui prouve 2 la fois que le morphisme i: (Spec #), - X — Y est surjectif
et est un isomorphisme, et achéve donc la démonstration du lemme.

2.2.%7. Remarque. — Il ne faudrait pas croire que G est toujours plat, ni que
c’est un schéma en groupes, méme si ’on suppose que 3 et les U, sont lisses et que A
est noethérien (pour un contre-exemple, voir plus loin 3.2.14).

Il n’est pas vrai non plus que la composante neutre ®° est nécessairement affine,
méme si 'on suppose que 3, les U, et & sont lisses et que "anneau A est noethérien.
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2.2.8. Corollaire. — Gardons les hypothéses de 2.2.5 et supposons de plus que les U,
sont connexes. Alors € = W~ 3°U™ est un sous-schéma ouvert de ®°.

En effet, €° est contenu dans 9, et est ouvert dans €, donc dans ®.

2.2.9. Corollaire. — Gardons les hypothéses de 2.2.8 et supposons de plus que Uune des
deux conditions suivantes est satisfaite :

a) 3 =3(A).3%

b) A est un anncau de valuation de hauteur 1 ou un anneau de Dedekind.

Alors Pimage G = 3.6° de 3 X ®&° par le morphisme produit est un sous-schéma en
groupes ouvert lisse de ®, contenant 3 et les W, comme sous-schémas en groupes fermés et € comme
sous-schéma ouvert. Si b) est satisfaite, ®' est affine.

La derniére assertion résulte des autres et du lemme 2.2.6. Si a) est satisfaite,
on a ®! = 3(A).G° et le corollaire est évident. Supposons b) satisfaite. Comme la
fibre générique de 3 est connexe, on voit comme plus haut qu’il existe un nombre fini
de points fermés s, ..., s, de Spec A tels que 3, = 3% pour seSpecA distinct
des s;, d’ott

6'=6"v U 3,6,
1<igk
et pour montrer que B! est un sous-schéma en groupes ouvert dans ® il suffit de remar-
quer que 3.6, est, pour 1< 7=k, un k(s;)-sous-groupe algébrique ouvert dans G,,.
Les autres assertions du corollaire sont évidentes.

2.2.10. Proposition (). — On suppose que A est noethérien et que les W, pour a € P
sont lisses et conmexes. Soit § Pimage de € X € dans GLX(M) par le morphisme produit =
de ®L(M). Alors § est ouvert dans ® et est un sous-schéma en groupes de ®LR(M), de fibre géné-
rique G, plat, de présentation finie, non nécessairement affine, contenant 3 et les W, comme
sous-schémas en groupes fermés et contenant € comme ouvert.

Comme € X € est plat et que n(Cx X C)CG =06, on a HCH (1.2.5).
L’image réciproque I" de € par =: € X € - ® est donc un ouvert de € x € et il
est immédiat, puisque U~3 et Ut sont des groupes, que

(1) IO(U™ x 3 x{1}) x (U” xJFx{1}))
U ({1 x3xut) x ({1} x 3 xu*)).

Soit p € Spec A et soit & le corps résiduel de ’anneau local A,. Comme en 1.2.2,
on se permettra de jouer le double jeu et de considérer les fibres en p de A-schémas en
groupes lisses comme des groupes algébriques définis sur 2. En particulier la fibre (M)
s'identifie au groupe algébrique GL(k® M).

p

(%) Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ce travail, sauf en 3.9.4.
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La fibre T', de T' au-dessus de p est un ouvert de €, x ¢,, dense dans @, x €, :
en effet, quels que soient u,u’ € W et 2,2 €3,, 'ensemble V des (v, ") e Wr x UF
tels que ((, 2,2), (W, 2,7')) e[, est un ouvert de W} X U}, non vide puisque
(1,1) eV d’aprés (1), donc dense dans U} X UF puisque U} est connexe.

Soit H, ’adhérence de €, dans GL(A®M). Comme §, est ouvert dans &,
a fortiorr €, est ouvert dans H,. D’autre part I, est dense dans H,x H, et
~(H, x H,) CH, puisque par définition =(I’))CCE,. Autrement dit, H, est un sous-
groupe fermé de GL(k®M). Comme G, en est un ouvert dense, on a H, = .,
(cf. [2], prop. 1.3, p. 87), d’oix
(2) H, =9 n6GLM),.

On a aussi H, =G6;'C, = U} 3, U, U, 3, U = UFCE, et il en résulte, puisque U7
est défini sur &, que, si &, est une cloture séparable de %, on a

(3) H, est la réunion des a.€, pour a e U (k,).

Montrons maintenant que $ est ouvert dans & et est plat. Pour cela, nous allons faire
voir que, quitte a localiser et & changer de base, on peut recouvrir § par des translatés
de € par des sections de €. Comme A est noethérien, € X € et G sont de présentation
finie (c’est-a-dire des A-schémas algébriques au sens de [DG]) et il s’ensuit que § est
une partie constructible de & ([DG], cor. 3.9, p. 78). Pour montrer que § est un ouvert
dans ®, il suffit donc, toujours parce que A est noethérien, de montrer que si x € §
et y€® sont tels que «x e{_ﬁ, alors y e  ([DG], cor. 3.4, p. 76).

Soit p la projection de x dans Spec A. Comme I’anneau local A, est plat sur A,
les adhérences schématiques de G et de € x, Spec A, dans GL(A,® M) coincident
'une et I'autre avec I'image réciproque de G dans G2(A,® M) ([DG], p. 56). Faisant
le changement de base A — A, on se¢ raméne au cas ol A est un anneau local d’idéal
maximal p.

Soit alors @, ’anneau local de x dans GL(M) et soit A Thenselisé strict de 0,
(cf. [EGA] 1V, § 18.8). Soit «” le point fermé de Spec A et soit « le morphisme cano-
nique Spec A — Spec @, : on a a(x') = x. Le corps résiduel % de X est une extension
séparablement close du corps résiduel 2 de A, donc contient une cléture séparable %,
de k. Vu (3), il existe a € U} (k,) tel que x €a€,; puisque U™ est lisse, le « lemme
de Hensel » entraine existence d’une section @ € U*(A) de Ut au-dessus de Spec A
telle que Z(x") = a.

Faisons alors le changement de base A ~A. Si X% (resp. X) est un A-schéma
(resp. un K-schéma), posons X =X X gpeo 4 SPEC A (resp. X=X X gpec K SPEC K
avec K =K®A) et si f:X—>% est un morphisme de A-schémas, posons
F=fxid: ¥ — 9. Enfin, soit B: GLM) -~ GLM) la premiére projection. Comme
A est plat sur 0, et que 0, est plat sur A (puisque GL(M) est plat), A est plat sur A et

on voit comme plus haut que & est ’adhérence schématique 4 la fois de € et de G dans
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GL(M). Dautre part, la translation & gauche par la section Z est un automorphisme
du schéma G2(M) et la restriction @ de 4 4 Spec K appartient 2 U3 (K)Cc G(K); ona
donc .G = .G =G et .6 =®. Comme  est ouvert dans , il en résulte que
a.€ est ouvert dans .

Comme A est fidélement plat sur @,, le morphisme « est surjectif. On a x e{—y—},
donc y € Spec 0, et il e)iiste ¥ eSpec A tel que ay') =y; de plus, 5’ €{y'} puisque
le point fermé de Spec A appartient a I’adhérence de n’importe quel point de Spec A.
Posons "' = (a X id) (x') = (x, %) et ¥’ = (« X id) (¥') = (»,)'); alors %" € Zi.(hf,
3'e® et " e{y’}. Comme 2.€ est ouvert dans ®, il en résulte que

yea.& =%o (@ xid) (Spec & xz &) CFE xz §).

On en déduit que
=B eBoRExz &) =no(BxB @z nExC) =3,
don‘ que § est ouvert dans ®.

De plus, 4.§ est plat sur Spec A. Comme c’est un voisinage de x dans $y, il
en résulte que ’anneau local de x dans $y est plat sur A et par descente fidelement
plate, que ’anneau local de x dans § est plat sur A. Donc § est plat.

Par suite, §, comme ouvert du sous-schéma ®, est un sous-schéma de GL(M),
qui n’a aucune raison d’étre affine. C’est un sous-schéma en groupes de GL(M). En
effet, la restriction a § de P’application produit = de ®L(M) envoie Hy X Hg dans G,
donc, puisque § est plat, se factorise par un morphisme $ X $ - ® (1.2.5). Mais
on a ensemblistement =(H X H)CH puisque les fibres de §H sont des sous-groupes
(cf. (3)). Comme § est ouvert dans ®, il en résulte que =n:H X H - G se factorise
a travers §, et § est bien un sous-schéma en groupe. Il est de présentation finie, puisque
ouvert dans & qui est de présentation finie et noethérien. Enfin, les autres assertions
de la proposition sont évidentes.

2.2.11. Remarque. — Si aux hypothéses de 2.2.10 on ajoute celle que 3 est
lisse, alors § est lisse; si on ajoute celles de 2.2.9, on a § = G
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§ 3. DONNEES RADICIELLES SCHEMATIQUES

On suppose désormais que le groupe algébrique connexe G est réductif.

3.1. Données radicielles schématiques.

3.1.1. Définition. — Une donnée radicielle schématique sur G relativement @ S
est la donnée de A-schémas en groupes plats de type fini 3 prolongeant Z et U, prolongeant U,
(pour a € ®), satisfaisant aux conditions suivantes :

(DRS o) linjection de S dans Z se prolonge en un isomorphisme de S sur un sous-schéma
en groupes fermé de 3 ;
(DRS 1) soient a,be®, b+ — a; pour tout ordre grignotant (voir g.1.2) sur

D N (a+b), Papplication commutatenr v,,:U,xU, - I U, (1.1.8) se pro-
! cE®@N(a+)

longe en un morphisme de W, x W, dans  I1 U, noté encore v, ,;
cE@N(a+d) :

(DRS 2) soit a e ®; Papplication (z,u) > zuz"' de Z x U, dans U, se prolonge
en un morphisme de 3 x U, dans U ;

(DRS 3) soit a € ®; 1l existe un voisinage ouvert W, de la section unité dans U, x U_,
et un morphisme B, de W, dans U_, x 3 X U, tels que le composé de (B,)x avec I'application
produit de U_, X Z x U, dans G coincide avec la restriction & (W,)x de Uapplication produit
de U, x U_, dans G (autrement dit, (W, )x CW, et (B,)x est la restriction de ’application
notée B,: W, >U_, X Z XU, en 1.1.10).

On dit qu'une donnée radicielle schématique (3, (Y,)) en domine une autre
(3, (U;)) si les applications identiques se prolongent en des morphismes 3 —3' et
U, U, (aed).

Dans toute la suite du § 3, on note 2 = (3, (M,),co) une domnée radicielle schématique
sur G relativement & S.

3.1.2. — Rappelons que si ¢ est une partie positivement close de @, un ordre
grignotant sur ¢ est un ordre total sur ¢ tel que chaque élément de ¢ soit extrémal dans
Pensemble des éléments de ¢ plus grands que lui, c’est-a-dire soit une génératrice extré-
male du céne convexe engendré par les éléments plus grands que lui (I, 1.3.15). Sia
est extrémal dans ¢, alors ¢ — {a} est positivement close. Si (a, ..., q,) est un ordre
grignotant sur ¢, alors (g, ..., a,) est positivement close pour tout i.
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3.1.3. — Le but de ce paragraphe est de montrer que, moyennant un bon nombre
d’hypothéses supplémentaires qui seront progressivement introduites, une donnée radi-
cielle schématique permet de définir un A-schéma en groupes & prolongeant G, contenant 3
et les W, comme sous-schémas en groupes fermés et tel que, quel que soit le systéme de rayons radiciels
posttifs B et quels que soient les ordres choisis sur ®*, Papplication produit soit un isomorphisme
de schémas de ( eHo W) X3 x( g» U,) sur un ouvert dense de ® (« grosse cellule »).

GED™ =L

Disons tout de suite que ce schéma en groupes, lorsqu’il existe, n’est généralement pas
unique a isomorphisme prés (cf. 3.2).

3.1.4. Pour cela, nous chercherons & nous ramener 4 la situation du théo-
réme 2.2.3. Appelons @-module le couple formé d’'un A-module M projectif de type
fini et d’une représentation p de G dans V = K®M tel que J et les U, opérent sur M
par p. Disons que le 2-module (M, p) est fidéle pour 3 (resp. U,) si de plus le morphisme
correspondant de 3 (resp. U,) dans GL(M) est une immersion fermée, et que (M, ¢)
est fideéle s’il est fidéle pour 3 et pour chacun des U, (a € ®).

Si (M, p) est un @-module fidele, alors p est un isomorphisme de G sur un sous-
groupe défini sur K de GL(V). En effet, Ker dp est stable par S, donc est somme de
ses intersections avec Lie Z et les Lie U,. Or dp est injective sur Lie Z et les Lie U,
d’ott Ker dp = {0}. Par suite, p est séparable et Ker p est un sous-groupe fini de G,
contenu dans le centre de G et a fortiori dans Z. Comme la restriction de p & Z est une
immersion, on a Kerp = {1} et p est une immersion.

Par suite, si nous arrivons & construire un Z-module (M, p) fidéle, nous nous
trouverons exactement dans les hypothéses du théoréme 2.2.3 (aprés identification
de G et de p(G)), et ce dernier fournira, au moins si A est priiférien, le A-schéma en
groupes ® cherché. Des choix différents de (M, p) peuvent d’ailleurs donner des schémas ®
non isomorphes (3.2).

3.1.5. Remarquons qu’inversement si on se place a priort dans la situation
du théoréme 2.2.3 (avec G réductif), alors les schémas 3 et U, de ce théoréme forment
une donnée radicielle schématique : (DRS o) est immédiate, (DRS 1) (resp. (DRS 2))
se déduit facilement de 1.1.8 et 2.2.9 (i) (resp. 1.1.7 et 2.2.3 (ii)) et (DRS 3) s’obtient
A partir de 1.1.10 et 2.2.3 (ili) en prenant pour W, I'image réciproque de € par
l’application produit de U, x U_, dans ©.

3.1.6. — En combinant 3.1.4 et 3.1.5, on voit que si (M, p) est un Z-module
fidele pour 3, si p est une immersion fermée permettant d’identifier G et p(G) et si les
adhérences schématiques U, des U, dans GL(M) sont plates, alors (3, (2;)) est une
donnée radicielle schématique dominée par .

3.1.%. — Une autre méthode pour construire le schéma @ cherché est de construire
une structure de « noyau de groupe » sur la « grosse cellule » ( II U,) x 3 x ( Im u,)
GED ac®”
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et d’utiliser le théoréme d’Artin-Weil ([SGAD], Exp. XVIII) de plongement d’un tel
noyau dans un schéma en groupes. Cette méthode permettrait peut-étre d’obtenir le
résultat sous des hypotheses plus larges (ce qui d’ailleurs ne nous intéresse que modé-
rément), mais d’une part nécessite des contorsions techniques assez complexes, ne
serait-ce que dans la définition méme d’un « noyau de groupe », d’autre part repose
sur un théoréme dont les rédactions existantes ne nous ont pas entiérement convaincus
que nous pouvions I’appliquer.

3.2. Un exemple : le cas déployé.

Jusqu’a la fin du n° 3.2, G est supposé déployé sur K et S est un tore déployé
maximal de G, d’ot Z = S. On note @ le systéme de racines de G suivant S, W le
groupe de Weyl de G et K, le corps premier de K. Quitte & remplacer G par un groupe
K-isomorphe, on peut supposer, ce que nous ferons désormais, que G et S sont définis
et déployés sur K,.

Dans le cas qui nous intéresse vraiment en vue de la suite, celui d’un anneau A
de valuation (et, plus généralement, pour un anneau priiférien), les résultats que nous
allons établir seront retrouvés plus loin, par une autre méthode, pour un groupe quasi-
déployé quelconque (n° 3.8). Nous pourrions donc, en principe, faire I’économie de
ce paragraphe, mais il ne nous parait pas superflu de traiter séparément le cas déployé
en raison du caractére plus « élémentaire » de la méthode, et, accessoirement, du fait
que certains résultats sont aisément prouvés pour des anneaux plus généraux. Toutefois,
nous serons parfois assez brefs quant aux démonstrations et les calculs de routine seront
laissés au lecteur.

3.2.1. — Chaque U, (ae ®) est muni d’une structure de droite sur K, (1.2.10)
satisfaisant & la condition suivante (qui la caractérise) : pour toute extension L de K,
et tout tore S’ défini et déployé sur L maximal normalisant U, il existe une racine a’
de Gy, suivant S’ et une seule telle que U, soit le sous-groupe radiciel correspondant
et, avec ces notations, on a sus™!=a'(s)u pour tout ze U,L) et tout seS'(L).

Soit K; un sous-corps de K. Nous appelons K;-épinglage de U, un K;-isomorphisme
Dk, =~ U, (cf. 1.2.10). Pour tout K;-épinglage x, de U,, il existe un K,-épinglage x_,
et un seul de U_,, dit associé¢ & x,, caractérisé par 'une quelconque des propriétés équi-
valentes suivantes :

(1) m, = x,(1) x_,(1) x,(x) appartient & N;
(i1) m_, = x_,(1) x,(1) x_,(1) appartient ¢ N; L
(iii) # existe un K -homomorphisme U, de SL, dans G tel que =x,(u) = Ca( ) et

*olu) =&, (ﬁ . ‘I’).
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L’homomorphisme ¢, est alors unique et I'on a

C 0 1
m,=m_,= .
a a "N_1 o

L’'image de m, dans le groupe de Weyl W de G est la réflexion 7, définie par la racine a.
Il est clair que x, est le K;-épinglage associé a x_

t
On note a'le K;-homomorphisme ¢+ C"(o ;)_1) de Mult, dans G. On sait que

Im @ CS et que, pour tout caractére y de S, le composé y o @ est le caractére ¢4 47 %
de Mult , ot @~ est Pélément associé & a dans le systéme de racines @~ inverse de @
(rappelons que ® CHom(X*(S), Z)). En particulier, 2’ ne dépend pas du choix de
I’épinglage x,. Il est clair que @ se prolonge d’une maniére et d’une seule en un A-homo-
morphisme noté encore @, de Mult dans S.

3.2.2. Un K -épinglage de G (relativement a S) est la donnée d’une base B
de @ et pour chaque 2 eB, d’un K;-épinglage x, de U,. Un K, -systéme de Chevalley
dans G (relativement a S), est une famille (x,),co de K;-épinglages des U, possédant
les deux propriétés suivantes : ‘

(Ch 1) pour tout a e ®, les K,-épinglages x, et x_, sont associés;
(Ch2) pour a,be®, de sorte que 1,(b) e®, ol existe e=+1 tel que
X, () = myx,(eu)mz ! pour tout u €Dy, .

On sait que pour tout K,;-épinglage de G, il existe un K;-systtme de Chevalley
le prolongeant, qui est déterminé « au signe prés », c’est-a-dire au remplacement
éventuel, pour certaines racines 4, de x, par ub> x,(— u).

3.2.3. — Dans ce qui suit, nous prendrons K; = K, et supprimerons le pré-
fixe K, devant « épinglage » ou « syst¢tme de Chevalley ». On se donne désormais un
systtme de Chevalley (x,),co. On sait qu’il existe des entiers G, ,.; ; pour a,be®,
b+ —a, 1,7eN", ia+jbe® tels que le commutateur de x,(u) et de x,(v) soit
donné par
(1) (%,(u), %,(9)) = I xia+jb(Ca,b;i,ju‘vj)

,jEN iat+bED

(les racines ia + jb étant rangées dans un ordre donné arbitraire). On pose
M,3i=GC,p61 €t Myo0=1. Si a—b¢® ona M,,;,==+1.

3.2.4. — Considérons le groupe adjoint Ad G de G. On sait que T = AdgS
est un tore maximal déployé de Ad G. Le syst¢éme de racines de Ad G par rapport 4 T
s'identifie & ®. Le groupe X*(T) des caractéres de T est le groupe Q engendré par .
La représentation adjointe définit un isomorphisme entre les sous-groupes radiciels
associés & a € ® de G et Ad G et permet de les identifier; le systéme de Chevalley (x,)
« est » alors aussi un systtme de Chevalley pour Ad G.
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Soient g I’algebre de Lie de Ad G et § ’algeébre de Lie de T. On sait que ) s’iden-
tifie 2 Hom(Q , K) et que Q s’identifie donc & un sous-groupe additif du dual *h. Soit T
le A-schéma en tores déployés prolongement canonique de T. La restriction a S de la
représentation adjointe de G se prolonge en un morphisme surjectif de & sur I. L’algebre
de Lie §, de T s’identifie au sous-A-module libre Hom(Q , A) de . Pour a € ®, posons

(1) ¢, = (Lie x,) (1) e Lieg, U, CLieg U,
(2) ha = [ea’ e—a])

éléments que nous considérons comme appartenant tantét & Lie G, tantét & g. Pour
a,be®, on a

(3) [ess 6] = Nyytsyy avece N,y =M,,,€Z sia+bed,
ay Yol —

o sia+be¢du{o}.
Enfin, Pidentification de f avec Hom(Q , K) envoie 4, sur 'image canonique de a~ et

(4’) [ha’ eb] = b(ha) & = <a", b>eb pour a, bed.

3.2.5. — Les formules suivantes sont conséquences de 3.2.3 (1) et de 3.2.4 (2)
et (4) :

(1) Ad x,(u) .6, = ZM, , ;uie,;, (a,be®;b+ —a),
la sommation étant étendue aux entiers j = o tels que b 4 ja e @;
(2) Ad x,(u).e_, = e_, — uh, + vle,;
(3) Ad x,(u).h = h — a(h)ue, (hebh).
3.2.6. Donnons-nous pour chaque a € ® un idéal fractionnaire inversible f(a)

de A, c’est-a-dire un sous-A-module projectif de type fini de K. On a vu (1.4.1) que
f(a) définit un A-schéma en groupes Abdy,, lisse, de fibre générique Addg. Par trans-
port de structure grice 2 x,, on en déduit un A-schéma en groupes lisse 1, prolongeant U,,.

3.2.7. Proposition. — Avec les notations de 3.2.6, le systtme 2 = (S, (U,),c0)
est une donnée radicielle schématique de G relativement & S si et seulement si les idéaux inversibles f(a)
satisfont aux deux relations suivantes :

(1) fb +ia) > My, f@fB) (bab +iae®, b+ —a, icN);
(2) fla) f{(— a)CA  pour tout a € ®.
La condition (DRS o) est tautologiquement satisfaite.

Vu 3.2.3 (1), (DRS 1) est remplie si et seulement si, pour tout A e %f(ia + jb),
on a AG,,.;; €%(a)’.}f(b), cCest-a-dire si

(r') flia + jb) 3 Gy p; 5 fa) S(B)

pour a,b,ia + jb € ®, b+ — a, i,j € N". En particulier (1) doit étre satisfaite. Mais,
réciproquement (1) entraine (1’). En effet, 'examen des systémes de racines de rang
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deux montre que le seul cas de (1') qui ne soit pas couvert par (1) est celui ol a et b
forment une base d’un facteur direct de type G, de @, les racines de la forme ia + jb
étant alors, aprés échange éventuel de a et b, a + b, a + 2b, a + 3b, 2a + gb; si (1)
est satisfaite, on a f(a + 3b) D f(a) f(b)® (car M, , s = + 1), f(2a + 3b) D f(a) f(a + 3b)
(car M, , 31 ==%1), dot f(2a + 3b) Df(a)®f(b)® et, finalement, (1'). Nous avons
ainsi établi que (DRS 1) est équivalente a (r).

La condition (DRS 2) est toujours remplie : Popération de S dans U, se prolonge
en 'opération composée du caractére a:S — JMult et de 'opération canonique de
Mult dans Abby,.

Pour I’étude de (DRS 3), identifions U, et U_, & Add par x, et x_,, et notons u
et v les coordonnées correspondantes. Un calcul simple et classique dans SL,, transporté
a G par {,, montre que W, est Pouvert (U, X U_,);_,, de U, x U_,, et que 'appli-
cation $, du n® 1.1.10 est donnée par

I — uy T — up)’

(3) aa<u,v)=( A — w), — )

Or, ’anneau local R de la section neutre (0, 0) de U, X U_, est Pensemble des fractions
rationnelles P(u, 2)Q (4, )™ ' avec Q(o,0) € A*, Comme l'algebre affine de U, est
’algébre symétrique de *f(), le coefficient de 4" o™ dans le développement en série entiére
de tout élément de R appartient & *f(a)".'f(— a)™. Pour que B, se prolonge & un

)eR. En

1 —u
particulier, on doit avoir Au(1 —ur)"' e R pour tout A e'f(a). Considérant le
coefficient de u? dans le développement de Au(1r — uv)~!, on voit qu’il faut que
Y(a) Ctfla)2.%(— a), d’ou (2). Inversement, supposons (2) satisfaite; alors
1 €'f(a).Y(— a), 1 —uv e A[U, x U_,], et (DRS 3) est satisfaite en prenant pour I,
le voisinage ouvert de la section neutre (0, 0) olt 1 — uv est inversible et en définissant
le morphisme B, par (3).

voisinage de (o0, 0), il faut que pour tout ¢ € A[U,], on ait (p(

3.2.8. — Les relations (1) et (2) de 3.2.7 sont satisfaites si 'on prend f(a) = A
pour tout a. La donnée radicielle schématique correspondante est appelée donnée radicielle
schématique de Chevalley associée au systeme de Chevalley (x,).

3.2.9. — Jusqu’a la fin du n° 3.2, nous supposons remplies les conditions (1)
et (2) de 3.2.7. Ainsi, 2 est une donnée radicielle schématique et notre but est a4 présent
de construire un 2-module fidéle. Pour a € @, Lie U, s’identifie au sous-A-module f{a)e,
de g = Lie Ad G. Posons

(I) lebA+ )Y Lieuasz+ 2 f(a)eacg

ac @ aED
(cf. 3.2.4). C’est un sous-A-module projectif de type fini de g et aussi, vu 3.2.4 (3)
ct le fait que a(h,) CA, une sous-A-algébre de Lie.
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Proposition. — Le module 1,; est (pour la représentation adjointe de G dans g) un D-module
Sidéle pour les W,. Il est fidéle pour S si et seulement si le groupe G est adjoint.

I1 est clair que & opére sur L, et que cette représentation est fidele si et seulement
si G=AdG.

Montrer que U, opére sur L, équivaut a faire voir que, pour m e L, et m' e'Ly,
le coefficient ¢, ,, de la restriction & U, de la représentation adjointe de G dans g
appartient a A[U,], c’est-a-dire, est un polynéme en « dont le coefficient de «* appartient
a 'f(a)" pour tout n 2 o. Par bilinéarité, il suffit de vérifier cela pour m € §, U U f(b)e,
et m' e'h, U U Y(b)e, ou (e;) désigne la base duale de (¢) dans l'orthogonal de b
dans *g. Les calculs sont faciles et sans surprise; nous les laissons au lecteur.

Comme B, = Hom(Q ,A) et que toute racine a fait partie d’une base du
Z-module Q , il existe m € §), tel que a(m) = — 1. Il résulte alors de 3.2.5 (3) que,
pour p€'f(a) et m' =pe, on a ¢, , = pu, ce qui implique que les ¢, , engen-
drent A[U,], donc que U, opére fidélement sur L,. La proposition est démontrée.

3.2.10. — Nous avons ainsi construit un Z-module fidéle dans le cas d’un groupe G
adjoint. Passons au cas général et rappelons d’abord ([NB] Lie VIII, § 7, n® 3) qu'un
poids dominant & de G (on suppose choisi un syst¢tme de racines positives ®*) est dit
minuscule si { o, a~ > €{o, 1} quelle que soit a € ®*. On sait (loc. cit.) que le groupe
des caractéres de S est engendré par les racines et un nombre fini de poids dominants
minuscules.

Soit @ un poids dominant minuscule et soit p la Ky -représentation irréductible
de G de poids dominant , dans un K-espace vectoriel V,. Soient II ’ensemble des
poids de ¢ et V2 le sous-espace de V,, correspondant au poids A € II. On sait (loc. cit.)
que dim V} = 1, que les éléments de II sont les transformés de o par le groupe de
Weyl de G et que p(¢,)2 = o pour tout ae®, d’on

(1) p(x (1)) = I + up(e,).
Posons L; = Lie @ 4+ X f(a)e,CLie G. C’est une sous-A-algébre de Lie de Lie G.
ac®

Posons V=K®V, et soient veVy —{o} et M, le sous-L;-module de V
engendré par v (I’algebre de Lie L; opérant sur V par dp). Comme p(e,)o = o si a € ®F,
que p(h)v = w(h)o si heLie© et que p(g)? =0, on a, par des calculs standard,
(2) M= % (Il f(a))(1I e(c,))2,

ICO™ a€l a€l
les facteurs du second produit étant rangés dans un ordre compatible avec I’addition,
choisi une fois pour toute dans ®~. On voit donc que M, est un A-module de type fini,
somme directe de ses intersections avec les V* = K® V).

Appliquant ce résultat en y remplagant K par Kj et A par A =Z.1CK,, et
faisant f(a) = A, pour tout a € ®, on voit (et c’est d’ailleurs bien connu) qu’il existe
des v, €e V) — {0} pour A ell, tels que le sous-A-module libre engendré par les v,
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soit stable par les p(e,) pour ac®. De plus, si ae® et AA+aclIl, on a
{(a">=—1 et A—a¢ll, dou

p(e—a)p(ea)vl = P(ha)vl = A, a")vl = —1,,
et par conséquent,
<3) P(ea)v)\ = &) 44

ou ¢ est un élément tnversible de A, (on peut en fait choisir les v, de telle sorte que e = + 1.)

Pour A eI, soit g(\) I'image réciproque de M; dans K par I’application > fo,.
Vu (2), c’est un idéal fractionnaire de #ype fini de A et la stabilité de M, par les p( f(a)e,),
jointe 2 (3), montre que

(4) g+ a)Df(a)g(h) pour ae® et A, A+ aell

En général, les idéaux g(A) n’ont pas de raison d’étre inversibles, et, par suite,
M, n’est pas nécessairement projectif. Nous disons que la famille f = (f(a)) est bonne
pour o §’il existe une famille (§(A)), e d'idéaux fractionnaires inversibles de A tels que

(3) S\ +a)Df(a)g(r) pour ae® et M, A+ acll
Alors, M, = X g(\)v, est un A-module projectif de type fini, stable par les p( f(a)e,),
Aem

et il résulte immédiatement de (1) que M, est un D-module.

3.2.11. — Donnons quelques conditions suffisantes pour que la famille f soit bonne
pour . Une condition évidente est que g(A) soit inversible pour tout A. Ou que f{a) CA
pour tout a (prendre g(A) = A pour tout A). Ou encore, que tout élément de II soit
de la forme « — a avec a € @ (prendre g(w) = A et g(A) = f(A — @) pour A=+ w),
condition satisfaite, par exemple, pour les représentations « standard » de SL, et Sp,,.

Plus intéressant est le cas ou I’anneau A posséde la propriété

(FI) Tout idéal fractionnaire de type fini o de A est contenu dans un plus petit idéal inversible Q.

———

Il suffit alors, en effet, de prendre Z(A) = g(1). Notons que la condition (FI)
est satisfaite si A est priiférien (tout idéal de type fini est alors inversible), ou si tout
idéal divisoriel de A est inversible (comme tout idéal inversible est divisoriel, @ est alors
le plus petit idéal divisoriel contenant a, lequel existe toujours), notamment si A est
Sactoriel ou est un anneau nocthérien intégralement clos tel que anneau A, soit factoriel
pour tout idéal maximal m de A ([NB] AC VII, § 3, prop. 1, p. 34), cas d’un anneau

régulier par exemple.

3.2.12. — Supposons maintenant que la famille f soit bonne pour un ensemble
de poids dominants minuscules oy, ..., ®, engendrant avec les racines le groupe des
caractéres de S. Faisant alors la somme directe M de L, (3.2.9) et de modules M,
construits comme en §.2.10 pour 1 £ i< n, on obtient un D-module fidéle : il est fidéle
pour les U, puisque L, Pest (3.2.9), et il est fidéle pour & parce que les poids de &
dans M engendrent le groupe des caractéres de &.
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3.2.13. Si A est un anneau de Dedekind ou, plus généralement, un anneau
priiférien, les résultats précédents combinés avec la scholie 2. 2. 4 fournissent des A-schémas
en groupes lisses. Si ’on prend f(a) = A pour tout ae @, on retrouve les « schémas
de Chevalley » de C. Chevalley [16] et M. Demazure [17]. Remarquons que notre
construction est plus élémentaire que celles de [16] et [17] en cela qu’elle ne fait pas
intervenir les puissances réduites des e,.

Nous terminons ce numéro par deux « contre-exemples ».

3.2.14. Non-unicité de ®.

Prenons pour A un anneau de valuation discréte, d’uniformisante = et de corps
résiduel %, soient G le groupe SL,, S le tore {diag(t, t ')} et a la racine (¢ ') > 2
Choisissons comme systéme de Chevalley celui pour lequel Z, est application identique
et prenons f(a) = f(— a) = wA.

Nous allons construire deux Z-modules fideles conduisant par application du
théoréme 2.2.3 4 deux A-schémas en groupes lisses satisfaisant tous les deux aux condi-
tions de 3.1.3, mais non isomorphes.

17€ solution. — Prenons V=K?x g, p =Id X Ad et M = A? x L;. On vérifie
immédiatement grace & g.2.9 et 3.2.12 que M est un Z-module fidele. Rapportant A?
a sa base canonique et L, 2 la base (me_,, , we¢,) ot & est élément de b, tel que a(k) = 1,
on voit que

2 — 2
x x
(1) p 1) = 7 y | —2myt xt +yz — 2mxz
z t z 1 9 1 2
¥ — Xy x

Il en résulte que Palgébre affine A[®] de ’adhérence schématique ® de p(G)
dans GL(M) s’identifie a la sous-A-algébre de K[G] = K[x,, z, t]/(xt — yz — 1)
engendrée par x, , z, t, © 'zt et = 'xy et est isomorphe A

A[X, Y, Z, T, U, V]/(XT — YZ — 1, XY — U, ZT — zV).

On en tire que ® est un A-schéma en groupes lisse. Sa fibre fermée ®, a pour algébre
affine A[X,Y,Z, T, U, V]/(XT — YZ — 1, XY, ZT) et n’est pas connexe; sa compo-
sante neutre ®) est définie dans ®, par les équations Y =Z = 0 et « est » le sous-
groupe de GL(2® M) formé des matrices de la forme

X — 0 (8]
x o

(2) o I o
0 ¥

o —u x?

C’est un groupe résoluble, extension de Mult par (Add)2. Mais G, a une autre compo-

) . o 1
sante connexe, définie par les équations X =T =o0, et l'élément w = ( )
—1 0
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du groupe de Weyl de G « est » une section de ® (ou si ’on préfére un élément de G(A)),
mais n’est pas une section de la composante neutre G°. Le schéma & est réunion de °
et de wB®°.

2¢ solution. — Prenons V =K?%x gXx g, p =1id X Ad X Ad et prenons pour M
le A-module engendré par la base canonique de K2 la base (me_,, h,¢,) du premier
exemplaire de g et la base (e_,, &, me,) du second exemplaire de g. On trouve

$# — ot wlA 12 — 2t w2
XD Xy
P = , V—oemyt  xt+yr —2xz), | — 2yt x4 yr — 2mxz
z z t
‘nyz — xy A2 — yz e xy z2

et 'on vérifie sans peine que M est un Z-module fidéle et que Palgébre affine de I'adhé-
rence schématique &’ de p(G) dans G8(M) est engendrée par x, 3, 2, §, n° 'y et = 'z
(compte tenu de ce que p. ex. 7w lz=mw"'2x — n 'zty) et est isomorphe i
A[X, T, U, VI/(XT — n2UV — 1). Sa fibre fermée est connexe et 'on voit facilement
que l'application identique de G se prolonge en un isomorphisme de ®’ sur la compo-
sante neutre ° du schéma & de la premiére solution.

3.2.15. Un exemple ot ® n’est pas plat et n’est pas un schéma en groupes.

Prenons pour A I’anneau (non priiférien) des polynémes k[£, n] & deux indéter-
minées sur un corps algébriquement clos & et prenons G, S, a et le syst¢éme de Chevalley
comme en 3.2.14. Prenons f(a) = EA, f(—a) =79A, V=K?>Xxg, p=1id X Ad et
choisissons pour M le A-module libre engendré par la base canonique de K* et les
éléments ne_,, k et ¢, de g. On voit comme plus haut que c’est un Z-module fidéle ¢t que

£ — eyttt Byt

(I) p((x y)): (x }), —2onyt  xt 4 yz — okxz
2z t z ¢
,’)a—lyz . g—lxy x2

Notons (x;); < j<3 les coordonnées sur End g associées a la base choisie; on voit

que p(G) est défini dans K" par les équations

(2) Xy =8, xy = -— 2, Xop == Xt I y2, Xgp = — 28x2, Ay = x%,
et
(3) xt—yz— 1 =0, X+ 2t=0, 7x3—E&:%=0,

Exyy —mpt =0, Ex +xy=0,

qui engendrent Iidéal de p(G) dans K[x,, 2, ¢, (x;)]. Les équations (2) per-
mettent de se débarrasser des cing coordonnées x;;, Xy, ¥p, X3 €t X33 et de
considérer p(G) comme une sous-variété irréductible de dimension 3 de K% dont
'idéal I est engendré par les premiers membres des équations (8). Mais ceux-ci n’engen-
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drent pas 'idéal I, =1 N Afx, y, 2,8, 55, %33, %31, X35] : on peut montrer que I, est
engendré par les premiers membres de (3) et ceux de

(4) txig + E2x1p = 0, Xkgy + W¥gy =0, A3Ay —PPE=o0.
Considérons alors ’adhérence schématique & de p(G) dans GQ(M) et sa fibre
®, = 6,5 au-dessus d’un point fermé p = (a, ) de Spec A. Si «,f €k”, on

a G, ~SL,. Si «x =0 et B+ 0, on voit aisément que G, « est » le groupe des
matrices de la forme

2 Blat o
x O
(5) ( _1) | o I o
z X
o u x2

x o0
et est isomorphe au produit semi-direct du groupe triangulaire {( _1)} par Adbd.
z x

Enfin, si a = § = o, alors G, posséde deux composantes connexes, définies respec-
tivement par les équations

(6) J=2=0, xt=1, Xj3=2%x =0
et
n x=1t=0, 2= —1, Kig¥3 = I.

La premiére composante connexe, définie par (6), est le groupe de dimension § déja
rencontré en §.2.14 (2). Mais la deuxi¢me est la variété Gy, o, de dimension 4 des matrices
de la forme

(0]
(8) ( ° y), o —1
e A

Ces deux composantes connexes étant de dimensions différentes, la fibre G
ne peut étre un groupe et le schéma G n’est pas plat (d’ailleurs dim G o > dim G).
Par contre, $ =& — Gj, est ouvert dans G et est un schéma en groupes, comme
le dit 2.2.10, mais n’est probablement pas affine.

Remarquons que pour montrer que la variété (8) de dimension 4 est contenue
dans G, o, donc que G n’est pas plat, il n’est pas nécessaire de déterminer complétement
I'idéal I, (ce que nous avons en fait laissé au lecteur). Il suffit, en termes heuristiques,

. . &’
de considérer le point p(( '};,)) avec Enx't’ — yz = 1, de « faire tendre & et 7
2 "

-1

vers 0 » en conservant 3 { = £n~ ' une valeur fixe non nulle et de poser enfin 4 = — zt’,

v=102 et w=—x"y.
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3.3. Construction de Uy et de 3Uy.

3.3.1. Lemme. — Sotent Y un K-schéma en groupes, X; (pour i = 1,2) un sous-
K-schéma en groupes fermé de Y, Y un A-schéma plat prolongeant le K-schéma Y, X, un A-schéma
en groupes plat prolongeant le K-schéma en groupes X;. On suppose que les applications produit
XXX, =Y ea XyxX;-—>Y se prolongent en des isomorphismes de A-schémas
a: X, XX, > et B:X, XX, > Y. Alors, la loi de groupe de Y se prolonge en une lot de

groupe sur ).

Le produit, la section unité et P'inverse de ¥ s’obtiennent respectivement comme
suit :

atx al id x (@ 2o B) x id

PXY ——— X XEXEXEL —>X XX XX XX,

prod x prod a
’ xl X £2 ? ‘Ds

SpecA‘—X;xlX%z—a»‘D,

inv X inv Pray X Pr1

P I5 X x X, M % ) X, X, X X — D).

Il est clair que les morphismes ainsi définis prolongent respectivement le produit, ’élé-
ment neutre et 'inverse de Y et vérifient donc par continuité les axiomes des lois de
groupe (1.2.8).

3.3.2. Proposition. — Soit V' une partie positivement close de ®. Il existe un A-schéma Wy,
et un seul @ isomorphisme unique prés, prolongeant Uy et tel que, pour tout ordre grignotant (3.1.2)
ou tnverse d’un ordre grignotant sur ¥, Uisomorphisme de K-schémas de 11 U, sur Uy donné

aEY
par Capplication produit (1.1.7) se prolonge en un isomorphisme de A-schémas
(I) H ua g H‘F‘
ac¥

Le schéma Wy est plat, la loi de groupe de Uy se prolonge en une loi de groupe sur Uy et
(1) est Lapplication produit. Pour toute partie V' positivement close de 'V, Pinjection de Uy dans Uy
se prolonge en un isomorphisme de A-schémas en groupes de Wy sur un sous-A-schéma en groupes
fermé de Uy .

On fera la démonstration par induction sur Card ¥, le cas Card ¥ = 1 étant
inclus dans les hypotheéses. L’unicité et la platitude de Uy sont évidentes. Pour montrer
son existence, il suffit de faire voir que, si @ et b sont deux éléments extrémaux de ¥,
le K-isomorphisme composé

prod prod—?
(2) U X Ug_(5p—> Uy —> Ugp_pu X U,

se prolonge en un isomorphisme U, X Wy _ (3 — Wy X Uy Si a+ b, c’est évident

a

grace a ’hypothése de récurrence :
U, X Wy gy = Wy X Wy g5y X W = W gy X U
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Supposons donc a = b. 1l suffit de montrer Pexistence d’un morphisme

ua X u\y_(a) -> u\y_(a} X ua
prolongeant (2) : on prouve de méme l’existence d’un morphisme

uly_{a} X 11,, -> lIa X u\y__{a}
prolongeant l'inverse de (2), et le composé de ces deux morphismes prolonge I’identité,
donc est I'identité. Soit alors 4’ un élément extrémal de ¥ distinct de a et posons
Y, =¥n(a+b)CV¥ —{qb}. Daprés(DRS 1), Papplication (x,) — (xpa~ 1y, y, %)
de U, x U, dans Uy X Uy X U, se prolonge en un morphisme

w: Wy X Wy — Uy, X Uy X U

Le morphisme cherché s’obtient alors comme composé

id % prod—? prod x id
Uy X Wy gy ——> U, X Uy ) X Uy ———> Uy, X Uy
prod~! x id idxa

> u\y,_{a'bl} X ua X Hb, E——— u\}r__‘a'br} X u\ifl X ubr X u‘
prod x id
On a bien entendu appliqué plusieurs fois ’hypothése de récurrence.
L’existence de la loi de groupe sur Uy résulte alors du lemme 3.3.1 et il est clair,
par continuité, que (1) est I'application produit. Enfin, la derniére assertion résulte
aussitét du lemme suivant :

3.3.3. Lemme. — Sotent W' CW deux parties positivement closes de ®. Tout ordre
grignotant sur V' est induit par un ordre grignotant sur V.

Démontrons-le par induction sur Card ¥. Soit 2 le premier élément de ¥, Si a
est extrémal dans ¥, on le prend comme premier élément de ¥ et I'on applique 'hypo-
thése de récurrence aux parties positivement closes ¥ —{a} et ¥’ —{a}. Si a n’est
pas extrémal dans ¥, on choisit comme premier élément de ¥ un élément extrémal
b ¢V et Pon applique ’hypothése de récurrence a ¥ —{b} et ¥

3.3.4. — Le composé avec P'application produit de I’application v, , donnée
par (DRS 1) n’est autre que l'application commutateur de U, X U, dans Uy (pour
a,b € ¥). puisqu’elle prolonge I'application commutateur de U, X U, dans Uyg. Il
en résulte que si ¥ CY est telle que ae¥, b€V entrainent ® N (a+ b)) CY,
alors Uy est un sous-schéma en groupes distingué de Uy . Notamment, si a est un élément
extrémal de W, alors Wy est produit semi-direct de U, par Wy _ (4.

D’autre part, dans les « bons cas » (cf. 2.2 et 3.8), 'application produit

gy U, - Uy est un isomorphisme de schémas quel que soit Pordre mis sur W.
e

3.3.5. Proposition. — L’action de Z sur Uy se prolonge en une action de 3 sur Uy,

respectant la structure de groupe de Ug.
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L’action de 3 sur Uy s’obtient en écrivant Uy comme produit II U, (3.3.2)
ac¥t

et en faisant le produit des actions de 3 sur les U, données par (DRS 2). Qu’on obtienne
bien ainsi une action de 3 sur Uy et qu’elle respecte la structure de groupe de Uy résulte
par continuité des propriétés de I'action de Z sur Uy.

3.3.6. — On peut donc considérer sur 3 X Uy la structure correspondante de
produtt semi-direct de 3 par Uy (cf. [DG], p. 166) : on obtient ainsi un A-schéma en
groupes, noté 3Wy, prolongeant ZUy et contenant J (resp. Uy) comme sous-schéma
en groupes fermé (resp. fermé et distingué).

3.3.7. Remarque. — En plus de la platitude des schémas Y, (resp. 3 et ),
la démonstration de 3.3.2 (resp. 3.3.5) n’utilise que (DRS 1) (resp. (DRS 1) et (DRS 2)).

3.4. L’algébre des distributions associée 2 une donnée radicielle schématique.

Désormais, on suppose que les A-schémas W, pour a € P, sont lisses.

3-4.%. On identifie I’algébre des distributions Dist 3 (r.8.1) (resp. Dist U,
Dist Uy) a une sous-A-algébre de la K-algeébre Dist Z (resp. Dist U,, Dist Uy), qui
s'identifie elle-méme & une sous-K-algébre de Dist G (1.3.3). On note Dist 2 la
sous-A-algébre de Dist G engendrée par Dist 3 et les Dist i, pour a e ®.

3.4.2. Proposition. — Soit V' une partie positivement close de P.

(1) L’application produit ®‘1’ Dist U, — Dist Wy est bijective quel que soit Pordre gri-
a€

gnotant ou inverse d’un ordre grignotant mis sur V.
(i1) L’application produit
Dist 3 ® Dist Uy — Dist JUy  (resp. Dist Uy ® Dist 3 — Dist 3Uy)

est bijective.
Vu 3.3.2 et 3.3.6, cela résulte de 1.3.5, puisque les U, et donc Uy, sont lisses.

3.4.3. Lemme. — Soit a € ®. Dans Palgébre Dist G, on a
Dist U,.Dist 3.Dist U_, = Dist U_,.Dist 3. Dist U,.
Reprenons les notations de (DRS 3) et soit & e Dist M, 3" € Dist U_,. Comme 2B,

est un voisinage ouvert de la section unité ¢ dans U, X U_,, le A-module ‘Dist T,
s'identifie & Dist U, ® Dist U_, (1.3.2 et 1.3.5). Par suite,

3®Y eDist W,, B,(8®3) eDist U_,®Dist 3®Dist U, (1.3.5)
et
(prod o B,) (3 ®38") e Dist U_,.Dist 3.Dist U,.
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Mais, d’aprés (DRS 3), (prodofB,)x est la restriction de Il’application produit
U, xU_, -G, ce qui entraine que (prodoB,)(8®3) = 33'. Autrement dit, on a

Dist U,. Dist W__C Dist U_,.Dist 3. Dist U,,

d’ol1 le lemme, compte tenu de 3.4.2 (ii).

3.4.4. Proposition. — Soit P un systéme de rayons radiciels positifs. Posons
&~ = — ®t, Lapplication produit de Dist Uy @ Dist 3@ Dist Uy, dans Dist D est
bijective.

L’injectivité résulte de celle de I’application produit de Ug- X Z X Ug. dans G.
Pour établir la surjectivité, il suffit de montrer que I'image A ne dépend pas du choix
de ®* : ceci entrainera A = Dist & car, d’une part, A.Dist 3 =A vu 3.4.2 (ii),
d’autre part A.Dist i, = A pour tout a € ®, comme on le voit en choisissant @
contenant 4, donc A.Dist 2 = A et A D Dist 2.

Soit donc @] un autre systtme de rayons radiciels positifs. On veut montrer que
sa substitution & @ ne change pas A. Raisonnons par induction sur Card(®;” n &7).
Si ce cardinal est nul, il n’y a rien 2 démontrer. Sinon, il existe un élément 4 extrémal
dans ®; appartenant & ®~. Posons ¥t = &} —{a} et ¥~ = & — {— a}. Alors
&, = V" U {— a} est un systtme de rayons radiciels positifs (cf. [NB] Lie VI, p. 157)
et, vu §.4.2 (i) et 3.4.3, on a

Dist U,,.. Dist 3. Dist Uy, = Dist Uy-. Dist U_,. Dist J.Dist U,. Dist Uy
= Dist Ug-. Dist U,.Dist 3.Dist A_,.Dist Wy

= Dist Uy_. Dist 3. Dist Uy, ,

d’oti notre assertion par induction.

3.4.5. Corollaire. — L'application canonique K ® Dist @ — Dist G est  bijective.
Cela résulte de 3.4.4, 1.1.9 et 1.3.4.

3.5. Z-modules : lemmes préliminaires.

Dans ce numéro, on désigne par X un A-schéma en groupes lisse de fibre géné-
rique Xy connexe, et par p une représentation de X dans un espace vectoriel V de dimen-
sion finie sur K.

3.5.1. Lemme. — Faisons hypothése suivante :
(C) Si feK[X] est telle que {8,f) € A pour tout & € Dist X, alors fe A[X].

Soit M un sous-A-module projectif de type fini de V tel que po(Dist X) M = M; alors
X opére sur M par p.
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On a p(Dist Xx). KM = KM. D’apres 1.4.8, le sous-espace vectoriel KM de V
est donc invariant par p et on peut supposer V = KM. Le dual *M de M s’identifie
alors a2 un sous-A-module projectif de type fini du dual de V. Si meM, m' e*M et
deDistX, on a

{8,685 > =<m', p(dym> c A
cf. 1.4.7), et la condition (C) entraine ¢®, , € A[X], cqfd.
4.7 m,m q

3.5.2. Lemme. — Faisons hypothése suivante :

(C') A[X] est réunion d’une suite croissante de sous-A-modules M, projectifs de type fini
telle que, pour tout n, application de restriction r, de Dist X dans *M,, soit surjective.

Alors, la condition (C) de 3.5.1 est satisfaite et il existe un entier N et une application
A-lindatre q: Dist X — Disty X telle que o(8) = p(¢(3)) pour tout § e Dist X,

Pour tout entier #, on peut choisir une application A-linéaire u,: *M, — Dist X
telle que 7,04, =1d et (u,o7,(8),m)> pour 3 eDist X et meM,.

Soit alors fe K[X] telle que (3,f> €A pour tout & eDist X. Il existe un
entier n tel que fe K®M, et pour tout »e*M,, on a

<)\:f> = <r,n0u"()\),f> == <un(7\)7f> EA,
d’ot feM,, ce qui démontre (C).
D’autre part, soit M le A-module engendré par une base de V. Son image par

la coaction ¢®:V > K[¥]®xV =A[X]®, V est contenue dans M, ®, V pour un
entier n assez grand. Pour v €'V, meM et 3eDistX, on a

(u, p(3)m) = (3B u, F(m) ) = <ty 0 1,(8) ® u, *(m) ),

d’ou la deuxiéme assertion en prenant ¢ = u,07, et N assez grand pour que Disty X
contienne le sous-A-module de type fini image de g¢.

3.5.3. Remarques. — 1) On peut montrer que si A est un anneau de Dedekind,
alors la condition (C) est satisfaite si et seulement si X est connexe (1.2.12).

2) On peut exprimer les conditions (C) et (C’) pour un A-schéma lisse X a fibre
générique connexe quelconque, muni d’une section s, en y remplagant Dist X par
*Dist X. Soit d € A[X] inversible sur 5. Si X muni de s satisfait & (C), alors 'ouvert spé-
cial X; muni de s satisfait aussi a (C). On a en effet °Dist X; = *Dist X etsi g € K[X] est
telle que <3,d "g)> € A pour tout § € *Dist X, alors {3, g> = 2{3,, d">.<3],d "g> e A
pour tout 3 €°Dist X (1.3.5 (1)), d’out g e A[X].

De méme, si X muni de s satisfait a (C’), alors X; aussi. En effet, quitte & rem-
placer (M,) par une suite partielle, on peut supposer dM, CM, . ,. Posons M, = d~"M,;
alors A[X,] est réunion de la suite croissante des M, qui sont projectifs de type fini,
et une forme linéaire sur M, est de la forme f> (3,d"f)> avec & e*Dist X. Il suffit
alors d’appliquer 1.3.5 (1).
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Par ailleurs, il est immédiat que le A-schéma X associé¢ & un A-module projectif
de type fini M, muni d’une section s quelconque, satisfait 2 (C’) : on peut supposer
que s est la section nulle et il suffit de prendre pour M, le sous-A-module de
A[X] = Sym*M engendré par les éléments homogénes de degré < n.

En particulier, on voit que fout A-schéma en groupes X dont le schéma sous-jacent est
un ouvert spécial d’un schéma associé @ un A-module projectif de type fini, satisfait a (C') donc a (C).
Ceci s’applique en particulier a Jult.

g) On peut montrer que la condition (C’) est équivalente a

(C") Il existe une suite de sous-A-modules projectifs de type fini (P,), > ,de A[X] telle
que P, soit supplémentaire de I(s)"** dans I(s)" et que A[X] soit somme directe des P,.

3.5.4. Lemme. — Supposons donnée une opération de IMult sur le schéma X, fixant I'élé-
ment neutre de X et telle que les caractéres de Multy intervenant dans la représentation associée
de Multy dans espace tangent & Xy en Pélément neutre soient strictement positifs. Alors, la condi-

tion (C') est satisfaite.

L’opération de ult sur X se traduit par lexistence d’une graduation (R;);ey
de la A-algébre A[X] telle que la coaction
A[X] — A[Mult] ® A[X] = A[T, T"']® A[X]

soit donnée par Xr;» XTV®7 (pour 7 eR;). Autrement dit, Mult opére sur R,
par le caractére — j : ¢ ¢4, Comme JMult fixe I’élément neutre, I'idéal d’augmen-
tation I = I(¢) est gradué. Par hypothese, les caractéres de JRulty intervenant dans
KI/KI? sont strictement négatifs, ce qui entraine que les caractéres de Multy inter-
venant dans KI"KI"*! sont < — n. Comme NI"={o0} (1.3.7), il en résulte que
R; ={o} pour j<o et que

(I) Iﬂ C jgﬂ Rj'
Posons alors M, = X R;. Alors A[X] est la réunion des M,. De plus,
0Sisn—1

(1) montre que le A-module projectif de type fini A[X]/I" s’identifie & la somme directe
de M, et de X R,/I". Par suite, M, est projectif de type fini et si u €M, la forme

izn
linéaire sur A[X] égale & u sur M, et & o sur X R; est nulle sur I" d’aprés (1), donc
jzn

appartient 2 Dist X, ce qui achéve la démonstration.

3.5.5. Proposition. — Soit ¥V une partie positivement close de ®. Le schéma en groupes Wy
satisfait & la condition (C') de 3.5.2, donc & la condition (C) de 3.5.1.

On peut en effet choisir un isomorphisme j de PNult sur un sous-schéma en groupes
fermé de & tel que, pour tout a € ¥ et toute racine « de G suivant S appartenant a a,
le caractére aoj de Mult soit strictement positif. Le composé de j avec P'action de 3
sur Uy (3.9.5) fournit une action de Mult sur Uy satisfaisant a la condition de 3.5.4.
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3-5.6. Lemme. — Soit v eV et posons M = p(Dist X).v. On suppose que M est
projectif de type fini, que X opére sur M et que A[X] possede un systéme générateur formé de coeffi-
cients de o de la forme § , avec x €*V. Alors, X opére fidélement sur M.

Soit x € *V tel que ¢f, € A[X] et soit y la restriction de x & M. Pour § € Dist X,
on a

< 9(8)U> = (%, 9(8)U> = (3, cg,v> GA)

d’ott y €*M. On vérifie alors aisément que ¢, est le coefficient ¢, de la représen-
tation p de X dans M définie par p. Par suite A[X] est engendrée par les coefficients
de p, cqfd.

3.5.7. Lemme. — Supposons Xy unipotent et soit v € V el que le K-schéma en groupes
stabilisateur de v dans Xg soit trivial. Pour N entter > 1, notons o(N) la représentation ®Np
de Xg dans Vy = XV et posons vy = Q%o 8i N est assez grand, Palgébre A[X] est
engendrée par des coefficients de o(N) de la forme &%) pour y € *Vy.

¥,'N

On se rameéne aussitét au cas ou V est le plus petit sous-espace vectoriel contenant
Porbite p(Xg).v. Puisque Xi est unipotent, celle-ci est d’ailleurs fermée ([DG], p. 488)
et 'application x> p(x).v est une immersion fermée de Xy dans V ([2], prop. 6.7).
Par suite, la K-algeébre K[X] est engendrée par les coefficients ¢, pour x e *V.

L’ensemble Iy des cocfficients ) de p(N) est exactement I’ensemble des poly-
némes homogénes de degré N & coefficients dans K en les coefficients ¢, pour x €‘V.
D’autre part, puisque ¥y est unipotent, il posséde un point fixe z+ o dans 'V et le
coefficient ¢f , est une constante non nulle (sinon on aurait ¥g.oCXKer z), qu’on peut
supposer égale & 1. Il s’ensuit que Iy est ensemble de tous les polyndémes de degré N,
homogeénes ou non, en les ¢ ,.

Or, A[X] est engendrée par un nombre fini d’éléments f;, ..., f, de K[X] et
chaque f; est un polynéme a coefficients dans K en les ¢£ . Il suffit alors de prendre
Pentier N plus grand que le plus grand des degrés de ces polynémes.

3.6. Construction d’un Z-module fidéle pour 1.
Désormais, nous supposons que Uanneau A est priiférien (cf. 2.2.2).

3.6.x. Proposition. — Sovit o une représentation de G dans un espace vectoriel V de
dimension finie sur K et soit My un sous-A-module de type fini de V. Soit ¥ une partie positivement
close de ® et posons M = p(Dist Wy).M,. Alors,

(1) M est de type fini (donc projectif) et Wy opére sur M;

(i1) st .3 opere sur My, alors 3 opére sur M.
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Vu 3.5.5 et 3.5.2, il existe un entier N tel que M = p(Disty Uy).M,. Par
suite, M est de type fini, donc projectif puisque sans torsion, et Uy opére sur M
d’aprés 3.5.1.

Supposons maintenant que 3 opére sur M,. L’action de 3 sur Uy (3.3.5) définit
une opération de 3 sur le module Disty Wy (1.4.9), d’olt une opération de 3 sur
M’ = Disty Uy ® M. L’application ¢: M’ — M définie par ¢(83®m) = p(3).m est
surjective et K® ¢ : KOM' - K®MCV est compatible avec I'action de Z (pour
tout zeZ(K), on a (K®g)(2.(3®m)) = p(28)p(2).m = p(2)p(3).m), C’est-a-dire
est un morphisme de K[Z]-comodules, ou encore un morphisme de A[3]-comodules
(noter que par exemple K[Z]®, (K®,M') =A[3]®, (K®,M')!). On en déduit
que Ker K® ¢ et M’ sont deux sous-A[3]-comodules de K ® M’, etil en est de méme
de leur intersection Ker ¢ [30]. Par passage au quotient par Ker ¢, on obtient donc
une structure de A[3]-comodule sur M, c’est-a-dire une opération de 3 dans M, qui
redonne par tensorisation avec K la représentation p de Z dans KM.

3.6.2. Corollaire. — Soit p une représentation de G dans un espace vectoriel V de dimension
Jinie sur K et soit My un sous-A-module de type fini de V tel que 3 opére sur M,. Posons
M = p(Dist D)M,. Alors, M est un A-module de type fini, KM est invariant par o(G) et le
couple (M, p,), ot p, est la restriction de p & KM, est un D-module.

Comme KM est invariant par p(Dist G) (3.4.5), il est invariant par p (1.4.8)
et 'on peut supposer V = KM. Choisissons un syst¢me de rayons radiciels positifs &+,
posons UE = Uys et M; = p(Dist UH)M,y; vu 3.6.1, M, est de type fini et 3 opére
sur M;. Il en résulte, compte tenu de 3.4.4, que M = p(Dist U™)M, et 3.6.1 entraine
que 3 et U~ opérent sur M. Enfin, M = p(Dist U*)M et, toujours par 3.6.1, U opére
sur M.

3.6.3. Soit G un revétement simplement connexe du groupe adjoint Ad G de G.
On sait qu’il existe un unique tore S déployé sur K de G dont I'image dans Ad G
coincide avec celle de S et le systéme de rayons radiciels de G suivant S s’identifie cano-
niquement &3 ®. Pour ¥ C @ positivement close, la projection canonique G ->G
définit un isomorphisme du sous-groupe radiciel Uy de G associé 3 ¥ sur Uy, ce qui
permet d’identifier ces deux groupes.

3.6.4. >
Soit L P’algébre de Lie de G et L~ celle de U™, Posons d = dimU~, V=AL et
d

Soit ®* un systéme de rayons radiciels positifs et posons U* = Wy, etc.

W = AL-, de sorte qu¢e WCV et dim W = 1; §9it v un élément non nul de W
et soit p (resp. p') la représentation adjointe de G (resp. ) dans L. Pour un entier N 2 1,
on note p(N) la représentation ®Np dans Vy = YV, on pose Wy = fwc Vx
et oy = ®@%v. Enfin, on pose

My = p(N) (Dist 2).vyg.
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3.6.4. Proposition. — (i) Le A-module My est de type fini et 3, U et W™ opérent sur My
par o(N).

(i) 8t N est assez grand, U" opére fidelement sur My.

Autrement dit, le couple (My, o(N)) est un D-module, qui est fidéle pour Wt (donc pour
les W, pour a e ®Y) dés que N est assez grand.

En effet, il est clair que Z laisse invariant W et y opére par un caractére . Vu
(DRS 2) (ou 3.3.5), 3 opére sur le sous-module X Lie, de L™, ce qui entraine

acP”
que y se prolonge en un homomorphisme (noté encore y) de 3 dans JNult et J opére

par ¥~ sur tout sous-module de type fini de Wy, en particulier sur Auy.
L’assertion (i) résulte alors de 3.6.2 et 'assertion (ii) résulte des lemmes 3.5.6,

3.5.7 et

3.6.5. Lemme. — Le stabilisateur de v dans U™ est trivial.

Il revient au méme de montrer que le stabilisateur de v dans U+ est trivial;
autrement dit, on peut supposer que G est semi-simple et simplement connexe. Soit K une
cloture algébrique de K et soit = I’application x> p(x).2 de U*(K) dans K®V,
Il nous faut montrer (cf. [2], prop. 6.7) que

P=x"10) ={e} et Q=dn '0)=1{o}.

Soit T un tore maximal défini sur K de G, contenant S, soit @ le systéme de racines
de Gg suivant T et soit ¥'* (resp. ¥~) ’ensemble des racines « € @ dont la restriction
A S appartient 2 un élément de T (resp. ®7). Les parties ¥'* et ¥~ sont positivement
closes, on 2 ¥~ = — ¥'* et le sous-groupe unipotent de Gg associé & W'+ (resp. ¥')
n’est autre que (Ut)g (resp. (U7 )g).

Comme TCZ, le sous-groupe fermé P de U™ est normalisé par T et est donc
engendré par les sous-groupes radiciels U, qu’il contient ([4], §.11). Mais U,CP
entraine Lie U, C Q : il nous suffit donc de montrer que Q ={o}.

FEtant normalisée par T, P’algébre Q est somme des Lie U, qu’elle contient (avec
« € ¥*). En définitive, nous devons seulement montrer que si I’on choisit un épinglage
de Chevalley (x,), 3 de Gg relativement 2 T et si 'on pose ¢, = dx,(1), alors « e '¥'*
entraine pg(e,).v #+ o.

Or,ona KOL = X Ke g4 don o=k A e g avec keK*, et

pevy+ fevy*
Pﬁ(ea)v = k(i [eawe—a] A A e——ﬂ + Z =+ [erx’e—y] A A e—B)
BEY* — {a} YETH—{a} BEY*—{v}

=hlxhn N e g+ T OEN, e, n N e ).

BEYH —{a} YEYH—{a} Be¥*t—{r}

Ceci démontre notre assertion, puisque A, = [¢,, ¢_,] est un élément non nul de Lie T.
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3.7. Construction d’un Z-module fidéle pour 3.

Désormais, nous supposons que G est quasi-déployé sur K et que S est un tore déployé sur K
maximal. Il s’ensuit que Z est un tore maximal de G. On suppose de plus que le A-schéma
en groupes 3 posséde une représentation linéaire fidéle (condition toujours satisfaite si A est

un anneau de Dedekind (1.4.5)).

3.7.1. Soit K, une cléture séparable de K. On note D le systtme de racines
de Gy, suivant le tore maximal Zg et ®* P’ensemble des a e® dont la restricLion
a S appartient a un élément de T : c’est un systéme de racines positives dans @ et
(U)g, est le sous-groupe unipotent maximal de Gy, associé a &+, Il Sensuit que le
caractére y de 3 introduit en 3.6.4, c’est-a-dire la représentation de 3 dans le module
D = det Lie U*, est le produit des racines positives dans le groupe des caractéres X*(Z)
noté multiplicativement :

x= Il a
X
C’est donc un poids dominant de Z, égal au carré du produit des poids dominants fonda-
mentaux ([NB] Lie VI, § 1, prop. 29) et pour tout caractére A de Z, le caractére Ay"
est un poids dominant pour n entier assez grand.

3.7.2. — Soit M, un A-module projectif de type fini et soit ¢ une représentation
linéaire fide¢le de 3 dans M. Posons V = K®M,. Puisque Z est un tore, la repré-

sentation oy de Z dans V est complétement réductible : soit V.= 2V, une décompo-
sist

1
sition de ox en K-composantes irréductibles o;:Z —GL(V,). Pour 1557 la
représentation (o;)x, de Zg, dans K;®V; est somme directe de caractéres ; ¢, ..., \; 5
deux a deux distincts et permutés transitivement par le groupe de Galois I' de K, sur K
opérant de facon naturelle sur X*(Z) (notons que, puisque G est quasi-déployé sur K,
les deux actions classiques de I' sur X*(Z) (cf. [36], 3.1) sont identiques).

Soit 7 un entier assez grand pour que les caractéres A;,x" soient tous des poids
dominants pour 1£j<7 et 1£k=<mn. La représentation ¢ = (c®@y") @y de 3
dans M) = (M,® (®"D))®D est encore fidéle. L’image par (¢')* de A[GL(M})]
contient en effet d’'une part y et x~', d’autre part les produits par " des coefficients
de o et le produit par ¥~ "¥V de Iinverse de det 6, donc contient 'image par " de
A[GL(M,)], qui est A[3] tout entier.

Par suite, quitte & remplacer ¢ par ¢’, on peut supposer que fous les poids 1, ; sont
des poids dominants.

3.7.3. — Pour 1 <7< 7, les poids ;4 ..., A,y forment alors une orbite de T’
dans le céne des poids dominants. On sait ([36], 3.3, 7.2 et 7.4) qu’il existe une
K-représentation irréductible p; (et une seule a isomorphisme prés) de G dans un
K-espace vectoriel W; qui se décompose sur K, en la somme directe des représentations
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irréductibles p; , de Gg_ de poids dominants A; ; (pour 1 < k< n;). Soit W, le sous-
espace de K, ® W, sur lequel (p)x induit p;, et soit W], la droite des vecteurs
dominants de W; ;. Pour j donné, les W, , (resp. W},) sont permutés transitivement
par T, il existe un et un seul K-sous-espace vectoriel W] de W;, de dimension n;, tel

que X W}, =K, ®W] et la K-représentation de Z dans W; est isomorphe 2 o;.
1k 7

3.7.4. — Faisant la somme directe des p; pour 1 < j <7, on obtient une K-repré-
sentation p de G dans W = XW, et un K-sous-espace vectoriel W’ = XW? de W,
invariant par Z, formé de vecteurs dominants, donc fixes par U™, et tel que la repré-
sentation de Z dans W? induite par p soit isomorphe & ox. On peut donc identifier M,
3 un sous-A-module de W° et 3 opére fidélement par o dans M,.

3.7.5. — Posons M = p(Dist Z) M. Le corollaire 3.6.2 entraine que M est
de type fini et que 3, Ut et U~ opérent sur M, c’est-a-dire que M est un D-module.

De plus, des considérations élémentaires sur les poids montrent que
(1) o(Dist" U*) WO = {o};
(2) W? N p(Dist™ U™) W? = {o}.
De (1) et de 3.4.4 résulte que M = p(Dist ™) M, et de (2) résulte alors que M est
somme directe des sous-modules M, et p(Dist™ W™) My, qui sont invariants par 3.

Comme 3 opére fidelement sur M,, on voit que 3 opére fidélement sur M.
En conclusion, nous avons démontré la proposition suivante :

3.7.6. Proposition. — Il existe un 2-module fidéle pour 3.

3.7.7. Faisant alors la somme directe d’'un Z-module fideéle pour 3, d’un
2-module fidéle pour Ut et d’un P-module fidele pour U~ (3.6.4), on obtient enfin :

3.7.8. Proposition. — Il existe un Z-module fidéle.

3.8. Récolte.
Réunissant Pexistence d'un Z-module fidéle et les résultats de 2.2, nous obtenons :

3.8.1. Théoréme. — Soient A un anneau intégre priiférien, K son corps des fractions,
G un groupe algébrique réductif connexe défini sur K, quasi-déployé sur K, S un tore déployé sur K
maximal de G et (3, (W,),cqe) une donnée radicielle schématique sur G relativement @ S. On
suppose que les A-schémas en groupes W, sont lisses et que 3 posséde une représentation linéaire
fidele (cette derniére condition étant conséquence des autres lorsque A est un anneau de Dedekind).

Alors, le K-schéma en groupes G se prolonge en un A-schéma en groupes ®, plat, de type
fini, possédant une représentation linéaire fidéle, et satisfaisant aux conditions suivantes :

(S 1) Plinjection de Z (resp. U, pour a € ®) dans G se prolonge en un isomorphisme
de 3 (resp. W) sur un sous-A-schéma en groupes fermé de G;
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(S 2) pour tout systéme de rayons radiciels positifs @t de ® et pour tout ordre sur ®F

(resp. @D~ = — ®F), Dapplication produit est un isomorphisme de schémas de II U,
(resp. Y1 W,) sur un sous-schéma en groupes fermé U (resp. U™) de ®; “ee
aEd—

(S 8) Papplication produit est un isomorphisme de schémas de W~ x 3 x Ut sur un
sous-schéma ouvert € de ®.

St de plus 3 est lisse, alors le schéma & est lisse.

3.8.2. — Nous n’avons pas répété dans le théoréme précédent toutes les pro-
priétés déja vues de . Rappelons-en sommairement quelques-unes.

a) L’ouvert € de (S 3) est un ouvert spécial, défini par un élément d e A[®]
tel que d(1) = 1.
b) Pour toute partie positivement close ¥* de ® et pour tout ordre sur ¥, I’appli-

cation produit est un isomorphisme de schémas de II U, sur un sous-schéma en groupes
(=3

fermé Uy de & (2.2.3 (i) : on comparera avec 3.3.2).
¢) 3 normalise U* et ’application produit est un isomorphisme du produit semi-
direct 3 X Ut sur un sous-schéma en groupes fermé JUt de G (2.2.3 (ii)).

3.8.3. — On a dé¢ja vu que le schéma @ fourni par le théoréme précédent ne
dépend pas seulement de la donnée radicielle schématique mais aussi du Z-module
fidele M choisi, méme si A est anneau de valuation discréte complet (3.2.14). Cepen-
dant, lorsque 3 est lisse, la composante neutre ° de ® est indépendante du choix de M.
Contentons-nous d’énoncer le résultat qui nous sera utile par la suite :

Théoréme. — Gardons les hypothéses de théoréme 3.8.1 et supposons de plus que A est
un anneau de valuation de hauleur 1 ou un anneau de Dedekind, que 3 est lisse et que les W, sont
connexes.

(1) Le schéma en groupes ®° est (& isomorphisme unique prés) le seul schéma en groupes
connexe de fibre générique G possédant les trois propriétés (S° 1), (S° 2) et (SO 3) obtenues en rem-
plagant 3 par 3° dans les conditions (S 1), (S 2) et (S3) de 3.8.1.

(i1) Le schéma en groupes G' = 3.®° (cf. 2.2.9) est (& wsomorphisme unique prés)
le seul schéma en groupes de fibre générique G possédant les trois propriéiés (S 1), (S 2) et (S 3)
de 3.8.1 et tel que G = 3.(GY)".

On peut méme dans (i) (resp. (ii)) remplacer la condition (S®2) (resp. (S 2)) par celle
obtenue en y remplagant deux fois les mots « pour tout » par « il existe un ».

Cela résulte immédiatement de 1.2.13 et 1.2.14, compte tenu de ce que les
conditions imposées entrainent la lissité des schémas considérés.
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3.9. Compléments.

Groupes réductifs en caractéristique zéro.

3.9.1.

Dans Pénoncé du théoréme 3.8. 1, on peut supprimer les deux hypothéses G quasi-déployé sur K
et S maximal parmi les tores K-déployés & condition de supposer que 3 posséde une représentation
lindaire fidéle o telle que la K-représentation o de Z soit complétement réductible (condition auto-
matiquement satisfaite si car K = o, puisque Z est réductif).

Comme ce résultat ne sera pas utilisé par la suite, nous nous contenterons d’en
esquisser la démonstration. Il s’agit de prouver 3.7.6 et, en reprenant les notations
et les arguments de 3.7, on voit qu’il suffit de montrer I’assertion suivante :

a) Il existe une K-représentation de G dans un espace vectoriel W et un sous-A-module de
type fini M, du sous-espace WO des vecteurs dominants de W, engendrant WO, tel que 3 opére fide-
lement dans M,.

Soit T un tore maximal de G défini sur K, avec SCT d’ot TCZ. Soient K
une cléture séparable de K et ¥ le systéme de racines de G suivant T. Le systeme de
racines ¥, de Z suivant T est ’ensemble des o € ¥ triviales sur S et ’on peut choisir
une base B de ¥ telle que B, = B Nn'¥; soit une base de ¥, et qu’une racine « €' ¥
dont la restriction & S appartient & un élément de @7 soit positive. On note At (resp. AF)
Pensemble des poids dominants de G (resp. Z) relativement & B (resp. B;); ona A¢ CA}.

Le caractére y de 3 dans D = det Lie Ut (3.6.4) restreint & T est le produit
des racines « € ¥+ — ¥;, d’out résulte que (y,« > =0 si aeB, et (y,a > 21
si ® € B — By;. Par suite, st \ est un poids dominant de Z, alors €y~ est un poids dominant
de G pour N entier assez grand.

Partons alors d’une représentation fidéle ¢ de 3 dans un A-module M, projectif
de type fini telle que la K-représentation oy de Z soit complétement réductible. On voit
comme en 3.7 que, quitte 3 remplacer o par la représentation (¢ ® (®Nyx)) @y et
a considérer séparément chaque composante K-irréductible, il suffit, pour prouver a), de
démontrer

b) soit o une K-représentation K-irréductible de Z dans V telle que les poids dominants
des composantes K-irréductibles de og soient aussi des poids dominants de G; il existe une K-repré-
sentation p de G dans un espace vectoriel WDV telle que la restriction de p & Z laisse stable V
et y induise o, et que Uespace des vecteurs dominants pour G de W coincide avec celui des vecteurs

dominants pour Z de V.

Rappelons que le groupe de Galois I' = Gal(K/K) opére sur A¢ (resp. Aj) :
si A"\ est Popération « naturelle » de y € ' sur le groupe des caractéres de T et
si AeAd (resp. A eAf), alors y4(A) (resp. yz(2)) est 'unique poids dominant de G
(resp. Z) transformé de "\ par un élément du groupe de Weyl W de G (resp. Wy de Z).
Comme W,CW;, on voit que si A et y;(A) sont des poids dominants de G (donc
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de Z), on a y4(A) = y4(2). En particulier, d’une part fout poids dominant de G qui est
Sfixe par Paction de T' sur A} est aussi fixe pour Paction de T sur A{ et d’autre part les hypo-
théses de b) entrainent que Pensemble P des poids dominants des composantes K-irréductibles
de o est une orbite de T' aussi bien pour son action sur Af que sur A .

Utilisant les résultats du n°® 7 de [36], on se rameéne aisément au cas ol P est réduit
a un seul poids A. Il suffit alors d’adapter la démonstration du théoréeme 3.3 de [36],
dont nous reprenons les notations (a2 quelques changements évidents prés, notamment
de % en K...). On peut supposer que le K-isomorphisme ¢ de G sur un groupe K-déployé G*
envoie T sur un tore maximal K-déployé T¢ de G? et par suite envoie Z sur un sous-
groupe K-déployé Z? de G% Le 1-cocycle £:vyi> @oyo@ loy ' envoie alors I' dans
le groupe des automorphismes de G*K) conservant Z4(K).

La représentation K-irréductible ¢ de G* dans W’ de poids dominant Ao ¢!
restreinte 2 Z¢ contient une fois et une seule la représentation K-irréductible of de Z¢
de méme poids dominant ([36], p. 204). Soit V* le sous-espace correspondant : on voit
aussitdt que le 1-cocycle { défini dans [36], p. 204, & valeurs dans PGL(W), conserve V
et fournit un 1-cocycle {’ & valeurs dans PGL(V). 1l suffit alors de tordre simultanément
d’une part G? et Z¢ par £, d’autre part GL(W) par { et GL(V) par {' pour déduire
de ¢% comme dans [36], la représentation p de G cherchée (on remarquera que les
algébres & division canoniquement associées & G et A d’un c6té, a Z et A de Pautre, sont
isomorphes : cela résulte aussi de la prop. 5.5.2 de [36]).

3.9.2. — Pour éviter des complications techniques, nous avons supposé dés le
début de ce chapitre que K est le corps des fractions de A. Cependant la méthode peut
étre aménagée de fagon a s’appliquer a la descente d’un corps & un sous-corps. On peut
ainsi déduire existence des schémas de Chevalley sur Z & partir de I'existence des groupes
correspondants sur C : on commence par descendre de G a Q en faisant jouer a ce dernier
le réle de A, puis de Q 2 Z comme en 3.2.

3.9.3 Cas des données radicielles schématiques de Chevalley.

Supposons que A soit un anneau de Dedekind, G un groupe déployé et 2 une
donnée radicielle schématique de Chevalley. La proposition suivante montre alors
quun Z2-module fidéle pour & = 3 est « presque toujours » fidele.

a) Proposition. — Supposons remplie Pune au moins des conditions suivantes :

(i) Didéal (2) est totalement non ramifié dans A, cest-d-dire que 2 = o et que tout idéal
dont une puissance est divisible par 2 est lui-méme divisible par 2.
(i) le groupe G ne posséde aucun sous-groupe distingué qui soit adjoint de type G, (n = 1).

Alors, toute donnée radicielle schématique dominée par D coincide avec 2. En particulier,

tout D-module fidtle pour S est fidéle.

Que la derniére assertion soit conséquence de la précédente résulte de 3.1.6.
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b) 11 est facile de voir que si un schéma en groupes lisse ® de fibre générique G
a pour « composante neutre » $° un schéma de Chevalley, alors & = G° (pour le cas
d’un anneau de valuation hensélien, dont le cas général se déduit aussitét, cf. 4.6).
On en déduit :

Corollaire. — Supposons remplie Pune des conditions (i) et (ii), soit p: G — GL(V)
une représentation linéaire fidéle de G et soit M un sous-A-module de type fini de V stable par
Dist D et tel que KM = V. Alors I'adhérence schématique ® de o(G) dans ®L(M) est le schéma
de Chevalley associé & 2.

En effet, 3.5.3 (2) entraine que & et les U, opérent sur M et 2.1.6 montre que &
y opére fidélement. Vu la proposition, M est donc un Z-module fidé¢le. Enfin, 3.8.3
puis, & nouveau, la proposition impliquent que ° donc ®, est le schéma de Chevalley
associé a 2.

Pour A =Z, ceci est essentiellement un résultat de C. Chevalley [16]; notre
démonstration s’apparente d’ailleurs a la sienne.

¢) Le corollaire précédent et, a fortiori, la proposition ne sont pas vrais sans hypo-
thése sur A et G comme le montre Pexemple suivant : A = Z[y/2], G = PGL,,
p=Ad, ©®={+a}, M=/2Ac_, + Ak, + 1/2A¢,, avec les notations ¢, ,, &,
de 3.2.2, que nous conservons dans la preuve ci-dessous.

d) Preuve de la proposition.
La condition (ii) est équivalente a

(ii") pour a € ®, le sous-groupe de G engendré par U, et U_, est isomorphe & SL,.

Soit 2’ = (3, (U;)) une donnée radicielle schématique dominée par . Nous
devons montrer que, pour a € @, le morphisme U, — U, prolongeant I'identité de U,
est un isomorphisme. Quitte & remplacer G par le sous-groupe G, engendré par U,
et U_,, ce qui est loisible vu la reformulation (ii’) de (ii), nous pouvons supposer que
G = G,. Posons alors ¢ =¢,, f=e_,, h==Fk, Identifions K[U, a2 un anneau de
polynémes K[X] au moyen de I’épinglage utilisé pour définir la donnée 2 (cf. 3.2.2).
Ainsi, A[U,] = A[X]. Comme U, est normalisé par &, on peut écrire

A[U] = A + X, X,

ol g; est un idéal de A, et notre assertion revient a a; = A. Faisons ’hypothése inverse
et cherchons & en déduire une contradiction. Quitte & localiser en un idéal premier
contenant a,, nous pouvons supposer que A est un anneau de valuation discréte et, dési-
gnant par 7 une uniformisante, que = divise a,, ce qui implique que n~'¢ € A’ = Dist Z".
Comme l’identité de U_, se prolonge en un morphisme U_, — U’ ,, A’ contient aussi
les puissances réduites f™ de f. Mais un simple calcul (utilisant, si 'on veut, [NB]
Lie VIII, n° 12.5, Lemme 4) montre que

h=[[f® e —f.[f el el
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Par conséquent, w2k € A’, et cela implique que G est isomorphe & PGL, (sinon &
aurait Ak pour algébre de Lie) et que =% divise 2, en contradiction avec les conditions (i)
et (ii).

3.9.4. — Anneaux de dimension homologique < 2. (Complément ajouté aux épreuves.)

Le théoréme 3.8.1 se généralise au cas ol 'anneau A n’est plus supposé priiférien
mais est noethérien, intégralement clos et de dimension homologique < 2, par exemple
pour A =ZR[x,y], ol % est un corps, ou pour A = A,[[z]], ou A; est un anneau de
Dedekind (ce cas pourrait étre utile dans I’étude des groupes associés aux algébres de
Kac-Moody). Nous devons cependant supposer alors que les schémas U, sont connexes,
et le A-schéma & obtenu n’est peut-étre pas affine (cf. 3.2.15) : il ne posséde peut-étre plus
de représentation linéaire fidéle au sens de 1.4.5, mais il s’identifie encore & un sous-
schéma en groupes (non nécessairement fermé) plat de dimension finie d’'un GL(M), et
il posséde les autres propriétés énoncées dans 3.8.1. Pour établir ce résultat, il suffit de
montrer Pexistence d’un Z2-module fidéle et d’appliquer la proposition 2.2.10. Autre-
ment dit, il suffit de généraliser 3.6 et 3.7.

A cette fin, on remarque que si M est un sous-A-module de type fini d’'un K-espace
vectoriel V, engendrant V (autrement dit, un réseau de V), alors M est contenu dans un
plus petit sous-A-module projectif de type fini de V, que nous appelons I'enveloppe pro-
jective de M et notons M. En effet, comme A est un anneau de Krull, on sait que M est
contenu dans un plus petit réseau réflexif, qui est Pintersection des localisés M,, pour p
décrivant ensemble P de idéaux premiers de hauteur 1 de A ([NB] AC VII, p. 50).
Mais comme A est ncethérien de dimension homologique < 2, un A-module est un réseau
réflexif si et seulement si il est projectif de type fini ([NB] A X, § 8, exer. 13, p. 203),
d’ou notre assertion. De plus, il existe x € K* tel que M C M C xM ([NB] AC VII,
§ 4, prop. 2) et x n’appartient qu’a un nombre fini d’idéaux premiers p,, ..., p, € P, d’ott

(1) M=sMnM,Nn...0M,.

-~

De (1) résulte aussitét que si ue End V est tel que a(M) C M, alors 2(M) C M
et que si V est muni d’une structure de comodule

d: V-C®,V

sur une A-coalgébre plate C telle que M soit un sous-comodule de V, alors M est aussi
un sous-comodule de V, comme intersection finie de sous-comodules ([30]).

On voit alors aisément que 3.6.1 reste valable, a condition de supposer M, pro-
jectif de type fini et de remplacer dans (i) et (ii) le sous-module M = p(Dist Uy).M,
par son enveloppe projective M. On modifie de méme 3.6.2 (resp. 3.6.4, resp. 3.7.5)
en supposant M, projectif de type fini et en remplacant M = p(Dist Z).M, par M
(resp. My = p(N) (Dist 2).vy par My, resp. M = o(Dist 2).M, par M) et Pexis-
tence d’un Z-module fidéle (3.7.8) résulte de 3.6.4 et 3.7.5 ainsi modifiés.
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§ 4. GROUPES QUASI-DEPLOYES SUR UN CORPS VALUE

Dans ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, la lettre G désigne un
groupe réductif connexe quasi-déployé sur K et S en est un tore défini et déployé sur
K maximal. A partir du n® 4.2, K sera supposé valué.

4.1. Généralités (!). Structure des U,.

4.1.1. — Rappelons qu’un groupe réductif défini sur K est dit quasi-déployé (sur K)
§’il posséde les propriétés équivalentes suivantes :

— le centralisateur Z d’un K-tore déployé maximal est un tore;
— G posséde un sous-groupe de Borel B défini sur K.

On peut toujours supposer que BD Z. Pour aider le lecteur a se souvenir que Z
est un tore (maximal), nous le noterons aussi T.

4.1.2. — Soit K, une cléture séparable de K. On sait que T et G sont déployés
sur K,. Le groupe de Galois Gal(K,/K) opére sur le groupe des caractéres X*(T) de T,
conserve le syst¢tme de racines ® de G suivant T ainsi que la base A de @ associée au
K-sous-groupe de Borel B. Il existe une plus petite sous-extension K de K, déployant G :
c’est aussi la plus petite sous-extension déployant T'; elle est galoisienne et est le corps
des invariants du noyau de la représentation de Gal(K,/K) dans X*(T).

On note P le systéme des racines de G suivant S, ® le systéme des rayons radiciels
de G suivant S (au sens de 1.1.2) et V le dual du sous-espace vectoriel engendré par @
dans R®X*S). On sait qu’un élément @ €® contient un ou deux éléments de .
Dans le premier cas, nous notons également ¢ 'unique élément de @ appartenant a a.
Dans le second cas, nous disons que a est pluriel et nous notons e (resp. 2a) I’élément
non divisible (resp. divisible) de ® appartenant & a. On sait que les éléments de ® sont
les restrictions & S des éléments de &, que les restrictions & S des éléments de K forment
une base A de @ et que les éléments de A dont la restriction & S est un élément donné

de A forment une orbite de Gal(K,/K) (ou de Gal(K/K)) dans X (pour toutes ces asser-
tions, voir [4] passim, notamment § 6).

(1) Les résultats de ce n® 4.1 sont valables pour un corps K quelconque éventuellement fini.

269



78 F. BRUHAT ET J. TITS

4.1.3. — Pour « e®, notons U, le sous-groupe radiciel correspondant de Gg.
Le groupe de Galois Gal(K/K) permute les U, et y(T,) = ﬁy(a). Soit X, le stabi-
lisateur de la racine « dans Gal(R/K) : c’est aussi le stabilisateur de U,; il ne dépend
donc que du sous-groupe U, et non du choix du tore S normalisant U,. Le corps des
invariants de ¥, sera noté L, et appelé le corps de définition de la racine « {ou du sous-
groupe U,). L’opération de =, dans U, le munit par descente galoisienne d’une structure
de droite (1.2.10) sur L,. Si %,:Dp, —~ U, est un L -épinglage de U, (3.2.1), et
si ye Gal(f{'/l(), on a y(L,) =Ly, et yoX oy 1:D U
épinglage de U, ne dépendant que de y(«).

Il en résulte que ’on peut choisir un K-épinglage (

vitg) " Uy €5t un L

~

Z)aca de Gg (3.2.2) tel que

1) %,:D —>ﬁa est un L -isomorphisme (pour « ez)

2) F=7Yo0X o0y ' (pour ach et yeGal(K/K)).

Nous dirons que c’est un épinglage de Steinberg de G (relativement a S). On montre
alors (cf. [31]) quil existe un K-systtme de Chevalley (%)wed (3.2.2) prolongeant
cet épinglage et possédant les propriétés suivantes :

3) Si la restriction a de o € ® 4 S est un élément non divisible de ®@, alors %,
est un L -isomorphisme de D sur U, et Pona %, =yo% 0y ' pourtout ye Gal(K/K).

4) Si la restriction a de «x e® & S est un élément divisible de @, alors il existe
deux racines distinctes B, B’ e® de restriction al2 2 S telles que o = + p'; on a
L; = Ly, Ljest une extension quadratique (séparable) de L, et pour tout y € Gal(f{'/K),
il existe e =+ 1 tel que yoX,(4) oy ' =%, (et); si yeGal(K/L,), ona e= —1
si et seulement si y induit sur L 'unique automorphisme non trivial.

Un tel systéme sera appelé un systéme de Chevalley-Steinberg de G.

4.1.4. — Nous allons maintenant décrire les structures possibles pour les sous-
groupes radiciels U, pour a e®. Pour cela, on peut évidemment supposer que a contient

un élément de A. On note A, Porbite correspondante de Gal(K/K) dans A. Soit d’autre
part w:G* - (U, U_,> un revétement universel du groupe (semi-simple) engendré
par U, et U_, : c’est un groupe semi-simple, simplement connexe, défini et quasi-déployé
sur K, déployé sur K, de rang relatif un, admettant == *(S) (resp. =~ *(T)) comme tore
déployé maximal (resp. tore maximal). L’orbite Za s’identifie & une base du systéme
des racines de G® suivant n~!(T) et = induit des isomorphismes des deux sous-groupes
unipotents maximaux U, et U_ de G* normalisés par = !(S) sur U, et U_, respec-
tivement.

Le groupe Gal(K/K) permute transitivement les éléments de lorbite A,. Un
coup d’ceil 4 la classification des diagrammes de Dynkin montre alors que deux cas
seulement sont possibles :

— Cas 1 : G est isomorphe 2 un produit de groupes G, indexé par Za et per-
mutés transitivement par Gal(K/K), le corps de définition du facteur d’indice « est
L, et G*~II, xGL, (cf. 1.5.16).
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— Cas II : G est isomorphe 2 un produit de groupes S€, indexé par I’ensemble I
des parties 3 deux éléments {«, o'} de za telles que « 4 & soit une racine. On a alors
L, = L., L, est une extension quadratique (séparable) de L, , ., le facteur simple G’
d’indice {«, &’} est défini sur L, = L, ,, déployésur L = L_ et est isomorphe sur L,
au groupe spécial unitaire de la forme hermitienne £: (x_,, x,, x,) > 2% x, + 2§ x) + a7 x_,
sur L? (ou o est élément non trivial de Gal(L/L,)), considéré comme groupe algébrique
sur L, et que nous noterons Ll;Glls, ou simplement SU;, lorsque aucune confusion
n’est & craindre. On a alors G* = Il ; GU,.

Notons que l’on se trouve dans le cas II ou dans le cas I suivant que le rayon
radiciel @ est pluriel ou non.

4.1.5. — Plagons-nous dans le cas I. Le groupe (U,)g est alors le produit direct

des U, pour « eza, et ceux-ci sont permutés transitivement par Gal(K/K). Il en
résulte que U, est K-isomorphe a HLQ‘,K'IVJ'Oc (pour « eA). Si X, est un L, -épinglage
de U,, alors x, = I, x% est un K-isomorphisme de II, x® sur U,; un isomor-
phisme obtenu de cette maniére (ou plutét le couple (L,, x,)) sera appelé un épinglage
de U,.

Notons que Il x® n’est autre que le K-schéma £, associé au K-module L,
(1.4.1), défini par £, (R) =L ,® R pour toute K-algébre R. L’isomorphisme x,
fournit alors un isomorphisme de groupes du groupe additif L, = £,(K) sur U,(K),
qu’on note encore x,, par abus de langage. Si (%3)3cx est un épinglage de Steinberg
de G, on a, pour ueL,,

(1) x,(u) = BcIEIZ Xy(ug) avec wu,, = y(u) pour ye Gal(K/K).

L’épinglage de U_, associé a x, est celui obtenu a partir du L,-épinglage de U_.
associé 2 ¥_, (3.2.1) (notons que L_, = L,!). On voit aisément qu’il peut étre carac-
térisé par la propriété suivante (cf. 3.2.1 (i)) : pour zeL;, on a
(2) ma(#) = %,(0) #_o(u™) 7,(u) €N

(resp. m_,(u) = x_,(u) x,(u=V)x_,(u) e N).

—a

L’image de m,(x) dans le groupe de Weyl W = N(K)/T(K) est la réflexion
par rapport 4 la racine a. On pose m, = m,(1). Alors,
(3) x_g(u) = myx,(u) mg 1.

Enfin, soit G* le facteur simple de Gy d’indice «. Vu 3.2.1, il existe un unique
L,-isomorphisme {, de @€, sur G* tel que ¥, , = wo {0y, ol y, (resp.y ) est ’homo-

morphisme u ((I) l:) (resp. uH( ; (1))) de D dans &€,. On note {, le
K-homomorphisme woll k%, de Il xS8, dans G et & I’homomorphisme
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tHCa((i ;)_1)) de Il x Mult dans T (cf. 3.2.1). On a m,,=Ca(( ° I)) et

—1 o0
m,(u) = @ (u)m, = m,@(u"') pour tout ueL}.
On prendra garde que, contrairement a4 ce que les notations pourraient faire

croire, les objets x_ ,, m,, {, dépendent non seulement de a, mais des choix de « € Ka
et de I'épinglage %,.

4.1.6. Déterminons maintenant 'ouvert W, de U, x U_, et le morphisme
B,:W,—>U_,xTx U, introduits en 1.1.10. Des formules

1 u 1 o 1 —uu u
o 1J\—u 1] —u 1
1 o\ [¢ o 1 v t tv
—o 1JV\o t Vo 1/ \—w t'—tw

résulte aussitot que W, est Pouvert spécial de U, X U_, défini par la fonction

(1) d, = Normep y (1 — uu’)

et que

(2) Bal(%a(4), 5_4(u)) = (x_,((1 — w') ™M), T((x — '), £,((1 — w’) ™).
4.1.7. — Lorsque 'on se donne le sous-groupe U,, mais lui seul, il faut faire

plusieurs choix pour définir un épinglage de U, :

(i) Choix d’un tore déployé maximal S normalisant U,;
(ii) Choix d’un sous-groupe radiciel U, c U,;
(iii) Choix d’un L_-isomorphisme © — U,.

Le premier choix est sans conséquence : en effet, la composante neutre du norma-
lisateur de U, contient T, donc est engendrée par T et les sous-groupes radiciels INJB
qu’elle contient ([4], 3.4). Or, un sous-groupe ﬁa ne peut normaliser U, que s’ le
centralise, d’ott Norm® U, = T.Cent® U,. Il en résulte que les sous-groupes U, de U,
sont exactement les sous-groupes invariants par l’action de Norm® U, sur U,, non
triviaux et minimaux. Ils ne dépendent donc pas du choix de S C Norm® U,. D’autre
part, on sait que la structure de droite et la notion d’épinglage d’un U, sont intrin-
séques (3.2.1).

Remplacer U, par ﬁY(a) revient & remplacer L, par le conjugué y(L,) et le
L, -¢pinglage %, de U, par yoZ% oy % L’épinglage x, est alors remplacé par x,o1,
ou i est lisomorphisme de Il ,x® sur Il x®D déduit du K-isomorphisme
v Ly = L.

Enfin, les L, -automorphismes de D sont donnés par les multiplications u > cu
pour ¢ € L. Par suite, changer le L,-épinglage de U, revient & remplacer I'épinglage x,
par un composé de x, avec une application u>cu pour un ¢eLj.
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En résumé, on voit qu'un épinglage de U, est la donnée d’une sous-extension
convenable L de K et d’un isomorphisme convenable x de II 4D sur U,. Si (L, x')
est un autre épinglage, ce qui précéde montre qu’il existe un K-isomorphisme j: L’ — L
et un ¢ e L* tels que ' soit obtenu en effectuant successivement le K-isomorphisme
7' Dy — Dy, défini par 7, Pautomorphisme > cu de £ et 'isomorphisme x : D, - U,.
De plus, ¢ est bien déterminé car x'(1) = cx(1) et j est bien déterminé, car j' I'est et j n’est
autre que l’isomorphisme correspondant de L' =D (K) sur L =P, (K).

De cette discussion résultent aisément les faits suivants :

4.1.8.

(1) On sait que U, est muni canoniquement d’une structure de K-espace vec-
toriel ([4], 3.17); tout épinglage (L, x) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels
de II x® sur U,.

(2) L’ensemble des endomorphismes du K-espace vectoriel U, de la forme
p(t) : x(u) > x(tu) (pour ¢eL) ne dépend pas du choix de Pépinglage (L, x). Clest
un corps isomorphe a L par Papplication #+> p1 () et contenant les homothéties du
K-espace vectoriel U,. On le note L, et on ’appelle le corps attaché au rayon radiciel a.

(3) Les éléments non nuls de L, sont exactement les automorphismes de U,
induits par les éléments rationnels sur K de la composante neutre du normalisateur
de U, dans le groupe adjoint de G.

(4) Soit « eza et soient ¥, x, comme plus haut. L’isomorphisme p, de (2)
ne dépend que de « et non du choix de I’épinglage ¥,. Son inverse est un plongement
de la K-extension L, dans K et on obtient ainsi, lorsque « décrit &,, tous les plongements
de L, dans K une fois et une seule.

(5) L’isomorphisme x,(u) > x_,{4) = mx,()m; ' de U, sur U_, {avec les nota-
tions de 4.1.6) définit un isomorphisme de L, sur L
I’épinglage. On P’appelle I’isomorphisme canonique de L, sur L_,.

indépendant du choix de

—a’

4.1.9. Plagons-nous maintenant dans le cas II, et reprenons les notations
de 4.1.4, cas II. Choisissons un L,-épinglage % de U,, posons %, = 6o% 007},
Xy = intmy'o %, (ol my, est’élément de N associé & %, (3.2.1)) et soient ¥_,, ¥_,
et ®_(, o les épinglages associés. On montre alors aisément qu’il existe un L-isomor-

o+ o
phisme ¢ et un seul de G€; sur G’ tel que

I w —U\

Tlo 1 u |=%)% (-3 (—w),
0 I
I [o e
c w I 0= ?—a’(w> "’?—(a+a’)(v :’7—1(— u)'
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Si Pon transporte P'action de ¢ & G, grace & ¢, on constate que

I w —vU 1 —u® uw - o°
slo 1 u =lo I —u°
0 1 o o 1

et qu’en tordant S par o, on obtient un groupe algébrique défini sur L, qui n’est
autre, comme on l’a déja dit, que le groupe SU; de la forme hermitienne
B (x_y, %, %) > 2% 2 4+ 5% + 252, sur L% et {,=mwoll, x¢ est un homo-
morphisme de II; x G, dans G.

Les matrices diagonales et antidiagonales appartenant au groupe des points
rationnels sur L, de ce groupe GU; sont les matrices

t 0 o
(1) jity=}o 't o (pour t e LX),
| o o ()t
) ) — ()
(2) mit)y=f © — e o (pour ¢ e L¥).
— ¢ 0 0

Les matrices triangulaires supérieures unipotentes de ce méme groupe sont les
matrices

=]
=
=

(3) w(u, 0) =

o
Q
It

pour u,v €L satisfaisant a

4) v+ 0° = uu

(les notations ont été choisies de telle fagon que wu(u, v) corresponde a I’élément noté
u,(2, k) dans I, 10.1.2, avec z=u et k=7).

Considérons alors la sous-variété Hy(L, L,) de L X L, considéré comme espace
vectoriel de dimension 4 sur L,, définie par ’équation (4) et munissons-la de la loi de
composition
(5) (wy0) (W, 0") = (u+ v, 0+ v + u°u’)
obtenue en transportant par u la loi de groupe induite par celle de SUj. Il résulte alors
de ce qui précede que Hy(L, L,) est un L,-groupe et que
(6 Cont (10) PRWTo(— ) F )
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est un Ly-isomorphisme de groupes de Hy(L, L,) sur le sous-groupe unipotent maximal
U =U,U;;»U, de G'. Comme U, =1l xU’, on voit que

Xg =T o HLle(C o )

est un K-isomorphisme de groupes de H(L, Ly) = Il x Hy(L, Ly) sur U,. Un isomorphisme
ainsi obtenu (ou plutét le triple (L, L,, x,)) est appelé un épinglage de U,. Comme plus
haut, on note aussi x, ’isomorphisme correspondant du groupe des points rationnels
sur K de H(L, L,) (groupe qui s’identifie & I’ensemble des (u,v) € L X L. satisfaisant
2 (4) muni de la loi de groupe (5)) sur U,(K), isomorphisme qui est donné par

(7) %, (u, v) = 103 (ug) %5 1 o (— 75) o (45)

ot B décrit un sous-ensemble de A, contenant un et un seul point de chaque élément
de I, p’ étant I’autre point de cet élément de I, et ou les différents termes intervenant
dans le second membre sont définis comme suit : pour chaque B, on choisit y € Gal(K/K)

tel que B = y(«); on a alors B’ = y(«'); on pose X =voX, 0y ', g =voX oY
Tip =YoR,woy , u3=r(u), v3=rx(r) (notons que wuzv,eL; et que

vg + Uy = ujug, ol v est 'unique Ly, g-automorphisme non trivial de Lg).

4.1.10, — Il résulte de 4.1.9 (7) que le sous-groupe radiciel U,, associé a la
racine 2a se compose des x,(0, v), ot v décrit ’ensemble L° des éléments de trace nulle
de Dextension quadratique L de L, et I’application » x,(0, ) est un isomorphisme
de K-espaces vectoriels de L® sur U,,. De plus, I'image de x,(x, v) dans U,/U,, ne dépend
que de #; si on la note x,(u), I’application u > x,(z) est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels de L sur le groupe quotient U, /U,,.

4.1.1I L’épinglage x_, de U_, associé a x, est celui obtenu par la méme
méthode a partir de P’épinglage %, de U_,. Cest un isomorphisme de H(L, L,)
sur U_, donné par x_, =woll, x(Cop_ ), avec

I o (8]
B (u: Z)) = u I Y (pour (u: l)) € H<L’ Lz)),
—p —u 1

caractérisé par la propriété suivante : pour (u, ) € L X L satisfaisant & (4) avec v # o,
les éléments y', »"" € U,(K) tels que le produit

r7

ma(u’ U) =.y’x—a(u7 II)_)’

appartienne a4 N (et ait donc pour image dans W la réflexion par rapport a la racine a)
sont donnés par

(1) Y o=xwh ()7 et 7 =x,u(@)7 (7))
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(I, 10.1.11 (3)). Reprenons les notations de 4.1.9 et posons m, = {,(m(1)). Alorson a

(2) my(u, v) = L,(m(v)) = m,a(v),
(3) x—a(u: 11) = maxa(u’ v)ma—l’

ot on note # I’homomorphisme > mo Il x(Coj) de Il Mult dans T.

4.1.12. — Des calculs matriciels simples dans SU,, qu’il serait peu esthétique
d’imprimer et que nous laissons au lecteur, entrainent que [ouvert W, de U, x U_,
de 1.1.10 est Pouvert spécial défini par la fonction

(1) d,(%,(u, v), x_,(u',v")) = Normey (1 — u’u’ + vv')

et que le morphisme B,: W, -U_, X T x U, de 1.1.10 est donné par
(2) HCACRIPEARCIES)

= (%_o(t7 (W — w'), £710), (1), %,((¢°) 7" (w — W), £ M0)),

avec =1 — u®u 1+ vv'.

4.1.13. — Etudions maintenant comment interviennent les différents choix faits
(choix de S, de U,, de %,). Si S’ est un autre tore déployé maximal normalisant U,,
il existe g e (Norm®U,) (K) tel que S’ = gSg~'. On voit aisément que

Norm® U, = T.Cent’ U,.U,.

Mais Pintersection T.Cent® U, n U, est le centre de U,, qui, vu 4.1.9 (4) et (5),
est K-isomorphe au sous-espace vectoriel {v €L |v 4+ v° =0} de L et a donc une
cohomologie galoisienne triviale. Il s’ensuit que g = g, g, avec gy € (T.Cent? U ) (K)
et g, € U, (K). Alors int g; conserve le sous-groupe U, et 'on voit que changer de tore
déployé normalisant U, revient & composer ['épinglage avec un automorphisme intérieur de H(L, L,),
défini par un élément rationnel sur K. Un tel automorphisme est de la forme

(1) (u, v} > (u, 0 + w®u — u°w) pour un w € L.

Si S est fixé, remplacer la racine « par y(«) et %, par yo %, 0y ! revient & rem-

placer %, par x,0 H(y™%), ou H(y ") : H(y(L), v(L,)) - H(L, L,) est 'isomorphisme
déduit de v~ . Enfin, un autre épinglage ¥, de U, est de la forme u > %,(cu) avec ¢ € L*
et remplacer %, par ¥, revient & composer ¥, avec Pautomorphisme (4, v) > (cu, ¢®cv)
de H(L, L,).

En résumé, si (L', L, x7) est un autre épinglage de U,, il existe un K-isomorphisme
j: L' —>L, tel que j(I;) =L,, un celL* et un welL tels que x, soit obtenu en
effectuant successivement

— Pisomorphisme H(j) : H(L', L;) - H(L, L,) défini par j,
— lautomorphisme ¢, : (4, v) — (cu, ¢°c(v + w’u — v°w)) de H(L, L,),
— Dépinglage x,.
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De plus, j, ¢ et w sont bien déterminés par ces conditions. En effet, il est immédiat que H(j)
détermine j et que ¢, ,, détermine ¢ et w. D’autre part, les automorphismes de H(L, L,)
de la forme ¢, , forment un groupe qui ne contient aucun automorphisme non trivial
de la forme H(y) pour un K-automorphisme y de L conservant L,. Le composé
¢ 0 H(j) = %710 x; détermine donc bien j, ¢ et w.

4.1.14. — Les assertions (1) & (5) de 4.1.8 restent exactes, a condition d’y rem-
placer U, par le groupe quotient U,/U,, et de considérer, au lieu des épinglages x,,
les isomorphismes correspondants ¥, de L sur U,/U,, (4.1.10).

De plus, 'image dans L, du sous-corps L, de L par Pisomorphisme de L dans
End U,/U,, défini par x, ne dépend pas du choix de I’épinglage; on le note Ly, et ’on
obtient ainsi Uextension quadratique L,D L,, attachée au rayon radiciel pluriel a. On peut
encore la caractériser ainsi : un élément rationnel sur K du normalisateur connexe
de U, dans le groupe adjoint de G définit un élément de norme un de L, si et seulement

s’il induit I’identité sur U,,.

4.1.15. — Il est souvent commode d’utiliser une autre description du
groupe H(L, L,) défini en 4.1.9. Soit L9 le sous-Lj-espace vectoriel de L formé des
¢éléments de trace nulle et soit A €L tel que A 4 A° = 1. L’application

(1) i (,0) o (40— 2fu)
est un isomorphisme du K-groupe algébrique H(L, L,) sur le K-groupe algébrique H*

constitué par le K-schéma obtenu par restriction des scalaires de L, & K & partir du
L,-groupe additif L x L% muni de la loi de groupe

(2) (%,0)-(x',0) = (x + %, + " — " +2°5°4').

4.1.16. — Donnons-nous un systéme de Chevalley-Steinberg (%), de G (4.1.2).
Pour toute racine a € ® non-divisible, choisissons une racine o(a) e® dont la res-
triction & S soit égale & a. Alors 4.1.5 et 4.1.9 nous procurent & partir des %, des
épinglages x, des groupes radiciels U, (en notant encore a le rayon radiciel qui contient a).
On peut choisir les «(a) de telle sorte que x_, soit I’épinglage associé a x, et nous dirons
alors que (%,),ce €St un systéme cohérent d’épinglages des U,, déduit du systtme de
Chevalley-Steinberg donné.

Supposons que G est K-simple et simplement connexe (nous laissons au lecteur
le soin de généraliser). Soit A, une composante du diagramme de Dynkin de G sur K,
soit @, le sous-systéme de racines engendré par &, et soit T le quotient du stabilisateur
par le fixateur de A, dans Gal(K/K). Toute orbite de Gal(K/K) dans ® rencontre @,
et ’on peut choisir les racines «(a) dans ®,. L’examen des diagrammes de Dynkin et
de leurs automorphismes fournit alors les résultats suivants :

Y

a) 8i T ={1}, autrement dit si G est K-isomorphe & un groupe II;xH, ol
L est le corps des invariants du stabilisateur de &, et ot H est simple, déployé sur L,
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de diagramme de Dynkin A,, alors toutes les racines sont non divisibles et tous les
corps L, pour « e®, sont égaux i L;

b) Si Gard X = 2 et §’il n’existe pas de rayon radiciel pluriel, les corps L, pour
o€ 50 telle que sa restriction a S soit une racine longue (resp. courte) sont tous égaux
a4 un méme corps L (resp. L,) et L est une extension quadratique (séparable) de L,;

¢) Si Card Z = 2 et s’il existe des rayons radiciels pluriels, les L, pour o 550
telle que sa restriction a S soit non divisible (resp. divisible) sont tous égaux & un méme
corps L (resp. L,) et L est une extension quadratique (séparable) de L,; le groupe G
est K-isomorphe & Il x@W,,,, (n Z 1);

d) Si Card T =g (dou A, de type D,), les assertions de b) sont valables, a
ceci prés que L est alors une extension cubique galoisienne de L,;

¢) Si CardX =6 (d’ou Zo de type D,), les L, pour « 650 dont la restriction
a S est une racine longue sont tous égaux a un méme corps L,; il existe une extension
cubique non galoisienne L de L, contenue dans K telle que, pour chaque racine courte a,
les trois corps associés aux trois racines o 650 dont la restriction a S est & soient les
trois conjugués de L dans K; on peut choisir les a(a) de telle sorte que L,, = L pour
toute racine courte a.

Remarque. — Dans les cas b) a ¢), le corps L, est le corps des invariants du stabi-
lisateur de A, le groupe G est K-isomorphe & un groupe I, ; H, ot H est absolument

simple, quasi déployé sur L,, de diagramme de Dynkin Ry, et Kestla plus petite exten-
sion galoisienne de K contenant L.

4.1.17. — Gardons les hypothéses et notations de 4.1.16. Soit a e®. Le stabi-
lisateur W, de a dans le groupe de Weyl W de G est engendré par les réflexions par
rapport aux racines b orthogonales 4 4. En considérant les groupes de rang relatif 2

correspondant au couple g, b et en utilisant par exemple les formules de I, 10.1.2, on
voit facilement que tout élément n € N(K) stabilisant ¢ induit 1’identité sur le corps L
attaché a a, excepté dans les deux cas suivants :

a

(E 1) on est dans le cas ) de 4.1.16 et a est une racine courte;
(E 2) on est dans le cas ¢) de 4.1.16 et a est non pluriel.

Dans chacun de ces deux cas exceptionnels, le corps L, attaché & a est une extension
quadratique séparable d’un sous-corps isomorphe & L, et # induit ’identité (resp. la
conjugaison) sur L, si et seulement si son image dans W, est produit d’un nombre pair
(resp. impair) de réflexions.

On voit alors que, sauf dans les deux cas exceptionnels ci-dessus, les corps (resp.
extensions quadratiques) attachés aux rayons radiciels d’une orbite du groupe de Weyl W dans @
sont canoniquement isomorphes, 'isomorphisme canonique de L, sur L, étant donné
par lisomorphisme up>nun~' de U, sur U,, pour n e N(K) d’image w dans W.
Dans les deux cas exceptionnels, ’orbite de a sous W est aussi son orbite sous le sous-
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groupe W des éléments pairs de W et I’assertion ci-dessus est vraie en y remplagant W
par W_. Par contre, si we W — W, , lisomorphisme correspondant de L, sur L,
est le composé de I'isomorphisme canonique et de la conjugaison. En particulier, 1’iso-
morphisme canonique de L, sur L_, que nous venons d’introduire est le composé avec
la conjugaison de celui introduit en 4.1.8 (5)!

4.1.18, une extension de K, linéairement disjointe de K, c’est-a-dire
telle que K’ = K’ ®, K soit un corps (cf. 1.6.8 (1)).

Alors toutes les considérations précédentes se conservent par le changement de
base K —K’. On sait en effet que K’ est une extension galoisienne de K’, dont le
groupe de Galois s’identific canoniquement 3 Gal(K/K) ([NB] AV, p. 68). Il en résulte
aussitot que K’ « est » la plus petite extension de K’ déployant G’ = Gy, que S’ = S,
est un K'-tore déployé maximal de G’, que le systtme de racines de G’ suivant S’
s'identifie a2 ®, etc. En particulier chaque épinglage x,:1[;x®D — U, (resp.
%, : H(L, Ly) - U,) fournit canoniquement un épinglage #, : [lg. o x® — U, (resp.
x:HK' ®L K'®L,) - U,). Nous laissons au lecteur le soin de développer le
sorite §’il I’estime nécessaire.

4.1.19. — Au groupe algébrique G sont associées naturellement deux données
radicielles (au sens de I, 6.1.1, compte tenu de 6.1.2 (8)) :

(i) Dans le > groupe G = G(R) des points de G rationnels sur K, celle formée
du sous-groupe T = T(K) et des sous-groupes U, = U,(K) pour « e® :on avu
(I, 6.1. 30 b)) que (~ T, (U,, M“)aeq,) est une donnée radicielle génératrice de type & dans G,
la classe M, étant égale a Tm (ou 7, est défini comme en g.2.1 A partir d’'un épin-
glage %, de Ua),

(ii) Dans le groupe G = G(K) des points de G rationnels sur K, celle formée
du sous-groupe T = T(K) et des sous-groupes U, = U,(K) pour a €® :on a déja
affirmé (I, 6.1.3 ¢)) que (T, (U,, M,),cq) est une donnée radicielle génératrice de type @
dans G, avec M, = Tm, (o0 m, est défini comme en 4.1.5 et 4.1.11). Indiquons
bri¢vement que I’axiome (DR 1) de I, 6.1.1, est évident, que (DR 2) résulte de ([4],
3.8), que (DR 3) est évident, que (DR 4) résulte de 4.1.5 (2) et 4.1.11, (DR 5) de
ce que P'image de m, dans le groupe de Weyl W est la réflexion 7, et (DR 6) de ([4],
3.22 ¢)). Le groupe N = N(K) des points rationnels sur K du normalisateur de S
dans G coincide avec le groupe également noté N en I, 6.1.2 (10) : cela résulte de ce
que le quotient N/T dans I’'un ou ’autre sens « est » le groupe de Weyl de ®.

De plus, ces deux données radicielles sont compatibles (I, 9.1.9 (DDR 1)) et satisfont
aux conditions (DDR 2) de I, g.1.10 ¢t (DDR 3) de 1, 9.2.9, en y remplacant les nota-
tions G, U, etc. par G, INJ, etc. et les notations G%, U¥, etc. par G, U, etc., et en prenant
pour V I’espace vectoriel V dual du sous-espace vectoriel engendré par @ dans X*(T)®R
et pour V! le sous-espace V des invariants de Gal(K/K) dans ¥, sous-espace qui ’iden-
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tifie au dual de ’espace vectoriel engendré par @ dans X*(S) ® R. C’est clair pour
(DDR 1) et méme pour la condition plus forte (DDR 1 bis) de I, 9.1.13 (condition
qui demande que U,(K) soit contenu dans le produit I[TU,(K) pour « e ® de restriction
a S égale a a ou a 24, ce qui est vrai par définition méme des U,), évident pour (DDR 2)
(qui demande que Carda N ® < 2 pour tout ¢ eP) et pour (DDR g) (qui signifie
que T cT, M,CN et que l'automorphisme intérieur défini par m, permute les
groupes algébriques U, et U_, quel que soit a e®).

4.2. Valuations,

Désormais, nous supposons que le corps K est muni d’une valuation non impropre «
(a valeurs réelles) et que ’extension galoisienne minimale K de K déployant G est
univalente (1.6.1), c’est-a-dire que  se prolonge d’une seule maniére en une valuation
de K, notée encore .

4.2.1.
cielle (Z, (V,),ew) : rappelons que c’est une famille ¢ = (J),cv d’applications
¢, V, — {1} >R, vérifiant des axiomes (Vo) & (V 5) que nous ne recopions pas
ici (I, 6.2.1).

Nous avons aussi défini (I, 6.2.3 5)) une valuation § = (§,),e5 de la donnée
radicielle ('T', (ﬁa)aea) (4.1.19 (i)) du groupe G = G(IN{) des points rationnels sur K
du groupe K-déployé Gg de la maniére suivante : on choisit un K-systéme de Che-
valley (%,),c% de Gg (relativement au tore maximal K-déployé Tg) et Ton pose

Nous avons défini au chapitre I la notion de valuation d’une donnée radi-

(1) 7.(%.(w) = w(z) pour tout u e K*.

On dit que ¢ est la valuation de Chevalley associée au systéme de Chevalley choisi.

Dans ce qui suit, nous supposerons que (%), ¢ est un systéme de Chevalley-Steinberg
de G (4.1.3); nous noterons (x,),ce un systéme cohérent d’épinglages déduit de (%))
et L, (resp. (L,, Ly,)) le corps (resp. P’extension quadratique) attaché(e) a un rayon
radiciel ¢ non pluriel (resp. pluriel) (4.1.8 et 14).

4.2.2. — Nous allons montrer que la valuation § « se descend » & la donnée
radicielle (T, (U,),c¢) du groupe G = G(K) (4.1.19 (ii)) et définit ainsi une valuation
de celle-ci.

Nous appliquerons pour cela les résultats du chapitre I, § 9, et notamment le
théoréme 9.2.710, mais le lecteur que la technique de ce § g rebute pourra fabriquer
une démonstration plus terre a terre, en suivant par exemple les indications de 4.2.11.

Explicitons tout d’abord la définition des applications ¢,: U, — {1} >R 2a
partir de ¢ (I, 9.1.6) : pour a € ®, notons A (resp. B) ensemble des « e® de res-
triction a (resp. 24) & S; pour u €U,, on sait quil existe des %, ¢ U, uniques tels
que (pour un ordre choisi arbitrairement sur A U B)

u= II Eou
AUB
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et l'on pose
(1) 2alt) = mf( inf %,(), inf © %(ua))

le résultat ne dépendant pas de ’ordre choisi sur A U B (loc. cit.).
Vu Pinvariance de o par Gal(K/K), on voit alors que

— si la racine @ € @ n’est ni divisible ni multipliable, on a

(2) @, (x,(4)) = o(u) pour tout u e L};

— si la racine a e ® est multipliable, on a
(3) Pa(¥(4,2)) =—0() = w(u) pour (u2)eH(L, Ly), (2)+ (0,0);

(4) P2a(%,(0, 0)) = w(v)  pour v e Ly, Try v =o.
En effet, (2) résulte de 4.1.5 (1). Si 2 est multipliable, (1) et 4.1.9 (7) montrent
que ¢, (x,(u,0)) = mf( (u),im(v)); mais 4.1.9 (4) entraine o(v) < 20(z) pour

(u,v) e H(L,, Ly,), d’ou (3). Enfin, (4) résulte de (3), puisque ¢,, est la restriction
de 2¢, a Uy, (I, g.1.10).

4.2.3. — Notons .# P'immeuble de G défini par § (I, 7.4.2) et A Pappartement
correspondant, ou encore I'ensemble des valuations équipollentes & § (I, 6.2.5). Rap-
pelons que A est un espace affine euclidien sous I’espace vectoriel ¥, dual de P’espace
engendré par ® dans X'(T) ®R (4.1.19), muni d’un prodult scalaire invariant par
le groupe de Weyl *W de @. Le sous-groupe N = N() de G opére sur A grace 2 un
homomorphisme ¥ de N dans le groupe des automorphismes affines de A (1, 6.2.10).
Si teT, alors V(t) est la translation de vecteur » donné par

(1) {v,a> = — o(x(f)) pour toute « ed,

et pour tout 7 € N Pimage *¥(%) de V(%) dans GL(V) est ’élément du groupe de Weyl Y
de G image canonique de 7.

Vu 4.1.3 (3) et (4), le groupe de Galois Gal(K/K) opérant sur G permute au
signe prés les épinglages %, du systéme de Chevalley-Steinberg donné et par suite conserve
la valuation § : on a §,u(yu) = 9,(x) quels que soient «e O, ueU,(K) et
v € Gal(R/K).

Par transport de structure, il s’ensuit que Gal(K/K) opére par automorphismes
sur .#, conserve le point § € # et appartement A et opére sur A par automorphismes
affines.

Notons alors ., (resp. A) ensemble des points fixes de Gal(K/K) dans S (resp. A):
c’est une partie convexe (resp. un sous-espace affine de direction V) de & (resp. A).

De plus, comme Gal(K/K) conserve la base K de ® (4.1.2), il conserve la chambre
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vectorielle DCV associée (I, 1.3.12), donc le quartier g + D de & et par suite la
chambre C = Cy5 (I, 7.2.4). Il en résulte aussitét (comme nous P’avons déja dit
en I, 9.2.3) que les conditions (DI 1), (DI 2) et (DI g) de I, 9.2.1 sont satisfaites en
prenant F = C.

Nous avons déja vu en 4.1.19 que les conditions (DDR 1), (DDR 2) e¢ (DDR 3)
Pétatent aussi. Enfin, les conditions (DV 1) (i.e. ¢ €A) et (DV 2) (ie. Card ¢,(U,) = 3
pour tout a € @, ce qui est évident vu 4.2.2 (2), (3) et (4) puisque la valuation & de K
n’est pas impropre) le sont également. Toutes les conditions du théoréme g.2.10 du
chapitre I sont donc remplies, d’ou :

Théoréme. — La valuation § se descend & G; autrement dit la famille ¢ = (9,)co

définie par les relations (2), (3) et (4) de 4.2.2 est une valuation de la donnée radicielle (T, (U,),c o)
du groupe G = G(K).

4.2.4. On peut donc appliquer &4 G = G(K) muni de la donnée radicielle
(T, (Uy),eo) et de la valuation ¢ de celle-ci les résultats du chapitre I, §§ 6 4 9, dont
nous utiliserons librement les notations, & I’exception pres de 'usage du symbole 4.
En particulier, on peut considérer 'immeuble # de G (I, 7.4.2), qui s’identifie cano-
niquement en tant qu’espace métrique, & une partie de £ th (qui peut étre distincte
de 4, lorsque K est ramifiée), de maniére compatible avec les lois d’opération de
G(K)CG(K) sur £ et 7 (I, 9.2.14). L’appartement de # formé des valuations
équipollentes & ¢ (I, 6.2.5) s’identifie alors & A (par Papplication ¢ + v ¢ + v
pour v € V), et est un espace affine sous V. Une racine affine de A (I, 6.2.6) est
toujours l'intersection avec A d’une racine affine de A, mais la réciproque peut étre
inexacte lorsque K est ramifié (cf. 4.2.2).

4.2.5. — Soit H un groupe algébrique défini sur K et soit Xi(H) le groupe des
caractéres rationnels sur K de H. Soit ¢ € Xi(H) ® Q; il existe un entier N > o tel
que Nc¢ e Xi(H) et 'on pose
(1) (006) (f) = 5 ©((Ne) (1)) pour ¢ e H(K),
définition licite car il est immédiat que le second membre de (1) ne dépend pas de
Pentier N choisi. On obtient ainsi un homomorphisme ®o¢ de H(K) dans R.

4.2.6. L’injection S —T fournit un homomorphisme de Xji(T) dans
Xk(S) = X*(S) qui est injectif et de conoyau fini puisque S est le sous-tore K-déployé
maximal de T. Elle permet donc d’identifier canoniquement X*(S) ® Q et X (T)® Q
et de définir comme en 4.2.5 P'homomorphisme ooc¢:T(K) >R pour tout
ceX(S)®Q.

Soit a € ®, derestriction ad S. Alors as’identific & 'élément (1/ [K :K]) Y. °
de X*(S)®Q et, pour tout teT(K), on a 0 € Galli/)

(1) (wo0a)(f) = o(aft))
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4.2.7. Il résulte immédiatement, soit des formules (2), (3) et (4) de 4.2.2,
soit de la formule (1) de 4.2.3 que, pour tout « € ® de restriction @ 2 S, 'on a

(1) Oo(tut™") = @,(u) + o(a(t)) (xeU,K), t e T(K)),
ou encore, vu 4.2.6,
(2) Pultut™") = g,(0) + (w0a) (1) (ueU,(K), t e T(K)).

Comme en I, 6.2.10, on note v I’homomorphisme de N(K) dans le groupe des
automorphismes de Pappartement A défini par laction naturelle de N(K) sur les
valuations de (T, (U,)). La formule (2) signifie alors que, pour ¢ e T(K), Pautomor-
phisme v(t) est la translation de vecteur noté encore v(t) € V. défini par

(3) {v(t),ad = — (woa)(t) pour aec®.

4.2.8. Définition. — On dit qu’une valuation de la donnée radicielle (T, (U,)) de G
est compatible avec o st elle satisfait aux conditions équivalentes (1), (2), (3) de 4.2.17.

4.2.9. Proposition. — Les valuations de la donnée radicielle (T, (U,),cq) de G compa-
tibles avec « sont les valuations équipollentes & o.

[y

Il est évident que toute valuation équipollente & ¢ (I, 6.2.5) (c’est-d-dire un
point de ’appartement A, ou encore une valuation de la forme ¢ 4 v avec ve'V)
est compatible avec «. Réciproquement, soit ¢’ une valuation de (T, (U,)) compatible
avec o et soit A’ = ¢’ + V sa classe d’équipollence. Vu I, 6.2.12 b), il suffit de
montrer qu’il existe un isomorphisme affine j: A — A’ transformant I’homomorphisme
v:N(K) - Aut A défini par ¢ en celui v': N(K) — Aut A’ défini par ¢'.

Or, on sait qu’il existe un sous-groupe fini N; de N(K) tel que N(K) = N,.T(K}
(p. ex. le sous-groupe de N(K) engendré par les m, pour a € A). Alors, N; posséde un
point fixe peA (resp. p'e€A’) et lisomorphisme j de A sur A’ défini par
j(p+v)=p"4+v pour tout veV répond & la question : d’une part, on a
v'(n) of = jov(n) pour tout n € N; puisque n conserve alors p et p’ et que v(n) et v'(n)
ont méme image dans Aut V, & savoir lopération naturelle de I'image de n dans le
groupe de Weyl W de G; d’autre part, v'(t) oj = jov(f) puisque v(f) et v'(¢) sont,
vu 4.2.7 (3), des translations de méme vecteur.

4.2.10. A la famille des épinglages de Chevalley-Steinberg correspond donc
une famille de valuations équipollentes de la donnée radicielle (T, (U,)), que nous
appellerons parfois les valuations de Chevalley-Steinberg de celle-ci. 11 est facile de
les déterminer parmi les valuations équipollentes & . En effet, on obtient les épinglages
de Chevalley-Steinberg & partir de ’épinglage donné de la manié¢re suivante : on choisit
un homomorphisme 0 de ® dans K> tel que yob =00y pour tout ye Gal(K/K)
et 'on pose

%/(u) = %, (0(a)u) pour xe® et uek.
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Pour a € ® non divisible, posons 6(az) = 0(x(a)). Alors 6(s) e L et la valuation ¢’
associée a I’épinglage (%) est donnée par

a(p” — @) = — w(0(a)) pour tout a € @, non divisible.
Réciproquement, si I’on choisit pour tout a €A un élément o, € (L)), il existe

une valuation de Chevalley-Steinberg et une seule telle que a(¢’ — ¢) = — o, pour
tout a €A,

4.2.11. — On remarquera que la démonstration de 1’équipollence de deux valua-
tions compatibles avec w de la donnée radicielle (T, (U,)) est indépendante de celle
de Pexistence d’une telle valuation.

Il est d’ailleurs possible de démontrer I’existence d’une valuation de (T, (U,))
compatible avec o sans utiliser le théoréme de descente de I, § 9. On peut par exemple
montrer directement que la famille ¢ = (¢,) définie par les formules (2), (3) et (4)
de 4.2.2 satisfait aux axiomes (V 0) a (V 5) des valuations : les propriétés (V o) et (V 4)
sont évidentes, (V 1) V'est aussi lorsque la racine a est non multipliable et résulte faci-
lement de la détermination de la loi de groupe sur U, lorsque 22 e€® (4.1.9); la
condition (V 2) résulte des formules de passage d’un épinglage de U, & un autre (4.1.7
et 4.1.13), car le composé d’un épinglage et de la conjugaison par un élément de N(K)
est encore un épinglage; la condition (V 5) résulte de 4.1.5 (2) et 4.1.11 (1),

Reste donc & démontrer axiome « de commutation » (V 3). Cela peut se faire
par simple vérification a partir du calcul explicite des applications commutateur
Yot Uy X U, > IIU, définies en 1.1.8 (1) (pour a,be®, b+ —a). Nous don-
nerons les résultats de ce calcul en Appendice.

On peut aussi remarquer que la vérification de (V 3) ne fait intervenir qu’un
sous-groupe unipotent maximal d’un sous-groupe semi-simple de rang relatif deux de G.
On peut alors se ramener pour cette vérification au cas oit G est semi-simple, simplement
connexe, de rang relatif deux. Si ’'on suppose de plus que @ n’a pas de facteur de type G,,
on est alors ramené, & une isogénie centrale et & une restriction des scalaires prés, a
des « groupes classiques » (d’ailleurs d’un type particulier), pour lesquels ’existence
d’une valuation compatible avec « et en particulier (V 3) sont prouvés au § 10 du
chapitre I.

4.2.12. Rappelons que 'immeuble # de G est parfaitement défini par la
donnée radicielle valuée, avec toutes ses structures (appartements, avec leur structure
d’espace affine, chambres, facettes, etc.) & Pexception de sa métrique qui dépend du
choix d’un produit scalaire sur V invariant par le groupe de Weyl (un tel produit scalaire
n’est unique qu’a la multiplication prés par un scalaire sur chacun des sous-espaces
vectoriels engendrés par une composante irréductible de @).

En particulier, soient K’ un autre corps valué, o¢:K — K’ un isomorphisme
de corps valués, G’ un groupe algébrique défini sur K’, et j un c-isomorphisme de G
sur G’. d’o un isomorphisme noté aussi j de G(K) sur G'(K’). Posons S’ = j(S) et

284



GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 93

notons par un ’ les objets attachés au triple (K’, G’, §’). Munissons V' du produit scalaire
déduit de celui choisi sur V par transport de structure. Toujours par transport de
structure, on en déduit une isométrie, notée encore j, de £ sur #’, compatible avec
toutes les structures portées par les immeubles et telle que

(1) jlg-%) =j(g).j(x) pour g €G(K) et x e S.

Cette bijection est Punique application j: F — F' satisfaisant & (1) et & Pune au moins
des deux conditions suivantes :

(2) j est isométrique;
(3) quels que soient x,y € £, la restriction de j au segment [xy] est une bijection affine de celui-ci
sur le segment [ j(x) j(»)].

Il suffit de montrer cette unicité lorsque ¢ et j: G — G’ sont I’identité. Sous (2),
elle résulte alors de I, g.2.15, en y prenant G¥ =G et Sy = S. Supposons (3);
alors j permute les segments, donc permute les parties convexes de £. D’autre part
(1) entraine que j permute les parties stables par un sous-groupe donné de G(K). Il
résulte alors de I, 7.4.32 que j(A) = A, puis de I, 7.4.3 que j est I'identité.
Signalons que si dim A 2 2, on peut remplacer (3) par

(4) Pimage par j d’un segment est un segment.
Si o est dense, la condition (1) suffit & elle seule & assurer I'unicité de 5 (I, 8.2.1).

Remarque. — Plus généralement, la démonstration ci-dessus montre que, pour tout
immeuble .# d’une donnée radicielle valuée, I'identité est la seule application j de # dans
lui-méme qui satisfasse & (1) et soit & (2), soit & (3), cette deuxiéme condition étant
superflue dans le cas d’une valuation dense.

4.2.13. — L’immeuble # ne dépend pas, 4 isomorphisme unique pres, du choix
de S : cela résulte de ce qui préceéde, compte tenu de la conjugaison par un élément

de G(K) des tores K-déployés maximaux.

4.2.14. — Le centre C de G(K) opére trivialement sur # :si geC alors geT
et v(g) =1 par définition méme de v (I, 6.2.5), d’o0t ghx = hgx = hx pour tous
xeA et heG(K).

4.2.15. — L’immeuble de G est invariant par épimorphisme central : soit G’
un autre groupe algébrique défini sur K et soit j: G —~ G’ un homomorphisme surjectif
de noyau central. Alors G’ est réductif, quasi déployé sur K, déployé sur K; I'image
S’ =j(S) en est un tore K-déployé maximal, de centralisateur T’ = j(T); l’appli-
cation a’'t>a’oj est un isomorphisme de ®' = ®(S’, G’) sur ® et si ’on identifie ®
et @’ par cette application, alors pour tout a € ®_; la restriction de j & U, est un iso-
morphisme de U, sur U (pour toutes ces assertions, voir ([5], th. 2.20). On peut alors
définir ¢, par ¢, = ¢,0j, d’olt une valuation ¢’ de la donnée radicielle (T, (U;))
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de G'(K) et on vérifie sans peine qu’il existe un isomorphisme et un seul de £ sur
Pimmeuble £’ de G’ compatible avec les actions de G(K) et de G'(K) et envoyant ¢

?

sur @',

4.2.16. — Il est parfois préférable d’introduire I’tmmeuble élargi F* de G défini
comme suit (cf. [27], [40]). Considérons le groupe Xi(G) des caractéres rationnels
sur K de G, Pespace vectoriel Xy(G)®R et son dual VI, que Pon munit d’une
métrique euclidienne. On pose £ = # X V! et 'on fait opérer G(K) sur £ en posant

(1) g.(%0) = (g.%,0+ 0(g) (geC(K), xes, seVY),
ot 0(g) est I’élément de V? défini par
(2) <0(g), x> = — o(x(g)) pour tout y e Xy (G).

On définit les appartements, chambres, facettes... de #' comme les produits
par V! des appartements, chambres, facettes... de £ et la métrique de #! en prenant,
pour tout appartement A’ de £, la métrique euclidienne de ’espace affine A’ x V!
somme euclidienne des métriques données sur A’ et V1. Il est facile de voir que la quasi-
totalité des propriétés géométriques de I'immeuble £ restent valables pour #1. Cepen-
dant Passertion d’unicité de 4.2.12 n’est plus exacte : les applications j: .1 — 1
commutant avec I’action de G et satisfaisant a I’'une des conditions (2) ou (g) de 4.2.12
sont les applications de la forme (x, ) (x,v 4+ v,) ol v, est une constante appar-
tenant a V3

Par ailleurs, soit DG le groupe dérivé de G et soit CG son centre connexe. L’iso-
génie DG X CG — G (resp. (T nDG) x CG —T) permet d’identifier X%(G)®Q
et Xx(CG)®Q (resp. Xi(T)®Q et la somme directe de Xi(T NnDG)®Q et
de X}3(CG)®Q), donc Xi(T)®R avec le dual de V x V1, le facteur direct
Xi(TnDG)®R (resp. Xi(CG)®R = X;(G)®R) étant Porthogonal de V1
(resp. V).

On a alors, pour tout ¢ e T(K) et tout ce Xx(T)®Q,

(3) v(E) +6(), > = — (wo0) (B).

En effet, (3) est vraie pour ¢ si elle est pour un multiple nc de ¢, avec n % o. Il suffit
donc, compte tenu de I’additivité en ¢ des deux membres, de la vérifier

— pour ¢ € Xi(T N DG), et ’on a alors {6(¢),¢> = o par définition de la dualité

entre VX V! et Xg(T)@R et (v(f),c) = — (woc)(t) d’apreés 4.2.7 (3);
— pour ¢ e Xy(G), et 'on a alors {v(f),c¢> = o par définition de la dualité et
8(t),c> = — (woc)(t) par définition de 0.

On identifie £ et le sous-ensemble £ X {0} de S1. Alors, le stabilisateur de S
pour laction de G sur 1! est le sous-groupe distingué

G! = 67"(0) ={g € G(K) | o(x(g)) = o pour tout y € Xi(G)}.
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On a U,/(K) CGY dou résulte aussitét que (T n Gt (U,)) est une donnée
radicielle génératrice dans G* (I, 6.1.2 (12)), dont ¢ est une valuation, et 'immeuble
de G! s’identifie canoniquement a .#.

Si X est une partie de G(K), nous poserons
X1=XnGL
Si X est le stabilisateur (resp. fixateur) d’une partie M (ou d’un germe de parties)

de 7 pour Dopération de G sur F, alors X! est le stabilisateur de M X {o} dans G pour
Popération de G sur S1. En particulier N? est le stabilisateur de A X {o}. On pose

W1 = y(NY),

4.2.17. — Nous allons donner un exemple d’immeuble élargi qui nous sera utile
au § 5. Pour cela, nous utiliserons les résultats de I, 7.6, qu’il nous faut malheureusement
compléter. Reprenons pour ce numéro exclusivement les seules hypothéses et notations de I,
7.6. Le résultat suivant aurait di étre énoncé comme corollaire 7.6.6 au chapitre I :

Proposition. — Soit x5 € A et posons I, = GI. (%, + Ker p).

(i) L1 N0 A =x, + Kerp.

(i) Larestriction <’ de T & I est une isoméirie de I sur I, commutant avec les actions de GY.

(iil) Soit j Pinverse de ='; Papplication (p,v) > j(y) + v est une bijection de F; X L,
sur Gy.A.

(iv) Il existe un homomorphisme 6, de Gy dans L, tel que

g-(J(») +v) =jlgy) + v+ 6,(g)

quels que soient g € Gy, y € F; et vel,. Ona 0,(g) =0 pour g G} et 6,(¢) = (pov) (¥)
pour teT,.

Pour démontrer (i), il suffit de faire voir quesi x €A, geG) et ' = g.x €,
alors x' ex + Kerp (rappelons que p est la projection orthogonale de V sur L,). Or
il résulte de I, 7.6.4 (3) et 7.6.5 (ii) qu’il existe 7 eNj tel que x' =n.x, d’on
x' ex + Ker p puisque, par définition méme, v(N?) est engendré par des réflexions
orthogonales par rapport 4 des hyperplans stables par L,.

Démontrons (ii). L’application =':#%, + Kerp — A; est Dbijective. Comme
#, = GA,, il sensuit que =’ est surjective. De plus, si x, x" € F, il existe ge G}
tel que ='(x), 7'(x") €eg.A;. Vu (i), (g7 'on’)(x) et (g 'on’) (') appartiennent a
%, + Ker p; il en résulte aussitdt que =’ est isométrique, d’our (ii).

Par suite, j est une section de I'application T:G;.A - #,, d’ou (iii), puisque
les fibres de cette application sont les x + L; pour xeG;.A (I, 7.6.4 (iii)).

Enfin, démontrons (iv). Vu I, 7.6.4 (iii), il existe une fonction 6: G, X S; — L,
telle que P'on ait g.(j(x) + v) =j(g.%) + 0(g, %) + v pour x e F;, g€ Gy et vel,.
Un calcul simple et classique donne

(1) 0(gh, x) = 0(g, h.x) + O(h,x) pour g, heGy, x e S;.
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Mais 6(g,x) =0 si ge G}, dou

(2) 0(gt,x) =0(t, x) = 0(t, t'gt.x) pour geGletteT,.

De plus, si x e A, et teT,, ona t.j(x) =j(x) + v(t) et j(t.x) €j(x) + Kerp, d’ou
(3) B(t,x) = (pov)(t) pour xeA, et teT;.

Mais (2) montre que 6(¢, g.x) = 0(f,x) pour geG:, teT; et xef,. Comme
#, =Gl A, on a donc (g) pour tout ¢eT; et tout x e #, et (iv) résulte aussitot
de (2).

4.2.18.
systéme de racines quasi-clos de ® (I, 7.6.1) et soit G; le sous-groupe algébrique de G
engendré par T et les U, pour a € ®,. Alors G, est réductif connexe, défini et quasi-
déployé sur K, déployé sur K et le systéme de racines de G, par rapport au tore K-déployé
maximal S est ®;. On peut donc lui appliquer d’une part les résultats démontrés pour G
dans les pages précédentes, d’autre part les résultats de I, 7.6 dont nous reprenons les
notations (avec G, = G(K)). Le dual Vi de Xy(G,) ® R s’identifie & L; X V! grace
aux identifications déja vues :

X3 (Gy) ®R = X%(CG,;) ®R = (Xx(CG, n DG) ®R) x (X4(G) ®R).

Revenons maintenant & nos conventions générales. Soit ®, un sous-

Considérons alors, avec les notations de 4.2.16 et 4.2.17, Papplication
Jit (%0, 0) b (j(x) + 2, 0)
de Sy XL xVl=,xV] dans G;.AX V! =G;.(AXx V) CSAL 1l est clair, vu
4.2.17, que C’est une isométrie surjective, et j; est compatible avec les actions de G,
sur Pimmeuble €largi £, X Vi de G, d’une part, sur 'immeuble élargi #* de G d’autre
part : cela résulte de 4.2.15, compte tenu des relations G; = G].T et G{CDG.
Autrement dit, Gy.(A X V), Cest-d-dire le plus petit sous-ensemble de immeuble élarg:
de G stable par G, et contenant Uappartement A X V1, s’identifie & I'immeuble élargi de G,
et ceci d’'une maniére et d’une seule & une translation prés par un élément de Vj.

4.2.19. Bornologies. Le groupe G = G(K) est naturellement muni d’une
bornologie %#(©) : une partie X de G est bornée si et seulement si, pour tout fe K[G],
I’ensemble des w{ f(x)) reste borné inférieurement lorsque x décrit X. Cette bornologie
est compatible avec la loi de groupe de G.

D’autre part, la valuation ¢ définit sur G deux bornologies :

— la bornologie %(p) dite définie par ¢ en I, 8.1.7, qui est 'image réciproque de
la bornologie naturelle du groupe des isométries Isom £ de 'immeuble .# (I,3.1.25));

— la bornologie %#'(p) image réciproque de la bornologie naturelle du groupe des
isométries Isom #1 de 'immeuble élargi S,

Proposition. — (i) #(w) = #'(e).
(i) Les bornologies induites sur le sous-groupe G* par B(w) et par B(p) sont égales.
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L’assertion (ii) résulte de (i) puisque G opére trivialement sur V. Démontrons (i).
Il est clair que, pour a € ® et % € R, le sous-groupe U, , est borné pour #(w) et que
U, ne Pest pas. Autrement dit, #(e) est faiblement compatible avec ¢ au sens de I, 8.1.1.
Vu 1, 8.1.5, il suffit, pour prouver (i), de montrer que #(w) et #'(9) induisent la méme
bornologie sur T. Or, dire que X CT est borné pour #(¢) signifie que x> (0 o a) (x)
reste bornée inférieurement sur X d’une part pour a € @, d’autre part pour a € X3 (G).

Mais @ U X3(G) engendre Xi(T)®Q (cf. 4.2.6 et 4.2.16) et notre assertion
résulte du lemme suivant :

Lemme. — Soit T un tore défini sur K, déployé sur R. Une partie X de T(K) est bornée
pour la bornologie naturelle B(w) si et seulement si Papplication x> o(y(x)) est bornée infé-
rieurement sur X pour tout y € Xi(T).

La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la satisfaite. Pour tout f e K[T],
il existe Y, .. %o € XN T) €t 1y ...,6, €K tels que f= Ty Il suffit donc de
montrer que «(y(*)) reste borné inférieurement sur X pour tout y € X*(T). Posons

P= Z Y- & Xi(T)-

v € Ga{K/K

Ona o((y.x) (x) = o((x(x))?) = o(y(x)) pour tout y € Gal(R/K) et tout x e T(K),
d’ol
o(x(%) = [K: K] o(x8(*),

ce qui démontre le lemme et la proposition.

4.2.20. Ensembles de valeurs. Soit ¢ la valuation de la donnée radi-
cielle (T, (U,),c o) donnée par 4.2.2. Rappelons que, pour ae ®, on a posé (1,6.2.2) :
(1) Ly = 9,(Us —{1}),

(2) Po={gs(u) | e Uy — {1}, 9,(4) = sup 4(uUy,)}

(si 2a ¢®, on pose U,, ={1}). Nous allons déterminer ces ensembles de valeurs.
Pour cela, notons comme plus haut L, (resp. (L, L,,)) le corps (resp. ’extension
quadratique) attaché(e) & un rayon radiciel ¢ non pluriel (resp. pluriel). D’une maniére
générale, si LD L, est une extension quadratique, avec KCL,CLC K, nous notons Lo

(resp. L1) I’ensemble des éléments de L de trace nulle (resp. égale a 1) et posons
(3) Lo ={} eL'| 0o(d) = sup{w(#) | x e L'}}.

max *

. . o e I .
Si le corps résiduel de L est de caractéristique # 2, ona S € Ll... Avec ces notations :

Lemme. — (i) ¢ LL,, = @, la valuation & n’atteint son maximum sur aucune classe
de L modulo L ne contenant pas o.

(i) 8 AeLl,., ona, pour xeL, et y el
(4) o(*\ +y) = inflo(x), o(y))-
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Soit zeL* tel que o(z) =supw(z+ L%. Alors z¢L° Trz+o et
A= (Tr2)~'.z appartient & L}, , d’ou (i).

Adoptons maintenant les notations de (ii). Il suffit de démontrer (4) lorsque
x%0; ona alors A x"'yel!, dod o) 2 o(d + 1) et w(x) 2 olxr + ).
On en déduit w(y) = inf(e(xr + ), ©(— ) = o(xr + ) dou (4).

Remarquons que A ¢ L° et que L = L,A 4 L°; la formule (4) permet donc de
calculer la valuation de n’importe quel élément de L.

4.2.2X. — Soit ae®, On a
(1) I, =T, = «(LX) si a est non pluriel;
(2) I, =Ty, = o(L? —{o}) si a est pluriel;
(3) =0 e T, = ém(Lg —{o0}) si a est pluriel et (L)L, = O;
(4) Ii=co®) + o)) e I,=—ol])

si a est pluriel et A e (L,)L,,.
En effet, les formules (1) ct (2) résultent aussitét de 4.2.2 (2) et (4) respectivement.

D’autre part, 4.2.2 (3) et 4.1.9 (5) montrent que, si a est pluriel, ', (resp. I';) est

Pensemble des ¢, (x,(u,?)) =§m(v) pour

(u,0) e H(L,, Ly) (resp. et w(p) = sup w(z + LY)).

Lorsque (L) = 9, (3) s’ensuit aussitdt, vu 4.2.20 (i) et I, 6.2.2. Supposons donc
que A € (L), dott v =2 u + v, avec v, € L). La premiére relation (4) résulte

alors de 4.2.20 (ii}. L’inclusion T, C ém(L;‘) étant évidente, il reste a établir 'inclusion

inverse. Si e=1, elle résulte de ce que o(L)) = o(Ly) = o(L, —{0}) C2l,,
et si e =2, 4.2.20 (ii) implique que

o(Ly) = (o(d) + o(ly)) V o(L; —{o})
= (o(3) + 20(L)) U o(L — 0) C2T,,

d’ou (4). Notons encore que, toujours sous I’hypothese oit A € (L)), 4-2.20 (ii) entraine
aussi

(5) ‘Pa(xa(u’ Z))) = m(u) +_‘w<)‘))

avec égalité si et seulement si ¢ (x,(u, 2)) = sup @, (%,(u, v) Uy,) (p. ex. si v = alu).
Si w est discréte, on a évidemment (L)%, + @ (puisque x € L} entraine w(x) < o),
d’ou I, 4 @ pour toute racine multipliable a. Par ailleurs, il est clair que la valua-
tion ¢ est discréte (I, 6.2.21).
Si w est dense et si (L)L, + @ pour toute racine multipliable a (ce qui est le cas
si K est admissible, voir plus loin 4.3.3), alors T, est dense dans R pour tout a € ®.
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4.2.22. — Proposition. — Supposons G simplement connexe. Alors, le groupe W = v(N)
est engendré par les réflexions 1, par rapport aux hyperplans

Ou,, ={xeAlalx —¢) +k=0} pour ac® etkel,.

Si de plus o est discréte, W est le groupe de Weyl affine du systéme de racines affines
ay =f{xecA|alx —¢@) +%kZ o0} pour ac® et kel

On sait que G(K) est engendré par la réunion des U,(K) pour a e ® (cf. par
exemple [33], lemme 64, p. 183). La premiére assertion résulte alors de I, 6.2.11 et la
seconde s’ensuit aussitot.

4.2.23. — Echelonnages. Supposons o discréte. Des formules de 4.2.21 résulte
immédiatement la détermination de I’échelonnage &£C® x X attaché au systéme de
racines affines de A (I, 1.4). Il suffit de le faire lorsque G est K-simple. Il existe alors
une extension L de K contenue dans K telle que G =TI, xH, ot H est un L-groupe
absolument simple; I'immeuble de G sur K s’identifie 2 celui de H sur L et les échelon-
nages sont les mémes. On peut donc se borner au cas oit G est absolument simple. On a
alors les résultats suivants, ot nous reprenons les notations de I, 1.4.6 :

a) Si G est déployé de type X,,, I’échelonnage & est de type X,;
b) Si G n’est pas déployé et si K est une extension non ramifiée de K, alors

— pour G de type 2A,, (rn 2 1), & est de type C — BCY,
— pour G de type 2A,, ., (» = 1), & estde type C, 4,
— pour G de type 2D, (z 2 4), & estde type B,_,

— pour G de type 2Eq, & est de type F,,

— pour G de type °D, ou ®D,, & est de type G,;

¢) Si G n’est pas déployé et si K est une extension ramifiée de K, alors
— pour G de type ?A,, (n = 1), & est de type C — BGM,

— pour G de type 2A,, ., (n = 1), £estdetype B—C,_,,
— pour G de type 2D, (» = 4), & estde type C— B, _,,
— pour G de type 2Eq, & est de type Fj,

— pour G de type *D, ou °D,, & est de type Gi.

4.2.24. — Soit E une extension algébriquement close de K, soit K’ un sous-corps
de E contenant K muni d’une valuation o’ prolongeant w et posons K’ = K'K : c’est
la plus petite extension galoisienne de K’ déployant G. Supposons que K’ soit une exten-
sion univalente de K’ et posons G’ = Gg,, T’ = T,, etc. Notons qu’en identifiant X*(T)
et X*(T'),ona @ = @', Soit S’ le sous-tore K'-déployé maximal de T’ et @'’ le systéme
de racines de G’ suivant S”’. Il est clair que le systéme de Chevalley-Steinberg (%) « est »
encore un systéme de Chevalley-Steinberg de G’, donc définit une valuation ¢’ de la
donnée radicielle (T'(K"), (UL(K"),c3)) de G(K’), qui se descend en une valuation o’
de la donnée radicielle (T'(K’), (U;(K'),ce)) de G(K'). Il est immédiat que §’ se
descend en § (cf. I, 9.1.19 a)), d’o0 résulte par transitivité que ¢’ sec descend en o.
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Appliquant I, 9.1.17 (avec S% = T(K)), on voit qu’il existe une isométrie j et
une seule de 'immeuble £ de G(K) dans I'immeuble #' de G(K') telle que j(¢) = ¢’
et j(g.x) = g.j(x) pour x € F et g € G(K). Compte tenu de 4.2.10, j est indépendante
du choix du systéme de Chevalley-Steinberg et nous permet d’identifier .# a4 une partie
de #'. L’image j(A) est contenue dans Pappartement A’ de £’ associé au tore K'-déployé
maximal S". Enfin compte tenu de la conjugaison des tores K-déployés maximaux et
de 4.2.10, on voit que j ne dépend pas non plus du choix de S; on peut donc la qualifier
de canonique. En particulier, si « est un K-automorphisme de K’ conservant o', alors u
opére sur S et 'ona uoj =j.

4.2.25. Définition. — Supposons que K soit une extension admissible de K (1.6.1) (1),
et soit K’ une extension de K, munie d’une valuation ' prolongeant «. On dit que le changement de
base K —K' est conservateur par rapport a K si o' est un prolongement non ramifié de o
(ie. o' (K) = o(K)) et si les corps résiduels de K' et de K sont linéairement disjoints sur le
corps résiduel de K (cf. 1.6.8).

Un tel changement de base ne change en effet pas grand-chose. Vu 1.6.8, K’ et K
sont linéairement disjoints sur K, ce qui permet d’appliquer 4.1.18, et K’ est une extension
admissible de K’. Avec les notations de 4.1.18 et 4.2.24, on a S”" =8, &' = O,
les sous-groupes radiciels de G et de G’ sont « les mémes », etc. La restriction de j a A
est alors un isomorphisme de A sur 'appartement A’ de .#' correspondant a §’, pour
toutes les structures de A (métrique, systtme de racines affines, etc.).

Ceci nous permettra souvent de nous ramener soit au cas ot le corps résiduel de K est
infini grace 2 1.6.9 a), soit & celui oit K est hensélien grace a 1.6.9 b).

Bien entendu, lisométrie j: # — J’ n’est en général pas surjective, sauf cependant
si K’ est Phensélisé ou le complété de K (cf. [27], prop. 2.3.5) : en considérant la rétraction
de #’ sur A’ par rapport 4 un germe de quartier ayant pour direction la chambre vecto-
rielle D associée 4 @+ (I, 7.2.3), on voit que tout x € #’ est transformé d’un point
y €A’ parun élément u e UT(K') (I, 7.4.25 (1)) ; mais la densité de K dans K’ entraine
aussitot qu’il existe u’ e UT(K) et v e U, n(K’) avec u = 'y, ol » = u'.y €j(S).
Méme dans ce cas, il existe en général des appartements de £’ qui ne sont pas images
d’appartements de ..

4.3. Les schémas .
Désormais nous supposons que ’extension K de K est admissible (1.6.1).

4.3.1. — On conserve les notations de 4. 2. En particulier, ¢ = (¢,) estlavaluation
de la donnée radicielle (T, (U,),cq) de G = G(K) associée au systéme cohérent d’épin-

(1) Ce que nous supposerons & partir du numéro suivant.
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glages (x,) (4.2.4). Chacun des groupes U, = U,(K) est filtré par ¢, : rappe-
lons (I, 6.2.1) que I’on pose, pour a € ® et k ek,

(I) Ua,k = {u € Ua(K) | (‘Pa(u) ; k}'

Les U, , sont des sous-groupes de U, par définition méme des valuations (I, 6.2.1 (VI1)).
Nous allons voir que chaque U, , pour %k eT, est le groupe des points entiers d’un
O-schéma en groupes lisse de fibre générique U,. Ce sont ces O-schémas que nous utili-
serons au n° 4.5 pour construire des « données radicielles schématiques » auxquelles
on appliquera les résultats du § 3.

4.3.2. Si ae® est non pluriel, ces schémas sont évidents : le groupe U,
s’'identifie grace a I’épinglage x, au groupe additif du corps L, attaché & a (4.1.8) et
pour tout keTl, =T, = (L)) (4.2.20 (1)), le sous-groupe U, , est I'image par x,
du 0-module libre de type fini L,; ={z €L, | w(z) = k}. Notons £, ; le O-schéma en
groupes lisse canoniquement associé & ce module (1.4.1). Par transport de structure par x,,
on obtient un @-schéma en groupes lisse U, , de fibre générique U, tel que

(I) 1Ia,k(@) = Ua,k‘

Soit maintenant % € R quelconque; si la valuation « est discréte, il existe un plus
petit #’ €T, tel que # 2 k etl’'on a U,, = U,,. Nous poseroas alors

(2) U, =U,, (odicrete, ¥ =inf{hel, |k 2 k}).

La relation (1) est évidemment encore exacte.

Par contre, si « est dense et si k ¢ Ty, le groupe U, , s’identifie 2 un sous-0-module
de L, qui n’est pas de type fini et il n’existe pas de O-schéma admettant U, , comme
groupe de points entiers et possédant les propriétés que nous souhaiterions (par exemple
que image du groupe des points entiers dans la fibre fermée ne soit pas réduite a {o}).
Nous ne définirons donc pas de schéma U, , lorsque o est dense et & ¢ I',.

Pour traiter le cas d’un rayon radiciel pluriel, nous aurons besoin du lemme suivant :

4.3.3. Lemme. — Soient L,CL deux sous-extensions de K telles que [L:L,] = 2.
(i) Lextension L de L, est admissible, donc séparable, et une des deux conditions suivanies
est satisfaite :
(nr) Pextension résiduelle L de Ly est quadratique et (L) = w(Ly);

(r) « est discréte et Pextension L de Ly est ramifide.

(i) Il existe teL tel que L = L,[t] et que les coefficients «, B € Ly de Péquation
2 — at + B = o satisfaile par ¢ possédent les propriétés suivantes :

a) w(B) = o (cas (nr)) ou bien « est discréte et B est une uniformisante de Ly (cas (r));

b) oubien o = o, ou bien o(B) < w(a)< w(2), ouencore 0 < 6(B) = v(a) = w(2).
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Supposons désormais ces conditions satisfailes et définissons N e L comme ceci :
— st a =0 (ce qui entraine 2 % 0), on pose A = 1/2;
— 5t a% 0, on pose A= ta" L.

Alors N e Ll ., qui nest donc pas vide.

(iii) On @ w(d) £ 0 ¢ () = o0 si et seulement si ou bien car K # 2, ou bien
Uextension L de L, est étale.

(iv) Soit o lunique Liy-automorphisme non trivial de L et soit k cR. On a

inf{o(u — u°) | (@) 2 R} 2 k— o(})

avec égalité si k € w(LX), sauf dans le cas (r) lorsque k € 2Zw(t), cas oi la borne inférieure
est B — o(2) + o).

L’assertion (i) résulte de 1.6.3 et 1.6.1 ¢). Démontrons (ii).

Prenons pour ¢ dans le cas (nr) un élément de @, dont I'image dans L engendre
’extension L de L, et dans le cas (r) une uniformisante de L : il est immédiat que a) est
vraie et que w(a) = o(B) = 0. Si « + 0 etsil’ona,soit w(x) > w(2), soit w(a) = w(2)
et »(B) = o, alors 2 % o et 'on peut remplacer ¢ par ¢ — g, ce qui annule le terme
linéaire de ’équation de ¢ et permet de réaliser a) et b). Avant de poursuivre la démons-
tration de (ii), notons deux conséquences immédiates de a) et ). On a
(1) o(x + ) = inf(w(x), o(ty))  pour #,y € Ly;
en effet, dans le cas contraire, on aurait w(x) = w(#y), ce qui exclut le cas (r), et 'image
de ¢ dans L coinciderait avec celle de — xy~%, ce qui est impossible dans le cas (nr).
D’autre part, comme o(t) = o(B)/2, &) implique aussitdt que
(2) siad 0, o) <o(2).

Reprenons la preuve de (ii). Si « =0, on a L= é 4 tLy, et (1) implique
que % eL!,.. Supposons que «#+ 0, d’out fa 'eL', et que f« '¢Ll,,. Comme
Lo = (1 — 2ta™ ) L,, ceci signifie qu’il existe z €L, tel que

o(te™) < o(ta™! + u(1 — 2ta” 1)),
c’est-a-dire, vu (1),
(3) o(te™) < infle(e), o(ta™!) + o(1 — 2u)).
Cette inégalité implique que (1 —2u)>o0. On en déduit successivement que
o) =o (é) puis, compte tenu de (3), que o(le ') <o (é), en contradiction avec (2),
d’ou (ii).

Démontrons (iii). En vertu de (2), on a
(4) o) = — o2 — at™ ).
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Par suite, »(2) = 0. Lorsque « = 0, »()) est nul si et seulement si car K # 2. Lorsque
«+ 0, o0t carK =2 d’aprés b), on a ©()\) = o si et seulement si ©(x) = w(t), ce
qui équivaut 2 L non ramifiée et L séparable sur L,, c’est-a-dire 4 L étale.
Démontrons enfin (iv). Posons u = x + ¢y avec 5,y €L,; ona u — 4° = (2t — «) ».
Vu (4), il s’ensuit que
ot — 1) = 0(3) + o) — 0() = ofy) — o(x)

avec égalité si u = ¢y. L’assertion (iv) en résulte immédiatement, compte tenu de (1).

4-3.4. — Gardons les hypotheéses et notations de 4.3.3. On voit facilement que :
— dans le cas (nr), on a (L% = w(L,) = o(L) (cf. 4.3.3 (1));
— dans le cas (r), o est discréte, ce qui permet de normaliser o de sorte que o(L*) = Z,
et il faut alors distinguer deux sous-cas :

— si a% 0, ona o(2ta” ) > 1 (cf 4.3.3 (2)), Aot (L) = o(L,) = 2Z U{w®},
oltc) =1 — (o) €1 + 2Z et %m(ta“) + o(L¥) = % + Z;

— si @ = o0, alors (L) =1 + 2Z, m(%) €2Z et éw(é) + o(L*) = Z.

Appliquant ceci au cas d’un rayon radiciel pluriel @, on voit, en utilisant 4.2.21,
que si extension quadratique attachée 2 @ est non ramifiée, 2T, est contenu dans [y,
et en est une classe modulo 2T, tandis que dans le cas ramifié, I',; et 2I'; sont les deux
classes du groupe (discret) (L)) modulo 2w(L;), et sont disjoints.

On voit aussi, en appliquant les formules (1) & (4) de 4.2.21, que la valuation ¢ est
toujours spéciale, c’est-a-dire que o € I', pour toute g non divisible (I, 6.2.13).

4.3-5 Soient a un rayon radiciel pluriel, LDL, Il’extension quadratique
attachée 2 a, o 'unique Ly-automorphisme non trivial de L et A un €élément de L., ;
posons y = — ém()\).

Soient k,¢/ eR tels que
(1) Bel,= —y+o(L9), ¢elj =T, =u(l—{o}),

(2) { <inf Ty, N2k, + oof.

Remarquons que (2) est équivalente a ¢ < 2k, sauf si w est discréte et ’extension
LD L, estramifiée. Dans ce dernier cas, on voit aisément & partir de 4.3.4 que si ¢ = (f),
d’ott (LX) = (¢Z, la relation (2) est équivalente a
(2 bis) t=2k+c¢

(cela reste vrai dans le cas non ramifié, d’ailleurs!).
Notons £, . (resp. £) le O-schéma en groupes lisse canoniquement associé au
0-module (libre de type fini vu (1))

L,,,={uveLl|o=k+y} (resp.Lj ={vel’|w(v)=¢}).
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Vu (2) et 4.3.3 (iv), Papplication bilinéaire (u, #’) > A°uu® — W’s’ de L X L dans L°
envoie L, ., X L, ., dans L} et définit donc un morphisme de schémas de £, ., X .,
dans £9. Il S’ensuit que la loi de produit de 4.1.15 (2) munit le schéma &,,., X

d’une structure de schéma en groupes que nous notons $), . Par transport de structure au

moyen de Pisomorphisme j; ! (défini en 4.1.15 (1)), on obtient un @-schéma en groupes

lisse H(L, Ly); o) de fibre générique H(L, L,) et qui ne dépend pas du choix de A : en eflet,
si A" est un autre élément de L}, , Iisomorphisme j, oj5' est donné par

(u,0) > (w0 -+ (A — L) uu)
et se prolonge en un isomorphisme de schémas en groupes de 55(7‘,‘,,) sur 5(7};,,).
L’épinglage «x,:H(L,L,) - U, fournit alors par transport de structure un
O-schéma en groupes lisse W, . 4 de fibre générique U,. Lorsque L est non ramifiée (resp.

ramifiée), on pose encore U, ; = U, 4 o) (resp. W, = W, it o))
Montrons que

(3) U, 5,0(0) = {%,(s, ) | (4,0) e H(L, Ly), () 2k + v, ofv —nlu) =/}
= Ua,k'UZa,l’

Soit en effet (u,v) e H(L, L,) et x = x,(u,0). On a x = x"x" avec
& = a(u’ )\uau) = xa(ji—k-l(u’ 0)) € Uaa

2 = x,(0,0 — mu) = x%,(J5 (0, v — M) € U,

L’égalité des deux premiers membres de (3) résulte aussitét de ces formules et de la
définition méme du schéma 2, ; ,. D’autre part, on a

q)a(x,) = éﬁ)(?«t"u) = (,_)(u) —

Po(x”) = (v — MCu),

ce qui montre que le deuxiéme membre de (8) est contenu dans le troisitme. Mais le
lemme 4.2.20 entraine que

sup @,(xU,,) = sup é oty + L% = o) — v.
Par suite, si x €U, ;,.U,,,, ona () =2k + vy, dod
eU,, e x'eU,, . Uy,, nUy=1U,,

(compte tenu de (2) et de I, 6.2.1 (V34)), dott (v — M°u) =¢. Finalement, on voit
que x appartient au deuxiéme membre de (3), dont la démonstration est ainsi achevée.

4.3.6. — Explicitons la loi de groupe du schéma 1, ,; ,, en reprenant les notations
de 4.3.3 avec L=1L, et L, =1L,. On pose ¢ = w(t) et 'on choisit uelL de
valuation % 4 v.
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1T¢as: o = 0. Ona X = %, 2y = w(2) et L® =¢L,. Posons d = 2k 4+ 2y —¢ +¢.

Ona d= w(2) et d e w(ly). On peut donc choisir § € ¢ de valuation d. Un calcul
simple montre alors que ’application

(1) (0, 2) b (4 0, (560 + %) + 570z )

est un isomorphisme de schémas de @} sur U, , et que la loi de groupe de U, 4
transportée par cet isomorphisme & ¢f est donnée par

(2) (0,9, 2) (¢, 0, 2) = (x + 2, p + )y 2+ 2 — 3( 2" — ).

Notons que d ="w(8) >0 sauf si carK+ 2 et ¢ =2k +¢.

26cas: a% 0. Ona A=1{a""!, 2y = 0(a) — ¢ et L9 = (1 — 24~ 4%) L,. Posons
d=2k+2y—¢ On a deo(ly) e d=Zw(e) —2¢c=0. On peut donc choisir
3 € 0, de valuation d et tout se passe comme dans le premier cas, 4 condition de rem-
placer (1) et (2) par

(1 bis) (%, 9, 2) b x((x + &) u, Q= (2 + axy + By + 811 — 2ta™?) 2) wu®)
(2 bus) (£, 2) (., ) = (x + 2,0+, 2+ 2 + 3%’ + ' + Bp'))

Notons qu’ici on a «(8) > 0 sauf si w(a) = 2¢ et { = 2k + .

On remarque que la loi de groupe sur (L,)® déduite de (2) ou (2 bis) par réduction
modulo I’idéal maximal de ¢ (autrement dit, la loi de groupe de la fibre fermée du schéma
en groupes U, ;. »)

— est non commutative si £ = 2k + ¢ et si ou bien car K #+ 2, ou bien carK =2
et Pextension LD L, est étale;

— est commutative d’exposant 4 si o est discréte, L est ramifiée, « est une uniformisante
de L, (d’ott carK = 2) et £ = 2k + ¢;

— est I’addition de (L,)® dans tous les autres cas.

4.3.7. — Par transport de structure par I’isomorphisme v+ x,(0, v) de L% sur U,,,
on déduit du schéma en groupes additif £} (pour ¢ € (L% — {0}) un @-schéma en
groupes lisse de fibre générique Uy, noté U, ,. Il est clair que si , £ satisfont 2 4.3.5 (1)
et (2), l'injection de U,, dans U, se prolonge en un isomorphisme de Uy, , sur un sous-
schéma en groupes fermé distingué de U, 4. Le schéma en groupes quotient U, (. »/Ws, ,
existe et est isomorphe & £, , . L’application canonique de 2, ;. »(0) dans (U, 4 /W, /) (O)
est surjective.

4.3.8. — Soient maintenant %,¢/ € R quelconques. Si o est dense, on voit comme
en 4.3.2 qu’il n’est pas raisonnable de chercher & définir un schéma U, , lorsque les
conditions (1) et (2) de 4.3.5 ne sont pas réalisées. Par contre, si o est discréte, posons

(1) B =inf{heT,|h=k},
(2) £ = inf{k e T}, | k= inf(2k, &) }.
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Alors, ' €T, ¢" eIy, et 4.3.5 (2) est satisfaite par &2’ et ¢’ : si L, est non ramifiée, on
a 2IUCL,, (4.3.4), dou &' < 2k'; si L, est ramifiée, on a Ty, =c¢ + 2T, (4.3.4),
et 'on voit aussitdt que ¢’ < 2k + c.

On pose alors

(3) W ,0y = Ua 1)
et 'on a
(4) ua,(k,l)(@) = Ua,k"UZa,l' = Ua,k-Uza,/-

La premiére égalité résulte de la définition, et on a évidemment
Ua,k’ C Ua,k et U2a, ¢ C U2a,'mf(2k, 4 C Ua,k' Uza,l-

Inversement, si x €U, ,, il existe par définition méme de [, et de 2" un % e U,
et un x'' eU,, avec x = x'x"", On a alors %" e€U,,,, et il reste seulement a voir
que Uy, 9. Uy, , C Uy, 4, ce qui est évident.

4.3.9. — Les schémas sous-jacents aux U, ,, aux U, ; , et aux U, , /Uy, , sont
des schémas associés 4 des @-modules libres de type fini. En particulier les applications
canoniques U, ,(0) - U, (K) et U, ,(0) »Ha,(k’,)(K) sont surjectives. Si K est
infint, ce sont des schémas étoffés (1.7), caractérisés parmi les schémas étoffés de fibre
générique U, par les relations 4.3.2 (1) ou 4.3.5 (3).

4.3.10. — Il est immédiat que si &' <k et ¢ <¢, I'identité de U, se prolonge en
un morphisme de schémas en groupes de U, , dans U, ;. » (ou de U, dans U, .
lorsque a est non pluriel).

4.3.11. — Un changement de base conservateur K — K’ (4.2.25) commute avec
toutes les considérations précédentes : & partir du systéme cohérent d’épinglages (x;)
de Gy déduit du systéme (x,) comme en 4.2.25, on construit des schémas 2, , ou U ;
qui ne sont autres que les schémas déduits des 2, , ou des U, , par le chan-
gement de base 0 — 0 = @,. Cela résulte aussitot de 4.2.25 et de la relation
Og ogr. = O ®p O, (1.6.8), valable pour tout corps L avec KCLC K, qui, jointe au
fait que K’ est non ramifiée sur K, entraine que, pour tout 2 €R, on a

{ueK'®:L|owu) 2k}={2Eu|Eecl,ucl, o(y) =k}

Enfinsi KCL,CLC K avec [L:Ly] =2 et L = Ly[t], alors K'® L est I’extension
quadratique admissible de K'®L, engendrée par 1®¢t et (K'@L),, D Li,
d’aprés le lemme 4.3.3 : on peut donc dans les constructions précédentes conserver le
méme élément A aprés changement de base.

4.3.12. — La famille des schémas U, , ou U, ; , ne dépend pas (4 P'indexation
pres) du choix du tore déployé maximal S normalisant U, ni du choix du systéme cohérent
d’épinglages : cela résulte aisément des formules explicites de changement d’épinglage
de U, vues en 4.1.7 et 4.1.13.
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4.4. Le schéma T.

Dans ce numéro, jusqu’a 4. 4. 14 inclus, le groupe G ne joue aucun réle et la lettre T
désigne un tore quelconque défini sur K. On note K une extension galoisienne admissible

déployant T (non nécessairement minimale) et I'on pose 0= Ox. A partir de 4.4.15,
on revient aux conventions précédentes.

4.4.1.
On pose

Soit L une extension de K, munie d’une valuation «; prolongeant c.

Ty(L) ={¢ e T(L) | 0y (x(#)) =0  pour tout y € X{(T)},

ol Xj(T)CL[T] est le groupe des caractéres rationnels sur L de T.

4.4.2. Proposition. — (i) T,(K) est Pensemble des t € T(K) tels que o(x(t)) = o
pour tout y € X;(T) = X*(T); autrement dit

T,(K) = T,(K) nT(K).

(i1) T,(K) est le plus grand sous-groupe borné de T'(K) (pour la bornologie naturelle % ()
définie par o sur T(K) (cf. 4.2.19)).

(iii) Soit u un K-morphisme de groupes de 'T dans un tore T’ défini sur K et déployé sur K.
Alors
u(Ty(K)) CTy(K).

(iv) Soit T un O-schéma en groupes plat de fibre générique T. Alors
I(0) CT,(K).

Démontrons (ii). D’aprés le lemme 4.2.19, un sous-groupe X de T(K) est borné
si et seulement si la fonction ¢ w(y(¢)) reste bornée inférieurement sur X pour tout
x € Xk (T). Mais, comme o(x(")) = no(x(t)) pour tout neZ, ceci équivaut a
X CT,(K), d’otr (ii). On en déduit T,(K) = T,(K) nT(K), c’est-a-dire (i). L’asser-
tion (iii) est immédiate, puisque you € Xi(T) pour tout x e Xz(T'), et (iv) aussi,
car T(0) est un sous-groupe borné de T(K) : pour toute f e K[T], il existe ¢ e K* tel
que ¢f € O[T], d’ou f(t) ec™ 'O pour tout ¢ e I(0).

4.4.3. — Supposons que T soit un tore induit (1.5.17), c’est-a-dire un produit
direct de tores de la forme II; x Multy, (1=<i=<7r), ol les L; sont des sous-extensions
de K, et donc admissibles. Les anneaux de valuation 0y, sont des 0-modules libres
de type fini et 'on peut considérer le @-schéma en groupes

Z = . H (H@L'_/@ S’Jzu[t@Li) .

<i<r

Comme K®, 0, =1L;, la fibre générique de T s’identifie & T (1.5.3). On sait
que T est lisse (1.5.8). D’autre part, on a vu (1.5.13) (1) que le schéma sous-jacent
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a T est un ouvert spécial d’'un @-module libre de type fini; c’est donc un schéma étoffé
dés que le corps résiduel K de K est infini (1.7.3 ¢)). De plus :

Proposition. — T(0) = T,(K) ={t e T(K) | o(y(t)) = 0 pour tout y e Xx(T)}.

La deuxie¢me égalité a été vue (4.4.2 (i)). On peut évidemment supposer r =1
et poser L; = L. On sait que T(K) s’identifie alors & L* et que X} (T) est engendré par
la norme Normeyx (1.5.17). Par suite, T,(K) est I'ensemble des ¢eL>* tels que
Normey i t € 0%, relation qui entraine ¢ e @,. La proposition en résulte, puisque T
est 'ouvert spécial du @-module ¢, défini par la norme (1.5.13 (1)).

Soient T et T’ deux tores induits, T et T’ les O-schémas associés comme

4-4-4
en 4.4.3.

Proposition. — Tout K-morphisme f de groupes algébriques de T dans T’ se prolonge
(d’une maniére et d’une seule) en un O-morphisme de schémas en groupes de T dans T'.

Ona f(Z(0)) Cf(T,(K)) CT,(K) = T'(0) d’aprés 4.4.2 et 4.4.3. La proposition
en résulte si le corps résiduel K est infini, puisque ¥ est alors étoffé (1.7.1). Si K est fini,

on peut trouver une extension étale K’ de K telle que les corps résiduels K et K’ soient
linéairement disjoints sur K et que K’ soit infini (1.6.9a)). Le changement de base K —K’
respecte alors entiérement la situation : reprenons les notations de 4.4.3 et posons
L; = K'®;L;; alors L] est un corps extension admissible de K’', 0 = 0. ®, 0,
(1.6.8 (ii)) et I'on a (1.5.3)

TK’ - H HL}/K’ SUtuItL;,

1<igy

fzox, == H H@L;_/@x, g‘RuIt@Lg.

1<i

I

Par suite, fx se prolonge en un @g-morphisme de Ty, dans Iy,,, d’ou la conclu-
sion par descente (1.2.4).

4.4.5¢ Il résulte en particulier de cette proposition que le schéma T ne dépend
que de I et non de son écriture comme produit de tores de la forme I, x Mult, (ce qui
n’était pas évident a priors). Nous Pappellerons le schéma canonique de fibre générique T.
Il est clair que si T est déployé sur K, on retrouve le schéma canonique introduit
en 1.2.11. Plus généralement :

Proposition. — Soit S le sous<tore K-déployé maximal de 'T. L’adhérence schématique de S
dans I est le schéma canonique de fibre générique S.

Cela résulte de 1.5.13 (1) et 1.5.17.

Notons encore que T ne dépend pas du choix de I’extension galoisienne admissible
déployant T (dés qu’il en existe une !): on peut remplacer K par la plus petite extension K,
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déployant T, qui est galoisienne admissible et contient automatiquement les corps L;
de 4.4.2, et ceci ne change en rien la définition de .

4.4.6. — Soit maintenant T un tore quelconque, non nécessairement induit (mais
toujours défini sur K et déployé sur K). Considérons 'immersion fermée canonique (1.5.11)

(1) T — T# = Ilzx Tk.

Puisque Ty est déployé, T# est un tore induit et on peut considérer le schéma cano-
nique I¥ de fibre générique T¥. Soit I* 'adhérence schématique de T dans 3¥ : on sait
que c’est un @-schéma de fibre générique T sans torsion (1.2.6), donc plat puisque @
est priiférien, donc un @-schéma en groupes (1.2.7), de type fini puisque I¥ est de type
fini, et on a, vu 1.2.5,

(2) TY0) = TH0) N T(K) = T{(K) n T(K) = T,(K),

la derniére égalité résultant de la surjectivité de Papplication canonique X*(T¥) — X*(T).

4.4.7. — Si T’ est un autre tore et T le schéma obtenu a partir de T’ comme
en 4.4.6, et si f: T - T est un K-morphisme de groupes algébriques de T dans T,
alors f se prolonge (d’une maniére et d’une seule) en un O-morphisme de schémas en
groupes f* de T dans T : en effet, IIgx fx se prolonge, vu 4.4.4, en un morphisme
de 3% dans T'# induisant f sur T.

Si f est une immersion fermée, alors f* est une immersion fermée. En effet Tk se décompose
en produit direct du tore Tg = fg(T%) et d’un tore T défini et déployé sur K ([2],
p. 206). Par suite T# = T# x (ITgx T"), dott T# =¥ x T, od T'"¥ est le schéma
canonique de fibre générique T'#, ce qui démontre notre assertion.

4.4.8. — Si'T est un tore induit, T* n’est autre que le schéma canonique de fibre générique T.
11 suffit évidemment de le montrer lorsque T = IIx Mult,. Comme K ®x L = Kr
(avec n=[L:K]), on a

TF = Mg (T g Multy)g = Mgx (g Multzs)
= I gmgx PMulty, = (Ilgx Multz)”,
et TF = (I 5 Multz)” = I gup Multsn.
Considérons alors les immersions fermées canoniques
Multy, — I gye, Mults,
Mult, — Mgy, Multz..

Vu 1.5.9, on en déduit des immersions fermées
I = H@L/0 ﬁRuIt@L —> H@d@(Ha"/@L %ult@'n) = H@Nn/@ wtu[t"fn = z#,
T= HL/K S:RuItL - HL/K(Hﬁn/L imulfgn) = Hﬁn/K mtultf{'n = T#,

et la seconde ligne se déduit de la premiére par le changement de base ¢ — K, c’est-a-dire
par passage aux fibres génériques. Comme T est plat, il en résulte bien que T = I"
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Nous pouvons donc étendre la terminologie et dire que le @-schéma T que nous
noterons désormais T est le schéma canonique de fibre générique 'T.

Ici encore, il ne dépend pas du choix de K : si K, CK,, l’application identique
de Ty, = (Tg )z, fournit une immersion fermée de Il x Tg, dans [Tz x Tg,, dou, etc.

4.4.9. — Notons que le schéma en groupes T admet toujours une représentation linéaire
fidéle. C’est évident si T est un tore induit, puisque Mult, posséde une représentation
linéaire fidele p dans @y, et que Il p est alors une représentation linéaire fidéle
de I, 0 Multy, dans le O-module sous-jacent & @y, (1.5.13 (2)). Le cas général sen
déduit, puisque T est par définition un sous-schéma fermé du schéma canonique d’un
tore induit.

4.4.10. Soit K — K’ un changement de base conservateur par rapport
a K (4.2.25). Posons @' = 0. Le 0'-schéma canonique de fibre générique Ty, (qui
est un tore défini sur K’ et déployé sur I’extension galoisienne admissible K' =K ®x K
de K’) n’est autre que T, : cela résulte aussitét de 1.5.3 et de la commutation de 'opé-
ration d’adhérence schématique avec le changement de base plat @ — ¢’ (1.2.6).

4.4.11. — De maniére analogue, soit ®’K un hensélisé de K et soit K’ =K un
hensélisé strict de K contenant la sous-extension étale maximale de *K ®, K (considéré
comme extension de K) (1.6.% 4)). Soit K’ une extension composée de *K et de K :
elle est unique 4 isomorphisme pres et c’est une extension admissible de K’ (1.6.8 et g ¢)).
De plus, T est déployé sur K’ et, en utilisant 1.6.8 et 1. 5.3, on montre aisément que, si T
est un tore induit, alors Ty, est aussi un tore induit et le ¢’-schéma canonique de fibre
générique Ty, est Ty (0t @ = @ est 'anneau de valuation de K’ ="K, c’est-a-dire
un hensélisé strict de 0). Cette derniére assertion reste vraie pour un tore T quelconque
grice 4 1.2.6, et il en résulte que

(1) T(*0) = T,("K).

Posons

(2) #x(T) = {f e K[T] | f(T,(*K)) C*0}.
On a évidemment

(3) O[T] C #%(T)

(4.4.2 (iv)). Si T satisfait a la condition (ET 1) de 1.7.2 (par exemple si @ est discréte ou
si T est un tore induit) et est lisse, alors (1) entraine O[T] = #(T) (1.7.6) et caracté-
rise T parmi les schémas en groupes de fibre générique T, lisses et satisfaisant & (ET 1).

4.4.12. — Définition. — On appelle lissifié de T un O-schéma en groupes I® de fibre géné-
rique T, lisse, satisfaisant & (ET 1), admettant une représentation linéaire fidéle, tel que I’identité de T
se prolonge en un morphisme i: I® — I et tel que, pour tout O-schéma X lisse satisfaisant & (ET 1)
et tout morphisme v: X — X, il existe un morphisme v®: X — ITX et un seul tel que v = 1 o V"
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Un tel lissifié, s’il existe, est évidemment unique & isomorphisme unique prés.
Si K-> K’ est un changement de base conservateur et éiale et si T® est un lissifié de T,
alors (T®), est un lissifié de T (il satisfait & (ET 1) d’aprés 1.7.5).

Proposition. — (i) S7 IX est un lissifié de I, on a
THO) = Z(0) = T,(K),
TH(0) = T(*0) = T,(*K),
O[TF] = #(T).

(i) Réciproquement, si le O-schéma d’algébre affine #¢(T) est un O-schéma en groupes
lisse, satisfaisant & (ET 1) et possédant une représentation linéaire fidéle, alors c’est un lissifié de T.

~ L’assertion (i) est évidente : 1a définition méme du lissifié entraine que I*(0) = I(0)
et TR™0O) = I(*0), et la derniére assertion de (i) résulte de 1.7.6.
L’assertion (ii) résulte aussi de 1.7.6 : si v: X — T est comme dans la définition
précédente, on a o(X(**0)) CT(™*0), donc v*(H(I)) CO[X] (1.7.6), d’ott Lexistence
et Punicité de o® (1.2.4).

4-4-13. — Si w est discréte (ce qui entraine que tout ¢-schéma plat satisfait & (ET 1)
et que tout @-schéma en groupes lisse posséde une représentation fidéle), un théoréme de
M. Raynaud ([24], p. 345) assure que le lissifié I® de T existe toujours (signalons que le
théoréme de lissification de Raynaud est valable pour n’importe quel 0-schéma en groupes

plat, de type fini, a fibre générique lisse, que celle-ci soit un tore ou non).

Lorsque « est dense, nous ignorons si un lissifié de T existe toujours. Montrons
cependant cette existence lorsque [K:K] =2 (ou, ce qui revient pratiquement au
méme, si T se déploie sur une extension quadratique de K). Nous obtiendrons par la
méme occasion une construction explicite du lissifié de Raynaud lorsque de plus  est
discréete. On montre facilement qu’il suffit d’étudier le cas du « tore des éléments de
norme 1 » de K, un tore défini sur K et déployé sur une extension quadratique K ¢tant
produit direct d’un tore déployé, de tores induits [Tz Mult et de tores de cette forme,
En reprenant les notations de 4.8.3, avec L, =K, ona

K[T] = K[X, Y]/(X? + «XY + pY2 — 1)
et l'on vérifie aisément que le schéma canonique T est donné par
O0[T] = O0[X, Y]/(X2% 4+ «XY + BYZ —1).
Notons que T est anisotrope sur K et que
I(0) = T(K) = T,(K).

Si carK + 2 ousi w(«) =0, le schéma T est lisse et il n’y a rien & démontrer.
Sinon, ¥ n’est pas lisse et nous distinguerons deux cas :
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a) CarK =2 et a =0 (dott carK # 2). Posons X =1 —2U et Y =2V,
d’ou K[T] = K[U, V]/(U — U2 — BV?), et considérons le schéma I de fibre géné-
rique T défini par

0[F*] = 0[U, V]/(U — U2 — gV2),

On vérifie sans peine que c’est un schéma en groupes lisse, dont la fibre fermée est
isomorphe & Z/2Z X Add (donc non connexe) lorsque K est ramifiée, et & un groupe
unipotent connexe non déployé de dimension 1 lorsque K est non ramifiée. Soit K un
hensélisé strict de K. Si u,2 e®K, on a

o(u? + 80%) = inf(e(s?), o(Bo?)),

car ou bien K est ramifiée (ce qui implique que o est discréte et que § est une unifor-
misante de K) et w(u2) et o(Bv?) sont de « parité » différente, ou bien K est non ramifiée,

ce qui implique que Pextension résiduelle K/K est quadratique inséparable et que le
polynéme U2 4 BV2 reste irréductible sur la cl6ture séparable de K. Il en résulte que
I’équation u = u2 4 Bv? entraine u,v €™0. On en déduit aisément que

(1) TH0) = T("K) = T(*0).

b) CarK = 2, 0 < w(a) < w(2) (cf.4.3.35)).Posons X =1+ «U et Y =V,
d’ott K[T] = K[U, V]/(V 4+ 8U 4 U2 + «UV 4 8V?) avec 8§ = 2a~!, et prenons

O[T = O[U, V]/(V + 8U + U2 + aUV + BV2).

On voit alors comme plus haut que c’est un schéma en groupes lisse de fibre générique T,
de fibre fermée isomorphe & Add lorsque K est ramifiée et & un groupe unipotent connexe
non déployé lorsque K est non ramifiée, et 'on démontre (1) comme ci-dessus.

Dans les deux cas, O[TF] est un @-module libre, admettant une base constituée par
les mondmes V* et UV" pour n €N, donc (ET 1) est satisfait. Par suite, 1.7.6 entraine

(2) O[TF] = H(T).

Enfin, I® admet une représentation linéaire fidéle : on vérifie facilement que le sous-
0-module (libre) M engendré par U et V est un sous-comodule de @[ T*] pour la repré-
sentation réguliére et la restriction & M de cette représentation est fidele (cf. [DG], p. 183).

En conclusion, (2) et la proposition 4.4.12 (ii) entrainent que I® est bien le lissifié
de T.

4-4.14. Proposition. — Soit K — K’ un changement de base conservateur par rapport
a K (4.2.25). Supposons satisfaite Pune au moins des deux conditions sutvantes :
a) T est un tore tndutt (1.5.17);
b) Pextension R de K est non ramifide.

Alors, Dinjection canonique de T(K)|T,(K) dans T(K")[T,(K') est surjective.
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Supposons @). — Il suffit d’examiner le cas T = Il x Mult, ot L est un corps
avec KCLCK. D’aprés 1.6.8 (i), L' = L®;K’ est une extension non ramifide
de L. Or I’identification canonique de T(K) (resp. T(K')) & L* (resp. L'*) identifie T,(K)
a O (resp. T,(K') a 0f), d’ou I'assertion.

Supposons b). — Posons R'=K®;K'. Vu b) et 1.6.8 (i), on a
o(K) = o(K) = o(K’). Posons v = Gal(K'/K’) = Gal(K/K) et identifions T(K)
a Hom, (X*(T), K*) et T(K’) & Hom (X*(T), K'¥). Soit (¢);<;<, une base de X'(T)
et soit x € T(K'). Soit (0);<;<; une base du sous-Z-module A de R engendré par
les w(x(¢)) pour 1 <¢=n et soit m; un élément de K de valuation o; (1 =j=<%).

J
L’application ;> 7; se prolonge en un isomorphisme r de A sur un sous-groupe de K*,
d’inverse . Considérons alors ’homomorphisme y = ro w o ¥ de X*(T) dans K*; il est
immeédiat que y e Hom (X*(T), K*) CT(K) et que y 'x€T,. Par suite,

T(K) = T(K) T,(K’),
d’ou la proposition.

4.4.15. — Revenons désormais 2 nos conventions générales : T est le tore maximal
du groupe quasi-déployé G, centralisateur du tore K-déployé maximal S, et T,(K)
est le fixateur H' de I'appartement A X V! de 'immeuble élargi de G (4.2.16).

4.4.%6. Proposition. — 8t G est adjoint (resp. simplement connexe), alors T est un tore
induit.

En effet, les éléments de la base A du systéme de racines ® de G suivant T (resp. les

poids fondamentaux relativement a Z) définie par un K-sous-groupe de Borel conte-
nant T (cf. 4. 1.2) formentune basede X*(T) invariante par le groupe de Galois Gal(K[K).

4-4.17. Proposition. — Supposons que Pune au moins des deux conditions suivantes soit
satisfaite
a') G est simplement connexe ou adjoint ou déployé,
b') Lextension K de K est non ramifie.

Alors, Pimage W de N(K) dans Aut A par homomorphisme v (4.2.7) est invariante par
tout changement de base conservateur.

En effet, Pimage de W dans GL(V) est le groupe de Weyl du systéme de racines @
et le sous-groupe des translations de W s’identifie canoniquement a4 un quotient
de T(K)/T,(K) (4.2.7). La proposition résulte donc de 4.4.14, compte tenu de 4.4.16.

4.4.18. Le schéma canonique ¥ de fibre générique T posséde les propriétés

suivantes :
(1) T est un O-schéma en groupes plat de type fini, possédant une représentation linéaire fidéle ;

(II) Pinclusion de S dans T se prolonge en une smmersion fermée de S dans T;
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(IIX) le groupe de Weyl "W de G sur K, considéré comme groupe d’automorphismes de 'T,
se prolonge en un groupe d’automorphismes de T

(IV) Plaction du groupe de Galois Gal(ﬁ/K) sur T se prolonge en une action galoisienne
de Gal(R/K) sur T;

(V) soit T,, Pimage de T dans le groupe adjoint Ad G; la restriction & T de la représentation
adjointe se prolonge en un morphisme de T dans le schéma canonique T,y de fibre générique T,y;

(VI) soit =: G — G un revétement simplement connexe du groupe dérivé de G et soit T
Pimage réciproque de T par w; la restriction de = @ T se prolonge en un morphisme du schéma cano-
nique T de fibre ge’ne’rique T dans %

(VII) I(0) =T, (K) ={t e T(K) | o(x(t)) = 0 pour tout y € Xx(T)} e

IP0) = T,(®K) = {t e T(™K) | o(x(¢)) = o pour fout y € thK(T)}

(VIII) == Y(Z(0)) n TK) = Z(0) et, lorsque G est semi-simple,
Ad™H(Tyy(0)) N T(K) = T(0).

En effet, (I), (IT1) et (VII) ont été explicitement vues; (III), (IV), (V) et (VI)
résultent des propriétés fonctorielles de T (4.4.7). Enfin, (VIII) résulte de (VII) et du
fait suivant : Papplication y > yoAdomn et, lorsque G est semi-simple, ’application
x> x o Ad envoient le groupe des caractéres rationnels sur K de T,y (qui est le groupe
engendré par @) sur un sous-groupe d’indice fini du groupe des caractéres rationnels sur K
de T (qui est le groupe des poids de ®) resp. de T (qui est un groupe intermédiaire entre
le groupe des racines et le groupe des poids de ®).

De plus, 4.4.16 entraine

(IX) St G est simplement connexe ou adjoint, alors T est lisse et connexe et Pon a

(IX1) 0[] = #4(T) ={f e K[T] | AT,("K)) C™O}.
Si de plus le corps résiduel K est infini, T est étoffé et Pon a

(IX2)  O[T] ={f e K[T]|A(Ty(K)) CO}.

Enfin, si le lissifié I® de T existe, par exemple si « est discréte, on vérifie immédia-
tement que I® posséde les propriétés (I) 2 (VIII) (ol 'on remplace T par IF), avec en

plus celle d’étre lisse (mais non nécessairement connexe), méme si G n’est ni simplement
connexe, ni adjoint.

un des schémas U, ; ou U, , , définis en 4.3.
Proposition. — Soit T un O-schéma en groupes plat de fibre générique T, possédant la pro-
priété (V) de 4.4.18. Lapplication (¢, x) > ixt™' de T X U dans U, se prolonge en un
morphisme de T X U, dans U,.
Vu (V), il suffit de le montrer lorsque G est semi-simple adjoint et que T est le

schéma canonique de fibre générique T. De plus, on peut supposer, quitte a
faire un changement de base conservateur et a appliquer ensuite 1.2.4, que le corps
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résiduel K est infini. Les schémas ¥ et U, sont alors étoffés (4.4.18 (IX) et 4.3.9) et
il suffit de montrer que #xt~ ' e U, (0) quels que soient ¢t e I(0) et x € U, (0), ce qui
est immédiat. En effet, en reprenant les notations de 4.1.5 et 9, on a «(t) € ¢¢, pour
tout teI(0) =T, (K) et

(1) tx, () 71 = x,(a(t) u) si @ est non pluriel et u e L,
(2) tx,(u, v) £ = x,(a(t) u, a(t) a(t)° v)
si a est pluriel et (u,0) e H(L,, L, . ),

d’ou notre assertion.

4.5. Fonctions quasi-concaves et données radicielles schématiques.

4.5.x. — Nous allons, dans ce numéro, construire des familles (20,), c ¢ de O-schémas
formant avec le schéma canonique ¥ de fibre générique T (resp. le lissifié T® de T lorsqu’il
existe) une donnée radicielle schématique au sens du § 3 (rappelons que Z = T). Nous
prendrons évidemment pour U, 'un des schémas définis au n° 4.3 : autrement dit, on
donne une fonction f:® — R, satisfaisant lorsque o est dense & la condition

(Sch) fla) e, e f(2a) < 2of(a) pour toute a € D,

(ou P’on prend f(2a) = 2f(a) lorsque 22 n’est pas une racine) et Pon pose, pour a €®,
W, =, si a est non pluriel (4.3.2);
W, =W, ja)reay  S1 @ est pluriel (4.3.5, 6 et 8).

On a vu que

uf,a(@) = Ua, f(a) U2a,f(2a)

(avec la convention habituelle U,, = {1} lorsque @ est non pluriel).

Supposons « discréte et posons g(a) =f(a) pour aec®, af2¢Dd et
gla) = inf( f(a), 2f(al2)) pour a,af2 € ®. Il résulte des définitions méme (4.3.8)
que A, =1, , pour tout a € ®. Autrement dit, on peut toujours se ramener au cas
ou f satisfait & la condition suivante (cf. 4.8.5 (2)), d’ailleurs conséquence de (Sch)
lorsque « est dense :

(QG o) Sfl2a) < inf Ty, N [2f(a), + ] pour tout a e®P.
4.5.2. — Soit f comme ci-dessus. Pour a € ®, posons
(1) Fila) = inf{k eT| k2 fla) ou, lorsque S e ®, k2 Qf(g)}

Nous dirons que f~ est ’optimisée de f et que f est optimale si f = f'. Lorsque f est optimale,
k = f(a) et { = f(2a) satisfont aux relations (1) et (2) de 4.3.5, et f satisfait & {(QC o).
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Lorsque o est dense, il résulte aussitot de (Sch) que f' = f. Si w est discréte, f(a) peut
étre différent de f{a), mais on a, par définition méme,

(2) u,,=U., pour tout a P,

(3) Ua,f(a) U2a,f(2a) = Ua, f'(a) UZa, f'(2a)>

(cf. I, 6.4.12 a)). Si f satisfait & (QC o), on a aussi
(4) Uss, f20) = Usa, )

Remarquons que la définition (1) a l’air différente de celle donnée en I, 6.4.10,

ou la borne inférieure était prise dans ’ensemble ordonné ROR ; mais les hypotheses
faites sur f entrainent en fait la coincidence des deux définitions : cela résulte de (Sch)
lorsque o est dense (et dans ce cas, (Sch) signifie que la fonction f": ® — R de (I,6.4.10)

satisfait a f'(a) € I', pour toute a € @), et de ce que les ', sont discrets lorsque « est
discréte.

4.5.3. — Rappelons que f est dite concave (I, 6.4.3 et 5) si elle satisfait aux deux
conditions
(C1) Sfla) +f(b) =f(a+b) pour a,b et a-+bed,
(G2) Sfla) +f(—a)=o pour toute a € ®,

et quasi-concave (cf. I, 6.4.7 et ’addendum Ez2 ci-dessous, p. 173) si elle satisfait a (QGC o)
et aux conditions suivantes, ou N{* désigne Pintersection avec N = N(K) du sous-
groupe U engendré par les U,y pour i =+ 1,42 (I, 6.4.2) :

(QC 1) U_y; j—9a) U ft—a) Ua, a) Usza, 20) Ni® est un sous-groupe de G = G(K) pour
toute racine a € Q.

(QC 2) Si a,be® nesont pas proportionnelles, le groupe des commutateurs (U, 14, Uy 1)
est contenu dans le groupe engendré par les Uy, .y yoasa) P0Ur 9,4 €N et pa + qb e ®.

On sait (I, 6.4.7) que toute fonction concave est quasi-concave. Vu 4.5.2 (3) et (4),
Poptimisée d’une fonction f satisfaisant & (QG o), et & (Sch) lorsque « est dense, est quasi-concave
st et seulement st f lest. Par contre, optimisée d’une fonction concave n’est pas nécessai-
rement concave : c¢’est pourquoi il est utile de considérer des fonctions qui ne sont pas
optimales.

Notons que la condition (QQC 1) se décompose en conditions (QC 1), pour a € @,
ne faisant intervenir que les multiples entiers de a, et que (QQC 2) se décompose en condi-
tions (QQC 2), , pour @, b € ® non proportionnelles, ne faisant intervenir que les racines
de la forme pa + gb avec p, g €N.

4.5.4. — Le but principal de ce numéro est d’établir le théoréme suivant, dont la
démonstration sera achevée en 4.5.11 :
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Théoréme. — Soit f: ® — R, satisfaisant ¢ (QC o) et & (Sch) lorsque o est dense.
Soit T un O-schéma en groupes de fibre générique T, possédant les propriétés (1), (II), (V) et (VI)
de 4.4.18. Pour que T et les W, , pour a €® forment une donnée radicielle schématique sur G
relativement & O, il faut et il suffit que f soit quasi-concave.

On notera que 1’on peut prendre pour T le schéma canonique de fibre générique T,
ou son lissifié lorsqu’il existe (par exemple si @ est discréte ou si [K : K] = 2), ou encore

la composante neutre de ce dernier lorsqu’elle posséde une représentation linéaire fidele
(mémes exemples).

4.5.5. — Commencons par étudier la condition (QC 1),.

Proposition. — Soit f: ® — R, satisfaisant & (Sch) si e est dense. Supposons f optimale;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f satisfait @ (QG 1),;

(ii) f satisfait aux inégalités

(1) fl&) +f(—a) =zo, Sf(2a) + f(— 24) 2 o,
(2) fla) +f(—20) 2 f(—a), Sfl—a) +f(2a) = fla),
(3) 2f(a) +f(— 29) = o, 2f(— a) +f(24) = 0}

(iii) f est Poptimisée d’une fonction fy: ® — R, satisfaisant & (Sch) lorsque o est dense,
et dont la restriction au systéme de racines {+ a, x 2a} est concave.

Il est clair que les inégalités (1) et (2) entrainent (3) et que (ii) entraine (iii) :
il suffit de prendre pour f; la fonction définie par fi(2a) = inf(f(24), 2f(a)),
fi— 2a) = inf(f(— 24), 2f(— a)) et fi(b) = f(b) pour b+ + 2a. Si w est dense, on
a d’ailleurs f; = f. D’autre part, on sait (I, 6.4.7) que (iii) entraine (i). Reste 2 montrer
que (i) entraine (1) et (2).

Soit donc f optimale satisfaisant & (QC 1),. Les inégalités (1) et (3) sont I’asser-
tion (i) du lemme 6.4.11 de I, ce qui achéve la démonstration si 24 ¢ ®, ou si
fla) + f(— a) = o0, car (3) entraine alors (2).

Reste & examiner le cas ol a est pluriel et f(a) + f(— a) > 0. Si N ¢ T(K),
Passertion (ii) du méme lemme 6.4.11 de I montre que f(2a) - f(— 2a) = 0 et que
la réflexion 7, ; avec 2k = f(24) appartient & I'image canonique de N dans le groupe
des automorphismes affines de 'appartement A, ensemble des valuations équipollentes
A 9. La formule (1) de I, 6.4.10 donne alors

Sf(— a) =f(a) + alr,i(9) — ¢) =fl(a) —f(24),

et de méme f(— a) = f(a) + f(— 2a), d’ou (2).
D’autre part, si _f(— 2a) + 2f(a) = o, alors 2f(a) € 2T, N (—T'_,) =2, N T,
et f(2a) = 2f{(a), ce qui nous rameéne au cas précédent.
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Finalement, reste & démontrer (2) lorsque a est pluriel, que N®¥CT(K) et que
par conséquent

fla) +f(—a)>0, f(20) +f(—20) >0, [fl&24) +2f(Fa)>o.

D’aprés I, 6.4.11 (i), on a alors N(f“) CH (rappelons que H est le noyau de ’homomor-
phisme v:N — AutA et que H normalise tous les sous-groupes U, , pour b e ®
et keR), dou

UP CU_ g - 20) U—a, 11— o) HU,, 1) Un r2a)s

et par suite, en reprenant les notations de 4.1.12, Uy, x U, _,CW,(K) et
Ba(Upa x U, _,) CU, _, x T(K) x Uy ,.

Choisissons alors # e L, tel que w(x) = f(a) +y (avec vy = — —;— o) : cf. 4.3.5)

et o' e L) tel que w(v') = f(— 2a), ce qui est possible puisque f(a) € ', = v + (L))
et que f(2a) e, = o(L] —{0}). Alors x,(u,n’u) €U;,, x_,(0,2)eU,_,, et
comme o( M uv’) = 2f(a) + f(— 2a) >0, ona t=1+ M’u elOf et

(4) o(— 7 w') =f(a) + v + f(— 24).

Mais d’aprés 4.1.12 (2), on doit avoir x_,(— ¢t~ ur’, 710") e U, _ 5 4.2.21 (4) et (5)
impliquent alors que f(a) 4 f(— 24) = f(— a), ce qui est la premiére des inégalités (2).
La deuxiéme se démontre de méme, en échangeant a et — a.

4.5.6. Remarques. — Soit f comme en 4.5.5, satisfaisant 2 (QC 1), pour un
aecd.

1) Si @ est dense ou si @ est non pluriel ou si ¢ est pluriel et Pextension L,/L,, non
ramifiée, alors f = f; et la restriction de f & {+ a, + 2a} est concave.

2) Supposons que 'une au moins des inégalités (1) soit une égalité. Alors la res-
triction de f a {+ a4, - 2a} est concave, sauf si w est discréte, a pluriel, extension L,/L,,
ramifiée et st f(a) + f(— a) = o, f(2a) = 2f(a) + ¢ et f(— 2a) = — 2f(a) +¢ (o0 ¢
est comme plus haut la valuation d’une uniformisante de L,).

3) On a vu dans le courant de la démonstration que si a est pluriel et si
f(— 20) + 2f(a) = o, alors f(a) +f(— a) = f(2a) +f(— 2a) = 0 et f( 2a) = 2f(- a).

Ceci n’est d’ailleurs possible que si ’extension L /L,, est non ramifiée.

4.5.7. Corollaire. — Soit K — K un changement de base conservateur, et soit f:® - R
(satisfaisant toujours a (QG o), et & (Sch) lorsque o est dense). Pour que f satisfasse é (QG 1),
pour G, il faut et il suffit qu’elle y satisfasse pour Gy .

En effet, les ensembles I', restent inchangés par le changement de base K —K,,
donc la condition (Sch) et I’optimisée de f sont conservées, ainsi d’ailleurs que les inéga-
lités de 4.5.5 (ii).
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4.5-8. — Le schéma W, ,. Soit a e®P.

Proposition. — Soit f comme en 4.5.5, satisfaisant & (QC 1), et soit T un O-schéma en
groupes de fibre générique T possédant la propriété (V1) de 4.4.18.

(1) La fonction d, sur U, x U_, définic en 4.1.6 (1) et 4.1.12 (1) appartient a
O, , x U, _,].

(ii) Soit W, , Louvert spécial du schéma W, , X W, _, défini par d,. La fibre générique
de W, , est égale @ W, et le morphisme B,: W, —~U_, X T X U, se prolonge en un morphisme
(noté encore B,) de W, , dans W, _ X T X W, ,. Ona (W, x{1}) v ({1} xU _)CW,,.
Si f(a) +f(—a)>o0 et f(2a) + f(— 2a) > o, alors W, , contient la fibre fermée de
U, x U _,.

Supposons tout d’abord que G est simplement connexe et que I est le schéma
canonique de fibre générique T. Compte tenude 1.2.4, 4.4.10 et 4.5.7, on peut supposer
le corps résiduel K infini. Les schémas U, , et I, _, sont alors étoffés et pour démon-
trer (i), il suffit de prouver que

(I) da(u/,a((v) X uf,—a((p)) ca.

Cela fait, on pourra considérer 2, ,, dont la fibre générique est W,, puisque ce dernier
est ouvert spécial de U, x U_, défini par d,, et la prolongeabilité¢ de B, équivaut a

(2) Ba(T;,o(0)) CU; _o(0) X T(O) X U, ,(0),

puisque 2, , est étoffé (1.7.3 ¢)). Démontrons donc (1) puis (2).
Si a est non pluriel et si u, 4’ €L, avec w(u) =f(a) et (') =f(—a), on a
ow')=o0 et t=1—u'el, dou

dy(%,(u), x_,(u")) = Normey, jx(1 — uu') €0,

d’otr (1). Si de plus (x,(u), x_,(u')) € W, ,(0), alors d,(x,(u), x_,(u")) € 0, d’ou
o(t) =0, @(t) e T(O) d’aprés 4.4.7, et o(t" ') = f(— a), ot 'u) = fla), doi (2)
d’aprés 4.1.6 (2).

Si a est pluriel, considérons la fonction concave f, dont f est ’optimisée, définie
en 4.5.5. Pour u,0 e L, avec v + 0°=u’u, on a x,(u,v) € U, (0) si et seulement si
o(u) = fi(a) + v et (v) = fi(24) et de méme pour — a. Il résulte aussit6t de la concavité
de fi que, si x,(u,2) e U, ,(0) et x_,(u', ") €W, _,(0), alors t =1 — v’ + o' €,
d’olr (1) puisque

dy(x,(u, 0), x_4(u'y v')) = Normey, i t € 0.

Si de plus (x,(u, v), x_, (v, 0")) € W, (), alors w(t) = o0, @(t) € T(O) d’apres 4.4.7.
Doautre part, w(' — w') = inf(fi(— a) + v, (@) + 1 +fi(— 20) = fi(— a) + 7,
vu la concavité de f;, et de méme w(u — ° #’) = f,(a) + vy. La formule (2) résulte alors
de 4.1.12 (2), compte tenu de 4.2.21 (5).

D’autre part, il est évident que d, =1 sur U, x{1} et sur {1} x U _,.
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Enfin, si f(a) + f(— a) > o et f(2a) + f(— 2a) > o, on a vu dans la démonstration
de 4.5.5 que P'on avait nécessairement f(+ 2a) + 2f(F a) > o, d’ou

o = inf( f1(a) + A(— a),/i(28) + fi(—24)) > 0

et il résulte des calculs précédents que, avec les notations ci-dessus, (1 —¢) = «. L’onen
déduit qu’il existe £ € 0 avec w(E) > o tel que €7 '(1 —d,) e O[U; , x U, _ ], cequi
démontre la derniére assertion de la proposition.

Dans le cas général, considérons un revétement simplement connexe w: G -G
du groupe dérivé de G et le tore maximal T = =~ (T) de G identifions les sous-groupes
radiciels U, ,de G et de G grace A m. Le morphisme 8,: W, - U_, x T x U, se facto-
riseen B,: W, —-U_, X T x U, suivide n X @ X = etil suffit d’apphquer 4.4.18 (VI).

4.5.9. Remarques. — a) 8, , est le plus grand ouvert de U;, X Y, _, de fibre
générique W, puisque son complémentaire est ’adhérence du complémentaire de W,

dans U, x U_,
) On a

(1) W, ,(0) = {(x,9) e Uy (O) x W; _,(0) | » e U_,(K) T(0) U,(K)}
={(%) € Uy(K) x U_,(K) | 2y e W, _,(0) T(O) Uy,,(0)}.

En effet, B, ,(0) est contenu dans les 2¢ et 3¢ membres de (r). Inversement,
si (x,) appartient au 2¢ membre de (1), alors (x, y) € W,(K) et les formules 4.1.6 (2)
et 4.1.12 (2) montrent que d,(x,y) € 0%, car la relation Z(f) e T(O) pour fel,
entraine ¢ € ¢ . On voit de méme que le 3¢ membre de (1) est contenu dans 2B, ,(0).

Par contre, les relations x e U, (0), y e, _,(0) et xp e U_,(K) T(K) U,(K)
(Cest-a<dire (x,y) € W,(K)) n’entrainent pas (x,y) € B, (0).

4.5.10. — Passons maintenant &4 ’étude de la condition (QC 2).

Proposition. — Soit f: ® - R, satisfaisant & (QC o), et a (Sch) si « est dense, et
soit K — K’ un changement de base conservateur. Pour que f satisfasse & (QQC 2) relativement ¢ G,
il faut et il suffit quelle y satisfasse relativement & Gy, .

On peut supposer f optimale (cf. démonstration de 4.5.7). Soient a, b € @, non
proportionnelles; notons ¥ Pensemble des ¢ € @ de la forme pa 4 ¢b avec p,q €N
premiers entre eux, et notons X (resp. X') le groupe engendré par les Uy,
(resp. les Uj ;) ={x e U(K') | p;(x) Z fl6)}) pour ce (¥ u2¥)nd. Rappelons
que U e = U UZc fee) €t UI e = U;,f(c) Uéc, f(2¢)*

Si f satlsfalt a (QC 2) pour Gy, alors, d’apres 1, 6.4.9 (ii), on a
(I) H Uf c*

ce‘l’
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Or, U/, nG(K) = U;, d’aprés 4.3.2 et 4.3.5 (3), et, comme 'application produit
est un isomorphisme de K-variétés algébriques de IIU, sur Uy (cf. 1.1.7), on déduit
de (1) que

(2) XCX nG(K) = I U,.CX,

d’oit X = X’ n G(K). Mais le groupe des commutateurs (U, ;n, Uy jp)) €st contenu
dans X' N G(K), donc dans X, et (2) montre que f satisfait & (QQC 2) relativement 2 G.

Réciproquement, supposons que f posséde la propriété (QC 2) pour G et mon-
trons que f satisfait 2 (QC2),, pour Gg .. Nous raisonnerons par induction sur
Card(¥ U 2¥) N @, Dassertion étant triviale si ce cardinal est nul. L’hypothése de
récurrence entraine que (1) et (2) sont exactes et aussi que les groupes de commuta-
teurs  (Uj, yey> Usjey) €t (U ja» X) sont contenus dans X’'. Montrons que
(Us sta)> Us ) €X’; compte tenu de la relation classique

(x’ x,y) = (x3.}’} ((y’ x): x,) (x!,)’)

ol (x,y) = xpx~1y~1, suivant la convention adoptée dans I), il suffit, vu ce qui précéde
yx Y p qui p s

de montrer qu’il existe une partie V de U, 4, telle que U, 4, soit le monoide engendré
par V et Uy, 1, et que le commutateur (x,y) appartienne & X’ pour tout v €V et
7 €Uy -

Posons ®;, = ® N (Za + Zb) : c’est une partie close symétrique de ® et le sous-
groupe G, engendré par T et les U, pour ¢ € @, est réductif, quasi-déployé de tore
K-déployé maximal S et de systéme de racines relatives ®; (cf. [4], 3.8 et g.13). Or,
la condition (QC 2), , ne fait intervenir qu’un sous-groupe unipotent maximal de Gg,
contenant U,, U, et les U, pour ¢ € ¥. On peut donc remplacer G par G, et méme
par son groupe adjoint.

Supposons donc G adjoint et ®CZa + Zb. Alors, {a, b} est une base du groupe
des caractéres de S et pour tout £ € @', il existe s € S(K') tel que a(s) = & et b(s) = 1.

Supposons pour fixer les idées que 2a € ® (le casoll 2a ¢ @, se traitant de maniére
analogue mais plus simple : nous laisserons au lecteur le soin d’adapter la démonstration
qui suit). Soient #,veL,, avec v + > =u’u. On a

sx,(u, v) 571 = x,(a(s) u, a(s)2v) = x,(Eu, E20),
sys~t =y pour tout y e Uy(K’),
sX' 57t =X/,
d’ott on déduit, compte tenu de la validité de (QC 2) pour G, que le commutateur

(x,(Eu, E2v), y) appartient & X' pour u,vel, avec v+ 0° =u’, x,(u,0) eU,,,
et y € Uy . Comme

{eK'®L,| o) 2f(a) + v}
= {2y | & e 0, u;e Ly, o(y) = f(a) + v}
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(cf. 4.3.11), on voit que 'ensemble V des x,(Eu, E2v) pour x,(u,2) € U, 4, et € e 0
satisfait aux conditions souhaitées et que par suite

(U;,l(a): Ub,f(b)) X

Intervertissant alors les roles de a et b, on voit de méme que (U, ., U; 1)) €X',
ce qui achéve la démonstration.

4.5.11. Démontrons enfin le théoréme 4.5.4. Supposons f quasi-concave et
vérifions les conditions (DRS) de g.1.1, en prenant pour ouvert I, dans (DRS 3)
Pouvert W, , défini en 4.5.8. La condition (DRS o) est 4.4.18 (II). La condition (DRS 3)
est I’assertion (ii) de 4.5.8. La condition (DRS 2) n’est autre que 4.4.19. Enfin, pour
démontrer (DRS 1), on peut, vu 1.2.4, 4.5.7 €t 4.5.10, supposer le corps résiduel K
de K infini, donc les schémas U , étoflés, et il suffit alors de montrer que pour a, b € ®,
b+ —a, Dlapplication commutateur envoie U;,(0) X U;,(0) dans le produit
des U; ,(0) pour ¢ €® N (a + b) : c’est évident pour b = a et cela résulte de (QC 2)
pour b+ a, compte tenu de I, 6.4.9. '

Réciproquement, supposons les conditions (DRS) satisfaites. Alors, il est immédiat
que (QG 2) est satisfaite. Démontrons (QQC 1), pour a € ®. Vu 4.5.7, on peut supposer f
optimale et K infini; 'image canonique de 2,(0) dans la fibre fermée de U, , x U, _,
est alors dense. Supposons a pluriel et soient u, €L, avec w(uz,) = f(a) + v et v, €Ll
avec w(v,) = f(24). L’application (§, ) > . (& n) = x,(Buy, Ne° &S u, + mu,) est
alors un isomorphisme de O@-schémas de X = H@La/w Add X H@LZ Jo Add sur U ,.
Définissons de maniére analogue u_, v_ et j_. Si (j,.(& n),7_(E, 7)) € W,(0), on a
t =d,(j(& ),j-(E, 7)) € 0%, don

(1) ot —8 8wl u_+ MNESu, +np,)E°Eulu_ +nv))=o0
(cf. 4.1.12 (1)), et pryoB(J.(&m),j_(€, 7)) el _,(0), don
(2) o u_ —Eu, (N8 uu_ 4o ))=f—a) +¥v

(cf. 4.1.12 (2)). Or, on a
o(uyu) =fla) +f—a) +2v,
oW ul u, u u ) = 2(fla) +A(—4),
ol uy v ) = 2f(— a) + f(24),
ol u_v,) = 2f(a) + f(— 24),
w(vy v_) = f(2a) + f(— 29),
o) =fl—a + 1,
w(u, 1% u_) = fla) + af(— @) + 1,
olu, v) = fla) +fl— 20) + 1,
et Pon vérifie aisément que (1) ne peut étre « génériquement vraie », c’est-a-dire

pour (&, n, &, ") décrivant ’ensemble des points entiers d’un ouvert non vide de X X X%,
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que si les inégalités (1) et (3) de 4.5.5 (ii) sont satisfaites, et que (2) ne peut étre généri-
quement vraie que si, en outre, la premiére inégalité (2) de 4.5.5 (ii) est satisfaite. En
échangeant les roles de a et — a, on trouve de méme la deuxi¢me inégalité (2) de 4.5. 5 (ii).
Par conséquent (DRS 3) entraine que f satisfait 2 (QC 1),.

Des calculs analogues, mais nettement plus simples et que nous laissons au lecteur,
fournissent la méme conclusion dans le cas non pluriel.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 4.5.4.

4.5.12. — Il ne faudrait pas croire que les données radicielles schématiques asso-
ciées grace au théoréme 4.5.3 aux fonctions quasi-concaves sur @ soient toujours les
seules données radicielles schématiques sur G relativement 4 S, méme si I'on exige que T
est le schéma canonique de fibre générique T et si on le suppose lisse. G’est cependant bien
souvent le cas, mais il est possible de construire par exemple dans G = Il x SL, avec
K=0Q, et L=K(4/2) des données radicielles schématiques pour lesquelles les
schémas U, ne sont pas du type étudié en 4.3. Nous espérons revenir ultérieurement sur
ce probleme de classification.

4.6. Les schémas ©,.

On conserve les hypotheéses et notations précédentes. Si X est un @-schéma et
u: ¥ -9 un morphisme de O-schémas, on note X la fibre fermée de X et on pose
i=ug:X >9.

4.6.1. — On suppose désormais que le O-schéma canonique de fibre générique T (4.4.8)
posséde un lissifié (4.4.12), que Pon note T (et non T® comme en 4.4). Rappelons que cette
hypothése est réalisée dans chacun des cas suivants :

(A) G est déployé sur K, ou plus généralement, il existe une sous-extension LCK et
un groupe G’ déployé sur L tel que G =TIl x G';

(B) G est simplement connexe ou adjoint;
(dans ces deux cas, T est un tore induit et T est le schéma canonique de fibre géné-
rique T);

(C) o est discréte;

(D) [K:K] = 2.

Rappelons aussi que T posseéde alors les propriétés (I) a (VIII) et (IX 1) de 4.4.18.
Dans les cas (A) et (B), T est connexe; il n’en est pas toujours de méme dans les cas (G)
et (D) méme si @ est un anneau de valuation discréte complet i corps résiduel algébri-
quement clos ou fini (cf. 4.4.13).

Rappelons encore que I’hypothése supplémentaire que nous venons de faire est
stable par changement de base conservateur étale (4.4.12), et méme par un changement
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de base conservateur quelconque dans chacun des quatre cas ci-dessus. Ceci nous permettra
de nous ramener parfois au cas ou le corps résiduel K est infini (cf. 1.6.9 a)).

Enfin, nous nous donnons une fonction f: ® — R, satisfaisant & la condition (Sch) de 4.5.1
lorsque o est dense, optimale (4.5.2) et quasi-concave (4.5.3).

4.6.2. — La conjonction des théorémes 4.5.4 d’une part, 3.8.1 et 3.8.3 (ou,
bien entendu, on prend 3 =T et U, =1, ) d’autre part, fournit un @-schéma en
groupes (affine) lisse connexe de fibre générique G, que nous notons @, caractérisé
(a isomorphisme unique pres) par les propriétés (S° 1), (S°2) et (S°3) de 3.8.3, et éga-
lement un @-schéma en groupes (affine) lisse de fibre générique G, noté ®;, admettant G}
comme composante neutre, et caractérisé (4 isomorphisme unique pres) par les pro-
priétés (S 1), (S 2), (S g) de 3.8.3 et la relation G; = T.G;. On note G (resp. €) la
« grosse cellule » de ®; (resp. ), i.e. le sous-schéma ouvert de @ (resp. ®f) défini
en (S 3) (resp. (S°3)).

Soit ®* un systéme de racines positives; la condition (S 2) ou (S° 2) dit que I’appli-

cation produit est un isomorphisme de schémas de II U, , sur un sous-schéma en
acat

groupes lisse fermé de G}, que nous noterons ;" (la notation U~ s’explique alors d’elle-
méme). Plus généralement, soit ¥ une partie quasi-close de ®* et soit ¥,y ’ensemble
des a W telles que (1/2)a¢ V.

On sait ([4], 3-11) que Papplication produit est un isomorphisme de K-variétés
de 1[I U, sur le groupe algébrique engendré par les U,. Si aeW¥,; n2®, U, est

€ ¥nd
un sous-schéma en groupes fermé de U; ;5 ,. On déduit alors de 1.2.7 que ’application

produit est un isomorphisme de @-schémas de II 10 , sur un sous-schéma en groupes
a€¥nd "’

fermé lisse de U;", que nous notons U, . Le schéma sous-jacent a U, 4 est celui associé
4 un 0-module libre de type fini (4.8.9) et I'application canonique U; ¢(0) — U; «(K)
est surjective.

Soit ¥ une partie close de ®* et soit g: ¥ — R une fonction concave (i.e. telle que
gla +b) = gla) + g(b) pour a,b,a + b c¥), satisfaisant lorsque o est dense a (Sch)
pour a € ¥. Chaque demi-espace {x € A|a(x — ¢) + g(a) > o} contient un quartier
ayant pour direction la chambre vectorielle associée & @7, et il en est de méme de leur
intersection. On peut donc choisir une valuation de Chevalley-Steinberg x appartenant
a cette intersection et un nombre réel N € w(K*) tels que

—a(x — @) < g(a) < —a(x — ¢) + N  pour tout a € V.

Posons fy(a) = g(a) pour ae¥ et fy(a) = —a(x —¢) + N pour ac® —V¥. On
vérifie sans peine que f,: ® — R est concave et satisfait a (Sch) lorsque « est dense.
Soit f son optimisée. Pour tout ae¥, on a

u/,a == u

a,(g(a), g(2a)) *
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Par suite, le schéma en groupes MU,  ne dépend pas du choix de x et de N. Nous le note-

rons U 4. L’application produit est un isomorphisme ael;[r ) U, ,sur U, .

Posons ¥’ = @ n (¥ + ¥), notons encore gla rest:iction de g 2 ¥ et considérons
le schéma U y. Il résulte de ce qui précéde que U, 4 est un sous-schéma en groupes
fermé de U, v, distingué car Papplication commutateur envoie U, , X W, , dans U o
quels que soient a, b € ¥'. Le schéma en groupes quotient U, /U, 4 existe et est iso-
morphe au schéma en groupes associé¢ & un @-module libre de type fini d’aprés 4.3.9.
Soit de plus %2:¥ — R satisfaisant aux mémes conditions que g. Supposons k= g;
I’identité de Uy se prolonge en un morphisme de schémas en groupes de U; v dans U 4
(cf. 4.3.10 et 4.6.24), envoyant U, v dans U, 4, donc définissant par passage aux quo-
tients un homomorphisme de U /U, ¢ dans U, /U, . Si de plus A(a) = g(a) pour
tout a e ¥ — ¥, alors ce dernier morphisme est un isomorphisme.

4.6.3. — Les groupes de points entiers G7(0) et ,(0) sont étroitement liés aux
sous-groupes de G que nous avons associés a la fonction quasi-concave f au chapitre I,
6.4.2, dont nous reprenons les notations. Rappelons que U; (resp. Uj) est le sous-groupe
engendré par les U, , pour ae® (resp. ae®*), que N;= U, "nN(K) et que
P, =HU,, ot HCT(K) est le noyau de ’homomorphisme v:N(K) - WCAutA
(I, 6.2.11). Rappelons aussi que G' = 67'({o}) est le sous-groupe des ¢ e G(K) tels
que o(y(f)) = o pour tout y e Xg(G) (4.2.16).

On a vu (4.3.2 (1) et 4.3.5 (3)) que
(1) U (0) = Uy s = U, yg) Uy oy (2 €9),
d’ott par 3.8.3 (S2) et I, 6.4.9 :
(2) UH(0) = U,
D’autre part, on déduit de 4.4.18 (VII), compte tenu de l'isomorphisme de
Xk(T)® Q avec la somme directe Xi(G)®Q 4 X*(S)®Q (cf. 4.2.16), que

(3) F(0) = KervnKer = H n G! = H.,
On pose

(nous verrons en 4.6.7 que ces deux inclusions sont des égalités). Comme U,CG!,
on a P} =P, n G, conformément aux conventions de 4.2.16. On pose enfin

(5) Ny =PPnNEK)=HDN, N =P nNK)=HN =HN,
(©) W, = v(N) = (N}) = w(N)).
Notons que (malheureusement) on n’a pas en général Nj = N, n G!
4.6.4. Proposition. — (i) & est un tore K-déployé maximal de @)}’.
(ii) I° est le centralisateur de S dans &5 autrement dit, T° est le centralisateur de S dans 6.
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Soient K et @ les complétés respectifs de K et 0. Comme le changement de base
K — R est conservateur, S est encore un tore K-déployé maximal de G. Si & (qui est un
tore K-déployé de ®f) n’était pas maximal, il existerait un entier n> dim S et une
immersion fermée #: (Multz)” - 67. Vu [SGAD], Exp. XI, cor. 4.2, & se reléve en
un @-morphisme u: (Mulls)* — ()5 et, vu [SGAD], Exp. IX, cor. 2.5 et cor. 6.6,
u est une immersion fermée. Mais alors Im ug est un tore K-déployé de G de dimen-
sion > dim S, ce qui est impossible. D’ou (1).

Quant 4 ’assertion (ii) elle résulte aussitot de la décomposition € = U X T° x UT
du voisinage ouvert € de la section unité, compte tenu de ce que le centralisateur d’un
sous-tore dans un schéma en groupes lisse connexe est lisse et connexe ([SGAD], Exp. XI,
cor. 5.3 et [2], 11.12).

Corollaire. — (i) Pour tout a € ®, le sous-groupe radiciel de ®) associé & a est U'image
canonique de 1_1,,“.

i) Pour toute partie quasi-close ¥ C @, le sous-groupe unipotent de ®° associé & ¥V
g & t
est Dimage canonique de W, .

C’est évident.

4.6.5. Proposition. — (i) & = U (K).E = U} (0).G).
Comme @;’ est un voisinage ouvert de ’élément neutre, et que U, T est un sous-
groupe fermé de 67, on a
6 = @) L& =AU U (U U = UG
Si K est infini, U (K) est dense dans U (qui est un K-espace vectoriel), d’otr la
premiére égalité de (i). Si K est fini, il est parfait, le radical unipotent R de & est défini
et déployé sur K et &R =& (cf. 1.1.11). D’aprds [4], 6.25, on a
GI/R = WH/R 0 U)) (K). (E/R).
Mais R étant unipotent connexe déployé, I'application canonique de U (K) dans
(ﬁf* /R N ﬁ,‘“) (K) est surjective, d’oi encore la premiére égalité de (i). La seconde en

résulte, puisque P’application canonique de () dans U} (K) est surjective (4.6.2).
Enfin (ii) est conséquence immédiate de (i) puisque par définition méme ona G; = T.6;.

4.6.6. Corollaire. — On a 6! = U/ (0).6) et G, = U7 (0).€,. S K est infini
et st I° (resp. X) est étoffé (par exemple dans les cas (A) ou (B), ou dans le cas (C) st de plus K
est strictement hensélien), alors &) (resp. ®;) sont étoffés.

On voit en effet comme ci-dessus que G = (U )g. (€)x et W (0) est dense dans
(U;")x puisque le schéma U est associé & un O-module libre de type fini. Dot les deux
premiéres assertions. La derniére résulte alors de 1.7.
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4.6.7. Corollaire. — (i) 67(0) = U (0) @(0) = U} Uy U H = P} = U Uy N}
et ©,(0) = UH(0) §(0) = G}(0) H' = P} = U Uy N}

(ii) G}(K) = 69(0).T°(R) et 6,(K) = 6)(0).T(K).

(iil) St Papplication canonique T°(0) -~ T°(K) (resp. T(0) - T(K)) est surjective
(ce qui est vrai dans les cas (A) et (B) ou si O est hensélien), alors I'application canonique
62(0) >B)(K) (resp. 6,(0) —&,(K)) est surjective.

Soit x e ®)(0) (resp. x e ®;(0)); vu 4.6.5 il existe y e U (0) tel que le point
fermé. de la section y~' x appartienne & & (resp. §). Comme G (resp. €) est ouvert,
il en résulte que y~* x est une section de € (resp. €) et 'on a G}(0) = U} (0) €7(0)
(resp. G,(0) = U}F(0) €(0)). Les autres égalités de (i) en résultent, compte tenu pour
les derniéres de I, 6.4.9 (iii).

I’assertion (ii) résulte de 4.6.4 et de la surjectivité de I’application canonique
Y, (0) —>1—I,'G(I_{) et (iii) résulte trivialement de (ii).

4.6.8. — Si X est un O-schéma en groupes, notons 1X(@) le noyau de I’application
canonique de ¥(0) dans X(K). Avec cette notation :

Corollaire. — L'application produit est une bijection de U (0) x 1T°(0) x U (0)
(resp. U7 (0) X 1T(O) X WL (0)) sur X©}(O) (resp. 16,(0)).
On voit en effet comme ci-dessus que '®7(0)C &(0) (resp. G,(0) C C(0)).

4.6.9. — Rappelons qu’en I, 6.4.1, on a plongé le monoide additif ordonné R

dans un monoide ordonné I~{, qui n’est autre que le monoide additif des intervalles de R
de la forme [k, + oo ou J&, + o[ avec — 0 <k = + oo, muni de l'ordre inverse de
Pinclusion : on identifie 2 € R avec l'intervalle fermé [%, + oo[. On note & + Pintervalle
ouvert ]k, + o[ et oo Pintervalle vide.

Si g est une fonction sur @ a valeurs dans R et si @ € ®, on pose, comme en I,

6.4.23:

g'(a) = g(a) si g(a) + g(—a) > o,
g'(a) =g(a) + sigla) +g(—a) =o.
4.6.10. Proposition. — (i) La fonction f*:® SR est quasi-concave (au sens de 1,

6.4.8).

(i) Pour tout a € ®, Uintersection du radical umpotent déployé R de @? avec 1—1,,,(I_§)
est 'image canonique 1, du sous-groupe Up , de U; , = U, ,(0).

(iii) R(K) est le sous-groupe de ®F(K) engendré par Pimage canonique du sous-groupe
U,CU, de G (0) et le groupe des points rationnels sur K du radical unipotent déployé de T°.

Montrons tout d’abord que pour tout ¢ €®, la fonction f* satisfait a (QGC 1),.
On peut pour cela se placer dans le groupe G, engendré par U,, U_, et T et supposer
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que ® = {4 a}. Si w est dense ou si a est non pluriel, alors f est concave (4.5.6), donc f*
est concave (I, 6.4.23) et satisfait & (QC 1). Supposons o discréte et a pluriel et repre-
nons la fonction concave f; dont f est Poptimisée (4.5.5). Montrons que Poptimisée ( f*)’
de f* est égale a Poptimisée ( f7)" de fi' (définies comme en I, 6.4.10). Pour cela, distinguons
plusieurs cas :
a) Si fla) +f(—a)>o0 et flea) + f(— 2a) >0, alors f=f"=f" =f et
HSAES, dov (f) =A==
b) Si f(2a) +f(— 2a) = o, alors f=/f (4.5.5);
¢) Si fl2a) + f{— 2a) > o et fla) + f(— a) = o, alors I'extension L, de L,, est
ramifie, f(+ 2a) = 2f(+a) + ¢ (4.8.5), fi(xa) =f(+ a) et fi(+ 2a) = 2f(+ a); de
plus, f(a) eT,. On vérifie alors sans peine que
() (e =f(xa +e=flxa) +¢c=(f) (£ 9
(f) (£ 20) = 2f(£ @) + ¢ =f(£ 2a) = (f7)' (= 24)

d’ou notre assertion.

Comme f; est concave, il en est de méme de f;* (I, 6.4.23), son optimisée est quasi-
concave, donc f* est quasi-concave. Revenant au groupe G lui-méme, ceci montre que f*
satisfait & (QGC 1), pour tout a e®.

De plus, d’aprés I, 6.4.23 et 27, il existe un sous-groupe X de H! tel
que Up _, XU,. » soit un sous-groupe de G' normalisé par U, , et U; _,. Il en résulte
que J, = U, _,(K) IK) I, est un sous-groupe de G (K).

Démontrons maintenant (ii). Ici encore on peut supposer G =G, (1.1.11).
Nous ferons la démonstration dans le cas ol z est pluriel, le cas non pluriel étant analogue
mais nettement plus simple. Soit ¢ I’application canonique de (?)? sur son quotient par R
etsoit £ el,. Si ¢(§) # 1, il résulte de ’existence de la donnée radicielle de 6_5}’ rappelée
en 1.1.13, des propriétés des données radicielles (axiomes (DR 4) et (DR 5)de I, 6.1.1)
et de la surjectivité de ¢: ﬁ,’a(K) —>q‘(1_I,,a) (K) (cf. 1.1.12) qu’il existe £',£" € ﬁ,y_a (K)
tels que (&' ££"') normalise ¢(S) et y induit la réflexion par rapport & a. Mais £’ et £”
appartiennent au sous-groupe J, introduit ci-dessus,

g(E' EE") e ¢, _,) (K).¢(T%) (K).q(W, ) (K)

et les propriétés de la décomposition de Bruhat de (@?/R) (K) associée a la donnée radi-
cielle de 6}’/1{ (I,6.1.15) entrainent alors que g(&' ££”") C ¢(T?), donc ¢(&' £”) centralise
¢(8), d’otr une contradiction. Par suite

(1) Lcy ,K) nR.
Reste 2 montrer que si & € 1_1,,,,(1_() et £¢1,, alors £ ¢ R. Vu la surjectivité de
Papplication canonique U, ,(0) — U, ,(K), il existe x U, ,(0) d’image &, et x ¢ U ,.

Si x ¢ Up ;. Uy oy (ce qui néeessite f*(a) > f(a), donc f(a) + f(— a) =0), on a,
avec les notationsde 4.1.9et4.5.5, x = x,(4, v) avec w(u) = f(a) + v et w(v) = 2f(a).
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Les ¢léments x' = x_,(w™",07°) et ¥’ ==x_,(ww° v °) appartiennent alors & U, _,
et &' xx'" € ®)(0). Mais4.1.11 entraine que x'xx’’ normalise S ety induit la réflexion par
rapport a a. Par suite, 'image de x’xx”* dans @‘,’/R normalise ¢(8) et ne le centralise pas,
ce qui implique ¢(§) #+ 1 et & ¢R. Si maintenant x € Un , U,, 15, On se raméne
en le multipliant par un élément de Up. , (ce qui d’aprés (1) multiplie § par un élément
de R) au cas ot x €Uy, 5 €t x ¢ Uy gy, €€ qui nécessite f(2a) + f(— 24) = o.
On a alors x = x,{0,v) avec ®(v) = f(24) et 'on termine comme dans le premier cas
en considérant les éléments x" = x” = x_ (0, v~ °%). Ceci achéve la démonstration de (ii).

L’assertion (iii) résulte de (ii) puisque R est le produit de ses intersections avec
les ﬁ,,., et du radical unipotent déployé de I° (1.1.11).

Enfin achevons la démonstration de (i). On a déja vu que f* satisfait & (QC 1),
pour tout @ € ®. De plus, on vérifie aisément que Uu , contient le noyau de I’application
canonique U, (0) — U, ,(K), donc est Pimage réciproque de I, dans U,,. Pour
toute partie positivement close ¥ de ®, le produit des I, pour a € ¥ est un groupe (1.1.7);
il en est alors de méme du produit des Ux , pour a € ¥, d’olt résulte facilement (QGC 2).

4.6.x3, Remarque. — Si K est énfini (et on peut se ramener 4 ce cas par un chan-
gement de base conservateur étale), R(K) est dense dans R et 4.6. 10 détermine comple-
tement R.

4.6.12, Corollaire. — (i) Le systéme de racines de @?/R par rapport au tore K-déployé
maximal ¢(S) (identifié & S) est Pensemble @ des ae® tells que fla) + f(—a) =o.

(i) L’application canonique de Aut A dans Aut V* induit un isomorphisme de W sur le
groupe de Weyl de @, (opérant naturellement sur le sous-espace de V* engendré par @, et trivialement
sur son supplémentaire orthogonal).

(iii) Supposons K séparablement clos et soit R’ le radical unipotent de 6}’. Le systéme de
racines du groupe réductif ®F/R’ (défini sur la cléture algébrique de K) est Pensemble @™ des
éléments non multipliables de ®;.

L’assertion (i) résulte de 4.6.10 et 1.1.11; (ii) résulte de I, 6.4..10 et (iii) de [7],

th. 3, compte tenu de ce que, lorsque K est séparablement clos, ¢(&) est un tore maximal
K-déployé.

4.6.13. Corollaire. — Soit Q° (resp. Q) le normalisateur de S dans ) (resp. ©,).
Toute classe latérale de Q° (resp. Q) suivant IO (resp. ) contient I'image canonique d’un élément

de N7.

On sait en effet que Q° = Q%K).T° (1.1.15), dot Q = Q°(K).Z, et que
Q°R)/TK) = W, (1.1.13), d’ott le corollaire puisque NI/H® = W,.

On remarquera que le schéma des composantes connexes du normalisateur de &
dans @ n’est en général pas constant; sa fibre générique est le groupe de Weyl de @ et
a fibre fermée celui de @; (elle peut étre réduite a I’élément neutre).
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4.6.14. Corollaire. — Soit a € ®. Le sous-groupe radiciel V,, du quotient quasi-réductif
WGP de ®F (1.1.12) associé @ a est K-isomorphe & :

— {1} si an® =0;

— Ilg g Ubd st a e ®; et 2a ¢ @, (ce qui entraine, lorsque a est pluriel, que Dextension
L, de L, est ramifide) ;

— g zAddb si a ¢ et 20D

— H(L,, Ly,) (pour la notation, voir 4.1.9) si a et 2a € ®; (ce qui entraine que Pexten-
sion L, de L, est non ramifide) et st Pextension résiduelle L, de Lo, est séparable;

— Ilg g, Add X Ilg, & Add si a et 2a € ®; (ce qui entraine que Dextension L, de
L,, est non ramifide) et si Pextension résiduelle L, de Ly, est inséparable.

La démonstration est facile et nous la laissons au lecteur.

4.6.15. Corollaire. — Supposons K séparablement clos. Alors 6}’ est réductif st et seu-
lement si G est déployé sur K et s’il existe un point spécial x € A tel que f(a) = — a(x — o)
pour tout a e ®. Le schéma ©] est alors un schéma de Chevalley (3.2.13).

Rappelons que x € A est dit spécial si a(x — ¢) e [, pour tout a e ® (I,6.2.13).
Lorsque G est déployé sur K, cela signifie que x est une valuation de Chevalley, associée
A un systtme de Chevalley de G (4.2.1); le schéma de Chevalley correspondant est le
schéma &} avec f(a) = f,(a) = — a(x — @) (ae®) : le lecteur vérifiera que les deux
définitions sont identiques.

Supposons K séparablement clos; 4.6.12 (iii) entraine alors que (3;’ est réductif
si et seulement si dim @;’ = Card /™ + dim S, clest-a-dire

(1) dim G = Card @™ 4 dim S.

Mais, dimG = X dim U, + dim T et (1) est donc équivalente & I’ensemble des
trois relations  *€%

(2) dimS =dim T,

(3) " = @,

(4) dim U, =1 pour tout a € ®.

La relation (2) dit que G est déployé sur K et entraine (4), et (3) dit alors que
(5) f(@) +f(—a) =0 pour tout a e P.

Soit B une base de @ et soit x le point de A défini par les relations a(x — @) 4 f(a) = o
pour a € B. Comme f est optimale, on a f(a) € T, pour tout a €B et x est un point
spécial de A (I, 6.2.14). Il résulte alors de I, 6.4.10 (1) que (5) équivaut & f=f,
ce qui achéve la démonstration.

4.6.16. — Le schéma @ et les autres notions que nous avons associées a f dépendent
bien entendu non seulement de la fonction f:® — R mais aussi de la valuation de
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Chevalley-Steinberg ¢ que nous avons fixée en 4.2. Soit ¢’ = ¢ 4 v une autre valuation
de Chevalley-Steinberg; notons par un indice supérieur gauche les notions attachées
a ¢ ou a ¢’. Comme a(v) € w(L)}) pour tout a € ® (4.2.10), on voit aussitét que si,
keR (resp. (k ¢) € R? satisfait aux conditions de 4.3.2 (resp. 4.3.5), il en est de
méme de & + a(v) (resp. (kB + a(v),f + 2a(v))) et que

q’),Ia,k = ‘PIIa’k +as) SI @ est non pluriel,

"Ha,(k, n= “’II,,’(,‘ +afo), £ +2a(t) si a est pluriel,

(1) °®; =°®, avec f'(a) = f(a) + a(¢’ — 9) pour a€®.

Ceci nous permet d’étendre nos notations au cas d’une valuation ¢’ équipollente
a ¢ quelconque, en prenant (1) comme définition. Nous dirons que les couples (o, f)
et (¢, f') sont équivalents.

4.6.17. — Le groupe N = N(K) opére par transport de structure sur I’ensemble
des couples (¢, g) formés d’une valuation équipollente & ¢ et d’une fonction g: ® -~ R
et cette opération est compatible avec la relation d’équivalence. Comme chaque classe
d’équivalence contient un et un seul élément de la forme (¢, g), on en déduit une loi
d’opération de N dans ’ensemble F des fonctions g : ® — R et un calcul simple montre
que pour eN et ae®, on a

(1) (n.g) (@) = g('("v(n)).a) — a(v(n).¢ — @).

D’une maniére générale, si u est un automorphisme de I’espace affine A tel que ‘("u)
conserve @, on définira u.g par

(1 bis) (u.g) (a) = g('("u).a) — a(u.9 — ¢) (ac®).

Le sous-groupe H de N opére alors trivialement sur F, d’oi une loi d’opération
de W = N/H dans F. Il est clair que ’automorphisme intérieur de G défini par = se
prolonge en un isomorphisme de ®; sur ®,;, et d’une maniére générale transforme tous
les objets que nous avons attachés 4 f en les analogues attachés 4 n.f. Par exemple, on a
aUin~t=1U,,;, sN/n~' =N, etc. Nous posons

n

N,T={n eNNnG!nf=f}
W = v(N}) = Nj/HL

11 est immédiat, vu (1), que W,T ne contient pas de translation non triviale. L’appli-
cation canonique w — "w de W sur le groupe de Weyl de @ permet donc d’identifier W,T
a un sous-groupe de "W,

Le groupe N est contenu dans N,T, et en est un sous-groupe distingué : c’est a peu
prés évident, du fait en particulier que ’automorphisme intérieur défini par un élément
de N} permute entre eux les sous-groupes U, ,, mais cela résulte encore plus aisément
de I, 6.4.10 (1). Par suite, W, est un sous-groupe distingué de WIT .
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4.6.18, Proposition. — Il existe un O-schéma en groupes lisse (ﬁff de fibre générique G,
contenant ®; comme sous-schéma en groupes ouvert distingué, tel que NI CGf(0), que 6 = N';.@,
et que ©}/®, ~ NJ/N:.

Montrons tout d’abord un lemme, dont I’énoncé et la démonstration résultent
d’une discussion avec P. Deligne : ses observations nous ont permis de simplifier notre
texte original.

Lemme. — Soit X un O-schéma en groupes, non nécessairement affine, plat et séparé
et soit Y un sous-groupe de X(K) tel que, pour tout y € Y, Uautomorphisme intérieur de Xy défini
par y se prolonge (d’une maniére nécessairement unique) en un automorphisme de X, noté v,. Il existe
un O-schéma en groupes % non nécessairement affine, plat et séparé, de fibre générique Xy,

contenant X comme sous-schéma en groupes ouvert distingué, tel que YC%((D) et que F=xvY

Soit Y’ un systéme de représentants de Y/Y n X¥(¢) dans Y, contenant 1. Pour
» €Y', soit X, une copie de X (qui sera le translaté de X par y). Notons x> x, I'isomor-
phisme choisi de X sur X, et soit ¥ le 0-schéma non nécessairement affine, mais plat,
obtenu en recollant les X, pour y € Y’ suivant les fibres génériques de la maniére natu-

relle, c’est-a-dire en identifiant (¥)x & (¥,)x par lisomorphisme x>~ 12, On

identific X et X, et 'on identifie X, & son image (ouverte) dans %
Les applications

(xy: x;) [ (xiy(x,))’z(z,)_l)z’

de X, x X, dans X,, (ot », z €Y' et ol 2’ est le représentant de yz dans Y') se recollent
et définissent un morphisme de schémas EFxX %, et Pon vérifie aisément que ce
morphisme est une loi de groupe sur %, dont Pélément neutre est la section unité e de X,
dont Papplication inverse s’obtient en recollant les morphismes x, > (4,-(x~ ). (%' )™ )y
o1 ¥ est le représentant de y~* dans Y’, qui induit sur X = ¥, la loi de groupe donnée et
qui fait de ¥ un sous-schéma en groupes ouvert distingué de X

La seule chose qui nous reste & démontrer est que ¥ est séparé, ou encore que la
section unité est fermée ([DG], p. 165). Supposons le contraire; il existe alors y € Y,
9+ 1 tel que le point générique ¢ de ¢ ne soit pas fermé dans X, ou encore, puisque
ex = (»7%),, tel que y~* (considéré comme point fermé de la fibre générique de X)
ne soit pas fermé dans X. Soit alors § Padhérence schématique de y~* dans X et soit &,
un ouvert affine de § tel que F, N X + . Comme F, donc F,, est plat (1.2.6), Ialgebre
affine R de §, s’injecte dans R ® K. D’autre part, on a R®K = K puisque la fibre
générique de F, (ou de F) est réduite au point y~' e ¥(K). Mais, une sous-0-algebre
de K est égale soit & 0, soit & K, et 'on ne peut pas avoir R = K puisque §F, N X+ 0.
Donc, R = 0 et &, est une section de X. Autrement dit y~' e X(0) et y =1, d’out
une contradiction. Le lemme est démontré.
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4-6.19. Du lemme précédent résulte P'existence d’un O-schéma (S;f , a priori
non nécessairement affine, mais quasi-compact puisque NJ/N} est fini et possédant les
autres propriétés requises, et notamment la lissité puisque ®; est lisse. Reste donc seu-
lement a4 démontrer que (S;f est affine.

Montrons tout d’abord que 6;‘ est quasi-affine (i.e. isomorphe & un ouvert quasi-
compact d’un schéma affine). Comme (5)‘ est lisse, quasi-compact, séparé et a fibre géné-
rique affine, il suffit, d’aprés un théoréme de M. Raynaud ([25], Th. X.10, p. 153),
de montrer que le centralisateur de € dans QS} est quasi-affine. Nous allons méme montrer
que ce centralisateur est contenu dans ®;, donc est affine. Il suffit de faire voir que,
pour toute extension & de K et tout x e@?(k) centralisant S, on a x e@,(k). Or on
peut écrire x = yx’, avec y eN}‘ et e@,(k); alors ' normalise & et induit sur
X*(@) = X*(S) un élément de W, (4.6.12). Mais x centralisc S; par suite, y induit sur G
un élément de W;, donc y eN} et x € (gf(k), ce qu’il fallait démontrer.

Un autre théoréme de M. Raynaud ([25], prop. VIL. 3.1, p. 117) entraine alors
que le morphisme canonique de (ﬁ; dans &' = Spec (9[@;] muni de sa structure naturelle
de 0-schéma en groupes (affine) ([SGAD], Exp. VI, 11.2, p. 396) est un isomorphisme
sur un sous-groupe ouvert de ®’. De plus, K[®'] =K ® (9[@;’] = K[@,T], car on voit
aussitot en considérant un recouvrement de (5} par un nombre fini d’ouverts affines, que
pour tout fe K[(S;f], il existe « € 0 tel que af € @[@,T]. Le lemme 2.2.6 entraine alors
que ®] est affine (et par suite égal & G’).

La démonstration de 4.6.18 est achevée.

4.6.20. Remarques. — a) Si o est discréte, un théoréme de Raynaud (non publig)
assure que tout @-schéma en groupes séparé, plat, de type fini et de fibre générique affine,
est lui-méme affine : cela rend 4.6. 19 inutile dans ce cas.

b) Les schémas @] et @, sont stables par changement de base conservateur étale, et
méme par changement de base conservateur quelconque dans chacun des quatre cas (A)
4 (D) de 4.6.1. Nous ignorons s’il en est toujours de méme de (6;‘. C’est cependant
exact dans chacun des cas (A) et (B), ou si ’extension K de K est non ramifiée : il résulte
en effet de 4.4.17 que W,T reste alors stable.

4.6.21. — Soit % (resp. #') 'ensemble des sous-groupes de NJ/N? (resp. NJ/N).
Pour Y e (resp. Y € @), notons YN (resp. YN}) son image réciproque dans NJ
et posons Y@ =YN?.®} (resp. Y® = YN;.G,). Puisque @ est ouvert dans
G =NI.G, on a G/(0) =N 6G,(0) e, vu 4.6.7 (i), 6/(0) =N/G/(0). La

proposition suivante en résulte aussitot :

Proposition. — (i) L’application Y 1> Y®; est un isomorphisme d’ersembles ordonnés
(par Uinclusion) de H' sur Densemble des sous-schémas en groupes ouverls de (S;f contenant ®;.

(i) L'application Y > Y®] est un isomorphisme d’ensembles ordonnés (par inclusion)
de % sur Pensemble des sous-schémas en groupes ouverts ® de (Y)}L tels que &' = G'(0).6G".
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Remarquons que si T = T(0).I° (par exemple si T est connexe, notamment
dans les cas (A) et (B) de 4.6.1, ou si O est strictement hensélien), alors &; = T(0).6;
et ® = NJ.G). Par suite, tout sous-schéma en groupes ouvert G’ de ®/ remplit la
condition de (i), on a Gf = (NJIN))®? et G = (N//N?)®?. Rappelons que
N}/N? =~ F(0)/T°(0) = H'/H".

Corollaire. — Soit S un O-schéma en groupes lisse de fibre générique G, tel que H = H(0) . H°
(condition automatiquement satisfaite si O est strictement hensélien). Supposons que injection canonique
de (&g (resp. (€)) dans G se prolonge en un isomorphisme de schémas de Q) (resp. €) sur
un sous-schéma ouvert de §. Alors, il existe un sous-groupe Y de N}T/N}’ (resp. de N;f/N,‘) et un
seul tel que Didentité de G se prolonge en un isomorphisme de schémas en groupes de § sur YO
(resp. sur YO,).

Cela résulte de 1.2.13 et 14.

4.6.22. Supposons G déployé sur K et soit x un point spécial de A. Prenons
f =11, desorte que G est le schéma de Chevalley associé a x (4.6.15). Comme @, = @,
Pimage de W, dans "W est "W tout entier et 'on a W)T = W,. Comme de plus T est
connexe, on voit que &f =&, = 6/.

Il en résulte que si § est un O-schéma en groupes lisse de fibre générique G, dont la compo-
sante neutre est un schéma de Chevalley, alors § = §° : il suffit d’appliquer le corollaire pré-
cédent, aprés avoir éventuellement effectué le changement de base K —™K, qui est
conservateur puisque R = K.

4.6.23. Lorsque o est discréte, on peut dans tout ce qui précéde supprimer
I’hypothése que f est optimale : si f: ® — R est une fonction quasi-concave quelconque,
on considére son optimisée f', qui est quasi-concave optimale. On a alors W, , = U, ,
pour tout a €®, et on pose ® = &, etc. On prendra toutefois garde que le systéme
de racines @ = ®, n’est pas nécessairement l'ensemble des ae® telles que
fla) + f(— a) = o. Si f est concave, @, est 'ensemble des a € @ telles que f(a) €T,

et que fl(a) +f(—a) =o.

4.6.24. Proposition. — Soit g:® — R une autre fonction optimale quasi-concave,
satisfaisant & (Sch) lorsque o est dense et telle que f=< g.

(i) Lidentité de G se prolonge en un morphisme noté i (resp. 4 ,) de &) (resp. ©,)
dans ®] (resp. ®,).

(i) Soit de plus Y (resp. Y') un sous-groupe de NJ/N? (resp. NI/NG). $i ¥’ NJCYN?,
Pidentité de G se prolonge en un morphisme noté i)Y de Y' ®) dans YGF.

Pour tout a €®, Pidentité de U, se prolonge en un morphisme de U, , dans U, ,
(4.8.10), d’ott par produit un prolongement de identité de €k en un morphisme de
schémas de €) dans €. Il suffit alors d’appliquer 1.2.13.

Remarquons d’une part que NJCN;, puisque U,CU;, d’autre part que
®,C®; : plus précisément, on a @, = {a € @, | f(£ a) = g(+ a)}.
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4.6.25. Proposition. — Gardons les notations de 4..6. 24 et supposons de plus que ®;, = @,.

(i) L_’ image par ;;’ ; @u radical unipotent déployé de @g est contenue dans le radical unipotent
déployé de Eﬁ? ) B

(i) 77, d@‘inii par passage aux quotients un isomorphisme %), du groupe quasi-réductif 1®)
(cf. 1.1.12) sur %G).

On peut supposer K infini. Comme @ = ®,, ona f*<g" et (i) résulte aussitot
de 4.6.10. De plus, 77, est « 'identité » sur T° et définit par passage aux quotients un

morphisme j, de ¢(U, ,) dans ¢(; ;) (pour a e®); on vérifie sans peine que j, est un
isomorphisme (cf. 4.6.14), d’ou (ii).

4.6.26. — Soit Q une partie bornée non vide de 'appartement A. On lui fait cor-
respondre une fonction f;:® — R en posant

Jala) =inf{keR|a(x — ¢) + k=0 pour tout x € Q} (ae®d)

(I, 7.1.1). C’est évidemment une fonction concave. Mais lorsque e est dense, f; ne satisfait
pas toujours a (Sch) (saufsi »(K*) = R!) :si par exemple Q = {x}, alors f, ne vérifie
(Sch) que si a(x — @) € I, pour tout a € ®, ce qui entraine que x est un point spécial
(et méme hyperspécial : cf. [40], 1.10.2, p. 36). Jusqu'a 4.6.31, toutes les parties de A
notées Q (affecté éventuellement d’indices ou d’accents) sont supposées telles que, lorsque w est dense,
Ja satisfasse @ (Sch). Vu I, 7.4.9, cette propriété ne dépend que de Q en tant que partie
de £ et non de 'appartement ADQ choisi.

L’optimisée f; de fq satisfait donc aux conditions imposées & f en 4.6.1 et nous
pouvons considérer les schémas G, ... et les sous-groupes Uy,, ... que nous noterons
plus simplement ®g, ... et Uy, ... (en conformité avec I, 7.1, 2 une exception prés,
due & des raisons typographiques : le groupe que nous notons désormais NJ, n’est pas celui
noté ainsi en I, 4.1.4 et 7.3.9, mais l'intersection de ce dernier avec G').

Enl, 7.1.8, nous avons noté Nn le fixateur de Q dans N. Le groupe N = Nn N Gt
contient N} et est contenu dans N}. On pose

~

6, = Y6, avec Y = Ni/Ni.
4.6.27. — La fonction £ (et tout ce qui lui est associé) ne dépend que de Uenclos c£(Q)
de Q (I, 7.1.2), qui est I'intersection des racines affines {x € A | a(x — ¢) + fa(a) = o}

pour ae®.
Si QCQ’, alors fy=<f,, et lon peut appliquer 4.6.24 et 25. On pose

a0 = I fy» CtC.

4.6.28. Proposition. — (i) Py = §o(0) est le fixateur de Q dans G' et P4 = GY(0)
en est un sous-groupe, que Uon appelle le fixateur connexe de Q.

(i) Si Q est close (i.e. égale & son enclos c£(Q)), alors GL(O) = NL.PY est le stabi-
lisateur de Q dans G'.

(iii) ®Y(O) permute transitivement les appartements de 1 contenant Q.
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Vu 1, 7.4.9 et la relation B, = U, N, de I, 7.1.8, le sous-groupe U, permute
transitivement les appartements contenant Q. Comme UgCG®{(0), Passertion (iii)
en résulte.

D’autre part, on a ®g(0) = Ny Py =B, n G' donc (i) résulte de I, 7.4.4.
Enfin, si Q est close, N}, (qui est par définition le stabilisateur de f;, dans G') stabilise Q;
inversement, si g e G' stabilise Q, il existe u € Uy tel que gu stabilise A et gu e N,
d’ou (ii).

4.6.29. Corollaire. — (1) 87 Q est close, alors Q est exactement Uensemble des points fixes

de ®Q(0) dans Pappartement A (1).

() Si Q) D @, alors GL(O) & G ().
(i) $¢ o/(Q) + £(Q'), alors G + G .

Soit x € A, x ¢ c/(Q); daprés 1, 7.4.5, il existe u e Uy CHY{O) ne fixant pas x,
d’out (i). Les assertions (ii) et (iii) résultent de (i).

4.6.30. — Reprenons les notations de 4.2.12, posons Q' = j(Q), soit S’" un tore
K’-déployé maximal de G’, soit A’ Pappartement de £’ associé a S’’ et supposons
Q'CA"”. Alors Q' satisfait aux conditions voulues pour que I'on puisse définir les
schémas Gg., etc. a partir du triple (K’, G’, §") et j se prolonge en un c-isomorphisme
du O-schéma en groupes G (resp. Gy, Gy, Gf) sur le ¢'-schéma en groupes G
(resp. Gg, Gy, 6 : quitte 2 multiplier a droite j par Pautomorphisme intérieur de G
défini par un élément de B3(0), on peut, vu (4.6.28) (iii), supposer que A" = j(A),
ou encore S’ = j(S), et I’assertion est évidente par transport de structure.

En particulier, les schémas 6%, G, © et Gf ne dépendent que de Q en tant que partie
de F et non du choix de lappartement A contenant Q.

Il en est de méme des morphismes 7 o, etc.

Il s’ensuit que Pon peut définir les schémas B, etc. pour toute partie bornée Q
de Pimmeuble . telle qu’il existe un appartement contenant L, et notamment les
schémas G, ... pour tout x €.# (sous la condition (Sch) dans le cas dense).

4.6.31. Proposition. — Supposons K séparablement clos et soit § un O-schéma en groupes
lisse de fibre générique G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La fibre fermée § est réductive;

b) La fibre fermée § est réductive connexe;

¢) G est déployé sur K et il existe un point spécial (®) x € S tel que $ ~ B;
d) G est déployé sur K et § est un schéma de Chevalley.

(Y Pour un meilleur résultat, voir 5.1.39.

(#) ILe. un point de £ qui est spécial dans un appartement le contenant, et I'est alors dans tout apparte-
ment le contenant.
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On a vu (cf. la démonstration de 4.6.15) que ¢) et d) sont équivalentes (méme si K
n’est pas séparablement clos) et entrainent ) donc a). Il suffit de montrer que 4) entraine
d), car on saura alors que a) entraine que §° est un schéma de Chevalley, d’o0 § = §°
(4.6.22). Or, soit @' I'hensélisé de @, qui est strictement hensélien. D’apres [SGAD],
Exp. XIX, 6.1, §, possede un sous-schéma dont les fibres sont des tores maximaux
déployés. Donc, G est déployé sur K’ ="K, et, comme le changement de base K —K
est conservateur, G est déployé sur K. De plus, le théoréme d’unicité de Demazure
([SGAD], Exp. XXIII, cor. 5.2) entraine que $, est un schéma de Chevalley. Il existe
donc un point spécial x de 'immeuble .#’ de Gy, tel que I’identité de G se prolonge en
un ¢'-morphisme de §, sur .°. Mais on a vu que 'injection canonique de # dans 4’
est surjective (4.2.25). Donc, x est un point spécial de & et G2 = (6)),. Il ne reste
qu’a invoquer 1.2.4 pour conclure que § =~ GJ.

4.6.32. Proposition. — Supposons « discréte et G simplement connexe. Si Q est contenue

dans une facette ¥ de A, alors L = 6 = Gy = G, et ®(0) est a la fois le fixateur et le
stabilisateur de Q dans G.

En effet, d’'une part T est connexe et G = G!, d’ot H® = H! = H; d’autre part,
W = v(N) est le groupe de Weyl affine de A (4.2.22) et il résulte des propriétés bien
connues des groupes de Weyl affines (cf. [NB] Lie V, § g, prop. 1) que W}, = Wy = Wy,
d’ou N} =N, = NJ.

4.6.33. Théoréme. — Supposons « discréte. Soit F une facette de F et soit F(F) Pétoile
de F dans le complexe polysimplicial ., ¢’est-a-dire ensemble des facettes ¥’ de S telles que FCF,
ordonnée par la relation F' CF"',

(1) L’application F' > p(F') = Im ?1?’ g €5t un isomorphisme d’ensembles ordonnés de S (F)
sur Pensemble des K-sous-groupes pseudo-paraboliques de ®% ordonné par la relation opposée &
Linclusion (1).

(i) p(F') (K) est le produit de Pimage canonique de ®%.(0) par T°(K).

(iii) L’image réciproque de p(F') (K) dans ®%(0) est égale & G (0).

On peut supposer FCA. Comme les murs de A contenant F sont les hyperplans
{a(x — ¢) + fr(a) = 0} pour a € g, il existe une chambre C de A et une seule telle
que FCC et que CC{a(x — 9) + fp(a) > o} pour tout a e ®@f = dF N Oy, Soit B
la base de @y correspondant au systéme de racines positives ®f . Pour JCB, notons @y
Pensemble des a € @ qui sont combinaisons linéaires d’éléments de J et Fj la facette
de A caractérisée par les relations FCF;CC et J ={aeB| Jr,(@) = f(a)}.

L’application J+»> F; est une bijection de #(B) sur I’ensemble des facettes F’
telles que FCF' CG, et 'on a Oy, = ;.

(") Rappelons que si K est parfait, les sous-groupes pseudo-paraboliques ne sont autres que les sous-groupes
paraboliques.
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On a fz < fy, et fp, est inférieure & Poptimisée de fi. Il résulte alors de 4.6.10
que ’image p(F;) de z_'F‘?,FJ contient le radical unipotent déployé R de ®}. Elle contient aussi T°
et, vu 4.6.5, son image dans le quotient quasi-réductif G3/R est engendrée par I'image
de T° et les sous-groupes radiciels de G3/R correspondants 3 ®; U ®;. Il est alors immé-
diat que p(Fy) est le K-sous-groupe pseudo-parabolique standard associé & J (1.1.14).

De plus, d’une part toute facette F’' € #(F) est transformée d’une facette F; par
un élément de G%(0) (car G%(0) permute transitivement les appartements contenant F
(4.6.28) et WY permute transitivement les chambres de A contenant F dans leur adhé-
rence), d’autre part tout K-sous-groupe pseudo-parabolique de &4 est conjugué d’un p(Fy)
par un élément de G%(K) image d’un élément de G%(0) (cela résulte de 1.1.14, compte
tenu de 4.6.7 (ii)). Donc p est une application surjective de F(F) sur Pensemble des K-sous-
groupes pseudo-paraboliques de 5.

Démontrons (ii). Supposons tout d’abord F/ = C. On a p(C) = U . TR et
’application produit est un isomorphisme de variétés de U; x (Mz N R) x T° sur p(C).
Or W =uf, Uy nR = ﬁ(jg), et fo = (ff) dou (iii) lorsque F' = C. Si main-
tenant F' = Fy, on a p(F;) (K) = p(C) (K).N;.£(C) (K), ou Nj est le sous-groupe
du normalisateur de & dans G3(K) image réciproque du sous-groupe de W engendré
par les réflexions par rapport aux éléments de J. Mais N; est égal au produit de T°(K)
par 'image de N}, , d’ou (ii) lorsque F’ = F;. Le cas général en résulte par conjugaison.

Démontrons (iii). Il résulte de 4.6.8 que le noyau de P’application canonique
de ®%(0) dans G3(K) est contenu dans G2 (0). Compte tenu de (ii), il suffit donc de
montrer que, si 'image canonique ¥ dans G%(K) d’un élément x de G(0) appartient
4 I9(K), alors ¥ est aussi 'image canonique d’un élément de % (0). Or, on a x = uwn,
avec ueUf, veUy et neNY (4.6.7 (i)). Considérons 'application canonique ¢
de ®% sur son quotient quasi-réductif ®}/R. On a ¢(7) q(r) = q(@)~* ¢(¥) et il résulte
donc de la décomposition de Bruhat de (B%/R)(K) que g¢(n) = ¢(*¥) (et que
q(#@) = q(#) = 1). Par suite, ¢(n) centralise ¢(&). Comme le groupe de Weyl de G%/R
est Wy = N3/H® (1.1.13 et 4.6.13), on en déduit que n € H® = T%(0). Mais 'appli-
cation produit de UF X Uy X T® dans G) est injective, donc la relation ¥ =#.v.n
entraine ¥ = n, C’est-a-dire que % est bien 'image d’un élément de I°(0) CG%.(0).

Enfin, (iii) entraine que p est injective, ce qui achéve la démonstration de (i) et
du théoréme.

4.6.34. Corollaire. — Soit de plus Y un sous-groupe de NI/NS. Pour toute facette
F' e #(F), le normalisateur de p(F') dans Y& (K) est le produit par TO(K) de I'image de Y’ B3 (0),
o Y = (YNO A NL)NS, et Y GU(0) en est Pimage réciproque dans YGI(0).

Soit x € Y®°(K) normalisant p(F;). Les deux tores K-déployés maximaux &
et xSx~ ! de p(F,) sont conjugués par un élément y € p(F;) (K) ([7]) et vu Passertion (ii)
du théoréme, on peut prendre y dans I'image de G (0). On est donc ramené au cas
ol x normalise . Mais alors x € YN}.Z(K), d’ou résulte aisément le corollaire.
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4.6.35. — L’application p > p(K) est une bijection de P’ensemble des K-sous-
groupes pseudo-paraboliques de % sur I’ensemble des sous-groupes paraboliques du
systéme de Tits associé & la donnée radicielle de %(K) (1.1.14). Le théoréme précédent
montre que, si ’on munit ’étoile #(F) de la facette F d’une structure de complexe sim-
plicial abstrait en prenant comme relation de face la relation F'CF¥”, Plapplication
F' o p(F) (K) est un isomorphisme de 9 (F) sur Pimmeuble combinatoire Sy de ce systéme de
Tits ([37]), compatible avec les actions de G%(¢) sur S(F) et de GX(K) sur F;. De
plus, & Pensemble des facettes F’ € #(F) contenues dans I’appartement A correspond
Pensemble des K-sous-groupes pseudo-paraboliques contenant &, donc formant un
appartement de #;. Par conjugaison, on voit que les images réciproques des appartements
de Sy sont les ensembles de facettes de F(F) contenues dans un méme appartement de 5.

4.6.36, — Lorsque o est dense, le théoréme 4.6.33 n’est évidemment plus valable,
ne serait-ce que parce que les facettes F sont alors des germes de parties (I, 7.2) et que
les schémas Gy n’existent pas en général. On va cependant en donner un substitut.
Jusquwa la fin de 4.6, nous supposons « dense et le lecteur qui ne s’intéresse qu’au cas des
valuations discrétes peut passer directement au paragraphe suivant.

Par hypothese, 1’extension K de K est non ramifiée (1.6.1 ¢)). Par suite,
I'' = o(K*) =T pour tout a € ®, sauf lorsque 26 € ®, casou I'y =y, + T, avecy,
défini comme en 4.3.5. On a 2y, e I'. Si 2 et b sont multipliables et appartiennent 2 la
méme composante irréductible de @, alors v, = v, (4.1.17). Sia, bet a4 be®, ona
(1) Iy + I = oy

En effet, si @ est non multipliable, alors b et a 4 b sont simultanément multipliables
ou non multipliables et dans le premier cas on a vy,,, = ¥;; Si @ est multipliable et si &
est non multipliable (resp. multipliable), alors a 4 & est multipliable (resp. non
multipliable) et v, = v, ., (resp. v, = v3).

11 en résulte que pour toute partic Q de A, le systéme de racines @p, qui est Pen-
semble des a € ® pour lesquelles il existe k£ e I, avec QC{xeA|a(x — ¢) + %k = 0},
est un sous-systéme clos de ®.

D’autre part, si F est une facette de A, et a € @, on note fy(a) la borne inférieure

dans Pensemble ordonné R des Jala) pour Q décrivant le filtre F (I, 7.2.1 et 6). On obtient

ainsi une fonction concave fp:® —R. Le systtme de racines ®p = @, associé est
Pensemble des a € @ telles que fp(a) e I', et que fp(a) + fy(— a) = o.

4.6.37. Lemme. — Soit X une partic bornée (quelconque) de A, ou une facelte de A,
et soit Wy Pensemble des a € @ telles que fy(a) € T'y. Soit E le groupe des automorphismes affines
de A conservant @ et le systéme de racines affines de A et stabilisant X. Il existe m> o tel que
pour tout € avec 0 < &< v, on puisse trouver une fonction concave f: ® >R satisfaisant @ (Sch)
et aux relations suivanies :

a) u.f=f pour tout ucE;

b) f(a) = fx(a) pour toute a e ¥y;
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¢) fx(a) + é e < fla) < fx(a) 4+ ¢ pour toute a e ® — ¥y;
d) O, = Dy.

Une telle fonction f est appelée un e-dpaississement de X.
Soient u € E et ae®. Posons b ='("u)(a). Si keTl,, le transformé par 4!
de la racine affine {x € A|a(x — ¢) + k= o} est le demi-espace fermé

{xeA|b(x — @) + a(u(p) — ¢) + & =0},

qui est donc aussi une racine affine. Il s’ensuit que

(1) a(u(e) —9) e, — T, pour aecg, ucZ et b ="'("u)(a).
D’autre part, vu 4.6.17 (1 bis) (généralisé aux fonctions a valeurs dans i), on a
(2) u-fx(a) = fx(b) — a(u(e) — @),
et par transport de structure ou par calcul explicite, on voit que
(3) u.fx =fx pour tout u € E.

De (1), (2) et (3) résulte aussitét que
(4) (u)(Fx) = ¥x et () (dy) = Dx.

Démontrons alors le lemme lorsque X est la partie réduite & un point x de A. Dans ce
cas, la fonction fx est la fonction linéaire f,:at»> — a(x — ¢), donc ¥, coincide avec @,
et est un sous-systeme clos de ®@. De plus, soient a e ®, b ¥, telles que ¢ +-be®
et soit A eR. Vu 4.6.36 (1) et la linéarité de £,

(5) J.(a) +hel, équivaut a f(a+b) +hel, ,.
De méme, si ae®, ueZ et heR, (1), (2) et (3) entrainent que
(6) fe(a) + ke, équivaut a f,(b) + ke, avec b = (") (a).

Considérons alors la plus petite relation d’équivalence ~ sur @ telle que ‘(%) (a) ~ a
pour ae®, ue& etque a+b~b désque acV¥,, b,a+ b ecd. Comme ¥, est
clos et stable par E, c’est une réunion de classes d’équivalence suivant ~. On voit alors,
grace a (5) et (6), que, pour tout ¢ > o, on peut choisir une famille (¢,), oo de nombres
réels possédant les propriétés suivantes :

(7) g, est constante sur les classes d’équivalence suivant ~;
(8) fo(a) + ¢, el pour tout a e ®;
(9) e, =0 pour tout a € ¥,;
I
(10) §€<s,,<s pour a e ® — ¥,.

La fonction [ définie par f(a) = f,(a) + ¢, pour a e D est alors un e-épaississement de {x}.
En effet, il est clair que fsatisfait a (Sch), que «.f = f pour tout u € B, que f(a) = f,(a)
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pour g ¥, et que f,(a) + é e < fl(a) <f,(a) + ¢ pour a e ® — ¥, d’ott aussi &; = P,.

Reste & montrer que f est concave. On a évidemment f(a) + f(— a) = f,(a) + fo(—a) =0
pour tout a € ®. Soient a,b € ® telles que a4 be®; on a

Jfla+8)=fla) + /) +qup— s — 5

et il suffit de montrer que ¢, ,=¢,+ 5. Or, si a,be¥,, alors a +be¥, (qui
est clos) et g,=¢, =¢,.,=0. Si ae¥W, et b¢¥,, alors ¢, =0 et g =¢, .,
d’aprés (7). Enfin, si ni ani b n’appartiennent 2 ¥',,ona ¢, + ¢, > ¢ > ¢, ;, d’aprés (10)
et (9). Par suite, f est bien concave et le lemme est démontré dans le cas X = {x}.

Supposons maintenant que X soit une facette F de A. Soient x le centre de F, D sa
direction (I, 7.2.4 et 5) et @5 I’ensemble des a € @ strictement négatives sur D. On a
Py CO, =W, et, d’apreés I, 7.2.6,

Sa(@) si a ¢ ®p,
fola) + staedp,

dot ¥y = &, — ®;. Soit > o. Choisissons un e-épaississement g de x¥ et un nombre

Jela) = {

réel ¢/ e’ tel que ¢’ < e et que é e< e <inf{g(a) — f,(a) |a € ® — ¥,}. Posons

h(a) = f,(a) si a ¢ D et k(a) = f,(a) + &' si a e Dy. Comme Py est clos et f, linéaire,
la fonction &:® — R est concave. Enfin, posons f = sup(g, &), c’est-a-dire f(a) = g(a)
si a¢®y et fla) =f(a) +¢ si aed;. Alors, f est concave, satisfait a (Sch), est
invariante por tout « € & (car "«(D) = D puisque u stabilise F, d’ou ‘(*z) (5) = ¥3),
et fla) = g(a) = f,(a) =fy(a) pour tout a ¥y =@, —D;. Si acd® —D,, on a

Fila) + e =£(@) + e <gl0) = &) <L(@) + £ = fela) + =,
et,si a € Dy,
F@) 4 2o = (fla) + 29 + <A@ + ¢ =f0) <Llo) + e <f(a) ++,

ce qui achéve de montrer que f est un e-épaississement de F.

Remarquons que dans ces deux premiers cas on peut prendre v arbitraire.

Enfin, supposons que X soit une partie bornée Q de A. On peut supposer Q close :
c’est alors un polyédre convexe fermé et ’ensemble Y de ses points extrémaux est fini.

On a f, = sup f,. Pour a € ®, notons Y, 'ensemble des y € Y tels que fu(a) = f,(a)
yeY

et posons n = inf{f5(a) —f(a)|ae® et yeY —Y,}. Alors n>o. Soit ceR

avec 0 < e< 7 et choisissons pour chaque y € Y un e-épaississement g, de y de telle sorte

que si €& Pon ait u.g, = g,,, ce qui est évidemment possible puisque #(Y) =Y

et que, pour y € Y, chaque e-épaississement de { y} est invariant par le stabilisateur de y

dans E. Posons f = sup g, et montrons que f est un e-épaississement de Q. La fonction f
yeY
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est concave, satisfait a (Sch) et est invariante par tout z € E. Soit ¢ € ®; comme ¢ < v,
on a

(11) gla) <f(a) +<jfgo(a) pour tout yeY —Y,.
Soit yeY,. Si aeWy,, alors ae¥, et g(a) =f,(a) = fola), don
(12) £@) = fal)  pour a e ¥,

Si a¢W¥q, alors a¢¥,, ona f(a) —{—§s<gy(a) </f,(a) + ¢, ce qui, joint a (11),
donne

I
(13) Jala) —l—;s<f(a) <faola) +e pour a e ® — V¥,.
Enfin, (12) et (13) entrainent que ®; = ®,, ce qui achéve la démonstration du lemme.

4.6.38. Remarques. — 1) Si Q est une partie de A et si f satisfait & (Sch), tout
épaississement de Q est égal a fq.

2) Soient Q et Q' deux parties bornées de A telles que QCQ’, dou f, <f,.
Soit 3 le plus petit de ceux des nombres f, (a) — fu(4) qui sont strictement positifs.
Alors on voit aisément que tout e-épaississement f de Q avec €< 3§ est inférieur a tout
2e-épaississement f' de Q'

De méme, si F et F’ sont deux facettes de A telles que FCF’ (ce qui entraine que F
et F’ ont méme centre et que DCD’, d’ot ®; C®d;), alors pour tout £> o, tout
e-épaississement f de F est inférieur & tout 2e-épaississement f” de F'.

Dans chacun de ces deux cas, on obtient donc un morphisme i’, de &) dans

®) (4.6.24).

4.6.39. — Il est clair que la famille E = E(X) des épaississements de X est filtrante
décroissante : si 2¢ < &', un e-épaississement est inférieur a4 un ¢’-épaississement. On en
déduit donc un spstéme inductif filtrant croissant de schémas ((&7)iers (1f4);, 4ek, 1<q4)> dont
nous nous garderons de considérer la limite inductive.

Soit feE; ona @ = &y (4.6.37 d)), dod W, =Wy et N =N}, et fest
invariante par tout z e N} (4.6.37 a)), d’ou N;fDN;r(. Soit alors Y un sous-groupe
de NI/NYCNJ/N?; les schémas YG) forment eux aussi un systéme inductif filtrant
croissant. Si X est une partie close ou une facette, on montre aisément que N} = N}
pour tout e-épaississement f avec ¢ assez petit, d’ott également un systéme inductif filtrant
croissant de schémas (5,1'.

Notons P le sous-groupe engendré par Uy (ou encore par les U, 1la) Pour a € @)
et Pimage réciproque de Y dans Ni. Si Y = N/N% (resp. NL/NY), alors PY est le
stabilisateur P], (resp. le fixateur PL) de X dans G* (I, 7.4.4);si Y ={1}, alors P¥ est
le sous-groupe Uy H’ que nous notons P% et appelons le fixateur connexe de X (cf. 4.6.28).

4.6.40. Proposition. — (i) Le groupe Uy est réunion filtrante croissante des U; pour

FeEX).
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(ii) Pour tout sous-groupe Y de NL/N%, le groupe PY est réunion croissante des sous-groupes
Y®F(0) pour feE(X). En particulier, le fixateur connexe Py est réunion filtrante croissante
des G7(0) pour f e E(X).

Il est immédiat que (i) entraine (ii). Pour prouver (i), il suffit de montrer que,
pour tout a € ®, le groupe U, , est réunion des U;, pour fekE, ce qui est évident

puisque fx(a) (resp. fx(2a)) est la borne inférieure dans iv{ des f(a) (resp. f(2a)) pour
fekE.

4.6.41. Soit f (resp. g) un e-épaississement (resp. un &'-épaississement) de X,
avec 2¢’ <¢, doltl g<f, et considérons le morphisme % =13, de G} dans G). On
voit aisément que k est Pidentité sur T et que les restrictions £, : ﬁ’a - ﬁg,,, pour

a € d sont données par les régles suivantes :

— st a N OC Wy, alors £, est 'identité;

— si a n¥y =0, alors £, est le morphisme trivial;

— reste le cas ot a est pluriel, a ¢ ¥x et 2a € ¥y (notonsquesi a € ¥y, alors 2a € ¥y
puisque Pextension L,DL,, est non ramifiée). On a alors

S(2a) = fx(20) = 2fx(a) < 2f(a) — ¢

et on vérifie sans peine que le groupe U, , est produit direct de Uy, 4o, =~ [Tz gz Add
par P'image canonique de U, 4 s> iMage qui est isomorphe a IIf & UDD et sur
laquelle & opére par la racine a. De plus 4, est identité sur Uy, 20, {(2a) et est trivial
sur 'image de II o), 2(a))

En considérant les « grosses cellules » & et €, on voit que % est séparable et que
Papplication produit est un isomorphisme de variétés du produit des Ker &, pour a € ®
sur le noyau Q,  de A

Il en résulte que @ — Wy est clos dans ®; (au sens de [7], ou quasi-clos au sens
de [4] généralisé au cas non réductif) et que Q . est le sous-groupe unipotent déployé
(60 wy) associé & ® — Wy (loc. cit. ou 1.1.6). Il est donc indépendant du choix
de g; on peut le noter Q ;. La détermination des %, donnée ci-dessus montre que £(Q,)CQ,
et qu’on obtient par passage aux quotients un isomorphisme de /Q , sur /Q , (rappelons
que f est un e-épaississement de X et g un ¢’-épaississement de X, avec 2¢’ < ).

Autrement dit, du systéme inductif des G} pour f € E, on déduit par passage aux
fibres fermées, par restriction & un systéme cofinal convenable et par passage aux quo-
tients par les noyaux des morphismes de transition, un systéme inductif trivial de groupes
algébriques (_5}’/ Q; ce systéme admet évidemment une limite inductive que nous notons G2,
isomorphe & tous les G/Q;, et que nous appelons le K-groupe algébrique connexe attaché
@ X. Vu 4.6.39, les applications canoniques des ] dans G} définissent une application
dite canonique de P% dans ®%(K) et Pon a G%(K) = Im P%.T°(K) (4.6.7).

Notons qu’il résulte aussi directement de 4.6.25 que les quotients quasi-réductifs
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"@}’ sont isomorphes et s’identifient naturellement 2 %G%. Leur systéme de racines est @y
et 4.6.12 se généralise aussitot.

Les mémes considérations appliquées au systéme inductif des @5, (resp. des G)
permettent de définir le K-groupe algébrique & (resp. GL).

4.6.42. Proposition. — Soit ¢ un automorphisme de K conservant ¢ et soit j un c-auto-
morphisme de G. Notons encore j I’ automorphisme correspondant de Uimmeuble £ (4.2.12). Soit X
comme en 4.6.37 et supposons que j(X) = X. Il existe 8 > o tel que pour tout c-épaississement f
de X avec <38, Dlautomorphisme j de G se prolonge en un c-automorphisme du O-schéma
®? (resp. G, Gf).

D’aprés 1, 7.4.9, il existe g € Uy tel que j(A) = g.A. L’application x> g~ j(x)
conserve A et y induit un élément z € E (4.6.37) qui conserve tout épaississement f
de X. Par transport de structure, il en résulte que le s-automorphisme y g7 'j(y) g
de G se prolonge en un c-automorphisme de &7 (resp. @{, (S;f). D’autre part, 4.6.40
entraine qu’il existe § > o et un 23-épaississement f, de X tel que g € Uy . Mais alors
2 €U, CBJ(0) pour tout e-épaississement f de X avec ¢< 3, d’ob la proposition.

4.6.43. Corollaire. — Le K-groupe algébrique ®% (resp. (Tﬁx, GL) attaché & X ne dépend
que de X comme partie de I'immeuble S et non de Pappartement A choisi pour le construire.

Plus précisément, si A’ est un autre appartement contenant X, les systémes inductifs
de schémas associés aux épaississements de X dans A et dans A’ respectivement sont
cofinaux.

4.6.44. — Si XCX', la remarque 4.6.38 (2) fournit un K-homomorphisme dit

canonique et noté iy 5, de 6% dans €%, qui est compatible avec I'application d’inclusion
P% — P%.

4.6.45. Proposition. — Quitte & y remplacer G}(O) par Py, le théoréme 4.6.33 et les
assertions de 4.6.35 restent valables lorsque o est dense.

Nous laisserons au lecteur le soin d’adapter les démonstrations données plus haut
de ces résultats, ainsi d’ailleurs que 1’énoncé et la preuve de 4.6.34.
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§ 5. DESCENTE ETALE

5.1. Descente de I’'immeuble.

On conserve les hypothéses et notations précédentes. Cependant, on désigne par ¢
un point quelconque de P’appartement A et non plus nécessairement une valuation de
Chevalley-Steinberg.

De plus, on suppose que K est strictement hensélien (c’est-a-dire hensélien a corps résiduel
séparablement clos) et ’on donne un sous-corps hensélien K% de K, dont K soit une
extension étale (autrement dit, K est I’hensélisé strict de K%). Alors K (resp. K) est
une extension algébrique galoisienne de K% (resp. du corps résiduel K* de K9). On
note @% Panneau de valuation de K% et £ le groupe de Galois Gal(K/K") : il s’identifie
canoniquement a Gal(K/K%).

On suppose de plus que le groupe réductif connexe G est défini sur K% On note S un
tore K9-déployé maximal de G et I’'on suppose que le tore K-déployé maximal S de G
contient S ce qui est évidemment loisible (bien entendu, S n’est pas a priori défini sur
K% : voir cependant 5.1.12). On note Z le centralisateur de S% dans G. Pour a € @,
on note a? la restriction de a 2 S% On note @, ’ensemble des a € @ telles que a% = o
et ®% ’ensemble des af pour a € ® et a® + 0. On sait que @ est le systéme de racines
de G suivant S%. Pour 5 € ®% on note ®° ’ensemble des a € @ telles que a% = b ou 2b
(on prendra garde que cette notation n’est pas celle de I, g.1.1). C’est une partie posi-
tivement close de @; on note U, le sous-groupe unipotent associé & ®°. Il est défini
sur K% et est le sous-groupe radiciel associé a la racine b de G suivant S

5.1.1. — Inversement, partons d’un corps valué K% hensélien et prenons pour K
son hensélis¢ strict. Soit H un groupe algébrique réductif connexe défini sur K% et
prenons G = Hy. Alors les hypothéses précédentes sont satisfaites si et seulement si

a) H est quasi-déployé sur K;

b) H est déployé sur une extension admissible de K;

¢) le schéma canonique de fibre générique T posséde un lissifié.

Si @ est discréte, la condition ) entraine ) (1.6.1 f)) et ¢) (4.6) (rappelons aussi
que, lorsque o est dense, ¢) résulte de a) et &) dés que H est déployé sur K, ou si H est
simplement connexe ou adjoint). Si de plus K¥ est parfait, alors a) est satisfaite d’aprés
un résultat bien connu de Steinberg ([32] et [3], 8.6). Nous serons amenés plus loin
a faire une hypothése supplémentaire (DE) (5.1.5), mais nous verrons qu’elle est auto-
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matiquement satisfaite lorsque  est discréte. Par suite, fous les résultats de ce paragraphe
sont applicables & n’importe quel groupe réductif connexe défini sur un corps hensélien pour une
valuation discréte, & corps résiduel parfast.

5.1.2. — Soit b e ®; posons U] = U,(K¥. On sait que (Z(K?), (U}),col)
est une donnée radicielle génératrice de type ®% dans G° = G(K% (I, 6.1.3 ¢)),
qui est compatible avec la donnée radicielle (T(K), (U,(K),co) de G(K) au sens de I,
§ 9. En effet, les conditions (DDR 1) de 9. 1.9 (et méme (DDR 1 bis) de g.1.13), (DDR 2)
de 9.1.10 et (DDR 3) de 9.2.9 sont satisfaites en prenant pour V? le sous-espace vectoriel
de V défini comme ceci : I’espace V des translations de A est le dual du sous-espace
vectoriel V* engendré par ® dans X*(S) ® R (4.1.2), 'application qui a un caractére
de S associe sa restriction & S* définit une application linéaire surjective u de V* sur
le sous-espace vectoriel (V¥)* engendré par ®% dans X'(S")®R et V¥ est Iimage
du dual de (V?)* par Papplication linéaire injective transposée de u. On identifiera
dans la suite chacun des deux espaces V¥ et (V¥)* au dual de lautre. On vérifie sans
peine que V4 = y(S%K)) ® R.

Le but principal de ce paragraphe est de démontrer que, moyennant une condition
supplémentaire toujours satisfaite lorsque o est discréte, on peut choisir S et la valuation
¢ € A de G(K) de telle sorte que ¢ se descende & G® au sens de I, § 9, et définisse donc
une valuation de la donnée radicielle de G% d’olt un immeuble, etc.

5.1.3. — Soit S; un tore K%-déployé de G contenu dans S et soit Z, le centra-
lisateur de S,. C’est le sous-groupe de G engendré par T et les U, pour a décrivant le
systéme de racines @, formé des a € @ nulles sur S,. Il est défini sur K quasi-déployé
sur K, déployé sur K et admet T comme tore maximal. On peut donc le substituer
a G dans tous les résultats des paragraphes précédents et considérer en particulier son
immcuble £ (Z,). De plus, on peut lui appliquer lcs résultats de I, 7.6 (voir aussi 4.2.17
et 18). Posons Sy = Z,(K).A : c’est la réunion des appartements de .# associés aux
tores K-déployés maximaux de G contenant S,, puisque ces tores sont les tores K-déployés
maximaux de Z;, ou encore les conjugués de S par les éléments de Z,(K). On a montré
(I, 7.6.4) qu’il existe une application = (notée % dans I, 7.6) et une seule de Sy sur S(Z,)
commutant avec les actions de Z(K) et telle que, pour toute valuation ¢ € A, I'image =(¢)
est la valuation de la donnée radicielle (T, (U,),co,) de Z, obtenue par restriction de ¢.
De plus (loc. cit.) 'image réciproque par = d’un appartement (resp. d’une racine affine)
de #(Z,) est un appartement (resp. racine affine) de # et pour tout x € A, I'image
réciproque L, = n~!(n(x)) est un sous-espace affine de A, dont la direction est Pinter-
section des noyaux des a € ®;. En particulier, L, est stable par v(S;(K)). Si F est une
facette de .# contenue dans £y , il existe unc facette F’ de S(Z,) telle que FCn'(F').
Par suite, st F, et F, sont deux facettes de 5 contenues dans S, il existe un appartement
A" =2z2.A (avec z€Z,(K)) contenant S,(K).F; et S,(K).F,.
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5.1.4. — Le groupe de Galois = = Gal(K/K") opére sur 'immeuble £ de G
(4.2.12). On note £, 'ensemble des points fixes de = dans #. C’est une partie convexe
de 4, stable par G" : autrement dit, la condition (DI 1) de I, 9.2.1 est satisfaite.

Pour tout appartement A’ de F, il existe un sous-groupe distingué %' d’indice fini dans T
laissant fixes tous les points de A’. En effet, le tore K-déployé maximal correspondant a A’
est défini et déployé sur une extension galoisienne finie K, de K% contenue dans K,
le groupe G est quasi-déploy¢ sur K, et il suffit de prendre %’ = Gal(K/K,) (cf. 4.2.24).
En particulier, lorbite sous T de tout point de 1 est finie et image de X dans Isom £ est
bornée. 11 en résulte (I, 3.2, I, 8.2) que si M est une partie convexe de .# stable par Z,
alors ¥ posseéde un point fixe appartenant a ’adhérence de M dans le complété 7 de .
Si o est discréte, £ est complet et ce point appartient a #,; prenant M = ./, on voit
que 4, est non vide.

5.1.5. -— Bien entendu, X opére également sur 'immeuble #(Z) de Z et 'appli-
cation canonique de Sy (qui est évidemment invariant par ¥ comme réunion des
appartements associés aux tores K-déployés maximaux contenant S%) sur S(Z) est
compatible avec les actions de Z. De ce qui précede, résulte que si « est discréte, la
condition suivante est satisfaite :

(DE) Le groupe de Galois = = Gal(K/K?) a un point fixe dans Uimmeuble (Z) du
centralisateur Z de S°.

5.1.6. — Lorsque o est dense, nous ignorons si (DE) est toujours satisfaite ou
non (1). Cependant :

Proposition. — Supposons Pune des deux conditions suivantes satisfaites :

a) Le complété de K5 est maximalement complet;
b) Il existe une sous-extension galoisienne Ky de K, de degré 2", telle que G soit quasi-
déployé sur K.

Alors, la condition (DE) est satisfaite.

Dans le cas a), notons K, une sous-extension galoisienne de degré fini de K telle
que G soit quasi-déployé sur K,. Dans les deux cas, la plus petite extension K, de K,
déployant G est contenue dans K et est donc une extension univalente de K,. De méme,
Z est quasi-déployé sur K, et déployé sur I~{1, ce qui permet de parler de 'immeuble £, (Z)
de Zg,. Nous avons vu (4.2.24) que J;(Z) s’identific canoniquement 2 une partie
de #(Z) formée de points invariants par le groupe de Galois Gal(K/K,) et sur laquelle
action de T sur #(Z) induit action naturelle de =, = Gal(K,/K").

(*) La démonstration d’existence de points fixes du groupe de Galois dans I'immeuble donnée dans [27] est
insuffisante, comme nous I’a indiqué G. Rousseau lui-méme : le corollaire 1.2.9, p. I.17, sur lequel elle repose, est
non démontré et probablement inexact.
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Dans le cas a), le complété de K, est maximalement complet, comme extension
de degré fini d’un corps maximalement complet, et I'immeuble .#;(Z) est complet
, 7.5.5), d’otr (DE) (cf. 5.1.4).

Dans le cas b), montrons par récurrence sur z que X, a un point fixe dans #,(Z).
C’est évident si n =o0. Si n> 0, Z, posséde un sous-groupe distingué %; d’indice 2.
En remplagant K" par le corps des invariants de =] et appliquant ’hypothése de récur-
rence, on voit que ’ensemble M des points de #,(Z) invariants par X; est non vide.
Mais X, opére sur M par l'intermédiaire de son quotient X,/ d’ordre 2 et si x € M,
le milieu du segment joignant x & son transformé par 1’élément non trivial de X,/Z]
est fixe par X, c.q.f.d.

5.X.%7. — Désormais, nous supposons la condition (DE) satisfaite. Il en résulte aussitdt
que X a un point fixe dans Fgh : si x est un point fixe de X dans F(Z), P'image réci-
proque n~(x) est un sous-espace affine d’un appartement de .#, elle est invariante par =
et X y opére par automorphismes affines par 'intermédiaire d’un quotient fini (5.1.4),
donc y posséde un point fixe.

5.1.8. — Soit ® un @-schéma en groupes lisse de fibre générique Gg, d’algébre
affine O[6]C K[G] = K® K"[G]. Faisons opérer le groupe de Galois & de maniére
naturelle sur K[G] et sur G(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) O[®] est invariante par X;

b) ® provient par le changement de base 0% — @ d’un @¥-schéma en groupes
lisse ®% de fibre générique G.

C’est évident par descente étale : I’algébre affine @3[®¥] n’est autre que ’ensemble
des points fixes de £ dans O[®]. Notons que si w est discréte ou plus généralement si
® satisfait & la condition (ET 1) de 1.7.2, alors O[6] ={feK[G]|f(G(0))CO}
(puisque @ est strictement hensélien (1.7.6)) et a) est équivalente a

¢) ®(0) est invariant par X.

5.1.9. — Ceci s’applique en particulier aux schémas ®; de 4.6. Notamment,
soit 2 une partie bornée d’'un appartement de .#, satisfaisant lorsque ¢« est dense a la
condition de 4.6.26. Si Q est invariante par 3, il résulte de 4.6.30 que O[G3] est inva-
riante par %, donc que G} provient par changement de base d’'un @%-schéma. Il en est
de méme des schémas Gy, 6, et G},.

En particulier, si o est discréte, & toute facette ¥ de F invariante par % est canoniquement
associé un O%-schéma en groupes lisse connexe ©&F de fibre générique G tel que ®% = (GYF),.
Si o est dense, les schémas B} n’existent plus en général, mais il résulte de 4.6.42
(compte tenu de 5.1.4) que pour toute facette ¥ de F invariante par T, contenue dans un appar-
tement A', il existe 3> o tel que, pour tout e-épaississement f de F dans A’ avec <3, le
O-schéma ®) soit invariant par T et provienne donc d’un O%-schéma GP. On voit de méme que
le groupe algébrique G attaché & F (4.6.40) est « défini sur K4 ».
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Notons aussi quesi S’ est un tore défini sur K4 et déployé sur K et si &' est le O-schéma
canonique de fibre générique S’, alors &' provient par changement de base d’un
0%-schéma en groupes lisse dont la fibre générique est canoniquement K%-isomorphe
4S’. Ce 0-schéma est appelé le 0%-schéma canonique de fibre générique S’ et est noté &',
C’est d’ailleurs celui défini en 4.4.

On se permettra parfois de supprimer les exposants h dans ces notations.

5.1.10. Proposition. — Soit F une facette de S invariante par %, soit A' un appartement
conterant F et soit S’ le tore K-déployé maximal de G associé @ A’. On se donne de plus Pun des
deux objets suivants :

a) Un sous-tore S, de S', défini sur K& et KO-déployé;
b) Un sous-tore Kb-déployé S} de Gy

Alors, il existe un tore K-déployé maximal S” de G, défini sur K, tel que F est contenue
dans appartement A’ associé @ S'' et que

— dans le cas a), S"' contient Sy;

— dans le cas b), le OF-schéma canonique G’ de fibre générique S’ posséde un sous-schéma fermé
en tores déployés dont I'image canonique dans ®% est G,

Soit G* le @"-schéma en groupes lisse défini comme suit : si & est discréte, on prend
6% = GY; si w est dense, on prend G = G, o f est un e-épaississement de F dans A’
tel que G soit invariant par X. Soit &' le @-schéma canonique de fibre générique S'.
C’est un sous-schéma fermé de (GY),.

Dans le cas a), soit G¥ le Of-schéma canonique de fibre générique S, et soit u
Pimmersion fermée de (S%), dans &’ prolongeant linclusion de S; dans S’.

Dans le cas b), définissons un K-isomorphisme # de G sur un sous-tore Kb-déployé
de G de la maniére suivante : si o est discréte, # est I’identité; si » est dense, ’isomor-
phisme canonique de @}’/Q, sur G% (4.6.41) permet, puisque Q ; est unipotent, de
remonter & en un tore K¥-déployé de GY, autrement dit de choisir un K%isomorphisme
de &Y sur un tore K¥-déployé¢ de G' tel que le composé de # et de ’homomorphisme
canonique de % sur G% soit I'identité.

La fibre fermée & est un tore K-déployé maximal de (G%)z (4.6.4) donc un
tore maximal puisque K est séparablement clos. Soit & un tore maximal défini sur K#
de ®f contenant #(SH), et soit g eGYK) tel que S” =3.8'.g-! et appartenant
dans le cas a) au centralisateur de S4. Des résultats de Grothendieck sur I’existence
et la lissité du schéma des homomorphismes d’un schéma en groupes de type multi-
plicatif et de type fini dans un schéma en groupes (affine) lisse ([SGAD], Exp. XI,
cor. 4.2), on déduit d’une part qu’il existe un sous-0%-schéma en groupes fermé &
de ®% isomorphe & JMult” avec 7 = dim S”" =dim & =dim$S, de fibre fermée &”,
d’autre part que g se reléve en un élément g eG%(@) CPYh (4.6.7 et 4.6.40) tel que
G = g.€".g7! et qui appartient au centralisateur de &% dans le cas a) (rappelons
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! est un tore

que ce centralisateur est lisse). Alors, la fibre générique S'' = g.S'.g~
K-déployé maximal de G, défini sur K* et F = g.F appartient a4 ’appartement g.A’
associé 4 S”. De plus, S” DS, dans le cas a). Dans le cas 4), le méme théoréme de
Grothendieck permet de relever un Kb-isomorphisme #: Mult” - Z(S%) en un
O®-morphisme : Mult” - S qui est une immersion fermée puisque 7 en est une

([SGAD], Exp. IX, 2.5 et 6.6). Le sous-0%-schéma de S" image de v posséde alors
les propriétés requises, ce qui achéve la démonstration de la proposition.

5.1.x1. Corollaire. — Soit F une facette de A invariante par =. L’image canonique de S
dans ®% est un tore K5-déployé maximal de ®3.

5.1.12, Corollaire. — Il existe un tore K-déployé maximal de G, défini sur K" et contenant
le tore KO-déployé maximal S8,

Prenons pour F une facette invariante par Z contenue dans g (5.1.7); elle
est alors contenue dans un appartement A’ associé a2 un tore K-déployé maximal S’
contenant S% (5.1.3) et il suffit d’appliquer 5.1.10 @), avec S; = S%

5.1.13. Lemme. — Soit S’ un tore K-déployé maximal de G, défini sur K5, d’appar-
tement associé A’, et soit S, le sous-tore KO-déployé maximal de S'.

(i) L’ensemble Ay = A’ N F\, des points de A’ invariants par 3 est un sous-espace
affine non vide.

(i) Ay est Penveloppe convexe de Sy(K).x pour tout x € Ay et dim Ay = dim §,/S, n G,
ou C est le centre de G.

Quitte & remplacer G par G/C, on peut supposer que C = {1}. L’appartement A’
est invariant par X, qui y opére vig un groupe fini d’automorphismes affines (5.1.4),
d’out (i). Soit @’ le systéme de racines de G suivant S’ et V' Pespace vectoriel des trans-
lations de A’. Comme @’ engendre un sous-module d’indice fini de X*(§8’), le tore S,
est la composante neutre de P'intersection des noyaux (dans S) des caractéres a° — a pour
ae® et o eX. Mais le sous-espace V} des invariants de £ dans V’ est lui aussi l'inter-
section des noyaux des a® —a (cette fois-ci dans V'!) et (ii) en résulte (cf. 4.2.7).

5.1.14. Proposition. — Soit S’ un tore K-déployé maximal de G, défini sur K" et soit S,
le sous-tore Kb-déployé maximal de S'.

Soit F une facette de Uappartement A’ associé & S, rencontrant Ay = A'Nn Sy, On
suppose que Pimage de S, dans ®% en est un tore K-déployé maximal et qu’il nexiste pas de
Sacette ¥ & F rencontrant Ay telle que FC F' (p. ex. que dim F est la plus grande possible).
Alors :

() FA Sy, =F n Ay est ouvert (cf. I, 7.2.1) dans Ay et Ay est le plus petit sous-

espace affine de A’ contenant F N Ay,
(i1) F n'est contenue dans Uadhérence d’aucune facette ¥' + F rencontrant Sy
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(iii) Pour tout appartement A" contenant ¥, Dlintersection F 0 Fy est ouverte dans
A" N Ag;
(iv) Pour tout appartement A" contenant Ay, on a A" N Sy == Aj.

I’assertion (1) est immédiate. Pour démontrer (ii), reprenons les notations de
4.6.33 et 4.6.45. Comme Pextension K de K" est séparable, les KPS-sous-groupes
pseudo-paraboliques de ®% sont les K-sous-groupes pseudo-paraboliques invariants
par I, c’est-a-dire les images par p des facettes F’ e #(F) invariantes par X. Or,
comme &, est un tore K%déployé maximal de G}, tout K®-sous-groupe pseudo-
parabolique de G} est conjugué d’un K¥-sous-groupe pseudo-parabolique contenant &,
donc contenant le centralisateur de &, et a fortiori contenant &', donc image d’une
facette F' € #(F) invariante par T et contenue dans A’. Mais il résulte de (i) qu’une
telle facette est égale 2 F. On en conclut que p(F) = G2 est 'unique K%-sous-groupe
pseudo-parabolique de ) ct que F est 'unique élément de #(F) rencontrant .#,, ce
qu'il fallait démontrer.

1. assertion (iii) résulte alors de (ii) etde I, 9. 2.5 (iii), en y prenant M = A" N #,,
et (iv) résulte de I, 9.2.6 (i1).

5.1.x5. — Désormais, nous supposons, ce qui est loisible vu 5.1.12, que le tore K-déployé
maximal S contenant S¥ est défini sur K% Il en est alors de méme de T et les schémas S,
¥ et I° proviennent par changement de base de @"-schémas en groupes. De plus,
A, = #, N A est alors un sous-espace affine non vide de A (5.1.13) : autrement dit,
la condition (DI 2) de 1, 9.2.1 est satisfaite. La direction de A, est I'espace des invariants
de T dans V, c’est-a-dire le sous-espace V¥ introduit en 5.1.2, ce qui est conforme aux
notations de I, § g (g9.2.8).

De plus, nous supposons désormais que la valuation o appartient @ Ay (on prendra garde
que I'on ne peut pas cn général supposer simultanément que ¢ ¢ A, ct que @ cst une
valuation de Chevalley-Steinberg : il est aisé de donner des exemples oi A, ne contient
méme aucun point spécial de A). La famille des ensembles de valeurs (I;), c o est alors
invariante par Z en ce sens que Iy, = I, pour tous ae® et oeX. En cffet, si
k e T, I'image par ¢ de la racine affine «,, ={x€Ala(x — @) + k= 0} est encore
une racine affine, qui est {x e A|a(a)(x — ¢) -k =0}, d'oa kely,. De plus,

(I) ua(a),k = c(ua,k)'

Rappelons {4.2.2 et I, 9.1.6) que la famille o = (¢f),cot est
définie comme suit. Soit b € ®%; on a posé

P ={aec®|a" =b ou a¥ = 2b}.

5.1.16.

C’est une partie positivement close de ®, invariante par X. Pour tout %2 € R, Pensemble
P P P

Ub,k == H U“‘k . H Ua’%
aed)b,ah==b aeozd,ah=2b
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est un sous-groupe de U,(K) (I, g.1.5). On pose

of(r) =sup{k eR|ueU,,} (zeU,K)),

Uiy = Uy 0 Uy(KH) = {u e U,(KY) | 9j(u) Z £},

Id = gf(Uy(K%) —{1}),

I = {ef(n) |u e (K% — {1} et i(x) = sup of(xUy(K%)},
(cf. I, 6.2.2).

5.1.17. Lemme. — Soit L une extension galoisienne finie de K%, contenue dans K,
d’anneau de valuation Oy, de groupe de Galois =y, et soit M un O -module libre de type fini.

(1) Pour toute loi d’opération de Ty, dans M telle que, pour o€ Xy, Papplication m > m®
soit un oc-automorphisme de M, on a HIU(Z,, M) = {0} quel que soit q > 1.

(i1) Sous les mémes hypotheses, on a HY(Z, GL(M)) ={1}.

(iii) Soit X le Op-schéma en groupes canoniquement associé & M, muni de la loi d’opération
canonique de IMult dans M. Supposons donnée une loi d’opération (o, x) > x° de Xy, dans X telle
que, pour tout o, Uapplication x> x° soit un c-automorphisme de X et (t.x)° = (°.x° pour
teMult et xeX. Alors, X, muni de ces deux lois d’opération, est isomorphe au Oy-schéma en
groupes obtenu par changement de base O — Oy, a partir du O8-schéma en groupes X% associé &
un @%-module libre de type fini M? muni de la loi d’opération canonique de Mult et de la loi d’opé-
ration canonique de Ty, sur (X%),, .

Soit ¢ € 0y, d’image zeL telle que (¢°),x, soit une base normale de L sur
K" Alors, (¢°),cx, est une base de Oy sur 0% et det (¢*), .cx € OF. Il en résulte
aussitdt que ’ensemble MY des points fixes de Z; dans M est un ¢%-module libre de
type fini et que Papplication canonique de ¢, ® M¥ dans M est un isomorphisme de
0,-modules transformant I’action naturelle de Z; en ’action donnée sur M.

Pour démontrer (i), il suffit alors de montrer que HYZ;, 0;) ={o} pour ¢ > 1,
ce qui résulte de ce que le ;-module @, est un module induit ([28], p. 158) puisque
(¢%)gex, €n est une base.

Démontrons (ii). Ici aussi, il suffit de montrer que HYZ;, GL (0.)) ={1} et
pour cela de recopier la démonstration de Cartier (voir [28], p. 159) de P’assertion
analogue dans le cas des corps, en remarquant que des vecteurs 3y, ...,7, forment
une base de O} si et seulement si leurs images dans L" en forment une base.

Enfin, (iii) résulte de (ii) par descente galoisienne, puisque le groupe des auto-
morphismes de X muni de la loi d’opération de Mult s'identifie canoniquement 2 GL(M).

5.1.18. Proposition. — Soit a € ®. Notons X, le stabilisateur de a dans Z, K, le corps
des invariants de %, et O, Uanneay de valuation de K. Soit k eT,.

(i) Les O-schémas en groupes W, ., Wy, o et W, 4 Wy, o proviennent par changement
de base de O,-schémas en groupes dont le schéma sous-jacent est associé & un O,-module libre de type fini.
(i) Lapplication canonique W, (0,) — (W, /Wy, ) (K,) est surjective.
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L’assertion (i) résulte du lemme 5.1.17 (iii), compte tenu de 5.1.15 (1) et
4.4.19 (1) et (2). Comme HY(Z,, Uy, 5, (0)) ={0} (5.1.17 (i)) et que lapplication
canonique W, (0) — (U, /Uy, ) (0) est surjective (4.3.7), I'application canonique
U, (0 — (U, /Uy, ) (0,) est surjective, d’our (ii) puisque W, /2, 5 est lisse et 0,
hensélien.

5.1.19. Proposition. — Soient & € ®F et k eR. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) ke Ty

(ii) il existe ae® telle que a* =b et kel

Dire que %k e T'¥ signifie qu’il existe u € U,t,‘,k tel que
(1) ug 1 (Uppy -Us o) I U, 2

acob di=b acob,, di=2
C’est impossible si (ii) n’est pas satisfaite, puisqu’on a alors U, , = U, ;, .U, o pour
tout a € ® telle que a? = 4. Donc (i) implique (ii).

Réciproquement, soit a e ® tel que a? =156 ot kel,. Identifions U, /U, »
au schéma en groupes associé 4 un @,-module libre de type fini M. Il résulte de la cons-
truction méme du schéma U,, (4.3.2 et 4.3.5) que limage canonique I de
U, s Up e CU, 1 (0) dans (U, /Wy, ) (K) =M®K est un sous-K-espace vec-
toriel de M®K distinct de M®K, évidemment invariant par X,. Par suite,
(U, /Wy, ) (K,) ¢ 1 et il résulte de 5.1.18 (ii) qu'il existe v e U, ,(0,) = U, , N G(K))
tel que v ¢U, ;. Uy -

Posons * = II ° (compte tenu de ce que ° =» pour o €Z,). Consi-
s EX/Z,

dérons ’ensemble ¥ des éléments de @ de la forme o(a) + ¢'(a) avec o, 6" e Z. Cest
une partie positivement close de @ et la fonction g sur ¥ constante égale a 2k est concave
et satisfait & (Sch) lorsque w est dense (4.6.36 (1)). D’aprés 4.6.2, on peut donc consi-
dérer le schéma X = U, y, qui est associé & un O-module libre de type fini. Le
schéma X est invariant par T et le tore &% opére sur X par la racine non nulle 25; on
en déduit aussitdt en utilisant 5.1.17 (iii) que X provient d’un schéma X% associé a
un 0%-module libre de type fini et 5.1.17 (i) entraine que H(Z, X(0)) = {o}. Or,
le groupe des commutateurs du sous-groupe engendré par les Uy, , pour o eX est
contenu dans le produit des Uy, g c'est-d-dire dans X(0). Il en résulte que
Papplication o ¥~ '° est un 1-cocycle a valeurs dans X(0) et il existe donc y € X(0)
tel que u = xy € G(KY). Alors, u € U}, et u satisfait & (1). Par suite, (ii) implique (i).

5.1.20. Théoréme. — (i) Toute valuation ¢ € Ay se descend & G(K"); autrement dit,
la famille o8 définie en 5.1.16 est une valuation de la donnée radicielle (Z(K%), (Ud),coh) de
G(KY (cf. I, 9.1.11).

(i) Soit ¢ €A, et sout I8 Pimmeuble de G(KY) défini par of. Lapplication ¢ > P
est une bijection de AB sur Pappartement A% = ¢ + VR de S5,
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(iii) Identifions ainsi A, a Pappartement A", Les racines affines de A% sont les intersections
avec AR des racines affines de A associées & des racines ae ® — @, cest-a-dire non nulles sur V4.

Démontrons (i). Il suffit de vérifier que les hypothéses du théoréme g.2.10 du
chapitre I sont satisfaites. Or, nous avons vu successivement qu’il en est ainsi des condi-
tions (DDR 1), (DDR 2) et (DDR g) {(en 5.1.2), (DI 1) (en 5.1.4), (DI 2) (en 5.1.15)
et (DI3) (en 5.1.14 (ii) en prenant S =S8’ et S =S,). Enfin, (DV 1) est I’hypo-
thése ¢ € A, et (DV 2) résulte de 5.1.19.

L’assertion (ii) est évidente, puisque A, = ¢ + VB (5.1.13 et 15). Quant 2 (iii),
c’est une autre formulation de 5.1.19.

Remarques. — 1) Nous avons fait depuis le début de 4.6 ’hypothése que le schéma
canonique de fibre générique T admet un lissifié (cf. 5.1.1 ¢)), hypothése qui est tou-
jours vérifiée lorsque G est simplement connexe ou adjoint, ou lorsque o est discréte.
En réalité, le théoréme précédent reste vrai méme si on supprime cette hypothése : il suffit de
considérer le morphisme canonique de G dans le groupe adjoint ad G (cf. 4.2.14 et 15).

Il en est de méme des résultats ci-dessous concernant Pimmeuble #% (5.1.21
A 28), qui est le méme pour G et ad G.

2) Supposons G quasi-déployé sur K, et soit KY la plus petite extension de K
contenue dans K et déployant G. On a K = K(IZ”) et Pon vérifie immédiatement
que K est une extension admissible de K" de sorte que I’on peut appliquer 4.2. Les
valuations o de la donnée radicielle de G(K¥) (pour o € Ay) sont les mémes que celles intro-
duites en 4.2 (c’est-a-dire les valuations équipollentes & une valuation de Chevalley-
Steinberg), et Pimmeuble S est le méme que celui de 4.2. Cela résulte de 4.2.9 et de la
proposition 5.1.23 ci-dessous, mais peut aussi se voir directement. Considérons un
systtme de Chevalley-Steinberg C* de G sur K! relativement & S. Il définit canoni-
quement par extension des scalaires un systéme de Chevalley-Steinberg G de G sur K.
Soit ¢ la valuation de Chevalley de G(IN{) correspondant & C. Alors, d’une part § se
descend en une valuation de Chevalley-Steinberg ¢ de G(K) invariante par X, donc
en une valuation ¢ de G(K¥) au sens du théoréme précédent, d’autre part en la
valuation de Chevalley $% de G(Kh) correspondant & C¥. Par transitivité de la descente
(cf. I, 9.1.12 b)), il en résulte que ¢ s’obtient par descente de $% et est la valuation
de Chevalley-Steinberg de G(KY) correspondant a C¥,

5.1.21. Corollaire. — Les facettes de Pappartement A% de F9 sont les intersections non
vides de AR avec les facettes de A, ou encore les intersections avec A% des facettes de A invariantes
par Z.

Cela résulte de 5.1.20 (iii), compte tenu de ce qu’une facette de A est invariante
par Z si et seulement si elle rencontre Al

5.1.22. — Appliquons les résultats de 4.2.18 en prenant @, = @,, d’ott G, =Z
et L, = V% On a vu que le sous-espace Z(K).(A x V') de I'immeuble élargi J*
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de G (4.2.16) s’identifie & I'immeuble élargi S(Z) X V] de Z (avec Vi = Vix V)
de la maniére suivante : on choisit un point de A — et nous choisissons naturellement
le point ¢ — et & z.(x,0), avec z2e€Z(K), xe€A et ve V! on fait correspondre
z.(w(x), p(x — @) + v), ou p est la projection orthogonale de V sur V¥ et = est la
projection canonique de Z(K).A sur S(Z) (notée T dans I, 7.6.4). Vu 4.2.16 (1)
et (3), on a

Z.(n(2), p(¥ — @) +2) = (n(2.%), p(x — @) + 2 + 84(g)),
ol 6, est Phomomorphisme de Z(K) dans V} défini par
B(2),¢> = — (woc)(z) pour 2zeZ(K) et ¢ceXi(Z2)®Q.

Prenons en particulier z € Z(K"); alors z opérant sur . laisse fixe A% et y induit
la translation v%(z) € Vi, Tenant compte de ce que le sous-espace engendré par O
dans Xg(Z) ® R est Porthogonal du sous-espace V' de Vi, on voit que la translation v¥(z)
est donnée par

(1) V(2),by = — (wob)(z) pour bed

(avec les notations de 4.2.5, en identifiant X*(SH)® Q et Xyu(Z)®Q), autrement
dit, que I'on a

(2) oi(zuz™?) = @i(u) + (wob)(2) pour zeZ(KY) et bed

D’une maniére générale, nous dirons qu’une valuation { de la donnée radicielle de G(K")
est compatible avec w si elle satisfait & (2) (cf. 4.2.8). On montre alors exactement comme
en 4.2.9 :

5.1.23. Proposition. — Les valuations de la donnée radicielle (Z(K®), (U,),coh)
de G(KY) compatibles avec o sont les valuations o8 pour ¢ €Ay,

5.1.24. — Vu I, 9.2.14 ct 15, il existe une isométrie j et une seule de I'immeuble #5
de G(K®) pour ¢° dans immeuble & de G(K) telle que j(g.x) = g.j(x) pour tous x e S?
et geG(K". On a j(¢%) = ¢ et la restriction de j & appartement A% est Pinverse
de Papplication ¢ ¢ qui nous a permis d’identifier A, et A% (5.1.20 (ii)). On dit
que j est Pinjection canonique de % dans £. On a évidemment j(#%)C#, mais on a
vu au chapitre I que dans la situation générale du théoréme I, 9.2.10, on n’a pas
toujours j(F%) = Sy (p- ex. cette égalité peut étre inexacte dans la situation étudiée
en 4.2 lorsque K est une extension ramifiée de K). Ceci est cependant vrai dans le cas
de « descente étale » que nous étudions en ce moment :

5.x1.25. Théoréme. — L’injection canonique § de Pimmeuble % de G(K%) dans Pim-
meuble & de G(K) est une bijection de S sur Pensemble des points de S invariants par T :
aulrement dit, on a

Sy, =j(F%) = G(K¥).A,.
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Soit x € #,. 1l s’agit de montrer que x ¢ G(K%).A,. Soit F une facette de .#,
telle que x € F, que F N4, + o et que la dimension de F soit la plus grande possible.
En appliquant 5.1.10 b), & partir d’un tore K¥-déployé maximal de %, on construit
un tore K#-déployé S de G, contenu dans un tore K-déployé maximal S”’ défini sur K",
tels que F soit contenue dans I’appartement A” associé & S” et que S soit un tore
K¥-déployé maximal aussi bien de & que de G%.

Il existe geG(KY) tel que gS?g 'CS* (conjugaison des tores KO-déployés
maximaux!). Quitte & remplacer x par g.x, on peut donc supposer que S¥CS% Les
appartements A et A’ étant tous deux associés a des tores K-déployés maximaux conte-
nant S%, il résulte de 5. 1.3 qu’il existe un appartement A’ de .# contenant ¢ et S,(K").x,
donc ¢ et Ay (5.1.13). Mais ceci entraine que ¢ € Ay d’aprés 5.1.14 (iv), d’ou
SH(K").9CAy, et méme que Ay est 'enveloppe convexe de SH(KH%.¢ puisque
dim A}’ = dim 8%/S§ N C (5.1.13) est égale & la dimension de cette enveloppe convexe.
Par suite AfCA, et x €Ay, c.q.fd.

5.1.26. Corollaire. — Le groupe de Galois Z a un unique point fixe dans I'smmeuble S (Z)
du centralisateur Z. de S%.

En remplagant G par Z dans tout ce qui précéde, on voit que la restriction de ¢
a la donnée radicielle (T(K), (U,(K)),co,) de Z(K) se descend en une valuation de
la donnée radicielle (Z(K"), #) de type ¢ de Z(K¥). L’immeuble de cette derniére d’une
part est réduit & un point, d’autre part s’identifie, vu le théoréme, 4 ’ensemble des
points fixes de = dans S(Z), d’ou le corollaire.

Rappelons néanmoins que pour démontrer ce corollaire (et le suivant), nous
avons d{i, lorsque o est dense, postuler Pexistence de points fixes (5.1.5 a 7).

5.1.27. Corollaire. — Supposons de plus que G est anisotrope sur KA.

(i) Le groupe de Galois 2 a un unique point fixe dans Pimmeuble élargi S de G.
(i) Le groupe G(KY) des points de G rationnels sur K% est borné pour la bornologie
naturelle ().

On a en effet G = Z, donc ¥ a un unique point fixe dans #; mais £ a aussi un
unique point fixe dans V1 (P’origine), puisque G n’a pas de caractére rationnel sur K"
non trivial. D’out (i).

D’autre part, ’'unique point fixe de £ dans S est invariant par G(K"¥). Par suite,
Pimage de G(K") dans Isom .#! est bornée. Vu 4.2.19, ceci signifie que G(KY) est
borné pour #(w).

Remarque. — En fait, comme I’a montré G. Rousseau ([27]), le groupe des points
rationnels de tout groupe réductif anisotrope sur un corps hensélien est borné. Autrement
dit, Passertion (ii) ci-dessus reste vraie sans les hypothéses supplémentaires de ce para-
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graphe et en particulier sans imposer a priori la condition (DE). Une preuve élémentaire
de ce résultat a été récemment donnée par G. Prasad ([23]).

5.1.28. — Désormais nous identifierons Pimmeuble % de G(K®) avec Densemble Sy
des points fixes de X dans F grdce a Pinjection canonique j.

Corollaire. — Les facettes de S5 sont les intersections avec I° des facettes de S inva-
riantes par = (i.e. rencontrant $9).

Cela résulte du théoréme et de 5.1.21.
Par contre, s’il est vrai que tout appartement de #% est I'intersection avec .# d’un
appartement de A invariant par X, la réciproque est inexacte.

5.1.29. On peut également considérer 'immeuble élargi #! de G(K) et le
stabilisateur G! de £ C S dans G(K) opérant sur ! (4.2.16). Le groupe de Galois Z
opére sur ! et Pimmeuble ¢largi de G(K%) (défini comme en 4.2.16) s’identifie cano-
niquement & ’ensemble £} des points fixes de £ dans #1 : il suffit de remarquer que
F, = F X Vi, ot Vj est 'ensemble des points fixes de = dans V? et sidentifie natu-
rellement au dual de Xyh(G) ®R.

Notons que le stabilisateur G(KY)! de & y considéré comme partie de £y, est I'inter-

section G! N G(KY). En effet, si g€ G(K¥)1! etsi ¢ e Xg(G), ona w(c(g)) = % (c(g))

oll ¢, est la somme des transformés distincts de ¢ par Z et ol # est le nombre de ces trans-
formés, d’ou g e GL

Il résulte immédiatement de 4.2.19 que la bornologie naturelle sur G(KY)
(resp. G(K")1) est égale & la bornologie image réciproque de celle de Isom fﬁ (resp.
Isom £).

5.1.30. — Soit Q une partie bornée non vide de A%, C’est une partie de A inva-
riante par X. Si o est discréte ou si, lorsque o est dense, Q satisfait comme partie de # aux
conditions de 4.6.26 (ce qui ne peut étre réalisé que si pour tout a € ® nulle sur S
il existe 2el tel que A"C{xeA|a(x —9) +% =0}, condition qui n'est pas
toujours satisfaite), on lui a associé des 0-schémas GY, G, G, et Gf. Vu 4.6.30, chacun
de ces 0-schémas est invariant par 2 et provient par changement de base d’un ¢%-schéma
en groupes lisse, que nous noterons G¥, etc. Lorsque G est quasi-déployé sur K¥ on
vérifie sans difficaltés que GX (resp. Gf) s’identifie canoniquement au schéma noté G
(resp. ®g) en 4.6. Ceci nous permet, sans qu’une ambiguité en résulte, de noter plus
simplement Y le ¢°-schéma GY, ce que nous ferons désormais. Par contre, le schéma G
(resp. ®f) de 4.6 sidentifie seulement au sous-schéma ouvert de G4 (resp. G
dont la fibre fermée se compose des classes suivant G, (c’est-a-dire des composantes
connexes lorsque T est connexe) qui ont un point rationnel sur KA

Si @ est dense et si X est une partie bornée non vide quelconque de A" (resp. une
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facette de A%, on voit comme en 5.1.9 qu’il existe 8> o tel que pour tout e-épaissis-
sement f de X (resp. de la facette X’ de A contenant X) avec ¢ < §, les schémas G}, etc.,
sont invariants par T et proviennent de (%-schémas 05}’”, etc. Par passage a la limite
inductive, on voit que les K-groupes algébriques ®%, etc. (resp. %, etc.) sont cano-

niquement munis d’une structure de K¥-groupe algébrique. Enfin, on définit de maniére
¢vidente les groupes P¥A,

5.1.3I. — On voit alors aisément, et nous en laisserons le soin au lecteur, que
la plupart des résultats de 4.6 « se descendent » sur @® ou sur K" Citons notamment
4.6.10 (en utilisant 5.1.18 et un raisonnement analogue a celui de 5.1.19), 4.6.12
(le systtme de racines relatives du quotient quasi-réductif G% par rapport au tore
Kb-déployé maximal image de &% est I’ensemble des b € % telles qu’il existe & e I';f
avec XC{xeA|b(x — % + %k =0}), 4.6.28, 4.6.29 (on remarquera que le sous-

groupe Uj opére transitivement sur l'ensemble des appartements contenant Q et est
contenu dans ®%(0%)), 4.6.30 2 32.

5.1.32. Proposition. — Soit F une facette de #9 et soit FHT) létoile de F dans S¥.

() Lapplication p qui, & une facette ¥’ e F9(F), fait correspondre I’image canonique
de GY. dans ® est un isomorphisme d’ensembles ordonnées de F9(F) sur Pensemble des K"-sous-
groupes pseudo-paraboliques de ®Y ordonné par la relation opposée & Pinclusion.

Soit F' e S4(F).

(i) L’image réciproque de p(F') (KY) dans le fixateur connexe PP de F est le fixateur
connexe PY de ', et homomorphisme P¥ s p(F') (KY) est surjectif.

(iii) Soit Y un sous-groupe de NIF.NSNY; le normalisatenr de p(F’) dans YGH(K")
est Pimage canonique de Y' ®%(0%), o Y’ = (YNI N NANG)/NS., et Y GB(0%) en est
Pimage réciproque dans Y®L(04).

(iv) L’application ¥’ > p(F’) (K®) est un isomorphisme de S°(F) sur Pimmeuble combi-
natoire F3 du systtme de Tits de ®3(KY).

(v) Les images réciproques des appartements de S sont les ensembles de facettes de S 4(F)
contenues dans un méme appartement de S°.

La démonstration par descente & partir de 4.6.33, 34, 35 et 45 est facile et laissée
au lecteur. On tiendra compte pour (ii) et (iv) de ce que ’application canonique T°(0%)
dans T°(KY) est surjective puisque 0% est hensélien.

5.1.33. Proposition. — Soit Q une partie bornée non vide de Ab et soit S¥ un tore
K¥-déployé maximal de G. Supposons que le schéma canonique G¥ de fibre générique S¥ soit
contenu dans & (c’est-d-dire que Pinjection de S¥ dans G se prolonge en une immersion fermée
de G dans ®7), oit f est égale & fo, lorsque o est discréte et est un e-épaississement de Q lorsque
@ est dense. Alors, Q est contenue dans Pappartement A associé & S¥.
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Les tores S et G sont des sous-tores K®-déployés de &} et sont isomorphes.
Par suite, ©¥ est lui aussi un tore K%-déployé maximal de G et est conjugué de &
par un élément de GY(K"). La lissité du sous-schéma fermé Transp(S, &') de &f ([SGAD],
Exp. XI, cor. 5.2) entraine qu’il existe ge®H(0%) tel que S¥ = gS8%~ 1 d’ot la
proposition.

5.1.34. Remarque. — La méme démonstration montre plus généralement que
si f est une fonction quasi-concave sur ®, invariante par %, telle que G¥ C®?, alors
le schéma G} est aussi un schéma G obtenu & partir de S¥, d’un tore K-déployé
maximal S’ défini sur K% contenant S¥, de ’appartement A’ de .# associé & S’, d’une
valuation ¢’ € A’ N #7 et d’une fonction quasi-concave f’ sur le systéme de racines @’
de G suivant S’ invariante par X.

5.1.35. Lemme. — Soit k un corps fini, de cardinal = 4, et soit h un groupe réductif
défint sur k. Soit s un tore k-déployé maximal de h. Tout sous-groupe parabolique p de k contenant s(k)
contient s.

Comme % est quasi-déployé sur &, on peut choisir un sous-groupe de Borel b de &,
défini sur & et contenant s. Comme p N b est résoluble connexe ([4], 4.5) et contient
un tore maximal de % ([4], 4.6), il existe un tore maximal ¢ de A tel que s(B)CtCpnb
(I4], 11.2). 11 suffit alors de montrer que le centralisateur z de s(k) dans & est réduit
at:comme sCz cela entrainera s C¢Cp. Or, z est connexe ([4], 11.2) et, puisqu’il
contient £, est engendré par ¢ et les sous-groupes radiciels 4, pour @ décrivant ’ensemble
des racines positives de £ suivant ¢ nulles sur s(k) ([4], 3-4). 1l suffit donc de prouver
qu’une racine @ de 4 suivant ¢ ne s’annule pas sur s(k). Or, ou bien la restriction

$
de a 4 s est un élément primitif de X*(s) et a(s(k)) = &* #{1} désque Cardk =3, ou
bien il existe un élément &’ primitif dans X*(s) tel que a| = 24" et a(s(k)) = (#*)® +{1}
dés que Cardk = 4, d’ou le lemme. d

Remarquons que si le systtme de racines de & suivant s n’a pas de composante

de type C, ou BC,, alors toute racine est primitive et ’on peut remplacer 4 par g3 dans
Pénoncé du lemme.

5.1.36. — Dans ce numéro exclusivement, nous abandonnons les conventions en vigueur et
nous reprenons les notations de I, § 7. En particulier, # désigne 'immeuble d’un groupe G

doté d’une donnée radicielle valuée quelconque,  est son complété, A P'appartement
standard de ., etc.

Proposition. — Soient x € f, ze A, C une chambre de A contenant z dans son adhérence

et p la rétraction de S sur A de centre C (I, 7.5.7). Posons y = p(x) et soit A Padhérence de
la réunion des chambres vectorielles D telles que z €y + D. Alors, il existe une suite (z,),>,
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de points du segment [2y], convergeant de maniére monotone vers y, avec zy = z, et une suite (up),,
d’éléments de U, 5 telles que

(1) uMleupUzp+A pour tout p =1,
et
(2) x = p_llﬂ?‘w ", p.

C’est une variante de la premiére assertion de I, 7.5.2; comme la, il existe une
réciproque dont nous laissons la formulation et la démonstration au lecteur.
Posons B=P;. On a

(3) B=BnU,,.BNP).

En effet, soient ¥ P’ensemble des racines qui prennent des valeurs strictement positives
sur y — z et ¥, un syst¢éme de racines positives dans le systéme des racines s’annulant
sur y — z. Ainsi, ®f =W, U (— %) est un systtme de racines positives dans ©.
Comme d’habitude, notons Uy, etc. le produit des U, pour a e ¥, etc. Vul, 6.4.9,
on a

B=BnUg).BNU_y).(BNnUg).H,

d’onr (3), puisque BNUuCU, 5 et (BNU_y). (BN Ug) . HCP,.
Soit (,),> une suite de points de .# tendant vers x. Posons y, = p(x,) et soient
g, €B et u,eBNU,, , tels que x,=g,.9, et g, eu, P,. Pour tout p, on a

d(xp9 up.)’) == d(xp) gp)’) = d(.yp’.y)’

ou, rappelons-le, d représente la distance. On voit donc que les #,.y tendent vers x
et, quitte & remplacer la suite (x,) par une suite extraite de (u,.y), nous pouvons
supposer que %, = u,.y pour tout p, d’ol (2), et que la suite (d(x, x,)) est décroissante.
Choisissons arbitrairement une chambre vectorielle D contenue dans A et un vecteur
v eD. On montre alors, exactement comme dans I, 7.5.2, qu’il existe une suite
décroissante (1,),»; de nombres réels tendant vers zéro telle que u,; ‘u, e U, 120 +D
pour ¢ = p. Comme ’enveloppe convexede {y + A,v} U (24 A) contient y + 7,0 + A,

on a
4 €Uy ya0ip VU aC U n0ta

Mais alors, si 'on définit le point z, de [2y] par la relation
(23] =[w] N (U + X2+ 4)

dés que p =2 et que Pintersection du second membre n’est pas vide, et par z, = z

dans les autres cas, on voit que la condition (1) de I’énoncé est satisfaite,

Corollaire. — Soient xe S et ze.S. Tous les points du segment géodésique [xz],
sauf peut-étre x lui-méme, appartiennent & Pimmeuble J.
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On peut supposer z € A et reprendre les notations de la proposition, et I'on a alors

[zx[= pngl u,.[2, 2, ]CSH.

5.1.37. Proposition. — Supposons Card K% = 4. L’appartement A8 est alors Pensemble
des points fixes de GP(0F) dans le complété F4 de Pimmeuble S5, et a fortiori dans 99,

Soit x € S¥ fixe par G¥%(0%). Supposons x ¢ A% et soit z € A% 1l existe z’ e [zx]
tel que [2x] N A = [22]. Quitte & remplacer 2z par z’, on peut donc supposer
J2x[ N A = . Vu le corollaire précédent, on a [24[C .S % et il existe une facette F’
de £ et une seule rencontrant ]zx[ et dont ’adhérence contient z et donc la facette F
de A contenant z. Alors, F’, comme tous les points de [2x], est invariante par % et
par G%(0%). Le K¥%-sous-groupe pseudo-parabolique p(F’) de ®% est normalisé par G4(K"Y),
donc contient S4(K¥). Mais alors p(F’) contient &Y : si K¥ est infini, cela résulte de
ce que SH(K"¥) est dense dans le tore déployé G et si K¥ est fini, alors K¥ est parfait
et il suffit d’appliquer le lemme 5.1.35 aprés passage au quotient par le radical uni-
potent de . Par suite, 'image de p(F’) dans P'immecuble combinatoire £, de G}(K¥)
est contenue dans I’appartement associé 2 S% et F/ n 4% est contenu dans A% (5.1.32 (v)).
D’ott une contradiction, puisque F' n]zx[ + ¢ et A% N ]Jz[ = o.

5.1.38. Corollaire. — Reprenons les notations de 5.1.33, mais supposons seulement
que G¥ (0F) C(ﬁ;’(@h). Supposons de plus Card K% = 4. Alors Q est contenue dans Pappar-
tement de I associé & SY.

En effet, les points de Q sont fixes par GV (0%).

5.1.39. Corollaire. — Si Card K® = 4, et si Q est close, alors Q est Pensemble des
points fixes de PR dans SI°.

Cela résulte de 4.6.29 et 5.1.37 lorsque w est discréte. Si @ est dense, on utilise
5.1.38 et l'on raisonne comme en 4.6.29 en utilisant 4.6.40 (i).

5.1.40. Proposition. — Soit § un O"-schéma en groupes lisse de fibre générique G. Pour
que la fibre fermée de § soit réductive, il faut et il suffit que G soit déployé sur K et qu’il existe un
point x € I spécial en tant que point de S, tel que §H ~ G2

De 4.6.31, on déduit immédiatement que la condition est suffisante et que, si $
est réductive, G est déployé sur K et il existe un point spécial x € # tel que $, soit
0-isomorphe a ®J. Mais $(0) est invariant par I et x est le seul point fixe de ®;
dans # (4.6.29). Par suite, x est invariant par 5, x € #% et § est O%-isomorphe & G
(1.2.4).

5.1.41. — L’immeuble #% de G sur K® « dépend fonctoriellement » de K% De
maniére précise, soit K’% une extension de K% munie d’une valuation ' prolongeant w;
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supposons K'¥ kensélien et soit K’ un hensélisé strict de K%, qu’on peut supposer conte-
nant K; supposons enfin que la plus petite extension K’ de K’ déployant G soit une
extension admissible de K’ (ce qui est toujours vrai si o' est discréte (1.6.1)). Considérons
Pisométrie canonique j de 'immeuble de G sur K dans 'immeuble £’ de G sur K’
(4.2.24). Par transport de structure, le groupe de Galois %' = Gal(K'/K'%) opére
sur .#’, et opére sur # via I’homomorphisme de restriction Gal(K’/K'%) — Gal(K/K"),
et ces lois d’opération sont compatibles avec j. Il en résulte que les points de j(.#%) sont
fixes par X, ce qui entraine immédiatement que la condition (DE) de 5.1.5 est satisfaite
pour G considéré comme groupe algébrique sur K'. On peut donc considérer 'im-
meuble #% de G sur K8, qui n’est autre que I’ensemble des points fixes de £’ dans &
(5.1.25), et la restriction de j & #¥ est une isométrie, dite canonique, de S% dans S8,
compatible avec les lois d’opération de G(KY).

Remarquons que ¢’ = j(¢) est une valuation de la donnée radicielle de G(K')
associée au plus grand sous-tore K’'-déployé S" de T (4.2.24) et que ¢’ se descend
4 G(K) suivant ¢, donc & G(K¥) suivant ¢% D’autre part, ¢’ est invariante par X',
donc se descend 2 G(K'%) suivant une valuation ¢'% (5.1.20 et 5.1.25). De I, 9.1.12 5),
on déduit que ¢ se descend & G(KY) suivant ¢¥ ce qui permet d’appliquer les résultats
de I, § 9.

Lorsque K'% est une extension étale de Kb on a K’ = K et 'isométrie canonique
de #% dans % est simplement l’injection canonique de ’ensemble des points de S
invariants par Gal(K/K") dans ’ensemble des points de £ invariants par Gal(K/K'%).
Si de plus K'% est une extension galoisienne de K", alors #% est ’ensemble des points
de #'% invariants par Gal(K"%/K%),

5.2. Sous-groupes parahoriques.

Désormats, nous supposons que la valuation o de K est discréte. On conserve de plus
les hypothéses et notations précédentes. En regle générale, les objets attachés a la
valuation ¢% de G% = G(K*) seront désignés par la lettre qui leur est attribuée par
les conventions du chapitre I et des paragraphes précédents, affectée de ’exposant &,
qu’on se permettra parfois d’omettre. Par exemple, N¥ est le stabilisateur de A" dans G,
c’est-a-dire le groupe des points rationnels sur K% du normalisateur de S% dans G,
HS est le fixateur de A% dans G c’est-a-dire le sous-groupe formé des z e Z(K¥) tels
que vi(z) = o, etc.

5.2.1. — Le schéma 3. Nous avons déja remarqué que le centralisateur Z de S*
satisfait a toutes les conditions mises sur G, et qu’on peut donc lui appliquer tout ce
qui précede. De plus, nous avons vu que le groupe de Galois X a un unique point fixe x
dans 'immeuble #(Z) (5.1.26). Appliquant alors & Z et & Q = {x} les résultats de
5.1.30, on trouve un (P-schéma en groupes lisse 3{@ de fibre générique Z, que nous
qualifierons de canonique et que nous noterons plus simplement 3.

354



GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 163

D’autre part, désignons par Z', comme en 4.2.16, ensemble des z € Z(K) tels
que o(x(2)) = o pour tout y e Xi(Z). D’aprés 4.6.28 (i), on a
3(0) ={zeZ'| z.x = x}.
Mais, Z! N Z(K%) est ensemble des zeZ(K% tels que w(3(2)) =0 pour tout
x € Xxa(Z) et Xin(Z)®Q s’identifie 2 la somme directe de
Xii(G) ® Q = X;(CG) @ Q
et du sous-espace vectoriel engendré par ®F dans X*(S%) ® Q. Par ailleurs, Z(KY)
laisse fixe I'unique point x € #(Z) invariant par . On en déduit, vu 5.1.22 (1), que
3(0°%) ={zeZ(K"% n G'|+i(2) = o}
Si le centre connexe de G est K¥-anisotrope, par exemple si G est semi-simple, alors
GiCG' et
3(0%) = {z e Z(KY) [v1(2) = o} = HA.

5.2.2. — Les schémas U, , 4. Soit b e @ et soit k¢ eR avec ¢ < 2k. Posons,
comme en 5.1.16, ® ={ae®|a" = b ou 25}. La fonction g:® —R définic par
g(a) =k si a®=b et gla) =¢ si a" = 2b est concave. On peut donc, d’aprés 4.6.¢2,
considérer le schéma en groupes U, 45, que nous noterons aussi U, ;4 (ou simplement
U, , lorsque 4 est non multipliable). Comme I’application produit

11 ua,(k, H X I ua,l - ub,(k, ¢

aG(Db,a =b aed)lb]d,ah=2b

est un isomorphisme de schémas (4.2.6), on a, avec les notations de 5.1.16 :
ub,(k,l)(@ = Ub,erzb,l,

relation qui caractérise 1, , parmi les schémas lisses de fibre générique U,. De
plus, il est clair que U, , , est invariant par % (5.1.15), donc provient d’un 0%-schéma
en groupes lisse encore noté U, ;. . On vérifie aisément (en raisonnant comme en 5.1.19)
que

Wy (0% = U Ul

Le schéma en groupes Uy, , s’identifie & un sous-schéma en groupes fermé distingué
de U, ;4 et Pon déduit facilement de 5.1.18 que les schémas W, p, Uy, et
W, 1,/ Uz, ¢ sOnt des schémas associés a des 0%-modules libres de type fini.

5.2.3. — Plus généralement, soit ¥ une partie positivement close de ®7 et soit
g:¥ >R une fonction concave. Considérons I’ensemble ¥# des ae® telles que
a? e ¥ et la fonction concave g¥ sur ¥# définie par g¥(a) = g(a%). De 4.6.2 on déduit
un schéma en groupes lisse U# ¢#, qui est invariant par Z (5.1.15 (1)) et provient
donc d’un @%-schéma en groupes lisse que nous noterons I, w. L’application produit

H 13 f e ) |
bEFy b, (9(b),(28)) 0¥
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est un isomorphisme de @%-schémas. Si’on s’est donné un systéme de racines positives @3+
dans @%, et une fonction concave g sur ®%, on pose UF = U, oh+. Lorsque g = fq,
oit Q est une partie bornée non vide de A%, on pose UZ" = UF, etc. : ce sont des sous-
schémas en groupes fermés de G et WAH(0%) = UZH (conformément & nos conven-
tions, Ug¥ est le sous-groupe engendré par les Ug’fﬂ(b) pour b e®* (I, 7.1.1)).

5.2.4. — Soit Q une partie bornée non vide de A%, Comme I'image de A% dans #(Z)
est 'unique point x invariant par X, on voit aisément que I'adhérence schématique
de Z dans ®51 s'identifie 2 3. Du théoréme 2.2.3 et de son corollaire 2.2.8, résulte
alors que le morphisme produit

Uzt x FxULE > B (resp. Ugh x 30 X UGH - B2

est un isomorphisme de O%-schémas sur un ouvert G (resp. €F) de Gf (resp. ®2).

On montre alors comme en 4.6.6 et 7 que
6% = UZH(0Y). G, &Y = UFi(0Y). Cf = 6.3,
G(0%) = UGHOM) U (O ULH(0M) 3(0%) = UL" U N,
G4(0%) = 6a(0M3(0%),

ot N = N¥ n 3905 UL. De plus G(0%) est le sous-groupe PO de G engendré par Uj
et 30(0%).

5.2.5. Proposition. — 8i G est simplement connexe, alors le O%-schéma en groupes cano-
nique 3 de fibre générique Z est connexe, ie. on a 3° = 3.

Prenons pour Q une facette F de A%, Comme F est une partie d’une facette de A,
on a Gp =62 (4.6.32). Par suite, Pouvert G de 5.2.4 est a fibres connexes et 3
est nécessairement connexe,

5.2.6, Définition. — Les sous-groupes parahoriques (resp. les sous-groupes d’lwahori)
de G sont les fixateurs connexes dans G(K) (4.6.28) des facettes (resp. chambres) de I'immeuble #.

Autrement dit, les sous-groupes parahoriques de G sont les groupes P = G%(0)
de points entiers des composantes connexes des schémas associés aux facettes de 2.
Rappelons que l'application F > P} est injective (4.6.29).

Un K"-sous-groupe parahorique de G est par définition un sous-groupe parahorique
invariant par le groupe de Galois 3, ou, ce qui est équivalent, vu 4.6.29, le fixateur
connexe dans G(K) d’une facette de .# invariante par £ ou encore d’une facette de S q
(cf. 5.1.28). De 5.1.27 résulte alors :

5.2.%. Proposition. — $i G est anisotrope sur K%, alors G posséde un unique K" -sous-
groupe parahorique.
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5.2.8. Proposition. — Deux KO-sous-groupes parahoriques sont égaux si et seulement si
leurs intersections avec G(KF5) sont égales.

Soient F et F’ deux facettes de #%. Supposons que P% n G(K¥) = P} n G(KY)
et montrons que F =F’. Comme F et F’ sont contenues dans un méme appartement
de .#% on peut, quitte & conjuguer par un élément de G(K¥), les supposer contenues
dans A% Si alors F’' ¢ F, il existe un élément u € UY ne fixant pas ' (I, 7.4.5);
mais U3CP N G(KY), d’ou une contradiction. Par suite F =F et F =F".

Cette proposition justifie que Pon appelle parfois, par abus de langage, sous-
groupes parahoriques de G(K?%) les intersections avec G(K?) des KA-sous-groupes
parahoriques de G.

5-.2.0. Si G est simplement conmexe, on a vu (4.6.32) que le fixateur connexe
d’une facette F de # est égal & son fixateur ou a son stabilisateur dans G(K) et par suite
est aussi le fixateur ou le stabilisateur de n’importe quel point de F. Les groupes de
points rationnels sur K% des K%-sous-groupes parahoriques de G sont donc alors les
fixateurs dans G (K" des facettes de £

5.2.10. Proposition. — Supposons G simplement connexe. Soient C une chambre de A",
B le fixateur de C dans G(KY), S Pensemble des réflexions par rapport aux murs de C dans Uappar-
tement A8,

(i) Le quadruplet (G(K%), B, N% S) est un double systtme de Tits (I, 5.1.1) dont le
groupe de Weyl est le groupe de Weyl affine du systéme de racines affines de A¥ et dont les sous-groupes
parahoriques (I, 1.5.1) sont les groupes de points rationnels sur K® des K"-sous-groupes paraho-
riques de G.

(i1} Deux KO-sous-groupes parahoriques de G sont comjugués dans G(K) si et seulement
si ils sont conjugués par un élément de G(K5) et si et seulement si leurs intersections avec G(K?)
sont conjuguées dans G(KY).

Vu 1, 6.5, il suffit pour prouver (i) de montrer que v*(N¥) se réduit au groupe
de Weyl affine du systtme de racines affines de A% ou encore que si n € N% stabilise
la chambre G, alors v¥(r) = 1. Or ceci est évident, puisque comme nous I’avons rappelé
plus haut, stabilisateur et fixateur de C dans G(K) sont identiques.

Démontrons (ii). D’aprés 5.2.8, les deux conditions de (ii) sont équivalentes. Il
nous suffit donc de montrer que si F et F’ sont deux facettes de #%, si P et P’ sont les
K%-sous-groupes parahoriques correspondants et si g € G(K) est tel que P’ = gPg™ 1,
alors P et P’ sont conjugués par un élément de G(K¥). Comme toute facette de 4% est
transformée par un élément de G(K?) d’une facette contenue dans ’adhérence de la
chambre C, on peut supposer F, F’C C. Soit F (resp. ¥, C) la facette de .# dont Pinter-

section avec F9 est F (resp. ¥/, C). On a FI'cC et F= g.ﬁ. Or deux facettes
contenues dans l’adhérence d’une méme facette ne peuvent étre conjuguées par un
élément de G(K) que si elles sont égales (I, 2.1.6, compte tenu de 4.2.22), donc P = P,
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5.2.11. — Si G n’est pas simplement connexe, les deux assertions de 5.2.10 sont
en général inexactes. L’assertion (i) est déja fausse pour G = PGL,; nous discuterons
de (ii) plus loin.

On peut dire que le passage du cas simplement connexe au cas général d’un groupe
réductif connexe quelconque fait apparaitre des phénomeénes analogues & ceux qui
apparaissent dans 1’étude classique des groupes réductifs sur un corps quelconque du
point de vue des sous-groupes paraboliques et des syst¢émes de Tits a groupe de Weyl
fini, lorsque l’on passe du cas des groupes connexes a celui des groupes non nécessairement
connexes.

Introduisons un sous-groupe de G* qui va jouer en quelque sorte le réle de « compo-
sante neutre » de G A savoir le sous-groupe G’ de G* engendré par les groupes de
points rationnels sur K% des K%sous-groupes parahoriques de G. Vu 5.2.4, c’est aussi
le sous-groupe engendré par 3°(¢%) et les U pour & € ®%. Si G est simplement connexe,
5.2.10 (i) entraine que G’ = G% Dans le cas général, soit o : G -~ G un Kfrevé-
tement simplement connexe du groupe dérivé de G. La restriction de ¢ au centrali-
sateur Z du tore K%-déployé maximal S = e 1(S%) de G se prolonge en un morphisme

du @%-schéma canonique § de fibre générique 7 dans 3 (car (,o(?;(@)) C 3(0) : voir
4.2.15) et, comme 3 est connexe (5.2.5), on a @(3(0%)) C 3°(0%), dov o(G(KY)C G’
et G’ = 3%0").9(G(KY).

5.2.12. Proposition, — Soient C une chambre de A%, B’ le fixateur de C dans G', S
Pensemble des réflexions par rapport aux murs de C et N’ = Nf n G

(1) Le quadruplet (G', B',N', S) est un double systéme de Tits dont le groupe de Weyl
est le groupe de Weyl affine du systime de racines affine de A% et dont les sous-groupes parahoriques
sont les groupes de points rationnels sur K& des KP-sous-groupes parahoriques de G.

(ii) Linjection de G’ dans G% est un homomorphisme B'-N'-adapté, de type connexe

(I, 4.1.3).

Cela résulte facilement de I, 6.5.

Remarquons que si H est un groupe réductif non connexe, défini sur K% de
composante neutre H’ = G, linjection de G’ dans H(K") est encore un homomor-
phisme B’-N’-adapté, mais qui n’est plus nécessairement de type connexe.

5.2.13. — Donnons un contre-exemple a P’assertion (ii) de 5.2.10 dans le cas
non simplement connexe. Soit L une extension quadratique de K% contenue dans K
et prenons pour G le groupe adjoint du groupe G, de la forme hermitienne
X% + 2% x -+ aSx_ +agx_, sur L* (cf. 4.1.4). Le groupe G est quasi-déployé
sur K% déployé sur K, et isomorphe sur K 4 PGL,; Péchelonnage & de Gy est de type A,

(4.2.23) et 'image E de G(K) dans le groupe des automorphismes du graphe de
Dynkin A de & est le groupe des permutations circulaires des sommets o, 1, 2, 3 :
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§ = générateur de &,
o = générateur de Gal(L/Kh).

Quant au groupe de Galois %, il opére sur A via Gal(L/K") et le générateur o de
Gal(L/K%) opére par I’échange des sommets 1 et 3. Soit alors C une chambre de £
invariante par X (cf. 4.2.3). Les deux sous-groupes parahoriques de G associés aux
facettes de type {o,2} et {1, 3} de C sont invariants par £ et sont conjugués par un
élément du stabilisateur de G dans G(K) d’image £. Mais I'un de ces deux K&sous-
groupes parahoriques est maximal et I’autre ne ’est pas. Ils ne peuvent donc pas étre
conjugués par un élément de G(K¥).

On peut aussi donner des exemples de deux sous-groupes parahoriques maximaux
invariants par ¥ conjugués dans G(K) et non conjugués dans G(KY),

Cependant, pour répondre & une question de Y. A. Nisnevich, donnons un résultat
positif.

5.2.14. Proposition. — Supposons G semi-simple et déployé sur K et soient x, y deux
points de F9 qui sont des points spéciaux de F. Si les deux KB-sous-groupes parahoriques maxi-
maux P et P sont conjugués par un élément de G(K), ils le sont par un élément de G(KY).

Notons tout d’abord que les hypothéses faites reviennent a dire que l'on s’est
donné deux @%schémas en groupes semi-simples (i.e. dont les fibres sont des groupes
semi-simples) lisses de méme fibre générique H. En effet, comme K est strictement
hensélien, le groupe H est nécessairement déployé sur K (cf. 4.6.31) et vérifie auto-
matiquement toutes les conditions que nous avons imposées & G; enfin, 5.1.40 montre
que ces schémas sont ceux associés & deux points de #% spéciaux dans ..

On peut évidemment supposer que x ct y appartiennent & A% Si P) et P) sont
conjugués dans G(K), la décomposition de Bruhat G(K) = P)N(K)P} (I, 7.3.4)
entraine l’existence d’un élément n e N(K) tel que y = n.x. Puisque x est un point
spécial de A, P} nN(K) contient un systtme de représentants du groupe de Weyl
W = N(K)/T(K) et 'on peut prendre zn e T(K); v(n) est alors une translation inva-
riante par le groupe de Galois 2, puisque son vecteur y — x Iest.

Soit 7 une uniformisante de K% qui est aussi une uniformisante de K, et soit T,
le sous-groupe de T formé des t € T(K) tels que x(¢) soit une puissance de m pour tout
x € X*(T). Comme T est déployé sur K, on a T(K) = T_.T,(K) (cf. 4.4.1); comme
G est semi-simple, le noyau de la restriction de v & T(K) est égal a T,(K) et v définit
un isomorphisme de T, sur v(T(K)); enfin, T, est invariant par X et v est compatible
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avec les actions de X. Par suite, il existe un €lément ¢ € T, N T(K") et un seul tel que
v(t) =v(n). On a alors y =1¢.x et Pj=1Pi¢~", c.q.fd.

5.2.15. Remarque. — La proposition précédente devient inexacte si I'on ne
suppose plus que G est semz-simple. Un contre-exemple est fourni par le groupe U, d’une

forme hermitienne isotrope & deux variables relative 4 une extension quadratique étale
du corps de base K".
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ANNEXE. — Relations de commutation

Dans cette Annexe, K désigne un corps (éventuellement fini) et G un groupe
réductif connexe, défini et quasi-déployé sur K. On reprend les notations de 1.1 et 4.1.
On choisit un systéme cohérent d’épinglages (x,),cqo des U,, déduit d’un systeéme de
Chevalley-Steinberg donné (4.1.16) et ’on note V, le K-groupe algébrique source de x,.

A1 Soient a,be® avec b+ — a, et choisissons un ordre total sur
(@a+8) nd® (). Daprés 1.1.8, il existe une famille (v ,;);c(r5ne €t une seule de
morphismes de K-variétés

Yot VaX V=V,

telle que le morphisme commutateur v, , soit le composé

(25, zp)2 IIvg, s prod
U xU, "5V, xV,— I V,—>G.
ccla+bn®

Le but de cette Annexe est de donner des formules presque entiérement explicites pour
les vy; ;. Disons tout de suite qu’il n’y a la rien de vraiment nouveau : les résultats qui
suivent sont au moins implicitement contenus dans [14] et [g1], mais n’ont jamais été,
a notre connaissance, complétement explicités et il n’était peut-étre pas inutile que
ces formules soient effectivement écrites quelque part. Cependant, nous laisserons au
lecteur le soin de faire les calculs qui permettent de les établir & partir de [14] et [31]

(voir aussi I, § 10, [35] et [41]).

A.2. Il est clair qu’il suffit d’étudier le cas ot G est simplement connexe et
K-simple, donc de la forme II,xG’, ot L est une extension séparable de degré fini

de K et ot G’ est un groupe algébrique défini sur L, simplement connexe, absolument
simple et quasi-déployé sur L. Les systémes de racines de G et de G’ s’identifient natu-
rellement et les v , sont les I} x des morphismes analogues pour G'. Par suite, il suffit
de considérer le cas o G est absolument simple, ce que nous supposons désormais.

A.3. — Il résulte alors de 4.1.16 que, pour 4 € ®, la source V, de I'épinglage x,
est de 'un des trois types suivants :

(I) La droite Dg;

(IT) Le groupe algébrique IT; x D, , o L est une extension quadratique ou cubique
séparable de K;

(IIT) Le groupe algébrique H(L, K), ou L est une extension quadratique sépa-
rable de K (4.1.9).

(*) Enréalité,les Uypour ¢€ (a + b) N ® commutent entre eux, et le choix de cet ordre est sans conséquence,
sauf dans le cas out { 4, b } est une base d’un sous-systéme de racines de type G, de ®.
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De plus, les corps L qui interviennent pour les différents a € ® de type (II)
ou (III) sont tous égaux, & condition, lorsque G est de type °D,, de choisir convena-
blement le systéme cohérent d’épinglages, ce que nous supposons fait.

A 4. — Dans le cas oit G est déployé, les v; , sont donnés par les formules de
Chevalley ([14]; cf. 3.2.3), sur lesquelles repose finalement tout ce qui suit. Mais on
sait que ces formules ne donnent les y; , qu’au signe prés et qu’il n’existe pas en général
de maniére naturelle de déterminer ces signes (cf. [35]). Dans le cas non déployé, a
cette incertitude des signes s’ajoute I'impossibilité d’éliminer celle due au groupe de
Galois de L, lorsqu’il y a des racines de type (II) ou (IIT) avec L quadratique (cf. 4.1.17%).

C’est pourquoi nous ne donnerons les y; , qu’a une « similitude » prés : deux
morphismes de V, X V, dans V, sont dits semblables (en symbole : ~) s’ils ne différent
que par des opérations des types suivants effectuées successivement sur 'un ou plusieurs
des groupes V :

— passage a l'inverse;
— automorphisme déduit de I'unique K-automorphisme ¢ non trivial de L, lorsque
V est de type (II) ou (III) et que [L:K] = 2.

Par exemple, les opérations permises sur V dans le cas (III) sont les suivantes :
(u,v) > (— u, — v -+ u° u),
(u, 2) > (u°, %),
(u, 0) b (— 4°, — 0° + u° u).

A.5. — Soit L une extension séparable de K. Nous noterons Nr et Tr les mor-

phismes de K-variétés de [, 5D, dans Dg définis comme suit. Pour toute K-algébre R
et tout uell xD (R) =L®R, on pose

Nr(u) = Normey, 5 gpt € R = Dg(R),
Si de plus L est une extension cubique de K, il existe un endomorphisme 6 de

IT,x®y et un seul tel que Nr(u) = u6(u) pour toute K-algebre R et tout # e LOR.
Enfin, on note * le morphisme de (Il x®;)* dans II;x D, défini par

ukv=0@u+0v)— 0 —06(r (1,veL®R).

A.6. Donnons maintenant les v}, dans les différents cas possibles (en nous
limitant bien sfir & ceux ot (a + &) NP + o!). Reprenons les notations et la classi-
fication de 4.1.16, avec les simplifications dues & I’hypothése G absolument simple,
qui entraine L, =K et X = Gal(IN(/K). Lorsque @ est réduit, nous identifions @

et ® par la bijection 2 R .a. Enfin pour 4,5 € ® ou @, on note ab Pangle de a et de &.
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a) Card £ = 1. Autrement dit, K = K et G est déployé sur K. Alors V, = Dy
pour toute @ €® et les formules de Chevalley ([14], 3.2.3) disent qu’il existe des
entiers Cj , (égaux a 1, 2 ou 3) tels que

¢ (u, v) ~ G uPo? our ¢ = pa -+ gb e ®, p, g e N,
Ya, b 2, b P b q b q

b) Card T = 2 et @ est réduit. Autrement dit, G est de type *A,,_; (i.e. SU,,)
pour n=2, 2D, (ie. Spin, non déployé) pour n=4 ou 2E,. Alors, L =K et
[L:K] = 2.

— Si ab= g0o° ce qui entraine que a4 et b sont courtes, que ¢=a + b est
longue, que V, =V, =1II D, et que V, =Dy, on a
Y25%(u, ) ~ Tr(ua).
— Si ab = 120° ce qui entraine que c=a-+5b et que V, =V, =V, est

égal a D (resp. I xDy) lorsque a, &, et ¢ sont longues (resp. courtes), on a

Y:,JZ b(u: I)) ~ uv,

— Si ab = 135° et si a est courte et b longue, on a V, = Il x D, et V, = Dy;
de plus, ou bien ¢=a+ b, ¢ est courte et V,=II xD;, ou bien ¢=2a+ b,
¢ est longue et V,=D. On a

Y:,-:b(u: l}) ~ uv,
o ¥(u, v) ~ v Nr(u).

¢) Card = = 2 et © nest pas réduit : autrement dit, G est de type ®A,, (i.. SU,, , ;)
avec n=1. Alors, L=K et [L:K] = 2.

— Si ab = 90° et si a et b sont non pluriels, alors ¢ est pluriel et contient les deux

racines a - b et é (@+5). Ona V,=V,=I D, V,=HLK) et
Ys (4, v) ~ (0, v°u® — uv).

— Si ab = go° et si a et b sont pluriels, alors ¢ est non pluriel et contient la seule
racine ¢ +4. Ona V,=V,=H(LK), V,=II 43D, et

Y:,b((u, ”)’ (u,a v’)) ~ uu',
— Si ab = 1209, alors 4, b et ¢ sont non pluriels, ¢ =a + b,

Vo=V, =V, =Tl 1xgDy, et v;,(u0)~uw.

— Si ab = 135° et si a est non pluriel, alors & est pluriel, V, =II; D,
V, = H(L,K) et ou bien a¢ = 45° ¢ est pluricl, contient les deux racines a -+ &
et 2¢ + 25, V,=H(L,K) et

Y:,b(ua (u,> Z)')) ~ Yz,a((u’: D'), u) ~ (uu,> uu® vru)’
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ou bien ac = go°, ¢ est non pluriel et contient la seule racine a 4 2, V, = My x®y et
Ya, (% (' 0) ~ ¥3,6((', '), 1) ~ ur.

d) ete) Card T = g ou 6. Autrement dit, G est une forme trialitaire de D,. Alors,
L est une extension cubique de K et I’on peut choisir le systéme cohérent d’épinglages
de telle sorte que :

— Si ab = 600, alors c=a+4 b, V,=V, =1l xD,, V, =D et
Ya,5(% v) ~ Tr(uo);
— Si ab = 1200 et sia et b sont courtes, alors V, =V, =1II; x Dy et

uU*v lorsque ¢ = a + b, dou V, =11 kD,
Yo 54, 0) ~ { Tr(0(u)v) lorsque ¢ = 2a -+ b, d’out V, =Ty,
Tr(ub(v)) lorsque ¢ =2b 4+ a, doit V,=Dy;

— Si ab=120° et si @ et b sont longues, alors ¢=a - b est longue,
V,=V, =V, =9 et 'on a

Yoo (4, 0) ~ uv;

— Si ab = 150° et si a est courte, dod V,=1Il x®, et V,=Dg, on a:
uy sic=a- b, dota V, =11, x D,
. e 0(u)o si ¢ = 2a -+ b, doa V, =11 xD,,
Ya,s{t> 2) et X305 ) ~ Nr(u)v sic=3g8a+b douV,=Dy,
/ C.Nr(u)s? si ¢ =ga + 26, do0 V, =Dy,

o G est un entier égal & 1 ou 2 suivant l’ordre total choisi sur (¢ 4 ) NP (et qui
n’est pas le méme pour v; ,(u, v) et v; (v, u)).

Remarque. — Sous la forme ou ils ont été énoncés, les résultats de cet Appendice
sont valables que ’on pose (x,7) = xpx~ 'y~ !, comme dans I, ou (x,9) ="'y lay,

comme dans [NB] A, chap. L
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Errata et Addenda au chapitre I

E.x. P. 29, dans le « Tableau des échelonnages irréductibles », ajouter en
huitiéme position I’échelonnage
B-BC, 2 B, BC, o=y o===0

E.2. P. 136, n® 6.4.8, il est préférable de renforcer légérement la définition
des fonctions quasi-concaves en exigeant qu’elles satisfassent en plus de (QGC 1) et (QC 2)
a la condition

(QG o) Pour toute ac® telle que 2a € ®, on a f(2a) <infTy, N [2f(a), + .

11 est clair qu’une fonction concave satisfait a (QC o), de méme que toute fonction f,
associée a une partie d’appartement (I, 7.1.1). Remarquons aussi que (QC o) entraine
que le groupe dérivé de U, ., est contenu dans Uy, 4o, . Bien entendu, tous les résultats
démontrés dans I pour les fonctions quasi-concaves restent a fortior: valables avec la
nouvelle définition.

En fait, cette modification ne change pas grand-chose. Soit en effet f:® —>l’\i;
posons g(a) = f(a) pour ac®, aj2 ¢ ® et g(2a) = inf( f(24), 2f(a)) pour g, 2a € ®.
I1 est clair que (avec la notation de I, 6.4.9)

(1) Xe = Us ta) Uza, f12a) = Ua,g1a) Uza, gt20)

pour toute a € @™ (par contre, on peut avoir Uy, yoq F Uy, jop) PoUr 24 € ® — @™,
Il en résulte que les groupes U, et U, sont égaux, donc aussi leurs intersections U, , et U, ,
avec U, pour a € ®. Montrons que st f satisfait & (QC 1) et (QC 2), alors g satisfait &
(QGC 0), (QG 1) et (QC 2). C’est évident pour (QC o). Montrons que g satisfait a (QC 1) :
c’est immédiat d’aprés (1) si a e @ Si g, 2a € ®, posons

h, =inf{keT,, |k=g(+ 2q)} R

(cf. I, 6.4.10), de sorte que Uy, y19) = Upgys, - On montre comme en I, 6.4.11
que k. +kh_=o0, que bk, + k_> o entraine N*CH etque k_+ k_ = o entraine
hy €Ty, et y(NI) ={1,7,,}. De I, 6.3.2, 6.3.3 et 6.3.4 résulte alors que
U_ 34 4(—20) Uza gy NP est un groupe, c.q.f.d.

Montrons enfin que g satisfait a (QCz2). Comme U,,,DU,, pour tout
ae®, avec égalité sauf peut-étre si a e ® — @™, on voit aussitdt que le seul cas &
examiner est celui du commutateur Y = (U, jon> Uy y5y) avec a, 2a,b € ®, lequel
est nul sauf si {4, } forme une base d’un sous-systéme de type BC, de ®, composé des
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racines a, 24, 2a + b, a + b, 2(a + b), b et de leurs opposées. Soient V; le sous-groupe
engendré par U, et Uy, ,;, V, celui engendré par Uy, ., et Uy, , et X celui engendré
par X, ., et Xy, . ;. Comme Uy, ;) et Uy, 4, sont centraux dans V,, Papplication produit
est une bijection de U, ., X Uy, ., sur V, (resp. de Uy, 4 X Uy, y sur V,, resp. de
Xais X Xouyp sur X). Or, Y est contenu dans V, d’aprés (DR 2) et dans X puisque f
satisfait & (QC 2) et l'injectivité de I’application produit U,,, X U, ,, =V, entraine
que VoNX = (Uyypy N X, 1 0) - (Uggyp N Xyptp), ce qui achéve la démonstration
puisque Uygy sy N X, 15 = Uy i), go+oy €6 Usags N Xogrp = Xop s = Upait, g2 t0)-

E.3. — P. 136, ligne 9, lire « quasi-concave a valeurs dans w(K*) » au lieu de
« quasi-concave ».

E . 4.

Plus généralement, si toutes les racines de @ sont de méme longueur, il résulte
facilement de 6.1.8 (6) et 6.2.7 que toute fonction quasi-concave f telle que f(a) € T,
pour tout a € @ est nécessairement concave. Si @ est de type A, on peut méme montrer
que f est de la forme f;, oit Q est une partie bornée non vide de A.

P. 136, ajouter a la fin du n® 6.4.8 :

E.5. — P. 136, n° 6.4.9, la proposition 6.4.9 et sa démonstration ne sont exactes
que si 'on suppose f quasi-concave au sens renforcé de erratum E.2 ci-dessus. Si I'on
garde l’ancienne définition de la quasi-concavité, il faut remplacer ® par ®™* dans
I’énoncé de 6.4.9 (i).

E.6. — P. 143, ligne 6 de 6.4.24, lire (6.4.23) au lieu de (6.4.22).
E.7. — P. 178, ligne 1 de 7.4.27, lire 2 €D au lieu de » e D.

E.8. — P. 1709, ligne g du bas, lire £ = 1/3 au lieu de & = 1/2. P. 180, lignes 1
et 4, lire kr/(1 +cr(1 —k)) au lieude kret ¢=r=1 aulieu de r=1.

E.g. — Des lecteurs nous ont fait remarquer que le cas du groupe symplectique
sur un corps K de caractéristique 2 semble ne pas étre couvert par le § 1o, Valuations
des groupes classiques : si ’on adhére strictement aux conventions du § 10, on a dans
cecas 6 =id, e =1, d’ou K, ={0}, etsif est une forme alternée non dégénérée
de rang 2r sur Pespace vectoriel X et ¢:X —-K/K, =K une forme pseudo-
quadratique telle que ¢(x +y) = ¢q(x) 4+ ¢(») +f(x,»), le groupe des isométries du
couple (f, ¢), qui est celui considéré dans tout le § 10, est le groupe orthogonal de ¢
et non le groupe symplectique de f.

Cependant, il serait facile de voir que les résultats du § 1o restent valables pour
le groupe symplectique de f & condition de prendre X; ={0}, ¢ =0, de remplacer
partout K, . par K et de désigner par Z P’ensemble des couples (o, %) pour % eK.
L’ensemble @ des racines est, avec les notations de 10.1.2, I’ensemble {24, a;}, de
type (C).
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En réalité, le cas du groupe symplectique sur un corps K de caractéristique 2
est bel et bien traité dans notre § 10, mais de maniére indirecte. On sait en effet (voir
J. Dieudonné, Sur les groupes classiques, Paris, Hermann, 1948, p. 54) que le groupe Sp, (K)
est isomorphe au groupe orthogonal d’une forme quadratique (usuelle) défective : si
(6)1< +i<, st une base symplectique de K¥ et (x);e; une base de K sur K% il suffit
de considérer ’espace vectoriel X somme directe de X; = K¥ et de X, =K et
de poser

q(XE;e; + 2, f) = ZOEE + .EZij"ﬁ'
i

1<isr

IIA

(ot (fj)jey est la base canonique de K. Tout ¢lément u € O(g) a pour restriction
a X, lidentité (loc. cit., p. 53) et définit par passage au quotient un automorphisme z
de X, ~ X/X,, et lapplication ur# est un isomorphisme de O(q) sur Sp, (K)
(loc. ctt., p. 54).

On peut faire des remarques analogues pour les autres formes du groupe symplec-
tique. Soit K un corps de caractéristique 2, muni d’une involution 6. Ona K, , = Tr K.
Soit f une forme o-sesquilinéaire non dégénérée iracique sur un espace vectoriel X sur K.
On peut toujours choisir une forme pseudo-quadratique g¢:X —K/TrK qui soit
associée a f : il suffit de choisir une base (¢) de X et des g;eK tels que
a; + o = f(e;, ¢;) pour tous 4, j, et de poser

9(Ze;k) = Tt a;8 + Tr K.

Si la restriction de ¢ au centre C de K n’est pas I'identité, il est une maniére cano-
nique de faire ce choix : dans ce cas, il existe en effet un élément A € G telque A +2° =1
et on peut prendre g¢(x) = Af(x,x) + Tr K (cf. I, p. 212); le groupe unitaire de f
est alors aussi le groupe Is(g, f) trait¢ an § 10 de I.

Mais si la restriction de ¢ au centre C de K est ’identité (involution « de premiére
espéce »), un tel A € G n’existe pas, il n’y a pas en général de choix canonique pour ¢
et le groupe unitaire U(f) de f est en général strictement plus grand que Is(q,f) et
semble donc non couvert par le § ro de 1.

Comme plus haut, deux réponses sont possibles. Tout d’abord, on peut vérifier
que les résultats du § 10 restent valables dans ce cas, 2 condition de remplacer
K, .= TrK par le groupe K des éléments de K invariants par o, ct de désigner
par ¢ Papplication ¥ >{k e K| f(x,x) = Trk} de X dans K/K. L’ensemble Z de I,
10.1.1 devient alors {(z,k) € X, Xx K| f(z, z) = Trk} et 'on pose

,(2) = é sup{w(k) |k €K, Trk =f(z, 2)}.

On peut aussi, comme ci-dessus, se¢ Tamener au cas explicitement trait¢ au § 10. On
considére le quotient S de K par le sous-groupe Tr K. La loi d’opération (%, x) > k° xk
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de K dans K passe au quotient et définit sur S une structure, dite canonique, d’espace
vectoriel & droite sur K. On pose alors X =X @8,

~

S (= 9), (#,87)) = f(x, ")
7((x,5) = q(x)) + s+ TrK

ou ¢ est une forme pseudo-quadratique associée a f choisie arbitrairement. On voit
alors que S est le noyau de 7, que le couple ((7;],;,) est non dégénéré, que tout élément
g €Is(, /) induit I'identité sur S et définit par passage au quotient un automorphisme g
de X = X/S qui appartient & U(f). Enfin, il résulte de la prop. 8.2.9 de [37], p. 126,
que Dapplication g> g est un isomorphisme de Is(7, f ) sur U(f). On le voit d’ailleurs
aisément en montrant que Pensemble des formes pseudo-quadratiques assocides a f
est en correspondance bijective avec I’ensemble des supplémentaires de S dans X, ou
encore avec ’ensemble des applications linéaires £ de X dans S: & une telle application £
correspond la forme ¢, : x> g ((x, A(x)).

Soient X, et X_ deux sous-espaces totalement isotropes maximaux pour f de X,
d’intersection {0}, et soit X, Porthogonal de X, + X_ dans X. On peut prendre
pour ¢ la forme

gy +x_ +x) =flr,52) + plw) (v eXy, 2 eX , xeX),

ou ¢, est une forme pseudo-quadratique sur X, associée a la restriction de f & X,. Pour
tout x, +0 dans X,, on a ¢y(xe) + ¢o(%0)® = f(%9, %) =0 (I, 10.1.1 (5)), d’otx
g (%9, 5) & 0 pour tout s e€S. Il en résulte que, si ’on choisit une base (¢); <;<, de X,
et que I'on note (e_;) la base duale de X_, les hypothéses de I, 10.1.1 sont satisfaites
pour la décomposition X =1IgK + }N(O, avec Xy, = X, + S. De plus, on voit aussitdt
que si Z est Pensemble des ((x,,5), 2) € X, x K tels que ked({x,,5) (cf. I, 10.1.1
in fing), alors ((%,,s), k) eZ si et seulement si k + E° = f(x,, %,). Par suite, Pappli-
cation g g envoie les transformations linéaires de X définies par les formules de I,
10.1.2 (en y remplacant X, par Xy et Z par i) sur celles de X définies par les mémes
formules, mais en prenant Z = {(x,, k) € Xg X K|k + &° = f(x,, %) }. Ceci démontre
la validité de la « premiére réponse » proposée au début de I’alinéa précédent. Notons
que pour o = id, on retrouve le cas du groupe symplectique ordinaire et I’assertion
du deuxi¢me alinéa de cet erratum E.qg.

Enfin, considérons la famille ¢ de fonctions définie en I, 10.1.13. Par traduction
de I, 10.1.15, on voit que c’est une valuation de la donnée radicielle de U(f) st et
seulement si 'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(1) o(f(z 2)) = coq(z) + (') pour z, 2" € Xg;
(ii) o(flz 2')) > 2 inf(w,(2), ©,(2')) pour z, 2 € X,.

I
En raisonnant comme en I, 10.1.21, et compte tenu de ce que «,(z) < 2 o(f(z,2)< 4+ ©

pour ze€X,, 2+ o0, on montre que (i) et (ii) sont équivalentes a

(iii) ©, est une norme sur X,.
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Soient alors £ et § les prolongements canoniques de f et ¢ 3 X, =X, ®K. $
f est anisotrope, alors @ est une valuation de la donnée radicielle de U(f) : sinon, d’aprés I,
ro.1.15 (iii), il existerait xeX, —{o}, seS®K et kEeTrRCK® tels que
ke qz(x, s), dot f(x,x) =k +k =o. Inversement, si R(® == K@ (condition qui
est satisfaite lorsque K est de dimension finie sur son centre) et si ¢© est une valuation de
la donnée radicielle de U(f), alors f est anisotrope et w; est une norme sur X, dont la restriction

a X, est w,. En effet, on voit aisément que w, est la restriction de «; & X, et que w; est

9
inférieure au prolongement par continuité de «, en une semi-norme sur X,. Par conti-

nuité on déduit de (i) que

@ o(f(z, 7)) > 0z(2) + wz(2')  pour z, 2 € X,.
Comme £ est non dégénérée, (1) entraine 03(2) < + o0 pour z+40 et f est anisotrope.
Enfin, ’équivalence de (i) et (iii) montre quc w; est une norme sur X,.

Remarquons pour terminer que si f est une forme sesquilinéaire non dégénérée,
non nécessairement tracique, alors le groupe unitaire U(f) est extension du groupe
unitaire d’une forme f’ non dégénérée fracique par un sous-groupe nilpotent (J. Dieu-
donné, On the structure of the unitary group 1I, Amer. J. Math., 75 (1953), 665-678).
Plus précisément il existe une décomposition de X en somme directe X,;® X, ® X,
telle que la restriction f’ de f a X, soit non dégénérée tracique et que tout élément
g€ U(f) se représente dans cette décomposition par une matrice

(o}
o

Papplication g g étant un homomorphisme surjectif de U(f) sur U(f"). En parti-
culier, U(f) ne peut étre « réductif » que s’il est isomorphe a U( f).

E.xo. La « Note ajoutée aux épreuves », pp. 238 ct 239, fourmille de fautes
d’impression. Nous reviendrons sur les résultats de cette Note et en expliciterons lcs
démonstrations dans un article a paraitre. Signalons cn attendant quelques corrections
a la page 239 :

— ligne 1 : ajouter « décomposables » aprés « additives »;

— ligne 2 : ajouter « avec u; = ¢ » aprés « (1) »;
r

— formule (4) : remplacer « X% » par « gl »;
i=1 i

— ligne 6 du bas : remplacer « u_; =u’; —eu; » par « u _; =u’; — 2 u;ay,
Sjsr
avec a; =¢eN, a;=-¢f(u ;,u’;) pour i<j et a; =0 pour i>j »;
— ligne 5 du bas : remplacer « u; » par « u_; »;

— ligne 2 du bas : remplacer « ® » par « a ».
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Racine : 1.1.2.
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