
TRANSFORMATION DE FOURIER 

CONSTANTES D'~QUATIONS FONCTIONNELLES 
ET CONJECTURE DE WEIL 

par G. L A U M O N  

I N T R O D U C T I O N  

En 1982, Witten publie une d6monstration analytique des in6galit6s de Morse 
en g6om6trie riemannienne ([Wi] et aussi [He 1]), dont le principe peut se dOzrire 
comme suit. Soient M une vari6t6 cg~ compacte munie d 'une structure riemannienne 
et f :  M -+ I t  une fonction de Morse. Witten remarque que le complexe de De Rham 
( ~ ' ( M ) ,  d) des formes diff~rentielles ~ sur M se d6forme en une famille & un para- 
m&re r6e ly  de complexes (~r dr) , oti 

d v = e - ~ / o d o d  t = d + y d f  

(do = d). Bien stir, la multiplication par la fonction e vl induit un isomorphisme du 
cornplexe (~r d~) sur le complexe (~r d) et, en particulier, les dimensions 
des groupes de cohomologie de (M" (M), dr) sont ind6pendantes de y (6gales aux nombres 
de Betti de M). Cependant, du point de rue  de la structure riemannienne, cette d6for- 
marion est tout h fait non triviale. En effet, Witten montre que le spectre du laplacien 

A, = a,a; + a; a, 

change radicalement quand y ~ + or. Plus prEcisEment, Witten prouve que, pour tout 

t> O. les vecteurs propres ~, de A (normalis~s par f~ v ] , ^ ,  , .  = 1). nombre r6el A 

associ& ~t des valeurs propres ~ ~< A, se concentrent au voisinage des points critiques 
de f quand y ~ + oo (pour tout compact K de M ne contenant aucun point critique 

de f ,  f~n~^. ,~ -~ 0 q u a n d y  ~ + oo). Une  ~tude locale de A v au voisinage de chaque 

point critique d e f l u i  permet d'en d6duire que, pour chaque degr6 i e { 0, I, . . . ,  dim(M) }, 
la restriction de A ~t Mi(M) a exactement m ~ ( f )  vecteurs propres ind6pendants dont 
les valeurs propres correspondantes restent born6es quand y -+ + 0% oti m , ( f )  est le 
hombre des points critiques de f d'indice i, les autres valeurs propres tendant routes 
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vers + oo avec y. La fin de l 'argument est standard. Pour tout nombre r6el A t> 0, soit 
(o~v,~, dr) le sous-complexe de ( .~ ' (M),  dr) engendr6 par les vecteurs propres associ6s 
aux valeurs propres X ~< A de A v. Alors, d 'une part, la tMorie de Hodge assure que 
~ ,  A est de dimension finie et que l'inclusion 

(o~;,x, dr) ,-+ (~r dr) 

est un quasi-isomorphisme. D'autre part, l'fimde asymptotique ci-dessus du spectre 
de A, assure que, pour A fiX~ assez grand, la dimension de ~f~y, A est ~gale h m~(f) pour 
y ~ 0. D'ofl les in~galit~s de Morse. 

Dans le prfisent travail, nous nous inspirons de cette dfimonstration de Witten 
pour prouver que la constante de l'~quation fonctionnelle de la fonction L associ~e 
une reprdsentation l-adique d 'un corps de fonctions est un produit  de constantes locales 
et pour donner une autre d~monstration du thdor~me de Deligne sur les poids dans 
la cohomologie t-adique. Dans les deux cas, le probl~me qui se pose est du type suivant : 
~tant donnd une varidt~ projective V sur un corps k de caract~ristique p > 0, un hombre 
premier g • p e t  un complexe de faisceaux/-adiques (*) K sur V, on veut dfiduire d'infor- 
mations locales sur (V, K) des informations globales sur la cohomologie /-adique 
RF(V | h, K), off k est une cl6ture alg6brique de h. Le cas essentiel est le cas V = P~ : 
en effet, un d~vissage ~ la Grothendieck famine  le cas g~nSral ~ ce cas particulier (on 
choisit une fonction m~romorphe non constante f :  V ~ P~; on a 

RF(V | k, K) = R r ( r [ ,  Rf. K), 

la fibre de Rf. K en un point x de P[ s'identifie ~ R F ( f - l ( x ) ,  K), grace au th~or&me 
de changement de base pour un morphisme propre, et on est ramenfi au cas V = P~ 
par rficurrence sur la dimension de V). Et c'est pour analyser RF(V | k, K), dans le 
cas V --~ P[,  que l'on utilise une d~formation ~ un param~tre de ce dernier complexe, 
modelde sur celle de Witten. Plus prdcis~ment, on fixe un caract~re additif non trivial 

d/: F ,  ~ Q~,  off Qt  est une cl6ture alg~brique de Q.t. Pour chaque y ~ k, le rev~tement 
d'Artin-Schreier de la droite affine A~ d'6quation 

t ~ - -  t = y x ,  

od x est la coordonn~e standard sur A~, et le caract~re tp du groupe de Galois F~ de 
ce revfitement induisent un faisceau/-adique, ..q'o(yx), lisse de rang 1 sur A ~-~, dont on 
notera .o~r le prolongement par 0 ~ P~ tout entier. Alors, la d~formation en question 
du complexe RF(P~, K) est la famille de complexes 

Rr(P- , K | 
p~ index~e par lesy  e k  (en fait, RF(  i, K) se d~visse en la fibre de K au point co de P-~ 

et en RF~(A~, K) et, pour y = 0, on a 

RF(P~, K | .~r = Rr0(A 1, g ) ) .  

(*) La terminologie est l~g/~rement abusive, voir (0.5) ci-deasous. 
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La pleine force de cette deformation vient de son lien tres etroit avec la transfor- 
mation de Fourier geometrique introduite par Deligne en 1976 pour d'autres raisons. 

Deligne definit, pour chaque caractere addi t i fnon trivial + : F~ ,--, O~,  une involution o~', 
sur la categorie derivee des faisceaux g-adiques sur AX~ qui est une version geometrique 

de la classique transformation de Fourier sur les fonc t ions f :  F~ ~ Q t ,  definie par 

f ( y )  = Z, f(x) q~(yx). 
z ~  r t, 

Pour touty  e k, vu comme un point geometrique de AI, le complexe RI'(P~, K | .~,(yx)) 
s'identifie canoniquement ~ la fibre en y de ~- , (K ] A~), de sorte que la deformation 
ci-dessus n'est autre que .,~-+(K ] A~). En particulier, du fait de l'involutivite de o~~, 
la donnee de cette deformation est equivalente ~ la donnee de K [ A ~ .  

Ce travail est divise en quatre chapitres. 
Le premier rappelle la definition et les principales proprietes de la transformation 

de Fourier-Deligne. 
Darts le second chapitre, nous etudions, pour un complexe de faisceaux g-adiques K 

fixe sur A~, les monodromies locales du complexe ~-,(K) (le calcul de ces monodromies 
locales est l 'analogue algebrique du calcul des d~veloppements asymptotiques d'inte- 
grales oscillantes, base sur le principe de la phase stationnaire). Ceci nous amine  tout 
naturellement ~ definir des variantes locales de la transformation de Fourier-Deligne. 
Ces transformations de Fourier locales sont des involutions sur la categorie des repre- 
sentations/-adiques du groupe de Galois d 'un  corps local d'egale caracteristique p > 0. 
Comme premiere application de ces transformations locales nous obtenons une cons- 
truction cohomologique de la representation d'Artin pour une extension finie de corps 
locaux d'egale caracteristique p > 0 et une construction cohomologique des represen- 
tations exceptionnelles du groupe de Galois d 'un corps local d'egale caracteristique p > 0. 

Le troisi~me chapitre est consaere /~ la preuve de la formule du produit pour la 
constante de l 'equation fonctionnelle de la fonction L associee ~ une representation 
t-adique d 'un corps global d'egale caracteristique p > 0. Cette formule du produit  fait 
intervenir les constantes locales introduites par Tare et Langlands et nous obtenons, 
comme consequence de notre preuve de la formule du produit, une interpretation coho- 
mologique de ces constantes locales (toujours en egale caracteristique p > 0 bien entendu). 
Nous rappelons aussi dans ce chapitre les applications de cette formule du produit au 
dictionnaire conjectural de Langlands entre representations t-adiques de Galois et formes 
automorphes sur les corps de fonctions. 

Dans le quatri~me chapitre, nous donnons une demonstration du th~or~me prin- 
cipal de Deligne dans ~ La conjecture de Weil II ~. Les ingredients essentiels de cette 

preuve sont la transformation de Fourier-Deligne (et son involutivitfi) et le crit~re de 
purete degage par Deligne (les sons-quotients lisses irreductibles de tout faisceau t-adique 
lisse et ~-r~el sur une courbe lisse et gfiomfitriquement connexe sur un corps fini sont 
~-purs). La difference majeure entre la preuve present~e ici et la preuve origlnelle de 
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Deligne est la suppression totale de la m~thode de Hadamard-de  La Vall6e-Poussin 
d a m  notre argument .  

C'est un grand plaisir pour  moi de remercier tout  particuli~rement P. Deligne, 
L. Illusie et D. Kazhdan  pour  les nombreuses amdiorat ions  qu'ils ont apport6es ~t ce 
travail. Je  tiens aussi ~ remercier I 'I .H.E.S. et le d6partement  de Mathdmatiques de 
l 'Universit6 de Harvard  pour  leurs invitations qui m 'on t  permis d'exposer et de mettre 
au point  les r~sultats de cet article. Je  tiens enfin ~t exprimer ma reconnaissance ~t 
Mine Bonnardel et ~t Mme Le Bronnec pour  la belle frappe du manuscrit.  

O. N o t a t i o n s  et  c o n v e n t i o n s  

(0.1)  Dans tout cet article, on fixe d 'une  part  un  nombre premier p, un corps k 
parfait de caract6ristique p e t  une cl6ture alg6brique k de k. On  d6signe par  q une puis- 
sartce de p e t  par  F, l 'unique sous-corps h q ddments  de k. On  ffxe d 'autre part  un nombre 

premier t distinct de p et une cl6ture algdbrique Q.t du corps Q.t des nombres r 

(0 .2)  O n  fixe aussi un caract~re addit if  non trivial d/:F~ ,--~Q~, i.e. une racine 

primitive p-i~me +(1) de 1 dans Q.t. On note +, : F, ~ Q . ~  le caract~re addit if  non 
trivial d6fmi par  

+,(x) = d~(Trrcr,(x)) , V x ~ F,(+,  = d~); 

tout caractSre addit if  de Fr h valeurs dans O~ est de la forme x ~ +,(a.x) pour un 
unique a e F, .  

(0 .3)  Sauf mention explicite du contraire, les schemas considdr~s sont des schdmas 
s6par6s et de type fini (ou essentiellement de type fini) sur k et les morphismes de schdmas 
des k-morphismes. Pour X un tel schema, on notera [ X [  l 'ensemble des points ferm6s 
de X et, pour  x ~1 X [, on notera k(x) le corps r6siduel de x et deg(x) le degrd de k(x) 
sur k (deg(x) est fini si X est de type fini sur k). 

(0 .4)  Soit x un point  (non n6cessairement ferm6) d 'un schdma X. On d6signera 
par  ~ un point g6om6trique de X localis6 en x (cf. [De 4] (0.3));  si x E X(k), on choisira 

pour  ~? le point  g6om6trique compos~ de Spec(k) -+  Spec(k)-~ X. On notera XCz I 
(resp. Xc~) l'hens6lis6 (resp. l'hens61is6 strict) de X en x (resp. J) (cf. [De 4] (0.4)). 
Si de plus X~z~ est un trait (hens6lien), on notera ~, (resp. ~ )  le point  g6n6rique de X~,I 
(resp. X~)  et ~x un point g6om6trique de Xr localis6 en ~ (cf. [De 4] (0.6)). 

(0 .5)  Si X est un  schfima, nous dirons ,< Qt-faisceaux sur X ,> p o u r ,  Q.t-faisceaux 

constructibles sur X >~ ([SGA 5] VI ,  [De 4] (1 .1 .1)) .  Nous noterons Dbc(X, Q.t) la 
cat~gorie d6riv6e des faisceaux/-adiques dfifinie par  Deligne ([De 4] (1.1.2)  et (I .  1.3)). 
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Pour S u n  schdma rdgulier de dimension ~< 1, pour  X, Y des S-schdmas de type fmi 
et pour f :  X ~ Y un S-morphisme, on dispose alors des opdrations internes | et RYgom 

sur Dbo(X, Qt), des foncteurs 

Rf,, Rf. : D~(X, Qt) -+ Db,( Y, Qt) 

et f ' ,  R f '  : Db~(Y, Q.t) ~ Db~( X, Qt)  

et, si de plus S est un trait hensdlien, des foncteurs R ~  et R ~  de la thdorie des cycles 
dvaneseents pour  le S-schdma X ([De 4] (1 .1 .2) ;  ces constructions ddpendent  d'dnoncds 
de finitude dtablis dans [SGA 4] XIV,  X V I I  et [SGA 4�89 [Th. Finitude]).  On  notera 

D 0(X. n 0(X. 

le foncteur dualisant Dx:s(--  ) = R~om(-- ,  Ra' Q.t) oi~ a : X - ~  S est le morphisme 
structural. 

On  utilisera l ibrement pour  les O~.t-faisceaux et leur categoric ddrivde ddfinie 
ci-dessus les thdor~mes qui sont dnoncds et dtablis dans la littdrature pour les faisceaux 
construetibles de A-modules, A un anneau fmi d 'ordre premier A p (cf. [De 4] (I .  1.4) ; 
il s'agit des dnoncds fondamentaux de [SGA4]  tome 3, [SGA 7] X I I I  et [SGA 4�89 
[Th. Finitude] ainsi que la formule des traces de Grothendieck [SGA 5] XII ,  X V  et 
[SGA 4 �89 [Rapport]) .  

(0 .6)  La  ddfinition de Deligne de Db,(X,Q.t) pose un probl~me pour  tout ce 

qui concerne les t-structures : en gdndral, D~(X, Q.t) n'est pas triangulde. Ce probl~me 
a dtd rdsolu par  Gabber et par  Ekedahl qui adoptent  des ddfmitions diffdrentes de celles 

de Deligne pour  Db~(X, ~..t); cependant  leurs constructions ne sont pas publides ~t ce 
jour. Aussi nous ferons dans tout cet article l 'hypoth~se suppldmentaire suivante sur k : 

(*) Pour toute extension finie k' de k contenue dans k, les groupes H*(Gal(k/k'), Z//Z),  
i �9 N, sont finis. 

Alors, pour X de type fini sur k, Db,(X, ~.t) est triangulde et munie  d 'une  t-structure 

dont  le coeur est dquivalent ~t la catdgorie abdlienne des Q.t-faisceaux ([B-B-D] 2 .2 .15  
et 2 .2 .16  et [De 4] (1.1.2)) .  Si le corps k est fini ou algdbriquement clos, l 'hypoth~se (*) 
est au tomat iquement  vdrifide. 

(0.7)  Soit X un sehdma de type fini sur k (k vdrifiant (*)). Nous renvoyons ~t 

[B-B-D] 2.2 pour la ddfinition des O_~t-faisceaux pervers sur X. On notera Perv(X, O-..t) 

la sous-catdgorie strictement pleine de Db,(X, Q.t) formde des 8_~.t-faisceaux pervers; 
c'est une catdgorie abdlienne artinienne et noethdrienne qui est le coeur de la t-structure 

sur Dbc(X, Qt)  associde ~t la perversitd autoduale et qui est done stable sous Dx:~ (cf. [B-B-D] 
2.2 et 4 .3 .1 ) .  Nous utiliserons l ibrement les notations ~ " ,  j , . ,  ... de loc. dt. 

(0.8)  Pour X comme en (0.7), on notera K(X,  Q.t) le groupe de Grothendieck 

de la catdgorie triangulde Db,(X, Q.t) ([SGA 6] IV);  K(X,  Qt)  s'identifie encore aux 



136 G. L A U M O N  

groupes de Grothendieck suivants : celui de la catEgorie abElienne des O.)..t-faisceaux et 

celui de la catEgorie abElienne Perv(X, Qt) .  Pour K s o b  Dbo(X, Q.t), on a en fait : 

[K] = Z, (--  t)' = Z (-- 1)' 
J 

dans K(X, o__t). 
L'opdration interne | et les foncteurs Rf~, f "  induisent un  produi t  �9 et des homo- 

morphismes de groupes fz, f ~  sur les groupes de Grothendieck correspondants. 
Si k est algEbriquement clos et si a : X - +  Spec(k) est le morphisme structural, 

K(Spec(k), ~ t )  = Z et on note encore z ( X , - - )  l 'homomorphisme a,. 

(0 .9)  Nous noterons Frob,  le Frobenius gEomEtrique relatif ~ F.  ([De 4] (1.1.7)) .  

Si X est un schema de type fini sur F e et si F est un  O)..t-faisceau sur X, pour  tout  x ~ I X I, 

F~ est un Q.t-espace vectoriel de dimension finie n sur lequel Gal(k (~)/k (x)) agit; k (x) Etant 
un corps fmi ~ q4,,~,, ElEments, Frob, : =  Frob,,L.,(,) peut  fitre considErE comme un 

filEment de Gal(k(s et det(1 - - t . F r o b , ,  F~) e ~ t [ t  ] est bien ddfini. De plus, ce 
polyn6me est ind~pendant  du choix de ~ et sera note d e t ( 1 -  t .Frob , ,  F) ([De4] 
(1 .1 .8) ) ;  de m~me, on notera t r(Frob, ,  F) la trace de Frob, agissant sur F~, i.e. le 
coefficient de --  t darts det(1 -- t .Frob , ,  F), et on notera det(Frob, ,  F) le determinant  
de Frob,  agissant sur F~, i.e. le coefficient de ( - - t ) "  darts det(1 - - t . F r o b , ,  F). Par 
additivitE, on en dEduit des homomorphismes de groupes 

det(1 -- t .Frob , ,  --) : K(X,Q, t )  --*Q.t(t) • c~ (I + tQt[[t]] ) 

t r(Frob, ,  --) : K(X,  Qt )  ~ Q,t 

det(Frob. ,  - - ) :  K(X,  Qt )  ~ Q~ 

et, pour  K E ob Db,(X, Q.t), on posera 

det(1 --  t .Frob , ,  K) : =  det(1 -- t .Frob , ,  [K]), . . .  

1. La transformation de Fourler-Deligne 

(1.1)  Le dictionnairefonctions-faisceaux : rappels ([SGA 4{] [Sommes trig.] et [De 5]). 
D a m  tout  ce numEro ( (1 .1 .3 .7)  exceptE) k = Fq. 

(1 .1 .1 )  Pour X un schema de type fini sur F~, on note ~(X(F~), O-~t) la O..ralg~bre 

des applications t : X(F~) ~ Q.t. Si f :  X ~ Y est un morphisme de tels schemas, on a 

un homomorphisme de Q.rvectoriels 

et un homomorphisme de Qralg&bres 

f "  : (g(Y(F,), Q , )  --~ (~(X(F,), Qt)  
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( f ~ t ) ( y )  = ~ t(x), V y e Y ( F ~ ) ,  
z e X(Fq) 
l(z) = v 

et ( f "  u)(x) = u ( f ( x ) ) ,  V x e X(Fq). 

Suivant Grothcndieck, on associe ~ tout K e o b  I)be(X, Q.t) sa fonction trace de 

Frobenius t~ e ~(X(Fq), Qt)  ddfinie par 

tK(x ) = tr(Frobz, K), V x e X(Fq) 

(x est considdrd comme un point fermd de X, cf. (0.9)). L'application K ~ t x vdrifie 
les propridtds suivantes, qui rdsultent trivialement des ddfinitions ~ l'exception de 
( 1 . 1 . 1 . 3 ) :  

(1 .1 .1 .0 )  Pour tout entier n, t~t,x(, ) est la fonction constante de valeur q-".  

(1 .1 .1 .1 )  Pour tout triangle distingud 

K'  - + K  ~ K "  ~ K'[1] 

dans Db~(X, Q,t), on a 

t K - ~ - t  K, + t K , ,  ; 

en particulier, pour tout K e o b  Db~(X, Qt) ,  on a 

t z = ~ (--  1)' ~',z,  = Z (--  1) s t,~vi,~ ,. 
�9 j 

(1 .1 .1 .2 )  Pour tous Kx, K 2 eobDb~(X, 8_..t), on a 

(1 .1 .1 .3 )  Formule des traces de Grothendieck ([SGA 5] XII ,  XV et [SGA 4�89 [Rap- 
port]). - -  Pour tout F :morphisme f :  X - + Y  entre Fq-schdmas de type fini et tout 

K �9 ob Db~(X, O_..e) , on a 

t~s,K = f tx. 

(1 .1 .1 .4 )  Pour tout f :  X ~ Y  comme ci-dessus et tout L ~ ob Db~(Y, Qt) ,  on a 

t,t.~. = f "  t~. 

Remarque (1 .1 .1 .5) .  - -  I1 n'est par contre pas vrai que tR:.K ne ddpende de K 
que par l ' interm(diaire de tx, comme le montre l'exemple suivant �9 si Y = P~,q --  A~,q(F~), 

X = Y - - { c o }  et f : X - ~ Y  est l'inclusion, on a t~t,x = 0  et tRl.~t,x(co ) = 1 - - q .  

On se reportera cependant A [Lau 2] pour un dnoncd positif. 
La donnde de t x est insuffisante pour ddterminer K, m&me virtuellement (par 

18 
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exemple, X(F~) peut 6tre vide!); il en va de m6me de la donn~e de txlx| r~,, pour 

un entier n i> 1 fix~. Par contre, la donn6e de la suite 

= e II Qt)  

(on a identifi~ (X|162 ~ X(Fr permet de retrouver [K] darts K(X,  Qt) .  
Plus pr~cis~mem, l'application K ~ t.K induit, grace ~. (1 .1 .1 .1) ,  un homomorphisme 
de groupes 

t. : K ( X ,  II 6.t)  
n>~l 

et on a l e  r~sultat bien connu suivant pour lequel je ne connais pas de r~ffirence. 

T Morkme (1 .1 .2) .  - -  L ' homomorphisme t. est injectif . 

Preuve. - -  i t (X,  O_..t) est le Z-module libre de base les classes d'isomorphie d'objets 

simples de Perv(X,Q.t  ) (cf. (0.7) et (0.8)). Par suite, il suffit de prouver l'extension 

suivante du thdor6me de (~ebotarev �9 

Proposition (1 .1 .2 .1) .  - -  Soient K ' ,  K "  deux Qt--faisceaux pervers semi-simples sur X .  

Alors, s i t .  K, = t.K,, , K '  et K "  sont isomorphes. 

Preuve de la proposition. - -  Ceci ne changeant pas la topologie fitale, on peut rem- 
placer X par Xr, a et doric supposer X r~duit. On proc~de par rficurrence noeth~rienne 
sur X. Soit j : U ~ X  un ouvert non vide, connexe, lisse sur F~ et sur lequel les 

O_..t-faisceaux aff~(K ') et . ~ ( K " )  (i e Z) sont lisses; notons i : Y '-+ X le ferm~ r6duit 
compldmentaire. Le th6or6me de structure [B-B-D] (4.3.1) (ii) montre qu'il existe 

alors deux O_..t-Jaisceaux lisses semi-simples F' et F"  sur U et deux O_..t-faisceaux pervers 
semi-simples L' et L" sur Y tels que 

K'  _~ j , .(F'[d]) | i. L' 

K"  _~ j, .(V"[d]) | i. L", 

off d est la dimension de U sur F,. De plus, s i t .  K, = t.K,,, on a, par restriction A U, 
t.~, = t.r,,. Mais alors, il suit du thdor~me de ~ebotarev usuel (densit6 des Frobenius 
g6om6triques dans le ~1 de U, [Se 5] Thm. 7) que F' et F" sont isomorphes et, par suite, 
que t. L, = t.L,,. De 1~, L' et L"  sont aussi isomorphes par hypoth~se de rfcurrence, 

d'ofl la proposition. 

Exemple (1 .1 .3)  (Deligne, [SGA 4�89 [Sommes trig.]). - -  Soit J un groupe alg~- 
brique commutat i f  connexe et de type fini sur u on note multiplicativement la loi 

de groupe. Pour tout entier n >i 1, J(Fr est un groupe fini et les J(Fq,) forment un 

syst~me projectif avec "pour fl~ches de transition les normes NF~,,uFq, :J(Fr oJ (F~ , )  

(n, m entiers /> 1). 
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L'isog/nie de Lang de J est l 'extension de J par J(Fq) 

off L(x) = x-' .Frob~(x) (cf. (0.9)). Pour x eJ(Fq,), l 'action de Frob~. sur la fibre L-l (x)  
coincide avec l 'action de Nrq,~@x ) eJ (F , )  (L-l(x) est un  J(F,)-torseur sur Spec(Fr 

Maintenant ,  soit Z : J ( F q ) - + Q 7  un caract6re du groupe fini J(F~); poussant 

l 'extension ci-dessus par  )~-1, on obtient une extension de J par Q,7, repr6sentant un 

Q,t-faisceau lisse de rang 1, -oqax, sur J .  
Notons 1 eJ(Fq) l 'origine de J, m : J  • qJ ~ J  la loi de groupe et 

pr l ,  pr~ : J • rq J -+ J 

les deux projections canoniques; posons 

~( .~o)  = m* -o9 ~ | pr~ .s av | pr~ .Lav, 

pour  tout Qt-faisceau lisse de rang 1, .~a, sur J de dual N 'v = o~0m(.~, Qt ) .  Alors, par  
construction, .L,r x est muni  des deux structures suppl6mentaires suivantes : 

( 1 . 1 . 8 . 1 )  une rigidification ~ l'origine de J,  

"s215 1 } "  0_..,.{,1, 

( 1 . 1 . 3 . 2 )  une trivialisation 

-- O..t, 

compatible h la rigidification 

~2('s215 1{ (1, 1)} _-_ Qt,{a,~,} 

induite par  (1 .1 .3 .1 ) ;  d'ofl, en particulier, un isomorphisme canonique 

Sex - i = .~v .  

De plus, "~x a les propri6t6s suivantes : 

( 1 . 1 . 8 . 3 )  pour  tout  entier n>~ 1, on a 

t..~,•174 = )~,~ : =  ~( o Nrq,lrq 

( 1 . 1 . 3 . 4 )  si 9~ est non trivial, on a 

R F , ( J  | k, -Lax) ---- R F ( J  | k, .oq"x) = 0. 

Remarque ( 1 . 1 . 8 . 5 ) . -  Compte  tenu de ( 1 . I . 3 . 3 ) ,  les propri6tds (1 .1 .3 .1 ) ,  
(1 .1 .3 .2)  et (1 .1 .3 .4 )  traduisent les propridt6s suivantes des X, : 

Z.(1) = i, Z.(x.Y) = Z.(x) .Z,(Y) 

et Y~ X,(x) = 0 respectivement. 
x ~ d(Fqn) 
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s i r :  X - + J e s t  un morphisme de sch6mas, on posera, suivant Deligne, 

(1.1.3.6) .~x(f) =f" -~x. 

On  laissera tomber f dans la notation .Z'x(f)  quand aucune confusion ne pourra en 
r~sulter (en particulier, quand f est la fl~che ddduite d 'un changement de base 

S -+ Spec (Fq)). 
, l'isogdnie de Lang est aussi appelde le revgtement Dans le cas particulier J = G, rq, 

d'Artin-Schreier et le O~.t-faisceau .LP x est aussi appeld le Qt-faisceau d'Artin-Schreier associd 

au caract~re X : lFq ---> Q.~. 
Dans le cas particulier J = G,,,1,q, l'isogdnie de Lang est aussi appelde le revg- 

tement de Kummer d'ordre q -  1 et le ~t-faisceau .LP x est aussi appel6 le Qt-faisceau de 

Kummer associd au caract~re z : F ~  --->Q.~. 

Remarque (1 .1 .3 .7 ) .  - -  Pour tout corps k comme en (0.1) (k n'est plus suppos6 

fini), on note I(k) l'ensemble des entiers N/> 1, premiers ~ p e t  tels que k contienne 
une racine primitive N-i6me de l'unit6, que l'on ordonne par la divisibilit6. Pour 
N ~ I(k), on appelle redtemznt de Kummer d'ordre N l'extension de G,~,k par g~(k) 

1 Gm,  1, 

off [N] est l'6lfivation ~ la puissance N-i~me. Ces extensions forment un syst~me projectif 
index6 par I(k) et, par passage ~ la limite, on obtient une extension de G,~.k par le 

groupe profini ab~lien 

lim tJ~ (k). 
5 ~  

Si X est un caract6re de ce groupe profini ~ valeurs dans Q.~ (se factorisant par E x pour 

une extension finie E x de Q.t contenue dans Q.t et continu pour la topologie t-adique), 

on peut pousser l'extension ci-dessus par Z -~ et on obtient un Qt-faisceau lisse de rang 1, 

Jdx, sur G,,.k. On appellera ~ z  le Qt-faisceau de Kummer associ~ au caract~re X. 
Pour k = F~, lim btN(k ) = F~ et .X~• = .Z'• En gdn~ral, .YK x v~rifie les pro- 

l~k) 

pridtEs ( I . 1 . 3 . 1 ) ,  (1 .1 .3 .2)  et (1 .1 .3 .4 )  ofi l'on a remplacd Fq par k, J par G,,.k et 

.LP x par Jd  x. 
Pour f :  X->- G,,.k un morphisme on pose aussi .Tgx(f) = f ' J d  x. 

(1.2)  La tramformation de Fourier-Deligne : dgfinition, premieres proprigt/s et exemples 
([De 5], [Ka-La] 2 et [Br] IX).  

(1 .2 .1 )  Soit ~ +  le Q t-faisceau lisse de rang 1 d'Artin-Schreier sur Ga, Fp associ~ 

au caract~re +:F~--->Q~ (cf. (0.2) et (1.1.3)) .  

Soient S u n  schdma de type fini sur k et E ~- S un fibrd vectoriel de rang constant 

r >/ 1. On note E' '~' " E' l 'accou- --* S le fibrd vectoriel dual de E ---> S, ( , ) : E • s ---> G~, 
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F /  E r plement  canonique  et pr  : E • s E'  -~ E, pr '  : E x s ~ les deux  projections 

canoniques.  

Dtfinition ( 1 . 2 . 1 . 1 ) .  - -  La transformation de Fourier-DeIigne pour E --~ S, associte au 
caractkre qa, est le foncteur triangulg 

D0(E ,Qt) w, 0 . , )  ' 

dgfini par 
o~',(K) = R pri(pr" K | .s , 5)) [r]. 

Si k ----- Fq, notons 

:r176 ' :r 

la t ransformat ion de Four ier  pour  les fonctions dEfinie pa r  

F(e') = Z t(e) hbq(< e, e' 5), 'v' e' ~ E'(F~). 
e ~ E(Fq) 

n(e) = n'(e') 

Alors le thEor6me suivant  compl6te  le dic t ionnaire  fonctions-faisceaux rappeld en (1.1)  : 

TMor~'ae ( 1 . 2 . 1 . 2 ) .  - -  Si k = F~, pour tout K ~ ob Db~(E, Q t ) ,  on a 

= ( -  1)" 

Preuve. - -  O n  appl ique  ( 1 . 1 . 1 . 1 )  ~ ( 1 . 1 . 1 . 4 )  et ( 1 . 1 . 3 . 3 ) .  

Dans  la suite, on laissera t omber  l ' indice + des notat ions o~-, et ~ ,  q u a n d  cela 

ne prfite pas k confusion. 

( 1 . 2 . 2 )  Nous allons ma in t enan t  donner  un  cer ta in  n o m b re  de propriEtfis de ~" 

qui  refl~tent celles bien connues de la t ransformat ion de Four ier  pour  les fonctions. 

Nous utiliserons les notat ions suivantes. Si E "  ~'' " S est le fibre bidual  de E ~ S, 

on notera  a : E--% E "  le S-isomorphisme dEfini pa r  a(e) = - -  < e, ) (l 'opposE du 

S-isomorphisme canonique) .  O n  notera  ~ : S ~ E, <~' : S -+ E'  et 6"  : S -+ E "  les sections 

nulles de ~, ~' et ~"  respect ivement .  O n  notera  s : E •  E ~ E la loi d ' add i t ion  du 

fibre vectoriel  E -~ S et [ - -  1] : E -+ E l 'appl icat ion inverse pour  cette loi d 'addi t ion .  

Th(orhne ( 1 . 8 . 2 . 1 ) .  - -  Notons ~ '  la transformation de Fourier-Deligne, associge au 

caract~re +, pour le fibrg vectorial E' ~ S. Alors, on a un isomorphisme fonctoriel 

~"o ~-(K) _~ a. K(-- r) 

pour K ~ o b  Dbc(E, Q.t). 
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Preuve. - -  O n  a un d iagramme c o m m u t a t i f  ~ car r& cart~siens 

E E' E" 

off a(e, e', e") ----- (e', e" - -  a(e)) et ~(e, e")  = e"  - -  a(e).  

D'au t re  part ,  il r~sulte de ( 1 . 1 . 3 . 2 )  que  

pr~2-~((  , ) )  @ pr~3 -~( (  , ) )  = a~ .~ ( (  , ) ) .  

p r "  

Par  applications successives du  th~or~me de changement  de base propre  ( [SGA 4] X V I I  
(5 .2 .6 ) )  et de la formule des projections ( [ S G A 4 ]  X V I I  (5 .2 .9 ) ) ,  on en d~duit  que  

o~" o ~ ' ( K )  ~ R pr~'(pr" K | [~' R pr  I' . ~ ( (  , ) ) )  [2r] 

S et ~ L Qt .  s la propo-  fonctoriel lement en K. I1 ne reste plus qu '~ appl iquer  ~ E'  

sition suivante : 

Proposition (1. g. 2 .2 ) .  - -  On a un isomorphisme fonctoriel 

~'(~" L[r])  _ C. L ( - -  r) 

pour L ~ ob Dbc(S, Q t ) .  

Preuve. - -  D'apr&s la formule des projections 

o~(~' L[r]) ----- L | R pr  I s162 , ))  [2r]. 

Or,  d'apr~s le th~or~me de changement  de base propre  

t ~'" R pr, . ~ ( (  , ) )  ---- R~z I Q t  

et R p r  I . ~ ( (  , ) )  I E '  - -  a '(S) ---- 0 

=-- E' X s E "  
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(cf. (1 .1 .3 .1)  et (1 .1 .3 .4)) .  D'o~ la proposition par une derni~re application de la 
formule des projections, puisque 

R=, Q t  = Q t ,  s(--  r ) [ - -  2r] 

([SGA 5] v i i  ( l .  1) (ii)). 

Corollaire (1 .8 .8 .8 ) .  - -  ~" est une gquivalence de catdgories triangulles de Dbo(E, Qt)  

sur Dbc(E ', Qt) ,  de quasi-inverse a* ~ ' ( - - )  (r). 

TMorkme (1 .2 .2 .4) .  - -  Soient f :  Ex ~ E2 un morphisme de fibrds vectoriels sur S de 
tangs constants rl et r~ respectivement et f '  : E'z -+ E i le trarsposd def.  Alors, on a un isomorphisme 

fonaoriel 

~ ' , ( R  Z Kx) _ f ' "  ~-x(Kx) Jr,. -- rx] 

pour Kx e o b  Dbc(Ex, Qt)-  

Preuve. - -  On a, par adjonction de f e t f ' ,  

( f  • 1)* .Z'(< , 5,) = (1 •  .W(< , >x). 

Par suite, la proposition se d6montre par applications successives du th6or6me de chan- 
gement de base propre et de la formule des projections, en suivant le diagramme commu- 
tatif, b. carr6s cartdsiens 

I~Z / l , 

Prt f 

% % Ei \ / \ /  
Corollaire (1 .2 .2 .5 ) .  - -  On a un isomorphisme fonctoriel 

R~ I ~ ' (K)  ~ ~" K( - -  r) [-- r] 

pour K E ob Dbc(E, Qt) .  

Preuve. - -  On applique (1 .2 .2 .4)  ~t E1 = E', E 2 = S, f =  ~' et K1 = ~ ' (K) ,  
puis on utilise (1 .2 .2 .1) .  
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D~;finition (1 .8 .8 .6) .  - -  Le produit de convolution pour E ~ S est l'opgration interne 

* :  Dbc(E, Q.,) x Db.(E, ~.t)  ~ Db.( E, 0 , )  

dgfinie par 
K I *  K2 = Rs,(K 1 [ ] s  K J .  

Proposition (1 .2 .2 .7) .  - -  On a un isomorphisme fonctoriel 

~Z-(K. �9 K2) _~ ,,~'(K.) | o~'(K2) [-- r] 

pour (Kx, K2) e ob(D~,(E, O..t) • Db,( E, Qt)) .  

Preuve. - -  Si l'on note encore o ~" la transformation de Fourier-Deligne pour 

E - •  ' E •  S, on a d'apr~s la formule de Kfinneth ([SGA4] XVII  (5.4.3)) 

~'(K~ [] s K2) = ~-(KJ [] s ~'(K2). 

I1 ne reste plus qu'~ appliquer (1 .2.2.4)  ~t E 1 : E x sE ,  E ~ = E ,  f : s  et 

Ka : =  Kx [ ]s  K, .  

Proposition (1 .2 .2 .8) .  - -  On a un isomorphi~me fonctoriel, dit ~ de Plancherel >,, 

R.',(~(KJ | ~-(K2) ) ~_ R=,(Kx| [-- I]" K.) (-- r) 

pour (Kx, Ks) e ob(Db=(E, Qt) • Dbr E, Qt)). 

Preuve. - -  On applique successivement (1 .2 .2 .7) ,  (1 .2 .2.5)  et le tMor~me de 
changement de base propre pour le carrE cartEsien 

(1,[--1]) 
E X s E =  E 

o 

Proposition (1 .2 .2 .9) .  - -  La formation de ~ ' (K)  pour K e o b  Dbc(E, Q t ) ,  commute 

tout changement de base S 1 -+ S. 

Preuve. - -  ThEor~me de changement de base propre. 

(1 .2 .3)  Donnons quelques exemples de calculs de transformEes de Fourier- 
Deligne. Les details des demonstrations sont laissEs au lecteur. 

Proposition (1 .2 .3 .1) .  - -  Soit F ,--+ E un sous-fibrg vectoriel sur S de rang constant s. 

Notons F • ~• E' ,-+ l'orthogonaI de F dans E'.  Alors, on a un isomorphisme canonique 

~ ' ( i .  Q t ,  r[s]) ~_ i . l Q t . F . (  - s) [r - -  s]. 

Preuve. - -  On applique (1 .2 .2 .4)  et (1 .2 .2 .2) .  
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Proposition (1.9..3.9.). ~ Soit e e E(S). Notons vo : E -% E la translation par e. Alors, 
on a un isomorphisme fonctoriel 

#'(%. K) _~ ~'(K) | .s e, )) 

pour K e o b  Db,(E, Qt) .  

Preuve. - -  On a zc. K = (e. Qt ,  s) �9 K et on applique (1 .2 .2 .7) .  

Proposition (1.9..8.3). - -  Soit ~:E--% E' un S-isomorphisme syrMtrique. Notons 

q: E ~ Go,~ et q ' : E '  ~ G ~ ,  k les fonnes quadratiques assod~es el ~ (q(e) = ( e ,  oL(e) ) et 
q'(e') = < ~-a(e'), e' )) et [2] : E' -+ E' la multiplication par 2 dans le fibrt vectoriel E'. Alors, 

on a un isomorphisme canonique 

[2]" ~ ' (2 ' (q))  _ .o~'(-- q') | ~"  R~, .oq~ [r]. 

Preuve. - -  On a 

q(e) + < e, 2e ' )  = q(e + ot-a(e')) - -  q'(e'). 

Proposition (1.9.. 3.4).  - -  Soit G u n  S-groupe algdbrique de type fini agissant lirdairement 

sur le fiOrd vectoriel E --~ S et soient K, L e o b  Dbc(E, Qt)  et M e o b  D~(G, Q t ) .  On note 
m : G  •  E ~ E  l'action de G sur E et m ' : G  •  E ' - + E '  l'inverse de sa transposIe 
(m'(g, e') = 4g-t.e') .  Alors tout isomorphisme 

r e ' K _  ~ M ~ s L  

clans D~(G • s E, Q t )  induit canoniquement un isomorphism 

m'" ~ ' (K)  ~ M [] s #-(L) 

Preuve. ~ On consid~re l'isomorphisme de fibres vectoriels sur G 

(pro, m)-~:  G x s E ~ G  •  

dont le transpos~ est 

(pro, m' ) : G  •  E ' - % G  •  E' 

puis on applique (1 .2 .2 .4)  et la formule de Ktinneth. 

Proposition (1 .2 .3 .5 ) .  - -  Soit Sx t S un k-morphisme de type tiM. Notons Ex ~ Sa 

et E~ ~ S x les fibrts vecmrids sur 81 dtduits de E ~ S et E" ~ S par le change~,m de base 

19 
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Sx _,t S et f ~  : Ex --,- E et f , ,  : El -+ E' les projections canoniques. Alors, on a un isomorphisme 
fonaoriel 

K1) =  '1(K1) 

D~(E~,Qt) (on a notd .'~'x la transformation de Fourier-Deligne pour le fibrt pour K x �9 ob 

S0. 

Preuve. ~ Th6or~me de changement de base propre. 

(1.3) La transformation de Fourier-Deligne et la dualit,r ([Ka-La], [De 7] et [Br]). 

(1 .3 .1)  On  garde les notations de (1.2.1).  

Ttdorbrae (1 .3 .1 .1) .  - -  Pour tout K �9  Qt ) ,  la flkche d'oubli des supports 

Rpri(pr" K |  s162 , 5)) -~ Rpr~(pr* K |  .Z'(( , )))  

est un isomorphi~ae. 

Cet 8none8 n'est autre que [Ka-La] (2.1.3).  Darts loc. tit., nous montrons simul- 

tan~ment (1 .3 .1 .1)  et l'~nonc~ suivant ([Ka-La] (2.4.4)) .  

Thlorkme (1.3.1.9.).  ~ Soient Ax, A, deux copies de la droite affine &x, de coordonnge xl ,  x,  
respectivement et sa/t 0t 1 : A x ~ Dx la compHtion projective de A x (i.e. une copie de l'immersion 
ouverte canonique AI ~ PI). Alors la projection canonique prx : D1 x ~ Ai ~ Dx est universel- 

lement (fortement) acyclique relativemtnt au Qt-faisceau (at x l)r -'-~(xl x2). 

Remarque ( 1 . 3 . 1 . 3 ) . -  Notons oo x �9 Dl(k) le point h l'infini de A 1 (A x = D t - - {  oox}) 
et ~1 le point g6n6rique du trait hens6lien Dlc=0. Pour pr 1 :Dlc~o xkAa ~Da~oo, 
on a l e s  fonctems << cycles proches >> et - cycles 6vanescents >> 

et 
b A,, - .  Dbo( l x ,  A,, Rr : D~(DI~| x ,  

Le th~or[me (1 .3 .1 .2)  dit en particulier que 

RV~,(.oq'(x x x,)) = R@~,((,, x X 1), .~(xt x,)) = 0. 

On  aurait pu, dam loc. tit., d~montrer directement (1 .3 .1 .2)  puis en d~duire 
(1 .3 .1 .1) .  Explicitons cette derni~re d~duction darts le cas particulier (crucial pour 
cet article) off S = 8pec(k) et E = A I. On prend A x = E et A 2 = E'. Alors le c6ne 
de la fl[che d'oubli des supports de (1.3. I. 1) s'identifie canoniquement ~. 

RP(I1,  | x,))), 

off I x = Gal(~l /~l |  ) est le groupe d'inertie de D1~| ([SGA4�89 [Th. Finitude] 
(3.11)), et il sufllt d 'appliquer (1 .3 .1 .3) .  
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Signalons d 'autre  par t  que nous utiliserons (1 .3 .1 .2 )  (ou plus pr~cis6ment 
(1 .3 .1 .3 ) )  pour  S = Spec(k) et E = A~, mais maintenant  avec A x = E' et A~ = E 
(cf. (2 .3 .3 .1 )  (i)). 

Cette double utilisation de (1 .3 .1 .2 )  est ~t la base des r6sultats pr incipaux de 
cet article. 

(1 .3 .2 )  Le th6or~me (1 .3 .1 .1 )  admet  les corollaires suivants : 

Ttdorkme (1 .3 .2 .1 ) .  - -  On a un isomorphisme bi-fonctoriel 

R 9r162 =" L) ~ # ' , - , (R  9r =' L)) (r) 

pour K �9 ob Dbo(E, Qt)  ~ et L e o b  Db,(S, Q,t). 

Preuve. ~ On a, d'apr6s les th6or~mes de dualitE, 

R ~,"0mCo*',(K), 7r" L) _ R pr~ pr t (R ~0m(K, ~' L) | .~o,_,(< , >)) [ - - r ] .  

De plus, pr est lisse, purement  de dimension relative r, de sorte que 

p r ' ( - - )  = pr*(-- ) ( r )  [2r], 

d 'o~ la conclusion, compte tenu de (1 .3 .1 .1) .  

Pour  L = O--t,s, (1 .3 .2 .1)  n'est autre que [Ka-La] (2.1.5)  (ii). Pour  L = a' ~ , t ,  
ofl a : S  ~ Spec(k) est le morphisme structural, (1 .3 .2 .1)  se rfi~crit : 

Corollaire (1 .3 .2 .2 ) .  - -  On a un isomorphism, fonctoriel 

DE/k(~-+(K)) _ ~'r (r) 

pour K e ob Dbo(E, Qt )  ~ 

TMorkme (1.3.9. .3) .  - -  o*" transforme les Qt-faisceaux pervers sur E en Qt-faisceaux 
pervers sur E'. 12 foncteur 

#" :  Pcrv(E,/~.e) ~ Perv(E',  ~.t) 

est une gquivalence de cattgories abaiennes de quasi-inverse a" ~ " ( - - )  (r). 

Preuve. ~ La seconde assertion r~sulte aussit6t de la premiere et de (1 .2 .2 .3 ) .  
D'autre  part, pr ~tant lisse, purement  de dimension relative r, p r ' ( - - )  [r] est t-exact 
([B-B-D] (4.2.5))  et, pr '  6tant affine, pr; est t-exact ~ gauche ([B-B-D] (4.1 .2)) ,  alors 
que pr~ est t-exact ~ droite ([B-B-D] (4.1.1)) .  Par suite, ~" est t-exact ~ gauche et 
K ~ R pr'(pr" K |  .Z'(( , >)) Jr] est t-exact ~ droite, d'ot~ la conclusion compte tenu 

de 

Corollaire ( 1 . 3 . 2 . 4 ) .  - -  ~" transforme les Q t-faisceaux pervers simples sur E en Q t-fais- 

ceaux pervers similes sur E'. 
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(1.4) La transformation de Fourier-Deligne en rang 1 sur Spec(k). 

(1 .4 .1)  Dans la suite de cet article nous travaillerons exclusivement avec la 
transformation de Fourier-Deligne en rang 1 et sur Spec(k) (ou Spec(k)). Cela nous 
am6ne ~ fixer des notations qui serviront dans toute la suite. 

Soient done A-----Spec(k[x]) et A ' =  Spee(k[x']) deux droites veetorieUes sur k 
(munies de coordonn~es x et x') qui sont en dualitd parfaite v/a l 'accouplement 

< , > : A Xk A' -* G~. k = Spec(k[u]) 

(x, x ' ) . .  = xx'. 

A' On note comme prdcddemment pr et pr' les projections canoniques de A x~ et 

~'+ (ou #-) : D~(A, Q t )  ~ D~(A', Q,t) 

la transformation de Fourier-Deligne, associfie ~ +, pour A ~ Spec(k). On remplaeera 
eependant la notation .Z',(< , >) (ou .W(< , >)) par la notation plus agrdable dans ce 
nouveau contexte .Wr (ou .W(xx')). 

On utilisera de plus les compaetifications naturelles A ,~  D et A' ,-~ D' des droites 
vectorielles en droites projectives : si oo ~ D(k) et oo' ~ D'(k) sont les points ~ l'infini 
correspondants, on a done A = D - - {  oo} et A' = I) '  m {  oo'}. Si 0 ~A(k) et 0' E A'(k) 
sont les origines de A et A' respectivement, D --  { 0 } et I) '  --  { 0' } sont naturellement 
deux droites vectorielles sur k de coordonnEes ~'---- 1/x et Z '  = 1/x'. Les compactifications 

A ~-~ I) et A' ~ ,  I)' induisent une compactification 

A' D' ;  x ~ ' : A  xk , -+D x~ 

on notera p-r et p-r' les projections canoniques de D x ~ D '  (p-r o ( m x  m ' ) =  pr et 
p-r'o (0t x ,t') = pr'). Enfin, on posera 

- -  t 

= x ) 

(en laissant tomber ~b quand il n 'y a pas de risque de confusion). On a alors 

( 1 . 4 . 1 . 1 )  a; ,~ (K)  = R p--r:(p-P 0t, K |  .~(xx')) [1], 

fonetoriellement en K ~ ob Db,(A, Qt ) .  

(1 .4 .2)  On a vu que la transformation de Fourier-Deligne ~- transforme les 

Q t-faisceaux pervers simples en t~.t-faisceaux pervers simples (cf. (1 .3 .2 .4)) .  Dans le 
cas particuher que nous considfirons dor~navant, on peut ~tre plus pr6cis. 

Distinguons trois types de Qt-faisceaux pervers simples K sur A : 

(Tx) K -- i, F pour s u n  point ferm~ de A, i : s ~ A l'inclusion et F u n  Qt-faisceau 

(lisse) irr~ductible sur le schema s; 
(T,) K = (prA).(.W(x.s') | F ' ) [1]  pour s' un point ferm6 de A', 

pr a : A  x , s ' ~ A  et p r , , : A  •  



T R A N S F O R M A T I O N  DE F O U R I E R  149 

les projections canoniques et F' un Q.r-faisceau (lisse) irr6ductible sur le sch6ma s' (on 
a not6 .5e(x.s') la restriction de .~(xx')  via id a • i', off i ' : s '  ,-+A' est l'inclusion); 

(T3) K-----j. F[1] pour U un ouvert dense de A, j : U  ~ A l'inclusion et F u n  
~.t-faisceau lisse irr6ductible sur U tel que, quel que soit a' e k, il n'existe aucun sous- 
quotient de F I U |  qui soit isomorphe ~t .~(x .a ' )  [ U |  

D'apr6s [B-B-D] (4.3.1) (ii) tout Qrfa isceau pervers simple K sur A est de l 'un 
des trois types ci-dessus. Nous noterons (T;), (T;) et (T~) les types correspondants de 

Qrfaisceaux pervers simples sur A'. 

TMorkme (1 .4 .~ .1) .  - -  (i) ~" gchange les types (T1) et (T~) d'une part et (T~) et (T;) 
d'autre part. Plus prgcis~rnent 

et 

.~-(i. F) = (prA,).(-~a(s.x) | pr: F) [1] 

~'((prA).( .~(x.s '  ) | pr], V') [1]) ~-- [--  1]. i~ F ' ( - -  1) 

area les notations d-dessus. 

(ii) ~- tchange les types (Ts) et (T~). 

Preuve. - -  La premiere formule de (i) est immddiate ~t partir de la d~finition de ~ ' ;  
la seconde s'en d~duit par involutivit6 (cf. (1 .2 .2 .1)) .  La partie (ii) se d~duit alors de 
(1 .3 .2 .4) ,  de la partie (i) d6j~t ddmontrde et de l'involutivit6 de ,~'. 

Partant de K = j .  F[1] du type (Ta), la transformation de Fourier-Deligne pro- 

duit done un ouvert U'  de A' (l'ouvert maximal de lissit6 de ~ ' (K))  et un Qrfa isceau 
lisse irr6ductible F' sur U'  (F' = ~ - I ( ~ ' ( K ) )  ] U') tels que 

~-( j .  F[1]) = j ~  F'[1]; 

de plus j~ F'[I]  est de type (T~). 
Nous verrons en (2.3) comment  d6terminer l 'ouvert U',  le rang de F' et, dans 

une certaine mesure, les monodromies locales de F' aux points de D' --  U' .  Par contre, 
mis ~t part quelques cas particuliers (el. (1 .2 .3 .3) ,  (1.4.3) ci-dessous et aussi [Ka 1]), 
la d6termination compl6te de F' reste pour l'instant inaccessible. 

(1 .4 .3)  Consid6rons les ouverts U = A - - { 0 } ~ A  et U ' = A ' - - { 0 ' } ~ A ' ,  
munis des morphismes x : U -+ G,,,~ et x' : U'  ~ G,,.~. Soit 

X : !im i.~(k) ~ Q 7  
I(k) 

un caract~re (comme en (1 .1 .3 .7))  non trivial; alors .~ffx(x) et 3ffx-~(x' ) sont des Qrfa is -  
ceaux (de Kummer)  lisses de rang 1 sur U et U'  respectivement. 
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Lemme (1 .4 .3 .1) .  - -  Darts D++(A,O_~t) (resp. D~ lesflkches canoniques 

j ,  ~cx(x ) - ~ j :  a 'x (x )  -~ Rj .  a'~(~) 

" '  --~.l . a f  x-, ( x ) ~ ' (resp. j ,  .Xe'x-,(x' ) "' ' Rj: .~r )) 

sont des isomorphismes. 

Preuve. ~ Voir [SGA 4 �89 [Sommes trig.] (4.20). 

Proposition (1 .4 .3 .2) .  - -  Soit G(X , d~) le Qt-espace vectoritl, muni d' une action continue 

de Gal(k/k), dgfini par 

GCz, +) = ~ ( u  % ~, a ~ ( ~ )  | ~(~)). 
Alors : 

(i) G(Z,•) est de dimension 1 et les H',(U |  |162 , pour i ~e 1, sont 

tous nuls; 
(ii) s /k  = Fq, de sorte que X est un caractkre de u  Frobq e Gal(k/k) agit sur G(X , +) 

comme l'homotMtie de rapport 

g(z ,+ )  = - Z z(x) +~ 
z~F~ 

(iii) on a un isomorphisme canonique 

~'r [1]) ~_ j:.rgx-,(x' ) [1] | G(X , d?), 

0~ G(Z, ~b) est considgrg comme Qrfaisceau g~tomgtriquement constant sur A' .  

Preuve. - -  (i) et (ii) sont essentiellement [SGA 4�89 [Sommes trig.] (4.3) (i) et 
(4.3) (ii). Prouvons (iii). D ' ap r~  (1.4.2 .1)  (ii), il suffit de montrer que 

j '"  ~-,(j..~fxCx)) = afx_,(x' ) | G(X, +). 

Considdrons alors l 'action de G,,,, par homothdtie sur A, m: G,,,k X, A - ~  A ddfmie 
par m(u, x ) =  ux. On a 

m'(j..xe'x(x)) = 3e'~(u) [] k L -"e'x(x) 

(cf. (1 .1.3.7)) ,  done d'apr~s (1 .2 .3 .4) ,  on a 

m'" ~-,(j..,xe'x(x)) ---= .~r'xCu ) [ ] ,  ~',(j..~e'xCx)), 

o~ m' : G,,,k X, A' ~ A' est ddfini par m'(u, x') = u-X.x  ', d'oi~ la conclusion par res- 
triction ~t G,,,, • 1'} ( l ' e  A'(k) dtant ddfini par x' = 1), puisque Jg'x(x '-x) = 3Cx_,(x' ) 
~t ~ ' , ( L a r ~ ( ~ ) ) i  = o ( z ,  +). 

2. T r a n s f o r m a t i o n s  de  F o u r i e r  loca les  

(2.1) Representations des groupes de Galois locaux : rappels ([Se 1] chap. IV, [Se 2] 19 
et [Ka 1] chap. I). 
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(2 .1 .1)  Soit T un trait hens61ien d'~gale caract6ristique p, ~, corps rdsiduel k : 
T e s t  done le spectre d 'un  anneau de valuation discr&e hens6lien R. Si ~ est une uni- 
formisante de R, on a k{ ~ } C R C k[[~]], ot~ k{ ~ } est l'hens6lis6 de l 'anneau local 
k[~](,) et oth k[[~]] est le compl6t6 de k { ~ } et de R pour la topologie ~-adique (k est 
suppos6 parfait, of. (0.1)). 

On note t, ~ et t, ~ les points ordinaires et les points g6om&riques usuels de T 
(of. [De 4] (0.6)) : suivant nos conventions (0.4), t e s t  le compos6 de Spec(k) -+ Spec(k) 
et de t et ~ se factorise par le point g6n6rique ~i du trait strictement hens6lien 
Tr = Spec(k| R). On pose 

G = ~l(V}, ~) 

I = 

On a une suite exacte canonique 

1 -+ I -~ G ~ Gal(k/k) ~ 1 ; 

G est appel~ le groupe de Galois de T et I son groupe d'inertie. 
L'action de I sur les racines d 'ordre premier ~ p d 'une uniformisante ~ dans k(~) 

se factorise par un quotient canonique 

I r Z(1)  (k), 

off 7.(1) (k):= lim ~-t,T(k) 

( N ,  I~) ~ 1 

et off g.~(k) agit de mani6re 6vidente sur les =xm ([SGA 7] I (0.3)). Ce quotient est 
appel6 le quotient modgrg de I. Le noyau de t e s t  l 'unique pro-p-sous-groupe de Sylow 
de I;  il sera notd P et appel6 la partie sauvage de I. 

Le pro-groupe I admet  une filtration d6croissante, index& par I t+ ,  

I = I (~ D I (x~ D I (x'~ 

(0 ~< X ~< X'). Chaque I (x~ est un sous-groupe distingu6 ferm6 de I, tout comme 

I (x+~= U I (x+'~CI (x~, VXeR+; 

on a I (~ = P. D'autre part, cette filtration est continue k gauche, i.e. 

n i(x,~=yx~, v x > 0 ,  
o < x ' < x  

et s6parde, i.e. 

n i (x) = { 1 ). 

Cette filtration est appel6e la filtration par la ramification (en numdrotation sup6rieure) 
([Se 1] chap. IV, w 3). 



152 G. L A U M O N  

(9..1.9.) Un  G-module (resp. I-module, P-module) est par dfifmition un Q.t-espace 
vectoriel de dimension finie V, muni  d 'une action de G (resp. I, P) qui est dfifinie sur 

une extension finie de O~ contenue dans Q t  et qui est continue pour la topologie t-adique. 
On notera ff ( resp. . r  ~ la categoric abdlienne neethdrienne et artinienne des 

G-modules (resp. I-modules, P-modules). On a des foncteurs restrictions 

Remarque (9.. 1.9.. 1 ). - -  Le choix du point base ~ permet d'identifier la catdgorie des 
O rfaisceaux sur ~} (resp. ~ )  ~ ff (resp. J )  v/a le foncteur fibre en 7. 

Si V e s t  un G-module, I-module ou P-module, on appellera rang de V e t  on notera 

r(V) la dimension de V sur O r .  

Lemme (2 .1 .2 .g ) .  - -  Soit V un P-module. A/ors l'action de P sur V se factorise d travers 

un quotient fini et, pour X >~ 0, I a' agit trivialement sur V .  

Preuve. - -  Voir par exemple [Se-Ta], page 515, pour la premiere assertion (P est 
un pro-p-groupe, alors que V e s t  t-adique pour t 4= p), puis [Se 1] chap. IV, w 3, pour 

la seconde. 

Corollaire (2.1.9..  3). - -  Tout P-module V e s t  semi-simple. 

Si W e s t  un P-module simple, il existe un unique X E R+ tel que 

W ~'x'=0 (si X>O) 

et que WIIX+~ = W; 

on dira que X est la pente de W.  
Pour un P-module V arbitraire, on notera A(V) l'ensemble des pentes des consti- 

tuants simples de V;  A(V) est donc un sons-ensemble fmi de R+.  Les ), e A(V) seront 
appel~s les pentes de V. En regroupant les constituants simples de V de m6mes pentes, 
on obtient une d6composition canonique de V en somme directe de P-modules 

(9..1.9..4) V =  | V~ 
X E AtV) 

off V x est purement de pente ), (i.e. A(Vx) = { ), }). 
On appellera conducteur de Swan du P-module V e t  on notera s(V) le nombre rdel 

positif ou nul 

(9..1.~.5) s(V) = ~ X.r(V D. 
X ~ A(V) 

Pour un I-module ou un G-module V, on appellera encore pentes de V l e s  pentes 
de la restriction de V ~ P; on notera toujours A(V) l'ensemble des pentes de V. Alors, 
la d~composition ca_nonique (2 .1 .2 .4)  de V en tant que P-module est en fait une d~com- 
position de V en tant que I-module ou G-module. On appellera encore comtu~t~ur de 
Swan de V e t  on notera toujours s(V) le conducteur de Swan de la restriction de V ~ P. 
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Le r6sultat suivant est une reformulation du th6or6me de Hasse-Ari" ([Se 1] 
chap. IV, w 3), voir [Ka 3], p. 211-215, pour plus de d~tails. 

Ttdorkrae ( 2 . 1 . 2 . 6 ) .  - -  Soit V un I-module. Alors les pentes X de V sont des nombres 

rationnds. Plus prlcisOnent, pour chaque X ~ A(V), le hombre X.r(Vx) est un entier. En parti- 

culier s(V) est un entier. 

I1 r6sulte des d6fmitions que ce r6sultat est a fortiori v6rifi6 par les G-modules. 
Pour toute partie A C R+,  on notera ~ ^ ,  J ^  et f~^ la sous-cat6gorie strictement 

pleine de ~ ,  j r  et ff respectivement form6e des V tels que A(V) C A. On a des projecteurs 

J- J^ et 

not*s V ~ V^ et d~finis par 

v^  = �9 
x ~A(vlr~A 

ces projecteurs commutent  aux foncteurs restrictions. D'apr~s (2 .1 .2 .3) ,  ~ ^ ,  J h  ct 
~^  sont des sous-cat~gories ab~licnnes de ~ ,  .~ ct ~ respectivcment, stables par sous- 
quotients ct extensions. Los projccteurs ci-dessus sont exacts et los fonctions r c t  s sont 
additives sur les suites cxactes courtes. 

Proposition (9.. 1 . 2 . 7 ) .  - -  Soit L un I-module de rang 1 et de conducteur de Swan 1. Alors, 

pour tout I-module V ,  on a : 

(i) s(V | L) = r(Vto ' xt) + s(Vx | L) + s(Vl, ' + | 
(ii) s(V x | L) ~< r(Vx) avec /gal i t / s i  et seulement si 

(V 1 | L) x"-'~ = 0 

pour au moins u n r  E [0, 1/r(Vx) [. 

P r e u v e .  ~ O n  a 

V | L = (Vt0 ' ,t | L) �9 (V, | L) �9 (Vn, + ,:,,t | L). 

Or, pour tout P-module simple W de pente X, le P-module W | L est encore simple 
de pente Sup(l ,  X) si ), 4= 1 et de pente Ez 4 1 si ), = 1. Ceci d~montre (i) et l'in~galit6 

darts (ii). 
Supposons maintenant  que s(V 1 | L) = r(V1), alors, pour tout P-module simple W 

intervenant darts Vx, on a aussi s ( W |  = r(W) (additivit~ de r et s e t  in~galit6 

s(W | L) ,< r(W) d~j~t d~montr6e). Par suite A(V a | L) = { 1 } et (Va | L) la-*'  = 0 

pour tout r 0. 

R6ciproquement, si ( V I |  0 pour un �9 ~[0,  1/r(Va) [ e t  si W e s t  un 

sous-P-module simple de la restriction de V 1 ~ P, on a (W|  0 pour un 
r ~ [0, l / r(W)[;  par suite, si ~ est la pente de W Q L ,  on a ~ >  1 --  r  1 - -  1/r(W). 

20 
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Or, r est entier, d 'o6 ~t >i 1 et donc Ix = 1, puisque ~t <~ 1 (comme on l 'a vu 

ci-dessus). Mais alors, s(W | L) = r(W) et, par  additivitd, s(V x | L) = r(Vx). 

Exemple (g. 1. g. 8). - -  Fixons une uniformisante ~ de T et soit 

R '  = R[r~']/(rc'" + ~.r~ ' , - 1  -- ~) 

(l[~x' est done solution de l 'dquation d'Artin-Schreier 

(1/~') o --  (1/~') --- (l/w)). 

R '  est aussi un anneau de valuation discr6te hensdlien, de corps rdsiduel k, et ~' est une 

uniformisante de R'.  Si ~' est le point gdndrique de T '  = Spec(R') ,  ~' ~ ~ est un rev~- 

tement fini dtale galoisien de groupe de Galois Fp (ct ~ F~ agit sur ~' par ~' ~ re'/(1 + ct~')). 

Le caract6re d / - l : F p  ~ Q ~  (cf. (0.2)) du groupe de Galois de ~'[~ ddfmit alors un 

G-module de rang 1 et de conducteur de Swan 1 ([Se 1], chap. IV, w 2, exercice 5) que 
l'on notera L~(1/~) (ou m~me simplement L(I[~) si aucune confusion n'en rdsulte). 

(2 .1 .3 )  On  note V v le dual ~orn(V, Qt) deV.  On a r(V v) = r (V) ,A(V v) = A(V), 
(vV)x = (Vx) v pour tout 7, e R+ et s(V v) = s(V). 

O n  a (L,(I /~))  v = L,-,(I/=).  

(2 .1 .4 )  U n  I-module V est dit modgr6 s'il vdrifie les conditions dquivalentes sui- 

vantes : 

(i) P agit trivialement et donc l'action de I sur V se factorise par le quotient moddrd 

I ~ 7.(1) (k), 
(ii) V e s t  purement de pente 0 (V e o b  Jr0)) ,  

(iii) s(V) = 0. 

Comme 7.(1)(k) est un groupe profmi ab61ien, tout I-module mod6r~ simple 

est de rang 1 et sa classe d'isomorphie est donn6e par un caract6re g : 7.(1) (k) ~ Q ~ .  
U n  G-module V est dit modirt si le I-module sous-jacent l'est; il revient au mSme 

de dire que l 'action de G sur V se factorise par le quotient G ~~ : =  G/P. Ce quotient 

est une extension de Gal(k/k) par 7.(1) (k) et l 'action de Gal(k/k) sur Z(1) (k) par auto- 
morphisme intdrieur d a m  G ~~ est l 'action naturelle. 

(8 .1 .5 )  U n  G-module V est dit glorrdtriqueratnt constant ou non ramifit si I agit 

trivialement sur V. 
Pour un G-module V les conditions suivantes sont 6quivalentes : 

(i) V n'a pas de sous-quotient gdom~triquement constant non trivial, 

(ii) V ~ = 0, 

(iii) V~ = 0. 

En outre, ces conditions ne portent que sur la partie de pente 0 de V (elles sont 

automatiquement  vdrifides si V 0 = 0). 
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O n  notera  fie0. | la sous-catEgorie s t r ic tement  plelne des V e o b  ff qui  v~rifient 
les conditions dquivalentes ci-dessus. Pour  ). e R + , on pose 

et ~o,),1 = ~to, x~ t3 ~m, ~t" 

Toutes ces cat6gories sont des sous-cat6gories abdliennes de ff stables pax sous-quotients 

et extensions. 
La  dualit6 V ~ V v envoie fifo, | dans e11e-m~me. 

(9..9.) Ramification des Q.rfaisceaux sur les courbes : rappels ([Ra] ,  [SGA 5] X et 

[Ka2] x). 

( 2 . 2 . 1 )  Soit X une courbe connexe et lisse sur k. Pour  tout  x e ] X l, on note 
G z le groupe de Galois du  trait  hensdlien XIz,, I z son groupe  d ' inert ie  et Pz la paxtie 

sauvage de I z. 
Si F est un  O_,.t-faisceau, pour  tout  x E [ X  ], F~x est un  G,-module  (el. (2 .1 .2) )  

que l 'on appelle la monodromie locale de F en x. Le rang de F~, est inddpendant  du  point  
x e I X [ et est dgal au rang glng, rique r(F) de F. Pour  tout  x e [  X [, on pose 

%(F) ---- dim~t(F~) 

s,(F) = s(F~,) 

a,(F) = r(F) + s,(F) -- r,(F) 

(le lecteur vdrifiera que ces entiers ne ddpendent  que de F I x,,, et non des choix des 
points g6omdtriques X, ~]~ faits en (0.4)) .  

Si K ~ ob D~(X,O_,.t) , on ddfmit les entiers r (K),  r , (K),  &(K) et a ,(K) (pour 

x e [ X ]) par  additivit~ ~ par t i r  du cas des Q,t-faisceaux. On  appellera les entiers r (K),  
r=(K), s,(K) et a=(K) respect ivement  le rang ggngrique de K,  le rang en x de K, le conducteur 

de Swan en x de K et la chute totale du rang en x de K. 

Si K est un  Qt-faisceau pervers sur X, pour  tout  x e I X I, K~-x est concentr4 en 
degrd - -  1 et on appellera encore monodromie locale en x de K le Gz-module H - ' ( K ~ , ) .  

Lemme ( 2 . 2 . 1 . 1 ) .  - -  Soient K e o b  Perv(X,  Q t )  et x e [ X ]. Alors on a l e s  in~galit~s 

a,(K) ~< r(K) - -  %(K) 4 0 

et les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) ~ '~  = 0 et . , ~ - I (K)  est lisse en x, 

(ii) a , (K) = 0, 
(iii) %(K) = r (K) .  

Preuve. ~ aC"~ est ~. support  ponctuel,  aCc-X(K) n 'a  pas de sections ~. support  

ponctuel,  les autres . ~ ( K )  sont nuls ([B-B-D] (4.0)) .  
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On appellera ouvert de lissit6 de K (K ~ ob Perv(X,O_,t)) l 'ouvert d6fmi par les 
conditions 6quivalentes de (2 .2 .1 .1) .  

On utilisera aussi la formule de Grothendieck-Ogg-gafarevid ([Ra] et [SGA 5] X 7) : 

Alors 
Ttdorbrae (9..9..1.9~). __ Supposons de plus X projective sur k et soit K ~ ob Db,(X, Q.t). 

a0ec 

z(X | k, K) = z(X | k, Qt). r(K) -- 
z ~ l x l  

X( X | k, Q.t) = C. (2 - 2g), 

deg(x), a,(K), 

oft C est le nombre de composantes connexes de X | # et oft g est le genre de l'une quelconque d'entre 
elles. 

(2 .2 .2)  Pour d6montrer des r6sultats locaux (i.e. sur un trait hensdlien), il est 
souvent ndcessaire de passer du local au global pour se ram| ~t des rdsultats globaux 
(i.e. sur une courbe projective). Pour ce passage du local au global, nous utiliserons le 
rdsultat de prolongement de Gabber et Katz ci-dessous ([Ka 2]) (1.4)). 

Considdrons la droite projective P~ compldtion de la droite affine 

A~ = I'~ - { oo } = Spec(k[u]) .  

Notons k{ u } l'hens61is6 de l 'anneau local k[u]c~ , de sorte que (A~)<o I = Spec(k{ u}), 
et k{ u } [u -1] son corps des fractions, de sorte que ~ = Spec(k{ u} [u-l])  est le point 
g6n6rique de (A~)~0 I. L'inclusion 

, [u ,  u - ' ]  ~ k {  u} [ u - ' ]  

induit un morphisme de sch6mas 

' ; a . , , =  A~--{O}.  

Fixons un point g6om6trique ~ localis6 en 4. 
Si ~1(~, ~)-~ rq(~, ~)moa est le quotient mod6r6 (cf. (2.1.1)) et si 

~ , ( G . ,  , ,  ~) ~ rc,(Gtn ' , ,  ~)moa .~o ~ ~ I ( G . .  , ,  ~)moa 

sont les quotients qui classifient les rev~tements finis 6tales de G,,., qui sont respective- 
ment mod6r6ment ramifi6s en oo et mod6r6ment ramifi6s en 0 et ~ ,  on a un diagramme 
commutat i f  

,~,(C.,  , ,  ~) 

- ~,(G,~,~, ~)~.~ 
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Passant de k ~t k, on a de m~me un d iagramme commuta t i f  qui s'envoie naturel lement 
darts le prdcddent 

~I(~ | ~, ~) 

~(~ | ~, ~)~ 

~..I ~(G.,.~, ~) 

ze ~ _ =~(~.,~, ~)~ 

~oa sont des isomorphismes. Lemme (8 .2 .8 .1 ) .  - -  Les homomorphismes t~ ~ et t. 

Preuve. ~ II suffit de montrer  que ~-~od est un isomorphisme. Or  ~x(~ | k, ~)-,od 

et nl(G,,,~, ~),,od sont canoniquement  isomorphes ~ 7.(1)(k) (el. (2.1.1)  et (1 .1 .3 .7) )  

et ces isomorphismes identifient ~od ~t l 'identitd de 7-(1) (k) : le rev~tement de K u m m e r  
de G,,. ~ d 'dquation v s = u induit  le rev~tement de K u m m e r  de ~ | k de m~me Equation. 

Le thdor~me de Gabber et Katz est une extension de ce rdsultat. Plus prEcisdment, 
il s 'dnonce : 

TMorkme (8 .2 .2 .8 ) .  - -  L'homomorphisme t~. ~174 est injectif et admet une unique rttrac- 

tion continue L De plus z~ ~  est aussi injectif et il existe une unique rgtraction continue r de 
z.'~~ .co qui prolonge la rttraction L 

II rdsulte de ce thdorSme que les homomorphismes i. et io sont injectifs et admet-  
tent des rdtractions continues canoniques (mais non ndcessairement uniques). 

Si V e s t  un nx(~, ~)-module (cf. (2.1.2)) ,  on appellera, suivant Gabber et Katz, 
prolongement canonique de V l e  Q.t-faisceau lisse F sur G,~,~, moddrdment  ramifid en oo, 
tel que F~ = V et que l 'action de ~x(G,,, k, ~).,oa ~o sur F~ soit la composde de la rdtrac- 
tion r et de l 'action de ~:~(~, ~) sur V. Une propridtd immddiate mais importante  du 
prolongement  canonique est la suivante : si V est d monodromie ggomgtrique .llnk, i.e. si 
rq(~ | k, ~) agit ~t travers un quotient  fini sur V, il en est de mSme de son prolonge- 
ment  canonique F, i.e. ~xx(G,~, r,, ~) ag i t / t  travers un quotient  fini sur F~. II est d 'autre 
part clair que le prolongement  canonique est fonctoriel en V e t  est un foncteur exact. 

(8.3)  Monodromies locales de o~'(K) pour K un Q.t-faisceau pervers sur A.  

(2 .3 .1 )  On reprend les notations de (1.4.1) .  Soit K c o b  Perv(A,Q.t  ). Alors, 

d'apr6s (1 .3 .2 .3 ) ,  K '  : :  ~-(K) est un Q.t-faisceau pervers sur A'. On  note j : U  ,--r A 
(resp. j ' : U ' , - - ~ A ' )  l 'ouvert de lissitd de K (resp. K') (of. (2 .2 .1 .1) )  et i :S,---~A 

(resp. i' : S' ~ A') le fermd rdduit compldmentaire;  on note F (resp. F') le Q.c-faisceau 
lisse ae'-l(K) I U (resp. ~r176 I U') .  
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(~o, 0') (co, oo') 

S, 

Proposition ( 2 . 3 . 1 . 1 ) .  - -  Avec les notations d-dessus, on a l e s  formules suivantes : 

(i) rCK') = Y~ degCs).a.CK) + rCCF~)~l,~t ) - -  sC(F~)~l,~t), 
* E 8  

(i)' rCK) = ~ deg(s ' ) .a . ,CK')  + rCCF~- ),a,~t ) - -  s(CV~- ),,,~[), 
s' ~ 8' 

(ii) pour tout s' ~ [ A '  ] - -  { O' }, 

r,,CK') = r(K') + r(CF~)1 ) -- sC(F~o) , | .~(x.s')%), 

(ii)' pour tout s e I A I - -  { 0 } 

r,(K) = r(K) + rC(F~- ,)x ) -- s((V~-oo,) ~ | .~(s.x')~o,) , 

(iii) ro,(K' ) = r (K ' )  + r((F~o)to ' ,[) - -  sC(F~.)ro, it), 
(iii) '  ro(K) = r(K) -4- r((F~-| - -  s((F~o,)to.~t). 

Preuve. ~ D'apr~s le thdor~me de c h a n g e m e n t  de  base propre,  on  a, pour  tout  

r 
r,,CK') = - -  x , ( A |  K |  LaCx.~-')) 
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et done,  d 'apr~s la formule  de Grothendieek-Ogg-~afarevi~  ( 2 . 2 . 1 . 2 ) ,  on  a 

ro,(K') = - -  r(K) + ~ deg(x) . a , (K)  - -  s ( F ~ |  .~ ' (x . s ' )~) .  

Ceci ddmont re  la formule  (iii), ainsi que  la formule  (ii), c o m p t e  t enu  de ( 2 . 1 . 2 . 7 )  (i). 
t t D'au t r e  par t ,  p o u r  al,  az e k distincts, on  a 

, , ~, ,, , V~l~) (.oq~(x.a~)~ ~ | ~ar~x.a~)%) ) = 0, 

puisque . ~ ( x . ( a ~ -  a'a))~ est de pen te  1 (el. ( 2 . 1 . 2 . 8 ) ) ;  pa r  suite, p o u r  presque tou t  
a t E k~ o n  a 

((F~|174 .L~'(x.a')~) I~, = O. 

Ceci ach~ve la p reuve  de la formule  (i), c o m p t e  tenu  de ( 2 . 1 . 2 . 7 )  (ii). 
Les formules (i)', (ii)' et (iii)' se d6duisent  des formules  (i), (ii) et (iii) respeeti-  

v e m e n t  par  involutivit6 de la t ransformat ion  de Four ier -Del igne  ( 1 . 3 . 2 . 3 ) .  

Corollaire (2 .3 .1 .9 . ) .  - -  L'ouvert U'  ne dgpend de K que par l'intermtdiaire du 
P| (F~)t0, lj. Plus prgcisOnent s' e [ A '  ] est dans U' si et seulement si l'une des conditions 
suivantes est rgalisde : 

a) s ' •  O' et il existe r e [0, 1 / r ( (F%)l ) [  tel que 

= 0 ,  

b) s' = 0' et (Fz| it = 0. 

Preuve. ~ G'est une  cons6quence  imm6dia t e  de ( 2 . 2 . 1 . 1 )  et de ( 2 . 3 . 1 . 1 ) .  
Les eas part ieul iers  suivants de ( 2 . 3 . 1 . 1 )  et ( 2 . 3 . 1 . 2 )  nous  seront  plus  sp6ciale- 

m e n t  utiles : 

Corollaire (9 . .3 .1 .3 ) .  - -  (i) Si le P~-module F ~  est non nul et purement de pentes < 1, 
alors on a 

U '  = A ' -  { 0 '} ,  

r (K')  = Z deg(s) .a0(K) 
* E 8  

et r0,(K' ) = r(K) + r(F%) - -  s ( F ~ ) .  

(ii) Si le P~-modute F% est purement de pentes > 1, alors on a 

U'  = A '  

et r (K')  = - -  r (K) + ~] deg(s ) . a , (K)  - -  s ( F ~ ) .  
~ E 8  

(9. .3 .2)  Pou r  tout  s ' e  S', on  a d ' u n e  pa r t  u n  tr iangle dist ingu6 

s F ( K '  I s') - ,  K '  I ~.' - "  R%, .  (K') 
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dans b D,(7],,,Qt) (cf. [SGA 7] X I I I  (1 .4 .2 .2))  qui induit une suite exacte longue de 
G~ 

. . .  ~ - ~ ( K ; . )  ~ . ,~ (K~, . )  ~ R' ~ , . ( K ' )  -~. ,~+'(K' , , )  ~ . . . ,  

05 O,, agit sur .~(K~,) h travers son quotient ~t(s', s-'). Gomme K'  est pervers, cette 
suite exacte longue se r~duit ~t la suite exacte 

0 ~ M ' - t ( K ; . )  -+ r'~,. ~ R -~ ~ , , ( K ' )  -~ovt~176 ~ 0, 

les autres termes ~tant tous nuls. D'autre part, on a l e s  cycles ~vanescents 

Rr K) | .~ (x .x ' )  [1]) e o b  Db,(D x ,  B,., Qt) 

pour la projection pr'  : D x ,  h:~ ~ A:~ (cf. [SGA 7] X I I I  (2.1.1)) .  

Proposition (8.3. g. 1 ). w Avec les notations a-dessus, 

(i) la rest~tion de Rr K) |  [1]) a A •  est nulle, 

(ii) pour tout entier i 4 : -  1, le G~ 

R' ~ , .  (p-~'(a, K) | .~(x. x') [1]),~, r, 

est nul, 

(iii) on a un isomorphisme fon~toriet en K e ob Perv(A, Q,t) 

R - '  ~ , . ( K ' )  -- R - '  ~,,(~-F'(% K) | .~(x .x ' )  [1]),~.i. , 

de O,.-modules. 

Preuve. - -  Puisque .~ (x .x ' )  est lime sur A • (i) r~sulte de [SGA 4�89 
[Th. Finitude] (2.16). D'apr&s [SGA 7] X I I I  (2 .1 .7 .1) ,  on a alors des isomorphismes 
canoniques de G,,-modules 

R' ~ , . ( K ' )  _~ R' ~,.(p-F'(% K ) |  .~ (x .x ' )  [1]),~.i,, 

pour tout i e Z, d'ot~ (ii) et (iii). 

Remarque (2 .3 .2 .2 ) .  - -  Compte tenu de l'assertion (i), l'assertion (ii) ci-dessus 
est un cas particulier du tMor~.me de Artin et Gabber sur la t-exactitude des foncteurs RW 
et R ~  (cf. [B-B-D] (4.4)). 

Corollaire (2 .3 .2 .3) .  - -  Le rang du G,.-module R -1 ~,,(p-~'(a, K) | .~(x .x ' )  [1]),~.;,) 
est donng par les formules suivantes : 

6 )  - | si , ' ,  0', 

(ii) r((F%)t0.~t) -- s((F~| si s' = 0'. 

Remarque (2 .3 .2 .4) .  - -  C'est un cas particulier du th6or~me de semi-continuit~ 
du conducteur de Swan prouv~ par Deligne (el. [Lau 3] (5.1.1)) ,  compte tenu de 

(2 .1 .2 .7)  (i). 



TRANSFORMATION DE FOURIER 161 

(2 .8 .8)  Consid~rons maintenant d 'une part le G~,-module F~-, 
les cycles ~vanescents 

RO,,~,(p-F'(a, K) | .ffa(x.x') [1]) e o b  Ob,(D •  71| , Qt) 

pour la projection p-~': D X, D;,~,, "-+ D;oo,, (cf. [SGA 7] XII I  (2.1.1)).  

et d'autre part 

Proposition (9.. 8 .8.1 ). - -  Avec les notations ci-dessus, 

(i) la restriction de RO~=,(p-r'(~, K) |  ~ U xk~| est nulle, 
(ii) pour tout entier i 4= - -  1, les G, • 

R i ~%, (p-/'(~, K) | .~(x .x ' )  [1]),i.~ , 

(s e S) et Ie G~o,-module 

R' Oz,~, (p-F'(~, K) | .~(x .x ' )  [1]),~.~., 

sont nuls, 
(iii) on a un isomorphisme fonctoriel en K e o b  Perv(A, Qt) 

F" I ~ g  0~176 -- 1 
_~ Indo,• cI)zo~,C~'(~ , K) |  [1]),i,w,) 

~oo' 

| R -~ 0~,(p-F'(0c, K) | C2(x.x') [1]),~,w , 

de G~,-modules. 

Preuve. ~ L'assertion (i) r6sulte aussit6t de (1.3.1.2)  pour A 1 = A', Dz = D', 
A z = A. Comme, d'apr& [SGA 7] XII I  (2.1.7.1),  on a 

I ~ -  = R r ( D |  ~ ' ,  R~F~,(p-F'(a, K) |  c.~(x.x') [1])), 

les assertions (ii) et (iii) r&ultent de l'assertion (i) et du fait que R~F%, = R@%, dans 
notre situation, puisque 

(p-r'(0c, K) | .~(x .x ' )  [l]) I D xk oo' ---- 0, 

par d~fmition de ~ ( x . x ' ) .  

Remarque (2.3.3.9.). - -  M~me remarque qu'en (2.3.2.2) .  

Remarque (2.8.8.8) .  - -  Une comparaison de (2.3.1.1)  (i) et de (2.3.3.1)  (iii) 
sugg~re les formules suivantes : 

r(R -x r K) | .~(x .x ' )  [1]),,,~.,) = a,(K), 

pour s e S ,  et 

r(R -x 0%, (p-F'(% K) | .~(x .x ' )  E1]),~.~,, = r((F%)n,~[ ) --  s((F~|174 

Nous les ddmontrerons plus loin (cf. (2.4.3) (i) b), pour s = 0, et (2.4.3) (iii) b)). 

(9.. 4) Transformations de Fou~r locales : dgfinitions et gnoncgs des proprigt6s fondamentales. 
21 
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(2.4.  I )  Soient T et T '  deux traits hensfiliens d'6gale caractdristique p, ~. corps 
r6siduel k, munis d'uniformisantes ~: et ~' respectivement. On  notera pr et pr '  les projec- 

T '  T '  tions canoniques de T • sur T et respectivement. On a les  O_..t-faisceaux Lf,(~[~ ), 
s (~:,[~) et L f , ( 1 / ~ ' )  sur T •  ~ •  et ",1 • l' respectivement, off B e t  ~' sont 
les points g~n6riques de T et T '  respectivement; on notera .~(~:/~ ') ,  .L~,(~'/r:) et 

.s les prolongements par z6ro de ces Qt-faisceaux ~ T • T '  tout entier. 
On  utilisera l ibrement les notations de (2.1) (sans modification quand  elles sont 

relatives ~ T et affect6es d 'un  exposant ' quand  elles sont relatives ~. T') .  

Pour tout V e o b  ~ (resp. V'  ~ ob ~ ' ) ,  identifid ~ un Q.t-faisceau sur ~ (resp. ~1'), 

on notera V, (resp. Vi) le prolongement  par z6ro de ce dernier 0..t-faisceau ~ T (resp. T')  
tout entier. 

(2 .4 .2 )  Pour V ~ ob ~,  on a l e s  cycles Evanescents 

R(I)~.(pr'(V,) | 

R~),,(pr'(V,) | .~,(='/=)) 
et g~)~, (pr" (V,) | .o~(1/ ,= '))  

dans Db~(T x ~ B', l~.e), relatifs ~ pr '  : T x ,  T '  -~ T '  (eft [SGA 7] X l I I  
lemme suivant est immfidiat : 

(2. I.  l)). Le 

Lemme ( 2 . 4 . 2 . 1 ) .  - -  Soient V E ob ~ et K ~ ob Perv(A, Q.t). 

(i) S i  7: : T ~ A et n' : ~' ~ ~ ,  sont les k-morphismes dlfinis par ~: ~ x et ~' ~ l[x' 

respectivement, alors tout isomorphisme de Q.t-faisceaux pervers ~ : ' K _  VI[1 ] sur T induit un 

isomorphisme de 
.%(x.,, ) [1]) (~ • ~')" R(I),~,(p-P(~, K) | - ' 

" )) [2] sur RO~,(pr (V~) | - ' 

da,  Db0(T •  
(ii) Si ~ : T  ~ D et 7:' : lq' ~ ~o', sont les k-morphismes dgfinis par ~ ~ l[x  et 7 : ' ~  x' 

respectivement, alors tout isomorphisme de Q.t-faisceaux pervers ~" K _ V[1] sur ~ induit un iso- 

morphisme de 
(~ X T:')" R(1),0.(p--P(0:, K) | .~ ' , (x .x ' )  [1]) 

- -  t 

sur R(I) , , (pr'(V,)  | .2'+(7:/~:)) [2] 

(iii) Si ~ : T -~ D et 7:' : ~q' --. ~| sont les k-morphismes d~finis par ~: ~ l lx  et =' ~ l /x '  

respectivemznt, alors tout isomorphisme de Qt-faisceaux pervers ~" K _ V[1] sur ~ induit un iso- 

morphisme de 
- -  t 

x K) | . % ( , . ,  ) [1]) 
" ~,(117:~ )) [2] sur R(I)r,(pr (V,)  | - ' 

dans Db~(T X k ~', Q.,). 



R~>,,(pr'(V,) 

R@,,(pr'(V,) 

et R@~,(pr'(V,) 

sont concentrIs sur t X ~ ~' C T 

Preuve. - -  Compte tenu 
de (2.3.2.1)  (i) et (ii) et de 

Dlfinition { ~ . 4 . 9 . . 3 ) . -  
~ g  ~',, ~ ,  

dgfinis par 
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Proposition (9..4.9..9.). ~ Soit V ~ ob ~. Alors les cycles gvanescents 

| ~,(=/='))  
| - -  t -~,(~ In)) 

X~ ~' et n'ont de cokomologie non mdle qu'en degrg 1. 

de (2.2.2.1)  et (2.4.2.  I), la proposition r&ulte aussit6t 
(2.3.3.1)  (i) et (ii). 

On appellera transformation de Fourier locale chacun des fonaeurs 

o'~, ar,,~. ~'~ : ~r -~  ~ '  

| ~~ = R ~ oz.(pr'(V,) ~ , (~ /~  )),~.r.,, 

.~-;,~.0',(V) = R x oz,Cpr'(V,) | .w, Cn'/Tr)),i. r,,, 

# - c ~ ,  | V R x - ' . , ( ) ---- O~,(pr'(V,) | .W,(1/~:~ )),kr', 

En &hangeant les r61es de (T, n) et (T', n'), on ddfmit de m~me trois foncteurs 
r ._+ #-~0'. ~ U ' ~  #-~'. ~,: ~, ~. 

Dans la suite, on laissera tomber l'indice ~b des notations o~', et .Z'+ quand cela 
ne pr&e pas A confusion. On notera a : T  -~ T l 'automorphisme dgfini par ~ ~ -  

Ttdorkme (2.4.3).  - -  Les transformations de Fourier locales ont les proprigtls suivantes. 

(i) a) Le foncteur .~-~o,~'~ est exact. 

b) Pour to'tt V ~ob if, on a 

r ( ~  "~ | = rCV) + sCV), 
~(~,o, ~"(V)) = s(V), 

de sorte que #-~o.o,'~(~)C ffc'o.xt. 
c) Le fonct~r o~'c~176 : ~--+ ~t'0.xt est une tquivalence de cat/gories abaiennes de quasi- 

inz, e~se a" ~ ' , o , ( _ )  (1). 
d) On a un isomorphi.wat fonctoriel 

ar~~ -- ~g-',~"CV ~) (1) 

pour V eob~c0.~ c (cf. (2.1.5)).  

(ii) a) Le fonaeur .~| est exact. 

b) Pour tout V e o b  ~a,| on a 

#'~'~ = 0 
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et, pour tout V r ob fgto, tt, on a 

r(,~"~~176 = r(V) - -  s(V), 

s ( ~  '~ 'o ' ' (v))  = ~(V). 

c) Le fontteur ~-~oo.0,, : fft0,1t -~ fr est une gquivalence de catggories abgliennes de quasi- 
inverse a" ~co',~o,(_) (1). 

d) On a un isomorphisme fonctoriel 

,.~-~'~'~ "2_ #~e t~  v) (1) 

pour V c o b  ff(o.lt (cf. (2 .1 .5) ) .  

(iii) a) Le foncteur ~rl| ~') est exact. 

b) Pour tout V ~ ob ~0,11, on a 

~ ' ~ '  ~~ = 0 

et, pour tout V c o b  ~l~,~ot, on a 

= s ( V )  - -  r ( V ) ,  

= s ( V ) ,  

de sorte que .~loo, oo,)( f#n ' o~t) C "~;l, ~c- 
c) /2  fonaeur o~ "(~' :o,): ~]t, o0t --~ f#;x,,~t est une tquivalence de cat/gories abaiennes 

de quasi-inverse a" ....-i,o',| (1). 

d) On a un isomorphisme fonctorid 

pour V e ob ~jl. ~t" 

La  dfimonstration du thEor6me ci-dessus sera donn~e en (2.5).  

Remarques ( 2 . 4 . 3 . 1 ) .  - -  Katz a d6fini et Etudi6 un  produi t  de convolution gEo- 
m6trique sur G,,,~ et une variante locale de celui-ci (cf. [Ka] V e t  VI) .  Le produi t  
de convolution avec .L~'+ I G,., k est reli6 ~ o~-+ et une  part ie des rEsultats de (2 .4 .3)  (i) b) 
et (ii) b) peut  se dEduire de loc. cir. V I I  et VI I I .  

( 2 . 4 . 3 . 2 )  Nous verrons en (3 .5 .2)  commen t  sont relies, d a m  le cas ot~ k = u 
le caract6re central  (ou de terminant )  et la constante locale d 'un  objet V de ~ et de 

ses transform6s de Fourier  locaux. 

( 2 . 4 . 3 . 3 )  Dans les assertions (i) d) et (ii) d), on doit  6carter les V qui admet ten t  

des sous-quotients g6omEtriquement constants non triviaux car  le foncteur V ~ V t n e  
commute  pas h la dualit6 pour  ceuxoci. Par contre,  si V c o b  fgl0.=t, Vt coincide avec 

le prolongement  intermEdiaire V. de V/~ T qui, lui, commute  ~. la dualit6. 
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(2.5) Transformations de Fourier locales : demonstration du thgorkme (2.4.3).  

(2 .5 .1)  Les assertions (i) a), (ii) a) et (iii) a) de (2.4.3) r~sultent imm~diate- 
ment de (2 .4 .2 .2) .  Pour d~montrer les assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3),  
on peut, par consequent, se limiter au cas off le G-module V e s t  simple. 

(2 .5 .2)  II r~sulte aussit6t des dfifinitions que les transformations de Fourier 
locales commutent  aux changements de base k ,-+ kl (kx extension de k contenue dans k) : 
pour f :  ~ | -+ ~ e t f '  : ~' | ~ 0' les projections canoniques et pour (. ,  .) = (0, oo'), 
(oo, 0') ou (oo, oo'), le carr~ de foncteurs (avec les notations ~videntes) 

ffl sl"'~ =- fix' 

est << commutatif>,. Ceci ram~ne la preuve des assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3) 
au cas off k est algtbriquement dos. 

(2 .5 .3)  Montrons maintenant les assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3) 
pour un G-module V modgrgment ramifi6. 

D'apr~s (2.5.1),  (2.5.2) et (2.1.4),  il suffit pour cela de montrer la proposition 
suivante : 

Proposition (2 .5 .3 .1 ) .  - -  

~-,0, ~ " ( 5 , )  = 

~-'~,0"(ot) = 

~ , ~ ,  ~',(~. ,)  = 

(i) Pour le G-module trivial Q t ,  on a canoniquement 

Q.t,  

Q ( -  1), 

O. 

(ii) Pour tout Qt-faisceau de Kummer non trivial 3U• sur G,,,k = Spec(k[u, u-l]) ,  
n t notons V~ (resp. Vz) le G-module .~t"x(= ) (resp. G'-module 3Vx(~ )), o~ ~ : ~ ~ G,,. ~ (resp. 

~':~1' ~G, , ,k )  est le morphisme qui envoie 7: sur u (resp. re' sur u) (cf. (1 .1 .3 .7)) .  Alors, 

on a canoniquement 

0~ 

~-~o, ~',(Vx) = V, x | G(Z, +), 

~:~.  ~ = V~ | G ( Z - ' ,  +), 

~ , ~ ' , ( v ~ )  = o, 

G(z,  +) = ~ ( c . ,  ~, a '~ | .%) 

est vu comme un G'-module non ramifig. 
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Preuve. ~ On a vu d 'une part que 

~'(Q,t,x) =o- , t ,{0,}(-  1 ) { -  1], 

~ - ( ~ ,  ~op = 0.,,A,[1], 
~ , ( j .  arx(x)) = j :  x'x_,(x') |  O(z, +) 

(of. (1 .2 .3 .1)  et (1 .4 .3 .2)  (iii)) et d 'autre part que, pour ~ ' : B ' - ~ % , ,  ~ ' ~ x ' ,  

='" R~ @~,(5(Q.t,A))_~ .~',o~ 

~'" R ~ O~ , (# ' , ( j .  X'x(x)) ) __ # -~ '  ~  

et que, pour ~'  : "I]' ~ ~ , ,  ~ '  ~ l [x' = "~', 

~"(~-(0. , , . )  I ~ , )  = ~'~ '  ~"(0.,), 

~ " ( ~ ( 0 . , . . - ~ 0 0  I ~ )  = ~'~ | ar'~'~'(0.,) 

~"(.~,(j.x'~Cx))l,~oo.) " ~'~,~ ~"(xr~(,~))r #-~.  |  

(cf. (2 .3 .2 .1) ,  (2 .3 .3 .1)  et (2 .4 .2 .1)) .  On en d6duit aussit6t l'assertion (2 .5 .3 .1)  (i) 
et les isomorphismes canoniques suivants 

,~ - - (ao ,  O ' ) t " ~ y  ~ __  ' r ~--x-,J ~ Vx-, | G(Z, +) 

~o, ~',(v~) | ~ ,  ~',(v~_,) _~ v'~ | G(z, ~). 

Il ne reste plus qu'A montrer que ~ |  ~~215 ---- 0, i.e. que 

R(P-~ ,(~x(~'  ) | ~,(11~'.~")),~.~,, = 0, 

06 les cycles dvanescents sont relatifs & la projection p-r' : (D  - -  { 0 )) • ~ D;oo,, --* D'~o, 

et oil ~x(~ ' )  (resp. - ~ ~ '  .~+(1/x.x )) est le prolongement par zSro A ( D - - { 0 } )  • 
du Qr-faisceau lisse de rang un ~)ffx(~') (resp. ~,(1/~ ' .~"))  sur (D - -{  0, oo }) x~ D~,~ 
(resp. ( D - - { 0 ,  oo}) •  (on rappelle que ~ ' =  I/x, "~'-- l/x'). Or, on peut fac- 
toriser pr' en 

(D { 0 }) x ,  D;~o., ~ 

o~ k(~, z ' )  = (~.~ ' ,  ~") 

est une carte affine de l 'dclatement de &~ X~ D;.,~ le long de (0, oo') et oil, par suite, 
h~| : (D -- { 0 }) x ~ ~o, -+ &~ x ~ ~]~o, est un isomorphisme. De plus 

( & . ) . ( ~ 7 ~ ( z ) |  ~ ~ ,  ~ . % ( l l x . x  )) _ ~Px(y) | ~,( l /y)  | x ' d U ~ " )  

o~ maintenant ~fz(Y) et .~+(1/y) sont les prolongements par z~ro ~ &~, = Spec(k[y]) 
de a ' x ( y  ) et s162 sur &~- -{  0}. On remarque enfin que (oo, oo') est un point de 
non locale acyclicit~ isol~ dar~s h-t((0,  oo')) ----- (D - - {  0 }) x {oo'} pour ~ '  relative- 

ment ~ ~ x ( x ) |  . . W , ( 1 / x . x  ) (cf. (1 .3 .1 .2))  et que pr,. est universellement localement 

acyclique relativement ~ X'x(y ) | .~r | X*x(l/x ), oil - ~ '  ~ffz(1]x ) est le prolonge- 
ment par zfiro de ~fx(l/~") ~ DZ,,, (of. [SGA 4 �89 [Th. Finitude] (2.16)). Par suite la 
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nullitd de 
applique 

e t  

o~'~~176176 et l'assertion (2 .5 .3 .1)  (ii) r~sultent du 

f : =  p--/', g : =  pr~, h : =  h, x : =  (oo, oo') 

K : = ~ g x ( x ) |  )[  (D - - { 0 } )  • : 

lemme suivant, 

Lemme (~-.5.3.2). ~ Soient (S, s, 0) un trait strictement hensglien, 

X * ~ y  

S 

un triangle commutatif de morphismes sgpargs de type fini, x un point fermg de X ,  d'image y dans Y ,  

et K s ob Db,(X,, Qt).  On suppose que h est compactifiable, que h~ : X ,  -~ Y ,  est propre et 
que x est un point isolg dans h-~(y) = X v de l'intersection du support de RW~(K) avec Xy. Alors, 
pour tout point ggomgtrique s localisg en x d'image .~ dans Y, RW~(K)~ est facteur direct de 

RR~(Rh~, K)~ dans D~,(Qt). 

Preuve. ~ On peut  supposer h propre et alors R ~ ( R h n .  K ) =  Rh,. RtF~(K) 
( [SGA7] X I I I  (2 .1 .7 .1) ) ,  &off R ~ ( R h ~ . K ) ~ -  RF(X~, R ~ ( K ) ) .  Or RtF~(K)~ 
est facteur direct de RF(X~, RtF~(K)) par hypoth6se, d'ofl la conclusion. 

(2 .5 .4 )  Montrons que o~'c~~176 = 0 pour  V e o b  ~,.oot et que ~ '~ '~ ' l (V)  = 0 
pour V e ob (r ~3" 

Dans les deux cas, il existe, d'apr~s (2 .2 .2 .2 ) ,  un Qt-faisceau F lisse sur A - - {  0 }, 
moddr~ment ramifi~ en 0 et tel que 

='F_V 

off n:v~ ~ A - -{  0 } est le k-morphisme qui envoie ~ sur 1Ix. 
La nullit6 de ~'c~'~ pour  V ~ ob fftl. o~t rEsulte alors de (2 .3 .2 .3 )  (ii) et 

(2 .4 .2 .1 )  (ii). 
Pour V c o b  fiE0.11, on a, d'apr6s (2 .3 .1 .1 )  (i), 

r ( ~ ( j ,  F)) = ao(j, F) = r(F I ~0) 

o5 j : A --  { 0 } ~ A est l 'inclusion, et la nullit6 de o~ "1| ~176 dans ce cas r6sulte alors 
de (2 .3 .3 .1 )  (iii), (2 .4 .2 .1)  et (2 .5.3)  par  un  comptage de dimensions. 

(2 .5 .5 )  Terminons maintenant  la preuve des assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) 
de (2 .4 .3) .  

Soient V e o b  ff et F un Q.t-faisceau lisse sur A -  { 0 }, moddrdment  ramifid 
en oo et tel que 

~'F__V 
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(off ~ : ~  ~ A -  { 0} est le k-morphisme qui envoie ~ sur x) (of. (2 .2 .2 .2)) .  On a, 
d'apr~s (2 .3 .1 .3)  (i), 

r(o~-(j, F)) = ao(j, F) = r(V) + s(V), 

o f j : A - - { 0 } , - + A  est l'inclusion, et on a, d'apr~s (2 .3 .3 .1)  (iii), (2 .4 .2 .1)  (ii) et 
(iii) et (2.5.3),  

w'C~-Cj, F) 1~,') - ~-,0, | 

(pour W : ~ '  ~ , ,  7r '~  1Ix' = ~") de sorte que l 'on a 

r(o ~'~ = r(V) n u s(V). 

D'autre part, on sait que o~'(j I F ) ] A ' - - {  0'} est un Qt-faisceau lisse (de rang 
r(V) -k- s(V)), placd en degr~ 0 (cf. (2 .3 .1 .3)  (i)), que ro,(o~'(j , F)) = s(V) (cf. (2 .3 .1 .3)  
(i)) et que o~'(j, F) I ~0, est moddrdment ramifi6 (el. (2 .3 .2 .1) ,  (2 .4 .2 .1)  et (2.5.3)) .  
Par suite, comme 

RF,(A'@k~, ~ ( j ,  F)) = 0 

par involutivitd de la transformation de Fourier-Deligne et changement de base propre, 
la formule de Grothendieck-Ogg-gafarevi~ implique que 

`~ = s ( v )  

et (2.4.3) (i) b) est d6montrd. 
Soient V e o b  Nto, xt (resp. V �9 ob Nil, ~1) et F un Qt-faisceau lisse sur A -- { 0 }, 

moddrdment ramifid en 0 et tel que 

~'F_~V 

(off ~ : ~ - + A - - { 0 }  est maintenant le k-morphisme qui envoie ~ sur ~'-~ ][x) 
(cf. (2.2.2.2)). On a, d'apr6s (2.3.1.3) (i) (resp. (ii)), 

r(~.~'(j, F)) = r(V) 

et ro(o~'(j, F)) = s(V) 

(resp. r(~'(j ,  F)) = s(V)), 

o f  j : A - - { 0 } ' - + A  est l'inclusion, et on a, d'apr~s (2 .3 .2 .1)  (iii) (resp. (2 .3 .3 .1)  
(iii)) et (2 .4 .2 .1)  (i) (resp. (ii) et (iii)), 

W* R~ @ w ( ~ ' ( j  , F)) _ ~ '= ,~  

(resp. , r '*(~( j ,  F) [ ~ , )  ~_ o ~'~ ~"(F [ ~q0) | ~176 | 

(pour W:~  1 ' ~ 0 , ,  W ~ x '  (resp. W:~  1' ~ , ,  W ~ l / x ' = ~ " ) )  de sorte que l 'on a 

= r ( V )  - s ( V )  

(resp. r ( ~  '~ '  ~'~(V)) = s(V) --  r(V), 

d'apr~s (2.5.3)) .  D'autre part, on sait que o~-(j! F) ] A' -- { 0' } (resp. o~'(j, F)) est un 

Qt-faisceau lisse (de rang r(V) (resp. s(V))), placfi en degr6 0 (cf. (2 .3 .1 .3)  (i) (resp. (ii))) 
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et que ~'(j.,  F) [ ~l~, (resp. ~(~176 [ ~0)) est mod~r~ment ramifi~ (cf. (2 .3 .3 .1 )  (iii), 
(2 .4 .2 .1 )  (ii) et (iii), (2.5.3)  et (2 .5 .4)  (resp. (2.5.3))) .  Par suite, comme 

RP~(A ' |  ~ ' ( j ,  F)) = 0 

par  involutivit4 de la transformation de Fourier-Deligne et changement  de base propre, 
la formule de Grothendieck-Ogg-gafarevi~ implique que 

s ( .~  ~, ~ = sCV) 

(resp. s ( ~  '='~176 = s(V)) 

et (2.4.3)  (ii) b) (resp. (iii) b)) est d6montr6. 

(2 .5 .6 )  Ddfinissons un isomorphisme fonctoriel 

a" ~r'~"~ o ~-'~ (1) -_ V 

pour V �9 ob fr Pour cela, consid~rons le prolongement  canonique F de ~. V ~t A -- ( 0 } 
(oh ~ : ~ --)-~0 est le k-morphisme qui envoie = sur x) (cf. (2 .2 .2 .2 ) ) .  Alors, par  involu- 
tivit6 de la transformation de Fourier-Deligne on a un isomorphisme fonctoriel en F 
et donc en V 

a* o*" o ~ ' ( j ,  F) (1) __ j,  F 

o h j  : A - -  { 0 } ~ A est l 'inclusion (cf. (I .  2 .2 .3) ) .  Or, d'apr~s (2 .3 .2 .1 )  et (2 .4 .2 .1 )  (ii), 
o n  a 

,~" Roooc~r'C~(j, r ) ) )  -__ ~r'~'.~ F) I ~ , ) )  

(oh rd:-~' -+,q~,, ~ ' ~  llx' = ~") et, d'apr~s (2 .3 .3 .1 ) ,  (2 .4 .2 .1 )  (i) et (iii) et (2 .5 .3) ,  
o n  a 

,~"(~'( j ,  F) I ~ . )  --- ~-'~ ~"(V). 

D'ofl l ' isomorphisme cherch6. 
On construit de mani~re analogue des isomorphismes fonctoriels 

a" ~-,0,,oo, o ~"~176176 (1) = V 

pour V �9 ob &t0, it et 

a" ~r,~',~, o ~r '~ ,~ ' , (v )  (1) _ v 

pour  V �9 ob ffjl, ~t" 
Les assertions (2.4.3)  (i) c), (ii) c) et (iii) c) sont cons6quence immediate  de 

l'existence de ces isomorphismes et des isomorphismes qu 'on  en d~duit en 6changeant 
les r61es de T et T' .  

(8 .5 .7 )  U n  argument  parall~le ~ celui de (2.5.6)  permet  de d6duire les asser- 
tions (2.4.3)  (i) d), (ii) d) et (iii) d) de la commuta t ion  ~t la dualit6 de la transformation 
de Fourier-Deligne (cf. (1 .3 .2 .2) ) .  Les ddtails sont laiss6s au lecteur. 

22 
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{2.6) Transformations de Fourier locales : applications et exemples. 

(2 .6 .1)  Supposons k alg~briquement clos et soit f :  T x ~ T un rev~tement fini, 
galoisien de groupe de Galois H, de traits strictement hens6liens, d'~gale caract~ristique p, 

corps r~siduel k. Le groupe fini H est le quotient du groupe de Galois G de T par le 
groupe de Galois Ga de Ta. 

Le caract~re d'Artin de H est la fonction centrale a n : H ~ Z d~finie par 

- v lChC,q )  - -  s i  h ,  1 

a (h) = Z si  k = 1 
h ' * l  

off ~x est une uniformisante de T t et v 1 la valuation discr&te de T x (normalis~e par 
vt(~l) = 1) (cf. [Se 1] VI, w 2). La fonction centrale a~ est en fait le caract&re d 'une 
representation lindaire de H (cf. loc. cit., Thm. 1) et Serre a mont_r~ que cette represen- 
tation peut ~tre d~finie sur Q t  (t 4 = P) (cf. [Se 4] Thm. 2 ou [Se 2] (19.2), Thm. 44). 
Ges r~sultats sont des ~nonc6s d'existence : ils ne donnent pas de r6alisation explicite 
de la representation d'Artin. Darts [We 2] (voir aussi [Se 1] VI, w 4), Weil pose le pro- 
blame de trouver une r~alisation explicite de Art a.  Comme me l'a fait remarquer Deligne, 
o~-~0, ~'~ donne une solution ~t ce probl6me (pour une autre solution basde sur le prolon- 
gement canonique de (2.2.2.2)  et la formule de Grothendieck-Ogg-~afarevi~, voir 

[Ka2]  (1.6)). 
s 

Fixons donc une uniformisante ~x de T et soient (T', ~') et ~-,0. | : f# ~ f#t0. ~ 

comme en (2.4). Notons cr~:Qt[H] ~ Q t  l 'augmentation canonique ( ~ X h . h ~  Y~Xh) 
h h 

et Ker ~ son noyau. C'est un Qt-vectoriel de dimension I H [ -- 1, muni de deux actions 
de H qui commutent  entre elles, l 'un ~ gauche et l 'autre ~t droite (actions par trans- 
lation). Composant l'action ~t gauche avec l'application quotient G-~ H, on munit 
Ker ~a d'une structure de G-module et H op~re ~t droite sur ce G-module (en rant que 

Qt-faisceau sur vl, Ker ~ n'est autre que RO~ puisque Ker cn -~ Q , [ H ] / Q , ,  

ofa Qt'--~Qt[H-],  ~ - ~ Y ~ , . h ) .  On peut alors former le G'-module o~"~ et 
h 

ce G'-module est muni naturellement (par fonctorialit6 de ~-c0, ~o,~) d 'une action 

droite de H. On posera 

Artn = ~-~0. ="(Ker eu) 

vu comme H-module ~ droite (on oublie la structure de G'-module). 

TMorOne (8.6.1) .  - -  Art a a pour caractkre a Het est donc une rlalisation sur Q t  (ration- 

helle sur Q.t(qb(l)), 0,', + : F~ ,--~Q~ est le caract~re additif non trivial utilist pour construire 

.~o.~'~) de la reprgsentation d'Artin de H. 

Preuve. - -  Pour tout U~.t[H]-module ~ gauche V, on a, d'apr~s (2.4.3) (i) b), 

r ( #  -~~ ~"(Ker *a | V)) = r(Ker ~a | V) + s(Ker ca | V). 
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Or, 

et  

ott 

(cf. [Se 2] 

r ( ~  "'~ | (Ker ca | ~ttm V) ) = dirn~t (Arta | V), 

r(Ker ca | V) -- 

s(Ker ~a | V) = - -  

1 
Z (Tr(1, V) --  Tr(h, V)) 

IHI,*  

1 
sa(h ) Tr(h, V), 

i r i i  

l 1  - -  vx(h( x) - -  

(19 .2) ) ,  d'ott 

d i m ~ t ( A r t  H | V)  - -  

et la conclusion. 

s i h #  1 

si h = l  

1 
X aa(h ) Tr(h, V) 

I HI I t  

(2 .6 .2)  Dans ce num6ro, on suppose que k ----- Fq et que T e s t  un trait hens61ien, 
d'~gale caract6ristique p, ~ corps r6siduel k. Comme me l'a fait remarquer Kazhdan,  
les transformations de Fourier locales permettent de construire les G-modules irr~duc- 
tibles primitifs. 

Rappelons qu 'un G-module irr6ductible V est dit induit (par un Gx-module Vx) 
f 

s'il existe une extension finie s6parable non triviale ~x ~ ~ et un Gx-module (irr6duc- 
tible) V1 tel que V soit isomorphe ~ fo V1. Les G-modules irr~ductibles non induits, 
appel6s encore plimitifs, sont les pi6ces de base darts la classification des G-modules irrdduc- 
tibles : en effet tout G-module irr6ductible est clairement induit par un Ga-module irr6duc- 
tible primitif. Rappelons aussi que, si Ve st un G-module irr~ductible primitif, le P-module 
sous-jacent est encore irr~ductible (P est la partie sauvage du groupe d'inertie I C G), 
par consequent, [e rang de V est une puissance de p (cf. [Ko 2] (2.2));  en particulier, 
tout G-module irr6ductible de rang premier ~ p est monomial, i.e. induit par un Gx-module 

I 
Vx de rang 1, pour ~x--~ ~ de degr6 r(V). 

Nous allons illustrer la construction des G-modules irr6ductibles primitifs V pax 
transformation de Fourier locale dans le cas particulier suivant : V satisfait 

l r(V) = p "  pour un entier n/> 1 
( 3 . 6 . 2 . 1 )  s(V) = 1. 

La premibre remarque est que : 

Lemme (2 .6 .2 .2) .  m Tout G-module irrgductible V vtrifiant (2 .6 .2 .1)  est pr imi t i f  . 

Preuve. - -  On raisonne par l'absurde. Supposons qu'il existe une extension finie 
l 

s6parable non triviale ~1 ~ ~1 et un Gl-module irr6ductible V 1 tel que V _~ fo V 1. Si kl 
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est le corps r6siduel du  normalis6 de T dans ~I, kt/k est une  extension fmie galoisienne 

(Gal(k/k) est ab61ien) et on peu t  factoriser f en 

I '  o 
Vlx ---, ~ | kl ---* "0 

olh ~ | kx ~ ~ est l 'extension non  ramifide associde h ka[k. 
Montrons  tout  d ' a b o r d  que  k~ = k. En effet, on a V = g.f." V1, de sorte que  

= k] s(f: 

et, comme s(V) = 1, cela impl ique que  [kl : k] --  1. 

Main tenan t ,  d 'apr~s [Se 1] VI ,  w 2, on a 

s(V) = s(Va) + r(V ) Qt)  

et done s(V) = 1 impl ique soit s(f.O_..t) = 0 et s(V1) = 1, soit s(Va) = 0, r(V1) = 1 

et s(f .  Qt) = 1. 
Le premier  cas est c la i rement  impossible puisque le degr6 de ~ql[~ est une puis- 

sance non  triviale de p (ce degrd divise r(V) et est non trivial par  hypoth6se).  II reste 

donc ~ mont re r  que  le second cas m6ne ~ une contradic t ion .  Or ,  on a le d i ag ramme 

I " P1 " 11 ~ IxFPI - 1 

1--,.. P ~ I ~ I /P --,.. 1 

o~h les lignes sont exactes et les fl~ches verticales sont injectives (Pa C P car Pa est un sous- 

pro-p-groupe de I e t  P c~ IaC Pa car  P c~ Ix est un  sous-pro-p-groupe de Ia, de sorte 

que  Px = P c~ Ix). Par  suite, c o m m e  l ' indice de I x dans I, dgal au degrd de ~h sur 

(k I = k), est une puissance de p (r(V) = p"),  la fl/:che I1/P l ~ I /P  est un isomorphisme 

(I]P est un  pro-groupe  d 'o rd re  p remier  ~, p). I1 s 'ensuit  que  V a - - - f ' W  pour  un 

G-module  W moddrdment  ramifid de rang  1. Ceci cont redi t  l ' irrdductibili td de V " f . f "  W 
puisque alors W e s t  un  sous-G-module  de V. D'ofi  le lemme.  

Ceci dtant,  fixons une uniformisante  ~x de T,  et un  autre  trai t  hensdien ,  d 'dgale 

caractdrist ique p, ~t corps rdsiduel k, T ' ,  lui aussi muni  d ' u n e  uniformisante ~x'. O n  dis- 

pose alors de la t ransformat ion de Four ier  locale ~-c0, | qui  indui t  une bijection entre 

les ensembles des classes d ' i somorphie  des modules  suivants (cf. ( 2 . 4 . 3 )  (i)) : 

- -  les G-modules  irrdductibles V avec r(V) ----p" pour  un ent ier  n/> 1 et s(V) = 1; 

- -  les G ' -modules  irrdductibles V '  avec r(V')  = p" + 1 pour  un  entier  n/> 1 et s(V') = 1. 

O r  ces derniers G ' -modules  sont m o n o m i a u x  puisque ( p " +  1,p) = 1 pour  tout  

ent ier  n >/ 1, done faciles ~ construire,  d'oO la construct ion cherchde des G-modules  

irrdductibles primitifs avec r(V) = p" et s(V) = 1. Par  exemple,  si q = p~, si ~ --* ~' 

est l 'extension de K u m m e r  d~finie pa r  r~'l ,+1 --  r~' et si V~ = L,(1,t~'l) (cf. ( 2 . 1 . 2 . 8 ) ) ,  

on a V '  = f . '  V'I qui  est un G ' -modu le  irrdductible avec r(V')  = p + 1 et s(V') = 1, 

c o m m u t a t i f  
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de sorte que  V = a ~ o*'~"~ ') (1) (cf. (2 .4 .3 )  (i) c)) est un G-module  pr imit i f  de 

rang p et de conduc teur  de Swan  1. 

Remarque ( 2 . 6 . 2 . 3 ) .  - -  En  utilisant les transformations de Fourier  locales, il est 

aussi possible de ddmontrer  la conjecture de Langlands locale numirique (cf. [Ko 1]) pour  
un corps local F d'6gale caract6rist ique p > 0. C'est  ce que  vient  de faire Henn ia r t  
(cf. [He 2]). Son r~sultat pr6cis est le suivant. Soient n/> 1 et j />  0 deux entiers et soit 
(l,, j le nombre  des orbites sous l 'act ion du groupe des caract6res non  ramifi6s de Gal(F]F)  
de classes d ' i somorphie  de representat ions ~ complexes,  continues et irrdductibles de 
Gal(F/F)  v6rifiant : r(o) divise n, s(,)lr(o) <~ j[n et la restriction de ~ au groupe d' inertie 

de GaI(F/F)  est encore irr6ductible. Alors 

C,, ~ ---- n q J ( q -  1), 

i .e.C.,  j est 6gal au hombre  des orbites sous l 'action du groupe des caract~res non  rami-  
rids de F • de classes d ' isomorphie  de reprfsentat ions p complexes,  admissibles, irr6duc- 

tibles et done de dimension finie de D .  ~ telles que  j(p) ,< j e t  que  p [ ~,~ soit encore irrd- 
ductible.  O n  a not6 D .  l 'alg~bre h division centrale sur F de degr6 r6duit  n e t  ~.~ son 
groupe des unit~s. Si F = F~((~)), on a D .  = Fq.((~)) avee ~" = 7: et a .~  = "r.a ~ pour  
tout  a ~ F~., on a ~ ,  = F~.[[z]] et le groupe des unit6s adme[  la filtration 

~,~ ~ ] + ~F,.[[~]] ~ 1 + ~" F,.[[~]] ~ . . .  ; 

une representat ion comme  ci-dessus est au toma t iquemen t  triviale :ur  1 + - ~  F~[[v]]  

p o u r j  >> 0 e t j (p)  est le plus grand e n t i e r j  tel que  

I(1 + ~ F,.[[z]]) 4:1 

(avec la convent ion j(p)  ---- 0 si p [(1 + ,F~.[[v]]) =- 1). 

(9,. 6 . 3 )  Dans ce num6ro,  on suppose k a lg6br iquement  c l o s e t  on consid6re deux 

traits complets T et T ' ,  d '6gale caract6ristique p > 0, ~ corps rdsiduel k, munis d 'unifor- 
misantes ~ et 7:' respectivement.  

Pour  tout  couple  d 'entiers r, s/> 1, premiers ~ p, et toute sdrie de Lauren t  en nv,  

coefficients d a m  k 
co  

~(,,) = Z a, ~,/, 

avec a_ ,  4= 0, on note L+(,t(rc)) le G-module  irr6ductible de rang r et de conduc teur  
! 

de Swan s ddfini comme suit : soit ~h--" ~ l 'extension finie galoisienne moddr6ment  
ramifi6e donn6e par  n[ = n, alors L+(,t(n[)) est un Ga-module de rang 1 et de conduc-  
teur de Swan  s (ef. ( 2 . 1 . 2 . 8 ) )  et on pose 

L+(, t( , ))  = f .  L,(=(~[)) .  

Des calculs classiques de ddveloppements  asymptot iques  lids ~ la phase stationnaire 
et  qui  m 'on t  ~t~ expliqu~s par  Malgrange,  sugg&rent, pour  p >> r, s, la mdthode suivante 
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pour  calculer les transform& de Fourier locaux de L,(~(~)).  Supposons, tout  d 'abord,  
que s > r et que l 'on veuille calculer 

~'~| ~"(L+(r162 ; 

alors, on d imine  la variable ~ du syst6me d'Equation suivant, oO ,t'(~') est l ' inconnue 

1 
+ , = r 1 6 2  

( = )  - ,----7 = 0 

et on obtient une s6rie de Laurent  en ~x t/'' h coefficients darts k 

a'(Tr') = ~ a;r~ '/'' 
i ~ - - e '  

avec r ' =  r -  s e t  s ' =  s; 5~~ doit &re isomorphe k L~(0t'(Tr')). Pour 
~-~' ~')(L~(~(rr))) (resp. s < r et ~'~'~ la m&hode est la m~me h cela pros 

qu,il faut remplacer 1 1 ~ 1 (  n '  = )  et -- - -  p a r -  e t a ;  resp. - -  et --  dans le syst6me d'Equa- 

tions ci-dessus. 
Pour r =  1 et (s,p) = ( s - - 1 , p ) =  1, Katz a vErifid effectivement que 

,~'~'~176 est bien donne par la r&gle ci-dessus (cf. [Ka 4]). 

(2 .7)  Produit de convolution (additive) local et transformations de Fourier locales. 

(8 .7 .1 )  Le produit  de convolution pour  A = Spec(k[x]), 

* :  Db,( A, Qt)  • D~(A, Qt)  ~ Db,( A, Qt) ,  

(ct: (1 .2 .2 .6) )  admet  une variante locale. 

Soit T u n  trait hensdlien d'dgale caract&istique p, ~t corps rdsiduel k, muni d'une 
uniformisante re. On a alors le d iagramme de k-morphismes 

T : "  (T x~T). . , ,  2 ~ T  

(A X, A)~o. o~ 

T 

off s : A  x k A - - ~ A  est la loi d 'addit ion,  et, pour V x , V ~ o b f f ,  on peut  former les 
cycles 6vanescents 

Rq),o (pr~ (V,,) | pr; (V2,)) 
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dams D~((so(= x =))-~(0) x ,B0,  Qt) ,  relatifs 5. so  (= x = ) : ( T  x ,  T),,. ,, -+ A,o , 
(cf. [SGA 7] X I I I  (2.1.1)) ,  off V~! et Vz, sont les prolongements par z~ro 5. T tout 

entier des Qt-faisceaux V a et V,  sur B. 

Lemme (8 .7 .1 .1) .  - -  Soient Fx, F~ deux Qt-faisceaux lisses sur A - -  { 0 }, modgrgment 
ramifigs ~ l'infini de A. On note j : A -  { 0 } ~ A l'inclusion. Alors : 

(i) (j ,  F~) �9 (j ,  F,) ~ ob Db~(A, Qt)  est ~ cohomologie lisse sur A --  { 0 } et modg- 

rgment ramifiie ~ l'infini de A,  

(ii) R@,~o((j , Fx ) .  (j~ F2) ) ~obDb~(~0,Qt) n'a de cohomologie qu'en degr3 1, 

(iii) les cycles gvanescents 

RO~,0((j, Vx)[~, (j ,  V,)) e o b  Dbr X,~o,~:~t), 

relatifs ~ s : A  X, A -+ A (cf. [SGA 7] X I I I  (2.1.1)) ,  sont concentrgs au pointfermg (0, O) 
de s-~(O) et en degr~ 1 et on a un isomorphisme bifonctoriel en Fx, F, 

RO~o((j, r l ) N ,  (j, r,))~,~, ~ RO~,o((j , F1) * (j! r2) ) 

de Go-modules. 

Preuve. - -  Pour prouver (i) et (ii), utilisons la transformation de Fourier-Deligne 

~ - :  D~(A, Qt) -+Db~(a',Qt). On a vu (cf. (2 .3 .1 .3) ,  (2 .3 .2 .1) ,  (2 .3 .3 .1) ,  (2 .4 .2 .1)  
et (2.4.3) (i) b) et (ii) b)) que ~-(j~ F~) [A'  - -{  0 ' )  est 5. cohomologie lisse et concen- 
tr6e en degr6 0, que ~,vt~176 F~)~o,) est mod6r6ment ramifi~ et que ~o(~-( j~  F~)~,) 
a toutes ses pentes < 1 (i = 1, 2). Par suite 

(~ ' ( j ,  r l )  | ~-( j ,  F2) ) ] a '  - - {  0' } 

est aussi 5. cohomologie lisse et concentr~e en degr6 0, ~o((~-( j . .  F1 ) | 5 ( j ~  F2))%, ) 
est aussi moddrdment ramifi6 et 9~~176 F1) | ~ ' ( j ,  F2))~, ) a aussi routes ses pentes 
< 1 (avec les notations de (2.1.2),  si Wx et W~ sont deux P-modules simples, on a tri- 
vialement A(WxQW~)C [0, Sup(),(Wx), ),(W2))] car I ~x~ agit trivialement sur W x 
et W 2 et donc sur W 1 | W2 si ~, > Sup(),(W~), ~(W2))). Or, d'apr6s (I .  2 .2.7)  et l'invo- 
lutivitd de la transformation de Fourier-Deligne, on a 

(j: r l )  * (j, F,) = a* o~"(o~-(j: F1) | o~'(j, F2)) (1) [-- 1] 

et, comme on peut d~visser o~'(j, F~)| ~ ' ( j ,  F2) dans Dbe(A ', Qt) en 

j;j'*(o~'(j, Fa) | o~'(j, F2) ) 

et en un objet 5. support { 0' } (on a notd j '  : A' --  { 0' } r A' l'inclusion), les asser- 
tions (i) et (ii) r~sultent de ce qui prdc~de, de (2 .3 .2 .3)  (i), (1 .4 .2 .1)  et de (2 .3 .3 .1)  (iii), 
(2.4.3) (i) b) et (iii) b). 



176 G. L A U M O N  

Pour prouver (iii), on commence par  compactifier s : A  • A ~ A en 

Le Qr-faisceau 

_- A x k A e  ~ D x~A 

(~ • id), (id, s), (pr~j, F, | pr[ j ,  r2) 

est lisse sur D •  - -  (h A U { 0, oo } •  off Ax est la diagonale de A •  et il 
est moddrdment  ramifid le long de { ~ } • ~ A 

O. 
D 

oo, 0) J AA 
! 

l 

i 
i 
i 

f ~ 

(o, o) 
I A 

Par suite les cycles ~vanescents 

R(I)~0((0~ • id), (id, s), (pr~j, F 1 | pr~j, F2) ) 

relatifs ~ la projection P--r2 : D • Ac0~ ~ Aio~ sont concentrds en (0, 0) ([SGA 7] X I I I  
(2.1.5)  et (2.1.11))  et, d'apr~s [SGA 7] X I I I  (2 .1 .8 .9 ) ,  on a 

RO~o((j, Vx)fi~, (j ,  V,)),~.~, _~ RO~,~ F~) �9 (j,  F,)) 

d'ofi l'assertion (iii). 

Remarque (2 .7 .1 .2 ) .  - -  Pour une d~monstration de (2 .7 .1 .1 )  qui n'utilise pas la 
transformation de Fourier-Deligne, voir [De 2] et [Lau 1] 7. 

Corollaire (2 .7 .1 .3 ) .  - -  Pour tous V1, V~ e o b  if, tes cycles ~vanescents 

RO~o(pr~(V,,) | pr~(V2,)) 

sont concentrgs en (t, t) et en degrg 1. 

Preuve. - -  Compte  tenu de (2 .2 .2 .2 ) ,  ce corollaire r~sulte aussit6t de 
(2 .1 .7 .1 .1 )  (iii). 
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Ddfinition (2 .7 .2) .  J Pour Vx, V,  E ob if, on appellera produit de convolution (additive) 

local de V x et V2 le G-module 

~" R~ . (p r~ (V~) |  pr~(Vz~)). 

On a donc un foncteur 

C - ) ,  • 

et il rdsulte aussit6t de (2 .1 .7 .3)  que ce foncteur est exact en chacun de ses arguments. 
On laisse le soin au lecteur de formuler et de ddmontrer des dnonc~s de commutativitd 
et d'associativitfi pour ce produit de convolution ainsi que le fait que le G-module tri- 

vial Q.t est une unit& 

Proposition (2 .7 .2 .1) .  J Soient V1, V z e o b  ft. Alors 

r(V x �9 V2) = r(Vx) r(V,) + r(V1) s(V2) + s(Vl) r(V,) -- s(V, |  [ - -  1]" Vz) 

et s(V1 * V,) = siVa) s(V,) + s(V1 | [ - -  1]" V,),  

0t~ [--  1] : ~ -+ ~ est le k-automorphisme de ~ induit par ~ ~ --  r~. En particuIier 

r(V x �9 V,) + s(V 1 �9 V,) = (r(Vx) + siVa) ) (r(V,) + s(V,)). 

Preuve. ~ On utilise un argument global basd sur (2 .2 .2 .2) .  Avec les notations 

de (2 .1 .7 .1) ,  on a, pour V i _ rc'(Fil~o ) (i ---- I, 2), 

v l  �9 R ,  IoiiJ, r l )  �9 (j,  v,)) 

et les autres R ~ o  (i 4= 1) sont nuls. Par suite on a 

r(V 1 * V,) = ro(K ) --  r(K), 

$ ( V  1 * V2)  = _ s 0 i K ) ,  

off on a pos~ K = (jl F 1 ) ,  (j~ F2). Or, d'apr~:s la formule de Grothendieck-Ogg- 

gafarevi~, on a 

r0(K ) = --  s(Vx | [ - -  l]" V,) 

r(K) = --  r(V1) r(V,) --  r(Vx) s(V,) --  s(V,) r(V2) 

et X,( A | k, K) ---- r0(K ) -- s0(K ) 

ion utilise la compactification de A • ~ A introduite dans la preuve de (2 .7 .1 .1)  pour 
les deux premieres formules et l'assertion (2 .7 .1 .1)  i i) pour la derni~re). Enfin 

x , (A|  , K) = z ,(A|  j, F1).z~(A| j, F2) 

(suite spectrale de Leray et formule de Ktinneth pour la cohomologie 6tale, cf. [SGA 4]) 

et donc 

zo(A | k, K) ----- ( - -  s(Vx) ) . ( - -  s(V2) ) = s(Vx).s(V,) 

(une nouvelle application de la formule de Grothendieck-Ogg-gafarevie). 

23 
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Proposition (2 .7 .2 .2) .  - -  Avec les notations de (2.4.3),  on a : 

(i) u n  isomorphisme fonctoriel en (Vx, Vz) ~ ob(ff • fr 

~'(0, m')(V 1 , V2 ) ~ o~-(0, o~')(Vl) ~ o~-(0, oo')(V2) 

de G'-modules, 

(ii) un isomorphism, fonctorid en (Vx, V,) ~ ob(~t0 ,1  t • "~t0, xt) 

v,) = �9 

de G'-modules. 

Preuve. ~ D'aprEs (2.4.3) (i) c) et (ii) c), il suffit de montrer l'assertion (i). Pour 
cela on utilise l'existence du prolongement canonique, (2 .7 .1 .1) ,  (1 .2 .2 .7)  et 
(2 .4 .2 .1)  (i). 

3. Fornlules  du produit  pour la  constante  de l'Gquation fonct lonnel le  
des fonct lons  L 

(3.1) Fonctions L e t  constantes locales : rappels ([Gr], [SGA 5] XV, [SGA 4 �89 [Rap- 
port], [De 1], [De 2] et [Go-Ja]). 

( 3 . 1 . 1 )  Soient X une courbe projective et lisse sur le corps fini F~ et 

K ~ ob Db~(X, Qt) .  La fonction L de Grothendieck associEe k (X, K) est par definition la 

sErie formelle (~ coefficients dans O-~t) d~veloppement du produit infini 

1 
L ( X , K ; t )  = YI 

m~lxl det(1 -- td~*).Frob,, K) 

(cf. (0.9)); on a m~me L(X, K; t) ~ 1 + tQt[[t]].  
Un rEsultat fondamental de Grothendieck assure que L(X, K;  t) est en fait le 

dEveloppement d 'une fraction rationnelle A coefficients dans Q t  : 

TMorkme (3 .1 .1 .1 )  (Grothendieck, [Gr] et [SGA 5] XV). - -  La sgrie L(X, K; t) 

est le d&eloppement de la fraction rationnelle (a coefficients dans Qt )  

det(1 --  t. Frobq, R F ( X  | k, K)) -1 

Remarque (3 .1 .1 .  g). J L'Enonc6 ci-dessus vaut bien entendu dans un cadre beau- 
coup plus gEnEral (X de type fini sur F~); il est Equivalent ~ la formule des traces de 
Grothendieck pour Frobenius rappelEe en (1 .1 .1 .3) .  

Maintenant si Dx/rq(K ) est le dual de K (cf. (0.5)), la dualit6 de PoincarE 
([SGA5] I e t  [SGA4�89 [DualitE]) fournit un accouplement parfait 

Rr(X %, i, K) | RP(X | i, Dx/,q(K)) --+ Qt. 
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On en d~duit que la fonction L(X,  K;  t) satisfait l'gquation fonctionnelle ([De 1] w 10) 

{3 .1 .1 .3 )  L(X,  K;  t) = r K).t='X.K'.L(X, Dx/, ,(K);  t -a) 

o~ le conduaeur a(X, K) e Z et la constante r K) e I ~  sont donn6s par  

(3 .1 .1 .4 )  a(X, K) = --  z(X, K) 

( 3 . 1 . 1 . 5 )  r K) = de t ( - -  Frob~, R F ( X  | k, K ) ) - '  

(on a, pour  tout  0~ e Q.~, l'6galit6 

1 , ) 
1 ~t = ( -  ~ 

- -  " 1 - - ~ - 1 t - 1  " 

Si K'  ~ K ~ K "  ~ K'[1] est un  triangle distingu~ dans Dbc(X, Qt) ,  on a 

L(X,  K;  t) = L(X,  K ' ;  t ) .L (X,  K" ;  t) 

(3 .1 .1 .6 )  a(X, K) = a(X, K') + a(X, K") 

r K) = r K ' ) . r  K") .  

Par d6vissage pervers, on volt donc que l 'dtude des fonctions L(X,  K;  t) peut  se ramener  
deux cas particuliers : le cas trivial ot~ K est ~ support  ponctuel et le cas essentiel o~ 

K =3". F pour  j : U  ---> X un ouvert (non vide) et F un Qt-faisceau lisse (non nul) 
sur U. Dans ce dernier cas on notera encore L(X,  F; t), a(X, F) et e(X, F) la fonction L, 
le conducteur  et la constante correspondant ~t (X, j .  F). 

D'autre part ,  on a, pour  tout K e o b  Dbc(X, Qt) et tout  n e Z, 

L(X,  K(n);  t) = L(X,  K;  q -"  t) 

(3 .1 .1 .7 )  a(X, K(n)) = a(X, K) 
r K(n)) = q . . . .  'x'K'.r K). 

Par suite, pour  F un Qt-faisceau lisse sur un  ouvert de X, de dual naif  F v = a~om(F, ~-~t), 
l 'fiquation fonctiormelle pour  L(X,  F; t) peut  se r66crire 

(3 .1 .1 .8 )  L(X, F; t) = c(X, F) t ~'x''' L(X, FV; q-'  t- ')  

(Dx/,q(j o F) = j .  FV[2] (1)). 

(3 .1 .2 )  Pour X connexe, de corps des fonctions K, on peut  aussi at tacher des 
fonctions L anx reprdsentations automorphes sur K et ces fonctions L ont des propridt~s 
tout  ~t fair similaires k celles des fonctions L de Grothendieck. Rappelons leur ddfinition 
dans le cas cuspidal ([Go-Ja]). 

Notons A l 'armeau des addles de K et fixons un entier n/> 1 et un  caract~re 

Z:  A•215 ~Q~< 

L'espace des formes automorphes cuspidales sur GL,(A) ~i valeurs dans Q.t, de caract~re 

central X, est le Q,t-espace vectoriel 

Lo(GL. (A)/GL. (K), Z) 



180 G .  L A U M O N  

des fonctions 

f :  GL.  (A) --> Q t  

ayant  les propri6t6s suivantes : 

(i) f est invariante ~t droite sous GL. (K) ,  

(ii) f est invariante tt gauche sous un sous-groupe compact  ouvert assez petit de GL.(A),  

(iii) f ( z . g )  = X( z ) f (g )  pour  tous z e A • et g E GL,(A),  

(iv) pour  tout sous-groupe parabolique propre P de G L , ,  de radical unipotent  not6 Up, 
et tout g ~ GL.(A),  on a 

fu,<*,/v~K) f (gu )  du = 0 

(l'int6grale ci-dessus se r6duit k une somme finie d'apr&s (ii) de sorte que le fait q u e f  

soit k valeurs dans Q t  ne pose pas de probl~me : la topologie de Q t  ne joue aucun r61e 
dans la dffinition de L0). 

Le groupe GL,(A) agit l in6airement par  translation ~ gauche, sur le Q,t-espace 
vectoriel L0(GL,,(A)/GL.(K),  Z) et cet espace est somme directe ddnombrable de sous- 
reprdsentations admissibles irrfductibles de GL.(A),  chacune intervenant  avec mul- 
tiplicit6 1 (cf. [Bo-Ja], [Pi 2]). 

Ddfinition (3 .1 .2 .1 ) .  - -  Une reprdsentation automorphe cuspidale de GL,(&),  de carac- 
tkre central Z, est une reprisentation ~ admissible irrgductible de GL,(&) qui intervient dans la 

dgcomposition ci.dessus de L0(GL,(A) /GL,(K) ,  X). 

A la d~composition de GL,(A) en produi t  restreint I I '  GL,(K,)  (K, est le 
~ I x l  

compl~td local de K e n  la place x) correspond une d~composition de chaque represen- 
tation automorphe cuspidale ~ de GL.(A) en produi t  tensoriel restreint 

7~ z 
=~Ixl 

de repr6sentations admissibles irr6ductibles % de GL,(Kx). A chaque % est attachde 
une fonction L (locale) (relative tt F~) 

( 3 . 1 . B . 2 )  L(%; t) = - -  
P(%; t)' 

o/x P(%; t) e Q.t[t] a pour  terme constant 1 et est de degr6 6 n, avec dgalit6 sauf pour  
au plus un  nombre  fini de x ~[ X [. Le produi t  infini 

( 3 . 1 . 2 . 3 )  LCX, 7:; t) = 11 L(%; t a~*'.') 
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qui converge clairement dans 1 + tO.d[[t]] , est appel6 la fonction L (globale) attach6e 
la repr6sentation automorphe r~. La fonction L(X, r~; t) est aussi le d6veloppement 

en sdrie d 'une fraction ratiormelle ~t coefficients darts Q t  et satisfait l'Iquation fonctionnelle 

(3 .1 .2 .4)  L(X, ~; t) = r n) t ~  L(X, ~; q-X t-z) 

o5 r n) e Q.~ est appel6 la constante, a(X, ~x) e Z e s t  appel6 le conducteur et oft ~ est 
la repr6sentation automorphe cuspidale de GL,(A),  de caract&re central X -~, contra- 
grddiente de r~ (cf. [Go-Ja] (13.8)). 

(8 .1 .8)  A la diff6rence de l '6quation fonctionnelle (3 .1 .1 .8)  pour L(X, F; t) 
qui est obtenue par vole cohomologique globale, l '6quation fonctionnelle (3 .1 .2 .4)  
est obtenue comme << produit , d'dquations fonctiormelles locales pour les L(~z; t). 

Fixons un x e [ X Ie t  rappelons d 'abord comment  Godement  et Jacquet  obtierment 
l'tquation fonaionnelle locale pour une repr6sentation irr6ductible admissible (nz, V,) 

de GL,(K~) ([Go-Ja] (3.3)). 
Notons 0, C K, l 'anneau des entiers de K, ,  m, l'id6al maximal de 0~, q, = qa~z~ 

le nombre d'dl6ments du corps r6siduel k(x) = OJmz de K~, vz : K~ -~ Z la valuation 

discrete (v,(a) = 1 si a e m , -  m~) et cr le Qt-espace vectoriel des fonc- 

tions sur M,(K,)  (matrices carr6es d 'ordre n /i coefficients dans K,) h valeurs dans Q,t 
qui sont lisses (i.e. localement constantes) et h support compact.  

Notons Endt (V, )C Encl~t(V,) l'id6al bilat6re form6 des Qt-endomorphismes 

de V, de rang fini. Soit u ~ Endt(V,).  Le coefficient de n, associ6 ~t u est la fonction 

f ,  : GL,(Kz) ~ Q , t  d6fmie par 

y,(g) = Tr(u o 7:,(g)). 

Si (~,, "~,) est la contragrddiente de ( ~ ,  V,) et si fi est l 'endomorphisme de V, transpos~ 
de u, fi est aussi de rang fini et le coefficient J~ de ~, associd ~t fi coincide avec la fonc- 
tion g F~ft,(g -t) (cette g~ndralisation de la notion de coefficients m'a  ~td signal~e par 

Deligne). 
Fixons une racine carr ie  pU~ de p e t  donc une racine carr ie  de toute puissance 

de p (par exemple, de q et q,) et fixons une mesure de Haar  d• sur GL,(K,) .  Alors 
Godement  et Jacquet  associent ~ u e EndI(V.) la distribution sur M.(K~) ~t valeurs 

dam Q.t((t)) d6fmie par 

fG tt--I 
Z(~, u; t) = 9(g) f.(g) (tq-~-2-).,~a.t,, d • g 

LntKx~ 

it--1 f ~  
- -~  ,. ~(g) f~(g) d • g 

"at (~ Z t'x(det e) = m 

IK,)) ). Ils mont ent 1'ideal form  des P(t/  O..t[O tels que 

P(t) Z(% u; t) eQt[ t ,  t - ' ] ,  
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pour tout u E Endt(Vx) et tout ~ ~fC~~ est non trivial et ils dEfmissent 
P(r~=; t) -----L(~=; t) - t  comme le gEnErateur, normalisE par P(r~=; O) = 1, de cet ideal 
([Go-Ja] (3.3)). Enfin Godement et Jacquet  montrent  que, pour tout caractEre additif 

non trivial ~= : K= ~ Q~,  Z(% u; t)fL(~=; t) satisfait l'Equation fonctionnelle (loc. 
,.it.) 

z(~ ,  ~; q;-' t -x) = q;-.0,v.,,,.,(,~=, 't'.) t=,-z,v., z (~ ,  u; t) 
L(~.; q;-' t -a) LCr~.; t) ' 

oft c(~F=) ~ Z e s t  le conducteur de ~F= (i.e. le plus grand entier c tel que ~F=[ m; -~ --- 1) 

et oth 

~(g') ---- f~.,K~, q~(g) ~F=(TrCgg')) dg 

est la transformation de Fourier sur c~7(M,(K~) ) relative ~t ~'=, normalisEe par 

~(g) = ~ ( - - g )  pour tout ~ z cg~(M,(K~)) (dg est la mesure de Haar  autoduale sur 

M. ( I~ )  et 

Lefacteur local L(~=; t) ne depend que de % et q~, le eonducteur local a(vt=, ~F=) ~ Z  

ne depend que de z~x et c(~F,) et la constante locale r162 ~=) E Q.'[ ne depend que de ~=, 

W= et q~. Plus prEcisEment, on a ([Go-Ja]) 

a(~.,  'v~) = a(~x) + nc('v.), 

oil a(r~=) E N ne depend que de ~= et est appelE le conducteur de ~=, et 

~(~=, ,v_') = z.Cb) ..=-"~ ~(~=, ,V.), 

06 ~F~ est le caract~re de K~ dEfini par 

'r '~(a) = '~'=(ab) 

et 06 Z, est le caract~re central de n~. 

Remarques (8 .1 .8 .1) .  - -  Godement  et Jacquet  notent plut6t r ~ ,  ~F=) le produit 

r ~=) q ;  (.~<.r~,/~,- o=(-x.'rx). 

(3 .1 .3 .2 )  Pour n = 1, nx coincide avec son caract6re central Z~ et les rEsultats 

rappelEs ci-dessus sont en fait dus ~ Tate ([Ta I]). De plus, on a des formules explicites 
pour L ( ~ ;  t), a (~)  et r ~F=) (cf. loc. cit. ou [De 1] 3) : 
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L(Z.;  t) = 

1 
ot~ v,(a) = 1 si 7. ,102 - 1 

1 - ~(~) 

1 si 7~102 , 1 

l 0  si Z,[O~ = 1 

a(z,) = le plus peti t  entier a >t 1 tel que ;G I (1 -4- m ~) ~ 1 si L, I 02 , 1 

et r iF.) = 
f.f~l.o] ~-1(z) ItPtt(l[) dz 

si 7~ [ d)~ = 1 

off % = Y~x,.~',~ E K2 est un  616ment arbitraire de valuat ion a(z~) + c(~',) et off la 

mesure de H a a r  dz sur K~ est normalis~e par  f~ dz = 1. 
x 

( 8 . 1 . 8 . 8 )  Soient cq, . . . , % ~ Q ~  et z ~ : B , ( K , ) ~ Q ~ <  le caxact~re du  Borel 
de GL, (K , )  des matrices triangulaires supdrieures d6fmi par  

x.(b)  = ~ " ~  . . .  ~?~ ' .  

La repr6sentation induite  
i ~ O L n C K x )  / \ nctz.~x~) k~) = { f :  GL . (K , )  --> Q t  lisses I pour  tous g ~ GL . (K , )  

et b ~ B, (K,) ,  on a f(gb) = ~(b) �89 X..(b) f(g) } 

(off 8(b) = l'i q~*-,-,,,~bio est le module  de B,(K,)  et off GL , (K , )  agit par  transla- 

tion k gauche) n 'est  pas n6cessairement irr6ductible mais adme t  un  unique sous-quotient 
irr6ductible %(a)  non ramifi6 (i.e. ayant  un  vecteur  fixe non  nul sous GL,(O,)) .  Pour  

presque tout  x e [ X [, % est 6quivalente ~t ~,(%) pour  un  n-uple ( ~ . , ,  . . . ,  ~, . ,)  E (Q~)"  
un iquement  df te rmin6 ~t l 'ordre pr6s et alors ([Go-Ja]) 

L(~c,; t) ----- L(rc,(%); t) = II 1 
; - ,  (1 - -  % , , t )  

a(~,) = a(rc,(a,)) = 0 

et r ~F,) = r  ~',) = f i  (q, a,.,) "'v*'. 
i - t  

Finalement ,  Godement  et J a c q ue t  fixent un  caract6re addi t i f  non trivial 

~ ' :  A / K  -+ Q ~  

induisant,  pour  chaque  x e [ X I, un caract~re tF, : K ,  ~ Q ~ ,  et mon t ren t  en utilisant 
la th6orie de Fourier  sur M, (A)  l 'dquation fonctionnelle ( 3 . 1 . 2 . 4 )  avec comme  conduc-  
teur global 

(3.1.11.4) a(X, ~c) = ~ deg(x ) . a (%,  ~ )  
x ~ l x l  
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et comme constante globale 

( 3 . 1 . 3 . 5 )  ~ (X,~ )  = q ,~ l -g ,  H ~(~ ,  ~ , )  
zEIXl  

ot't 12 est le nombre  des composantes connexes de X | k et g le genre de l 'une quelconque 
d 'entre elles (12. (1 -- g) = z(X, 0x)) ([Go-Ja] (13.8)). 

Remarque (3 .1 .8 .6 ) .  - -  Comme on a fix6 en (0.2) un  caract~re addit if  ff : F~ -+ ~.7 

non trivial, les caract~res additifs non triviaux ", ' ,: K,  ~ Q~ (resp. L F : A / K  ~ QT) 
sont param6tr6s par  D.k, - { 0)  (resp. f/~ - { 0 }) : h % (resp. to), on associe W~ (resp. ~F) 
d6fmi par  

"/',(a) = ~(Tr~,~/vp(Res(a. tow))) 

(resp. t F ( ( a . ) . e l x l ) = + (  5~ Trk,.,/,,(Res.(a..to.))) , 
=~lXl  

off to, e D ~ -  { 0 } est l ' image de to; la formule des r6sidus assure que W(K) = 1). 
Si W, correspond ~t %,  on a 

cCV',) = v, Cto,) 

(off v,(a db) = v,(a) si a, b e K,  et v,(b) = 1). Si ~F correspond ~t to, la restriction ~F, 
de ~F ~t K,  correspond h l ' image to, de t~ dans D~, --  { 0 } et on a 

Z deg(x).c(~F,) = Z deg(x).v,(%) = C(2g -- 2). 
�9 ~ l x l  , ~ l x [  

(3 .1 .4 )  Soit T u n  trait hens~lien d'~gale caract6ristique p e t  de corps r6siduel 
fmi k et soit Kj le compl&6 du corps des fonctions de T.  La th~orie du corps de classe 
ab61ien locale ([Se 1] XI I I )  fournit un homomorphisme continu, injectif et d ' image 
dense, dit de r~tdprociH, 

/K, : K~ -+ Gal(K,/K,)  "b = G "b, 

ot't G est le groupe de Galois de T (cf. (2. I)). On  adopte la normalisation de Deligne 
([De l] (2.3)) : iK, envoie les uniformisantes (i.e. les d~ments  de K~ de valuation 1) 
sur les Frobenius gdom&riques (i.e. les 616ments de G "b dont  l ' image dans Gal(k/k) 
est le Frobenius gdom&rique relativement ~t k). 

La th6orie du corps de classe ab61ien globale ([Ar-Ta]) foumit  quant  h e l l e  un 
homomorphisme continu, injectif et &image dense, dit  encore de rgdprodtd 

/x : A•215 ~ GaI(K/K) ~ 

et, pour  tout x ~ ] X  [, le carrd 

AX/K x ~ _ Gal(g4K) '~ 

T t 
off les fl&hes verticales sont les fl&hes dvidentes, est commuta t i f  (ceci normalise /K). 
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(3 .1 .5)  D'apr~s une conjecture de Langlands, ~ tout Qt-faisceau lisse et irr~- 
ductible de rang n i> 1, F, sur un ouvert dense U de X, dolt correspondre une reprd- 
sentation automorphe cuspidale ha, sur GL,(A),  de telle sorte que 

L(X, nF; t) = L(X, F; t) 

(cf. [Lan 2], [Bo], [De 2]). 
Pour n -- 1, cette correspondance est celle induite par l 'homomorphisme de rEci- 

procit6 (F est donnd par un caract~re de GaI(K/K) ~b qui induit un caract~re Z de A• • 

et 
l/det(1 -- t .F rob , , j .  F) = L ( ~ ;  t) 

pour tout x e ] X [, off j : U ~-, X est l'inclusion). Pour n = 2, cette correspondance a 
fit6 ~tablie par Drinfeld ([Dr2]  et [Dr3] ;  voir aussi (3.2.2)) .  

Cette conjecture de Langlands implique l'existence de conducteurs locaux et 

de constantes locales associEs ~ un tel Qt-faisceau F, ainsi que des formules analogues 
(3 .1 .3 .4)  et (3 .1 .3 .5)  pour le conducteur global a(X, F) et la constante globale e(X, F). 

L'existence des conducteurs locaux est due $ Artin et l 'analogue de (3 .1 .3 .4)  
est une variante de la formule de Grothendieck.-Ogg-$afarevi~. L'existence des cons- 
tantes locales a dt~ ddmontrEe tout d 'abord au signe pros par Dwork ([Dw]) puis incon- 
ditionnellement par Langlands ([Lan 1]). La preuve de Langlands est purement  locale; 
Deligne l'a consid6rablement simplifiEe par l ' introduction d'arguments globaux ([De 1]). 
L'analogue de (3 .1 .3 .5)  pour r F) est le rEsultat principal de ce chapitre et sera 

Enonc6 au numEro suivant. 
Plus prEcisEment, consid~rons les triplets (T, K, to) constitu~s : 

- -  d'un trait hensElien T d'Egale caractEristique p, ~ corps rdsiduel fini k D F~; 

- -  de K ~ ob Db~(T, Qt) ; 
- -  d 'une 1-forme mdromorphe to non identiquement nulle sur T (to e ~ , c ~ -  { 0 }). 

On note K~ le compldtd du corps des fonctions k(~) de T et v t : K~ ~ Z sa valua- 
tion discrete naturelle. On note qt = qd~m le nombre d'dl~ments de k. On note encore 
v~:f~ ~ - - { 0 }  ~ Z  l'application ddfinie par v~(a.db) = v~(a) si a, b ~ K~ et v~(b) = 1. 

Kt 
A tout triplet (T, K, to) on associe son conducteur local a (T ,  K, to) e Z d~fini par 

( 3 . 1 . 5 . 1 )  a(T, K, ~) = a(T, K) + r(K~,).v,(w), 

off 

(3 .1 .5 .2 )  a(T, K) = r(K~) + s(Kv, ) --  r(Ki) 

(cf. (2.1.2) et (2.2.1)) .  La formule de Grothendieck-Ogg-$afarevi6 admet la variante 
imm6diate suivantc, o~t l'on suppose X connexc : 

(3 .1 .5 .3 )  Pour toute 1-forme m~romorphe co non identiquement nulle sur X (r e f2~ -- { 0 }) 

et tout K e ob Dbc(X, Qt), o n  a 

a(X, K) = Y~ deg(x).a(X,., ,  K I X , .  ,, ,~ I X,. ,) .  
xf f lx l  

24 
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D'autre part, l'6nonc6 de Langlands-Deligne &existence des constantes locales 
(dans le cas d 'un trait d'~gale caract6ristique p > 0) admet la variante suivante ([De 1] 
(4.1), [De 2] et [Ta 2]). 

TMorbme (3 .1 .5 .4) .  - -  Il  existe une et une seule application % (+ est le caractkre additif 

non trivial de F~ fixg en (0.2)) qui associe d chaque triplet (T, K, to) comme ci-dessus 

%(T, K, to) e O~ et qui vgrifie les axiomes (i) h (v) ci-dessous. 

(i) %(T, K, to) ne dgpend que de la classe d'isomorphie du triplet (T, K, to). 
(ii) Pour tout triangle distingu~ 

K' ~ K ~ K"  ~ K ' [ 1 ]  

darts Dbo(T, Q,t), on a 

%(T, K, ~) = %(T, K',  co).%(T, K",  to). 

(iii) Si K est support~ par le point ferm2 t de T (i.e. K~ = 0), alors 

r162 K, to) = det(--  Frobt, K) -1 

(cf. (0.9)). 
(iv) Si ~]1/~] est une extension finie sgparable, si f :  T x --* Tes t  le normalisd de T dans ~ql 

et si K1 e o b  D~(T1, Q.t) est tel que r(Ka, ~,) = 0, on a 

r Ka, to) = %(T1, K i , f  ~ to). 

(v) Si V e s t  un Qt-faisceau (lisse) de rang 1 sur ~, qui induit un caract~re Z : K~  --* Q,~ 
via l'homomorphisme de rdciprocitd /~, : K~ ~ G "b (cf. (3.1.4)) et si j : ~ ~-~ T est l'inclusion, 

on  a 

%(T,j .  V, to) ---- s(Z, ~ )  

o~ le caract~re �9 = ui'~ : K t ~ Q'~ est ddfini par 

~ .  = + o Tr,,rt(Res(a. to)) 

e ta  pour conducteur c(W) = v,(to), et o~ r iF) est la constante locale de Tate (cf. (3 .1 .3 .2)) .  

Dans la suite, on notera simplement ~(T, K, to) la constante locale %(T, K, co) 
quand aucun risque de confusion n'en rEsulte. 

La constante locale ~(T, K, to) a en outre les propri6t6s suivantes ([De 1] 5) : 

(3.t.5.5) Pour tout a ~k(~q) • on a 

r K, a.to) = Zx(a).qTX~""c~).~(T, K,  to), 

oit Zx : K~ ~ Q ~  est le caractkre induit par le Qt-faisceau (lisse) de rang 1, det(K [ ~)), sur ~, 

via l'homomorphisme de rgciprocitg (cf. (3.1.4)).  

(3 .1 .5 .6)  Si F est un Qt-faisceau lisse de rang r(F) sur T ,  on a 

r K |  F, to) : det(Frobt, F)"T'K'" .r  K, to)~r, 
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Pour V un Qt-faisceau (lisse sur v~ (i.e. un G-module, cf. (2.1.2)) ,  on posera encore 
(suivant Deligne, [De 1] 5) 

r V, to) = r  V, to) 

et co(T, V, to) ---= r V,  to) 

oil j : ~ ~ V est l'inclusion. 

Remarque (3 .1 .5 .7) .  - -  Si 0 ~ V ' - + V  ~ V "  ~ 0  est une suite exacte courte 
de G-modules, on a 

co(T, V, co) = co(T, V', to). co(T, V",  co) 

mais en g6n6ral 

r V, c o ) .  ~(T, V', to). r V",  ~);  

cela ne contredit pas cependant [De 1] (4.1) (1) puisque dans cet 6nonc~ les G-modules 
consid6r& sont supposes I-semi-simples. 

On posera aussi 

a(T, V, to) ---- a(T, j .  V ,  to) 

a(T, V) = a (T ,L  V) 

et ao(T, V, co) = a(T,j~ V,  co) 

a0(T, V) = a(T,j~ V) 

(avec lea notations ci-dessus). 

Remarque (3 .1 .5 .8) .  - -  Dans [De l] (4.1), la constante r d~finie par Deligne 
ddpend en outre du choix d 'une mesure de Haar  dx sur K t . Nous avons implicitement 

choisi comme dx la mesure standard, i.e. celle qui eat normalis~e par fr dx = 1, oil 
t 

0 t C K t e s t  l 'anneau de la valuation v t . 

(3.2) Formule du produit pour r K) : ~nonog et consdquence pour la conjecture de Langlands. 

(3 .2 .1)  L'~nonc6 ci-dessous a 6t~ conjecture par Deligne ([De 2]). C'est le r&ultat 
principal de ce chapitre. 

TMorkme (3 .2 .1 .1) .  - -  Soient X une courbe projective, lisse et connexe sur Fq, to une 

1-forme mgromorphe non identiquement nulle sur X et K ~ ob Dbr Qt) .  Alors la constante 
globale r K) de lYquation fonctionnelle (3 .1 .1 .3)  vgrifie la formule du produit 

�9 (X, K) = r  H r K [  X,,,, co I X,,,) 
|  

o~ C est le nombre des composantes connexes de X |  k et g le genre de l'une quelconque d'entre 
elles. 
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Remarques (3 .2 .1 .2) .  - -  On a aussi 

qCCl-o~ __ ~H~ X, Ox) 
#Hi(  X, Cx) 

(8 .2 .1 .8 )  Le second membre de la formule du produit est bien ind~pendant du 
choix de ~ (cf. (3 .1 .5 .5)  et la formule des r~sidus sous la forme 

Y~ deg(x).v,(a) = 0 ,  V a ~ K).  
z ~ l x l  

(3 .2 .1 .4 )  La formule du produit pour r K) contient la formule (3 .1 .5 .3)  
pour a ( X , K )  : si l'on remplace K par K(m) ( m e Z ) ,  on a 

r K(m)) = q-,~,x.x, r K) 

alors que, pour tout x e [ X I ,  

r K(m) [ X,,,, o [ X,,,) 

= q~-,,*lx(x).~lx(~). ~lx(x)~.r K [ Xc,~ ' ~ [ Xc,~), 

d'apr~s (3 .1 .5 .6) .  

( 8 .2 .1 .5 )  Pour K ~ support fini, la formule du produit est triviale. 
Comple tenu de cette derni6re remarque, la formule du produit est 6quivalente 

(par ddvissage) ~ son cas particulier suivant : soit F u n  Qt-faisceau lisse sur un ouvert 
dense U de X, alors 

( a . z . l . 6 )  r  F) = ,,F, II r I x , , , )  
x ~ l x l  

(avec les conventions de (3.1.1) et (3.1.5)) .  

Proposition (3 .2 .1 .7) .  m Si F est ~ monodromie gtomgtrique finie, i.e. s'il existe un revS- 
tement fini gtale U'  de U tel que F ] U'  soit ggomgtriquement constant, alors la formule du produit 
ci-dessus pour r F) est satisfaite. 

Preuve. ~ Soit G un groupe profini qui est extension de 7. par un groupe fini, 
alors toute reprfisentation t-adique irr~ductible 9 de G est la forme p ---- 9~.X, off Px est 
une representation t-adique de G qui se factorise par un quotient fini de G e t  off Zes t  

un caract~re t-adique de G qui se factorise par le quotient G -,- 7. (on a un homomor- 

phisme continu central 7. ,-+ G tel que le compos~ 7. ~ G-~ 7. soit de conoyau fini). 

On peut done supposer F de la forme F 1 | L off F~ est un Qt-faisceau lisse sur U 

monodromie finie et off L est un Qt-faisceau lisse de rang 1 sur U qui est gfiomfitrique- 
ment constant. Compte tenu de (3 .1 .5 .6) ,  (3 .1 .5 .3)  et de l'~galit~ 

R P ( X  | k , j . (F  | L)) -= R F ( X  | k , j .  F) | M 

off M est le ~t-faisceau (lisse) de rang I sur Spec(F~) dont L est l 'image r6ciproque 

sur U, on est ramen6 au cas off L ---- O_..t. v, i.e. off F est ~ monodromie time. Par suite, 
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(3 .1 .1 .6 ) ,  (3 .1 .5 .4 )  (i), (3 .1 .5 .4 )  (iv), la suite spectrale de Leray pour un revr 
fini de X et la th~orie de Brauer, nous ram/:nent au cas off F est lisse de rang 1 sur U 
et ~ monodromie finie. Ce dernier cas r~sulte de la these de Tate ([Ta 1]), compte tenu 
de (3 .1 .5 .5 )  (v) et de la th~orie du corps de classes ab~lien. 

Remarques ( 3 . 2 . 1 . 8 ) .  - -  Deligne a aussi donn~ une d~monstration g~om~trique 
de la proposition (3 .2 .1 .7 )  ([De 6] et [De I] (10.12.1)) ,  bas~e sur le corps de classe 
abfilien gfiom~trique de Serre ([Se 3]). 

( 3 . 2 . 1 . 9 )  Outre  la proposition (3 .2 .1 .7 ) ,  les cas particuliers suivants de (3 .2 .1 .6 )  
sont d~j~ dfimontrgs : 

a) F fait partie d 'un  systCme compatible infini de Qr-faisceaux (t'~e p) lisses 
sur U : ce cas est dfl ~ Deligne ([De 1] (9.3)), 

b) F est modgr~ment  ramifi~ le long de X -- U : ce cas est aussi dfl h Deligne 
([De 2]), 

c) F est de rang 2 : ce dernier cas est consequence de la th~orie de Hecke pour GL,  
([We 1] ou [Ja-La]) et de la correspondance de Langlands pour GL,  sur les corps de 
fonctions ~tablie par Drinfel 'd ([Dr. I], [Dr. 2] et [Dr. 3]). 

(3 .2 .2 )  On a vu que l'~nonc~ (3 .2 .1 .1 )  est motiv~ par la correspondance de 
Langlands entre reprgsentations de Galois et formes automorphes (cf. (3 .1 .5)) .  Rgci- 
proquement ,  l 'application ia plus importante  du th~or~me (3 .2 .1 .1 )  est le principe 
de r~currence, dfigagg par  Piatetski-Shapiro et Deligne, pour  ~tablir cette correspon- 
dance ([De 2]). 

Soit n u n  entier >/ 1. Langlands consid~re les deux ensembles d ,  et f t ,  suivants : 

- -  d ,  est l 'ensemble des classes d ' isomorphie de reprfisentations automorphes cuspi- 

dales de GL,(A) (~. coefficients dans Q.t) dont  le caractCre central K •  • -~ Q,7 
se prolonge de fa~on continue ~ Gal(K/K) =b via l 'homomorphisme de r~ciprocit~ /K 
(cf. (3.1.2)  et (3 .1 .4) ) ;  

- -  ~r est l 'ensemble des classes d ' isomorphie de Qt-faisceaux (lisses) irr~ductibles de 

rang n sur le point  g~ngrique de X, qui se prolongent en un Q.r-faisceau lisse sur un 
ouvert dense de X (i.e. des reprfisentations /-adiques irr6ductibles de Gal(K/K) 
presque partout  non ramifi~es). 

La correspondance de Langlands pour GL,  sur le corps de fonctions K s'~nonce 
alors ainsi ( [Lan2] ,  [Dr 1], [De2]) .  

Correspondance (conjecturale) de Langlands (3 .2 .2 .1 ) .  

(i), Il existe une application 

F. : ~ ,  ~ ~r ~r ~ F,,, 
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retie que, pour tout ~ ~ s t . ,  on air 

det(1 - -  t F rob . ;  F=) = P(~z; t) 

pour presque tout x ~ [ X [ (cf. (3. I .  1) et ( 3 . 1 . 2 . 2 ) ) .  
(ii),  27 existe une application 

teUe que, pour tout F ~ f~. ,  on air 

P(~a,.,; t) ---- det(1 - -  t Frobz,  F) 

pour presque tout x e]  X I (cf. ( 3 .1 .1 )  et ( 3 . 1 . 2 . 2 ) ) .  

Remarques (3.9~.9..9,). - -  I1 rdsulte du  thdor~me de densitd de ~ebotarev  ([Se 5] 
T h m  7) que  l ' appl ica t ion  F. est un ique  si elle existe et il rdsulte du  thdor&me fort de 
mult ipl ici td u n  pou r  G L .  ([-Pi 2]) que  l ' appl ica t ion ~. est un ique  si elle existe. De plus 
F. et ~. sont  a u t o m a t i q u e m e n t  des bijeetions rdciproques l 'une  de l 'autre  d~s qu'elles 
existent s imu l t andmen t  ( 3 . 2 . 2 . 3 ) .  Pour  n = 1, les assertions (i) ,  et (i i) .  de ( 3 . 2 . 2 . 1 )  
sont  tautologiques.  Pour  n = 2, l 'assertion (i).  a dt~ dtablie par  Dr infe l 'd  v/a sa thdorie 
des stukas ( [Dr  1]). Le pr inc ipe  de r~currence ci-dessous p e r m e t  alors d ' en  d~duire  les 
assertions (ii). p o u r  n = 2 et 3. Signalons cependan t  que  Drinfe l 'd  a donn~ une  d~mons-  
t ra t ion  de (ii). pou r  n = 2 to ta lement  diff6rente ([Dr 2] et [Dr 3]). 

Principe de rgcurrence (3.9, .9. .3)  (Deligne, [De 2]). - -  Soit n un entier >1 2. Supposons 

que : 

a) Les assertions (i),, et (ii)., de ( 3 . 2 . 2 . 1 )  soient {tablies pour tout entier n' <,< n - -  1, 
b) Pour tout F E f t , ,  tout entier n' <~ n - -  1 et tout F'  ~ f t . ,  gt ramification disjointe de F, 

r F | F') v{rifie la formule du produit ( 3 . 2 . 1 . 6 ) .  

Alors l'assertion (ii), est v{rifide. 

Corollaire (3 .2 .9 , .4 ) .  - -  Soit n u n  entier >1 2. Supposons que l'assertion (i)., est {tablie 

pour tout entier n' <<, n - -  1. Alors, l'assertion (ii),, est v{rifige pour tout entier n' <<, n. 

Preuve. ~ C o m p t e  tenu  de ( 3 . 2 . 1 . 1 ) ,  le corollaire est consequence  immed ia t e  du  
pr incipe  de r~currence ci-dessus. 

Esquisse de la preuve du principe de r{currence. - -  Soit F E ~ , .  Pour  tout  n' ~ n --  1 
et tou t  ~' ~ d,~, ~ ramif icat ion disjointe de F, on  peu t  former  la fonct ion L 

L(X,  F, z~'; t) = 11 L,(F,  7r'; t d~*'') 
~ElXl 

avec L.(F,  ~ ' ;  t) = H (1 - -  or, ~j t) - t  

si det(1 - -  t F rob , ,  F) ---- I I  (1 --  ot~ t) 

et P ( ~ ;  t) = H (1 - [sj t). 
a 
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D'apr~s la thEorie de Hecke inverse pour  GL,  ([Pi i]), pour dEmontrer l'existence 
de =~, il suffit de verifier que L(X, F, ~ ' ;  t) satisfait, pour  tout  entier n' <, n --  1 et tout  
~ ' E  ~r aux conditions suivantes : 

(at) L(X,  F, ='; t) est le dEveloppement en sErie formelle d 'une fraction rationnelle, 

(~) L(X,  F, rd; t) vErifie une Equation fonctiormelle 

L(X,  F, r~'; t) = , (X,  F, re').t" 'x'F'~".L(X, r v, ~'; q-~ t -~) 

off le conducteur  a(X, F, ~x') et la constante r F, ~') vErifient des formules analogues 
b. (3 .1 .5 .3 )  et (3 .2 .1 .6 ) .  

Or, par  hypoth~se, F,,, existe, de sorte que 

L(X,  F, n ' ;  t) = L(X,  V | F=,; t) 

h u n  nombre  fini de facteurs locaux pros, d 'oh la conclusion. 

(3.3)  Formule du produit pour r K) : une premikre rgduction. 

(3 .3 .1 )  Soient A = Spec(Fq[x]) une droite affine sur Fq, de completion pro- 
jective D = A u { oo }, too = - - d x  la 1-forme diffErentielle mEromorphe, holomorphe 
sur A e t  admet tan t  un  p61e double en 0% qui est induite par  x, S C A un fermE fini rEduit 

et F un Q,t-faisceau lisse de rang r>/ 1 sur U : = A - - S .  On  notera j : U ~ A  et 
, t : A  ~ D l e s  inclusions et on fait l 'hypoth~se suivante : 

( 3 . 3 . 1 . 1 )  F est non ramifig en oo, i.e. (~ [ U) .  F est un Qt-faisceau lisse sur U u { oo }. 

On notera simplement F~ la fibre de (= I U).  F au point gEomEtrique ~ .  

TMorkme (3.3.1.9.) .  - -  Avec les notations et hypothkses ci-dessus, on a 

det ( - -  Frob~, R F , ( U  | k, F)) -1.  q ' . de t ( - -  Frob=, F~) 

= 17 t0(D(.,, V l % I D(.)) 
s E 8  

(cf. (0.9) et (3.1.5)) .  
La preuve de (3 .3 .1 .2 )  sera donnEe en (3 .5 .2) .  Pour le moment ,  montrons que 

la formule du produi t  pour  e(X, K) est consequence de (3 .3 .1 .2 ) .  Plus prEcisEment : 

Proposition (3 .3 .2) .  - -  Les gnoncgs (3 .2 .1 .1 )  et (3 .3 .1 .2 )  sont gquivalents. 

Preuve. ~ Tout  d 'abord  (3 .3 .1 .2 )  est le cas particulier suivant de (3 .2 .1 .1 )  : 
X = D, to = too et K = a~j, F. En effet, on a d'apr~s (3 .1 .5 .5 ) ,  (3 .1 .5 .6 )  et 

(3 .1 .5 .4 )  (v) 

r , F [ ~=, to o I D,~o,) = q-*'  de t ( - -  Frob~o, Fz) -2 

et r  = 1, V t ~ [ A [  - - S .  
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Inversement montrons la formule du produit  pour  r K) en admet tan t  (3 .3 .1 .2 ) .  

Comme la formule du produi t  pour  r Qt) est d~j~ dfimontr~e (cf. (3 .2 .1 .7 ) ) ,  on 

peut  supposer que r(K) = 0 (remplacer K par K| r Off e = r ( K ) / l r ( K  ) [, 

si r(K) + 0, cf. (3 .1 .1 .6 )  et (3 .1 .5 .4 )  (ii)). Comme il suffit de ddmontrer  la formule 
du produit  pour  r K) pour une quelconque des 1-formes co (cf. (3 .2 .1 .3 ) ) ,  on peut  
alors supposer que X = P],q (choisir une fonction mdromorphe f :  X ~ P],q qui fasse 
de X un rev~tement fini, gdnfiriquement dtale de P],q, choisir pour  co une 1-forme qui 
provient v/a f*  d 'une forme sur P],q et remplacer K par  fo K, cf. (3 .1 .5 .4 )  (iv) et 
l'figalit6 

r f ,  K) ---- r K) 

donnde par  la suite spectrale de Leray pour  f ) .  Par ddvissage sur K, on se ram~ne ensuite 

au cas o~x K est un Qt-faisceau lisse sur un ouvert dense de P~,q, prolongd par  0 ~ P~,q 
tout entier (cf. (3 .1 .1 .6 ) ,  (3 .1 .5 .4 )  (ii) et (iii)). Si cet ouvert dense de P~,q contient 
un point  rationnel sur F~, on a termin~ (on prend ce point  comme point oo), sinon on 
conclut par le lemme suivant : 

Lemme (3.3.9.. 1 ). - -  Soient X, co et K comme dans (3 .2 .1 .1)  ; on suppose de plus X 

ggom~triquement connexe et on note X,", co,. et K, .  les objets dgduits de X ,  co et K par le chan- 

gement de base de Fq ?~ Fr pour tout entier m >1 1. Alors, si la formule du produit est dgmontrde 

pour r K,,) et r  K,)  avec m e t  n deux entiers >I 1 premiers entre eux, elle l'est aussi 

pour r K). 

Preuve. ~ On peut  supposer que r(K) = 0 (cf. (3 .2 .1 .7 ) ) .  Puisque le Frobenius 
gdomdtrique relatif ~t F~,, est la puissance m-i~me de celui relatif ~t Fo, on a clairement 

r K,") = (--  1) ' ,"-l 'ax,'~' s(X, K),". 

Alors, pour  prouver le lemme il ne reste plus qu 'h  montrer  la formule analogue 

~'(X,,, Kin, co,,) = (--  1) ("~-:'~(x'K' r K, co)=, 

o~ maintenant  d (X,  K, ca) d8signe le second membre  de la formule du produit  (3 .2 .1 .1 ) .  
Or, si f," : X," ~ X est la projection canonique,  il r~sulte de (3 .5 .1 .4 )  (iv) et de 
r(K) = 0 que 

e'(X,,, K,,,  %,) = e ' (X, f , , .  K,", co). 

Mais on a, par  la formule des projections, 

f , , .  K,, = K |  ~ . , ,  

avecf , , .  Q t  qui est un Qt-faisceau lisse sur X de rang m, et on a 

det(Frob.~,f,". O_..t) = (--  1) c,"-a'ae**', 
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pour  tout x ~ [ X 1. Par suite, il r6sulte de (3 .1 .5 .6 )  que 

r K,~, co) = (--  1) r r K, ~)'~, 

d'ott la conclusion. 

(3 .4)  Localisation de d e t ( R r , ( U |  F) [1]). 

(3 .4 .1 )  Consid6rons de nouveau un corps k arbitraire (k parfait et de caract6ris- 
tique p, cf. (0. I)). Soient A la droite affine Spec(k[x]), S u n  ensemble fini de points 

ferm6s de A, j : U  ~ A l 'ouvert  compMmentaire et F u n  O.d-faisceau lisse sur U. On  
note cr : A ~ D la compactification naturelle de A (D = A u { oo }) et on fait l 'hypothkse 
suivante : 

( 3 . 4 . 1 . 1 )  F est non ramifid ~ l'infini, i.e. ( x l U ) .  F est un Q,t-faisceau lisse sur 
U u{~o}.  

On notera s implement  F~ la fibre au point  g6om6trique ~ de (~1 U).  F. 
Soient k{ 7: } l'hens61is6 de l 'anneau local k[7:]~ et T = Spec(k{ rc }) le trait hen- 

s6lien correspondant,  muni  de son uniformisante ~. Pour chaque s ~ S, le trait A~) 
est muni  canoniquement  d 'une  uniformisante ~, et donc d 'un  k-morphisme fmi 
6tale 7:, : A~,~ -+ T, 7t, ~ ~ : si 

s |  = H st, 
t E Homl~(s), ~) 

on pose 

| 

(pour s e S t~ A(k), 7:, = x -- s e t  7:, : A~,~ -~ T e s t  un isomorphisme). Alors rc,.(F [ ~qo) 

est un Qt-faisceau (lisse) sur le point  gEnErique ~q de T, de rang deg(s), r(F [ ~1,) et de 
conducteur  de Swan deg(s) .s(F[  ~h). 

Maintenant ,  si T ' =  Spec(k{ 7:' }), m u m  de l 'uniformisante rd et si 
e #-r : ~ ._ .  f~t0. xt 

est la transformation de Fourier locale ddfinie en (2.4) (on a fix6 + : Fp ---> Q.}<, cf. (0.2)),  
on peut  former, pour  chaque s E S, le G'-module 

a~'~ I ~,)) 

de rang deg(s) (r(F I ~.) + s(F I ,~.)) et de conducteur  de Swan deg(s) .s(F t 7.) 
(cf. (2.4.3)  (i) b)). 

Lemme (3.4.1.9.) .  __ La puissance ext#ieure maximale 

det(~-c~162176 I ~,))) 

de ~-'~176176 I ~,)) est un G'-rnodule de rang 1 moddr6rnent ramifiL 

25 
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Preuve. - -  On a det(~-c~176 [ ~,))) e ff[0,1t et donc le lemme rdsulte aussit6t 
de (2 .1 .2 .6 ) .  

Soit enfin A'--~ Spec(k[x']) la droite vectorielle duale de A et a ' : A ' , - - ,  D' sa 
compactification naturelle (D'----A' u {  o0' }); on a un k-morphisme 

n ' : T '  ~ D ' ,  r c ' ~ l / x '  

qui induit  un isomorphisme ~ ' :T ' - -% D~,~. Pour chaque G-module V, le G'-module 

de rang 1, det(~'l~176 admet  un prolongement  canonique en un Q.rfaisceau 
lisse de rang 1 sur A' - - {  0' } qui est mod~rfiment ramififi en 0' (et en oo') (cf. (2 .2 .2 .1 ) ) .  
On  notera 

(a.4.1.3) d e t ( ~  'o'~''(V)),,, 

le Gal(k/k)-module de rang 1 fibre de ce prolongement  canonique au point g~omdtrique 1' 
de A' (1' E A'(k) = k). 

TMorkme (3 .4 .2 ) .  - -  Pour tout sous-ensemble fini S C I A [ de complgmentaire U dans A 

et pour tout Qt-faisceau lisse F sur U qui vgrifie (3 .4 .1 .1 ) ,  on a un isomorphisme de Gal(k/k)- 
modules de rang 1 

de t (RI ' , (U |  F) [1]) |  1)) _ ~) det(~- '~ [ ~.))),, 
s E 8  

fonctoriel en F. 

Remarques (3 .4 .8 .1 ) .  - -  Pour tout  K ~obDb,(Spec(k), Qt) ,  on a pos6 

det(K) = @) de t ( .~ (K) )  | 
i E Z  

r(V) 

et det(V) = ]~ V 

pour  tout Gal(k/k)-module V. 

(3 .4 .8 .8 )  Bien qu'il  ne soit pas vrai en g6n6ral que chacun des G'-modules 
det(~z-~~176 F I n,))) soit s6par6ment non ramifi6, on verra au cours de la d6mons- 
tration de (3.4.2)  que 

~) det (~-'~ ~"(TL . ( r  I B,))) 
s f f S  

est un G'-module non ramifi~, de sorte que le second membre  de la formule (3.4.2)  
est inddpendant  du choix de ~' et par  cons6quent de la coordonn~e affine x sur A. 

Preuve de (3 .4 .8) .  - -  Considdrons le transform6 de Fourier global 

K'  : =  ~ ' ( j t  F[1]) e o b  Perv(A', Qt) 

du Qt-faisceau pervers j~ F[1] sur A (cf. (1 .3 .2 .3) ) .  On  sait, d~apr~s (2 .3 .1 .3 )  (i), 
que 

K' I a '  - - {  0 '}  = F'[1], 



off F' est un Qt-faisceau lisse sur A ' - - {  0' }. De plus, d'apr~s (2.3.2),  (2 .4 .2 .1)  et 
(2 .5 .3 .1)  (i), on a la suite exacte canonique 

- 1  ' ' F ~ ( - -  1 )  o ' 0-- ->~ (K~,) ~ F~0,-+ ~ 9 ~  (Ks,) --> 0, 

avec K 0, ----- RP , (U | k, F) [2] 

par changement de base propre, et on a, d'apr~s (2 .3 .3 .1) ,  (2.4.2.1) (iii) et (2.4.3) 
(iii) b), un isomorphisme canonique 

F t  ~ i ~ '  - o?s Ind~:• (R -1CT, oo (P-~'(a, K) | C~(x.x') [1])a,~, , 

(avec les notations de loc. dr.). En outre, sur s x ,  A x k A', on a canoniquement 

. r  = .~((x  - s).x') | .~(s.x ')  

(cf. (1 . I .3 .2 ) ) ,  de sorte que 

R -1 r K) | c.~(x.x') [1]),i,~, , 

.~(s.x')%, | R -x r (~'(0r K) | .~((x --  s).x') [1])a,~, ,. 

On ddduit alors des rdsultats prdc6dents que la puissance extdrieure maximale de F', 

det(F'), qui est un Qt-faisceau lisse de rang 1 sur A' -- { 0' }, a les  propridt6s suivantes : 

a) det(F') est non ramifi6 en 0', i.e. j" det(F') est un Qt-faisceau lisse sur A' (off 
j '  : A' --  { 0' }~-+ A' est l'inclusion), et (j" det(F')) 6, est canoniquement isomorphe 

au Qt-espace vectoriel de rang 1 

de t (RF, (U | k, F) [I]) | det(F~(--  1)), 

b) La monodromie de det(F') en oo' est donn6e par l'isomorphisme canonique 

de t (F ' )~ ,  _~ .iP(~v.x')~, @ ~) det(~"~176 [ ~,))) 
J E 8  

8~ = Y. a,(j, F).tr(s) e k 
, E S  

avec tr(s) = Y. _s, Ek 
~ Homk(M~ k) 

(on rappelle que 

s |  H _s,). 
t E Homk(k(J), k) 

Par suite, le Qt-faisceau lisse de rang 1 

s 8F.x') |  det(F') 

sur A' a pour monodromie ~t l'infini 

(~) det( ,~  '~ ~"(Tr~ I ~~ 
mEB 
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o~ l'on a pos6 
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et donc est mod6r6ment ramifi6 h l'infini d'apr~s (3 .4 .1 .2) .  Comme tout Qt-faisceau 
lisse sur A~, qui est mod6r~ment ramifi6 ~t l'infini, est en fait g6om6triquement constant 
et que l 'on a canoniquement 

(cf. (1 .1 .3 .1)) ,  il suit de ce qui precede que 

~) d e t ( ~  -'~ | [ ~0))) 

est un G| non ramifi6 et que, en tant que Gal(k/k)-module, il est canonique- 
ment isomorphe ~t 

det(RI~,(U |  F) [1]) | det(F~(--  1)). 

D'oth la conclusion. 

(3.5) Interprgtation cohomologique des constantes locales et fin de la preuve de la formule 
du produit pour r K). 

(8.5.1)  Soient T et T '  deux traits hensdiens d'~gale caract~ristique p, ~t corps 
r~siduel k 3 F, fini, munis d'uniformisantes ~ et ~' respectivement; on consid~re la trans- 
formation de Fourier locale 

t 

ddfinie en (2.4) (relative au caract~re d/ fixd en (0.2)). 
Pour tout V e o b  fr on dispose alors de deux hombres t-adiques 

a) La constante locale modifide (cf. (3.1.5)) 

co(T, V, d~) ~ Q,~, 

b) La valeur en n' e K~ du caract6re de K~, d6duit de d e t ( ~  -I~ | v/a l 'homo- 
morphisme de rfciprocit6 i,:,, :K~, - + G  '-b (cf. (3.1.4))  que 1'on notera simplement 

det(~"~ (Tr') EQ~.  

On a alors l 'mterpr6tation cohomologique suivante des constantes locales : 

Thdorkme (3 .5 .1 .1 ) .  - -  Pour tout G-module V, 

r V, dx) = (--  1)'~v'+'V'.det(~-'~176 

(3 .5 .2)  Admettons provisoirement (3 .5 .1 .1)  et terminons la preuve de la for- 
mule du produit pour r K).  D'apr6s (3.3.2),  il suffit de ddmontrer le th6or6me 
(3 .3 .1 .2) .  Or on a montr6 l'existence d 'un isomorphisme canonique de Gal(k/F~)- 
module de rang 1 

det(RVc(U | k, F) [1]) | det(F~(--  1)) _ ~)  det (~ r'~ ~"(r~,.(r I ~c))),e 
s 6 S  
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(cf. (3 .4 .2 ) )  et on  a 

- -  x~(U |  , F) + r(F~) = ~ deg( s ) .a , ( j ,  F) 

(el. ( 2 . 2 . 1 . 2 ) ) ,  de sorte que  

d e t ( - -  Frob , ,  R P , ( U  |  k, F ) ) -*  q'  d e t ( - -  Frob~, F~) 

= II  ( - -  1)d~')-~ F) tr(Frobq,  det(~-(~ [ ~q,))),,). 
s E 8  

I1 suffit donc  de mon t r e r  que,  pou r  tout  s e S, on  a 

t o ( D , . , .  V l ~ . .  % I D , . , )  

= ( - -  1) a*~ t r (Frob , ,  de t (~-(~  I ~,))),,,). 

Or,  co(D,,,, F I ~~ ~0 I D,0,) = c0(T, % . ( F  I "~~ - -  drc) 

(d'apr~s ( 3 . 1 . 5 . 4 )  (iv), il suffit de v&ifier cette formule  pou r  F[~q~ = Q ; dans  ce 
cas, le p remier  m e m b r e  de la formule  vau t  t r iv ia lement  --  1 et le second m e m b r e  se 
calcule par  ( 3 . 1 . 5 . 6 ) ) ;  par  suite, p o u r  achever  la preuve  de  ( 3 . 3 . 1 . 2 ) ,  il suffit d 'appl i -  
quer  ( 3 . 5 . 1 . 1 )  et le l emme  suivant  : 

Lemme ( 3 . 5 . 8 . 1 ) .  - -  Pour tout G'-module V '  de rang 1 et modlrtmtnt ramifi4 on a 

t r (Frob , ,  V',,,) = V ' ( - -  ~') 

o~ V',,, est la fibre en 1' du prolongement canonique de re'. V '  (r~' : T '  --* D~oo,,, ~' ~ l lx '  ) en 

un Qt-faisceau lisse de rang 1 sur A '  - - {  O' } qui est modg'rbnent ramifig en O' (cf. ( 2 . 2 . 2 . 1 ) )  
et o~ V ' ( - -  n') est la valeur en --  ~' E K~, du caractbre de K~, d#duit de V '  par l'homomor- 

phisme de rgciprocit~ /x,, : K,  ~, --* G"a' (of. ( 3 .1 .4 ) ) .  

Preuve. - -  Par  l ' h o m o m o r p h i s m e  de r&iproci t6  global  pour  K = Fq(x'), 

i,~ : A •  ~ -,- Gal (g , /K)  "b, 

le p ro longemen t  canon ique  indui t  un  caract~re x : A •  • --*Q.~ tel que X(O{) = 1, 
pou r  tout  s ' e  [A'  I --  {0 '} ,  X(1 + too, ) = 1, X(1 + moo,) = 1 et X(-- (1/x')| = V ( - -  n') 
(on a note  (--) , ,  le p l o n g e m e n t  de K • dans  K~) .  Or  

1 = X ( 1 - - x ' )  = II )~((1 - -x ' ) . . )  
~ 

e t  x ( ( 1  - x ' ) , . )  = 

x ( ( 1  - x ' ) v  ) = 

x ( ( 1  - 1 % . )  = 

( p u i s q u e  1 - x ' =  - (1 - (11x'))(1/x')-'), 

1, V s ' ~ l A ' l - - { X ' }  

t r (Frob , ,  V',,,) 

z(-(l/s%,)-' 

d'o~ le l emme.  
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(8 .5 .8 )  Preuve de (3 .5 .1 .1) .  

( 3 . 5 . 3 . 1 )  Cas o,~ V est mod~r~ment ramifig. 

On peut supposer V irrdductible : les deux membres de la formule k ddmontrer 
sont multiplicatifs sur les suites exactes courtes en V (cf. (3 .1 .5 .7 )  et (2 .4 .3)  (i) a)). 

On peut supposer V de rang 1. En effet, tout G-module irrdductible moddrdment 
ramifid est de la formefn.  V 1 pour k 1 une extension finie sdparable de k contenue dans k, 
pour f :  T x = T | kl --~ T l e  morphisme non ramifid de traits correspondant et pour V 1 

un Gl-module moddrdment ramifid de rang 1 (f~ : ~x = ~ | k l  --* "0 et G t = Gal(~/~l) ). 
Or, si nt est l 'uniformisante de T~ induite par n, on a 

r V, aTr) = r Vx, drCl) 

(d'apr~s (3 .1 .5 .4 )  (iv), il suffit de vdrifier cette formule pour V~ = ~ t ;  dam ce cas, 
les deux membres de la formule valent --  1 : trivialement pour le second et d 'apr& 
(3 .1 .5 .6 )  pour le premier) et on a, avec des notations dvidentes, 

~ - ~ 0 , ~ ' , ( V )  ~ ' _ f~ ,  ~-,0,, ~o;,(Vt) ' 

o f l f '  :T ;  = T ' |  I - * T '  est la projection canonique (cf. [SGA 7] X l I I  (2 .1 .7 .1 ) ) ,  
de sorte que 

det(~176 (~) ---- (--  1) E*':i~-x det(~176 

r r t off nl est l 'uniformisante de T 1 induite par n .  D'ofl l'assertion, puisque r(V) = [k 1 : k], 
r(V1) = 1 et s(V) = s ( V a )  = 0 .  

On peut supposer V de la forme V z = ~x(~r) pour un caract6re x : k  x --~Q~ 

(les notations sont celles de (2 .5 .3 .1 ) ) .  En effet, tout G-module moddrdment ramifi6 

de rang 1 est de la forme V ---- Vx| W pour un x : k  x - + Q ]  et pour un G-module non 

ramifid de rang 1, W. Or  

co(T, V x | W, d~) ~ det(W) (r 0 . co(T, Vx, d~) 

(cf. (3 .1 .5 .6 ) )  et 

~-<0, ~ ' , (V X | W)  -- ~-~0, | | W',  

off W' est l 'unique G'-module non ramifid de rang 1 correspondant au mfime Gal(k/k)- 

module que W, de sorte que 

det(o~"~174 | W))(~r') ~-det(W)(n).det(o~"~ 

(r(~-'~174 = 1, d'apr~s (2 .5 .3 .1 ) ) .  D'ofi l'assertion. 

Pla~ons-nous donc dans le cas V = Vx. Alors, d 'apr& (2 .5 .3 .1 ) ,  on a, pour 

X trivial, 

= 
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et, pour  Z non trivial, 

= | G(z ,  +) 

(avec les notations de loc. cit.). Or {__l 
%(T, Vx, dr:) ---- Z(-- 1) 

a ~ k  x 

si Z e s t  trivial 

sinon 

off +k = + o Tr~F p : en effet, compte tenu de (3 .1 .5 .4 )  (v), il suffit de remarquer  que 

le caract&e ~ : K { - - * Q 7  induit  par  V X via l 'homomorphisme de rEciprocitE 
iK, : K~ -+ G ~b (el. (3 .1.4))  est donne par  les formules 

~(a)----)Ca(a) si a ~ k  •  

= z ( -  l)  

7(1 q -m, )  - = { 1 }  

(on applique la thEorie du corps de classes abElien globale au Qt-faisceau de Kummer.,Y'x 
sur G,,.k; les d6tails sont laissEs au lecteur). Par suite, (3 .5 .1 .1 ) ,  pour  V = Vx, est 
trivial, si Z est trivial, et rEsulte de la formule des traces de Grothendieck 

tr(Frob k, G(Z, +)) = --  ~ z(a) +~(a), 
a ~ k  • 

si Zes t  non trivial (V'x(=') = Z(-- 1)). 

( 3 . 5 . 3 . 2 )  Cas ggn&al. 

On peut  supposer V irrdductible (voir (3 .5 .3 .1) )  et donc que le groupe d'inertie 
I C G agit ~ travers un  quotient fini (d'aprSs le thdorSme de monodromie de Grothen- 
dieck ([SGA 7] I e t  I-De 4] (1.7)), un sous-groupe ouvert I1C I, qu 'on  peut  supposer 
distinguE, agit de fa~on unipotente;  alors V ~' 4= 0 et comme V I' est I-stable, V I' = V). 

Soient D la compldtion projective naturelle de A-----Spec(k[x]), n :  aq-+~0 le 
k-morphisme qui envoie n sur x/(1 - -x )  et F l e  prolongement  canonique de ~, V 

D -- { 0, 1 } : F est un Qt-faisceau lisse sur D -- { 0, 1 } ~ monodromie ggomdtrique finie, 
mod~rdment ramifid en 1 et tel que F ] ~ 0  ~ _ ~ . V  (cf. (2 .2 .2 .2) ) .  

D'apr~s (3 .2 .1 .7 ) ,  on a la formule du produi t  (cf. (3 .3 .1 .2) )  

de t ( - -  Frobk, RP~(A | - -{  0, 1 }, F)) -~ q,~r, det ( - -  Frob| F J  

= %(T, V, -- dn).r F [ ~ I ,  -- dx[ Din). 

D'autre part, d'apr6s (3.4.2)  et (3 .5 .2 .1 ) ,  on a 

de t ( - -  FrObk, RPc(A | k -- { 0, 1 }, F)) -1 q,~V~ det ( - -  Froboo, F~) 

= (-- 1) , 'v '+' 'v '  det(.~-,0, oo ' , (V) ) ( - -n ' ) . ( - -  1) "F' det(~-'0.~~ ] B,))) (-- ~'). 
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Or, d'apr~s (3 .5 .3 .1 ) ,  on a 

%(D,,,, V [ ~t, -- dx [ D,,,) = (-- 1) '~F' det(.~"~174 I ~,))) (-- 7r') 

(dx = d=l, oa rq = x -  1). D'ofl le th6or~me (3 .5 .1 .1 ) .  

(3 .6)  Constantes locales et transformations & Fourier locales. 

(3 .6 .1 )  Soient T, T '  deux traits hens~liens d'~gale caract&istique p, ~t corps 
r6siduel fini k = Fq, munis d'uniformisantes r~, 7r' respectivement, comme au num6ro (2.4) 
dont  on reprend les notations. 

Alors, ~t tout G-module V, on peut  associer deux entiers, ~t savoir sa dimension r(V) 
sur Q t  et son conducteur  de Swan s(V), et trois hombres t-adiques non nuls, ~t savoir : 

(3.6.1.1) Son diterminant 8(V) d6fini par 

~(V) = (-- 1) "~v' det(V) (~) �9  

( 3 . 6 . 1 . 8 )  Son signe a(V) d6fini par  

o(V) = d e t ( V ) ( - -  1) � 9  1 } C Q ~  

( 3 . 6 . 1 . 3 )  Sa constante go(V) d~finie par 

go(V) = go(T, V, d~) �9 O~ 

(on a identifi6 det(V) h un caract~re det(V) : K{ ~ O~ via l 'homomorphisme de r6ci- 
procit6 ix, : K ~  -~ G -b, cf. (3 .1 .4) ,  et g0(T, V, drc) est la constante locale modifi& de 
Deligne, cf. (3 .1 .5)) .  

Bien entendu,  ces notations valent aussi pour  V'  e o b  if' (on remplace T par T' ,  
par z~' et V par V'). 

Ttdorkme (3 .6 .2) .  - -  (i) Soient V �9 ob ff et V' = ~'~~ alors on ales  formules 

suivantes : 

a) 

b) 

c) 

(ii) Soient 

a) 

b) 

c) 

(iii) Soient 

a) 

b) 

c) 

~(v') = ~o(V), 
o(v ')  = ~(v), 

~o(V') = r s ( v ) - '  ~o(V) ~. 

V c o b  fifo, it et V ' =  ..~'~~176176 alors on a lesformules suivantes : 

8(V') = q"V' 8(V) ~ ~ ( V ) - '  ~o(V)-' ,  

~(v ' )  = o(v) ,  

go(V') = r o(v)  ~(v).  

v �9 ob ffjl.,,t et V' = .~174 alors on a hsforraules suivantes : 

~(V') = q,,V, ~(V)-Z ~(V) g0(V), 

o(v ' )  = ~(v) ,  

go(W) = r ~(v) -3 go(v)2. 
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Preuve. - -  Remarquons tout d 'abord qu'il suffit de d6montrer les assertions (i) a), 
(ii) a) et (iii) a). En effet, les formules (i) b), (ii) b) et (iii) b) s'en d6duisent en dchan- 
geant r= en -- r= et donc z~' en --  r=' (8(V) et 8(V') sont transform6s en a(V) 8(V) et 
a(V') 8(V') respectivement alors que eo(V) est transform6 en a(V) eo(V), cf. (3 .1 .5 .5)) .  
D'autre part, les formules (i) c), (ii) c) et (iii) c) se ddduisent des formules (i) a), (ii) a) 
et (iii) a), compte tenu des propridtds ~( d'involutivit6 >~ des transformations de Fourier 
locales (cf. (2.4.3) (i) c), (ii) c) et (iii) c)); les ddtails sont laissds au lecteur. 

La formule (i) a) n'est autre que (3 .5 .1 .1)  puisque r ( V ' ) = r ( V ) + s ( V )  
(cf. (2.4.3) (i) b)). 

Prouvons maintenant (ii) a). Nous utiliserons un argument global. Soient 

A =-Spec(k[x]) et F u n  Qt-faisceau lisse sur A -  { 0} tel que 

r='(F [ ~) ~- V 

off r=: v~-+B~, = ~  l / x  = =~o (un tel F existe d'apr~s (2 .2 .2 .2 ) ;  nous ne supposons 
pas F moddr~ment ramifid en 0 car c'est inutile pour notre argument). On note 

j :  A - - {  0 },-+A l'inclusion et K '  le Qt-faisceau pervers sur A ' =  Spec(k[x']) trans- 
formd de Fourier dejl  F[I ] (cf. (1.4) pour les notations). D'apr~s (2.3.2) et (2 .4 .2 .1)  (ii), 

on a un triangle distingud dans b D~(~o,, Qt) 

' K' -  ' V ' [ 1 ]  --+ K~. ~ ~ ~. 

off C : ~ ' ~ 0 , ,  r = ' ~ x ' =  r=0'- Par suite, puisque 

K-~, = RI ' , (A | ~ -- { ~ }, F) [2] 

(changement de base propre), on a l'dgalitg 

~(V') ---- (--  1) '~v'' det(Frob, ,  R r o ( A % ~  -- { ~ }, F)) (det(K~,0,) (r=0,))-'. 

D'autre part, la formule du produit (3 .2 .1 .1)  ~tant maintenant ddmontr~e, on peut 
l 'appliquer ~t notre situation (X = D, co = dx et K = e~ j,  F) et on obtient la formule 

det(--  Frob,,  RF, (A | k - -{  0 }, F) [1]) 

( = q,~r, %(D,o, ' F [ ~o, dr=o)-r D,.~,, F [ ~| ~ 1, 

off r=0 = x. Comme 

z , ( A |  = - - s ( F  ~o ) - - s (V) ,  

d'apr~s (2 .2 .1 .2) ,  que r ( F ) =  r(V), que 

r F ] ~q0, dr=o ) = ( _  1)~F ~0,+ ~FI,~, det(o~~ | [ ~%)) 0%0 

off ~o ,  = 1/x'  et o~ o ~'~~ ~'~ est la transformation de Fourier locale de (D~o~, r=o) ~ 
(D~| =0~,), d'apr~s (3 .5 .1 .1) ,  et que 

=  o(V) r D,| F I ~ ,  r ~ ]  

26 
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d'apr~s ( 3 .1 .5 .5 ) ,  on en d6duit  que  

det(Froba,  RFc(A | k - -  { 0 }, F)) 

= ( - -  1)"v ' - '~v 'q  '~v' ~(V)2a(V) - '  r  '~ ~"(F [ no))(n~o)) -x. 

Par cons4quent,  pour  achever  la preuve de (ii) a), il ne reste plus qu'~t d4montrer  
l'6galit6 

det(~-(~ ] ~o))(n| : (det(K-~o,)(%,))-x 

(on a r(V') = r(V) --  s(V) d'apr~s (2 .4 .3)  (ii) b)). Or, on sait que  K '  ] A'  --  { 0' } = F'[1] 

pour  un ~..t-faigceau lisse F' sur A'  - -  { 0' } (cf. ( 2 .3 .1 .3 )  (i)) et que 

F'- - ~-,o, ~o',(F [no), 
~qOO' 

d'apr~s ( 2 .3 .3 .1 ) ,  ( 2 .4 .2 .1 )  et (2 .4 .3)  (iii) b). Par  suite, l'4galit4 qu'il  reste ~ d~mon- 
trer se r6~crit 

(n=,) = (det(F')%,)(no,) 

off det(F ' )  est ma in tenan t  un  Qt-faisceau lisse sur A' - - {  0' }. Cette derni~re formule 

rfsulte du corps de classes ab~lien : en effet, si K = k(x ' )  et si X : A •  -~O-..~ est le 
caract~re d6duit  de det(F ' )  via l ' homomorpbisme de r~ciprocit~ i x : A •  -+ Gal (K/K)  ~b 
(cf. (3 .1 .4) ) ,  on a 

1 = 11 z ( ( x ' ) , , )  = Z(no,).z(Un 0), 
,'elD'] 

off (--),, est le plongement de K • dang K~ pour tout s' e] D' I" Ceci ach~ve la preuve 

de (ii) a). 
Prouvons f inalement  (iii) a). De nouveau,  nous utiliserons un  a rgument  global. 

Soient A = Spec(k[x]) et F un  Qt-faisceau lisse sur A - -  { 0 } tel que 

n*(F [  oo) --- V, 

off n :  n ~ n ~ o ,  n ~  1 / x - - - -n~  (un tel F existe d'apr~s (2 .2 .2 .2 )  et, comme  dans la 
preuve de (ii) a), nous ne supposons pas F mod4r6ment  ramifi6 en 0). O n  note 

j : A --  { 0 } ~ A l 'inclusion et K '  le Qt-faisceau pervers sur A' -= Spec(k[x']) trans- 
formd de Fourier  de j ,  F[1] (cf. (1.4) pour  les notations).  D'apr~s (2 .3 .3 .1 )  et ( 2 .4 .2 .1 ) ,  
on a canoniquement  

K'- ~ n '  V'[1] | ~-,o, ~o,,(F [ no) [1], 7 j ~ ,  - -  

off r~' : ~' ~ n o ~ , ,  n '  ~ 1Ix' = r%, et off ~-i0,| est la t ransformation de Fourier  locale 

de (D~m , %) h (D;~,~, noo,) (~o = x). De  plus, on sait que K '  = F'[1] pour  un  Qt-faisceau 
lisse F'  sur A' (cf. ( 2 .3 .1 .3 )  (ii)), avec 

F~, ---- RFc(A | ~ - -  { ~ }, F) [1] 
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(thfior~me de changement de base propre). Par suite 

(det(F')~-oo,) (~zoo,) = (--  1) -'~v'' B(V') d e t ( ~  "~ ~"(F I ~o) ) (=| 
et (det(F')~o,) (%.) = det(Frob~, Rro(A | ~ -- ( 0 }, F))-~. 

Comme 

203 

r F [~o, d~o) = (-- 1) aF'"~176 det(-'~"~ I Bo)) (=| 

d'apr~s (3 .5 .1 .1) ,  que r(F ] ~o) = r(V) et que r(V') = s(V) -- r(V) (cf. (2.4.3) (iii) b)), 
la premiere des formules ci-dessus se r~&rit 

(det(F')~| (n| = (--  1) -*'v'-~ 8(V') r F]Bo,  d%). 

D'autre part, ]a formule du produit (3 .2 .1 .1)  dtant maintenant dfimontrfie, on peut 
l 'appliquer ~ notre situation (X = D, ~ = dx et K = ~ j~ F) et on obtient 

det(--  Frob~, Rr~ | k -- { ~ }, F) [1]) 

( = q"~' ~o(D,o,, F I ~o, a~o).~o D,~, ,  V l ~ ,  ~L l '  

o ~  ~ = l / x .  Cornme 

X,( A| ~ -- { ~ }, F) = --  s(F [ ~o) -- s(V), 

d 'apr& (2 .2 .1 .2) ,  que r(F) = r(V) et que 

-%(Dc~o,, F [ ~ ,  d-~)=q-2"~v'~(V)-Sr 

d'apr& (3 .1 .5 .5)  , la seconde formule ci-dessus se rE&rit 

(det(F')~,o,) (rCo,) 

= ( _  1) - ,,v, - ,,V l ,o, q-,,v, B(V)-Z 6(V) co(V) r F 1,0, a,~o). 

On conclut la preuve de (iii) a) et donc du th~or&me (3.6.2) en remarquant  que l 'argu- 
ment de corps de classes abglien dggag6 ~t la fin de la preuve de (ii) a) implique ici aussi 
que 

(det(F')~,o,) (~ro,) = (det(F')~oo,)(~roo,). 

4. Une  autre d ~ m o n s t r a t / o n  du  th~or~me pr inc ipal  de Del lgne  dans  a La 
conjecture de Well.  H ~ 

(4.1) Rappel de l'/noncg ([De 4]). 

(4 .1 .1)  Fixons un isomorphisme de corps ~:Qt--% C et notons [ [ la valeur 
absolue usuelle de C (I z I = (z.~)i'~) �9 
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D~finition (4 .1 .2 ) .  ~ Soient X un scMma de type fini sur Fq. Un Q,t-faisceau lisse F 
sur X est dit t-pu~ s'il existe un nombre r~el w tel que, pour tout point fermg x de X et toute valeur 

propre ~ de Frob,  agissant sur F (cf. (0.9)), on ait 

le nombre rgel w e s t  alors appelg le ~-poids de F. 

En particulier, un  Gal(k/F~)-module H est dit t-pur de ~-poids w ~ R si, pour  route 
valeur propre a de Frob~ agissant sur H on a [~(a) [ = q~o12. 

Rappelons l'6nonc6 du th6or6me principal de Deligne ([De 4] (3.2.3))  : 

TMorkme (4 .1 .3 )  (Deligne). ~ Soient X une courbe projective et lisse sur Fa, j : U ~ X 

un ouvert dense et F u n  Q, -faisceau lisse et t-pur de t-poids w E Z sur U. Alors le Gal(k/Fa)- 
module H*(X | k,J. F) est ,.-pur de t-poids w + i pour tout entier i. 

Rappelons aussi que ce rdsultat entralne la partie suivante des conjectures de 
Well ( [De4] (3.3.9))  : 

Corollaire ( 4 . 1 . 3 . 1 )  (Deligne). - -  Soit X une varigtg propre et lisse sur F~. Pour chaque 

entier i, le polyn6me caractgristique d e t ( t -  Frob~, H~(X | Q,t)) est ~ coefficients entiers 
et indgpendants de t ( / ~  p).  Les racines complexes o~ de ce polyn6me sont de valeur absolue 

Le but  de cette partie IV est de donner  une autre dfimonstration de (4.1.3)  en 
utilisant la transformation de Fourier-Deligne. 

(4.2)  Un critkre de puretg et monodromie locale des Q,t-faisceaux purs : rappets ([De 4]). 

Nous utiliserons de mani~re essentielle deux outils dus ~ Deligne. 

(4 .2 .1 )  Le premier (et le plus profond) est un  crit~re de puret~ qui est prouv~ 
et utilis~ par  Deligne aussi bien dans ~, La conjecture de Well. I )) ([De 3] (3.2)) que 
dans ,~ La conjecture de Weil. I I  )) ([De 4] (1.5.1)) .  

D6finition (4 .2 .1 .1 ) .  - -  Soient X un scMma de type fini sur Fq. Un Qt-faisceau lisse F 
sur X est dit t-r~el si, pour tout point feting x de X ,  le polynome 

det(1 -- t Frob~, F) ~ C[t] 

est ~ coefficients rgels. 

Remarque (4 .2 .1 .2 ) .  - -  Tout  Qt-faisceau lisse F, qui est t-pur de t-poids entier w, 

est facteur direct d 'un Q,t-faisceau lisse ~-rdel, ~ savoir F | Fv( - w). 
R~ciproquement  ([De 4] (1.5.1))  : 
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TMor~me (4 .2 .1 .8 )  (Deligne). - -  Les sous-quotients lisses irrgductibles de tout Qt-fais- 

ceau lisse L-rgel sur une courbe lisse et ggomgtriquement connexe sur Fq sont ~-purs. 

(4 .2 .2)  Le deuxi6me de ces outils est l'6tude de la monodromie locale des 
Qt-faisceaux ~-purs sur les courbes fakes par Deligne dans [De 4] (1.8). Nous utilise- 
rons plus pr4cis6ment les r6sultats suivants : 

Lemme (4 .2 .2 .1 )  (Deligne). - -  Soient X une courbe lisse et ggorMtriquement connexe 

sur F~ et j : U ~-~ X un ouvert dense, compYment d'un ensemble fini S de points fermgs de X .  Si 

F est un 0 -faisceau lisse ~-pur de ~-poids w e R sur U,  alors, pour tout s e S e t  pour toute valeur 

propre a de Frob, agissant sur ( j .  F)~ (resp. (R~j. F)i), on a l'estimation 

l -  < 

Preuve. - -  La partie relative ~ ( j .F)~ n'est autre que [De4] (1.8.1) ;  la partie 
relative ~ (R~j. F)~ r6sulte de celle relative ~ ( j .  i~)~ et de la dualit6 locale ([SGA 5] I 5) 
qui fournit un accouplement parfait 

( j .  ~)~ | (K*j. F)~ -+ Q t ( - -  1). 

Lemme (4 .2 .2 .2 )  (Deligne). - -  Soient X , j :  U ~-+X et S comme dans (4 .2 .2 .1) .  

Fixons un point s e S. Si F est un O_,t-faisceau lisse t-put de t-poids w e R sur U tel que l'action 

de I ,  sur F~, soit unipotente d'gchelon 2, i.e. que I, agisse trivialement sur le quotient 

F U F b  

alors, pour route valeur propre ~ de Frob0 agissant sur ce quotient, on a 

Preuve. - -  II s'agit d 'un cas particulier de [De 4] (1.8.4).  

Lemme (4 .2 .2 .3 )  ( D e l i g n e ) . -  Soient X ,  j :  U ~--~ X et S cornme dans (4 .2 .2 .1) .  

Si F est un Qt-faisceau lisse t-pur de ~-poids w e Z,  alors, pour tout x ~ ] X  1, on a 

det(1 --  t Frob~,j .(F @ F(- -  w))) e R[t]. 

Preuve. ~ Pour x r S, c'est la remarque (4 .2 .1 .2) .  Pour x ~ S, cela r6sulte de 
[De4] (1.8.4) et (1.6.14).  En effet, avec les notations de loc. cir., P~(F~x ) est ~-pur 
de t-poids w - - i  et 

P , ( ~ )  = P,(F~) v (i) ; 

donc. si ~ est valeur propre de Frob. agissant sur (3". F)~. il existe un entier i 1> 0 tel 
que [ ~(~) [ = r et que ~-1 qa~ , (~-o  soit valeur propre de Frob~ agissant sur 
( j ,  P( - -w))~;  d'ofl la conclusion puisque 

= 
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(4.8)  RMuaions.  

(4.3.1) Le th6or6me (4.1.3)  admet  le corollaire suivant : 

Gorollaire (4 .8 .1 .1 ) .  ~ Soient A = Spec(F~[x]) une droite vectorielle sur Fq, j : U ~ A 

un ouvert dense et F u n  Qt-faisceau lisse t-pur de t-poids w �9 Z sur U .  On suppose en outre que 

F est irrMuctible, non ramifid ~ l'infini (cf. (3 .3 .1 .1) )  et non ggomgtriquement constant. Alors, 

pour toute valeur propre ~ de Frob~ agissant sur I-P~(A| k , j .  F), on a l'estimation 

Preuve. - -  Six  : A ~ D est la compMtion projective naturelle de A (D = A u { oo }), 
on a la suite exacte courte 

off F~ = (a . j .  r)~. 

Or, d'apr6s (4 .1 .3) ,  HI(D | ~ . j .  F) est ~-pur de t-poids w + 1 et, d 'apr& (4 .2 .2 .1 ) ,  
pour  toute valeur propre ~ de Frobq agissant sur F~, on a [ t(~) [ <~ q~/~ (en faR, on peut  
montrer  que F~ est t-pur de t-poids w), d'ofl la conclusion. 

(4.8.9.) R6ciproquement,  on a : 

Proposition (4.8.9. .1) .  - -  /2  r (4 .3 .1 .1 )  implique le tMorkme (4 .1 .3) .  

Preuve. ~ On peut  supposer X = D e n  projetant j .  F sur D ~ l 'aide d 'une  fonc- 
tion m~romorphe non constante f :  X ~ D. 

On peut  supposer que le point  rationnel oo E D(Fq) est dans U : il suffit de d6mon- 
trer (4.1.3)  apr6s une quelconque extension finie des scalaires Fq ~ F~,. 

I1 suffit alors de v6rifier que pour  toute valeur propre ~ de Frob~ agissant sur 
H~(D | k , j .  F) (i �9 Z), on a l 'estimation 

I <- " 

en effet, la dualitE de PoincarE sur les courbes ([SGA 4 �89 [Dualitd] et [SGA 5] I) fournit 
des accouplements parfaits (i �9 Z) 

H'(D | k,J. F) | Hz-'(D | k,j. P) ~ Qt(-- I). 

De plus, comme on a la suite exacte longue de cohomologie 

0 -+ H~ | ~, j .  F) -+ H"(D | k , j .  F) -+F~ 

-+ Hlc(A| k , j .  F) -+ HI(D | k , j .  F) -+0 

e,, Lj. V) m(D | Lj. F) + 0, 

il suffit de v~rifier la m~me estimation pour  les valeurs propres 0~ de Frob~ agissant sur 
S~c(A| j .  F) (i � 9  
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On notera encore par j : U ~ A l'ouvert U -- { oo } de A et par F la restriction 
de F ~ U - - { o o } .  

On peut supposer F irr6ductible. En effet, si on a une suite exacte courte de 
O~t-faisceaux lisses sur U 

0 ~ F' -~ F - ~ F "  -~ 0 

avec F ~-pur de ~-poids w e Z, F' et F"  sont aussi ~-purs de ~-poids w e t  on a la suite 

exacte longue 

0 ~ j .  F' -§ F ~3." F" -+~ R l j .  F'. 

Or, d'apr6s (4 .2 .2 .1) ,  0 = 0, de sorte que l'on a les suites exactes (i e Z) 

H~(A | k , j .  r ' )  -+ H'r |  k , j ,  F) -+ H~(A | k , j .  V"); 

d'ofl l'assertion. 
Enfin, si F est gdomdtriquement constant de valeur le Gal(k/Fq)-module M, on a 

H'~(A | k,J. F) -~ 0, si i ~e 2, 

et I-~(A | k , j .  F) = M(- -  1); 

d'ofi la conclusion dans ce cas. 
Le th~or6me (4.1.3) r6sulte donc bien de son corollaire (4 .3 .1 .1) .  

(4.4) Preuve du corollaire (4 .3 .1 .1)  t~ l'aide de la transformation de Fourier-Deligne. 

Considdrons la transformation de Fourier-Deligne ~-  de Avers  A' -- Spec(Fq[x']) 
relative au caract6re ~ fixd en (0 .2)(cf .  (1.4)). D'apr6s ( 1 . 4 . 2 . 1 ) ( i i ) e t  ( 2 .3 .1 .3 ) ( i ) ,  

o n  a 

~ ' ( j .  F[1]) -----j" r ' [1] ,  

off j ' : A ' - - {  0' },-+ A' est l'inelusion et off F' est un Qt-faisceau lisse irr6duetible 

sur A ' - - {  0'}. 
De plus, d'aprbs (2.3.2),  (2 .4 .2 .1)  (ii), (2 .5 .3.1)  (i) et le thdor6me de change- 

ment de base propre, la monodromie de F' en 0' est d6crite par la suite exacte de 

Go,-modules 

F' ~F~( - -  1) ~ 0 ,  0 ~ H'~(A | k,J. F) -+ ~,, 

off I 0, agit trivialement sur Hl~(AQrqk, j . F )  et F ~ ( - - I )  (G 0, agit done ~t travers 
Gal(k/F~) sur ees espaces) et off 

(F~,o,)ro' = H'o(A | ~,j .  F) 

(on a en effet 

~'~='~ F I ~ )  = r~ | ~'~,~ = V~(--  1) 

si o~ "~~176176 est la transformation de Fourier locale de (Dt~), 1/x) vers (Dr'o,), x')). 
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Par suite, si l 'on sait par ailleurs que F' est t-pur d 'un certain ~-poids w' ~ R, on 
est dans les conditions d'applieation de (4 .2 .2 .2)  : 

t t I , V:o,/(V:~,) o = V:(-- I) 

est [-pur de [-poids w' -l- I. Or, d'apr~s (4.2.2. I) (appliqu~ ~t F et ~t FV), F: est t-pur 
de ~-poids w, par suite 

w ' = w + l  

et on ach6ve la preuve de (4 .3 .1 .1)  par une derni~re application de (4 .2 .2 .1) .  

I1 suffit done de d6montrer que F' est t-pur ou encore, en utilisant le crit6re de 

puret6 (4 .2 .1 .3) ,  que F' est constituant d 'un  O t-faisceau lisse :-r6el G' sur A' - -{  0' }. 
Or on dispose d 'un eandidat naturel pour G' : ~ '+( j .  F[1]) est facteur direct de 

~ ' + ( j . ( F ~  ]~( - -w)) [1 ] )@ ~ ' } - , ( j . ( r |  ~ ( - -  w)) [1]) 

et ee dernier Qt-faisceau pervers est de la forme 

j :  G'[1] 

pour un Q,.t-faiseeau lisse G' sur A ' - - { 0 ' } ,  d'apr6s (1 .4 .2 .1)  (ii) et (2 .3 .1 .3)  (i). 
II suffit done maintenant  de ddmontrer que ce G' est ~-r6el : en effet, eomme F' est irr6- 
duetible et que F' est facteur direct de G', on aura termin6. 

Or l 'interprdtation cohomologique des fonctions L due ~ Grothendieck (et rap- 
pel6e en (3.1)) donne, pour tout x' E [ A' [ --  { 0' }, la formule du produit 

1 
det(1 -- t Frob| G') = I-I 

Q2. , . , ( t  ) , 

off O+,,,, (t) = P,(t+ (tr~i,,tFp(x. x'))) 

et P,(t) = [ det(1 --  t F rob , ,L(F  �9 ~ ( - -  w))) 

(on a k(x) Z k(x') D F~). Comme P~(t) E R[t], pour tout x ~ I A [, d'apr6s (4 .2 .2 .3) ,  

on en d6duit que 

det(1 --  t Frob,,, G') ~ R[t], 

pour tout x ' e I A ' [ - - { 0 ' } ,  et le corollaire (4 .3 .1 .1) .  

Ceci ach6ve notre d6monstration du tMor6me (4.1.3) (cf. (4 .3 .2 .1)) .  
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