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La R-6quivalence est une relation d'6quivalence sur les points rationnels d 'une 
vari6t6 algdbrique introduite par Manin [Mn]. Soit X / k  une vari&6 algdbrique d6finie 
sur un corps k. La R-6quivalence est la relation d'6quivalence sur l'ensemble des points 
rationnels X(k) de X engendr6e par la relation 61dmentaire suivante : deux points x e t y  
de X(k) sont dits directement R-6quivalents s'il existe une k-application rationnelle q~ 
de la droite projective 1~ darts X, d6finie en 0 et 1, et relic que q~(0) = x et ~(1) = y .  
Le r6sultat principal de ce travail est le thdor~me de finitude suivant : 

TMor~rae B. - -  Soit G u n  k-groupe alg6brique r~ductif d6fini sur un corps global k. Alors 
l'ensemble des classes de R-~quivaleme de G(k) est fini. 

Ce r&ultat et le chemin pour y parvenir sont conformes ~ la philosophle de la 
thdorie de la descente sur les vari&& rationnelles de Colliot-Th616ne et Sansuc [CTS3]. 
Les ingr6dients arithm6tiques de ce th6or~me sont le cas des totes ddjh ddmontr6 par 
Colliot-Th616ne et Sansuc [CTS1], un principe de Hasse de Kato et Saito [KS] et un 
th6or~me - ergodique r~ de Margulis [Ma] traitant le caz d 'un groupe semi-simple sim- 
plement connexe. Pour d6montrer le th6or~me B pour un groupe semi-simple, il est 
donc naturel d '&udier le comportement par isog6nie de la R-6quivalence. Le point 
clef de cet article est de montrer  que le comportement par isog6nie de la R-6quivalence 
est lid ~t la question suivante purement alg6brique : Soit X : G ~ G une isogdnie centrale 
de groupes rdductifs connexes ddfinis sur un corps k et soit L/k  une extension finie de 
corps. Existe-t-il un principe de norme pour le groupe ab61ien G(k)/X(G(k)), i.e. existe-t-il 
une application norme naturelle NL:, : G(L)/X(G(L)) -+ G(k)/X(G(k))? On donne dans 
la section II une r6ponse partielle ~t cette question. 

TMorkme A. - -  Soient X: G -+ G une k-isoggnie centrale de groupes rdductifs connexes 
dgfinis sur un corps k, de noyau te k-groupe eommutatif fini ~t et L /k  une extension finie de corps. 
Soit R(k, C.-)C G(k) le sous-groupe (normal) des dlgments R-gquivalents ~ e. Notons 
Nx, t~ : H~,,~,r(L, ~.) ~ H~,,pf(k, r la corestriction de L gt k et ~k :G(k) ~ H~pp,(k, ~) l'appli- 
cation caractgristique associ~e d X. Alors, on a 

N~.o,(~L(R(L , G))) C q~,(R(k, G)). 
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En particulier, on obtient ainsi une nouvelle demonstration du principe de norme 
de Knebusch sur le groupe engendr6 par les valeurs non nulles d 'une forme quadratique. 
On donne une seconde application de l'Etude des principes de norme qui est la preuve 
uniforme (w IV) du thdor~me suivant, off les cas des groupes exceptionnels E 6 et E7 
sont nouveaux. L'ensemble S(G) des entiers de torsion d 'un groupe absolument presque 
k-simple G a EtE dEfini par Serre ([Se2] w 2.2).  

Thgorkme C. - -  Soit k un corps. Soit G u n  k-groupe alg~brique connexe, semi-simple, abso- 
lument presque k-simple d'un des types A , ,  B , ,  C , ,  D , ,  E e ou ET. Soit (kJk)(=~ . . . . . .  une famille 
d'extensions finies de corps dont les degrgs sont premiers ~ l'ensemble S(G) des entiers de torsion 
de G. Si les groupes G~ sont d(ploygs (i = 1, . . . ,  r), alors le groupe G k est dgployL 

Ce travail est issu d 'une th~se de doctorat rEalisEe sous la direction de Jean-Louis 

Colliot-ThEl~ne. Je  le remercie vivement. J e  remercie aussi M. S. Raghunathan et 
A. S. Merkurjev pour l'intEr~t qu'ils ont porte ~t ce travail. 
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O. Notat ions  et rappels  

Soit k un corps et k une cl6ture algEbrique de k. On rappelle qu 'une k-algrbre 
Etale est une k-algrbre finie, qui est un produit d'extensions de corps separables de k. 
Si P e s t  un polyn6me separable de k[t], on note kp l 'algrbre Etale kp = k[t]/P. 

O. t .  Droites affine et projective. - -  On note A~ (resp. pt) la droite affine (resp. pro- 
jective) et k(t) le corps des fonctions de la droite projective. On note co le point ferm6 

l'infini de P~,. Si M est un point fermE de P~,, on note 0 5 l 'anneau local en M, O,~ 

son complEtE, KM le corps des fractions de 0,~ et k(M) le corps rEsiduel de 0 5. On 
note aq : Spec(k(t)) --+ P~ le point gdnErique de la droite projective. 

0.2.  Soient X une variEtE algdbrique int~gre dEfinie sur k. On note X(k) 
l 'ensemble des k-points rationnels de X. Si L/k est une extension de corps, on note 

X~. = X • s~k) Spec(L) l'extension des scalaires de X t~ L e t  X = X/,. On dit que X 
est k-rationnelle si X est k-birationnelle tt un espace affine. Soit Y une variEtE algEbrique 

dEfinie sur L e t  supposons que l'extension L/k est finie. On note alors R m  Y la restriction 

des scalaires, tt la Weil, de L tt k de Y (cf. [BLR], p. 191). 
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O. 3. Cohomologie (cf. [Mil] ,  [SGA3], [SGA4]). - -  Soit X un schema quasi-compact. 
On consid~re sur X les sites Xz~ , X6t et X~p t. Si o~" est un faisceau de groupes abdliens 
sur X sur un site 5P, on note H~(X,  o~') le i-~me groupe de cohomologie de .~-. Si 
X = Spec(A), on dcrit parfois H~(A, ~ ' )  au lieu de H~o(X, ~-). Enfin, la cohomologie 
~tale ~tant la plus utilisde, on pose H'(X, ~ ' )  = Hit(X , ~ ' ) .  Soit G u n  X-schdma en 
groupes, plat de type fini. Suivant la d~finition de Demazure ['Dm], on dira que G est 
un X-schdma en groupes semi-simple (resp. rdductif) s'il est lisse et affine sur X et si 
ses fbres gdom~triques sont des groupes algdbriques semi-simples (resp. rdductifs) 
connexes. On prend les memes notations pour la cohomologie non abdlienne que pour 
la cohomologie ab61ienne (ddfinie par le proc~d~ de (~ech). Rappelons que si G/X est 
affine, l'ensemble H~pt(X , G) classifie les torseurs sur X sous G (cf. [Mil], p. 120), 
et que si G/X est lisse, l 'application naturelle Ha(X, G) ~ H ~ ( X ,  G) est bijective 
(cf. [SGA3], Exp. XXIV) .  

On  sait que la cohomologie galoisienne sur un corps k [Sel] s'identifie ~ la coho- 
mologie 4tale de Spec(k). 

0.4.  Groupes de type multiplicatif et normes. - -  Nous renvoyons aux exposes IX  et X 
de Grothendieck dam [SGA3] pour les d6finitions et les propriEt~s des groupes de type 
multiplicatif. On note G m le groupe multiplicatif Spec(Z[t, t-1]). Pour tout entier n >/ 1, 

on note ~, = Spec ( ~ )  le groupe multiplicafif des racines n-i~mes de l'unit~. Un  

X-tore T est dit quasi-trivial s'il est isomorphe ~ un tore Rx,rx Gm off X'  ~ X est un 
morphisme dtale fini. Soit S u n  X-groupe de type multiplicatif. On note g (resp. go) 
le faisceau des caract~res (resp. co-caract~res) de S pour la topologie fppf d6fini par 
S(U) = Homu_~(S  U, Gin, u) (resp. S~ = Homu_~(G~,u ,  Su) ). Rappelons que le 
faisceau g est repr6sentable par un X-sch6ma en groupes et aJnsi l 'accouplement 
S • g -+ Gin, x induit une dualit6 parfaite entre les X-groupes de type multiplicatif 
de type fini et les X-groupes constants commutatifs tordus ~ engendrement fini (lot. cit., 
exp. X, w 5). 

Si ~z d~signe un X-schema en groupe fini de type multiplicatif et n u n  entier satis- 
faisant ~" = 1, on note ~(--  1) le tordu ~ la Tate de ~, i.e. le faisceau pour la topologie fppf 
sur X ddfini par ~(--  1) (U) = Homu_~(Ez,,u, gv), qui ne d6pend pas de l 'entier n. 

Le but de la fin de ce paragraphe est de construire, quand la base est un corps, 
des morphismes de normes pour les groupes de cohomologie plate des faisceaux repr~- 
sentables (en particufier pour les groupes de type multiplicatif). Pla~ons-nous tout 
d 'abord dam le cadre suivant. Soient f :  Y ~ X un morphisme fini localement libre 
(X connexe) et G/X un schema en groupe commutatif. Selon Deligne ([SGA4], exp. XVII ,  
6 .3 .13 .1 ,  6 .3 .14.a) ,  il existe un morpkisme trace 

Tr~ : f . f ~  G ~ G, 

qui est un morphisme de faisceaux sur Xt~e. On ne sait pas en gdn6ral d6finir des 

morphismes de normes pour les groupes de cohomologie pour la topologie fppf, m~me en 

2O 
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degr6 cohomologique 1. En effet, le morphisme naturel 1 �9 H,pv, (X,f . f  G) ~ 1 * nfppr(Y,f G) 
n'est pas toujours un isomorphisme ([SGA3], exp. XXIV,  w 8.5) et on ne peut done 
pas prendre son inverse. Toutefois, si X ' /X  est un morphisme fidtlement plat et de 
type fini, l 'adjonction donne lieu, pour i t> 0, ~t un isomorphisme des groupes de coho- 
mologie de ~ech u ~ : ~ppr(X'/X,f.f* G) --% ~-I~ppf(Y'/Y, f *  G), off Y' d~signe le produit 
fibr6 Y x x X'. On note (Trl)~. : ffI~mf(X'/X, f . f*  G) v, , --* t'I~ppf(X/X, G) et on dtfinit 
le morphisme de norme 

Ny x ---- (Trt)'. o (u')-I : I ~ , ( Y ' / Y , f *  G) --> r-I~f(X'/X, G). 

Considdrons maintenant  le cas X = Spec(k), Y = Spec(L) off L/k est une extension 
finie de corps, et X'  = Spec(k). On  salt que H~ppf(k, # ' )  = 0 pour i >/ 1 et pour t o u t  

faisceau ~" sur Xrppf (cf. [Mil l ,  exemple 3.4.e, p. 112). Par suite, on a bien d~fini 
4 des morphismes de normes Nm:Hfppf(L, G)--~Hfppf(k, G) pour tout sch6ma en 

groupe commutat if  G/k. 

0.5. Fl~ches rdsidus (cf. Appendice B). - -  Soit K un corps complet pour une 
valuation discr&te normalisde, i.e. & valeurs dans Z (surjectivement), et d 'anneau de 
valuation O d'id6al maximal m, de corps r6siduel k = O/re. Soit Vt un O-groupe de 
type multiplicatif fini. I1 existe une application naturelle appelde fltche rtsidu, 
0 : H~pf(K, [z) --~ ~(--  1) (k) telle que l'on ait la suite exacte 

0 -+ H~ppt(O, F) -+ H~ppf(K, ~t) L ~t(-- 1)(k) -+ 0. 

Pour F = bt.,o, la suite ci-dessus n'est pas autre chose que la suite 

1 -+ O x / O  •  -)- KX/K x" - ,  Z/nZ ~ o. 

Si ix un k-groupe de type multiplicatif fini, les flbches rtsidus induisent une suite exacte 
de localisation 

0 --+ H~ppf(k, ix) ---+ H~ppf(k(t), tz) e0,~ (~) F(--  1)(k(M)) e~rk(,)/~ ix(-- 1)(k) ~ 0, 

oth M parcourt les points ferrets de la droite projective P~. 
Soit c e Hl(k(t), F) comme ci-dessus. Si &~(c) est non nul, on dit que le point M 

est un p61e de c, sinon on dit que cest  r6gulitre au point M e t  on peut alors sptcialiser c 
en M obtenant c(M) e H~ppf(k(M), ~) (cf. [Sel], p. 120, pour le cas off l 'exposant de F 
est premier ~t la caractdristique de k). 

0.6. Groupes algdbriques (cf. [Bo], [Sel], [T1], [PR]). - -  Soit G u n  k-groupe algd- 
brique lintaire. Par souci d'harmonisation avec [Dm], on dira que G est semi-simple 

(resp. rtductif) si G est semi-slmple connexe (resp. r tduct i f  connexe). Si H/k est un 

sous-groupe algtbrique de G, on note Zo(H ) (resp. No(H)) le centrali.~ateur (resp. le 
normalisateur) de H dans G. On rappelle que l 'on peut associer ~t un groupe r6ductif GIk 
la k-varitt6 X des sous-groupes de Borel de G, qui est une vaxi&6 projective lisse et un 
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espace homog6ne sous le groupe G. De plus, la vari4t6 X[k satisfait la propri6t6 suivante 
pour route extension de corps L/k 

X(L) % 0 "~ GL est quasi-d6ploy6. 

0.7.  8roupes de normes. - -  Soit Z une k-varidt6. On d6finit le groupe de normes 
de Z not4 Nz(k ) (cf. [KS], [Ro]) comme le sous-groupe de k • engendrd par les Nu~(L • 
pour toutes les extensions finies de corps L[k telles que Z(L) soit non vide. Si K/k est 
une extension de corps, on note Nz(K ) le groupe Nz~(K). Pour une extension finie 
de corps L/k, on a l'inclusion NT./k(Nz(L)) C Nz(k ). ]~tendons cette ddfinition. On suppose 
donnd pour toute extension finie de corps L/k un groupe abdlien F(L) et un morphisme 

N ~ :  F(L) ~ F(k). On d6finit alors le groupe de normes de F notd Nz(k , F) comme 
le sous-groupe de F(k) engendr4 par  les Nuk(F(L)) pour toutes les extensions finies 
de corps L/k telles que Z(L) soit non vide. Soit T u n  k-tore. On sait qu'il existe une 
application norme N ~ : T ( L )  ~ T(k) pour toute extension finie de corps L/k. Cela 

permet de ddfinir le groupe de normes Nz(k , T).  Le groupe de normes Nz(k , Gin) n'est 
pas autre chose que le groupe de normes Nz(k ). 

O. 8. Arithmgtique. - -  Nous entendrons par  corps local un corps localement compact, 
i.e. soit une extension finie d 'un corps des nombres p-adiques Q~ ,  soit un corps de sdries 
formelles ~ une variable sur un corps fini. Nous entendrons par corps global soit un corps 
de nombres, soit le corps de fonctions d 'une courbe algdbrique irrdductible ddfinie sur 
un corps fini. Soit k un corps global, ~ l 'ensemble de ses places, oo C ~ l'ensemble des 

places archim6diennes et (k~),e n les compldtds. On rappelle que si X/k  est une varidt4 
algdbrique, l 'ensemble X(k~) est muni d 'une topologie naturelle (par exemple [KS], 
p. 256). Si G]k est un groupe alg4brique lin4aire et Z une partie de ~,  on d4finit les 
d6fauts d 'approximation faible suivants : 

- -  Az(G) le quotient, ~ gauche, a priori, de 1-I,e z G(k,) par l 'adhdrence de l 'image 
de G(k) par le plongement diagonal, 

- -  A(G) = A~(G), 
- - s i  G r commutat if  et Z fini, on note tt~(k, G) le conoyau de la restriction 

Hi(k, G) --> 1-iv6 E Hl(kv, G), 
- -  si G est commutatif, on note ql(k ,  G) la limite projective des LI~(k, G) sur les parties 

finies Z de ~.  

Enfin, pour tout groupe fini G, on note ~$G son ordre. 

L PP~LIMINAIRES 

1.1. Une  sui te  exacte  de N i snev i ch  

On se place dans le cadre suivant. Soit X un sch6ma de Dedekind, i.e. un sch6ma 

noeth6rien, r~gulier, int&gre et de dimension 1, dont on note K le corps de fonctions. 
On note ~ : Spec(K) ~ X le point g~n4rique de X. Pour tout point ferm4 x de X, on 
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note v, la valuation de K associ6e, O ,  (resp. (3,) l 'anneau local de X en x (resp. son 

compl&d pour v,) et k(x) le corps r6siduel en x. On note ~ ,  le corps des fractions de 0~.  
Soit G u n  X-sch6ma en groupes affine et de type fini. 

Pour tout ouvert V C X, on note V m l'ensemble des points ferm~s de V e t  l 'on 

pose A ( V ) =  H O,  • 1-I K, .  Si Z est une partie finie de X al, on pose 
m e v(x) ~ ~ v(x) 

A ~ =  ~ A(V) C II K, .  On appelle A = A o  l 'anneau des addles de X et A~ 

le sous-anneau des Z-entiers de A. Posons 

et 

c(X, G) = G ( A ( X ) ) \ G ( A ) / G ( K )  

cz(X, G) = ( H G(0~) \G(K~)) /G(Uo) .  

I1 est aisd de voir que l 'on a une injection naturelle cz(X , G) ~-~ c(X, G). On rappelle 
le r~sultat suivant qui est une cons6quence de la technique de descente fid~lement plate 
et qui est une extension en cohomologie non abdlienne de la bijection entre Pie(X) 
et le groupe des diviseurs de X modulo 6quivalence lin6aire. 

The'orkme I. 1.1 ([N], Th. 2.1).  -- II existe des suites exactes d'ensembles point,s 

TE I 
a) I ~ cz(X, G) --+ H~,,,(X, G) -+ H,pv~(Uo, G) • II H,,,f(O,,~ ^ G), 

T 

b) 1 -+ c(X, G) ~ H ~ t ( X  , G) --~ H~pf(K, G) x I-I a ^ Hfppf (0,, G) 
~ x(X) 

[] 

1 . 2 .  T o r s e u r s  s u r  l a  d r o l t e  p r o j e c t i v e  

Soit k un corps. On note k une cl6ture sdparable de k et ff le groupe de Galois 

de k sur k. La classification des torseurs sur P-~ sous un groupe de Chevalley, localement 
triviaux pour la topologie de Zariski a dtfi falte par Grothendieck [G]. Selon Harder  [H3], 
on peut classifier << en principe >> les torseurs sur la droite projective P[ sous un groupe 
r~ductif G[k. Une classification precise a ~td faite dans [Gi3] suivant [H3]. Cette classi- 
fication a pr~cddemment 6t6 dtablie par Raghunathan [Rg], en recouvrant la droite 
projective par deux ouverts isomorphes ~t la droite affine. On rappelle qu 'un torseur 
rationnellement trivial EfP~ sous un groupe G/k est un torseur trivial au point g~nfirique 
de P~. 

Thgorkme I.  2 .1  [Gi3]. - -  Soit G/k un groupe rMuctif. Soit i : T ~ G u n  k-tore dgployg 
maximal et ~W = NG(T)/T le groupe de Weft relatif. 8oit M 0 e pl(k). 

a) Tout P~-torseur sous G dont la fibre en M 0 est triviale est localement trivial pour la topo- 
logic de Zariski, i.e. on a une suite exacte 
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b) Tout P[-torseur sous G rationnellement trivial est localement trivial pour la topologie 

de Zariski, i.e. on a une suite exacte 

H~,,(P~,, G) ~ H~(P],, G) --~ H~(k(t), G). 

1 1 c) L'application naturelle i, : Hz~(P,,  T) t ~ b~iection -* Hz,,(Pk, G) induit une 

T o h w  -% ~ Hz~(Pk, G). [] 

Remarquons que si U C px, est un ouvert ou bien si U = Spec(A) avec A anneau 
semi-local de kit], alors tout torseur E/U sous G localement trivial pour la topologie 
de Zariski s'Etend k un torseur sous P[.  On obtient ainsi le 

GoroUaire I.  2 .2 .  - -  Soit G]k un groupe rgductif et i : T -+ G un k-tore ddployd maximal. 

a) Soit U un ouvert de Zariski de la droite projective. Alors on a une suite exacte 

et une surjection 

H~,~(U, G) -> H~(U, G) ~'" - ~  H~(k(t), G), 

~o | Pic(U) ~ H~, (U,  G). 

b) ((]f. [(]TO], Th. 3.1, p. 109). - -  Soit A un anneau semi-local de A~. Alors l'appli- 

cation natureUe HI(A, G) -~Hl(k(t) ,  G) a un noyau trivial. 

c) On a 

c(AI, G) = 1. [] 

Remarque. - -  Supposons le corps k parfait et infini. Soit C/k une courbe lisse et 
G[k un groupe r~ductif. La preuve du th~or~me 1.1 (~ Deuxi~me reduction -) de [(]TO], 
p. 101, et l'assertion b) du corollaire impliquent que tout (]-torseur sous G/k rationnelle- 
ment trivial est localement trivial pour la topologie de Zariski (loc. cit., th. 3.1). 

H. R-]~QUIVALENCE ET P R I N C I P E  DE N O R M E  

On fixe pour les w 0, 2, 3 une k-isogOnic ), : G --* G centrale de groupes r~ductifs 
d~finis sur k, de noyau le k-groupe fini ~ de type multiplicatif. La suite exacte de coho- 
mologie fppf s'dcrit, G(k) ~tant le groupe des k-points rationnels de G : 

Xk ~k 1 -+ ~(k) G(k) --~ G(k) --~ ' Hi(k, G). - ,  He.pf(k, ~) 

On appelle q~k l'application caractlristique du rev~tement et l'on note Cx(k ) le groupe 
abElien G(k) /X(G(k) )  identifiE ~ Im(q~k)--Ker(ik). Soit L/k une extension finie de 

1 H~ppf(k, ~) la norme (ou corestriction) d~finic corps. On  note N~z x : Hfppf(L, tz) --* 
au w 0.4. Une question naturelle se pose. A-t-on NL/,(Cx(L))c Cx(k)? Pour les corps 
de nombres, la r~ponse est positive si le groupe G est semi-simple simplement connexe, 
comme l'a remarqu~ Deligne ([Dg], p. 277). 
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Dgfinition. - -  Si Nw~(Cx(L)) C Cx(k), on dit que X satisfait au principe de norme pour 
l' extension L[k. 

Dans cette section, on dtablit  un  principe de norme pour  un  sous-groupe de Cx(k ) 

(tit. A de l ' in t roduct ion gdnErale), qui donne en part iculier  une nouvelle ddmonstrat ion 

du  principe de norme de Knebusch  (cf. [L], th. 2 .3,  p. 198). 

H. 1. R-6qulva lence  et  i sog6n ie  

Soit X une k-varidtd. L a  R-dquivalence (Manin,  cf. [Mn]) est la relat ion d'dqui- 

valence sur l'ensemble X(k) des points rationnels engendrde par  la relation dldmentaire : 
Deux points x0, xl e X(k) sont dldmentairement  relids s'il existe une k-application 

rationnelle f :  P ~ - +  X ddfinie en 0 et 1 telle que f ( 0 )  = x 0 et f (1 )  -----x 1. 
Soit H u n  k-groupe algdbrique lindaire. On  note R(k, H) la classe de R-dquivalence 

de l 'dldment neutre  de H(k).  

Lemme I I . l . 1 .  - -  a) L'ensemble R(k, H) est un sous-groupe normal de H(k) et 
H (k) / R  -% H(k) /R(k ,  H).  

b) Deux points de H(k) R-dquivalents le sont glgmentairement. 
c) Si le corps k est infini, l'extension des scalaires de k ~ k(t) induit un isomorphisme 

H(k) /R  ~ H(k( t ) ) /R .  

Ddmonstration. - -  L'assert ion a) est dvidente, la relat ion dldmentaire dtant  compa- 
tible avec le produi t  dans H(k).  1V[ontrons l 'assertion b). Soient h e t  h' deux points 
de H(k) R-dquivalents.  I1 existe une chaine h 0 = h, hz, . . . ,  h, = h' off h+ est dldmentai- 
rement  R-dquivalent  ~t h++ 1 pour  i = 0, . . . ,  n --  1. Notons e l 'dldment neutre  de H(k).  
Par  rdcurrence, on peut  supposer n = 2 et h o = e. I1 existe ho(t) et hl(t ) d a n s  H(k(t)) 

r6guli~res en 0 et 1 satisfaisant ho(0 ) = e, h0(1 ) = hi, hi(0) = h 1 et hi(1 ) ----= h z. Posons 
~(t) = hl(t ) (h0(1 --t))  -1. Alors q0(t) est rdguli~re en 0 et 1 et satisfait q0(0) = e = h 0 

et 9(1) = h~. Donc h 0 et hz sont dldmentairement  R-dquivalents.  
Montrons  c). I1 y a une fl6che naturelle de restriction r :  H ( k ) / R - + H ( k ( t ) ) [ R .  

Montrons  que r est un  isomorphisme. Soit h(t) e H(k(t)) .  Le corps k est infini donc il 

existe un  point  rat ionnel  t o de la droite affine off h(t) est rdguli~re. L 'd ldment  h(t) est 

dldmentairement  R-dquivalent  ~t h(to). Ceci montre  la surjectivitd de r. Soit [h] un  

dldment du  noyau  de r. L'assert ion b) assure l 'existence de h(t, u) dans H(k(t,  u)) tel 
que h(t, 0) = e et h(t, 1) = h. I1 existe un  point  t o de k tel que h(to, u) soit rdguli~re en 0 

et 1. On  a h(to, 0) = e et h(to, 1) = h. Ceci montre  l ' injectivitd de r. [] 
I1 est aisd de voir que si H est k-rationnel,  H(k ) /R  est trivial. Plus gdndralement,  

on salt que si k est un  corps de caractdristique nulle, alors l 'ensemble H(k ) /R  est un  

invar iant  birat ionnel  de la catdgorie des k-groupes algdbriques connexes ([CTS1],  

prop. 10, p. 195, via Hironaka) .  L'isogdnie du w 0 indui t  un  morphisme de groupes 

X : ~ ( k ) / R  ~ G(k) /R  dont  on se propose de calculer le conoyau.  
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Lemme i1.1.9.. -- Le groupe Cx(k(t)) est stable par spgcialisation i.e. si 

c(t) �9 Cx(k(t)) C Hl(k(t), ~) 

et si M o est un point rationnel de P[ o?~ cest  r3gulier (cf. w 0.5), alors c(M0) �9 Cx(k ). 

Ddmonstration. - -  Soit c(t) �9 Cx(k(t)) rdgulier en M 0. On  salt que c(t) est la restriction 
d 'un ~16ment c de Ha(O~o, ~). Le corolla]re 1 .2 .2 .b  assure que le diagramme commu- 
tatif  suivant est exact. 

1 1 

N 

H~ppf(O~o , ~) > H~(OMo, G) 

H~ppf(k(t), ~z) > Hl(k(t), G). 

Le diagramme donne c e Ker(H~ppe(O~, ~) -+ H~pf(O~, G)). Par spfcialisation 

en Mo, on a bien c(Mo) �9 Ca(k ) . [] 
On peut alors d6finir la R-6quivalence sur Ca(k ) comme la relation engendr6e 

par la relation 616menta]re suivante : deux 616ments c o e t  q de Ca(k ) sont 616mentaire- 
ment R-~quivalents s'il existe c ( t ) � 9  Ca(k(t)) rdgulier en 0 et 1 satisfaisant r  Co 
et r = r On note R(k, Ca) la classe d'6quivalence de l'616ment neutre et un lemme 
analogue all lemme 2.1 vaut. On  a donc Ca(k)/R = Ca(k) /R(k ,  Ca). 

Proposition I I . 1 . 3 .  - -  On a une suite exacte naturelle de groupes : 

-~ G(k)/R -+ Ca(k)lR -+ 1. 

Ddraonstration. - -  Une seule chose est k prouver : l 'exactitude de la suite en G(k)/R. 
Notons A l 'anneau semi-local de la droite affine aux points 0 et 1. On note [ ]R les 
classes de R-~quivalence. Soit [g]R e Ker(G(k)/R -+ Ca(k)/R ). Alors il existe c(t) �9 Ca(k(t)) 
provenant de H~p,(A, ~) satisfa]sant c ( 0 ) =  1 et c ( 1 ) =  ~(g). Le corollaire 1 .2 .2 .b  
assure que le diagramme d'ensembles point,s suivant est exact : 

G(A) 

o(k(t)) 

1 1 

> l-l~ppf(A, B) > H~(A, G) 

> H~p,,(k(t), ~) > H'(k(t), O). 
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Ainsi, l 'dldment c(t) e H~D~(A , [~) se relbve en g(t) dans G(A) et g(0) est R-dquivalent  
g( l ) .  Or  g(0), gg(1) -~ e )~(G(k)). Par  suite 

[g]a ~- [gg(1) -~] • [g (1)g(0) - l ]R  • [g(0)]a E I m ( ~ ( k ) / R  -~ G(k) /R) .  

Ceci mont re  l 'exacti tude.  [] 

H . 2 .  P r l n c i p e  d e  n o r l n e  

a. Fonctorialit/. - -  Soit un  d i ag ramme  d'isogdnies de k-groupes rdductifs connexes 

1 1 

B x - -  B, 

1 > ~  > ~----~ G 1 x> G > 1 

1 > B 2 > G s  xs > G > 1. 

1 1 

O n  pose C ~ ( k ) =  Ker (H~opf (k ,B , )~Ht (k ,  G,)) pour  i = 1, 2. U n e  chasse au dia- 
g r a m m e  (laissde au lecteur) mont re  le 

Lemme H.  2 . 4  [Gi3]. - -  8oit L /k  une extension finie de corps. Dans la situation ci-dessus, 

on a le s  assertions suivantes : 
a) 8i Cxl(k)/R = I e t  Cx,(k)/R = 1, alors on a Cx(k)/R = 1. 
b) La trivialitg de Cx(k)/R implique la trivialitg de Cx,(k)/R. 
c) Si X satisfait le principe de norme pour L/k,  alors )~1 et Z~ satisfont le principe de norme 

pour L/k.  n 

b.  Calcul de Cx(k(t)). - -  Pour  tout  point  fermfi M de P~, l ' homomorphisme composd 
0,~ o ?~x : G(~M) -+ H~pt(K,A, ~) -+ ~( - -  1) (k(M)) indui t  une  application earactdris- 
t ique << rdsiduelle >> 

~ ,  : G ( ~ , ) / G ( 0 ~ , )  -~ ~t(-- 1)(k(M)) .  

Lemme I I . 2 . 5 .  ~ Soient c = c(t) e H~pf(k(t), ~) et M 0 un point rationnel o2 la classe c 

est rIgulikre. Alors c appartient ~ Cx(h(t)) si et seulement si les deux conditions suivantes sont 

a) Ox(c ) E I m ( ~ )  pour tout point ferret M de A~; 

C(Mo) ca(k). 
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Ddmomtration du lemme. - -  Soient c ~ H~p,f(k(t), $) et M 0 un point rationnel de P[ 
off r est r~guli~re. Quitte ~ faire agir un ~l~ment de PGL2(k) sur P[, on peut supposer 
que M o 4= oo. Si c(t) E Cx(k(t))  , il est clair que ~M(c) ~ I m ( ~ )  pour tout point ferm~ M 
de A~ et le lemme I I .  1.2 assure que c(M0) ~ Cz(k ). Les conditions a) et b) sont donc 
v~rifi~es. R~ciproquement, supposons que les assertions a) et b) de la proposition sont 
vraies. I1 faut montrer  que c(t) ~ Im(~,,)) .  Notons Z = { M1, . . . ,  M .  } les points ferm~s 
de A~ tels que ~ ( r  4= 0 et posons U = A~ -- ~,. En particulier M 0 ~ U(k). Pour 
i = 1 , . . . ,  n, il existe g~ ~ G ( R ~ )  tel que O~(~(g , ) ) - - - -~ ( c ( t ) ) .  D'apr6s le corol- 
laire 1 .2 .2 .c ,  on salt que c(A~, G) = 1 done on a 

1 = cs(A~, G) ---- ( l I  G(C),~)\G(~:,~))/G(U). 

I1 existe donc h e G(U) tel que g, h - a e  G(C)~). Ufilisons l'hypoth~se b). II existe 
go e G(k) tel que (~(go) = c(Mo). Posons g = go h(M0) -a h. Alors g appartient ~ G(U) 
et satisfait 

( . )  g, g-X ~ G(O~q) et g(Mo) = go. 

Posons d(t) = Ou,)(g) et montrons que c ( t ) = d ( t ) .  Comme g ~ G ( U ) ,  on a 
O,,(d(t)) = 0 = O,~(c(t)) pour tout point ferm6 M de & a -  Z. Comme le morphisme 

de groupes 0 ~ o ~ : G ( ~ ) - + ~ ( - - 1 ) ( k ( M , ) )  est trivial sur G(O~) ,  la condi- 
tion ( . )  montre que O~(d(t)) = O~(c(t)) pour i---- 1 , . . . ,  n. Par suite, les classes c(t) 
et d(t) ont m~mes rSsidus en t ous l e s  points fermEs de A~ et diff&rent donc d 'une 
classe constante (i.e. de H~,f(k, ~z)). Or  C(Mo) = r = ~~ = d(Mo). Donc 
r = d(t) ~ Im(cp,,,). [] 

Le (( referee )> nous a suggSr~ une autre dSmonstratlon du lemme I I .  2.5, s 'appuyant 
sur un lemme &approximation de Harder  et sur la classification des torseurs sur la 
droite affine [RgRm]. Cette approche figure dans la note [Gil] dans le cas off le corps 
de base est suppose de caractdristique nulle. 

Une autre dgmonstration du lemme I I . 2 . 5 . -  L 'argument  repose sur un lemme de 
Harder  ([H2], lemme 4.1 .3)  montrant  que si U C P [  est un ouvert, une classe 

~ Hl(k(t), G) s'~tend en une classe de Hi(U, G) si pour tout M s U I1), la restriction ~M 

au compl6t~ ~M s'~tend au compMt~ 6M, i.e. ~ ~Im(Ha(O,~, G ) - + H I ( ~ ,  G)). 
Revenons ~ la d~monstration du lemme I I . 2 . 5  en supposant M 0 4= oo. Soit 
c ~ H ~ p f ( k ( t ) , ~ )  satisfaisant les conditions a) et b) du lemme I I . 2 .5 .  On pose 

= iut)(c ) ~ Hl(k(t), G) et on veut montrer  que ~ : 1. On consid~re le diagramme 
commutat i f  suivant (dont la premibre ligne est exacte) 

H~,f(k(t), ~) *k0)> Hl(k(t), ~ )  

T T 
1 1 i > H (AI, 5) .  
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Pour tout M e A~,, un argument  de torsion montre l'existence de la suite exacte d'en- 
sembles point6s suivante : 

G(R:,~)/G(0,,) - ~  ~(--  1)(k(M)) -+ H'(I~,~, ~)/Ha(6,~,  ~) .  

N 

Le lemme de Harder  s 'applique alors ~ la classe ~ = i~t~(c ) e Hl(k(t), G) qui s'6tend 
1 1 done en une elasse ~ e H (A~, G). Choisissons un tore maximal  T / k  de G. Alors ~ C 

et comme le tore ~,~ est ddploy6, le thEor6me 90 de Hilbert assure que l 'appli- 
cation t'k~,,: H~ppf(k,(t), V) -+ H~(k,(t), G) est triviale, puisqu'elle se factorise par  

= Hl tA  1 5 )  est une classe rat ionnellement triviale; H'(k,(t),  ~) 1. Par suite, ~ ,  e , ~,, 
la classe '~, s'~tend k la droite projective en une classe rat ionnellement triviale et le 
tMor~me de Grothendieck-Harder  ([G], [H3]) permet  de conclure que ~ ,  -= 1. Ainsi 

e Ker(HI(A~, 5 )  ~ H ' (A  ' 5 ) ) ,  et d 'apres un  thEor~me de Raghuna than-Rama-  
~:s' 

nathan [RgRm],  on a 

--> H'tA 1 5)), H'(k, G) -~ Ker(H~(A~, ~,) , k,, 

d'o5 ~ e Hi(k, 5 ) .  Spdcialisant en M 0 (ce qui est possible d'apr6s le lemme de Harder  
rappel6 ci-dessus ou avee le lemme I I .  1.2), il vient ~ ='~(Mo) = i,(c(M0) ) = 1, d'ofl 

[] 

La definition de l 'ensemble Im(cp,~) n'est pas trEs maniable, et nous allons en 
donner  une interpr6tation suggErEe par le cas du groupe orthogonal (exemple I I . 4 . b ) ,  
off l 'on voit explicitement la dependance de I m ( ~ )  en k(M). 

c. Rgsidus X-spgdaux. - -  Notons K = k( (u) )  le corps de series formelles sur k, 
d 'anneau de valuation O = k[[u]], et 0 x la fl6che r~sidu HCD~f(K , ~) ~ ~(--  1)(k). 

Dlfinition 111[.2.6. - -  Soit r e ~ ( - -  1) (k). On dit que r e s t  X-special sur k si r appartient 

l'image de l'application composge 

G(K) ~-~ H~pf(K, ~) fl-~ ~(--  1)(k). 

L'ensemble des r&idus X-spdciaux est un  sous-groupe de Ez(-- 1)(k), dont  la taille, 
dans une certalne mesure, indique l'isotropie de G (cf. w IV). Soit M un point fermE 
de la droite projective. 

Lemme I I . 2 . 7 .  - -  Soit r e ~.(-- 1) (k(M)). I l  y a gquivalence entre les assertions suivantes : 

a)  r e Im(~M) ; 
b) le r/sidu r e s t  X-sp/dal sur k(M).  

Si k est parfait, ce lemme est dvident puisque alors suivant [GD], w 19.6, p. 100, 

il existe un  k-isomorphisme O K ~_ k(M)[[u]] .  Le cas gdn~ral, selon Gabber,  se voit 
avec le lemme suivant, qui est un  lemme de HenseI sur les isog6nies. 
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L e m m e  I I . 2 . 8 .  - -  Soient h : G, --* G, (i = 1, 2) une O-isoggnie centrale de O-groupes 

rgductifs de noyau le O-groupe multiplicatifB,, ~ :  ~x • o k -~ G,  • o k et f :  Gx • o k -~ G, • o k 
deux k-isomorphismes de groupes tels que l'on ait un diagramme commutatif 

G1 • k x~,g G~ • k 

G2 • k x,,~ G~ • k . 

a) On peut relever les morphismesj~et f en F : ~ l  ~ ~2 et f : G1 ~ G,. tels que l'on ait 

F oXt = >.2o F. 
b) Soit (F, F) un relkvement de ( f , f )  comme en a). Si on note ~, : 0 x o ~,,~: les morphismes 

I induits par les applications caract~ristiques ~?,.x:G,(K)--~Htppf(K, B,), on a un diagramme 

commutatif 

GI(K)/GI(O) , x  BI(-- 1)(k) 

G2(K)/G~(O) ~'> B,(- -  1)(k). 

Dhnonstration du lemme I I . 2 . 8 .  - -  Ce lemme repose sur la lissit6 du sch6ma des 
automorphismes des groupes semi-simples ([SGA3], vol. 3, Cor. 7.1.10) et sur la rigidit6 
des groupes de type multiplicatif; si S e t  S' sont des O-groupes de type multiplicatif, 
on a Homo_gr(S, S') = Homk_~r(S )<o k, S' )<ok) ([SGA3], vol. 2, lemme 3. I, p. 86). 

a) Tout  d 'abord,  posons BJO = Ker(N- ) C G, pour i = 1, 2, qui est un O-schema 
en groupe fini de type multiplicatif  suivant [SGA3], vol. 3, w 4.2.  Le lemme de Hensel 
montre l'existence d 'un  isomorphisme ~ :  G1 -~ ~ relevant . y e t  il nous faut voir que 

applique B1 sur B~. Le morphisme restreint ~ : B x ---> ~2 est ~ valeurs clans le centre 
Z(G2)/Spec(O) de G2 et rel~ve f~.'B~ / o  k -+B 2 •  Z(G2)>(o k. La rigidit6 des 
groupes de type multiplicatif implique que le morphisme restreint ~ : B 1 ~ Z(G,) induit  
l 'unique isomorphisme B 1 ~ B2 relevant f~." Bx • o k --~ Bz • o k. Ainsi F : G 1 --* G z 
passe au quotient  par B x et ddfinit F : G  1 ~ G, .  L'assertion b) est une cons6quence 
directe de l'assertion a). [] 

D~monstration du lemme I I .  2 .7.  - -  D'apr6s la remarque 19 .6 .5 .2 ,  p. 100, de [GD], 

chap. 0, il existe un isomorphisme f *  : O~s-~ k(M)[[u]]  d 'anneaux complets, qui n'est 

pas en g6n~ral un k-morphisme. Notons f :  S p e c ( k ( M ) [ [ u ] ] ) ~  Spec(OM). Aux deux 

morphismes naturels k ~-+ k(M) ~ k(M) [[u]] et k ~ ()M f~ k(M) [[u]] correspondent 
les k(M)[[u]]-sch~mas en groupe Gx ----- G x~k(M)  [[u]], G1 = G •  
G 2 = G •  G2 = G •  Appl iquant  le lemme pr6c6dent ~t G x 
et Gz, il vient Im(~0~) = Im(c?~), soit pr6cisdment { r6sidus ~,-sp6ciaux } = Im(q~).  [] 

On  peut  alors rdfcrire le lemme I I . 2 . 5 .  



212 P H I L I P P E  GILLE 

Proposition H.2 .9 .  - -  Soient c = c(t) e H~pf(k(t), ~) et M 0 un point rationnel de la 
droite projective o?* c est rdgulikre. Alors c appartient ~ Ca(k(t)) si et seulement si on a les  deux 
conditions suivantes : 

a) Le rdsidu O~t(c ) est Z-spdcial sur k(M) pour tout point fermd de A~. 
b) c(Mo) E Cx(k ). [] 

Notons que cette proposition est inspir6e par le cas du groupe spdcial orthogonal 
([L], th. 3.4, p. 268). 

][1.3. P r i n c i p e s  de  n o r m e  

Proposition H . 3 . 1 .  (Principe de norme sur les r~sidus). - -  Soit L/k  une extension time 
de corps e t r  ~ ~ ( - -  1) (L) un rdsidu Z-spgcial sur L.  Alors NL/~(r ) est X-spdcial sur k. 

Dgmonstration. - -  On peut supposer L distinct de k et par la fonctorialit~ des normes 
supposer que l'extension L/k  est monog~ne et done identifier L A k(M) off M est un 
point ferm~ de la droite affine. La surjectivit~ de la suite de localisadon pour W permet 
de choisir y(t)  dans H~p~(k(t), W) r~guli6re sur A~ --  { M } satisfaisant 0M(y ) = r et 
y(0) ---= 1. La proposition pr~c~dente donney( t )  E Ca(k(t)) , ce qui s'dcrit i~ , (y ( t ) )  = 1, 
donc iz,~(y(t)) ----- 1. L'infini est un k-point rationnel de la droite projective, done ~o~ 
est le corps des sdries formelles ~ une variable sur k. Par  ddfinition de (( X-spdcial ~, Ooo(y(t)) 
est ),-special sur k. La formule des rdsidus donne : Oo~(y(t)) = -- NLtk(r) e ix(-- 1) (k). 
Done NT.t~(r) est X-sp6cial sur k. [] 

Cette proposition a un intdr~t en soi (cf. w IV). Ici, elle permet d'isoler un sous- 
groupe de Ca(k ) stable par les normes, ee qui est le r~sultat principal de cette section. 

Thdorkme I I .  3 .2  (th. A) .  - -  Soient X : G -~ G une k-isogdnie centrale de groupes rdductifs 
ddfinis sur un corps k, de noyau le k-groupe commutatif fini ~ et L/k  une extension finie de corps. 
Notons N~/~: H~f (L ,  Ez) ~ H~pf(k, tz) la corestriction de L gt k et R(k, Ca) le sous-groupe 
de H~pf(k, V-) ddfini au w I I .  1. Alors, on a l'indusion 

Nw,(R(L , Ca) ) C R(k, Ca) C H~pf(k, ~). 

Ddmonstration. - -  Notons p la projection p1 ~ p~. Soit Y0 s R(L, Ca) C Ca(L ). 
II existe y ( t ) ~  Ca(L(t)) tel que y(0)----Y0 et y(oo)----1. En particulier d ~  O. 
Posons x(t) = NL/k(y(t)). Avec la notation des 0-cycles, on a p-~(0) ---- [L : k] { 0 } 
et p-a(oo) ---- [L : k] { oo }. Par  suite, x(t) est rdguli~re en 0 et ~ l'infini. Montrons que 
x(t) ~ Cz(k(t)). Comme x(oo) = 1, il suffit de montrer que O~(x(t)) est X-special sur k(N) 

pour tout point ferm5 N de A~. Soit N u n  tel point de 0-cycle inverse p -  ~ (N) = ~] e,. M,. 
i--1 

Suivant la remarque A.4  de l 'appendice A, le diagramme suivant 

: tz) ' HLpf(k(t), V-) 

: ? 1) (L(M,)) > tz(-- 1) (k(N)) 
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est commutafif. Alors Ox(x(t))= ~e ,N~, / ,N~(O~(y( t ) )  ). Par  hypoth~se, O~(y(t)) 

est )~-spdcial sur L(M,).  La proposition prdc~dente appliqu5e au corps de base k(N) 
assure que ON(x(t)) est k-special sur k(N), les rfisidus )~-sp~ciaux sur k(N) formant un 
groupe. Alors x(t) ~ Cx(k(t)) et, par spdcialisation en 0, on a : 

x(0) = N~,t~(y ) (0) = NLe(y(0)) e Cx(k ). 

Comme x(oo) = 1, Nr./k(y(0)) e R(k, Cx). [] 
Si R(L,  Cx) = Cx(L), le th6or~me A ci-dessus montre que l'isog6nie ), satisfait 

au principe de norme pour l'extension L/k. Compte tenu de la fonctorialit6 I I .  2.4, 

on a done montr6 le 

GoroUaire H . 3 . 3 .  - -  Soient ),: ~ - +  G une isoggnie centrale de k-groupes semi-simples 
de noyau ~, et L/k une extension finie de corps. Supposons l'une des conditions suivantes 

v~f~e : 

a) Le groupe GL(L)/R est trivial. 
b) Le groupe G~.~.(L)/R est trivial. 
c) La L-vari~tg G~a~. est L-rationneUe. 
d) Le groupe Gr, est quasi-d2ploy~. 

Alors Z satisfait le prinape de norme pour l'extension L[k. [] 

Les assertions sont li6es par les implications d) ~ c) :~ b) car on a l e  

Lemme I I . 3 . 4 .  ~ Soit G/k un groupe semi-simple quasi-dgployL 8i le groupe G/k est 
simplement connexe ou bien adjoint, alors G/k est une vari2t~ k-rationneUe. 

Dgmonstration ([CTS1], Prop. 14, p. 204). - -  Le groupe G poss~de un sous-groupe 
de Borel B = T .  U off T est un tore maximal. Notons U -  le sous-groupe unipotent 
oppos6 de U. Les groupes U et U -  sont d6ploy~s et l 'application produit U • T • U -  -+ G 
est une immersion ouverte ayant  pour image la ~ grosse cellule >> ~. Puisque G est adjoint 
ou simplement eonnexe, on salt [H2] que le tore T e s t  quasi-trivial, done k-rationnel. 
Ceci montre que G est k-rationnel. [] 

Platonov avait conjectur~ que les groupes semi-simples adjoints sont rationnels 
sur leur corps de d6finition ([PR], p. 426). II en est ainsi pour les groupes adjoints 
d'indice 1A,, ~A2, [VK] et B, .  Cette conjecture est fausse, Merkurjev ayant produit  un 

contre-exemple avec un groupe adjoint d'indice 2D 8 non trivial pour la R-~quivalence 

[Me2]. 
On peut done conelure que le principe de norme vaut pour toute isog6nie 

de groupes semi-simples de faeteurs IA,, ~A2, et B, et pour toute extension finie 

de k. 
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H.4. Exemples 

a. Norrne rMuite. - -  Soit D une k-alg~bre k division d ' indice n. O n  note D • le groupe 

des unit6s de D, N r d : D - + k  la norme r6duite, S L ( D ) =  SLI(D) le groupe sp6cial 
lin6aire de D et P G L ( D )  le groupe project if  lin6aire de D. Pour  la suite exacte 

I -+ ~,  -+ SL(D)  x_~ P G L ( D )  ---> I, 

le groupe Cx(k ) est l ' image de Nrd (D~)  dans k • 2 1 5  H~,pf(k, ~t.). O n  salt que  
P G L ( D )  est k-rationnel. O n  retrouve ainsi le fait bien connu : si L/k  est une  extension 
finie de corps, on a N~/k(Nrd(D~) ) C Nrd (D~) .  

b.  Norme spinorielle. - -  O n  suppose que la caractdrist ique de k n'est  pas 2. Soit q 
une k-forme quadra t ique  non ddgdndrde sur un  espace vectoriel  V. Notons  SO(q) (resp. 
Spin(q)) le groupe spdcial or thogonal  de q (resp. le groupe des spineurs de q) et D~(k) 
(resp. D~(k)) le sous-groupe de k • engendr6 par  les valeurs non nulles de q (resp. les 
produits  pairs de valeurs non nulles de q). Pou r  la suite exacte 

1 -+ ~L, -+ Spin(q) x_> SO(q) -+ 1, 

on sait que l 'appl icat ion caractdristique q~ : SO(q)(k)  -+ H'(k ,  ~2) -% k• k• est la norme 
spinorielle (cf. ILl,  p. 109). Le  th6or~me de Car tan-Dieudonn6 (loc. tit., p. 27) pe rmet  
d 'en  donner  une description explicite. Soit g e SO(q)(k) .  L'616ment g est un  produi t  

de r~flexions g ---- II  %i (v~ ~ V, non isotrope) et 
i =  1 , . . . ,2 , ;  

~0(g) = q~( 1-I %,) ----- H q0(%,) = H q(v,) mod k • 
1 ~ I , . . , 2 ~  i ~ l , . . , 2 n  i= l , . . ,2 t l  

Par  suite Cx(k ) est ~gal ~t D~(k)/k • 

Lemme II .  4 .1 .  ~ Il  y a gquivalence entre les assertions 

a) 1 e Z/2 = ~t2(-- 1) est X-spgcial sur k; 

b) la forme q est isotrope. 

Dgmonstration. ~ Montrons  que  a) =~ b). O n  suppose donc qu'i l  existe 
g e SO(q)(k(( t ) ) )  tel que q~(g) = ut mod k((t))  • ~, u e k[[t]] • I1 y a une dfcomposi t ion  
g = 1-I,=1 .... 2, %~ avec v, e V |  pour  i = 1, . . . ,  n. L 'homog6n6it6 de q permet  de 
supposer que v, ~ V |  k[[t]] et ~, 4 = 0 o~ ~, d6signe la r6duction de v, modulo  t. R6duisant  
modulo  t, il vient  I I ,  =~ .... 2, q(v,) = 0, done q est isotrope. L a  r6ciproque est 6vidente. [] 

Le  principe de norme sur les r6sidus (cf. w I V  pour  d 'autres  applications) fournit  

une nouvelle d6monstra t ion du  : 

TMor~me I I . 4 . g  (Springer [Sp], cf. [L], Th.  2 .3 ,  p. 198). - -  Soit L[k une extension 

finie de corps de degrg impa#. Alors 

qk isotrope ~ qr, isotrope. [] 

La  k-rationalit6 de SO(q) permet  de re t rouver  le principe de norme de K.nebusch. 
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Thgorkme I I . 4 . 8  ([L], p. 207). - -  Soit L/k  une extension finie de corps. On a l'indusion 

Nw,(D,(L)) C D,(k). 

Dgmonstration. ~ On a Nr.t~(D~(L)) C D~(k) par application de I I . 3 . 3 .  Si q reprE- 
sente 1, alors D~(k) = D~(k) et le rEsultat est clair. Sinon on choisit ~ ~ k • une valeur 
de la forme q. Soit ~ ~ L • une valeur de q sur L. Alors N,. / , (~) e D~(k) C D~(k). Donc 

Nr./,(~) = r -m:*l N w , ( ~  ) e Dq(k). [] 

La  mEthode prEcEdente n'est pas suffisante pour dEmontrer le principe de norme 
de Scharlau (cf. [L], th. 4.3,  p. 206). Soit q une forme quadratique non dEgEnErEe de 
rang pair. On note G~(k) le groupe des k-facteurs de similitude de q, i.e. le sous-groupe 
de k x formE des a tel que les formes r et aq soient isomorphes. Pour la suite exacte 

1 -~ ~, -~ SO(q) ~ PSO(q) -~ 1, 

on sait que Gx(k ) = G~(k)/k • ~. On montre aisEment que 1 ~ Z/2 = ~, ( - -  1) est ),-spEcial 
sur k si et seulement si la forme q est hyperbolique. Le groupe G,(k) satisfait au principe 

de norme mais le groupe PSO(q)(k) /R est non trivial en gEnEral, d'apr~s un rEsultat 
recent de 1VIerkurjev [Me2]. 

IIL FINITUDE DE LA R-I~QUIVALENCE 
POUR LES GROUPES ALGI~BRIQUES RI~DUCTIFS 

DI~FINIS SUR UN CORPS GLOBAL 

Eli. 1. Introduction 

On montre ici le 

Ttdorkme B. - -  Soit G u n  k-groupe alggbrique rgductif d~fini sur un corps global k. Alors 
le groupe G(k)/R est fini. 

Nous avons dEmontrE ce rdsultat dans la note [Gi2] pour le cas des corps de 
nombres. Nous nous proposons de donner ici une demonstration plus effective. Le thEo- 
rSme B gEnEralise pour les corps globaux le cas des tores et des groupes rEductifs quasi- 
dEployEs, pour lesquels Colliot-ThdlEne et Sansuc ont montrE la finitude du nombre des 
classes de R-Equivalence pour un corps k de type fini sur le corps premier [CTS1]. 

Dam la preuve du thEorSme B, il est Evidemment loisible de supposer le groupe G 
connexe. La demonstration procEde par reduction au cas d 'un groupe semi-slmple 
simplement connexe en utilisant le principe de norme 6tabli dans la parfie prEcEdente. 

Oolliot-ThElEne et Sansuc ont remarqu6 qu 'un thEorSme ~ ergodique ~ de Margulis 
rEsout de faqon Evidente le cas d 'un  groupe semi-simple simplement connexe. 

TMorkme l l I . l . 1  ([Mr], Th. 2 .4 .6 ) .  - -  Soit G u n  k-groupe connexe, semi-simple, 
simplement connexe et presque k-simple. Tout sous-groupe normal (abstrait) de G(k) est soit d'indice 
fini, soit indus dans le centre de G(k). [] 
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Dgmonstration du tMorkme B pour G semi-simple simplement connexe. - -  Soit G un 
k-groupe semi-simple simplement eonnexe et montrons que le groupe G(k)/R est fmi. 
On  peut supposer le groupe G connexe. Quitte ~t dcrire G comme un produit direct fini 
G = II G~ de groupes simplement connexes presque k-simples, comme le groupe G(k)/R 

est ~gal ~t l-I G~(k)/R, on peut supposer le groupe G presque k-simple. On peut alors 

appliquer le thdor~me pr~cddent au sous-groupe normal R(k, G) de G(k). On  sait que G 
est k-unirafionnel (el. [Bo], p. 218, th. 18.2) et par suite le groupe R(k, G) est Zarisld- 
dense dans G, done R(k, G) ne peut ~tre central dans G(k). Par suite, le groupe G(k)/R 
est fini. [] 

Remarque. - -  I1 existe des dnonc~s arithm~fiques plus prdcis sur l'existence ou 
non de sous-groupes abstraits normaux non centraux pour les groupes semi-simples 
simplement connexes (el. [PR], ch. 9), sur lesquels nous reviendrons au corollaire 
I I I . 3 . 2 .  

HI.  2. P r ~ i l m ~ a l r e s  

Soient k un corps, k une cl6ture s~parable de k et (r le groupe de Galois de k/k. 
Nous allons faire tout d 'abord une r~ducfion du probl6me. 

a. Revilements spgdaux. 

Dgfinition HI.  2.1 [Sa]. - -  Soit G u n  k-groupe alggbrique rgductif. On appelle k-revr 
sptcial de G une k-isoggnie eentrale X : G ~ G de k-groupes alggbriques teUe que G soit le produit 
direct d'un k-tore quasi-trivial et d'un k-groupe semi-simple simplement connexe. 

Lemme 1II .2 .2  ([Sa], p. 20, lemme 1.10). - -  8oit G u n  groupe alggbrique r~ductifd~fini 
sur k. Alors il existe un tore quasi-trivial E et un entier m >>. 1 tel que G "~ • E admette un k-revgtement 
spatial. [] 

b.  Toresflasques. - -  On rappelle ici l '6tude de la R-~quivalence sur les totes. 

Dgfinition 111.2.3 [CTS1]. - -  Un k-tore alggbrique T est dit flasque si, pour toute extension 
finie de corps L/k,  le groupe Hi(L, ~0) est trivial. 

Thgor~me I I I . 2 . 4 .  - -  a) (Endo-Miyata, el. [CTS2], prop. 1.3) Soit ~ un k-groupe 
fini de type multiplicatif I1 existe une rdsolution flasque de ~, i.e. une suite exacte 

1 -+~  ~ S  - ~ E  -+ 1, 

o~ E est un k-tore quasi-trivial et S u n  k-tore flasque. 
b) ([CTS1], th. 2) Soit T u n  k-tore. I l  existe une rgsolution flasque de T, i.e. une suite 

exacte 

1 -+S -+E  - + T  -+ 1, 



I.,A R-I~QUIVALENCE SUR LES GROUPES ALGI~BRIQUES R#,DUCTIFS 217 

o~ E est un k-tore quasi-trivial et S un k-tore flasque. Cette suite exacte induit un isomorphisme 

T(k)/R -% Ha(k, S), 

et chaque classe de R-dquivalence sur T(k) est parametric par E(k). 
c) (Cf. [CTS1], th. 1, p. 192) Soit S u n  k-tore flasque. Si k est un corps de type fini sur 0 

(resp. sur un corps fini),  alors le groupe Hi(k, S) est fini. [] 

Nous allons ici utiliser le principe de norme 6tabli dans la section pr~c~- 
dente pour construire un <~ gros ~ sous-groupe de G(k) d'616ments R-6quivalents 
e ~ G(k). 

Proposition I I I .  2 . 5 .  - -  Soit 

Hfppf(k, ~t) ddfinis au un revgtement spdcial et notons Cx(k ) et R(k, Cx) les sous-groupes de 1 

w I I .  1. Soit X / k  la varidtd des sous-groupes de Borel de G (cf. w 0.6).  Soit 1 -+ Vt -+ S ~ E -+ 1 

une rdsolution flasque de yr. Notons ~ : E(k) ~ H~ppf(k, ~z) l'application de bord associde. Alors, 

on a les inclusions 

8(Nx(k , E)) C R(k, Cx) C 8(E(k)) = Ker(H~ppf(k, ~) -> Hi(k, S)). 

En particulier, l'application Cx(k)/R-+ Ha(k, S) est bien ddfinie. 

Ddmonstration. - -  Puisque le k-tore S est flasque, il r6sulte als6ment 
la prop. 9 de [CTS1] que Ha(k, S ) =  Hl(k(t), S). La seconde inclusion 

R(k, Cx) C Ker(H~,f(k, Ez) -+ Ha(k, S)) 

de 

est alors claire. 

L e m m e  I I I . 2 . 6 .  - -  Soit L[k une extension de corps quasi-ddployant G. Alors 

Cx(L ) ~- H ~ f ( L ,  ~t). 

Montrons le lemme. Un groupe simplement connexe quasi-d6ploy6 poss6de un 
tore maximal quasi-trivial (cf. [H2]). Le groupe GL 6tant le produit d 'un groupe 
simplement connexe et d 'un tore quasi-trivial a donc un L-tore (maximal) quasi-trivial T. 
L'application Hf~ppe(L, Vt) -+ Hi(L,  G) se factorise par Ha(L, T) = 1, donc est triviale. 

Par suite, Cx(L ) = H~ppf(L, Vt). 
La stabilit6 de R(k, Cx) par les normes (II. 3.3) permet de d6finir le groupe de 

normes du foncteur R( . ,  Cx) pour la k-vari6t6 X (cf. w 0.7 pour la d6finition). Soit 
L[k une extension finie de corps quasi-d6ployant G. Comme Ha(k, E) et Ha(L, E) sont 

28 
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trivlaux, on a l e  diagramme de suites exactes suivant, o6 les fl6ches verticales sont les 
corestrictions : 

E(L) ~ > Hf',,,,f(L, ~) > H~(L, S) �9 1 

8 
F.(k) ' N o#, , H (k,S) , 1 

On a Cx(L ) = H~ppf(L, ~). Comme le L-tore EL est trivial pour la R-Equivalence, 
il est aisE de voir que ~(E(L)) C R(L, Cx). Appliquant cela k toutes les extensions finies 
de k quasi-dEployant G, il vient 

~(Nx(k , E)) C Nx(k , R( . ,  Ca) ) C R(k, Cx). [] 

e. 12 cas d'un corps local. - -  La proposition prEcEdente nous permet de calculer 
le groupe G(k)/R pour un groupe dEfini sur un corps local k. Si k = R ou k = C, la 
R-Equivalence est la relation triviale sur les tores [CTS1]. Si G[k est un groupe rdductif 
connexe, alors les ElEments semi-simples rEguliers de G(k) sont R-Equivalents ~ e e G(k). 
De plus, comme le groupe R(k, G) est Zariski-dense (cf. w  0) et comme les ElEments 
semi-simples rEguliers forment un ouvert de Zariski de G, la R-Equivalence est la relation 
triviale sur G]k. Pour un corps local non archimEdien, la R-Equivalence est la relation 
triviale pour les groupes semi-simples simplement connexes [V2], marls il n 'en est pas 
de m~me en gEnEral. 

Proposition I I I . 2 . 7 .  - -  Soit k un corps local non archimddien et soit 

1 - - > ~ G ~ G ~ I  

un revgtement spdcial. Soit 1 ~ ~ ~ S -+ E ~ 1 une rgsolution flasque de ~. Alors l'application 

naturelle H~ppf(k, ~) -+ Hi(k, S) induit un isomorphisme 

G(k)/R -% H~(k, S). 

Lemme HI .  2 .8 .  - -  Soit k un corps local non archimgdien. Soit X la k-varidtg des sous- 

groupes de Borel d'un groupe algdbrique rdductif connexe G/k. Notons X / k  la varigtg des sous- 

groupes de Borel de G. 

a) Soit ~ le groupe fondamental du groupe adjoint G,~ de G et notons N = ~([~). Alors 

toute extension de corps k'/k de degrd N quasi-dgploie le groupe G. 

b) Soit E/k un k-tore quasi-trivial. Alors on a Nx(k , E) = E(k). 

Dgmonstration du lemme I I I .  2.8. - -  Notons G~ la forme qua.si-dEployEe de G,d. 
Le groupe G~] a un groupe fondamental isomorphe k ~. A la k-forme Gad de G~ cor- 
respond une classe Y e Ha (k, G~), qui est triviale si et seulement si le groupe G est quasi- 
dEployE. D'apr~s Kneser [Kn] (en caractEristique nulle) et Harder  [H1] (en caractE- 
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ristique positive), on a une injection Hi(k, G~) ~ Hf2ppf(k, ~t). I1 suffit donc de montrer 
2 P que la restriction H~pp~(k, ~t) ~ Hfppf(k, ~t) est triviale pour toute extension de corps k'/k 

de degr6 N. I1 est tout d 'abord clair que l'on peut supposer le if-module ~ l-primaire 
pour un hombre premier l et N = ~(k) = l'. Soit ff z un l-Sylow de f r  L/k l'extension 
associde. Comme la restriction H~ppf(k, ~t) ~ H~ppf(L, [z) est injective, on peut supposer 
L = k dans l '6nonct. D'apr~s le corollaire suivant la proposition 20, p. 25 de [Sell,  
le if-module ~ admet  une suite de composition dont les quotients successifs sont iso- 
morphes ~ Z/lZ. Par r tcurrence sur $(~(k)), on est ramen6 au cas off ~ = Z/lZ et 
[k' : k] = l, i.e. ~t = bt~. Dans ce cas, d 'aprts  le thtor~me 6, p. 119, de [Sell (en carac- 
tdristique nulle) et le th to r tme  6.10, p. 344, de [Mi2] (en caractdristique posi- 

2 I five, on a H~p~(k, bq) = Z/lZ et Hfppf(k, ~tz) = Z/lZ. De plus la restriction 
2 p I-I~ppf(k, ~z~) ~ Hfppf(k, btt) est la multiplication par [k' :k],  donc est nulle. 

b) Soit Elk un tore quasi-trivial. On peut supposer que E = R~/~ G~ off L/k est 
une extension finie stparable de corps munie d 'une valuation normalisde w : L  • ~ Z, 
dont on note Or, l 'anneau de valuation. I1 existe une extension finie de corps kl/k 
(resp. k2/k ) non ramifite (resp. totalement ramifite) de degr6 N. D'aprts  Passer- 
tion a), on a X ( k l ) #  0 (resp. X(k~)#  r Par suite, w(Nr,.~4r`((L.k2)• Z et 
OrJ C Nr,.~m((L.k~)• On a donc bien Nx(k , E) = E(k). [] 

D[~raonstration de la proposition I I I . 2 . 7 .  - -  Comme dans le w II,  on note Cx(k ) 
l 'image de l'application caractdristique de l'isogEnie X et on rappelle que l'on a une 
suite exacte (II .  1.3) 

~ (k ) /R  ~ G(k)/R -~ Cx(k)/R ~ 1. 

On salt que G(k)/R = 1 [V2] et on a donc un isomorphisme G(k)/R-~ Cx(k)/R. 
Montrons que l'on a un isomorphisme Cx(k)/R _~ HX(k, S). Rappelons que l'on a une 
suite exacte longue de cohomologie galoisienne 

'~k -~*, 
S(k) -+ E(k) --~ H~ppf(k, ~) ~ H~(k, S) -+ 1, 

et que l'application Cx(k)/R ~ H ~ ( k , S )  est bien ddfinie. Soit X/k  la vari6t6 des 
sous-groupes de Borel du groupe G. D'apr~s la proposition I I I . 2 . 5  et le lemme 
precedent, on a ~ ( E ( k ) ) =  ~(Nx(k,E))C R(k, Cx) , d o n c  on a un isomorphisme 
C (k)/R -- H~(k, S). [] 

d. Group,s de normes et principe de Hass~. --Jusqu'~t  la fin de la section I I I ,  on fixe 
tm corps global k et on note ~ l'ensemble de ses places, oo C f2 les places archim~diennes 
et (k,),~ a l e s  completes de k. Nous rappelons le th~or~me suivant de Kato-Saito. 

TMor~me HI.  9,. 9 ([KS], th. 4). - -  Soit X une k-varigtg projective lisse ggomgtriquement 
inO, gre. Soit Elk un k-tore quasi-trivial. Alors on a Nx(k,, E) : E(k,) pour presque route place v 
et un isomorphisme de groupes finis 

E(k)/Nx(k , E) --% ~ E(k,)/Nx(k,,  E). 
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I1 est ~t noter que Kato et Saito [KS] ont prouv6 l'isomorphisme ci-dessus pour 
le groupe de normes usuel (i.e. E = G~) et que nous v6rifierons en appendice qu'il 
s'6tend k cette situation 16g~rement plus gfn6rale. Cette v6rification est n6cessaire, et 
la finitude du groupe E ( k ) / N x ( k  , E) avalt 6t6 h~ttivement admise dans [Gi2]. 

Dans le cas off X est la varift6 des sous-groupes de Borel d 'un groupe alg6brique, 
le lemme I I I . 2 . 8  montre que E(k,) = Nx(k,, E) pour toute place non archJm6dienne. 
On  a donc le 

Corollaire HI.2 .10 .  - -  Soit X la k-variltd des sous-groupes de Borel d'un groupe algIbrique 

rtductif G/k. Soit Elk un k-tore quasi-trivial. 
a) Si k est de caractdristique p > O, on a Nx(k , E) = E(k). 
b) Si k est un corps de nombres, on a un isomorphisme de groupes finis 

E(k)/Nx(k , E) --% @ E(k,)/Nx(k~, E). [] 
t~Eoo 

I1 est ~ noter que ce corollaire joint k la proposition I I I .  2.5 implique le r~ul ta t  
principal (i.e. la finitude de G(k)/R) pour tout groupe rdductif G/k sur un corps global k, 
r~sultat auquel nous allons donner une forme plus effective. 

m . 3 .  D~monstrat ion  du thcr~r~me p r i n c i p a l  

Ttdor~me HI .  3 .1 .  - -  Soit G/k un groupe alg/brique r/ductif dgfini sur un corps global k. 8oit 

1 - + ~ - + ~ , X G - ~  1 

un revilement spdcial. Soit 1 -+ ~ -+ S -+ E ~ 1 une rdsolution flasque de ~. Alors l'application 

naturelle H~ppr(k, ~) ~ Ha(k, S) induit une suite exacte de groupes 

~(k) /R  -+ G(k)/R ~ Ha(k, S) -~ 1. 

Dgmonstration. - -  Comme dans le w II, on note Cx(k ) l 'image de l'application 
caractEristique de l'isog6nie X et on rappelle que l'on a une suite exacte (II .  1.3) 

iS(k)/P. O(k)/R O (k)/R 1. 

I1 faut donc montrer  que l 'on a un isomorphisme Cx(k)/R = HI(k,  S). Rappelom que 
l'on a une suite exacte longue de cohomologie galoisienne 

Bk 1 J,,k> 
S(k) -+ E(k) --~ H,p~f(k, ~) H'(k, S) ~ 1, 

et que l'application Cx(k)/R-+Ha(k,  S) est bien d6finie (prop. I I I . 2 .5 ) .  Soit X / k  la 
vari6t6 des sous-groupes de Borel du groupe G; posons 

H~ppf(k, ~)~ = K e r ( H ~ ( k ,  [~) -~ l-l H~p~(k,, [~)). 
~ o 0  
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1 *'e gtape. On a K e r ( H ~ ( k ,  ~Z)o~ -+ Hi (k ,  S)) Q R(k, Gx). 

G o m m e  8(Nx(k , E)) C R(k, Gx) ( I I I . 2 . 5 ) ,  il suffit de voir  que  

Ker(H~, , (k ,  ~)~ -+ H~(k, S)) C 3(Nx(k , E)) .  

Soit done  c e Ker(H~,v~(k, ~)=o -+ H~( k, S)). Pour  toute  place v e oo, comme  le groupe 
de Galois de k, est cyclique, on a H~(k~, S) = 1 [CTS1] .  Par  suite, on a un d iag ramme 
commuta t i f  

S(k) > E(k) - - + n  H~ppf(k, ~) > Hi(k,  S) 

II S(k ) �9 1-I E(k ) II Hfxwf(kv, ~t) > I 
~ov ~co ~oo 

�9 1. 

Par  ailleurs, le dEfaut d ' approx imat ion  faible ~t l 'infini Ao~(S) est trivial (w 0 . 8  pour  
la definition, [Sa], l emme 1.8, p. 19). U n e  chasse au d iagramme montre  qu' i l  existe 
e e E(k) tel que  

i) 8(e) = c, 

ii) e e E(k,) 2 C Nx(k, ,  E) pour  tout  v eoo.  

O r  d'apr~s le corollaire I I I . 2 . 1 0 ,  on a un  isomorphisme de groupes finis 

E(k ) /Nx (k  , E) --% ~]~,e | E(k~)/Nx(k , ,  E). Done  e e Nx(k , E) et c = 8(e) e 8(Nx(k , E)).  

2 e dtape. L'application R(k, Ca) -+ 1-[ Cx(k,) est surjective. 
~ e  oo 

Notons U C G l 'ouver t  de Zariski des ElEments semi-simples rEguliers. I1 est 

clair que  U(k,)  = G(k,) pour  toute  place v e ~ et que l 'applicat ion caractEristique 

% :G(k , )  -+H~pDf(k,, ~z) est continue.  Soit done (c,),e~o eI-[,~o~ Cx(k,). Pour  toute  
place v ~ 0% il existe g~ e U(k,)  tel que  ~(g,) = c,. D'apr&s le corollaire 3 .5 . c ,  p. 26, 
de [Sa], le dEfaut d ' approx imat ion  faible k l'infini A~o(G) est trivial. Par  suite, il existe 
g e U(k) tel que  Res~(~0(g)) = c, pour  tout  v e oo. Posons T = Z(g).  Le k-tore T adme t  
une resolution flasque 1 ~ S' -+ E'  ~ T ~ 1, donnan t  lieu au d iag ramme commuta t i f  

E'(k) ~' ~ T(k) > H I ( k , S ' )  > 1. 

I I  E'(k.) ~'> l-I T(k.)  , 1 

exact  

C o m m e  le dEfaut d ' approx imat ion  faible A~o(E') est trivial, une  chasse au dia- 

g r amme montre  qu' i l  existe un  El6ment t ep ' (E(k) )  proche de g dans T(k~) pour  tout  

v e oo. Les classes de R-6quivalence  de T sont paramEtrEes par  la variEtE k-rationnelle E'  

( I I I . 2 . 4 . b )  done t e R(k, T) C R(k,  G),  ~(t) c R(k, Cx) et l 'on a Res~(~(t))  = c~ pour  
toute  place v eoo.  Ceci ach~ve cette seconde Etape. 
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Ces deux Etapes suffisent pour  6tablir l'injectivitE du morphisme C x (k)/R -+ H 1 (k, S). 
En effet, s i c  ~Ker(Cx(k ) -+ HI(k, S)), la seconde Etape permet  de supposer que 
r ~ Ker(Hl(k,  [z)o~ ~ Hi(k, S)) et donc on a c ~ R(k, Cx) par  la premiere Etape. 

3" ~tape. L'application Cx(k)/R ~H~(k ,  S) est surjective. 

II faut voir que l 'applieafion composEe Cx(k ) ~-~H~ppf(k, ~z)~ H~(k, S) est sur- 
jecfive. Le d iagramme de la premiere 6tape ci-dessus et l'assertion A~ (E) = 1 montrent  
que le morphisme H~ppf(k, ~)~ ~ H a ( k ,  S) est surjectif. Par ailleurs, le principe de 
Hasse pour  les torseurs sous un groupe semi-simple simplement connexe [Kn] [H1] [Ch] 

montre que Ha(k, G) = II  HX(k,, G). On  a done le d iagramme commuta t i f  exact 
d'ensembles pointEs �9 e ~o 

I 

H~ppe(k, ~)~ 

1 Cx(k ) H~pf(k, ~) 'k 

1 > II Cx(k,) , II Hfppf(k,, Vt) , II Hi(k,, G) 
~ E o o  t t ~ c o  v U o o  

assurant l 'inclusion H~px, f(k , ~t)~ o C Cx(k ). I1 en rdsulte que l 'application Cx(k ) ~ Hi(k, S) 
est surjecfive. Ceci achEve la demonstration.  [] 

Soit maintenant  G/k un groupe rEductif. Nous allons voir que le groupe G(k)/R 
est fini. Suivant le lemme I I I .  2.2,  il existe un rev~tement special X : G • Ex -+ (G) ~ • E2 
off El,  E 2 sont des tores quasi-triviaux, m un entier positif et G un groupe semi-simple 
simplement connexe. Notons 1 - + K e r ( X ) - + S  ~ E - +  1 une resolution flasque de 
Ker(X). Comme les tores E 1 et E 2 sont des variEtEs k-rationnelles, le thEorEme prEcEdent 
montre  l 'exactitude de la suite de groupes 

(G(k)/R)" Hi(k, S) 1. 

D'apr~s Margulis, le groupe G(k) /R est fini (w I I I . 0 ) .  Le thEor~me ci-dessus joint  k 
la finitude du groupe Hi(k, S) montre  que le groupe G(k)/R est fini ainsi que l'inEgalitE 

(~(G(k)/R))~,< ~(G(k)/R) • ~Hl(k, S). 

On  a donc bien montrE le thdor~me annoncE dans l ' introduction de cette pattie. Darts 
le cas off k est de caractEristique nulle (corps de nombres),  tout groupe algEbrique 
linEalre connexe G est le produi t  semi-direct de son radical unipotent  et d 'un  groupe 
rEducdf G~a. Or  les groupes unipotents sont k-rationnels en caractErisdque nulle et 
par  suite on a G(k)/R --- G~(k) /R ,  qui est fini. 
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111.4. AppHcatlons 

a. Les rEsultats de Platonov, Rapinchuk, Chernousov et Tomanov sur le groupe 
de Whitehead et sur les sous-groupes normaux des groupes de points rationnels ([PR], 
chap. 9, [T3]) montrent  la trivialit6 de ~ (k) /R  dans de nombreux cas. On en dEduit le 

Corollaire I I I .4 .1 .  - -  Les hypothkses sont celles du tMorkme I I I .  3.1 d-dessus. On a 
----E x I-l, R~/k G~ o~ les R~/k G, sont les facteurs simples de ~ et E un k-tore quasi- 

trivial. Dans les cas suivants : 

1) le corps k est un corps global de caractgristique p > O, ou un corps de nombres imaginaire pur, 
2) on suppose les deux assertions ci-dessous v6rifi~es 

a) les facteurs simples isotropes G~/k~ ne sont pas des ki-formes de En de rang relatif 1, 
b) les facteurs simples anisotropes C-~[k~ sont soit de l'un des types 1A,, C,  (n >1 2), 1D, 

(n >/4), 2D,, E~, Es, F,, G2, soit des groupes SU(Li[k~, f )  pour une forme hermitienne 
non dggingrge f pour l'extension quadratique LJk  i (type 2A,), 

on a un isomorphisme G(k)/R ~ Hi(k, S). [] 

Remarque. - -  Comme le groupe Ha(k, S) ne depend que de la forme quasi-dEployEe 
de G, dans les cas du corolla]re, il rEsulte que le groupe G(k)/R ne depend que de la 
forme quasi-dEployEe de G. On ignore s'il en est ainsi gEnEralement. 

De plus, comme pour le principe de Hasse et l 'approximafion faible, la R-Equi- 
valence se comporte bien pour les isogEnies de groupes semi-simples absolument presque 
simples. En effet, le centre d 'un groupe semi-simple absolument presque simple est 
dEployE par une extension galoisienne m~tacyclique (i.e. les sous-groupes de Sylow du 
groupe de Galois sont cycliques). Dans ce cas, dans le thEor~me principal, on peut 
choisir une resolution flasque 1 -~ ~ ~ S ~ E -4 1 telle que le tore S est d6ployE par 
une extension mEtacyclique et ainsi Hi(k, S ) =  1 d'apr6s le corolla]re 3, p. 200, de 
[CTSI].  

Corollaire HI .  4.2.  - -  Soit G/k un groupe semi-simple absolument presque k-simple dgfini 
sur un corps global k et soit ~ un rev~tement universel. Alors l'application 

G(k)/R ~ G(k)/R 

est surjective. [] 

b. Sur la tMorie de la descente de GoIliot-Th~lkne et Sansuc. ~ Supposons dEsorma]s que 
k est un corps de nombres et que G est semi-simple. Dans ce cas, nous allons voir que 
le thEor~me principal I I I .  3.1 est en plein accord a v e c l a  philosophie de la ~Eorie de 
la descente de Colliot-TM16ne et Sansuc [CTS3]. On rappelle que si X/k  est une vari~t~ 
lisse gEomEtriquement int6gre satisfa]sant k• = k[X] • et X(k) + 0, et si H/k est un 
k-groupe de type multiplicatif, on a une suite exacte (loc. cit.,w 2, p. 408) 

(*) 0 -> H'(k, H) -+ H ' (X,  H) x Hom~(i2i ' Pic(X)) -+ 0. 
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Si, de plus, I2I ---- Pic(X), on dit qu 'un X-torseur sous H est universel si le type Z de sa 
classe est l'identit6 de I2I. Soit X: G ~ G un rev~tement universel de G, de noyau le 
k-groupe fini ~t. On  d6finit un morphisme de if-modules ~. : ~  ~ Pic(G) en associant 

~t un caract6re ~ E Hom(~t, Gin) la classe de ~. G ~ G dans Pic(G). I1 est connu ([Sa], 
lemme 6.9 et cor. 6.11) que ~. est un isomorphisme et suivant Rosenlicht, on a k[G] • = k• 
(cf. [Sa], lemme 6.5, p. 39). I1 est imm6diat que G ~ G est un torseur universel sous [z 
(cf. [CTS3], Prop. 1 .5 .2  (iii)). D'apr6s Hironaka, il existe une k-compactification lisse 

j :  G ~ V(G).  De l'6galitd k[G] • ---- k• on tire une suite exacte de if-modules 

- -  - -  j .  

0, 0 -+ Divv,a,\v.(V(G)) ---> eic(V(G)) Pic(G) 

off Divv~)\~(V(G)) ddsigne le groupe des diviseurs sur V(G) k support en dehors de G, 
qui est un groupe libre de type fini et mdme un if-module de permutation. On sait 
que Pic(V(G)) est un Z-module libre de type fini. On  note 

1 - +  ~ - - - +  S ,  - > E ,  - +  1 

la suite exacte duale de la suite de if-modules ci-dessus. La suite exacte ( , )  ci-dessus 

montre qu'il existe un torseur universel g" -~ V(G),  unique ~t isomorphisme non unique 
pros, dont la fibre au point e e G(k) C V(G) (k) est triviale. Alors, il existe un isomor- 
phisme (non unique) o : G  • S o--% G • $" et on a l e  diagramme commutat i f  

suivant 

(**) 
x J 

, G , V(G) 

Rappelons que l 'application caractdristique r  : V(G) (k) ~ Hi(k, So) de r~ est constante 
sur les classes de R-fquivalence. En effet, puisque V(G) est propre, toute application 
rationnelle A 1 ~ V(G) d6finie en 0 et 1 se prolonge en un morphisme tl, 1 -+ V(G) et 

l 'on a Hi(k, So) = Hx(A~, S0). Par suite, on peut d6finir une application 

iF,- : G(k) /R -+ HX(k, S~). 

De plus, comme l'application caract6ristique d 'un torseur ne d6pend que de sa classe 
d'isomorphisme, le diagramme ci-dessus (**) induit un diagramme commutat i f  

G(k) x. > G(k) 

(***) 

V(G) (k) 

~ k  , Hi(k, V.) 

o ,  Hl(k ' S~) 

indiquant que W = Wr  est un morphisme de groupes, nul sur X,(G(k)/R). 
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Thgor~me H I . 4 . 8 .  - -  Soit G/k un groupe semi-simple dgfini sur un corps de nombres k 
et bt son groupe fondamental. Soit j : G ,--+ V(G) une k-compactification lisse de G e t  S o le k-tore 
dual du module galoisien Pic(V(G)). On note tF : G(k)IR -+ Hi(k, S,) le morphisme construit 
pr~c~demment. 

a) Pour toute place v, on a un isomorphisme de groupes 

q',, : G(k~)/R ~ Hi(k,,  So). 

b) On a une suite exacte de groupes finis 

~,(k)/R ~ G(k)/R Z W(k, S,) ~ 1. 

Dtmonstration. m On va montrer tout d 'abord l'assertion b). Soit 1 ~ ~ -+ S -+ E ~ 1 
une r6solution flasque de ~t. La propri&6 <~ verseUe >> d 'une r6solution flasque (cf. [CTS2], 
w 0.5) montre qu'il existe un morphisme f :  S o -+ S (non unique) tel que l 'on air un 
diagramme commutatif  

> ~t > S ,  , E o > 1 

> ~  > S  > E  > 1 

Le diagramme (***) ci-dessus implique la commutativit6 du diagramme suivant 

~_,(k)/R > C,(k)/R ~', Hl(k,S,)  > 1 

I q 
~ _ , ( k ) / R  , O ( k ) / R  , Hl(k,S) > 1 

On veut montrer que Ha(k, S0)--%H'(k, S). L'exactitude en G(k)/R de la suite 
G(k)/R--+G(k)/R--+HX(k, S o ) - ~ 1  r~sulte imm~diatement de l'exacfitude de la 
suite G(k)/R ~ G ( k ) / R - - + H ' ( k ,  S)--~ 1. I1 reste ~t voir que le morphisme 

G(k) --~ H~(k, ~t) --~ H~(k, S,) 

est surjectis D'apr6s Voskresenskii ([V1), th. :3, cs [Sa], prop. 9.3 et rem. 9 .3 .1) ,  le 
~-module go = Pic(V(G)) est un ~-module quasi-flasque : si F~ est le groupe de Galois 
de l'extension minimale ddployant So, pour tout sous-groupe cyclique F C r , ,  on a 
Hi(F,  ~0) = 0. La preuve de la surjectivitd de G(k) ~ Hi(k, S) (troisi~me &ape de la 
preuve du thdor~me principal) vaut en rempla~ant S par S, et flasque par quasi- 
flasque puisqu'on a la surjectivitd de H~pf(k, ~)| ~ H l ( k ,  S0). Ainsi le morphisme 
G(k) ~ Hi(k, S,) est surjectif. Pour a), il suffit de montrer d'apr~s ce qui prdc~de que 

29 
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le morphisme G(k,) ~ H~(k,, S~ est surjectif pour toute place v. Si v e s t  non archi- 
m6dienne, cela r~sulte de la trivialitE de Ha(k,, ~) .  Si v est axchim~dlenne, on a 
Ha(k,, So) = 0, puisque S, est quasi-flasque. [] 

Corollaire m . 4 . 4 .  - -  Gardons les ndmes hypothkses qu'en I I I .  4.3. 
a) On pose mr(k, S0) = Ker(Hl(k, S,) -+l-I,~ n Hl(k,, So)). Alors on a 

exacte de groupes 

+ Ker(G(k)/R .-->, l-I G ( k o ) / R )  -->. m'(k, S~ .->. +.. 

une suite 

b) La compactification V(G) ddfinit un isomorphism, de groupes finis A(G) -% qt(k, S+) 
([Sa], cor. 3 .4 et fla. 9.5) et une suite exact, de groupes 

G(k)IR -+ II G(k,)lR -+ ql(k, So) -+ 1. [] 

I1 est k noter que la suite exacte b) ci-dessus a 6t~ ~tablie auparavant,  
de fa~on diff6rente, par Nguy~fi Q u6c Th~fig [Ng]. De plus, ces deux suites 
exactes sont analogues aux suites exactes obtenues pour les tores ([CTS1], Prop. 18, 

19, p. 220). 

IV. EXTENSIONS NON DI~PLOYANTES 
DE GROUPES ALGI~.BRIQUES SEMI-SIMPLES 

I V . I .  Introduct ion  

Soit k un corps. On note k une cl6ture s6parable de k et f# le groupe de Galois 
de k sur k. Soit X un type d'alg6bre de Lie simple. Soit G u n  groupe alg6brique d6fini 
sur k, connexe, semi-simple et simple de type X. On fixe une famille (kdk)+_ 1 ...... 
d'extensions finies de corps, non isomorphes deux k deux. 

L'ensemble S(G) des entiers de torsion de G a 6t6 d6fini par Serre ([Se2], w 2.2). 
Dans IT2], Tits pose la question suivante (avec p.g.c.d. ([k, :k])  ---= 1) : 

(Q.) : Si les groupes G~ sont d6ploy6s, et si p.g.c.d. ([ki:k]) ne contient pas de 
facteurs premiers appartenant ~ l'ensemble S(G), le groupe G k est-il deploy6? 

On donne ici une m6thode g6n6rale permettant de r6pondre /~ cette question 
pour les groupes absolument presque k-simples tels que le centre du rev~tement universel 
de G soit non trivial. 

TMorkme C. - -  Soit G u n  k-groupe algIbrique connexe, semi-simple, absolument presque 
k-simple d'un des types suivants A , ,  B, ,  C , ,  D , ,  E 6 ou E 7. Si G~i est ddployi pour i = 1, . . . ,  r 
et si p.g.c.d. ([k~ : k]) ne contient pas de facteurs premiers appartenant ~ l'ensemble S(G), alors 

le groupe G est ddployg. 
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Rappelons la description de S(G) pour les diff~rents types de syst~mes de 
r a c i n e s .  

- -  S(A.) -----{ 2, diviseurs premiers de n + 1 }; 

- -  S ( B . )  = s ( c . )  = s ( G , )  = { 2 }; 
- -  S(D,)----{2} (n4 :4 ) ;  

- -  S(D4) ---= S(E0) = S(ET) = { 2, 3 }; 
- -  S ( E s ) = { 2 , 3 , 5 } .  

Pour le th6or~me C, le cas de A,  est bien connu et les r~sultats d'injectivit6 de 
Bayer-Lenstra [BL] couvrent les cas de B,, C,  et D , .  Les seuls cas nouveaux de ce 
th~or~me sont donc les types E 8 et E r. Les cas de Es, F~ et G 2 ~chappent k la m&hode 
pr~c~dente. Le th~or~me est vrai pour G 2 car il se d~duit du th~or~me 9 (et th. 11 en 
caract6ristique 2) de [Se2]. Le th~or6me est figalement vrai pour le groupe F 4 en carac- 
t~ristique distincte de 2 et 3. En effet ([Se2], w 9), l 'ensemble Hi(k, F4) classifie les 
k-aig~bres de Jordan  exceptionneUes et on sait (ibid.) que si les invariants cohomo- 
l o g i q u e s f s , f  ~ et g3 d 'une alg~bre de Jordan  exceptionnelle sont trivianx (c'est 6videm- 
ment le cas pour une alg~bre d6ploy~e par des extensions de corps dont le p.g.c.d, des 
degr~s est premier A 6), l'alg~bre est d6ploy~e. 

Par ailleurs, Sansuc a rfipondu affirmativement k Q ,  sous une forme plus forte, 
dam le cas des corps de hombres ([Sa], cor. 4.8, p. 33). 

L'~nonc6 du th~or~me C pour Es demeure le seul cas non connu. 

I V . 2 .  R 6 d u c t l o n s  

Soit G/k un groupe comme dans l'~noncd du th~or~me C. Q uitte ~t consid6rer 
le groupe d~rivd du radical anisotrope de G IT1] (dont le type est composd d 'd~ments 
de la liste qui ne font pas apparaltre de nouveaux entiers de torsion), il est clair que 
l 'on peut supposer le groupe G anisotrope. On  peut de plus supposer G adjoint. Mon- 
trons ~t prdsent que l'on peut ~galement supposer que G est une forme interne d 'un  
groupe d~ploy~. Notons Gd/k la forme ddploy~e de G e t  Aut(G a) son groupe d'auto- 
morphismes, qui est lisse. On  a une suite exacte scind~e de faisceaux galoisiens 

1 --+ G a t . t  Aut(Ga ) _~ ~--~ 1, 

oi~ v e s t  le k-groupe fini des automorphismes extdrieurs de G a. On a une suite exacte 
d'emembles point,s 

1 
Int. p. 

Hx(k, G) ~ H'(k, Aut(G)) 

1 > II  H l(k,, G )  Int. ,, , II  HX(k,,Aut(G)) "'> 
~ m l , . . t e  ~ l , . . , t  

> H (k, v) 

H 
i ~1 , . . . r  
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Lemme I V . 2 . 1 .  - -  On suppose que p.g.c.d. ([k, :k]) n'a pas de facteur dans S(G). Alors, 

l'application Hi(k, ~) -~ II  Hl(k~, ,J) a un noyau trivial. 

DEmonstration du lemme IV.  2.1.  - -  Le groupe v est un k-groupe constant. La table 
de [Se2], w 2.2,  nous assure que p.g.c.d. ([k~:k]) est premier ~ l 'ordre de ,. Si A est 
distinct de D4, le g r o u p e v  est un k-groupe fini commutat i f  constant et un argument 
classique de restriction-eorestriction montre le lemme. On suppose done que A = D 4 
et que ,~ = $3, le groupe de permutations de trois ElEments. On a une suite exaete de 

groupes 1 ~ Z / 3 Z - +  Ss ~ Z/2Z ~ 1 et une chasse au diagramme Evidente implique 

que Ker(H~(k, Sa) -+ II H~(k~,Sa)) = 1. [] 
~ = l , . . , r  

Le lemme montre done que si tous les  G~ sont dEployEs et si p.g.c.d. ([k, :k])  
n 'a pas de facteur dans S(G), alors le groupe G est une forme interne d 'un  groupe 
dEployE. En conclusion, on pourra donc supposer dans la demonstration du thEorEme G 
que le groupe G/k est un groupe semi-simple adjoint anisotrope, qui est une k-forme 
interne de sa forme dEployEe. 

IV.3.  Une  consequence  du prlncipe  de n o r m e  sur  les  r~s idus  H. 3 .1  

Soit X : G - ~  G une k-isogEnie centrale de k-groupes semi-simples, de noyau Vt 
qui est un k-groupe fini de type multiplicatif. 

Proposition I V . 3 . 1 .  - -  Dans la situation ci-dessus, supposons que ~( - -  1)(k) soit n o n  

trivial et que l'ordre de V.(-- 1) (k) soit premier ~ p.g.c.d. ([k~ : k]). Si le groupe G~i est ddployg 
pour i = 1, . . . ,  r, alors le groupe G est isotrope. 

Gette proposition implique le thEorEme C. En effet, on considEre un rev~tement 
universel X : G -+ G du groupe G o~ G est suppose adjoint, anisotrope et forme interne 

d 'un groupe dEployE de type A, ,  B, ,  G, ,  D , ,  E 6 ou E 7. Supposons que le groupe G~ 
est dEployE pour i = 1, . . . ,  r et que p.g.e.d. ([k~ : k]) n 'a  pas de facteur premier appar- 
tenant ~k l 'ensemble S(G). Alors le centre ~ de G n'est pas trivial, satisfait W(-- 1) (k) 4= 1 
et comme ~ ( - -  1)(k) est un produit d'entiers de S(G), la proposition ei-dessus montre 

que le groupe G est isotrope. Contradiction. 

Ddmonstration de la proposition IV.  3.1. - -  Gette demonstration est l 'application du 
principe de norme sur les rEsidus I I . 3 . 1  avec un argument habituel de restrie- 

tlon-corestriction en identifiant le groupe des rEsidus X-spEeiaux grace au lemme 
suivant. 

Lemme I V .  3 .2 .  - -  a) 8i le groupe G est dgployg, le groupe des rgsidus k-spgciaux est le 
groupe ~( - -  1)(k). 

b) 8i le groupe G est anisotrope, le groupe des r~sidus X-spgciaux est trivial. 
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Dgmonstration du lemme. - -  Soit K = k((u)) d'a_uneau de valuation O = k[[u]]. 
On  a un diagramme commutat i f  exact d'ensembles point6s 

1 

l 
G(O) , o  H~ppf(O, tz ) ,o, Hx(O, G)~ 

H o AK, HX(K, 

V-(-- 1)(k) 

1 

Le groupe des r6sidus 7,-sp6ciaux sur k est par d6finition l'image de l'application O K o ~r .  
a) Supposons que G est d6ploy6 et notons T un tore d6ploy6 maximal de G. On a 

~C T. L'application ik:Hl(k,  ~z )~Hl (k ,  G) factorise par l 'application namrelle 
1 = HX(k ,T) ->Hi(k ,  G), donc i, est l 'application triviale. Par suite, l 'application 

surjective et il est de m~me de q~K- L'appli- caract~ristique % : G(k) -+ Hf~f(k, ~) est en 
cation 0~ 6tant aussi surjecfive, le groupe des r6sidus X-sp6ciaux est le groupe ~(--  1) (k). 

b) Supposons que G soit anisotrope. Un  th6or~me de Bruhat-Tits-Rousseau ([BT], 
cf. [Rg], Prop. 1.2) assure que si G est anisotrope, on a G(O) = G(K). Par suite, comme 

1 l 'application 0x est nulle sur Hfppf(O, ~t), le groupe des rdsidus X-sp~ciaux est trivial. [] 

A p p e n d l c e  A : F l ~ c h e s  r ~ s l d u s  

Soit k un corps et k~ une cl6ture s6parable de k dont on note ~ le groupe de Galois. 
Soit O un anneau complet pour une valuation discrete normalis6e, de corps des fractions K 
et de corps r6siduel k. Notons O '-+ O 1 l'extension maximale non ramifi6e de O, de 
corps des fractions K1. On va montrer la proposition suivante. 

Proposition A .  1. 
a) Soit ~t un O-groupe de type multiplicatif fini. 11 existe une application natureUe de rdsidu 

0 : H~vpf(K, ~-) ~ g ' ( - -  1)(k) telle que l'on ait la suite exacte 

0 ~ H~p~(O, ~t) ~ H~ppf(K, ~t) L ~t(-- 1) (k) ~ 0. 

b) Soit ~t un k-groupe de type multiplicatif fini. II existe une suite exacte de localisation 

0 , H~ppf(k, tz) > H~p~f(k(t), ix) ~0u ) 

,e,~ @ ~t(-- 1)(k(M)) X~rkc.)/~ ~t(--1)(k) > 0, 

o~ M parcourt les points firrMs de la droite projective P~. 
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II est t~ noter que l'on n 'a  pas de gdndralisation simple en degr6a cohomologiquea 
sup6rieurs (m6me en degr6 2) des suites exactes ci-dessus, comme le montre le travail 
de Kato [K]. 

Lemme A. 8. 
a) Soit T u n  O-tore. On a une suite exacte natureUe de (g-modules 

0 -> T(O1) ~ T(K1) a To ~ O~ 

scindde par le choix d' une uniformisante de K .  Les applications natureUes H 1 (~, T(Oa) ) ~ H '  (O, T) 
et HI(~ ,  T(Kx) ) -~ Hi(K,  T) sont des isomorphismes. 

b) Soit T u n  k-tore. On a une suite exacte naturelle de fa-modules 

0 -+T(k,)  -+T(k,(t))  ~ @M~,~ T ~ r ~o --~ ~ 0~ 

induisant la suite exacte 

0 ~ T ( k ) ~  T ( k ( t ) ) . a ~  @ M ~ . 0 ( k ( M )  ) ~(=>/~ ~0(k ) -->0, 

o~ M parcourt les points ferrets de la droite projective P~. L'application naturelle 

Ha(q,  T(k~ ~ H~(k(t), T) 

est bijective. 0 

Dgmonstration de laproposition A .  1. - -  a) I1 existe une suite exacte 1 --~ ~ ~ E ~ S ~ 1 
de O-schemas en groupes sur Spec(O)rpp f o~ E eat un O-tore quasi-trivial et S u n  O-tore. 

Lemme A .  3. ~ On a une suite exacte naturelle de re-modules 

0 _~go _~go -+ t~(-- 1) -~0.  

Dg, rnonstration du lernme A. 3. - -  On a une suite exacte de fg-modules 

o -+g 

Prenant la suite exacte de cohomologle associ~e au foncteur Hom~( . ,  Z) = Homz~j( .  , Z), 
on a 

0 = Hom, (~ ,  Z) -+ ]~o _.+ go _+ Ext~(~, Z) -+ E x * ( ~ ,  Z) = 0, 

car E eat un ~-module de permutation, l.,z suite exacte 0 -+ Z -+ O --~ Q / Z  -+ 0 donne 
lieu A la suite exacte 

0 = Hom~(~, O )  -+ Hom~(~, Q/Z)  --~ Ext~(~, Z) --~ Exr  O )  = 0, 

car Q. eat uniquement divisible. Donc Hom~(~, Q/Z)  = Ext~(~, Z) et par duallt6 on a 

un isomorpkisme de if-modules Hom(~,  O/Z)  -% lim Hom~ _~(~ , ,  ~) = ~(--  1). On  a 

donc une suite exacte de if-modules 0 -+ ~o __~ g0 _~ [z(-- 1) --~ 0. [] 
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ComidErons le d iag ramme commuta t i f  

1 1 

: > . ( o )  , s ( o )  , E ( o )  > H ~ , A o ,  ~) 

l �9 ~(K) > S(K)  , E(K)  �9 H~pt(K, ~) 

~o(k) ~ , g~ 

0 0 

2S1 

, ~ . o , ( o ,  E) = I 

, H~ppf(K, E) ---- I 

$ 
H~ppf(K, :~) > ~(-- i)(k) > 0 

H,,~r(K,  t~) > ~ . ( - - l ) ( k ' )  ~ 0 

H~p~,(K, ~) > ~ ( - -  1)(k) , 0 

off les suites horizontales sont les suites exactes de cohomologie fppf  et les deux premieres 
verticales sont les suites de localisation du  lemme A . 2  auxquelles on a appl ique  le 

foncteur M ~ M ~' (la surjectivitE est due  au scindage). U n e  chasse au d iag ramme 

assure l 'existence d 'une  suite exacte 

0 -+ H~pp,(O, ~) -+ H~ppt(K, Vt) ~ ~*(k)/E~ -+ O. 

D'apr~s le l emme A.3 ,  on a une suite exacte 

0 ~ E~ -+ S~ -+ ~ ( - -  1) (k) ~ H:(k,  ~o) = 0, 

car  ~o est un ~ - m o d u l e  de permutat ion.  O n  a ainsi construit  une appl icat ion 
0 : H~pDf(K , ~) -+ Vt(-- 1)(k) induisant  une suite exacte 

0 -~ HLr ~) ~ Hr~p~(K, ~) -+ ~ ( - -  1) (k) -+ 0. 

I1 est aisE de voir que l 'appl icafion 0 ne depend  pas de la resolution choisie. L a  preuve 

de l 'asserfion A. b) est laissEe au lecteur. [] 

Remarque A . 4 .  - -  Soit K ' / K  une extension finie de corps complets,  d ' indice de 
ramification e et d 'extension rEsiduelle k']k. II est aisE de montrer  la commutat ivi tE 

du  d iagramme suivant  
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A p p e n d l c e  B : D ~ m o n s t r a t l o n  d 'un  pr inc ipe  de H a s s e  
p o u r  les  g r o u p e s  de n o r m e s  

Soit k un corps global, ~ l'ensemble de ses places et (k,),e n l e s  completes de k 
et (O,),en\.~ les anneaux d'entiers aux places finies. Soit k0C k un sous-corps tel que 
l'extension k/ko soit separable (cette hypoth~se n'est pas absolument nEcessaire), f/0 
l'ensemble de ses places et pk/~: f~ ~ s 0 la norme. Soit X[k o une varlet6 projective 
lisse irrEductible. On note Nx(k) C k • le sous-groupe engendrE par les N16 | ~((k~ (~)~ k) • ) 

pour les extensions finies de corps k'o/k o satisfaisant X(k'o) ~e ~. De m~me, pour un corps k,, 
on dEfinit Nx(k,) avec k0.,,C k, off w = p ~ ( v ) .  Pour montrer le thEortme I I I . 2 . 9 ,  
il est aisE de voir qu'il suffit de montrer que l'on a dans la situation ci-dessus Nx(k~ ---= k x 
pour presque toute place v et un isomorphisme 

k ~/Nx(k) -~ E]~ k, ~/Nx(k,). 

Le cas k0 = k correspond bien stir au thEor~me initial, dont nous allons suivre la 
demonstration. 

Lemme B .  1. - -  a) Soit w une place non archimgdiennt de k o telle que la varia~ X a bonne 

r~tduction en w. Alors pour tout hombre premier p, il existe une extension finie non ramifite k'D, ,,[ko, ,, 

de degrg premier a p telle que X(k'o. ~) :F 0. Pour toute place v de k au-dessus de w, on a Nx(k,) = k, ~ . 
b) Pour tout ensemble fini de places S, l'image de N --~ I I  e s Nx(k,) est dense. 

DOnonstration. - -  L'assertion a) rEsulte directement du lemme 8 de [KS]. 
b) Fixons tout d 'abord une place v e S dont on note w = pk:~(v) la projection 

sur ~'2 0. Soit a, eN~.~ , |174215 ) pour une extension finie de corps 

k'o. ,,/ko, , satisfaisant X(k~. ,)  =F ~. D'apr~s le lemme 4 de [KS], si on note k~ la el6ture 
algEbrique de k0 dans k~.,,, la partie X(k~) est dense dans X(k0. , )  et il existe done une 
extension finie k'o/k o contenue dans k'0.,, telle que X(k~) + 0. Par construction, la place w 

t n • 

de k 0 est totalement dEcomposEe en k0, et ainsi il existe a eNj4|174 ) ) tel 

que a est proehe de a, e t a  est suffisamment proche de 1 pour les autres places de S. I1 
est clair que ceci implique le lemme, rn 

On note J ,  le groupe des idtles de k et C, = J,/kX le groupe de classes. On n o t e / ~  
le sous-groupe de J ,  consfituE des id~les (a.), tels que a, ~ Nx(k~ pour toute place v, 

----Nx(k) et Ck = /~/N- 

Lemme B.  9.. __ On a Ck/mCk ~- Ck/mC ~ pour tout entier m >1 2. 

Dgmonstration. - D'aprts  le lemme prEcEdent, I~ est un ouvert de J~ et l'appli- 

cation C~-~  Cl k est surjective. Suivant sans modification la preuve origlnale, on est 

ramen6 ~ prouver l 'exactitude de 
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pour une extension cyclique Elk de degrd premier p-----[E :k] o~ l'application 
~ ,  ~ Gal(E/k) est dfifinie comme la composde de l 'application C,  -+ C, et de l'appli- 
cation de rdciprocitfi d'Arfin. La surjectivitd de C, ~ Gal(E/k) provient de la surjecfivitd 

de C,  ~ Gat(E/k). Soit a = (a,), un id~le de ~I qui s'envoie sur 0 dam Ga1(E/k). 
Notons ~ / U  un schema projectif lisse sur un ouvert U de Spec(O~) tel que 

• ~ k 0 = X. Le lemme prdcddent b) et le fait que l 'application N~./, : M ,  ~ M eat 
ouverte nous permet de supposer que le support de a eat constitud de places non archi- 

mddiennes u ~ , . . . ,  u, telles que les places w, =p,/,o(U,) appartiennent ~t U et soient 
non ramififies pour l'extension k/ko. 

D'apr~s le lemme B1, il existe un entier N premier ~t p e t  des alg~bres dtales Ao. ,~/ko. ,~ 
non ramifides de degr~ N telles que X(Ao. ~) 4= ~. Le lemme de Krasner nous permet 
de trouver une extension de corps k~/k o de degrd N satisfaisant k' | k0.,,~ ~ Ao. ,,; 
pour i =  1, . . . , n .  Comme 1-I,_~ . . . . . .  O , ] . k , ~ C  I m ( N ~ / ~ : ~ - + l ~ I )  et que N eat 
premier h p, on peut  supposer que 

p o u r  i = 1, . . . ,  n. 

QuiRe ~t rajouter une place au support de a, le th~or6me de Chebotarev nous 
permet de supposer de plus que la place wl de k' 0 est inerte pour l'extension k~ (• k/k, 
i.e. k' o | k'o. ,d eat un corps. On pose k' = k o | k, qui est un corps. D'apr6s un lemme 
d'approximation de Bloch [Bc], w 3, il existe une extension finie Ho/k' o et des places 
tt, . , t ,  de H o relies que H o . t ; - k '  = . �9 . ~ 0.,,~ pour i 1, . . , n  et X(Ho)4= 0. On pose 
H = H o | k' ---- H o | k. On a une injection H ,-+ Ho, q | k' ~_ k~, ,,, |  k', donc H 
eat un corps. On a doric le diagramme 

/ H ' ~ k ,  
H0 

~k '0  / ~ k  

ko / 

Alors a appartient ~ l 'image de la norme Nm, : J~  ~ J k '  -+Jk. Soit a = Nm~(c ). 
La classe c appartient au noyau de J a - +  Gal(EH/H)r  Gal(E/k). D'apr~s la th~orie 
du corps de classes, on ac  = hd avec h ~ H • et dcontenu dam l'image de N E ~  : J1a~ - + J a .  
Comme H = H o | k, on a N ~ ( c )  = N~.~tk(h ) E N e t  de m~me on a 

" %  

I1 en r6sulte que (a) c Im(Cz  s~/~ C~). [] 
Finlssons la d~monstration en prouvant l'injectivit~ de C,  -* (22, i.e. N = ~r n k • 

Soit a E i~I n k • . Soit m un entier tel que X/ko a un point rationnel de degr~ m. Le lemme 
precedent montre que a = b : "  avec b E N e t  c c J , .  D'apr6s Artin-Tate [AT], comme 
ab -1 ~ (k,) • pour toute place v, on a ab -1 c k •  ~r et finalement a c N .  

:30 
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