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INTRODUCTION

1. Cet article poursuit I’étude, entreprise dans [10], de la cohomologie cris-
talline des schémas propres et lisses sur un corps parfait a I’aide du formalisme fourni
par le complexe de de Rham-Witt.

Rappelons d’abord le principe de cette technique. Soient 2 un corps parfait de
caractéristique p> o, W Dl’anneau des vecteurs de Witt de %, ¢ I'automorphisme de
Frobenius de W. Pour tout k-schéma propre et lisse X, on définit dans [10] un isomor-
phisme canonique

(x.x) HY(X/W) 5 H(X, WQ3)

entre la cohomologie cristalline de X par rapport a8 W et I’hypercohomologie de X
(pour la topologie de Zariski) a valeurs dans un certain complexe de faisceaux de
W-modules sur X, noté WQ5, et qu'on appelle complexe de de Rham-Witt de X. Ce
complexe, concentré en degré > o, est défini plus généralement sur tout Z-schéma lisse
(voire tout k-schéma), et généralise le complexe des courbes typiques de Bloch [3].
Sa composante de degré zéro n’est autre que le faisceau W0y des vecteurs de Witt sur X.
L’intérét de (1.1) vient de ce que le complexe de de Rham-Witt est muni de certaines
structures remarquables qui permettent notamment d’analyser opération o-linéaire @
induite sur H*(X/W) par le Frobenius de X.

Commengons par passer rapidement en revue les principaux résultats de [10]
(pour un résumé plus détaillé, nous renvoyons le lecteur & [10 bis]).

a) Pour tout k-schéma lisse X, les composantes WQi du complexe de de Rham-
Witt sont sans p-torsion. Les opérateurs F et V sur W0y se prolongent en opérateurs F
et V sur les WQY, vérifiant FV = VF = p. L’endomorphisme § du complexe WQy
induit par le Frobenius de X est égal & p°F en degré i; en particulier, la relation 4§ = §d,
ou d est la différentielle de WQ5, entraine la formule FdV = d (et par suite dF = pFd,
pdV = Vd). De plus, le produit sur W@y se prolonge en un produit sur WQ%, faisant
de WQ5 une W-algébre différenticlle graduée anti-commutative. On a F(xy) = Fx.Fy,
et V(xFy) = (V).

Pour n> 1, le quotient
W, Q% = WQY/(V"WQY 4 dV"WQL )
est un W, Oy-module de type fini. On a une projection canonique (notée R dans [10]) :
m: W, 0% - W,0%,
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCIEES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 75

de noyau localement libre de type fini sur Oy, et

(x.2) WO = lim W, Q.

L’opérateur F (resp. V) induit un opérateur
F: W, Q% > W, Q% (resp. V: W, Q% - W, ,0%),

et d une différentielle qui fait des W, Q% un complexe W, Qy, appelé complexe de de Rham-
Witt de cran n. Pour n =1, ce complexe s’identifie canoniquement au complexe de
de Rham usuel de X/k. Si X est de dimension< N, on a W, Q% =0 pour i> N et
tout =.

b) Supposons X propre et lisse sur k. Alors, pour tout (z,7), le W,-module
HY(X, W,Q") est de longueur finie, et l'on a

(x.3) Hi(X, W) = imHi(X, W,0).

Le W-module Hi(X, WQ) est de type fini modulo p-torsion, et son sous-module de
p-torsion est annulé par une puissance de p. Les opérateurs F et V sur WQ' définissent
sur Hi(X, WQ) une structure de module sur ’anneau de Dieudonné W_[F, V]. Muni
de F, le W-module (libre de type fini) H(X, W) /p-torsion est, dans la terminologie
de [13], un F-cristal de niveau< 1 et pentes < I.

¢) Sous les hypothéses de b), considérons la suite spectrale, appelée suite spectrale
des pentes dans [3] et [10], définie par la filtration naive du complexe de de Rham-Witt
et de l'isomorphisme (1.1) :
(x.4) Ei = Hi(X, WQ) = H*(X/W).

Cette suite spectrale est compatible au Frobenius de X, opérant par ® sur H*(X/W)
et § sur WQx (i.e. #'F sur WQ'). Le résultat le plus important de [10] (généralisant
le théoréme principal de Bloch [3]) est qu’elle dégénére en E; modulo torsion et fournit
des isomorphismes canoniques de F-isocristaux :

(r.5) (H(X, WQ) ® K, p'F) = (H™*{(X/W) ® K, ) ;4

ol K est le corps des fractions de W, et P'indice [z, z 4 1[ désigne la somme des facteurs
de pente A, pour Ae[s ¢+ 1[. Si P"H*(X/W) désigne la filtration aboutissement
de (1.4), PPH*I(X/W)®K est la partie de pente> i de (H'T/(X/W)®K, ®).

d) On a des suites exactes canoniques de pro-faisceaux pour la topologie étale
sur tout A-schéma lisse X :

0> ZIpZ->W.0g 3 W.04 o,

0> 040 > W.QL 25 W.Q% > o,

qui permettent de relier, pour X propre et lisse sur &, la cohomologie cristalline de X
aux groupes de cohomologie étale H'(X, Z,) = limH*(X,;, Z/p") et aux groupes de
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76 LUC ILLUSIE ET MICHEL RAYNAUD

cohomologie plate H'(X, Z,(1)) = IimH"(X,,/, w;n) : si & est algébriquement clos,
H'(X,Z,) est le Z,-module des points fixes de @ sur H'(X/W), et H'(X,Z,(1))®Q,
le Q -vectoriel noyau de ® —p sur HY(X/W) ® K.

Les résultats précédents soulévent plusieurs questions, qui sont 2 lorigine du
présent travail :

(i) Dans la situation de 5), que peut-on dire de la « grosseur » du sous-module
de p-torsion de HI(WQY) = Hi(X, WQ)? On sait, d’aprés les résultats de Serre [22],
[23], que Hi(W0®) n’est pas nécessairement de type fini sur W, mais est V-adiquement
séparé et complet et de dimension finie sur 2 mod V, ce qui entraine notamment que
son sous-module de p-torsion est, & un module de longueur finie prés, isomorphe au
module de Cartier d’un groupe formel lisse unipotent connexe (donc extension successive
finie de modules sur W,[F, V] isomorphes a %2,[[V]]). Par ailleurs, comme I’a montré
Nygaard pour les surfaces K3 supersingulieres [16 bis] (cf. aussi [10] (IL (7.2)), il peut
arriver que H%(WQ?) soit annulé par V et de dimension infinie sur 2. Que peut-on dire
en général du sous-module de V-torsion de HI(WQ/)? Le quotient de HI(WCQ) par
ce sous-module est-il de dimension finie sur 2 mod V?

(ii) La formule (1.3) munit H/(WC) d’une topologie profinie naturelle, limite
projective des topologies discrétes sur les modules de longueur finie Hi(W, Q). Pour
i = 0, cette topologie n’est autre que la topologie V-adique, mais, pour > o, la
topologie V-adique peut étre strictement plus fine, comme le montre encore ’exemple
des K3 supersinguliéres, ot les sous-modules 4V"H*(W0) CH*WQ') forment une
base de la topologie profinie de H(WQ'). Peut-on, dans le cas général, décrire la topo-
logie profinie de HY(WQ¥) & l’aide des sous-modules V"H/(WQY) et dV"HI(WQi—1)?

(iii) La suite spectrale (1.4) est limite projective des suites spectrales de cran n
(x.6) LEi = Hi(X, W, Q) = H(X/W,),
définies par la filtration naive de W, Q" et Pisomorphisme
(x.7) H(X/W,) 3 H'(X, W,0)

construit dans [10] (et donnant (1.1) par passage a la limite). Parall¢lement, on peut
considérer, pour tout #> 1, la suite spectrale

(x.8) JEi = Hi{(X, #7W, Q") = H'(X/W,)
définie par (1.7) et la filtration canonique de W, Q" (deuxi¢me suite spectrale d’hyper-
cohomologie de W, Q") (cf. Katz [14, VIII]). Les suites spectrales (1.8) forment un

systéme projectif de suites spectrales de W-modules de longueur finie. Leur limite pro-
jective est donc une suite spectrale

(x.9) Ej = limHi(X, #9W, ) = H'(X/W),

que nous appelons ici suite spectrale conjuguée (ou deuxiéme suite spectrale de de Rham-Witt).
Par analogie avec les résultats de ¢), on peut se demander si (1.9) dégénére en E, modulo
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCIEES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 77

torsion et quelle est la signification de la filtration aboutissement relativement aux
pentes de @ sur H*(X/W),

(iv) Ge probleme suggére des questions analogues a (i) et (ii) pour les W-modules
limH(X, #7W,Q"), limHY(X, ZW,Q%), LmH(X, BW,Q),
< < “
ou ZW,Q' = Kerd: W,Qf - W, Qi*!, BW,Q = dW,Qi~! : décrire leur topologie

profinie naturelle et leurs composantes de torsion, ce qui améne aussi & examiner les
relations entre ces modules et les H (X, WQ') fournies par les suites exactes

(x.10.1) ... > limH{(X, ZW, Qi) - limH(X, W, Q)
<« <—
—lim HY(X, BW,Qi*1) — ...
<
(1.10.2) ... >lmH(X, BW,Q/) — lim H¥(X, ZW, Q)
[ Z——— <

> LimH(X, #TW, Q) —> ...
<

(v) Pour X propre et lisse sur k, et k algébriquement clos, les Z,-modules H¥(X, Z,)
(cf. d)) sont de type fini, et 'on montre [10, IT (5.9)] qu’il en est de méme des H(X, Z,(1))
pour i< 2. En revanche, pour i> 3, H¥(X, Z (1)) n’est plus nécessairement de type
fini sur Z, : par exemple, si X est une K3 supersinguliére, on a H3(X, Z, (1)) > k.
Quelle est en général la structure de ces Z,-modules : sont-ils de type fini modulo torsion?
quelle est la grosseur de leur torsion? comment sont-ils reliés au noyau de 1 — F
sur H*(WQ1)? Les mémes questions se posent, plus généralement, pour les « groupes
de cohomologie logarithmique » UmHi(X, , W, Qf ), od W, O} est le sous-faisceau étale

. e—

de W, Q' engendré localement par les différentielles logarithmiques dlog x, ... dlog x;,
ou x;= (x;,0,...) estle représentant de Teichmiiller de la section locale x; de 0%,
cf. [10, I (5.7)]; on a en effet des suites exactes de pro-faisceaux étales

(x.11) 0> W.Qh > W.Q 5 W.Q >0

généralisant celles de d) ci-dessus.

2., Venons-en aux résultats essentiels de cet article.

(2.1) Isomorphismes de Cartier supérieurs. — Soit X un Z-schéma lisse. On
montre que, pour tout n3> 1, F*': W, Q% — W, Q% (cf. 1 a)) induit un isomorphisme

(2.1.1) C": W, QS #*W,Qx,

qui se réduit, pour n =1, A Disomorphisme de Cartier usuel C~':Q} > #°Q5.
Ce fait, de vérification élémentaire (III (1.4)), a des conséquences importantes :

a) Compte tenu de (1.7), valable pour tout k-schéma lisse X, {2.1.1) fournit
une interprétation remarquable des composantes du complexe de de Rham-Witt :
W,Q% s’identific canoniquement au faisceau H#YX/W,) associé au préfaisceau
U H(U/W,) (#(X[/W,) est aussi le faisceau dont la restriction 4 tout ouvert affine U
est la « valeur commune » des faisceaux de cohomologie #5(U’/W,) oit U’ est un
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relévement lisse de U sur W,). Cette interprétation peut servir de base & une nouvelle
définition du complexe de de Rham-Witt (pour les Z-schémas lisses), et & une recons-
truction de la théorie de [10] selon un programme esquissé en (III (1.5)).

b) L’isomorphisme (2.1.1) explique, dans une certaine mesure, la grande simi-
litude de structure qui existe, comme on va voir, entre les suites spectrales (1.4) et (1.9).

On suppose désormais que X est un schéma propre et lisse sur k.

(2.2) Résultats négligeant la torsion

a) La suite spectrale conjuguée (1.9) dégénére en E, modulo torsion. Le Frobenius
de X opére sur cette suite spectrale et si P.H*(X/W) désigne la filtration (croissante)
de ’aboutissement, P;H*i(X/W)®K est la partiec de H'*(X/W)®K ou les pentes
de @ sont < j. Le W-module

H{(X, #ATWQ) : = LiEH"(X, HIW, Q) (9)
est de type fini modulo torsion, et (1.9) fournit un isomorphisme

(2.2.1) Hi(X, #WQ') ® K 3 (HH(X/W) ® K, ®)y;_y ;

(ov lindice ]j — 1,7] désigne la partie de pente € 5 — 1,7]). ‘

b) On a observé dans [10] que ’endomorphisme F du pro-objet W.Q% (cf. 1 a))
induit un automorphisme du pro-objet ZW.Q' (cf. 1 (iv)). Par suite, F induit un
automorphisme (o-linéaire) du W-module

Hi(X, ZWQ) : = imH/(X, ZW, Q) (%).

On montre que (pour tout (7,7)) ce W-module est de type fini modulo torsion (de sorte
que Hi(X, ZWQ) [p-torsion est un F-cristal unité), et qu’on a un isomorphisme cano-
nique entre (HI(X, ZWQ) ® K, p'F) et la partic de HP(X/W)®K ou @ est de
pente .

¢) Notons F, et V, les endomorphismes du pro-objet BW.Q! (cf. 1 (iv)) induits
par passage au quotient par les endomorphismes F et V. de W.Q', Ils définissent sur

Hi(X, BWE) : =limHi(X, BW,Q) (%)

une structure de module sur ’anneau de Dieudonné W [F, V]. On montre que (pour
tout (z,7)) HI(X, BWQ') est de type fini sur W modulo torsion, que F, et V; sur
H/(X, BWQ)/p-torsion sont p-adiquement nilpotents, et qu’on a un isomorphisme
canonique entre (Hi(X, BWQ) ® K, p*~'F,) et la partiec de H'*V"YX/W)®K on
les pentes de ® sont dans l'intervalle ] — 1, ¢[.

(%) On prendra garde que HY(X, s#1WQ"), défini par le membre de droite, n’est pas en général le i-¢me groupe
de cohomologie de X 2 valeurs dans le faisceau #7(WE2). )
() Méme observation que pour la définition de HY(X, s#7WQ").
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCIEES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 79

d) La suite exacte (1.10.1) peut étre considérée comme une suite exacte de
modules sur ’anneau de Dieudonné W,[F, V], F et V opérant par F et V = pF~!
sur H*(X, ZWQ*) et par F, et V; sur H*(X, BWQ"). Aprés extension des scalaires a K,

elle se scinde canoniquement et donne des isomorphismes (de F-isocristaux)
(2.2.2) HY(X, WO ® K 3 (H/(X, ZWQ) ® K) @ (H(X, BWOi+1) @ K).

On a un résultat analogue pour (1.10.2). Tout d’abord, les endomorphismes pF
et F~' du pro-objet ZW.Q% induisent des endomorphismes F’ et V' du pro-
objet H#*W.Qy, qui munissent H*(X, #*WQ') (défini en a)) d’une structure de
module sur W,[F, V] (® correspondant a g~ 'F’ sur H(X, #7WQ")). La suite
exacte (1.10.2) est linéaire par rapport & W.[F, V], F et V opérant par F’ et V'
sur HY(X, s##*WQ), F, et V; sur H(X, BWQ'), et pF et F~! sur H(X, ZWQ*). Aprés
extension des scalaires & K, elle se scinde canoniquement et donne des isomorphismes
(de F-isocristaux)

(2.2.3) Hi(X, #'WQ) @ K 3 (H'(X, ZWQY) ® K) ® (H+1(X, BWQ/) ® K).

(2.3) Décompositions de Hodge-Witt

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

— la suite spectrale (1.4) dégénére en E;;

— la suite spectrale (1.9) dégénére en E,;

— pour tout (z,7), Hi(X, W) est de type fini sur W;

— pour tout (i,7), H(X, #7WQ’) (2.24a)) est de type fini sur W;
— pour tout (4,7), H{(X, ZWQY) (2.25)) est de type fini sur W;
— pour tout (i,7), H(X, BWQ)) (2.2¢)) est de type fini sur W.

b) Supposons remplies les conditions de a). Alors, pour tout (¢,j), on a des
décompositions canoniques analogues & (2.2.2) et (2.2.3), mais qui ne négligent pas
la torsion :

(2.3.1) Hi(X, WQ) 3 Hi(X, ZWQY) @ Hi(X, BWQi+1),
(2.3.2) Hi(X, A1 WQ) 3 H{(X, ZWQ) © H+1(X, BWQ);

ces décompositions sont compatibles aux diverses structures de modules sur ’anneau
de Dieudonné définies ci-dessus, F et V opérant sur HY(X, ZWQ) par F et V dans
(2.3.1), par pF et F~' dans (2.3.2). La décomposition (2.3.1) (resp. (2.3.2)) n’est
autre que la décomposition canonique de HY(X, WQY) (resp. H(X, #7WQ')) sous
Paction de F (resp. V') en parties semi-simple et topologiquement nilpotente. De plus,
pour tout n, les filtrations P* et P, aboutissements des suites spectrales (1.4) et (1.9)
déterminent des décompositions canoniques de H*(X/W) :

(2.3.3) H*(X/W) sﬁéﬁ H(X, WO 3‘.5}]_9: nH"(X, HIWQ),
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avece
(2.3.4) PH"(X/W) n P,H(X/W) = H*—i(X, ZWQ'),

que nous appelons décompositions de Hodge-Witt pour leur ressemblance avec les décompo-
sitions de Hodge du cas transcendant. Toutefois, & la différence de la filtration de
Hodge et de sa conjuguée, les filtrations P* et P, ne sont pas en général opposées, comme
le montrent (2.3.3) et (2.3.4). Elles le sont si et seulement si 'on a HY(X, BWQ/) = o
pour tout (i), condition que I’on montre étre équivalente & HY(X, BQ/) == 0o pour
tout (i,7). C’est par cette derniére condition que Kato définit les variétés ordinaires,
cf. (IV (4.13)), [11] et le travail en préparation de Bloch-Gabber-Kato.

¢) Sous les conditions de a), si ’on suppose de plus que F est injectif sur les
modules H/(X, W), on peut décrire par des suites exactes courtes les groupes de
cohomologie de cran n Hi(X, W,Q"), Hi(X, #*W,Q"), Hi(X, ZW,Q), H(X, BW,Q")
en termes des H*(X, WQY) (ou H¥X, #*WQ’)) munis de leur structure de module
sur ’anneau de Dieudonné (IV (4.%), (4.9)).

Les conditions de a) sont trés restrictives. Nous établissons en fait des équivalences
analogues 4 a) — et des résultats analogues & 4) et ¢) — relativement a un degré total
donné (e.g. IV (4.5)).

(2.4) Structure des termes initiaux. — Les résultats mentionnés en (2.2) et (2.3)
ne sont en fait que des sous-produits de résultats décrivant de maniére assez précise la
structure des termes initiaux des suites spectrales (1.4) et (1.9) ainsi que celle des groupes
de cohomologie HY(X, ZWQJ), HY(X, BWQ/) définis ci-dessus. Ces résultats, qui
répondent aux questions (1 (i), (ii), (iv)), constituent véritablement le coeur de ce travail.

Dans la suite, nous écrirons, pour abréger, HI(WQ'), H/(ZWCQ), etc., au lieu

de Hi(X, WCY), Hi(X, ZWQ), etc.

(2.4.1) Structure des H/(WQ)., — a) La topologie profinie de H/(WQ)
(cf. (1 (ii))) est définie par les sous-modules V"HI(WQ') + dV"HI(WQ'™!) (ou
d: HH(WQ—1) - HI(WQ') est la différentielle d; de (1.4)) : en d’autres termes, ces
sous-modules sont ouverts, et H/(WQ') est limite projective des modules de longueur
finie H/(WQ))/(V"HI(WQ) 4 dV"HI(WQ' ™).

b) Considérons, en degré (i,j), les sous-modules des bords et cycles du terme
E,:Bi = dHI(WQ'7Y), Z§ = Kerd : H(WQ') - HI(WQ*t!)., Commeona FdV =d
(conséquence de la méme relation au niveau de WQ" (1 a))), le sous-module Bj est
stable par V mais non en général par F, tandis que Z§ est stable par F mais non en
général par V. Il est donc naturel d’introduire les modules F*Bj = U F*BJ, plus petit
sous-module de Hi(WQ) stable par F et V et contenant By, et V- °Z§ — 1 Ker dV",
plus grand sous-module de H/(WQ) stable par F et V et contenu dans Zj. La filtration
de H/(WQ¥) ainsi obtenue

(2.4.1.1) F*BiC V- *ZIiCEY = H{(WQ)
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est stable par F et V. On montre qu’elle poss¢de les propriétés suivantes :

(i) Les quotients F*BI/BY et ZJ/V~°ZYJ sont de longueur finie sur W. Le
W,[F, V]-module V-*Z§/F°Bf, que nous appelons le ceur (de la premiére suite
spectrale en degré (z, 7)), est de type fini sur W. Il « survit » dans 1’aboutissement : on
a BICF*BiCV-*=ZiCZi.

En particulier, E, est de type fini sur W pour r> 2, et la suite spectrale dégénére
en E, modulo longueur finie.

(ii) Le sous-module F*B{ est fermé dans Hi{(WQ') et la topologie induite est
définie par les dV"HI(WQ'—Y), Sur F*BY, F est surjectif et V nilpotent.

(iii) Le quotient Hi(WQ')/F*BJ a pour topologie quotient la topologie V-adique;
il est de dimension finie sur 2 mod V. Sur HI(WQ/)[V~°Z¥, V est injectif et F nilpotent :
ce module est le module de Cartier d’un groupe formel lisse unipotent.

De (ii) et (iii) résulte notamment que HI(WQY)/V-torsion est V-adiquement
séparé et complet et de dimension finie sur 2 mod V.

(iv) La différentielle d: H/(WQ'~!) — H/(WQ') induit une fléche
(2.4.1.2) HI(WQi—Y [ V—=Zi~4i » F°Bi,

de noyau et conoyau de longueur finie; le noyau de F sur F*Bf a méme dimension
sur & que le conoyau de V sur Hi(WQi—1)/[V=*Zi~%i; on a F*BJ = o si et seulement
si HI(WQi—Y) = V==Zi~%i, Pour que HI(WQY) soit de type fini sur W, il faut et
il suffit que HI(WQ) = V—=°Z§ et F°Bj = 0, ce qui équivaut encore a

T — Ti~bi — o,

o T? désigne la dimension du groupe formel lisse unipotent correspondant 2

H/(WQ)/V-°Z§, i.e. la dimension sur # du conoyau de V sur H{(WQ)/V~=Z§,
Enfin, si X est de dimension < N, on a

TP=o0 ©pourj<1 ou i>N-—1,

ce qui généralise les résultats de dégénérescence partielle de [10, II, 2].

(2.4.2) Structure des H{(A#'WQ'). — On a pour le terme E, de la suite
spectrale conjuguée (1.9) des résultats analogues 2 ceux de (2.4.1). Ainsi, la
topologie profinie de H(A#TWQ) (cf. 1 (iv), (2.2) a)) est définie par les sous-
modules F"H(A#IWQ") + L,F"H ~2(A#*WQ") (cf. (2.2) d) pour la définition
de ¥/, V'). La relation Fd,V =d, ((2.4.1) b)) est remplacée par V'd,F' = d,, et
I’'on a une filtration en deux crans stable par F’, V' :

(2.4.2.1) V'@BiCF~*ZIiCEl = H'ATWQ,

avec des propriétés analogues a celles de (2.4.1.1). En particulier, le ceur F'~°Z§/V'“BJ
est de type fini sur W, isomorphe modulo longueur finie & E¥, et survit dans I’abou-
tissement. Pour r> g, Ef est de type fini sur W, et la suite spectrale conjuguée dégénére
en E; modulo longueur finie. Pour plus de détails, voir (III 5, 6).
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(2.4.3) Structure des H/(ZWQ'), H/(BWQ'). — Le point clé est que le
W-module H{(ZWQ) (cf. (2.2) &)), avec sa topologie profinie naturelle et son auto-
morphisme F, peut se reconstituer & partir, au choix, de H{(WQY) ou Hi(s#WQ) :
on a des isomorphismes canoniques de W-modules profinis

(2.4-3-3) H(ZWQ) > LIFE H(WQ),
(2.4-3.2) Hi(ZWQ) 32;3 Hi(s4WQ'),

par lesquels 'automorphisme F de H/(ZWQ') et son inverse V' correspondent aux
automorphismes des seconds membres définis par les opérateurs F sur H/(WQ) et V’
sur Hi(A#"WQ"). Compte tenu des informations assez complétes dont on dispose, comme
on vient de voir, sur les H(WQY) et HI(#*WQ"), ce fait permet d’expliciter la structure
des HI(ZWQ') et HI(BWQ') en liaison avec les suites exactes (1.10.1) et (1.10.2).
Les principaux résultats sont les suivants :

a) On a une extension canonique, compatible 2 F, de W-modules profinis ot F
opére bijectivement

o - H(ZWQ), -~ H(ZWQ)' -~ HI(ZWQ), — o,

avec HI(ZWQ),, de type fini sur W et H/(ZWQ), de torsion annulé par une puis-
sance de p; le W-module H/(ZWQ'),;, qu’on appelle le ceur (de HI(ZWQ')), s’identifie
canoniquement au facteur semi-simple sous I’action de F (resp. V') du ceeur de H/(WQ)
(resp. Hi(oF*WQ')) (cf. (2.4.1) (2.4.2)); il est égal 2 HI(ZWQ) (i.e. HI(ZWQ), = o)
si et seulement si H/(ZWQ') est de type fini sur W.

b) Les opérateurs F; et V, sur le W-module profini HI(BWQ) (cf. (2.2) ¢)) sont
topologiquement nilpotents. On a une extension canonique, compatible a3 F, et V,,
de W-modules profinis ou F; et V, sont topologiquement nilpotents

o - H/(BWQ),, -~ H(BWQ) — H/(BWQY), — o,

avec H{(BWQ),; de type fini sur W et H/(BWQY), de torsion annulé par une puis-
sance de p; le W-module Hi(BWQ'),;, qu’on appelle le ceur (de HI(BWQ)), s’identifie
canoniquement au facteur topologiquement nilpotent sous ’action de F (resp. V') du
ceeur de HI(WQF—1Y) (resp. HI~1{(A#"WQ")) (cf. (2.4.1) (2.4.2)); il est égal 3 HI(BWQY)
(i.e. HI(BWQY), = 0) si et seulement si HI(BWQ') est de type fini sur W.

¢) Les différentielles d; : HF(WQI~!) — HI(WQ) de la premiére suite spectrale
et d,: Hi"2(oH1WQ') — H/(A#A*WQ") de la suite spectrale conjuguée sont reliées par
un diagramme en forme de croix (IV (2.10)), de centre H/(ZWQ¥),. Ce diagramme
permet de montrer que les parties de torsion infinie des termes initiaux des deux suites
spectrales sont de méme grandeur : plus précisément, les groupes formels lisses unipotents
associés A HI(WQI—1) [V~ 2 Zi~bi et Hi (A IWQ") [F'~ 2 Zi~ %+ (cf. (2.4.1) (2.4.2))
ont méme dimension.
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(2z.5) Cohomologie logarithmique. — Supposons (pour simplifier) % algébri-
quement clos. Pour tout (7, 7), on construit un k-groupe pro-algébrique H/(X, WQ5,),
dont le groupe des k-points est H(X, WQ) = lim H{(X,, W, Q}) (cf 1 (v)).
On a une extension canonique de groupes pro-algébriques

o > H(X, WO )* - H{(X, WQj,) -D¥ > o,

ot D¥ est pro-étale, de type fini sur Z,, et H/(X, WQ} )° quasi-algébrique unipotent
connexe. Le groupe DY est le groupe des points fixes de F sur le coeur de H{(ZWQ')
((2.4-3) a)); c’est aussi le groupe des points fixes de F (resp. V') sur le coeur de Hi(WQY)
(resp. H/(#*WQ')); son rang (sur Z)) est la dimension de la partie de pente i de
H+(X/W)®K : le groupe Di®Q, est le noyau de ® — p* sur HHI(X/W) @ K.
Le groupe Hi(X, WQ;,)° a pour dimension la dimension commune T*~"J des groupes
formels unipotents envisagés en (2.4.3) ¢). De plus, la suite exacte longue provenant
de (1.11) fournit des suites exactes courtes

o - Hi(X, W) - Hi(WQ) 123 Hi(WQY) —o,
et Pon a des suites exactes analogues

o - Hi(X, WO,) - Hi(#WQ') =5 HiWe) —o.
3. Bien qu’elles nécessitent la mise en ceuvre d’un formalisme un peu lourd, les
démonstrations sont assez simples dans leur principe.
Le point de départ est 'observation suivante. Considérons, pour j fixé, le complexe

Ej = (HI(WO) — Hi(WQY) — ... — Hi(WQH) - ...)

de la premiére suite spectrale (1.4). Chaque composante H/(WQY) est un module sur
Panneau de Dieudonné W,[F, V], et la différentielle vérifie la relation FdV =4d
(cf. (2.4.1) 5)). On peut interpréter cette structure comme un module gradué sur une
W-algebre graduée

(3-1) R =R°®R?,

dont la composante de degré zéro est ’anneau de Dieudonné W [F, V], et qui est engen-
drée par F et V en degré o et par un élément d en degré 1 tel que d* =0 et FdV =4d
(cf. (I (1.1))). Un R-module gradué M est donc simplement un complexe de W-modules

(... > M S M .) dont les composantes sont des R%modules et la diffé-
rentielle vérifie FdV = d. Le résultat (2.4.1) @) qu’on veut établir pour E; conduit
3 étudier les R-modules gradués M qui ont la propriété que, pour tout 7 et tout n> 1,
Mi = MY/(V*M’ + dV"M™!) est de longueur finie sur W et M’=1lim M;; nous
appelons de tels modules (V + dV)-profinis (ou simplement profinis). Un R-module
gradué profini concentré en degré o n’est autre qu’un R%module V-adiquement séparé
et complet M tel que M/VM soit de dimension finie sur £. Il est bien connu qu'un tel
module est de type fini sur W modulo p-torsion et que son sous-module de p-torsion
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est, 2 un W-module de longueur finie pres, isomorphe au module de Cartier d’un groupe
formel lisse unipotent. Dans le cas général, il n’est pas difficile de montrer que, si M
est un R-module gradué profini, chaque composante M* posséde une filtration en deux
crans (par des sous-R%modules) F*B'CV-*Z‘CM’ analogue & (2.4.1.1) & cela
prés que le « ceeur » V™ °ZF2 B’ n’est pas nécessairement de type fini sur W. On en
déduit que tout R-module gradué profini & degrés bornés admet une suite de compo-
sition de quotients successifs soit concentrés en un seul degré (donc de valeur un
R%module profini), soit concentrés en deux degrés consécutifs, avec une différentielle
ayant la forme de la différentielle d, : H}(W0O) — H2(WQ!) d’une K3 supersinguliére
(voir (I (2.19)) pour un énoncé précis).

Cela étant, pour prouver (2.4.1) a), on est amené 4 considérer la fleche naturelle

(3.2) HI(WQ) (VP HI(WQ) + dVPHI(WQY)) — HI(W, Q).

Supposons X purement de dimension N. L’exactitude & droite de HY(X, —) entraine,
par définition de W, Q' (cf. 1 a)), que (3.2) est un isomorphisme pour j = N, d’ou
(2.4.1) a) pour j =N puisque les H{(W,Q) sont de longueur finie. Pour j< N,
(3.2) n’est plus nécessairement un isomorphisme. Pour étendre (2.4.1) a) 2 j< N,
on doit donc étudier les noyau et conoyau de (3.2), ce qui conduit 2 examiner, d’une
maniére générale, le défaut d’exactitude du foncteur qui 2 un R-module gradué M
associe le W-module gradué M, de composantes M = MY/(V*M' + dV"M'~1), Ce
foncteur s’interpréte comme un produit tensoriel (c’est d’ailleurs essentiellement pour
cela que nous avons introduit ’anneau R) : on a

M, = R, ® M,

ou R, est le R-module & droite R/(V"R + dV"R). Il se trouve qu’on dispose mira-
culeusement d’une résolution libre de R, comme R-module a droite (I (3.2)) :
(3-3) 0o >R[— 1] T R[— 1]eRTFTR o,

grace a laquelle il est aisé d’expliciter les Torf(R,, M). Calculant ces Tor pour les
R-modules gradués profinis des types élémentaires mentionnés plus haut, on voit appa-
raitre une classe particuliérement intéressante de R-modules gradués profinis, que nous
appelons cokérents (bien qu’il ne s’agisse pas de cohérence par rapport 4 I’anneau R
au sens qu’on donne d’ordinaire a cette notion). Un R-module gradué cohérent est,
par définition, un R-module gradué profini M & degrés bornés vérifiant les conditions
équivalentes suivantes :

(i) pour tout i, H'M est de type fini sur W;
(ii) pour tout i et tout n> 1, Tor}(R,, M) est un W-module gradué de longueur
finie.

Avec cette terminologie, on peut reformuler 1’essentiel de (2.4.1) en disant que,
pour tout j, Ejf est un R-module gradué cohérent. Pour le prouver, on dispose de
Parsenal habituel de ’algébre homologique, qui permet notamment d’interpréter (3.2)
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comme un homomorphisme latéral dans une certaine suite spectrale. L’ingrédient
essentiel, qui fait marcher la démonstration, est une résolution canonique de W,Q' :
(3.4) o - w2 woi-te wor T wai o W0 > o,

qui précise Pégalité W, Q' = WQY(V*WQ! + dV"WQi—1) et, compte tenu de (3.3),
peut se récrire sous la forme

W,0Q' — R, &, WO,

ot WQ" est considéré de facon naturelle comme faisceau de R-modules gradués sur X.

Pour la suite spectrale conjuguée, on procéde exactement de la méme maniére.,
Une fois établie 'identité V'd,F’' = d,, on peut considérer le terme E, comme un
module gradué sur un anneau gradué R’ = R’°®R’ analogue 2 R ((3.1)), avec F
et V remplacés par V' et F’ et ¢ par 6~ !, L’essentiel de (2.4.2) se résume en disant que
le terme E, est un R’-module gradué cohérent, avec la transposition évidente de R
a R’ des définitions données ci-dessus. Bien que paralléle, la démonstration est cepen-
dant plus compliquée que celle de la cohérence du terme E; de la premiére suite spec-
trale, essentiellement parce que, a la différence de d4;, qui provient d’un morphisme
de faisceaux, la différentielle d; est définie par une fleche d’une catégorie dérivée. On
parvient cependant & construire, pour #?W,Q’, un substitut raisonnable de la réso-
lution clé (3.4), cf. (III (3.3.7)).

Les isomorphismes (2.4.3.1) et (2.4.3.2) se déduisent aisément du fait que F
est un automorphisme du pro-objet ZW .Y, Les autres résultats de (2.4.3) ne mettent
pas en ceuvre de nouvelles idées : ils reposent sur les résultats de (2.4.1) et (2.4.2)
et Pétude de 'opération qui, & une composante M* d’'un R-module gradué cohérent M,

associe le R%-module lim M, Il en va de méme pour les résultats de (2.5), qui découlent
¥

facilement de la cohérence des termes initiaux des deux suites spectrales : signalons
seulement que c’est le seul endroit, dans cet article aussi bien que dans [10], oi 'on
utilise de maniére essentielle la commutation des faisceaux W, Q% aux changements de
bases parfaites S — Spec(k).

4. Voici maintenant un bref apercu du contenu des divers chapitres.

Le chapitre I sert de base a tout I’article. Il est logiquement indépendant de [10].
Les résultats les plus importants sont, d’une part, les théorémes de structure des R-modules
gradués profinis (I (2.9) et (2.15)), d’olt résulte le théoréme de dévissage (I (2.19)),
d’autre part, la caractérisation (I (3.8)) des R-modules gradués cohérents. Les variantes
développées au n° 4 ne jouent qu’un réle épisodique dans la suite de ’article, en II (3.6)
et ITI (6.4). En revanche, les notions de « domino » et de « croix » de I (2.16) (2.18)
fournissent un formalisme commode pour la comparaison, au chapitre IV, des termes
initiaux des deux suites spectrales.

Le chapitre IT est consacré a I’étude de la suite spectrale (1.4). On y établit les
résultats annoncés en (2.4.1). Les deux théorémes principaux sont le théoréme de
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cohérence du terme E,; (II (2.2)), que I'on démontre par la méthode indiquée ci-dessus,
et le théoréme de survie du cceur (II (3.4)). Pour ce dernier, on utilise les complexes
de de Rham-~Witt modifiés introduits par Nygaard [16], [17]. Une démonstration diffé-
rente du méme théoréme est donnée au chapitre IV, comme application des théorémes
de structure des Hi(ZWQ'), HI(BWQY).

Au chapitre I1I, on décrit d’abord les opérateurs F/, V' sur ZW.QY, #'W.Q°
indiqués en (2.2) d), et 'on établit Pisomorphisme de Cartier (2.1.1). Puis, par une
méthode calquée sur celle utilisée dans [10] pour prouver la dégénérescence en E,
modulo torsion de la premiére suite spectrale, on démontre la dégénérescence en E,
modulo torsion de la suite spectrale conjuguée. Bien qu’il s’agisse d’une conséquence
de la cohérence de E,, démontrée plus loin dans le chapitre, nous avons tenu & donner
cette démonstration indépendante, plus élémentaire, qui ne fait pas appel aux résultats
du chapitre I. Le reste du chapitre est consacré au théoréme de cohérence de E, (III
(5.2)), qui nécessite des préliminaires un peu techniques, aux no¥ 3 et 4, pour construire
un substitut & la suite exacte (3.4), et au théoréme de survie du cceur (III (6.3)), qui
se démontre comme son analogue du chapitre II.

Au chapitre IV, on recueille les fruits du travail précédent. On y démontre les
résultats indiqués en (2.2) &), ¢), (2.3), (2.4.3) et (2.5). Les plus importants sont IV
(2.10), qui compare & J’aide d’une croix les termes initiaux des deux suites spec-
trales, IV (3.3), qui donne la structure du groupe pro-algébrique associé a la coho-
mologie logarithmique, et IV (4.5), énoncant I’existence des décompositions de Hodge-
Witt de HY(X/W) quand les H{(WCQ) sont de type fini sur W pour i +j = n.

5. Nous ne donnons pas, dans ce travail, d’applications géométriques. Signalons
cependant que les résultats de cet article, et plus particuliérement la notion de R-module
gradué cohérent, jouent un role essentiel dans des travaux récents de R. Crew et T. Eke-
dahl : dans sa thése (Slope characteristics in crystalline cohomology, Princeton University,
1981, & paraitre), Crew établit une formule calculant (X, @) (= Z(— 1)i4%) (pour X
propre et lisse sur k) 4 ’aide de nombres liés aux pentes de la cohomologie cristalline
et des dimensions TY des groupes formels lisses unipotents définis par le terme initial
de la premiére suite spectrale (cf. (2.4.1) 8)); les travaux d’Ekedahl [7] (voir [10 ter]
pour un apergu des principaux résultats) comprennent notamment une formule de
dualité et une formule de Kiinneth pour les H((WQ), ainsi que des raffinements concer-
nant les inégalités de Katz-Mazur-Ogus [2, § 8] entre polygones de Newton et de Hodge.
Ces travaux ont entre autres des applications aux variétés unirationnelles et aux variétés
abéliennes. En outre, le formalisme développé par Ekedahl pour les « complexes cohé-
rents » (cf. I (3.10.1) et [10 ter]) enrichit considérablement la théorie présentée ici.

Nous remercions vivement, pour des discussions stimulantes, P. Berthelot, S. Bloch,
O. Gabber, N. Katz, W. Lang, N. Nygaard, A. Ogus, et surtout T. Ekedahl, dont les
travaux récents dans le prolongement de cet article nous ont procuré le plus précieux
des encouragements,
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NOTATIONS ET CONVENTIONS

Dans tout cet article, on fixe un nombre premier p et un corps parfait k£ de carac-
téristique p. On note :

W(%) (ou W) P'anneau des vecteurs de Witt sur Z;

W, (k) (ou W,) = W(R)/p"W(k) DI’anneau des vecteurs de Witt de longueur n;

o I'automorphisme de Frobenius de W(&) et W,(k);

W,[[V]] (resp. W, [[V]]) I'anneau de séries formelles en V a coefficients dans W
(resp. W,) avec relations aV = Va°, aeW (resp. W,);

R(k) (ou R) I’algébre de Cartier-Dieudonné-Raynaud sur 2 (I (1.1.1));

W,[F, V] = R°® lalgé¢bre de Cartier-Dieudonné sur & (I (1.1.1)).

Si M est un R-module gradué, on pose :
Fi'M := V*M + 4dV*M (I (1.3.1));
M, := MJFiI*"M.

Si X est un k-schéma, on note :

Q5 le complexe de de Rham de X sur %;

W, Q% le complexe de de Rham-Witt de X de cran n [10, I (1.12)];

W. Q5 le systéme projectif (ou parfois le pro-objet) formé par les W, Qy et les fleches
de restriction W, ,Qy - W,Q%, notées R (ou =);

WQ; = EREW”QQ{, le complexe de de Rham-Witt de X.

On omet l'indice X quand il n’en peut résulter de confusion.
Si u est un endomorphisme d’un groupe abélien G, on pose :

G: = Keru.

U

Si M est un complexe (d’une catégorie abélienne), on note M, M>¥ M4
les tronqués naifs de M, et M, £, M, 4, 3yM les tronqués canoniques de M :
MSti= (... > M1 > M —»0), M®':= (0 > M > M+t - );

MEH:= (0 > M* > ... > M —0);
teMi= (... > M 5 Z'M > o), t,,M:= (0 > MBM - M'*! - . .))

(ot Z'M = Kerd, B'M = Im d);

tayM:= (0 > M*B°M - M**! » ... > 7'M —>o0) (a<b).

Si A est un anneau, lorsqu’on parle d’'un A-module sans préciser, il est sous-
entendu qu’il s’agit d’un A-module & gauche.
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Une suite de composition d’un objet M d’une catégorie abélienne C est une
filtration finie de M par des objets de G, M = F'MD ... DF*MDF**'M = o; les
quotients successifs (ou quotients) sont par définition les objets griM = F'M/Fi+!M.

Si L est un faisceau, la notation x € L. signifie que x est une section locale de L.

Si E est un complexe de faisceaux abéliens sur un espace X, on écrit parfois RI'(E),
HY(E), pour RI'(X, E), H((X, E), quand il n’en peut résulter de confusion.

L’écriture a:= b signifie que a est défini par b.
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I. — R-MODULES GRADUES

o. Rappels de topologie générale

Nous consignons ici quelques résultats de topologie générale dont nous aurons
fréquemment a nous servir.

(0.1) Soit G un groupe commutatif muni de deux topologies T; et T, compa-
tibles avec sa structure de groupe, T; étant plus fine que T,. On suppose que G est
séparé et complet pour T, et qu’il existe un systéme fondamental de voisinages de o
pour T, qui sont fermés pour T,. Alors G est séparé et complet pour T, (Bourbaki,
Top. gén., chap. 3, § 3, n° 5, Prop. g, cor. 2).

(0.2) Soit A un anneau. Un A-module M, muni d’une topologie A-linéaire T,
est dit T-profint si M est séparé et complet pour T et si, pour tout sous-module ouvert N
de M, le A-module M/N est de longueur finie [6, p. 560]. Si T est définie par une
filtration Fil°M = MDFIl! MD...DFil"MD> ..., M est T-profini si, pour tout n,
M/Fil" M est de longueur finie, et M = lim M/Fil* M. Toute « petite » limite pro-
jective de A-modules profinis (par exemple, de longueur finie, discrets) est un A-module
profini (pour la topologie limite projective).

(0.3) Si M est T-profini, tout soussmodule fermé M’ est profini pour la topologie
induite par T sur M’; le quotient M/M’ est profini pour la topologie quotient (loc. cit.).

(0.4) Soit M un A-module, muni de deux topologies A-linéaires T, et T,, T,
étant plus fine que T,. Si M est T-profini et T, est séparée, alors T; = T, [6, p. 561].

(0.5) Soit M; un A-module Ti-profini (i = 1,2). Toute application linéaire
continue u: M; - M, est d’image fermée; de plus, ’application u : M,/Keru —Imu
induite par z est un homéomorphisme de M, /Ker #, muni de la topologie quotient de T,
sur Im # muni de la topologie induite par T,. La catégorie des A-modules profinis et
applications linéaires continues est une catégorie abélienne (loc. cit.).
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I. Généralités sur les R-modules gradués

(x.1) L’algébre R.— On appelle algébre de Cartier-Dieudonné-Raynaud (1) sur k, et
Pon note

(r.1.1) R(%)

(ou R) la W-algebre graduée engendrée par des générateurs F, V en degré o et d en
degré 1, soumis aux relations suivantes :

(r.r.2.1) Fa=4a°F, aV=Va® (aeW), FV=VF=p,
(r.1.2.2) ad=da (aeW), d*=o0, FdV=d.

On a donc
(r.1.3) R =R°®R},

ott RO est I’algébre de Cartier-Dieudonné sur £ (non complétée), et R! un R%bimodule,
engendré par 4 comme bimodule. Tout élément de R s’écrit de maniére unique

(xr.1.4) Za_ V'+ay+ X aF (4eW, g = 0 pour presque tout 7).
n>0 n>0

Tout élément de R! s’écrit de maniére unique

(x.x.5) 2 a_,dV" + ayd + X a,F'd (g€ W, g, = o pour presque tout z).
n>0 n>0

Cette écriture montre que la multiplication & gauche par F dans R! est un automor-
phisme ¢-linéaire du W-module R'. Si I’on note F~* ’opérateur inverse, la multiplication
3 gauche par V dans R! est pF~ 1.

Observons en passant qu’a la différence de R% R n’est ncethérien ni 4 droite ni
a gauche. En effet, si, pour neZ, R} _, désigne ’ensemble des éléments de R' qui
s'écrivent X a,F™d (ot F"d =dV~™ si m <o), RL_, est un idéal & gauche de R,

mz=—n
etlasuite ... CRL CRY ., C... n’est passtationnaire, donc R n’est pas ncethérien
A gauche ; un raisonnement analogue montre que R n’est pas nacthérien 2 droite.

(x.2) R-enveloppe. — Un R%module n’est autre qu’'un W-module muni d’opé-
rateurs F et V vérifiant (1.1.2.1). Un R-module gradué M s’interpréte comme un
complexe de W-modules dont les composantes M sont des R%modules et la différentielle
d: M - M+t vérifie FdV = d.

Tout R%module L définit, par extension des scalaires, un R-module gradué,
concentré en degrés zéro et un,

(1.2.0) R(L):= RO L =L R!®, L),

(1) Cette terminologie est proposée par le premier auteur, qui a introduit 'anneau R pour interpréter plus
commodément certaines constructions dues au second.
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qu’on appelle R-enveloppe de L. Le foncteur R-enveloppe est adjoint 4 gauche du fonc-
teur M > M? :si L est un R%module et M un R-module gradué, on a canoniquement

Homg(R(L), M) 5 Homg,(L, M%;
en d’autres termes, si N est un R%-module, pour toute application W-linéaire d:L — N

telle que FdV =d, il existe une unique application RC-linéaire de R(L)! dans N
rendant commutatif le diagramme

L — R(L)!
™
N

On posera parfois, pour abréger,
(r.2.0.1) R'®p L =:L.

Proposition (x.2.1). — Soit L un RO°-module.

a) Lopérateur F sur L est bijectif.
b) Les applications W-linéaires

i,: L L, i(x)=F'd®x,
vérifient 4,V = i, et induisent un isomorphisme W-linéaire

(r.2.1.x) lim o™L — L.
v

La différenticlle d: L. — L s’identifie par cet isomorphisme & I'application canonique L — lim o™ L.
v
Les endomorphismes F et V de lim 6™ L induits par les endomorphismes ¥ et 'V du systéme inductsf
v

s’écrivent, avec Didentification (1.2.1.1),
(r.2.1.2) F=pF, V=F"1

L’assertion a) résulte de ce que la multiplication 4 gauche par F dans R! est un
automorphisme de R%module a droite. La relation ¢,V =3, est triviale. Notons u
Papplication (1.2.1.1) induite par les applications 3,. Vu D’écriture (1.1.5), il est clair
que u est surjective. Notons j,:6¢"L - L' = Ev_rr;c"'L I’application canonique. Par

définition, Popérateur V sur L’ est bijectif, nous désignerons son inverse par F : on a
donc Fj, =j,,,- Silon note V Popérateur pF—! (= pV) sur L', F et V munissent L’
d’une structure de R%module, et 'on a Fj,V = j,. Par la propriété universelle de R(L),
il existe donc un unique homomorphisme RO-linéaire 2:L — L’ tel que »d = j,.
Il suffit de vérifier que su =Id. Or

vuf,x = o(F*d® x) = Fro(d® x) = F'jox = j,x,
donc u est un isomorphisme. Les autres assertions de b) sont claires.
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On peut résumer (1.2.1) en disant que L est déduit de L en rendant V inversible par
limite inductive. On notera F, V les prolongements naturels de F, V 4 L, qui vérifient
donc Fd = dF, Vd = dV; les opérateurs F, V sur L se déduisent de V par les formules
F=V! ((1.2.1.2)), V=pV.

Corollaire (x.2.2). — Sous les hypothéses de (1.2.1), soit T le sous-module de V-torsion
de L. On a T=Kerd:L —R(L)! (donc en particulier R(T)* = o), et Papplication
canoniqgue R(L)® — R(L/T)* est bijective.

Corollaire (x.2.3). — Le foncteur R-enveloppe L+> R(L) est exact, donc R est un
RO-module & droite plat.

(x.3) Filtration standard. — Soit M un R-module gradué. Pour tout entier
n> 0, on pose
(x.3.1) FiI"M := V"M + dV*M.

Les FilI"M forment une famille décroissante de sous-complexes de W-modules de M
telle que

F(Fil* M) CFil'~' M,  V(Fil* M) CFil*+* M,

dite filtration standard, ou V + dV, de M. Nous dirons que M est (V + dV)-complet,
(ou, simplement, complet) si chaque composante M' est séparée et compléte pour la
topologie, dite topologie standard, définie par les Fil* M' = V*"M* 4 dV"M'~%, Pour M
concentré en un seul degré, nous dirons parfois V-complet pour complet, ce qui signifie
donc séparé et complet pour la topologie V-adique.

Nous définirons le complété M~ du R-module gradué M comme le R-module gradué
dont la i-€me composante est le séparé complété de M pour la topologie précédente, i.e.

(1.3.2) (M")* = lim M¥/Fil* M’

(pour M a degrés bornés, cas auquel nous nous intéresserons surtout dans la suite, on a
M™ = lim M/Fil* M).
R

Exemple (x.3.3) : complété de R. — Considérons R comme R-module & gauche.
On a donc

FiI*R = V"R°® (dV"R® + V"RY).
Posons R, = R/Fil"R. Les écritures (1.1.4) et (1.1.5) montrent que

RI=W, V" 1OoW, V2@ ... 0W,® (EPOW,,.F‘),

Rl=W,.dV* 1@ W,.dV'%®... @wﬂ.d@(@ W,.Fid);
i>0
la projection R;,, —R! est l'application évidente sur chaque terme de la somme.
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Il s’ensuit que R™° (resp. R™") est Pensemble des séries formelles a coefficients dans W :
Za V'+a+ X aF"
n>0 n>0

(resp. Za ,dV'+ ad+ X qFd),
n>0 n>0

ol g, tend vers o pour la topologie p-adique quand n tend vers + co. Le R-module (2
gauche) R™ est de fagon naturelle une R-algebre graduée. Sa composante de degré
zéro, complétée V-adique de l’algébre de Cartier-Dieudonné R, peut s’interpréter
comme ’anneau des endomorphismes du groupe formel W™ des vecteurs de Witt sur Z.
Il serait intéressant d’avoir une interprétation analogue de R”.

Tout R-module gradué complet est de fagon naturelle un R”-module gradué.
En particulier, tout R%module complet (pour la topologie V-adique) est de fagon
naturelle un R°"-module, donc a fortiori un module sur l’anneau de séries for-
melles W [[V]] avec relations aV = V4® pour aeW.

(r.4) Cycles et bords. — Soit M un R-module gradué. Pour tout ¢, notons
Z'=7'M = Kerd: M' > M'*! le sous-W-module des cycles de degré i, et
B' = B'M = dM‘~! le sous-W-module des bords de degré i.

Le W-module Z' est stable par F (car dF = pFd), mais non en général par V.
Pour tout entier r> o, posons

(x.4.1) V-'Zi={x e M| V'x e Z'}.

L’identité FdV == d entraine qu’on a des inclusions
VorZiCVTTHIZIC . CVZE = 7K,

Les V~"Z' sont des sous-W-modules de Z', stables par F. Le W-module

(x.4.2) V-*Zii= NV 'Z={xeZ|VxeZ Vr>o}

r=0

est le plus grand sous-R%-module de M* contenu dans Z', et M/V~ = Z est sans V-torsion.

Le W-module B est stable par V (car Vd = pdV), mais non en général par F.
L’identité FdV = d montre que les F*B, pour s entier > o, forment une suite crois-
sante de sous<W-modules de M’. Ceux-ci sont stables par V, et

(x-4-3) F*B':= U F*B

820

est le plus petit sous-R%module de M contenant B'. La multiplication par F dans F* B
est surjective.
On a des inclusions

(1.4.4) BC...CFBC...CF°BCV ®ZC...CV'ZC...CZ,
La différentielle d: M*~! —M*‘ admet une factorisation canonique
(145) M€~1_)Mi—-llv—uozi——l_‘i)FooBi_)Mi.
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A son tour, la fleche médiane de (1.4.5) se factorise canoniquement en

(x.4.6) M- y-=Zi-1 N R(Mi—lfv-noz'.'-1)1
\ 1“
FaoBi

ot la ligne horizontale est la R-enveloppe du R’module M~}V-*Z~1 et
u(F*'d®x) = F"dx. D’aprés (1.2.1) b), u est donc surjectif. D’autre part, comme
MYV~ =Z~! est sans V-torsion, d est injectif ((1.2.2)).

Nous noterons parfois

(1.4.7) fiomy

le W-module V-*Z{F*B’. C’est un R’module, quotient d’un sous-W-module de
H'M = Z/B', ou les opérateurs F et V sont induits par ceux de M-,
Enfin, outre les R-modules gradués tronqués naifs

. PR S i 4 oo d
MS' = (... >M"*>M -0), M= (0o->M->M"'s_ ),
nous aurons a considérer les R-modules gradués suivants

(x.4.8) Mi= (... SM-15V-=7Z ),

7

EM:= (0 >MFB 5 M+ 5 ),

le « tilda » étant destiné a distinguer des tronqués canoniques habituels
teM=(...5M"1527-1 ),
M= (0 > MBS M+ 5 ),

qui sont seulement des complexes de W-modules.

(1.5) Inversion de F par limite projective. — Soit M un R%module. Consi-
dérons le W-module
M := lim M —lmM< o'M« ... < M« ...).

Les opérateurs F, V sur M définissent par fonctorialité des opérateurs F, V sur M, qui
munissent M d’une structure de R°module; Iopérateur F est bijectif. L’application
canonique

(r.5.1) q:LiFEM»M,

définie par les F*:¢™M — M, est un homomorphisme de R’%modules, dont I'image,
notée

(I -5 2) MF—u (Oll Mu)’
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est le plus grand sous-R%module F-divisible de M; rappelons que, lorsque M est de
type fini sur W, M se décompose canoniquement, comme R%module, en

(153) M=M55®Mnil,

avec F bijectif sur M,, et topologiquement nilpotent sur M, (cf. par exemple Fontaine
[8, III (1.7)]). L’inclusion M,, <> M induit un isomorphisme

(r.5-4) l‘iFEM“zE;_nM.

Si L est un R%module et d:L —-M une application W-linéaire telle que
FdV = d, d se factorise de maniére unique en d:L —limM telle que FdV =4 et

gd = d, donnée par F
‘_Ix = (dvnx)nZO'

Cette propriété universelle est « duale » de celle vérifiée par la R-enveloppe

limM =R'®p M (1.2.1). On voit facilement, d’ailleurs, que lim M s’identifie
v F
canoniquement & Homg,(R!, M), pour la structure de R%module donnée par V = F~*
et F=pF.

Soient maintenant M un R-module gradué et ¢ eZ. La propriété universelle

précédente montre que la factorisation (1.4.6) de d: M'~* - M’ se raffine en le
diagramme commutatif

m M=t —>s lim M—YV-°Z~! 25 lim F*B' ¢ lim Mi, -~ lim M’
~ ~ ¥ N 5

(x.5.5) i i ® q e g

M1 Mi—llv—oozi—l F°B ¢ N M';, C > M’
ot le composé horizontal inférieur est d, et kb vérifie
(x.5.6) FAV = 4,
F, V désignant les prolongements canoniques 2 lim M*~*/V~=Z'~* des opérateurs F, V
v

sur M=} V~—2Z~1 (1.2.1), Les deux fleches ¢ de buts F*B' et Mj, sont surjectives,
ainsi que gh.
On peut interpréter lim F*B' comme le complété de ’enveloppe lim M—Y/V—=Zi~!
“F ~

pour une topologie convenable. Plus précisément, changeant de notations, désignons
le carré (») de (1.5.5) par

N
lq
N

Y, N
(r.5:7)

d
—>

g <
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et notons K le W-module défini par la suite exacte
(x.5.8) 0o>K>M3N o

Compte tenu de (1.5.6), cette suite est RO-linéaire si I'on fait opérer F et V sur M
par V-1 et pV. En particulier, on 2 V"'KCK. Les isomorphismes

Vi: M/V*" K3 M/K =N
définissent un isomorphisme
(1.5.9) Lllrl_M/V_"K+LiF‘EN=§,

ou, dans le terme de gauche, la limite est prise suivant les projections canoniques. Cet
isomorphisme fait de 2: M — N P’application canonique de M dans son séparé complété
pour la topologie des V™"K, que nous noterons parfois M” (on prendra garde que M"
dépend de K). Nous identifierons dans la suite N & M” au moyen de (1.5.9).

Les applications surjectives M/V~"K — M/K = N fournissent une suite exacte

(x.5.10) 0>K" >M" >N o

prolongeant (1.5.8), ot K™ est le séparé complété de K pour la topologie des V"K,
adhérence de K dans M”. La suite (1.5.10) est R’linéaire, F et V opérant sur M"
par F et V, prolongements par continuité de V= et pV.

Exemple (x.5.11). — Considérons le R-module gradué¢ 4:M — N, concentré
en degrés o et 1, défini par :

M = &[[V]],
N =k [[dV]] = 1T kdV";

sur M, V opére par multiplication a4 gauche, et F =o0; sur N, V =0, et F opére
par Fd=o0, FdV"=dV"~! (n>o0); d est lisomorphisme tel que d(V") =dV"
(voir (2.14) pour une généralisation de cette construction).
Le W-module M, déduit de M en rendant V inversible par limite inductive, est
M=ol i,

n>0 nz0

ensemble des séries Ez a V", avec g, =0 pour n > — . L’application j: M —M
8e .

est Pinclusion évidente, V est Pautomorphisme de M défini par la multiplication a

gauche par V.
Le W-module N, déduit de N en rendant F inversible par limite projective, est

N = Il 2F"d® I1 kdV".

—  a>0 n20
L’application ¢:N — N est la projection évidente, F est ’automorphisme de N défini

A

par la multiplication & gauche par F.
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Le prolongement d: M - N de 4: M — N a pour noyau

K=O@krwn
n>0

ensemble des polynémes 2 4,V™" (« parties polaires en V »). Le complété
M~ = im M/V-"K est "
M~ =Tl kv I kVY,

7n>0 n=0
ensemble des séries formelles 2 4,V" (sans condition sur les 4,), I'isomorphisme cano-
nEZ
nique M~ > N (1.5.9) envoie V" sur dV" pour n3> o et F*d pour n < o. Enfin, on a

K~ = I kV-*,
n>0

ensemble des séries X a, V™"
n>0

Nous verrons plus loin (IV (2.17)) que, si X est une surface K3 supersingulicre,
le W-module H:(X, ZWQ?!) :=lim H*(X, ZW, Q%) est isomorphe au module M~ =N
ci-dessus.

1.6. L’anneau R’

Notons
(r.6.1) R’(k) (ou R’)

la W-algébre graduée engendrée par des générateurs F’, V' en degré o et d en degré 1,
soumis aux relations

(1.6.2) Fa=daF, oaV'=Vad (@aeW), FV =VF =p
ad =da (@aeW), d*=o, V'dF =d.

Un R’-module (2 gauche) gradué n’est autre qu’un complexe de W-modules dont les
composantes sont des R%-modules (4 gauche) (F, V opérant par I’, V') et la différentielle d
vérifie V'dF’ = d. Par changement de o en o™/, les constructions précédentes, relatives
aux R-modules gradués, se transposent trivialement aux R’-modules gradués. Nous
laissons au lecteur le soin d’effectuer cette traduction, qui nous servira surtout au
chapitre III.

2, R-modules gradués profinis
A) Définitions

Définition (2.x). — On dit qgu’un R-module gradué M est (V + dV)-profini si M est,
en chaque degré, profini pour la topologie standard ((0.2) (1.3)), i.e. si M est complet (1.3)
el si, pour tout entier n et tout i, le W-module M[Fil" M' est de longueur finie. On dit qu’un
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RO%-module M est V-fini si M, considéré comme R-module gradué concentré en degré o, est
(V + dV)-profins.

L’¢épithéte « profini », appliquée 2 un R-module gradué, sera, sauf mention du
contraire, synonyme de « (V + dV)-profini » (resp. « V-fini », dans le cas d’'un R-module
gradué concentré en un seul degré).

(2.x.1) Soit M un R-module gradué profini. Si M’ est un sous-R-module gradué
fermé, M’ est profini pour la topologie 1" induite par la topologie standard de M, mais
on prendra garde que T’, qui est moins fine que la topologie standard de M’, peut en
étre distincte (cf. (2.9)); d’aprés (0.4), T’ coincide avec la topologie standard si et
seulement si M’ est (V + dV)-profini. Si M’ est un R-module gradué quotient de M,
la topologie quotient T”' est la topologie standard, et M" est (V 4 dV)-profini si et
seulement si M’ est séparé (i.e. Ker(M — M") fermé).

(2.x.2) Tout morphisme #:M —N de R-modules gradués est continu pour
les topologies standard, car u(Fil" M) CFil*N pour tout n. Si M et N sont profinis,
u est d’image fermée (0.5), donc (2.1.1) Coker u est (V + dV)-profini; de plus, I'appli-
cation de Coim # sur Im u déduite de u est un homéomorphisme (0.5), en particulier
la topologie induite sur Im # par la topologie standard de N est la topologie standard
de Im u; en revanche Ker u n’est pas en général (V + dV)-profini (prendre par exemple
pour u la projection naturelle U; U7, cf. (2.14)).

B) RO%modules profinis

(2.2) Soit M un R%module complet (pour la topologie V-adique). Pour que M
soit profini, il faut et il suffit que le k-espace vectoriel M/VM soit de dimension finie.
Si M est profini, M est alors de type fini sur I'anneau W_[[V]] (M est engendré par
toute famille relevant une base de M/VM).

Proposition (2.3). — a) Soit M un RO-module profini. Le sous-R°-module T formé des
éléments de V-torsion est de longueur finie et annulé par une puissance de V.
b) Soient M un RO%-module profini, M’ un sous-RO-module de M, et M"' = M/M'. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M’ est fermé dans M pour la topologie V-adique;
(i) M’ est V-complet;
(iii) M’ est profini;
(iv) M" est V-adiquement séparé;
(v) M est profini.

St elles sont satisfaites, la topologie V-adique de M induit la topologie V-adique de M'.
c) Soit 0 >M' M —>M" -0 une suite exacte de RO-modules. Si M’ et M" sont
profinis, il en est de méme de M.
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L’anneau A = W_[[V]] étant noethérien (Bourbaki, Alg. com., III, § 2, n° g,
cor. 2, prop. 11 et n° 10, cor. I, th. 2, exerc. 10), T est un A-module de type fini, donc
annulé par V" pour n assez grand, donc aussi par p", et par suite T est de type fini sur
(W) [[VII/(V"), donc de longueur finie. Prouvons b). On a trivialement (iii) = (ii),
et il est clair qu'on a (i) < (iv) <> (v). Si M’ est V-complet, on peut considérer M’
comme un sous-A-module de M, et le A-module M", étant de type fini, est V-complet
(cf. par exemple [3, III (2.3)]), ce qui prouve (ii) = (iv). Supposons M’ profini.
Ecrivons la suite exacte des Tor®(R%V*R? —) relative 4 0 > M’ - M - M" -0 :

(%), WM > M [V*M' - M/V'"M - M"[V*M"” — o.

Elle montre, compte tenu de a), que M'/V"M’ est de longueur finie. Pour n variable,
les suites (x), forment un systéme projectif, ou la fleche de transition M’ — . M”’
est la multiplication par V. D’aprés a), le systéme projectif (yaM’’) est donc essentiel-
lement nul. Il en résulte que la limite projective des suites (#), est exacte, et par suite
que M’ est V-complet, donc profini, ce qui prouve (v) = (iii}) et établit ’équivalence
des conditions (i) & (v). La deuxi¢me assertion de b) en résulte, compte tenu de (2.1.1).
La vérification de c) est immédiate & 'aide des suites exactes (x),.

Corollaire (2.3.1). — La sous-catégorie pleine de la catégorie des RO-modules formée des
RO-modules profinis (2.1) est épaisse (i.e. stable par noyaux, conoyaux et extensions).

Définition (2.4). — Soit M un R%module. Orn dit que M est de Cartier (resp. de Cartier
unipotent) si M est profini et sans V-torsion (resp. profini, sans V-torsion, et annulé par une puss-
sance de p (ou, ce qui revient au méme, de F) ).

Cette terminologie est suggérée par le fait que M est un R%module de Cartier si et
seulement si M est isomorphe, dans la théorie de Cartier, au module des courbes typiques
d’un groupe formel lisse connexe G de dimension finie, et que M est de Cartier unipotentsi
et seulement si G est unipotent. D’autre part, si M est de Cartier et correspond au groupe
formel G, M est libre de type fini sur W (i.e. sans p-torsion, ou, ce qui revient au méme,
sans F-torsion) si et seulement si G est p-divisible. Rappelons enfin que si G est un groupe
formel lisse connexe unipotent de dimension finie, G admet une filtration finie dont les
quotients sont isomorphes au groupe formel additif G, , et que le module de Cartier
(t.e. des courbes typiques) de G, est 2,[[V]], avec F = 0. On déduit donc de (2.3) :

Proposition (2.5). — a) 8¢ M est un RO%-module profini, et T le sous-module de V-torsion
de M, M|T est un ROmodule de Cartier.

b) St M est un ROmodule de Cartier, le sous-R%module M’ de F-torsion est un module
de Cartier unipotent, e¢ M[M' est un W-module libre de type fini.

c) Tout RO-module de Cartier unipotent posséde une filtration finie (par des sous-R°-modules
de Cartier) dont les quotients sont isomorphes & k,J[V]], avec F = o.

d) 8t M est un RO-module de Cartier, M est de type fint sur W si et seulement si M est libre
de type fini sur W.

99



100 LUC ILLUSIE ET MICHEL RAYNAUD

Corollaire (2.6). — Tout R%module profini posséde une suite de composition, dont les
quotients sont des RO-modules profinis de Uun des types susvants :
a) de longueur finie;
b) libre de type fini sur W
c) isomorphe @ (kJJ[V]], F = o).

On a d’autre part un dévissage « dual » de (2.5) b) :

Proposition (2.7). — Tout RO-module V-fini M s’écrit de maniére unique comme extension
d’un module de Cartier unipotent U par un R°module D de type fini sur W :
o—->D->M-—>U —o.

Le RO%module D est le plus grand sous-RO%module de M qui soit de type fini sur W.

Nous appellerons D (resp. U) ceur (resp. quotient unipotent) de M.

Prouvons d’abord la derniére assertion, qui entraine P'unicité, Il suffit de montrer
que, si G est un R%module de type fini sur W, avec V topologiquement nilpotent, N un
R%module de Cartier unipotent, et f: G - N une application R linéaire, alors f = o.
Soit n un entier tel que p"N = 0. Comme V est topologiquement nilpotent sur G,
il existe m tel que V"CCp"C. On a alors

VA(C) = AAV"C) Cp"N = o,

donc f(C) = o puisque V est injectif sur N. Prouvons maintenant P’existence. Quitte
A diviser d’abord M par son sous-module de V-torsion, qui est de longueur finie (2.3) a),
on peut supposer M de Cartier. Soit alors n un entier tel que $” annule le sous-module
de p-torsion de M. Le sous-module D de M, image inverse de la V-torsion de M/p"M,
est sans p-torsion (car "M Dest et que V est injectif sur M), donc est libre de type fini
sur W. Le R%module U = M/D, quotient du R%module V-fini et de p-torsion M/p"M
par son sous-module de V-torsion, est de Cartier unipotent.

Corollaire (2.7.1). — Soit M un R°%module de Cartier. Dans la croix formée par les suites
exactes de (2.5) b) et (2.7), les fleches composées obliques sont injectives, de conoyau de longueur
finie annulé par une puissance de V :

o

!

v
AN

o —> D — M — U — o
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En particulier, le W-module de type fini D est libre, comme on I’a vu au cours
de la démonstration de (2.7%).

Prouvons (2.7.1). Comme M’ et U sont de p-torsion, ¢ ® K est un isomorphisme
(K =. Fract(W)), donc Ker a et Coker a sont de longueur finie. Les noyaux, isomorphes,
de a et b sont donc annulés par une puissance de V, donc nuls, puisque V est injectif
sur M. Les conoyaux, isomorphes, de a et b sont V-finis et de longueur finie, donc annulés
par une puissance de V.

On observera que, si M est le module de Cartier d’un groupe formel lisse connexe G
de dimension finie, le sous-module de F-torsion (= de p-torsion) de M est le module
de Cartier du plus grand sous-groupe unipotent de G, tandis que le module D de (2.7)
s’interpréte comme le module de Gartier du plus grand sous-groupe p-divisible de G
(image de p" pour n assez grand).

Remarque (2.8). — On a bien entendu des résultats analogues 2 (2.3) et a ses
corollaires pour les R%modules & droite profinis. Avec les notations de (1.6), on peut
considérer un R%module & droite profini M comme un R’0-module & gauche séparé
ct complet pour la topologie F’-adique et tel que M/F’'M soit de dimension finie. La
catégorie des R%modules 4 droite profinis apparait donc comme anti-équivalente, par
le foncteur module de Dieudonné contravariant, a la catégorie des k-groupes formels
connexes de dimension finie (Demazure [5, III, § g] ou Fontaine [8, III]). Si M est
le module de Dieudonné de G, le dévissage (2.5) a) correspond 2 I’extension
0—>G,y>G —>G/Gy —>o.

Il est moins aisé d’interpréter en termes de groupes formels la catégorie des
RO-modules (4 gauche) profinis, la théorie de Cartier ne donnant a prieri qu’une équi-
valence entre groupes formels lisses connexes de dimension finie et R%-modules de
Cartier. On peut cependant étendre comme suit ce dictionnaire aux R%-modules profinis.
Notons

(2.8.1) A

la catégorie dont les objets sont les complexes concentrés en degrés — 1 et 0, G™! 3 G,
de k-groupes formels lisses connexes de dimension finie, tels que Ker 4 soit fini (z.e. fini
radiciel), les fléches de &, étant les classes d’homotopie de morphismes. Notons d’autre
part .4, la catégorie dont les objets sont les complexes, concentrés en degrés — 1 et o,
de R%modules de Cartier, tels que H™' = o, les fleches étant les classes d’homotopie
de morphismes. Le foncteur CT, module des courbes typiques, étant exact i gauche,
et s’annulant sur les groupes finis radiciels, induit, par la théorie de Cartier, une

équivalence -
CT: 4.5 #4,.

Par ailleurs, si M= (M~! > M’ eob,, H'M est d’aprés (2.3) b), un
R°-module profini, et 'on en déduit aisément une équivalence (cf. [20 (2.5.3)]) :

(2.8.2) H°CT: %, % Ro-modprof,
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out R%-modprof désigne la catégorie des R%modules profinis et %, la catégorie localisée
de ¥, obtenue en inversant les quasi-isomorphismes. La catégorie des k-groupes finis
radiciels (resp. formels lisses connexes) correspond par H™* (resp. H’) 2 la sous-catégorie
pleine de &, formée des G tels que H°G = o (resp. H™!'G = 0), donc est équivalente,
par (2.8.2), a la sous-catégorie pleine de R%-modprof formée des R%modules de longueur
finie (resp. de Cartier). Pour M = H°CT(G), G eob ¥, le dévissage (2.5) a) corres-
pond au dévissage
0> (G '>dG™Y) -G - H’G —»o,

le R%module T (resp. M/T) s’interprétant donc comme image par (2.8.2) du groupe
fini radiciel H'G (resp. formel lisse connexe H°G). Enfin, dans I’équivalence entre
groupes finis radiciels et R%modules de longueur finie, les groupes de type multiplicatif
(resp. unipotents) correspondent aux R%modules de longueur finie ot F est bijectif
(resp. nilpotent), et plus généralement, si G fini radiciel correspond au R%module M,
la décomposition G = G; X G,, avec G, multiplicatif et G, unipotent, correspond
a la décomposition M = M, ® M, ou M,, (resp. M) est le plus grand sous-
F-module de M ou F est bijectif (resp. nilpotent). Pour une extension de la construc-
tion (2.8.2) (pour les groupes finis radiciels) a des bases plus générales (anneaux locaux
complets), voir Oort [19].

C) Structure des R-modules gradués profinis

Théoréme (2.9). — Soit M un R-module gradué profini (2.1), & degrés bornés inférieure-
ment. Alors, avec les notations de (1.4), on a, pour tout i € Z, les propriélés suivantes :

(2.9.1) (i) F*B' = F*B* pour s assez grand et F* BB’ est de longueur finie.

(i) F°B' est annulé par une puissance de V et F est surjectif.

(iii) F2B est fermé dans M* (muni de la topologie standard (1.3)) et la topologie induite
coincide avec celle définie par les dV*"M'™1,

(iv) La topologie quotient de la topologie standard sur M'[F* B est la topologie V-adique,
et MI[F°B* est V-fini (2.1) (2.2).

(2.9.2) (1) V™ °Zi=V~"Z' pour r assez grand et Z|N="Z est de longueur finie.
(i) V™°Z est fermé dans M' (pour la topologie standard) et MV~=Z' est un
R%module de Cartier unipotent (2.4).

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (2.10). — a) Le foncteur associant & un R%-module L sa R-enveloppe complétée R (L)~
(1.2) (1.3.2) est exact a droite.

b) $i L est un R%module profini, de type fini sur W, on @ R(L)' = L®,Q, e
(R(L)Y" = o0, don¢c R(L)” =L.

c) Si L est un R%module de Cartier unipotent, annulé par F*, R(L)* est annulé par V*
et R(L)'= (R(L)HY".

102



LES SUITES SPECTRALES ASSOCIEES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 103

II résulte aussitot des définitions que le foncteur L > R(L)™ de la catégorie des
RO%modules gradués dans celle des R%modules gradués complets est adjoint & gauche
du foncteur oubli, donc est exact & droite. Soit L un R%module profini, posons
L’ = R(L). Supposons L de type fini sur W. Pour prouver la conclusion de b), on
peut, compte tenu de a) et (1.2.2), supposer L sans V-torsion (donc sans p-torsion
(2.5) d). Comme ) V"L = o, il existe n tel que V"LCpL (0.4), donc il existe un
endomorphisme ¢~ "-linéaire v de L tel que V" = po. Par suite, rendre V inversible
dans L équivaut a rendre p inversible, donc d’aprés (1.2.1) b), on a L' = L®,Q,.
Comme FilI"L’'DV"L’ = p"F~"L’ = p"L’ = L', on en conclut que L’” = o. Suppo-
sons maintenant L. de Cartier unipotent, annulé par ¥, donc par p". Par fonctorialité
de Ienveloppe, L’ est donc aussi annulé par p", donc par V" = p"F~". Pour m> n,
on a alors Fil"L’ (= dV™L 4+ V™L’) = dV"™L, de sorte que dL est un sous-groupe
ouvert de L', homéomorphe a L (d étant injectif car L est sans V-torsion (1.2.2)), donc
complet, et par suite L’ est complet, ce qui prouve c).

Démonstration de (2.9). — On procéde par récurrence croissante sur 7. Comme M
est & degrés bornés inférieurement, le théoréme est vrai pour ¢ € o. Notons (2.9.1);
(resp. (2.9.2);) les assertions (2.9.1) (resp. (2.9.2)) en degré :. Supposons démontré
(2.9.1);_,, montrons qu’on a alors (2.9.2);_; et (2.9.1);. Quitte & remplacer M par
son tronqué MS* (1.5), on peut supposer M nul en degré > i. D’autre part, comme
FeB~1CV~=Z~1 il réulte de (2.9.1);_, (iv) que, pour établir (2.9.2);_, (et
(2.9.1),), on peut remplacer M par son tronqué 't;,-_1M (1.5.2). Autrement dit, on
est ramené 4 démontrer (2.9) pour M concentré en degrés ¢ — 1 et 7, donc, quitte 2
faire une translation, on peut supposer M concentré en degrés o et 1. D’aprés
(2.9.1);_4 (iv), M° est alors V-fini. Nous poserons Z°(M) = Z, B'(M) = B."

Prouvons (2.9.2). Comme M’/ VM?" est un k-vectoriel de dimension finie, la suite
décroissante des images de V~'Z dans M’ VM’ est stationnaire pour r> 7,. Soit
r>1, et xeV "Z, Il existe alors »' e V-I+YZ et y e M® tels que x =" + Vy.
On a donc Vy =x—4x" eV~ 'Z, donc y e VU +UZ et par suite

V—1Z = V-7 L y(V-r+17)
(puisque V(V—r+1Z)CV~rZ). Itérant ce procédé avec r + 1, ...,7 +n — 1 au lieu
de 7, on trouve que, pour tout entier z3> 0, on a
V=12 = V-U+hzZ 4 yrv-r+nz),

donc V=rZC [} V-+NZ 4 vrMe.
Or, comme d est continu (pour les topologies standard) et M* séparé, Z est fermé pour

la topologie V-adique de M’ donc aussi V™*Z pour tout % (puisque V est continu pour
la topologie V-adique). On a donc

Vor+Nz = 1 VoUHNZ 4 VM,
nzo
d’ot V™'Z = V-lrHiZ,
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autrement dit la suite V~"Z est stationnaire pour r> r,, et V'°Z = V~"Z, Comme
V~®Z est stable par V, on en déduit que

ZNV M =V~°Z,

Par suite Z/V™°Z s’injecte dans M’/V"*M, donc est de longueur finie. On a vu plus
haut que V™ ®Z (= V™ "Z) est fermé dans M’ donc (2.3) b) MYV~"Z est un
R%module profini. Il reste 2 montrer que ce module est de Cartier unipotent. Tout
d’abord, comme le sous-module de V-torsion de M est contenu dans V™*Z, on peut
supposer M? sans V-torsion, i.e. de Cartier. D’aprés (2.7), il existe une suite exacte
de R%modules

0->E->M L o,

ol L est de Cartier unipotent et E libre de type fini sur W. Comme M? est complet,
la différentielle d:M°® - M! se factorise a travers ’enveloppe complétée (R(M?®)1)".
D’aprés (2.10) b), il en résulte, par fonctorialité des enveloppes, que 4 s’annule sur E.
Comme E est stable par V dans M° on a donc ECV~"Z. Ainsi, d: M® > M! se
factorise & travers L en d:L — M?! et la projection M® — L induit un isomorphisme
de Ro-modules M*/V-*Z 3 L/V~*Z, ot Z = Kerd. On peut donc remplacer M°
par L, i.e. supposer M® de Cartier unipotent, donc annulé par une puissance de F,
disons F*. Alors M%/V~°Z est annulé par F”, et comme M°/V~®Z est sans V-torsion
(1.4.2), on en conclut que M°/V~®Z est de Cartier unipotent, ce qui achéve la preuve
de (2.9.2).

Prouvons (2.9.1). Comme, d’aprés (2.9.2), M®/V™°Z est de Cartier unipotent,
annulé par F* (pour un entier z 3> o), la factorisation (1.4.6) (pour i = 1) montre,
compte tenu de (2.10) c), que F*B est annulé par V". Posons

=ImV": M! > M!, K =ZKerV": M! - M,
de sorte qu’on a une suite exacte de R°modules
(%) o*>K—>M1-—”>I—>0,

ol v est induit par V". Comme M! est limite projective des modules de longueur
finie M'/Fil™ M' et que lapplication V:M'—->M' est continue pour la topologie
standard, les V"M! sont des sous-W-modules fermés de M' (0.5). Comme la topo-
logie V-adique de M! est plus fine que la topologie standard, il en résulte, d’apres (0. 1),
que M! est séparé et complet pour la topologie V-adique. Comme ICMY T est séparé
pour la topologie V-adique, et comme I est quotient de MY, I est aussi complet pour
la topologie V-adique, donc I est V-complet (1.3). Par ailleurs, pour tout entier m > o,
on a

VP = VP +nM! = VA(Fil™ MY

(car VF*B) = o donc a fortiori V"(dV™M®) = 0). Donc V" envoie surjectivement
MY/Fil* M! sur I/V™I, donc I/V™I est de longueur finie. On a donc montré que le
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R%module I est V-fini. Soient T la V-torsion de I, K' = o (T)CM' (cf. (¥)), de
sorte qu'on a un diagramme de R%modules & lignes et colonnes exactes

o o

b

o —» K -—»>K — T —o0

Il

0o —->K — M —— I — o

b

' =—=1T
b
o o

Comme I est V-fini, T est de longueur finie et I’ est un module de Cartier (2.5) a).
Si T est annulé par V% K’ est donc annulé par V¥, ot n’ =n + a. Comme I’ est
sans V-torsion, on a, pour tout m> o, K' n V*M' = V"K', donc

K’ nFil"M! = dV™"M° 4 V™K'
(car K'DKDOF*B2>dV™M?, donc

K’ n Fil" M! = dV"M°
pour m> n’. La topologie induite sur K’ par la topologie standard de M! est donc
définie par les dV™M° Par ailleurs K'/K’' nFil®M' est un sous-W-module de
MY/Fil™ M, donc est de longueur finie. Donc, pour m> n’, K'/[dV"M? est de longueur
finie. Comme K’'DF*BDBDdJdV™M’ il en résulte déja que F*B = F'B pour s
assez grand et que F*B/B est de longueur finie, .. (2.9.1) (i). Les assertions de (ii)
ont déja été vues. De plus, K'/F*B est également de longueur finie, donc V-fini puisque
annulé par une puissance de V. Comme M!/K’ = I" est V-fini, il en résulte, par (2.3) c),
que M'/F®B est V-fini. La topologie standard de M" induit sur K’, donc sur F*B, la
topologie définie par les dV™M’. Comme dV™"M°CF~B, la topologie quotient sur
MYF>B de la topologie standard est donc la topologie V-adique, et MY/F*B étant
V-fini, en particulier séparé, F*B est fermé dans M'. Les assertions (iii) et (iv) sont
donc établies, ce qui achéve la démonstration de (2.9.1), donc de (2.9).

Remarques (2.1x). — (i) La démonstration précédente montre en fait que :

a) Sous les hypothéses de (2.9), si M/V~*Z} est annulé par F”, alors F*Bi+!
est annulé par V",

b) Si M est un R-module gradué concentré en degrés o et 1 tel que M° soit V-fini
et M' séparé et complet pour la topologie standard, les conclusions de (2.9.2) pour
¢ =0 sont encore valables.
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(i1) Sous les hypotheses de (2.9), on a, pour tout z,
V-°Zi nFil" M} = dV*"Mi~! - VYV~ = Z¥);
en particulier, le tronqué LM = (... >M"! > V~®°Z' >0) (1.5.2) est profini.

En effet, si x =dV"y + V"2, ye M=, 2e M) est tel que dV'x = o, alors
dV'*"z =0, donc dV'z=o0, ie. zeV~"Z; donc on a, pour tout r,

V=1Z¢ A Fil' MEC AV M~ 4+ VY(V=7Z5),

d’ott découle la conclusion, en prenant r assez grand pour que V~'Zi =V~ *Zi

Corollaire (2.12). — Soit M un R-module gradué profini a degrés bornés inférieurement,
et soit ¢ e€Z. Pour tout entier n> o, il existe m> o ftel que

Mi = V"M’ 4 (Ker F"d: M' > M'*1);

en d’autres termes, le sous-R’-module U0 (Ker F"d : M! — M**1Y) est dense dans M' pour

mz=
la topologie standard. De plus, les conditions suivanies sont équivalentes :

(i) la suite croissante (Ker F"d: M} — Mi+Y), _ est stationnaire;
(i) MYV—>Zi = o.
(Cet énoncé est inspiré par le « lemme de Nygaard » [16 (2.5)].)
Posons MY{V—®Z! = N'. Soit m assez grand pour que la suite F"B'** soit sta-

tionnaire pour m’ > m. Considérons (comme dans loc. ¢it.) le morphisme de suites
exactes

o — K, N 24 F*B —s o
o — K,,, — N —— 7 F*B —» o

Il montre que N'=K,, 4+ V*N' (m' = m + n), et comme

V-*Z'CKer F"d: M! > Mi+1
on en déduit que M* = V"M’ + (Ker F*d: M’ — M'*!). On a trivialement (ii) = (i),
et si la suite Ker F™d est stationnaire pour m’'> m, on voit, comme dans (loc. cit.)

que Ker F"d est stable par V, donc Ker F"d = Kerd = V™ *Z', et V™ *Z' est dense
dans M' donc égal a M’ puisque fermé dans M,

Corollaire (2.13). — Sous les hypothéses de (2.12), pour tout entier n> o, le W-module
Ker F": F°B' — F°B' est de longueur finie.
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Soit en effet r assez grand pour que V~—MZi-l = V-=Z-1 §i x =dV'y,
e M~} est tel quée F'x = o, alors y e V'V="Z=! donc VyeV-®Z"1CZY
donc x = o, autrement dit
dV'Mi~1 A (Ker F*: M - M) = o.

Donc Ker F*: F*B' > F®B' s’injecte dans F*B'/dV'M'~% qui est de longueur
finie d’aprés (2.9.1) (iii}, donc est de longueur finie.

D) Dominos

(2.14) Notons U la R-enveloppe du R°-module %,[[V]] :
(z.14.1) U = R(%,[[V]])-

On a donc U° = %, [[V]], et U}, obtenu en rendant V inversible, est I’ensemble des
séries

(2.14.2) ”Eza_nF d,

ol a_,=o0 pour n >0, e¢ F"d=dV™ pour m<o. Sur U, V=0 et F est
un automorphisme. Il est clair que U est complet pour la topologie standard (définie
par les dV"U°), ce qui est en accord avec (2.10) c), et on a évidemment U' = F*B.
Il est clair également que U! n’est pas profini, car U'/dU° ensemble des poly-
noémes Za_,F"d, n> o, n’est pas de longueur finie.

Pour i eZ, considérons le R-module gradué (cf. (1.3.3))

(2.14.3) U;:= R*/(R*F + R F~#+1d) = UJF~i+14U°
On voit tout de suite que U; est profini.

On a U? = U° et U! est ensemble des séries de la forme (2.14.2) telles que
a,=0 pour n<i (pour i< o, U} est Pensemble des séries

oF'd+ ... +aF'd+ T adV",

tandis que, pour i3> o, U} est I'ensemble des séries 3 ¢,dV"). Sur U;, V =o, et
nzt

lopérateur F envoie F~'d sur 0 et F~"d sur F~"*!d pour »> i. Le noyau de F sur U;

est donc le k-vectoriel de base F~*d. D’autre part la différentielle d: U? — U} envoie V"

sur 0 pour n<<t et sur dV" pour n> ¢ Donc
(2.14.4) siig<o, HU,=o0 et dim HU,=—i
siizo, dimHU,=i e HU =o.
Par exemple [10, III (7.2)], si X/t est une K3 supersinguliére d’invariant

d’Artin 6,, le R-module (HX (X, W) —in(X, WQ')) est isomorphe 2 U,. On a
une fléche surjective de R-modules gradués

(2.14.5) U; > U,
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qui est Iidentité en degré o et envoie F~"d sur F~"d pour n> ¢ 4 1. Son noyau est
le k-vectoriel, concentré en degré 1, de base F~*d, sur lequel F =V = o.
Les figures suivantes peuvent aider a retenir la définition de U; :

B s BV s L — pvitt Y ey Y pyiet Y

U‘. = d dJ

0 «—— EIV' <& Ravitt X

0 «— EF'd < BF"'d «—— ... «— kFd <— kd < RdV < .

On notera que, pour i+ j, U; et U; ne sont pas isomorphes, car, pour n> o,
on a
o sin<:

(2.14.6) (U)n = D kdV' (2 k%) sin>i.

1<r<n

Proposition (2.15). — Soit M un R-module gradué profini, concentré en degrés o et 1, tel
que V-°Z° = o et F°B' = M"'. Alors M posséde une suite de composition formée de R-modules
gradués profinis, dont les quotients successifs sont isomorphes @ U; (pour des i convenables).

Posons Z = Z° B = Bl Observons d’abord que, d’aprés (2.9), Z et M'/B sont
de longueur finie. Considérons la factorisation canonique de d:M°® > M?! a travers
Penveloppe M’ = R(M%! :

Me % M

b

M1

Comme V~®Z = o0, M?° est sans V-torsion (1.4.2), donc d:M® > M’ est injectif,
et 'on a
M = UOF"dM" = U V"M,

n= nz=0

ov, dans la seconde €égalité, M est considéré comme sous-R%-module de M’ muni des
opérateurs F, V de (1.2.1). Comme M'=F*B, u: M —M' est surjectif. Posons
Keru =K. On a donc KnM’=Z.

108



LES SUITES SPECTRALES ASSOCIEES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 109

Nous allons démontrer (2.15) par récurrence sur k& = dim, M°/VM?. Si & = o,
alors M° =0 (car M° est V-adiquement séparé€), donc F*B=M!'=o, etiln’y a
rien 4 démontrer. Supposons k>0, donc M # o. Alors, pour tout 7, V- + UM/ V" M?,
isomorphe & M%VM?, est non nul, donc M'/M° n’est pas de longueur finie. Comme M?*/B
est de longueur finie, il en résulte qu’on a K + o. D’autre part, puisque K n M? (= Z)
est de longueur finie, on a K n V*M®? =0 pour n » 0. Soit i eZ tel que

KAV-'M+0, KnVM =o,
et soit x e K nVI~IM® x+o0. Notons que K n V~IM° est stable par
F—pF: M' > M,

et que, M® étant de Cartier unipotent (2.9), M’ est annulé par une puissance de p
(2.10) ¢), donc de F. Donc, quitte 2 remplacer x par F'x pour n> o convenable, on
peut supposer de plus que Fx = o. Soit ¢ Punique élément de M° tel que x = V'~ e

Comme V est injectif, on a Fe (= Fe) = 0. Donc ¢ engendre un sous-module de
Cartier N° de M°, isomorphe & k,[[V]], formé des séries Z a, Ve, a, €k. Le quotient

=0
P® = M%N? est V-fini (2.3) b), et annulé par une puissance de F. Par ailleurs, vu le
choix de ¢, on a ¢ ¢ VM?, donc N°/VN® s’injecte dans M?/VMY?, autrement dit P° est
sans V-torsion, donc P° est de Cartier unipotent et dim, P°/VP® =k — 1. Le fonc-
teur R-enveloppe, appliqué 4 la suite exacte 0 — N° — M® — P® — o fournit une suite
exacte de R-modules gradués

0 — N — M — P —s o

(%) al dl dl
o —> N — M — P — o

Le R%module N’ est formé des séries gz a,V"e telles que a, = 0 pour n < 0. Comme
K est stable par F, il résulte du choix de i que le sous-module N’ N K est formé des

sommes finies Zz a,V'e. De () on déduit une suite exacte de R-modules gradués
nE

ngi—1

o0 — N0 —» M —» P* — o

ol

0 —> Nl —>» M! —» P! — o

ot N!'=N'/N"nK. La descrlptlon qu’on vient de donner de N’ N K montre que
Iisomorphisme U° = k,[[V]] 3 N° envoyant 1 sur e se prolonge (de mani¢re unique)
en un isomorphisme U;3 N. En particulier, N est profini. Donc, d’aprés (2.1.2),
P est profini. On a vu que P° est de Cartier unipotent et que dim, PO/VP® =h — 1.
Compte tenu de I’hypothése de récurrence, il suffit donc, pour achever la démons-
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tration, de s’assurer que V- °Z°(P) =0 et F*B!(P) = P. La seconde égalité est
triviale, puisque F'd:M°® —» M' est surjectif pour = > o. D’autre part, comme
Z = Z9(M) et Cokerd:N°® - N! sont de longueur finie, il en est de méme de Zo(P).
Donc Z°(P) n V*P* = 0 pour n » o, donc (P° étant sans V-torsion) V™ "Z°(P) = o
pour n > o. Ceci termine la démonstration de (2.15).

Définition (2.16). — Nous dirons quw’un R-module gradué M est un domino si M est
concentré en degrés o et 1, profini, et tel que V™ Z° =0 et F°B' = M' (i.e. (2.9) tel que,
pour n assez grand, dV": M® — M' soit injectif et F°d: M® - M' surjectif).

Proposition (2.17). — a) Soit

o->-M ->M->M'—>o0

une suite exacte de R-modules gradués profinis. St M' et M’ sont des dominos, M Uest également.

b) Soit
M — M! M — M
R
M°® — M! M — M"

un morphisme de dominos, induisant I’identité sur M (resp. MP). Alors u est injectif, de conoyau

de longueur finie, annulé par une puissance de V (resp. v est surjectif, de noyau de longueur finie,
annulé par une puissance de F).
La vérification est immédiate.

Proposition (2.18). — Soit M = (M°—d> M) un domino, et soit
M =A"MDAMD...DAMDA"*!M = o
une suite de composition telle que gri M ~ Uy, pour o< j< m (2.15). Alors on a :
m + 1 = dim, M°/VM° = dim,(;M1).

La conclusion est vraie en effet si m =o0 (i.e. M~ U). D’autre part, si
o0 >M —-M —->M" -0 est une suite exacte courte de dominos, on a

dim, M°/VM? = dim, M"°{VM'® + dim, M""°//[VM"’?
car V est injectif sur M'%, M?% M'9, et
dim, (;M?) = dim,(;M"?) + dim,(;M""?)
car F est surjectif sur M"Y, M!, M'’%, Par suite,
dim, M°/VM° = j‘__‘,dim,‘ gri MV gri M°,  dim,(;M') = %‘,dim,‘(Fgrf; MY,
d’oir la conclusion dans le cas général.
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Le nombre m 4 1 de facteurs de la suite A’ est donc indépendant de la suite,
nous I’appellerons dimension (ou nombre de facteurs de type 1I) de M, et le noterons

(2.18.1) dim, M.

On a en particulier :
(2.18.2) (dim, M = 0) < (M = 0) < (M? de type fini sur W)
< (M! de type fini sur W).

Plus généralement, si M est un R-module gradué profini borné inférieurement,
nous appellerons nombre de facteurs de type II de M’ S M'+! la dimension du domino
M|V-°Z" > F*B"*! (cf. (2.9)). Donc d=o0:M —>M*' si et seculement si
M’ > M'*! est sans facteur de type II.

(2.18.3) Soit M un domino. Nous appellerons exposant d’unipotence de M le plus
petit entier 2> o tel que "M’ = o. Notons que, si p” annule M’ alors p” annule M*
(2.11) (i), et inversement, si p" annule M, p” annule également M’ car dV* est injectif
pour s > o. L’exposant d’unipotence de M est donc aussi le plus petit entier 4 tel que
PM = o.

Proposition (2.19). — Soit M un R-module gradué profini & degrés bornés inférieurement
(resp. bornés). Alors M posséde une filtration croissante, exhaustive et séparée (resp. finie) par
des sous-R-modules gradués profinis telle que les quotients successifs soient de I'un des quatre types
sutvants :

Type I : R-module gradué concentré en un seul degré :

type 1, : de longueur finie sur W

type 1, : libre de type fini sur W;

tpe 1, ¢ isomorphe @ k[[V]];

Type 11, : R-module gradué concentré en deux degrés n, n + 1, isomorphe & U[— n} (2.14.3).

Considérant la filtration de M par les tronqués 7o, M (cf. (2.11) (i1)), et les
quotients successifs, on se raméne au cas ou M est concentré en degrés o et 1, et
V-2Z° = 0. Comme M'F*B! est V-fini (2.9.1), la suite exacte

0 > (M® > F*BY) > M — (MYF*B)[— 1] -0

rameéne au cas oi M est concentré en un degré, justiciable de (2.6), ou vérifiant les
hypothéses de (2.15), d’ott la conclusion.

Remarque (2.20). — Soit M = (M°® - M!) un domino. Ekedahl [7] a montré
que M posséde une unique filtration par des sous-R-modules gradués

M =M;DM,,,D>...O0M;_,DM; =0
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telle que, pour tout % e[y, [, M,/M,,,; admette une suite de composition de quo-
tients successifs isomorphes a U,. II appelle fype de M la fonction o:Z — N,
o(k) = dim M/M, ., (2.18.1). S8i X est une variété propre et lisse sur %, le type des
dominos apparaissant dans la premiére suite spectrale de de Rham-Witt de X (cf. chap. II)
refléte des propriétés fines de la cohomologie cristalline de X : par exemple, si X est
une surface, Ekedahl (loc. cit.) a prouvé que H2(X/W) est sans torsion exotique [ro,
IT (6.7)] si et seulement si le type du domino HA(W0)/V~"Z — F*B est nul pour i < o.

E) Croix

(2.21)Soit d: M - N un domino. Notons E le W-module im N (cf. (1.5)).
NE

On peut considérer sur E les quatre opérateurs suivants : I'automorphisme o-linéaire}F
défini par endomorphisme F de N, son inverse V = F~1 et les opérateurs F = pF,
V = pV; les couples (F, V) et (F, V) définissent donc chacun une structure de R%module
sur E. Dans la factorisation canonique de 4 :

E
(2.21.1) ‘/' \\‘14

M -4 N
i (resp. g) est R-linéaire pour la structure définie par (F, V) (resp. (F, V)).
Lemme (2.21.2). — L’application i (resp. q) est injective (resp. surjective).

La surjectivité de ¢ résulte de (1.5.5) puisque, par hypothése, N = F*dM.

D'autre part, i= (dV"),5,:M —>lm(N<N<...), donc Keri= nKerdV",
donc Keri = o0 puisque V~®Z = o0, d étant un domino.

Notons en passant que l'injectivité de ¢ entraine celle de Papplication canonique
E'—-E, ou E = l_1$M (cf. (1.5.5)), donc la séparation de E’ pour la topologie

des F*K’, oo K' =KerE' =N (cf. (1.5.9)).
De (2.21.1) on déduit une croix de suites exactes de W-modules :

0 0

(2.21.3) E
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ou d, d’ sont les fléches composées. Munissons K (resp. L) des opérateurs (F, V) induits
par les opérateurs (F, V) (resp. (F, V)) de E; lasuite M - E — L (resp. K >E - N)
est donc RO-linéaire pour E muni de (F, V) (resp. (F, V)). On aalors Vd'F = d’, ce

qui permet de considérer d’: K — L comme un R’-module gradué concentré en degrés o
et 1.

Le W-module E est muni d’une topologie naturelle T, limite projective suivant F
de la topologie standard de N (1.3). Cette topologie est donc profinie (0.2). Le résultat
suivant, qui en précise la structure, jouera un réle clé en (IV, 1).

Proposition (2.22). — Sous les hypothéses et avec les notations de (2.21), les sous-
W-modules V'M - F*K de E, pour 1,5 €Z, forment un systéme fondamental de voisinages
ouverts de o pour T; les W-modules E|(V'M + F°K) sont donc de longueur finie et Uon a
E> lim E/(V'M + ¥*K), la limite projective étant prise suivant les projections canoniques
définies par les inclusions V"M CV'M, FPRCF'K pour 2 r, s> s. De plus, il existe
un entier a tel que
i) E=V""M +F°K pour r+ s> a,

(ii) VM nF'K =0 pour r+ s> a.

D’aprés (2.9.1), la topologie de N est définie par les dV'M, r> 0. Pour s> o

donné, le composé E £ E % N induit un isomorphisme topologique g, : E/F°K = N,
identifiant /V*M a I'image de V'~ *M dans E/F*K; par suite, pour tout r, F*'K + V'M
est ouvert dans E et E/F'K s’identifie (comme W-module topologique) & la limite
projective des W-modules de longueur finie E/(F°’K + V'M). Comme les o, iden-
tifient le systéme projectif des E/F*K (suivant les projections canoniques) au systéme

o . F F . A .y . .
projectif N<- N < ..., on en déduit aussitdt la premiére assertion. Soit a> 0 un
entier tel que F*dM = N et Ker dV* =o. Alors E = K + V*M, et, pour r + 52 g,

V-'M + E—sK - E—S(K + v—(r+s)M) — E—sE —E,
VM A FK = F(K A VM) = F{(Ker IV’ +*M) = o,

ce qui achéve la démonstration,

Corollaire (2.23). — Sous les hypothéses de (2.22) :

a) La topologie induite par T sur le R~ (resp. R’-) module gradué d (resp. d') est la topologue
standard (i.e. V 4+ dV (resp. F 4 dF)).

b) d’ est un (R’-)domino.

c) L’application canonique E — li(Tm L (définie par les dF", n> o) est un isomorphisme

topologique (par lequel V s’identific & Uautomorphisme déduit de Pendomorphisme V de L).

Les assertions a) et b) résultent immédiatement de (2.22). L’assertion c) signifie
que E est séparé et complet pour la topologie définie par les V*M, n> o. Or celle-ci

113
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est plus fine que T, et M (donc V*M) est fermé dans E d’aprés a), d’od la conclusion,
en vertu de (0.1).

(2.24) Nous dirons qu’'un R-domino d: M - N et un R’-domino d': K - L
sont conjugués s’ils sont reliés par une croix (2.21.3). D’aprés (2.23), deux dominos
conjugués se déterminent mutuellement. De plus, la croix montre qu’ils ont méme
dimension (2.18.1), méme exposant d’unipotence (2.18.3) (le plus petit entier % tel
que p'E = 0), et que les noyaux (resp. conoyaux) de d et d’ sont canoniquement
isomorphes. En particulier, le domino conjugué de U; est

U, = R"[(R"V' 4 RV’ i1y,
Utilisant Pexactitude du foncteur (d: M — N) » lim N, on en déduit facilement que
F

deux dominos conjugués ont méme fonction type au sens de (2.20).

3. Calculs de Tor, R-modules gradués cohérents

A) Calculs de Tor

(3-1) Soit M un R-module gradué. Pour neN, Fil*M (1.3.1) est un sous-
complexe de W-modules de M, nous noterons

(3.1.1) M, = M/FiI*'M
le complexe quotient. Observons (cf. (1.3.3)) que
FiI"R = V"R°® (dV"R® + V"RY)

est un idéal a droite de R, et un sous-W[d]-module & gauche de R, ou W[d] désigne
la sous-W-algébre de R engendrée par d (algébre des nombres duaux sur W, 4 étant
de degré 1). Donc R, est un R-module & droite et un W[d]-module & gauche, et 'on a
un isomorphisme canonique de W[d]-modules & gauche, i.e. de complexes de W-modules

(3-1.2) M, = R, ®; M.
Pour calculer le foncteur dérivé
L
(3-1.3) R, ®g-: D7(R) - D7 (W[d])

(od D(R) (resp. D(W[d])) désigne la catégorie dérivée de la catégorie des R-modules
(resp. W[d]-modules) (4 gauche) gradués), nous utiliserons la résolution suivante de R,
qui exprime que R, se comporte comme une intersection compléte de codimension 2.

Proposition (3.2). — a) On a une suite exacte de R-modules & droite gradués
(3.2.1) 0 >R[— 1] 3 R[—1]®RZR >R, >0,
o R — R, est la projection canonique, u,(x) = (F'x, — F'dx) et v,(x,9) =dV"x + V"y.
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b) On a un morphisme de suites exactes de R-modules a drotte gradués :

Yn

o — R[—1] = R[—1]®R > R R > 0

(3.2.2) - ¥ 3 ’

o — R —* — R®R[1] —*— R[1] — R,[1] — o

c) On a un morphisme de suites exactes de R-modules @ droite gradués

o — R[—1] ™3 R[—1]®R 23 R — R,,, —> o

(3-2.3) P vev

o — R[—1] = R[—1]®R > R —> R, —— o0

ott la fléche verticale de droite est la projection canonique. Ce morphisme est compatible aux struc-
tures de W(d]-module & gauche définies par les colonnes de (3.2.2).

La vérification de b) et c) est immédiate. Prouvons a). Il est clair que les fléches u,
et v, sont R-linéaires & droite et que v,u, = 0, et ’exactitude de (3.2.1) est évidente
sauf en R°®R! dans la ligne médiane de (3.2.2). Soit donc (x,y) e RO@R! tel
que dV"x + V"y = 0. On a alors dx + p*y = o. Ultilisons I’écriture canonique (1.1.4) :

x= 2a_,V*"+a 4+ X a,F™
m>0 m>0

de sorte que dx s’écrit canoniquement sous la forme (1.1.5) :

dx = X a_,dV™ 4+ ayd + X p™a, F™d.
m>0

m>0

La condition p"|dx équivaut & p"|a, pour m<o et p"™|a, pour o< m< n.
Elle entraine donc que x = F"z, z2eR’% dou dx = p"F"dz, et y = — F"dz, soit
(%, ) = u,(2), ce qui achéve la démonstration.

Comme les composantes de la résolution de R, définie par (3.2.1) sont des
R-modules a droite gradués libres, on en déduit :

Corollaire (3.3). — Soit M un R-module gradué. Alors R,,QIQ)RMeob D~ (W[d))
est représenté par le complexe suivant de W[d]-modules gradués

(3.3.1) 0 >M[—1]3C3EM >o,

o M est placé en degré o, et C est le W[d]-module gradué défini par C' = M'~'@® M,
d= (2 (I)) (i.e. le cone sur idyw_y, ot M* est le W-module gradué sous-jacent & M muni
de la différentielle nulle).
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On a en particulier :

(3-3-2) Tory(R,, M) = M, = Coker v,
Torf(R,, M) = Ker y,/Im u,,
Tor}(R,, M) = Kery,,
Tor}{R,,M) =0 pour i> 2.

De plus, la projection naturelle
(R,,,8x M - R, & M) e FID(W[d])

est représentée par le morphisme suivant de complexes de W[d]-modules gradués

o M[— I] “n+1 "n+1 M o

o T

0 — M[—1] =2 C % M — o

En particulier, la projection
TOT?(Rn+1) M) - Torl (Rn, M)‘
(resp. Torz(R, 44, M)* — Torg(R,, M)) est induite par V:M"'OM - M~'® M
(resp. p:M~1 - MY,
De la description (3.5.2) résulte notamment :
Corollaire (3.4). — La partie homogéne de degré i de Tor}(R,, M) est le W-module

de cohomologie =3 du complexe concentré en degrés — 2, — 1, et 0 :

o — M Mimte M M o ().

Corollaire (3.5). — Soit M un R-module gradué concentré en degré o.

a) Tor}(R,, M)° = yuM,
Tor}(R,, M)! = M/F*M
Tor¥(R,, M) =0  pour i % o, 1.

La différentielle ymM — M[F"M est induite par Papplication identique de M. L’application
canonique TorP(R, ., M) — Tor¥(R,, M) est la multiplication par V.

b) Tor¥(R,, M)! = M,
Torf(R,, M) =0 si i+ 1.

L application canonique Torf(R,,,, M) — Torf(R,, M) est la multiplication par p.

(1) On vérifie facilement que ce module est bien annulé par p".
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11 est aisé d’expliciter (3.5) pour les R-modules profinis de type I (2.16) :

Corollaire (3.6). — Soit M un R-module gradué profini, concentré en degré zéro. Par
définition, Torf(R,, M) = M/V*"M est donc de longueur finie.

a) Supposons M de type 1,, i.e. de longueur finie, annulé par V. Alors les Tor}(R,,, M)
sont de longueur finie, stationnaire pour n > o. Plus précisément, si M = M,O®M,; est
la décomposition canonique de M, sous Paction de ¥, en parties semi-simple et nilpotente, on a, pour n
assez grand,

Tor®¥(R,, M) = (M - M) (projection canonique),
Torf(R,, M) = M;[— 1].

Pour ©> 1, le pro-objet « lim » Tor}(R,, M) est nul : Pitérée r-iéme de la fliche de transition
est nulle.

b) Supposons M de type 1,, i.e. libre de type fini sur W. Alors Torf(R,, M) = o
et Torf(R,, M) = (M/F"M)[— 1] est de longueur finie. Pour fout n>1, on a
Torf(R,, M) =0 si et seulement si F est un automorphisme de M. Le pro-objet
« lim » Tor}(R,, M) est nul.

c) Supposons M de type 1,, i.e. isomorphe & k,[[V]]. Alors, pour n> o,

Tor*(R,, M) = Tor(R,, M) = M[— 1]

(en particulier, Tor®(R,, M) et Torf(R,, M) ne sont pas de longueur finie). Le pro-objet

«lim » Tor®(R,,, M) est nul : la fléche de transition est nulle. Le pro-objet « lim » Torf(R,, M)
< 2 " . e . <« "

est non nul : la fléche de transition est injective.

Remarque (3.6.1). — Sous I’hypothese de (3.6) b), si F n’est pas un automorphisme
de M, le pro-objet « lim » Tor®(R,, M) ne vérifie pas de condition de ML uniforme.
En effet, quitte & remplacer M par un facteur direct, on peut supposer F topologiquement
nilpotent sur M et M =% o. S’il existait un entier a> o tel que

Ve: Torf(R, ., M) = M/F***M — Tor}(R,, M) = M/F"M

soit nul pour tout n assez grand, on en déduirait p*M CF***M pour tout n assez grand,
contradiction.

D’aprés (3.3), si M est un R-module gradué concentré en degrés o et 1, les
Tor}(R,, M) sont les colonnes de cohomologie du bicomplexe

Fn

M! M1 o

4 el

M B e vt T M

| o

0 M? M°
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Par un calcul trivial, on en déduit la structure des Tor®(R,, M) pour M = U; (2.14.3) :

Corollaire (3.7). — a) Soit i un entier > o. Pour tout n> o, on a :
Tor¥(R,,U) =0 sij#+1,
Tor}(R,, Ul = V2= D rV™
mi—-n
en particulier Torf(R,,, U,) est de longueur i —n si i>n, et nul si n> i;
TorX(R,, U,) est concentré en degrés 1 et 2 :

Torz(R,, U))* = @aU; = D rvm,

mlitn
Tor}(R,, U)2 = @Ul = @  kdv™,

tSm<li+n
et la différentielle Tor,( )' — Tory( )? est induite par — d; en particulier, Torg(R,, U,)
est de longueur 2n + 1. Le systéme projectif n> TorF(R,, U,) est & fliches de transition nulles.
b) Soit i un entier < o. Pour tout n> o, on a :
Torf(R,, U =0 sij+1,
Tor®R,, U)! = UYF"'B' = D kF™4,

—tizZ2m>n
en particulier Tor®(R,,, U,) est de longueur — i —n si n< — i, et nul pour n> — i;
TorX(R,,, U,) est concentré en degrés 1 et 2 :
Torz(R,, U)* = Ui = D rvm,

m<n+t

Tor¥(R,, U)2 = @Ul = D = kFq

—iZm>—i-n
et la différentielle Tory( )' — Tory( )® est induite par — d; en particulier, Tor}(R,, U,)
est de longueur finie (= n + sup(n + i, 0)). Le systéme projectif n> Torf(R,,U) est @
fléches de transition nulles.

B) R-modules cohérents

Théoréme (3.8). — Soit M un R-module gradué profint (2.1), @ degrés bornés. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout i, H(M) est un W-module de type fini.

(ii) Pour tout i, H(M) = V—=ZF°B' (1.4.7) est un W-module de type fini.

(ili) M admet une suite de composition formée de R-modules gradués profinis, dont les
quotients successifs sont du type 1,, I,, ou II; (2.16).

(iv) Pour tout n> o et tout j, Tor}(R,, M) est un W-module gradué de longueur finie.

(v) Il existe n> o tel que le W-module gradué Tor}(R,, M) soit de longueur finie.

(vi) Il existe n> o tel que le W-module gradué Tory(R,, M) soit de longueur finie.

De plus, lorsque ces conditions sont réalisées, les pro-objets « lim » Tor(R,, M) sont
nuls pour 3> o.
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L’équivalence de (i) et (ii) découle de (2.9.1) (i) et (2.9.2) (i). Compte tenu
de (2.15), la démonstration de (2.16) montre que (ii) = (iii). Que (iii) = (i) résulte,
par la suite exacte de cohomologie, de ce que H*(U,) est de longueur finie (2.14.4).
Compte tenu de (3.6) et (3.7), la suite exacte des Tor®(R,, —) montre que (iii) = (iv).
Les implications (iv) = (v) et (iv) = (vi) sont triviales. Prouvons que (v) = (iii).
Considérons, d’aprés (2.16), une suite de composition de M formée de R-modules
gradués profinis,

0CAMCAMC...CAM =M,

telle que les quotients successifs soient de type I,, I,, I, ou II. Supposons que l'un
au moins des quotients soit de type I,. Il existe alors un indice % tel que A,M/A, _ M
soit de type I, et que le R-module gradué quotient M/A, M, muni de la suite de compo-
sition quotient, n’ait pas de facteur de type I,. On dispose donc de suites exactes de
R-modules gradués

(%) o->M ->M-M'"—-0, 0->N ->M >N o,

ot N est de type I,, M’ et N’ sont profinis, et M"’ posséde une suite de composition
(quotient par M’ de celle de M, donc formée de R-modules gradués profinis (2.1.2)),
dont les quotients successifs sont de type I, I;, ou IL. Soit n> o tel que Tor¥(R,, M)
soit de longueur finie. Les suites (%) fournissent des suites exactes

(a) ... > Tor¥R,, M) - Torf(R,,N) - Torg(R,,N’) — ...
(b) ... > Torf(R,, M) — Torf(R,, M") - Tor}(R,,M) — ...

Comme N’ est profini, Torg(R,,N’) = N, est de longueur finie. D’autre part,
d’apres (3.6) c), Tor®(R,, N) n’est pas de longueur finie. Il en résulte, par (a), que
Torf(R,, M’) n’est pas de longueur finie, Par ailleurs, d’aprés (iii) = (iv), on sait
que, pour tout j, Tor}(R,, M") est de longueur finie. Comme, par hypothése,
Tor}(R,, M) est de longueur finie, il en résulte, par (4), que TorF(R,, M’) est de
longueur finie, contradiction qui établit donc (v) = (iii). On démontre (vi) = (iii)
de maniére analogue, en considérant des suites exactes

(%) o->-M ->M->M"'—o, o0—>N->M'"->N"'—>o,

A

o N est de type I, et M’ posséde une suite de composition a4 quotients successifs de
type I,, I,, ou I, de sorte que, pour tout j, Tor’(R,, M’) est de longueur finie. Si,
par hypothése, Torf(R,, M) est de longueur finie, il en résulte, par la suite exacte
des Tor de la premiére suite (#*), que Tory(R,, M") est de longueur finie. Mais,
d’apreés (3.6), Torf(R,, N) n’est pas de longueur finie, donc Torf(R,, M") ne Dest
pas non plus, car Torf(R,, N) s’injecte dans Tory(R,, M") (vu que Tor}(R,,N") =o
pour j> 2 (3.3.2)). Cette contradiction prouve (vi) = (iii) et achéve la preuve de
I’équivalence des conditions (i) & (vi). Compte tenu de (3.6) et (3.7), la condition (iii)
entraine la nullité des pro-objets « lim » Tor}(R,, M) pour j> o, ce qui termine la
démonstration de (3.8).
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Définition (3.9). — Soit M un R-module gradué. On dit que M est cohérent si M est &
degrés bornés, profini, et vérifie les conditions équivalentes de (3.8).

Proposition (3.10). — Soit
(*) o->M >M->M"' o0

une suite exacte de R-modules gradués, & degrés bornés. St deux des termes sont cohérents, le troisiéme
Pest également, et la suite de pro-objets

(**) o—>«lim»M, >« lim»M, >« lim» M, -0

est exacte.

Supposons M’ et M’ cohérents. Alors, pour tout n, M, est de longueur finie, et,
puisque le pro-objet « lim » Tor}(R,, M") est nul, la suite (##) est exacte. Le pro-
objet « lim » M, étant strict, la limite projective de (%) est exacte, ce qui entraine
que M est séparé et complet pour la topologie standard, donc profini. Par la suite exacte
de cohomologie, on en conclut que M est cohérent. Le méme raisonnement montre
que, si M et M” sont cohérents, M’ est cohérent. Enfin, si M’ et M sont cohérents,
M’ est profini (2.1.2), donc cohérent (griace a la suite exacte de cohomologie).

Remarque (3.10.1). — Notons D(R) la catégorie dérivée de la catégorie des
R-modules gradués, D)(R) la sous-catégorie pleine de D(R) formée des objets M
de D*(R) tels que H'M soit cohérent pour tout i. Ekedahl [7] a montré que D2(R)
est une sous-catégorie triangulée de D(R). Il en résulte que la sous-catégorie pleine
de la catégorie des R-modules gradués formée des R-modules gradués cohérents est
stable par noyaux, conoyaux et extensions, ce qui renforce (3.10). Ekedahl a donné
des critéres pour qu’un objet de D(R) soit « cohérent », i.e. appartienne a D}(R), et
défini des opérations internes dans DY(R), qui jouent un réle essentiel dans ses formules
de dualité et de Kiinneth pour la cohomologie du complexe de de Rham-Witt [7]
(voir [10 ter] pour un résumé de cette théorie).

(3.11) Soient M un R-module gradué cohérent et i €Z. Le R%module lim M,
(1.5) admet alors un dévissage naturel, qui nous sera utile en (IV, 1). ¥

Tout d’abord, comme M!V~®Z’ est annulé par une puissance de F (2.9), on a,
par définition de M, (1.5.2),

F*B'CM{ CV—=Z"

L’endomorphisme F de F* B étant surjectif, on en déduit une suite exacte de R%-modules
(3.x1.1) o - F°B - M — fH(M),, - o,
ot F¥(M) (= V-°Z{F~B), donc H{(M),,, est de type fini sur W. Prenant la limite
projective de (3.11.1) suivant F, on obtient une suite exacte de R%modules

(3.11.2) ) »li_Frr_lF‘”B’.ﬁiiTm M - H{(M),, > o,
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avec F bijectif sur les trois termes. Les suites (3.11.1) et (3.11.2) sont des suites exactes
topologiques de W-modules profinis. On a de plus une fleche surjective naturelle
de (3.11.2) sur (g.11.1), qui donne un diagramme commutatif & lignes et colonnes
exactes

(o] (]
! !
K K
R
(3.1x.3) 0o —> LiFE1F°°B‘ — L_iFmM‘ — H'M),, — o
! J ||
0o —> F°B M, > fim),, — o
! !
o [¢]

La structure de la colonne de gauche est précisée par (2.21) et (2.22), appliqués au
domino M'~!}/V-*Z~! -~ F°B’. On a notamment la factorisation canonique suivante
de d: M~ > M :

(3.-11.4) M‘”1->M“‘/V‘“Z"“—»li(F_mF“’B‘f—»l?M"—» M, & M}
qui montre en particulier que

(3.11.5) Ker(M~ Ll%n_ M) = V-=Zi~1,

4. Variantes et généralisations

(4-1) Soient N un entier > 1 et r un entier > 1. Dans I’étude des suites spectrales
de de Rham-Witt, nous rencontrerons des W-modules Z'-gradués M munis d’une diffé-
rentielle 4 de multi-degré @ = (ay, ..., a,) + 0o telle que d? = o et, en chaque multi-
degré i = (i, ...,1,), d’opérateurs F et V sur M, respectivement o- et ¢~ '-linéaire,
tels que FV =VF =p¥ et FdV =d. Un tel module M s’interpréte comme un
module sur Palgébre de Cartier-Dieudonné-Raynaud de niveau N et multi-degré a, notée

(4.x.1) R(N, a)(k) (ou R(N, a), ou R),

qui est, par définition, la W-algébre Z'-graduée, concentrée en multi-degrés o et a,
engendrée par F et V en degré o et d en degré a, soumis aux relations

(4.1.2) Fx =x°F, sV =Va® (xeW), FV=VF =N
dx =xd (xeW), d*=o0, FdV =d.

L’algébre R de (1.1.1) correspond donc au cas N=1, r=1, a=1.
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Il n’est pas difficile d’étendre & ce cadre la théorie développée aux numéros

précédents. Nous nous bornerons a esquisser rapidement les grandes lignes de cette
généralisation.

(4.2) Mutatis mutandis, les définitions et résultats du n° 1 s’étendent trivialement :
écritures canoniques (1.1.4) et (1.1.5) des éléments de R = R°®R?% R-enveloppe
d’un R%module L, R®g L, expression de R(L)! comme module déduit de L en
rendant V inversible (1.2.1), définition de Fil* M' = V"M’ + dV"M'~% topologie
standard, complété d’'un R-module gradug, objets V= Z' et F* B, factorisation (1.4.5),
construction, comme en (1.6.1), d’un anneau R’, avec F'V’' = V'F' = p" et V'dF’' = d.
Seule la définition des « tronqués canoniques » (1.5.2) nécessite quelque précaution :
pour ieZ donné, on peut définir ;M comme déduit du complexe Mt n eZ,
en remplagant M’ par V™*°Z* et M*" par o pour n> o0, et de méme Z,; M obtenu
en remplagant M' par MY/F*°B' et M'*™ par o pour n< o.

(4-3) On définit comme en (2.1) la notion de R-module gradué profini
(= (V + dV)-profini), et (2.1.1) et (2.1.2) s’étendent sans changement. Si M est un
R-module concentré en degré o, M est profini si et seulement si M/VM est de longueur
finie, et dans ce cas M est de type fini sur W,[[V]]. La proposition (2.3) se généralise
trivialement. On définit comme en (2.4) les notions de R%module de Cartier (resp.
Cartier unipotent), mais on ne peut plus les interpréter en termes de groupes formels
si N2> 2. Cependant, les dévissages de (loc. cit.) se généralisent, a4 cause du résultat
suivant :

Lemme (4.3.x). — Soit M un R%-module de Cartier (i.e. profini et sans V-torsion). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est sans p-torsion;

(i1) F est injectsf;

(iil) M est de type fini sur W;

(iv) M est libre de type fini sur W.

On a trivialement (i) <> (ii) et (iv) = (ili). Prouvons (iii) = (ii). On peut
supposer M de F-torsion, donc de p-torsion, donc de longueur finie. Comme V est
injectif, V est alors un automorphisme, mais V est nilpotent, donc M = o. Quant a
Pimplication (i) = (iv), elle découle de la théorie de Manin et est démontrée dans
Bloch [3, III (2.4)].

Grace 4 (4.3.1), les énoncés (2.5), (2.6) et (2.7) s’étendent sans changement
(pour (2.5) c), filtrer d’abord M par les noyaux de p"). En revanche, on ne dispose
plus des interprétations de (2.8).

(4-4) Le théoréme de structure (2.9), ainsi que le lemme clé (2.10) s’étendent
sans changement, les modifications a4 apporter a la démonstration sont essentiellement
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triviales. De méme, les dévissages (2.15) (2.16) sont encore valables (U; est bien entendu
concentré en degrés o et g, et le type II, signifie isomorphe & U[— n], n e Z").

(4.5) Les calculs de Tor du n® g se généralisent aisément, a partir de la réso-
lution analogue a (3.2.1), avec R[— 1] remplacé par R[— 4]. On en déduit un
analogue de (3.8), d’olt une notion de R-module gradué cohérent, i.e. & degrés bornés,
profini et tel qu’en chaque degré ieZ’, H'M soit un W-module de type fini. Nous
laissons au lecteur les détails de ce développement.
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II. LA PREMIERE SUITE SPECTRALE DE DE RHAM-WITT

Dans ce chapitre, X désigne un schéma lisse sur 2. On note WQ5 (resp. W,Q%)
(ou parfois simplement WQ* (resp. W, Q")) le complexe de de Rham-Witt de X (resp. le
complexe de de Rham-Witt de X de cran z) [10].

1. Calcul de R, ® WO

(x.x) Rappelons que le complexe de de Rham-Witt de X est muni en chaque
degré d’opérateurs injectifs F et V, respectivement ¢ et o~ '-linéaire, qui vérifient
FV=VF =p et FdV =4d [10, I (2.19)]. Ces opérateurs munissent donc WQ" d’une
structure de R-module gradué (i.e. faisceau de R-modules gradués) sur X. Pour tout
entier 7> o, la projection canonique WQ' — W, Q" a pour noyau

FiI" WQ* = V"WQ* + dV*"WQ'~! [10, I (3.31)].
Elle induit donc un isomorphisme (cf. I (3.1))
(r.x.x) R,®; WQ' 5 W, Q.

Notons D(X, R) (resp. D(X, W[d])) la catégorie dérivée de celle des faisceaux
de R-modules gradués (resp. W[d]-modules gradués) sur X (notations de (I (3.1))),
et, pour n entier > o,

R, ®g-: D(X, R) —D(X, W[d])
le foncteur dérivé du foncteur associant a un R-module gradué M sur X le W[d]-module
gradué (i.e. complexe de W-modules) R,®; M = M, = M/Fil* M.
Théoréme (x.2). — L’isomorphisme (1.1.1) définit un isomorphisme de D*(X, W[d]) :
(x.2.1) R, WQ' 3 W,Q".

En d’autres termes, on a Torf(R,, WQ*) =0 pour 1> o.

D’aprés (I (3.3)) (ou plus exactement la variante de (I (3.3)) pour les faisceaux
de R-modules gradués sur X), (1.2.1) équivaut a ’exactitude des suites
(1.2.2) o — wo-t T wao -teowet T woi —s W0 — o
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pour tout ieZ. On connait déja Pexactitude en WQ' (1.1.1), et en WQ?!
car F est injectif. Reste A vérifier ’exactitude en WQ*® WQ'. Soit donc
(%,7) e WQ 1@ WQ' tel que dV"x 4+ V"y = 0. On en déduit dx + p"y = o, donc,
par [10, I (3.21) (1.5)], il existe (localement) z e WQ'™! tel que x = F*2. On en
tire p"(F'dz +y) = o, d’od y = — F*dz, p étant injectif.

(x.3) Erratum a [10, I (3.21)]. — Le premier auteur profite de ’occasion pour
rectifier la démonstration de [10, I (3.21)], qui contient une lacune, comme A. Ogus
et W. Lang Pont fait observer. Le point est que la relation 4% = o permet seulement
d’écrire y = Fu 4 Vv et non y = Fu - pv + dw, comme on laffirme a tort. Voici
une démonstration directe de [10, I (g.21)], indépendante des résultats (3.8) a (3.20)
de [10, I].

Il s’agit de prouver ’exactitude de la suite de W,,0-modules

W,, 0 5 F'W, 0 S Frw, 0L,

Par localisation étale, on se rameéne, grace a [10, I (1.14.1)] et [10, I (2.17.5)], au
cas ou S est affine d’anneau %, et X = Spec(A), A =k[T;, ..., T,]. Notant E le
complexe des formes entiéres E, de [ro, I (2.20)], on a alors W,Q; = E/Fil"E.
Soit x € E' tel que dx = V"y 4 dV"z, y e Ei+! z e EL. On doit montrer qu’il existe
teE' tel que x = F*tmod Fil*E’. Quitte & remplacer x par x — V"z, on peut
supposer que 2z = 0. Posons B = W[T,, ..., T,]. Soit N un entier assez grand pour
que F¥*"x e Qb et FNy e Qit!. De dx = V"y on tire dF¥*"x = p>+*NFNy. D’aprés
le résultat clé [10, o (2.3.13)], on peut donc écrire

FlHny = PNy, 4 pF Nty b P e + 42
4+ Fdz, + ... + P N1 inos

avec des y, € Q}, z, € Q5. Grace aux identités FV = VF =p et FdV =d dans E,
on en déduit F¥+"x = F*+¥¢ pour un ¢ eE, d’od, en simplifiant par F**X (qui est
injectif), x = F"t, cqfd.

Comme W. Lang I’a signalé, on peut aussi redresser I’argument de [10, I (3.21)],
i.e. prouver [10, I (3.21)] en n’utilisant que les résultats de (loc. cit. (3.8) & (3.20)),
mais la démonstration est nettement plus compliquée.

(x.4) Notons
(r.4.1) RI'((X,R), ): D*X,R) -D*(R),
(resp. RT((X, d), ): D*(X, W[d]) ~D*(W))
le foncteur dérivé du foncteur I'((X, R), ) (resp. I'((X, d), )) associant & un R-module
gradué (resp. W[d]-module gradué) i>M' sur X le R-module gradué (resp.
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W[d]-module gradué) i I'(X, M). Pour M eobD*(X,R), et n entier > o, on a
un isomorphisme canonique de D*(W[d]) :

(x.4.2) R, &5 RT((X, R), M) 3 RT((X, d), R, & M)

(« formule de projection ») : la fléche est définie de la maniére habituelle, et la réso-
lution (3.2.1) montre qu’elle est un isomorphisme. En particulier, pour M = WQ;,
on obtient, grace 4 (1.2), un isomorphisme canonique de D*(W[d]) :

(1.4.3) R, ®; RT((X, R), WQ') 3 RT((X, d), W,Q").

Il en résulte une suite spectrale de W[d]-modules gradués, contenue dans la
bande [—2,0] XN :

(x.4-4) Ej = Tor®,(R,, H{((X, R), WQ)) = H'((X, 4), W, Q).

Notons que, si M eob D*(X, R) (resp. D*(X, W[d])), la composante homogéne de
degré i de RI'((X, R), M) (resp. RT((X, d), M)) s’identifie canoniquement 3 RI'(X, M’)
(ot M' désigne la composante homogéne de degré i de M relativement & la structure
de R-module (resp. W[d])-module gradué) : on le voit par exemple en calculant (1.4.1)
4 l'aide de résolutions flasques canoniques. En particulier, H/((X, R), WQ") (resp.
HY((X, d), W,Q°)) est le R-module gradué (resp. complexe de W-modules)

(1.4.5) HI((X,R), WQ) = (HI(X, W0) >Hi(X, WQ) - ... -~ HI(X, WQ) >...)
(resp. HI(X,d), W, Q") = (Hi(X, W,0) - ... - HI(X, W, Q) - ...),

les opérateurs F et V sur Hi(X, WQ') étant induits par les opérateurs F et V sur WQ',

La suite spectrale (1.4.4) est donc un complexe de suites spectrales de W-modules
i (E) ¢
(x.4-4) (Ef)* = Tor®,(R,, H((X, R), WQ"))' = H'(X, W, Q).

Si X est séparé et de type fini sur %, par exemple propre (le seul cas en fait qui
nous intéresse), on peut réaliser concrétement (1.4.3) et (1.4.4) a I'aide de complexes
de Cech. Soit en effet U un recouvrement ouvert affine fini de X, et soit C(U, —) le
foncteur complexe de Cech (alterné) correspondant. Alors on voit facilement (cf. preuve

de [10, II (2.1)]) que RI'((X, R), WQ") (resp. RT'((X, d), W, Q")) est représenté par
le complexe de R-modules gradués (resp. complexes de W-modules)

7 G, WQY (resp. j > CI(U, W,Q)),

et que I'isomorphisme (1. 4.3) est réalisé par la suite exacte de complexes de W[d]-modules
gradués (cf. (I (3.3.1)) et (1.2.2)) :

1.4.6) o — G, WQ'—1) 3 Céne(idgy wae-1) = C(U, WQ') - C(U, W,Q") —o.
( 1] )
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On a donc, pour chaque ¢, une suite exacte (de complexes de W-modules)
(1.4.6) o — G, Wy T sar woi-te we)
TG, WO — GALW,0) — o

et une différentielle de (1.4.6)' dans (1.4.6)'*! donnée par les fleches verticales

de (I (3.3.1)). Les termes de (1.4.6)" calculent successivement RI(X, WQi—1),

RI(X, WO~ '@ WO, RI'(X, WQ), RTY(X, W,Q). (Noter aussi que, si s désigne

le foncteur complexe simple associé, les termes de la suite exacte déduite de (1.4.6)

par application de s calculent successivement RI'(X, WQ %), ..., R['(X, W,Q).)
Considérons le complexe, concentré en degrés e [— 2,0] :

(1.4.7) K@) = (0 —> Woi—t &

F"d)

WQ 1o WQF —— WQ' — o),
et la suite spectrale d’hypercohomologie correspondante (donnée par (1.4.6))
(x.4.8) Ef = HI(X, K(1))) = HY(X, K(3)) = H'(X, W, Q).

La description (1.4.6) de (1.4.3) fournit la description suivante de (1.4.4)" :

Proposition (x.4.9). — La suite spectrale (1.4.8) coincide, & partir du terme E,, avec
la suite spectrale (1.4.4)"

Notons (,E)* la suite spectrale (1.4.4)". Il résulte aussitét de (1.4.9) qu'on a
un isomorphisme

(x.4.10) Bz %) = (EZM) = gr ' HI 74X, W, Q)
et une suite exacte
(x.4.11) o—>gr?HI X, W, Q) - (”E,;"‘"')"ii (EY I~ gr®HiI~1(X, W, Q%) —o.

2, Cohérence de 'E,

On suppose désormais X propre et lisse sur Z.

(2.1) La premiére suite spectrale d’hypercohomologie de X a valeurs dans le
complexe de de Rham-Witt WQy,

(2.x.1) 'E = (E¥ = HI(X, WQ') = H'(X, WQ")
(o0 HY(X, WQ') ~ H{(X/W) [10, II (2.8)]) sera appelée premitre suite spectrale de

de Rham-Witt de X; c’est la suite spectrale étudiée dans [3] et [10] sous le nom de « suite
spectrale des pentes ». Pour chaque entier 7> o, on peut considérer aussi la suite spectrale

(2.1.2) 'E = ((E¥ = Hi(X, W,Q) = H'(X, W, Q"))

(od HY(X, W, Q") ~ H'(X/W,) [10, II (1.3.3)]) dite premiére suite spectrale de de Rham-
Witt de cran n. Les suites |E forment, pour n variable, un systéme projectif |E. Comme,
d’aprés [10, II (2.1)], les termes de .E sont des W,-modules de longueur finie, la limite
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projective de ce systéme est une suite spectrale, qui, en vertu de (loc. cit.), s’identifie
canoniquement 2 'E :

(2.1.3) 'E=£iTm,',E.

Pour chaque j, les opérateurs F et V sur les Hi(X, WQ") = 'E¥ munissent le
complexe 'Ey d’une structure de R-module gradué : avec la notation (1.4.5), on a

(2.1.4) 'Ed = HI(X, R), WQ).

Le résultat fondamental de ce chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme (2.2). — Sous Phypothése du n° 2 (X propre et lisse sur k), et avec les notations
précédentes, pour tout j € Z, le R-module gradué 'E est cohérent (1 (3.9)).

En d’autres termes (I (3.10.1)), Pobjet RT'((X, R), WQ") de D(R) appartient
a DI(R).
Notons tout de suite la conséquence suivante :

Corollaire (2.8). — Sous les hypothéses de (2.2), pour tout (i,7), le morphisme canonique
de systémes projectifs
(2.3.x) (Ed), = Hi(X, WO)[(V'HI(X, WQ) + dV"Hi(X, WQi1))
— B = Hi(X, W, Q)

a pour noyau et conoyau des systémes projectifs essentiellement nuls de W-modules de longueur finie,
en particulier donne un isomorphisme de pro-objets

(2.3.2) « lim » ('E¥), -« lim » EY,
La topologie standard sur Hi(X, W) (définie par les
Fil* Hi(X, W) — VPHI(X, W) -+ dV"HI(X, WQ™1))

coincide avec celle définie par les noyaux des fliches canomiques HI(X, WQY¥) — HI(X, W, ),
i.e. la topologie limite projective des topologies discrétes définie par (2.1.3) ().

Comme ('E¥), est de longueur finie pour tout n ('Ey’ étant cohérent, donc en
particulier profini), la seconde assertion découle du fait que la topologie limite projective
définie par (2.1.3) est séparée (et compléte) et moins fine que la topologie stan-
dard (I (0.4)). Il en résulte que le noyau de (2.3.1) est essentiellement nul. Le conoyau
a donc une limite projective nulle, donc est essenticllement nul, ses termes étant de
longueur finie. (On aurait pu aussi invoquer (I (8.8)), qui entraine que la suite spectrale
de pro-objets définie par (1.4.4) dégénére en E,, donnant I'isomorphisme (2.3.2).)

(1) La notation Fil* employée ici différe de celle de [10, I (2.3)], mais (griace a I’énoncé) les deux notions de
topologie standard coincident.
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(2.4) Démonstration de (2.2). — Considérons l’assertion suivante :

(A;) : Pour tout n> o, pour tout?, pour tout ¢, le terme (,E%)" de la suite spec-
trale (1.4.4)" est un W-module de longueur finie.

D’aprés (1.4.9), (A;) est vraie pour j> N = dim(X), le terme E, de (1.4.8)°
étant concentré dans le rectangle [— 2, 0] X [0, N]. Il suffit donc de prouver que
(A,) implique (A;_,). Comme H*(X, W, Q) est de longueur finie, (A;) et (1.4.11)
entrainent que

(ESI = (R, ® ‘E;i~Y) = (E{i~Y,
est de longueur finie pour tout = et tout i. D’autre part, quels que soient a, b, =,
Fil* H¥(X, WQ?) est fermé dans H(X, WQ?*) pour la topologie définie par la limite
projective (2.1.3) (i.e. par les Fil" HY(X, WQ?) = Ker H¥(X, WQ%) — HYX, W,Q%),
en tant qu’image de ’application continue

Vr 4V HY(X, WQ*) @ HY(X, WQ*— 1) — HY(X, WQ?)

(cf. (I (0.5))), donc H*(X, WQ?) est séparé et complet pour la topologie standard
(i.e. Fil") (I (0.1)). Par suite, 'Epi~! est un R-module gradué profini. Par ailleurs,
(1.4.10) (avec j remplacé par j — 1) montre que

(E5 %1~ = Torl(R,, "Eyi~)
est de longueur finie pour tout z et tout i D’aprés (I (3.8)), il en résulte que
Torf(R,, ‘Epi—1)" = (,E; %I~ 1)* est aussi de longueur finie pour tout = et tout . Donc
(Aj_,) est vraie, ce qui achéve la démonstration de (2.2).

Remarque (2.5). — Dans la démonstration précédente, on a utilisé le complexe
de R-modules C(1, WQ") pour calculer (2.1.1). Ekedahl [7] (cf. [10ter (3.1.1)]) a
dégagé de nos arguments un critére de cohérence (I (3.10.1)) pour les objets de D*(R).

3. Dégénérescence en E, modulo longueur finie et survie du ceur

On continue de supposer X propre et lisse sur 2. Nous noterons E, au lieu de 'E,
la premiére suite spectrale de de Rham-Witt de X (2.1.1).

(3.1) Explicitons d’abord ce que signifie la cohérence (2.2) des R-modules
gradués E;i. Posons (avec I'abréviation HI(WQ) = HI(X, WQY))
Z§ = Ker d,: HI(WQ') - H(WQi*?),
Bi = Im d,: H/(WQ~') - H/(WQ),
de sorte que E¥ = Z¥/BJ, et considérons les sous-R%modules définis en (I (1.4))
F°Bj = 3l>/JOF"B;j, V°Zi={xeZ§|V'xeZi Vrzo}
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qui vérifient les inclusions
BYCF*BiCV~*ZIiCZiCEY,

a) Par définition (I (3.9)), Ef est un W-module de type fini.
b) Les W-modules F°Bj/Bi et ZJ/V-°ZJ sont de longueur finie (I (2.9)).
Le R%module V=°Z§/F*BY, qui est de type fini sur W, sera appelé ceur de EY et noté

(3.1.1) Ceeur(E%) = V== Z¥/F~Bj.

¢) Le R%module E¥/V~°ZJ est de Cartier unipotent : il est V-fini, annulé par
une puissance de F, et V est injectif (I (2.4)). Nous dirons que EJ/V~°ZJ est le quotient
de type V (ou V-unipotent, ou unipotent) de EY.

d) Le R%module F*Bf est annulé par une puissance de V, et F est surjectif,
de noyau de longueur finie (I (2.13)). Il est fermé dans E¥ pour la topologie standard,
et la topologie induite est définie par les dV*Ei~"4. Nous dirons que F*B¥ est le sous-
module de type dV de EY. Le quotient E¥/F*BJ est V-fini, son coeur (resp. quotient
unipotent) (I (2.7)) est le cceur (resp. quotient unipotent) de E¥,

e¢) Dans la factorisation canonique (I (1.4.5)) de d=4d;: E¥ > Eit4i

. d . .
1j 141
E1 > E1 s3

Ej[V==2§ —1> FoB{rts

les noyau et conoyau de d sont des W-modules de longueur finie : plus précisément,
le R%-module 4 est un domino (I (2.16)). D’aprés (I (2.18.2)), on a donc :

f) (E¥ est de type fini sur W) <> (F*BJ = o0 et EJ/[V™=Z§ = o).

On retrouve en particulier le théoréme de finitude [10, II (2.13)] : H{(WQ)
est de type fini sur W modulo p-torsion, et le sous-module de p-torsion de Hi{(WQ')
est annulé par une puissance de p (c’est en effet 'image inverse dans H(WQ¥) du sous-
module de p-torsion du R%module V-fini E¥/F*°Bf). Rappelons que le fait que les
K-espaces vectoriels H(WQ) ® K (ol K est le corps des fractions de W) soient de
dimension finie entraine formellement la dégénérescence en E; modulo torsion de la
premiére suite spectrale [10, II (3.2)].

On retrouve également un résultat obtenu indépendamment par Ekedahl (lettre
a L. Illusie, 6-8-80) : le sous-module de V-torsion de E¥ est annulé par une puissance
de V, et le quotient de E¥ par ce sous-module est un R’%module de Cartier.

Notons enfin la conséquence suivante :
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Corollaire (3.2). — La premiére suite specirale de de Rham-Witt de X dégénére en E,
modulo longueur finie (i.e. pour tout r> 2, tout i et tout j, Pimage de d¥ est un W-module de
longueur finte).

En effet, il résulte de (3.1) a) que, pour tout r> 2, E¥ est un W-module de
type fini. D’autre part, comme la premiére suite spectrale dégénére en E, modulo torsion,
on a, pour tout 7> 1, dimg(E¥®K) = dimg(E¥ ® K). Donc, pour 7> 2, on a
rg Ef = rg E%, d’ou le corollaire.

(3.3) Rappelons (cf. Cartan-Eilenberg, Homological Algebra, chap. XV, Princeton
University Press, 1956) la définition des termes Z¥, B¥ associés 4 la suite spectrale E.
Pour r> 1, on pose

(3.3.1) Zii = Ker Hi(X, WQ) > Hi(X, WQE+Li+r=1[; 1 1])
= Im Hi(X, WQE+7—1[j]) - Hi(X, WO,

(3.3.2) Bi = Im Hi(X, WQE—"+1i—1[; — 1]) 5 Hi(X, WQ),

de sorte que

(3-3-3) E} = Z}[B.

On a donc des inclusions

(3-3-4) o= BiCBYC...CBYC...CBYCZiC...CZiC...CZIiCZi = E¥,

ou Z¥, BY sont les objets définis en (3.1) et
B, =UB/=B] (m>o),
Zi =nZi=12) (m>»o),
Zi[BY = Ef = gr' H'H(X[W) = PH™M(X/W)/PHTHF(X /W),

P désignant la filtration aboutissement de la premiére suite spectrale (cf. [10, IIJ).

Théoréme (3.4) (survie du ceur). — Quels que soient i et j, on a
(3-4-1) BY CF*BYCV—=ZiCcZ¥.

Ainsi, Cceur(EY) (3.1.1) « survit » dans E_, comme quotient d’un sous-module
(ou sous-module d’un quotient) de E¥. Noter que, compte tenu de (3.1) a), &), les
inclusions (3.4.1) entrainent a nouveau (3.2).

Pour établir (3.4), nous utiliserons, sous une forme légérement plus précise, les
identités supérieures de Nygaard [16 (2.3)] (cf. aussi [10, II (3.9)]).

Lemme (3.5). — a) (i) Pour tout r> 1, Z¥ est stable par F : E¥ — E¥.

(ii) Pour tout r> 1, Pendomorphisme ¥, = p"~'F de E¥ laisse stable BY, donc induit
un endomorphisme, noté encore F,, de E¥.
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(iii) Pour r> 1, posons
V1Zi={x e EJ| Vx e Z¥}.

Ona V~'ZiCZi, dod une inclusion e:V~'Z9BY < Ei. De plus, le diagramme suivant
(ot 'V est défint grice @ b) (1) ci-dessous) est commutatif :

.y L
E¥ N E;+ ri—r+1
"

V—1Z4/Bi F,
)

" d. . .
5] 4 47 j—r+1
E? — E:
en d’autres termes, on a

(3.5.1) F,dV =d.e.

b) (i) Pour tout r> 1, BY est stable par V : E¥ -> E¥.

(i) Pour tout r> 1, Dlendomorphisme V,=p'~'V de E¥ laisse stable Z¥, donc
induit un endomorphisme, encore noté V,, de E¥.

(iii) Pour r> 1, on a F(BY)DBY, ok un épimorphisme =:E¥ — Z5[F(B¥). De
plus, le diagramme suivant est commutatif :

o

E;J 5 Ei+r,j—r+1

l¥

" ZirrimrH R T
I

Ei ¥, Eitniore

en d’autres termes, on a

(3.5.2) Fd V, = nd,.

Prouvons a). On peut munir WQE#+7~1 de I’endomorphisme F; égal 4 F en
degré i, pF en degré i 4+ 1, ...,p" 'F en degré i + r — 1. La projection naturelle
wQlhi+r—1 _, WQ'[— i] est alors compatible aux opérateurs F. ; et F. L’assertion (i)
en résulte, compte tenu de la deuxiéme égalité (3.3.1). De méme, on déduit (ii) en
considérant 'endomorphisme F;_,,, de WQE~"+43, Les assertions (i) et (ii) de b)
se démontrent de maniére analogue A ’aide de I’endomorphisme V., de WQZ? égal
a V en degré b, pV en degré b — 1, ..., p*7°V en degré a. Pour a) (iii), nous aurons
recours aux complexes de de Rham-Witt modifiés introduits par Nygaard [16], [17].
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Pour i €Z et n entier > o, nous noterons WQ'(z, n) (resp. WQ'(z, — n)) le complexe
déduit de WQ' en remplacant d: WQ=' = WQ'** par dV* (resp. F*d) :

(3.5.3) WQ' (G, n) = (WO Wat-2s ... L woi-t Howai 2 )
(3.5-4) W, —n) = (WO war % .. Swor D wa L ).

Pour 7 € Z, désignons par E(z, #) la premiére suite spectrale d’hypercohomologie de X
a valeurs dans WQ'(z, n) :

E®, n) = HY(X, WQ?) = H'(X, WQ'(i, n)).
Avec ces notations, on a
V—1Z6 — Ker HI(X, W) - Hi(X, WOQE+L4+7=1[j 1 1])
= Z¥i + 1,1).

Considérons les morphismes de complexes (cf. Nygaard [16 (2.2)]) :

wor WO > ... >WQS WO+ &> . > WO+ L WO+ >
f ] T | |
WO (i + 1, 1) WO > ... >WOES WO+ | S WQH 1 5 WO+
| ll [ S|
wo WO > ... > WS WO &> . > WO+ 1 > WO+ > .

Le morphisme inférieur montre que Z¥(i 4- 1, 1) CZ¥, d’ou la premiére assertion de (iii).
D’autre part, les deux morphismes ci-dessus fournissent un diagramme commutatif :

E¥ d - Eitni-rit
f
VTUZIBY = Ei(i + 1,1) —s Eitri-rtig 4o o) F,
g
” d, v.o
E? » Eitni-r+t

d’ott (3.5.1). La démonstration de b) (iii) est analogue; on utilise cette fois les
morphismes :

wor s W > . > WO 1S Wit s WOt
| H | ! |

WG +7r,—1) ... >WQ ... > WO+ -1 WO+ L WQi+r+t 5
I 7y | H |

wQr .= WO L > WO WO S WQEHTFL
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(3.6) Démonstration de (3.4). — L’inclusion
(%), V-~ZicZi
est vraie pour r=2. Supposons (x), établie, prouvons (),,, (r> 2). D’aprés
(3.5) 2) (iii), on a
V-°ZiCcV-1ZicZ¥,
et V™®ZJ est stable par V. De plus, comme

V—°Z§ = nKerdV": HI(WQY) - HI(WQ+1),

on a BYCV~®ZJ, et 'endomorphisme V de EY¥ induit un endomorphisme, noté
encore V, de V" ZI/BY, car BY est stable par V (3.5) b) (i). Par ailleurs, V- °Z§ est
stable par F, donc F,:E¥ —~E¥ (3.5) a) (ii) induit un endomorphisme F, de V~=Z§/BY.
Les opérateurs F, et V sur V™°Z§/BY vérifient F,V = VF, = p". Enfin, il découle
de (3.5) a) (iii) que la différentielle d,: V~®ZJBf — V-=Zi+ni-r+ipitni-r+l
induite par celle de E, vérifie F 4,V =d,. On peut résumer ces propriétés en disant
que le complexe (V™°Z,/B,, d,), muni en chaque bidegré des opérateurs F, et V, est
un module gradué sur P’algébre de Raynaud de niveau 7, R(r) (avec différentielle de
bidegré (r, 1 — r)). Or, comme r> 2, les composantes de ce module sont de type fini
sur W d’aprés (3.1) a). Grace a (I (4.4)), il en résulte que la différentielle est nulle
i.e. que
V-*Z§BiCKerd,: Ef - Eitni-r+1 =74 /BY

ce qui prouve linclusion (#), .. On en conclut que 'on a V-°Z§CZ¥. On démontre
Pinclusion BY CF*B¥ de maniére analogue, en s’appuyant sur la partie b) de (3.5).

Remarque (3.7). — Nous donnerons plus loin (IV (2.14)) une autre démonstration
de (3.4), comme application de la structure des groupes de cohomologie de X 2 valeurs
dans les cycles et les bords du complexe de de Rham-Witt. Toutefois, comme I’a observé
Ekedahl [7], Pargument précédent permet d’établir une survie du cceur pour tout
complexe cohérent (I (3.10.1)) (cf. [10#er, (2.5.8)] pour un énoncé précis).

Corollaire (3.8). — Soient i, jeZ. Les conditions suivantes sont équivalentes :
() La différentielle d,:Ei~%3 - EJ est nulle.
(il) HI(WQ)/VHI(WCQ) est de dimension finie sur k;
(i) JHI(WCY) est de dimension finie sur kB (1)
(iii) H/(WQ'~')[FH/(WQ'™") est de dimension finie sur k;
(iii") (HI(WQ™1) est de dimension finie sur k;

() On rappelle la notation M = Ker # pour # un endomorphisme d’un groupe abélien M.
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(iv) F°Bf = o;
(v) V==Zi i = Ei~t,

De plus, ces conditions entrafnent que toute différentielle d, aboutissant en E¥ est nulle et
que toute différentielle d, issue de Ei™17 est nulle.

Il est clair que les conditions (i), (iv) et (v) sont équivalentes. La condition (ii)
signifie que HI(WQ) est V-fini, donc implique (ii’), et inversement (ii’) entraine que
F~Bj est de longueur finie, donc que H/(WQ') est V-fini. La condition (iii) entraine
que Ei~i[F*B;~1J est de type fini sur W, donc implique (iii’) (car le noyau de F
sur F°Bi~ 1 est de longueur finie), et inversement, comme F est surjectif sur F®B, =%/,
(iii’) entraine que le noyau de F sur E{~%#[F* B}~ 7 est de dimension finie sur %, d’ou (iii).
Donc on a (ii) < (ii") et (iii) <> (iii’). D’autre part, on a (iv) = (ii) (3.1) d). Par
ailleurs, (ii) signifie, comme on a vu, que E{ est V-fini; donc F*B}, fermé dans EY,
est également V-fini (I (2.3)), donc de longueur finie puisque annulé par une puissance
de V (et méme nul (I (2.18.2))); le noyau de d:E{"HiV-2Zi-1J . F*BJ étant
de longueur finie (3.1) ¢), Ei=%3/[V—®°Zi~%J est alors de longueur finie (et méme nul),
et il sensuit que E{~1/FEi~%7 est de dimension finie sur %, donc (ii) implique (iii).
Enfin, (iii) implique que E{~%J/F*Bi~"/ est de type fini sur W, donc coincide avec
sa R-enveloppe complétée (I (2.10) b)), de sorte que d,:Ei"1iF°B;~1J > E¥ est
zéro. Donc (iil) implique (i), et les conditions (i) & (v) sont équivalentes. La derniére
assertion résulte trivialement des inclusions (3.4.1).

Corollaire (3.9). — Soient i,j€Z. Si EY est de type fini sur W, alors E§ = EY
(toute différenticlle d, aboutissant & ou issue de EY est nulle).

On retrouve ainsi le théoréme de dégénérescence [10, II (3.7)] : si, pour tout (z, 5),
EY est de type fini sur W, la premiére suite spectrale dégénére en E,. On retrouve
également les résultats de dégénérescence partielle de [10, II (3.3) et (3.11) a4 (3.15)] :
EP=EY EM=EY ENM=EY¥ (pour X purement de dimension N), car les
termes E, en question sont de type fini sur W.

Corollaire (3.10). — Soient i,j € Z. — a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
() Z§=V="Zj;
(i) Z§ est stable par V, i.e. Kerd = KerdV : E¥ — E{*1d,

Elles entrafnent que toute différentielle d,, r> 2, issue de E¥ est nulle.
b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

() Bf—FB;
(i) BY est stable par F, i.e. Imd = ImFd:E{"" —E¥,
Elles entratnent que toute différentielle d,, r> 2, aboutissant @ EY est nulle.

Cela résulte trivialement de (3.4).
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Remarque (3.10.1). — Rappelons que si Kerd = Ker Fd:E{"%/ > E¥ on a
BY = o (I (2.12)), donc toute différentielle d,, 7> 1, aboutissant & E¥ est alors nulle.

Signalons également la conséquence suivante, obtenue indépendamment par
Ekedahl (lettre & L. Illusic (6-8-80)) :

Corollaire (3.xx). — On a E{' =EL' pour tout i.

D’apres (3.8), il suffit de vérifier que (H'(WQ') est de dimension finie sur k.
Or yHY(WQ') est quotient de H'(WQ'/V), et HY(WQ/V) est isomorphe a lim H*(Z, Q')
C
[10, II (2.2.1)], donc de dimension finie sur %, la dimension des H*(Z, () étant
majorée par celle de H°(Q).

(3.12) Soit [a, ] un intervalle de Z, avec b —a=n> 1. Le théoréme de
finitude (2.2) fournit aussi des renseignements sur la structure des groupes de coho-
mologie H™(X, WQ*¥), que nous allons indiquer rapidement pour terminer cc numéro.

On étudie H*(X, WQ™?) au moyen de la suite spectrale déduite de la filtration
naive de WQ*? :

(3.12.1) Ei([a, 8]) = HI(X, (WQl)Y) = HY(X, WQl*?),

Notons
H'(X, WQl?) = PPH*(X, wWQkd) D . DPPHY(X, WQ) D PP+t — o

la filtration de P’aboutissement. Transcrivant la formule
grrlPH(X, WQl* ) = Z¥ ([a, 5])/B%([a, b])

a l’aide de (3.3.1) et (3.3.2), on obtient, pour m =a 4j :
(3.12.2) greH™(X, WQletl) =74 |
gre HHM(X, W) = ZathiphBithi=h (o< h<n)
g H"(X, WO™Y) = B33 -7/Bb".
Notons déja que, grace & (3.1) a) et (3.3.4), gr* " est un W-module de type
fini pour 0 < A< n. D’autre part, on peut munir WQ*? de I'’endomorphisme F,,
égal 2 F en degré a, pF en degré a + 1,...,p"F en degré b =a 4 n (cf. preuve

de (3.5)), et de 'endomorphisme Vg, égal 2 V en degré b, pV en degré b —1, ...,
#"V en degré a. Ces endomorphismes, resp. o et ¢ '-linéaires, vérifient

(3.12.3) F5 Ve, = Vo, Fp =p"*0

Ils opérent sur la suitc spectrale (3.12.1). En particulier, le gradué gr'H™(X, WQ*?)
se trouve ainsi muni d’une structure de R%(z + 1)-module, out R(n 4 1) désigne ’algébre
de Raynaud de niveau n + 1 (I (4.1)). Par construction, l'opérateur F;, sur gr*
(resp. Vg, sur gr’) coincide, via (3.12.2), avec lopérateur F sur ZZ¥ , (resp. V
sur E4—"/BITH (cf. (3.5) a) (i) et b) (i)). D’aprés (3.1), Z¥, ,/JF®By est de type fini
sur W, et E&9—"/BbiT* est V-fini (i.e. de longueur finie mod V). En résumé :
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Proposition (3.x2.4). — Avec les notations de (3.12.2) :

(1) gr% en tant que F-module, est extension d’un W-module de type fini par le sous-module de
tye dV de EY (3.1) d);

(1) pour o< h<m, gr*t* est de type fini sur W;

(iii) gr®, en tant que V-module, est V-fini.

Pour a = o, le sous-module de type dV de E¥ est nul. On retrouve donc le résultat
de finitude [10, IT (2.11)], clé du théoréme de dégénérescence modulo torsion de
(loc. cit.) :

Corollaire (3.12.5). — Pour tous i,j € Z, HI(X, WQS?) est de type fini sur W,[[V]]
(V opérant par V,), et Hi(X, WQSY)|V est de longueur finie.
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LA SUITE SPECTRALE CONJUGUEE

1. Opérateurs ', V' et isomorphismes de Cartier supérieurs

Dans ce numéro, X désigne un schéma lisse sur un schéma parfait S de carac-
téristique p > o. On suit les notations de [10, I, 3]. En particulier, W, Qj est le complexe
de de Rham-Witt de X/S de cran n, W.Q} désigne le systéme projectif, ou parfois
le pro-objet, correspondant. On pose

(r.0) ZW, Q% = Kerd: W,0k > W,Qi¢1,  BW, Qi = dW,Qi !,
AW, Q% = ZW, Qi /BW, O, .

Comme précédemment, on omettra 'indice X quand il n’en pourra résulter de confusion.

(x.x) Soit 7 € Z. Rappelons que ’endomorphisme de multiplication par p induit
un homomorphisme injectif p: W, Q' - W, ,Q [10, I (3.4)], qui commute aux
opérateurs F, V, R. Nous dési-gnerons par F’ Pendomorphisme de W, Q' défini par
(x.x.x) F'=pF = Fp: W, Q' > W, Q"

II est clair que P’on a
(x.x.2) F'(ZW,Q) CZW,Q', F/(BW,Q) CBW,Q},

et que F’ est un endomorphisme du systéme projectif W.L, injectif sur le pro-

objet correspondant [10, I (3.5)]. Grace a (1.1.2), F’ induit un endomorphisme
de W,QY/BW, Q'

Proposition (x.2). — Pour tout n € N et tout i+ € Z, on a une suile exacte
(x.2.1) 0 — V" IQ(V*—10F n BW, Q%) — W, QBW, Q° L W, Q/BW, Q.

En particulier, ¥' induit un endomorphisme injectif du pro-objet W.QBW.Q'.

11 suffit de prouver ’exactitude au centre. On note d’abord que F’: W, Q' - W, Q*
s'annule sur V*~1Q% car F'V*"~1Q = F(pV"~10Q%) CF(V*Q) = 0. Soient maintenant
x eW,, Q) dimage xr e W, Q) et y e W,Q'"! tels que dy = pFx, (= F'x). D’aprés
[10, I (3.21.1.5)], il existe alors (localement) z e W, Q"' tel que y = Fz. On
en déduit pF(x, — dz) = o, ie. pF(x — dz) =0, o ze W, Q! est I'image de 2.
Donc, comme p est injectif, x —dzeKer F: W,Q' > W, _, Q' = V*1Q' [10,
I (3.11.1)], ce qui achéve la démonstration.
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Noter que le morphisme de systémes projectifs p: W.Q' =W, Q" induit sim-
plement la multiplication par p sur le pro-objet W.Q, et par suite I’endomorphisme F’
du pro-objet W.Q (resp. W.QYBW.Q") coincide avec pF.

(x.3) Rappelons [10, I (3.21)] que, pour tout neN et tout i€Z, on a
ZW,Q = F"W,, Q' et que Ker F': W, OF > W, 0 = V"W, O [10, I (3.21.1.2)].
En d’autres termes, F” induit un isomorphisme

(x.3.1) Fr: W,,QfV'W, Q' 3 ZW, Q'

On désignera par

(r.3.2) V' ZW,, Q' - ZW, Q'

PPunique homomorphisme rendant commutatif le carré

W2n+2Qi/V”+1Wn+1Qi — W, QV"W,QF

o+l | ~ ~ {Fn

v
W, O — " ZW,O

ou la fleche horizontale supérieure est la projection canonique. Il est clair que V' définit
un homomorphisme de systémes projectifs
V' ZW, Q- ZW. O
et qu'on a
(x.3.3) FV' = V'F =n?: ZW, ., Q' - ZW,_ &

(ot 7 est la fleche de transition du systéme projectif ZW.Q). Donc F et V' définissent
des automorphismes, inverses I'un de l’autre, du pro-objet ZW.Q' (ce qui précise

[1o, I (3.22)]).

Par ailleurs, on vérifie trivialement que 'on a

(x.3.4) V'd =dVR?: W, Q! - ZW, 0
(ou R est la restriction), donc que

(x.3.5) V'(BW, Q) CBW, Q'

Par suite, V' induit un homomorphisme (surjectif)
(x.3.6) V' HW, Q- AW, Q.

Si

(x.3.7) F: #W,Q - AW, Q
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désigne ’homomorphisme induit par F’ (1.1.1) grace a (1.1.2), on a
(x.3.8) FV =V'F =p: #W,,,Q - #W,Q.

On prendra garde que, contrairement au pro-objet W.<¥, le pro-objet #*W.Q"
n’est pas sans p-torsion (dés que :> o). Nous expliciterons plus loin le pro-
objet A#*W.Q" (1.6.2).

Proposition (x.4). — Sotent n €N et i e€Z. Il existe un unique isomorphisme
(1.4.1) C™": W, Q'3 W, Q
rendant commutatif le carré

W, Q& —> W,

ZW,QF —s AW, Q
ot les fléches horizontales sont les projections canoniques.

Comme W,Q' = W, Q/(V'"W,Q' + dV*W, Q") et que F'dV"=d, Dexis-
tence, P’unicité, et la surjectivité de G™" sont immédiates. Si x € W,,Q, y e W, Q!
sont tels que F'x = dy, alors F*(x —dV"y) =0, dott x —dV"y e V*"W, Q& [10, I
(3.21.1.2)], ce qui prouve l'injectivité de G~".

Noter que G~" est un homomorphisme d’alge¢bres graduées de W, Q" dans
H*W,Q°, t.e.

(x.4.2) C"x.C "y = G "(xp)

quels que soient x € W, Q% y e W, Q. En effet, F: W, ,Q° > W, Q" est un homo-
morphisme d’algebres graduées [10, I (2.17)].

Pour n =1, C1: Q" 355 Q" est 'isomorphisme de Cartier habituel, comme
il résulte de [10, I (3.3)].

On désignera par

(r.4.3) Cr: ZW, Q0 - W, QF
I’homomorphisme induisant, par passage au quotient, I’isomorphisme inverse de (1.4.1),
donc donnant une suite exacte
(x.4.4) 0 > BW, 0 - ZW, 0 3 W,0 > o.
L’isomorphisme C™" permet de traduire en termes d’opérateurs sur W.QF les

opérateurs F', V' sur #*W.Q" : on vérifie trivialement que les carrés suivants sont
commutatifs :
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. PF .
W, Q0 —— W, Q0
(1.4.5) on = =|e
H'W, Q" — H*'W,Q
W, 0 2 WO
n41 I n
(1.4.6) C-(n+1) | ~ ~|on

HW, Q& 1> HW,Q
On a d’autre part un carré commutatif

W, @ —> W0

(x.4.7) c-(ne1) | = lc-n
)

HW, QT AW, Q

ol = est la projection canonique, de sorte que les isomorphismes G~" définissent un
isomorphisme W-linéaire de systémes projectifs

(1.4.8) C*: (6"W.QLF) 3 (WO, m).
Enfin, p: W,Q" —>W, ,,Q induit un homomorphisme p : "W, Q" »>H#'W, . ",

qui s’insére dans le carré commutatif suivant :

W9 — s W,, O

(1.4.9) onl =~ ~ | 0-(n+1)

AW L w0

(1.5) (1) Soit W, = W,(S) le schéma d’espace sous-jacent S, annelé par W, (0),
et notons « le morphisme canonique du topos cristallin de X/W,, dans le topos zariskien
de X [2, (5.18)]. On a construit dans [10, II, 1] un isomorphisme canonique de
D(X, W, 0g) :

(x.5.1) Ru, Oxpw, 3 W, 0,

(1) Ce numéro est une parenthése, qui ne servira pas dans la suite (2 'exception du rappel (1.5. 1)).

141



142 LUC ILLUSIE ET MICHEL RAYNAUD

donnant donc, en particulier, pour tout i, un isomorphisme W,-linéaire
Réu,Oypy, = #W, Q5.

Composant avec « l'isomorphisme de Cartier » (1.4.1), on obtient un isomorphisme
W, -linéaire

(x.5.2) W, Q% 3 67" Riu, Oy

Quand X admet un relévement lisse X’ sur W, Riu*(px/w,, s'identifie canoniquement
a %‘(Q;(.,Wn), et ’on peut montrer que (1.5.2) pour = o0 est donné par

W, 0455 = (15, - %omg) PR+ PR o+ .+ PR € (D),

ol %, ..., % _, sont des sections locales de Oy relevant x,, ..., x,_;. Comme Katz
I’a fait observer, (1.5.2) donne une description purement cristalline des composantes du
complexe de de Rham-Witt de X de cran #, et par conséquent laisse entrevoir la possi-
bilité de reconstruire, par voie cristalline, la théorie de [10] (pour X lisse sur S parfait).
Cette reconstruction est effectivement réalisable. Esquissons seulement ici la définition
de d:W, Q% > W, Q"' et R:W,, 0% > W, Q. Posons Rin0py =#(X/W,).
Pour tout ouvert affine U de X, relevé en T, lisse sur W,, on a un isomorphisme
canonique

(x.5.3) HXIW,) | U 3 57°Q5 -

Si T,,/W,, est un relévement lisse de U, et T, =T, ® W,, on a une suite exacte
0o—>0; 505 -0 —o.

Le cobord correspondant
d: QG w — A Q w

s’identifie, via (1.5.2) et (1.5.3), & la différentielle d: W, Qi — W, Qi+, La « recons-
titution » de R est plus délicate : il s’agit de définir de facon autonome V' (1.3.6).
Soit T/W un relévement formel lisse de U, muni d’un endomorphisme o-linéaire @
relevant Pendomorphisme de Frobenius de U. Notons @ I’endomorphisme de Q% induit
par @, et ®:Q; — Q ’homomorphisme d’algébres graduées déduit de € par division
par #* en degré i (cf. [10, 0 (2.8)]). On déduit du fait que @ releve C~*! que @ induit
une injection

(r-5.4) Quf(p"F*Qy + pd Q") > Qo (4" +1Qy + Q).

Posons T,=T®W,. D’aprés [10, 0 (2.3.13)], éf'ﬂ;.m est contenu dans l'image
de (1.5.4); pour xed*Qy , Lunique y e Qy/(p"+'Q + pdQi") tel que x = @y
est un cycle mod 4", dont la classe dans #7°Q;_est par définition V'x. On constate que
I’homomorphisme V’ ainsi défini correspond, via (1.5.2) et (1.5.3), & opérateur de
restriction R : W, ,Qf —W,Qi. Les carrés (1.4.7) et (1.4.9) suggérent comment
reconstituer F et V, et il n’est pas difficile, & partir de 13, de retrouver le formulaire
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[r0, I (2.18)] et le théoréme de comparaison rappelé ci-dessus (1.5.1), d’ot découle
alors, de fagon tautologique, I'isomorphisme de Cartier (1.4.1). Signalons que cette

[y

reconstruction n’utilise 2 aucun moment la théorie du complexe des formes entiéres
de [10, I, 2].

(x.6) Interprétons, a l’aide de (1.4.8), noyau et conoyau de p sur le pro-
objet F#*W.Q".

D’aprés (1.4.9), les isomorphismes C" définissent un isomorphisme de pro-objets
(x.6.1) p%W.Q'—';«LiFEl» yW. QL

D’autre part, d’aprés [10, I (3.11.2)], on a, pour tout #, un isomorphisme

dVr—t: QYZ Q1S Ker(V: W, QF > W, ,QF),
d’ou une identification du systéme projectif yW.Q', avec fleches de transition F, au
systéme projectif Q'~!Z.Q'"Y avec fleches de transition les projections canoniques.

Composant avec (1.6.1), on obtient un isomorphisme canonique o-linéaire de pro-
objets (avec fleches de transition les projections canoniques)

(x.6.2) «Cld»: QYZ. Q13 #W.Q («Cld» = C*dV' Y.

De maniére analogue, utilisant [10, I (3.11.3)], on définit un isomorphisme
canonique ¢~ *-linéaire de pro-objets (avec fleches de transition les projections et inclu-
sions canoniques)

(x.6.3) «C» (=F"1C): FAW.QpSZ,_,Q (=~ Z.Q).
Noter que, compte tenu de (1.3.8) et du fait que ’endomorphisme F’ (resp. V')
du pro-objet W .Q" est injectif (resp. surjectif), 'inclusion canonique
(x.6.4) wHW. Q- WO
et la projection canonique
(x.6.5) HW.Qp > H#W.Q[F
sont des isomorphismes de pro-objets.

Observons enfin qu’en vertu de (1.6.2) le pro-objet #*W.Q' n’est sans p-torsion
que pour 7 =0 : dans ce cas, d’ailleurs, V' est un isomorphisme (1.3.3).

(x.7) Pour terminer ce numéro, nous allons décrire certains endomorphismes
des pro-complexes tronqués f,W.Q', ¢, ;W.Q", qui joueront un réle essentiel dans
la suite.

Soit 7 eZ. On notera
(1.7.1) V%‘: tSiW.Q' —>t<,W.Q'
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I’endomorphisme du pro-complexe tronqué & ;W.Q' égal & V' en degré i et g1~V
en degré j<i :

W.0 5 W.Q — ... — W.0! L ZW.

W.0 %5 W.Q' — ... — W.Q! -4 ZW. O

(cette définition est légitime, vu (1.3.4)). On a un carré commutatif

tS"W.Q. — W'W.Q.[‘—‘ i]
(x.7.2) Vigi v

L W.Q — AW Q[— ]

ou les fleches horizontales sont les projections canoniques.
On notera d’autre part

(x.7.3) Foi: o, W.Q >, WO
’endomorphisme du pro-complexe tronqué £,,W.Q" égal a p'—*F’ en degré j :
W.QBW.QF 4 W.QF 5 | — W.Q —s ...

F P pi-iF

W.QBW.QF -4 W.Q0F — | — W.QF — |

(cette définition est légitime, compte tenu de (1.1.2) et du fait que dF = pFd). On a
un carré commutatif

HW.Q[—i] — £,,W.Q
(1.7.4) ¥ P

W Q[—i] — t,W.Q

ot les fleches horizontales sont les inclusions canoniques.

D’aprés (1.2) et le fait que le pro-objet W.Q' est sans p-torsion, les fleches FL
et Vg, sont injectives.
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Notons aussi que
(r.7.5) Fio =13,
ol & est Pendomorphisme de W.Q' égal & #'F en degré i [10, I (2.18), II (1.2)],
correspondant via (1.5.1) & I’endomorphisme de Frobenius de Rx,0x. Donc, compte
tenu de (1.7.4),
(r.7.6) | FW.Q = p'F.
On a, par ailleurs, les identités évidentes :
(x.7-7) FVai=VLF =4,
et, pour X/S de dimension relative N,
(x.7.8) FLVoy = VinFoy = "0

2. Dégénérescence modulo torsion de la suite spectrale conjuguée

(2.1) Soit X un schéma propre et lisse sur k. Pour »n entier > 1, on appelle suite
spectrale conjuguée de cran n (ou deuxiéme suite spectrale de de Rham-Witt de cran n), et 'on
note JE (ou simplement E s’il n’y a pas de confusion & redouter) la deuxiéme suite
spectrale d’hypercohomologie de X a valeurs dans W, Q5 :

(2.1.1) "R = Hi(X, #W, Q) = H'(X, W,Q)

(oo HYX, W, Q") ~ H*(X/W,) [10, II (1.3.3)]). A une renumérotation prés, c’est
la suite spectrale d’hypercohomologie de X & valeurs dans le complexe W,Q%, filtré par
la filtration canonique (croissante) f<;W,Q%. Via I'isomorphisme fondamental (1.5.1),
elle s’identifie & la suite spectrale de Leray de u: (X/W,).u = X,rs

Eff = H(X, Rit,Ogw,) = H(X/W,),

donc peut étre définie indépendamment de toute référence a la théorie du complexe

de de Rham-Witt. Pour ’origine de la terminologie « suite spectrale conjuguée », voir
Katz [12].

Lemme (2.1.2). — La suite spectrale (2.1.1) est & valeurs dans la catégorie des W,-modules
de longueur finie.

Notons F?W,Q° le complexe W, Q' considéré comme W, 0-algébre différentielle
graduée via F*: W,0 - W, 0. Compte tenu de (1.4.2), I'isomorphisme CG™" (1.4.1)
est un isomorphisme de W, 0x-modules

C": W, 0 % #(FrW,00).

D’aprés [10, I (3.9)], il en résulte que H#*W,Q" (= A (FiW,Q7)) est un W, 0-module
de type fini (ou, si 'on préfere, un faisceau cohérent sur le schéma W, (X)). CGomme X
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est propre sur &, le terme E, de (2.1.1) est donc un W,-module de longueur finie, d’on
le lemme.

Pour n variable, les suites spectrales conjuguées de cran n forment un systéme
projectif ‘'E, dont la limite projective est une suite spectrale de W-modules, car,
d’aprés (2.1.2), tous les termes vérifient la condition ML. Cette suite spectrale limite,
qu’on notera “E (ou E s’il n’y a pas de confusion 2 craindre), sera appelée suite spectrale
conjuguée (ou deuxiéme suite spectrale de de Rham-Witt) de X :

(2.1.3) "Ed = lim HY{(X, #W, Q) = H(X/W).

Nous poserons

(2.1.4) HY(X, #7WQ') : = lim H(X, #7W,Q"),

et noterons P; la filtration croissante de I’aboutissement,

(2.1.5) PH*(X/W) = lim Im H'(X, £, W, Q%) - H'(X/W,),
dite filtration conjuguée. On a donc

(2.1.6) P.HY(XJW)/P,_,H*(X[W) = "En %%,

On prendra garde que H'(X, #7WQ') défini par (2.1.4) n'est pas le i-éme groupe de cohomo-
logie de X & valeurs dans le faisceau SETWQ.

L’endomorphisme de Frobenius de X induit, par fonctorialité, un endomorphisme g
du systéme projectif des suites spectrales conjuguées de cran z, donc de la suite spectrale
limite (2.1.3). Cet endomorphisme respecte en particulier la filtration conjuguée. 11
est induit, en chaque cran n, par I’endomorphisme § de W, Q"

Le résultat principal de ce numéro est le théoréme suivant :

Théoréme (2.2). — Soit K le corps des fractions de W. Sous les hypothéses et avec les
notations de (2.1) :

a) Pour tout (i, j), le sous-module de p-torsion ("EJ), ., de "EJ = H(X, #TWQ)
(2.1.4) est annulé par une puissance de p, et "EY[("EY), ., est un W-module de type fini.

b) La suite spectrale conjuguée (2.1.8) dégénére en E, modulo p-torsion, ie. d,®K = o
pour tout r> 2, et, pour tout i, Pinclusion P;H*(X[W)CH*(X/W) induit un isomorphisme
de PHY(X/W)®K sur la partie du F-cristal H'(X/W)® K de pentes < i.

Il découle de b) qu’on a un isomorphisme canonique de F-isocristaux
(2.2.1) HI(X,#AWQ) @ K5 (H*H(X/W) ®K)y_y 5
(pour un F-isocristal M sur %, et I une partie de Q, M; désigne le plus grand sous-
F-isocristal de M de pentes €1I).

Nous étudierons plus loin, indépendamment des résultats de ce numéro, la p-torsion
de "E¥ (cf. §§ 3 et 6).

Pour des applications arithmétiques de (2.2), voir Katz [14].
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(2.3) La démonstration de (2.2) que nous présenterons ici est parallele 4 celle
donnée dans [10, II, 3] pour la dégénérescence en E, modulo torsion de la premiére
suite spectrale de de Rham-Witt.

On peut supposer X purement de dimension N. Soit ¢ € Z. Il résulte de (2.1.2)
(par un dévissage immédiat) que, pour tout z, le W,-module gradué H*(X, ¢, ,;W, Q")
est de longueur finie. Considérons le W-module gradué profini
(2.3.1) H'(X, 1, ,WQ') := lim H*(X, £, ,W, Q") (1).

Les endomorphismes Fi; (1.7.3) et Vg y (1.7.1) de ¢, ;W.Q" définissent sur
H'(X, t,;WQ’) des opérateurs FL; et VLy, respectivement ¢ et ¢~ '-linéaires, vérifiant
FL,Vig = ViyFL, = p" %+ (1.7.8). On peut donc considérer H*(X, ¢,,WQ") comme
module gradué sur P’anneau de Dieudonné R(N — i 4 1) de niveau N —i 41
(I (4.2)), F’ (resp. V') opérant par F5; (resp. Vcy). Nous déduirons (2.2) du résultat
de finitude suivant, analogue de (II (g.12.5)) :

Proposition (2.3.2). — H*(X, t,,WQ") est un R"-module ¥'-fini, i.e. H*(X, 15, WQ")
est séparé et complet pour la topologie ¥'-adique, et H*(X, to, ;WQ")[F’ est un W-module de longueur
Snie.

(2.4) Dévissage de t-;W.Q'. — Pour prouver (2.3.2), nous aurons besoin de
résultats sur les pro-complexes ., ,W.Q[FL;, analogues & ceux de [10, II (2.10)],
relatifs aux pro-complexes W.QSV_, (ou Vg; est $7V en degré j). La propreté
de X est inutile ici, les calculs de ce numéro valent pour tout schéma X lisse sur une
base parfaite S de caractéristique p > o.

Soit i e€Z. Dans ce qui suit, W.Q" désigne le pro-objet des complexes de
de Rham-Witt de cran n. La projection canonique ¢,,W.Q' —#£,,, ,W.Q' envoie
F .t ,W.Q" dans FL; . 05, ,W.Q, donc définit un épimorphisme de ¢, ;W.Q'[FL,;
sur t5;,;W.Q'/F5;.,, dont nous noterons L; le noyau :

(2-4-1) c — L', —> t;,W.Q./F’;'-tZiW.Q' —_ t;H_IW.Q./F'?H_lt?i_*_lW.Q' — 0.
On a donc :
L, = (0 - W.QJ(FW.Q + dW.Q7Y)
L (FW.QF L dW. Q) pFW. Q1 S pF W QR W . Qi+ 2 >
— pTFW. Qi HIEPW QTR ),
Considérons le pro-complexe (concentré en degrés > i)
M, = (0 - W.Q(pW.Q' + dVW. Q1) 2 W.Q*p 2. - W.Qilp - ...)
(avec les notations de (II (3.5.3)), M;=15;(W.Q'(¢, 1)/p)). Comme F’ =pF et
FdV = d, I’homomorphisme Fs;: W.Q> - W.Q>, égal 4 §'F en degré i+ 4,
induit un homomorphisme f:M; — L,.

() Méme observation que pour (2.1.4).
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Lemme (2.4.2). — On a une suite exacte de pro-complexes
(2-4.2.1) o—+M,-l>L,.—>N‘._>o,
avec N = (o~ W.QJFW.Q > (pFW. Q0 + dW. Q) pFW. Q'+ o),

concentré en degrés i ef © - 1.

Par définition, f est un isomorphisme en degrés> i + 2, et 'on a N; = L,/fM,.
Il reste a vérifier 'injectivité de f en degrés ¢ et ¢ 4+ 1. En degré 1, elle résulte du fait que
F:W.Q —W.Q estinjectif et que F(pW.QF + dVW. Q1) = pFW.QF + dW. QL
En degré ¢ 4 1,

F=pF: W.QFp > (pFW.Q*1 4 JW. Q) [p*FW. Qi1 = Li+1

est composé de I'isomorphisme pF : W. Q" 1p 3 pFW. Q" Yp*F et de I'injection natu-
relle de pFW.QHYp*F dans LI+

Lemme (2.4.3). — N, est acyclique.

D’aprés [10, I (3.19)], la différentielle d de W.Q" donne une injection de
VW.QpW.Q' dans W.Q"YVW.Q'*Y donc a fortiori dans W. QT pW. Q'+, Le
lemme résulte alors du diagramme commutatif suivant :

VW.QpW.QF —5» (dVW.QF + pW. Q1) pW . Qi+

W.QIFW.QF —2s (pFW.Qi+! L dW. QY [pFW . Qi+1

Lemme (2.4.4). — La projection naturelle M; — Q>* est un quasi-isomorphisme de
pro-objets (Q>* étant considéré comme pro-objet constant).

D’aprés [10, I (3.20)], les projections naturelles donnent un quasi-isomorphisme
de suites exactes :

o — M, — W.Qp — M — o

1

0o —> Qi Q Qsi-1 5 o
ol M! = (0 > VW.QpW. Q1 S W.Qip >W.Q*p > ...)
et M = (W.0p > W.QUp > ... > W.Q~2p > W.Q~YVW.Q"! o).
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Mais, d’apres [10, I (3.19)], #*~'M] = o, de sorte que la projection évidente M; — M,
est un quasi-isomorphisme, d’oi le lemme.

(Par un argument similaire, Nygaard [17, (1.3)] a montré que, plus généralement,
pour tout 7, la projection naturelle (cf. (II (3.5.3)))
ti(W. QG n) [p7) — W, Q>
est un quasi-isomorphisme.)

Combinant (2.4.2), (2.4.3) et (2.4.4), on obtient un isomorphisme canonique
(de la catégorie dérivée des pro-W-modules sur X)

(2.4.5) L; > Q>

(2.5) Preuve de (2.3.2). — Par définition de F’ (1.1.1), on a, pour tout n> 1,
F"(W.Q) Cp"W.Q" donc le composé W.0 5 W.0 W, Q' (ol la seconde fleche
est la projection canonique) est nul, et par suite il en est de méme des composés
W.QYBW. O IS W.QUBW. QF > W, QY BW, O et

F;
W0 50 W.Q—s £, W, O

(olt les secondes fieches sont les projections canoniques). Par application de lim H*(X, —),
il en résulte que F"H'(X,s,;WQ’) est contenu dans le noyau de I’application
canonique H*(X,?, ;WQ") —-H*(X, ¢, ;W,Q"); autrement dit, la topologie F’-adique
de H*(X, t,;WQ") est plus fine que la topologie limite projective T. Or, comme
H*(X, ¢t ;WQ") est T-profini, et que F’ est continu pour T, les F"H*(X, ¢, ;WQ") sont
fermés (I (o0.5)), donc (I (o.1)) H'(X, #,;WQ") est séparé et complet pour la topo-
logie F’-adique. Il reste & montrer que H*(X, ¢, ,WQ")/F’ est de longueur finie. Consi-
dérons pour cela la suite exacte de pro-complexes (rappelons que FZ ; (1.7.3) est injectif)

(%) 0> 1o, W0 25 1 W0 > £ WO FL s W2 —> 0
Comme H*(X, ¢, ;W,Q) est de longueur finie pour tout n, la limite projective de la
suite exacte longue de cohomologie associée & (*) est exacte, donc fournit une injection
(2.5.1) H'(X, £, WQ) [F' & H'(X, ¢, WQ'[FL) := lim H'(X, £, ,W.Q"[F% ).
Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme (2.5.2). — Le W-module H*(X, t, ;WQ'[FL ) défini en (2.5.1) est de longueur
finie.

Nous allons prouver (2.5.2) par récurrence descendante sur z L’assertion est
vraie pour ¢{> N, puisque W.Q' = o pour i> N. Supposons-la établie pour i + 1,
et considérons la suite exacte longue de cohomologie associée 3 (2.4.1) :

(1) o (X L) > HY(X, WL Q' FL ) > HY(X, b WL FL L) e
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Les termes de (1) sont des pro-modules de longueur finie, donc la limite projective
de (1) est une suite exacte, qui s’écrit

(2) s (X, L) > HY(X, £ WQFL) — H'(X, toi ;W FLiy)) > ...

D’aprés (2.4.5), H'(X, L;) est isomorphe & H*(X, Q%), donc est un k-espace vectoriel
de dimension finie. Par I’hypothése de récurrence, il en résulte que H'(X, ¢, WQ'/FL )
est de longueur finie, ce qui établit (2.5.2) et achéve la démonstration de (2.3.2).

(2.6) Preuve de (2.2). — La suite exacte longue de cohomologie associée au triangle
distingué canonique (écrit comme une suite exacte courte)

0 >HIW.Q[—j] >t,,W.Q >t , W.Q >0

est formée de pro-modules de longueur finie, donc a pour limite projective une suite
exacte, qui s’écrit

(2.6.1) oo > HX, #WQY) > HY(X, £5,WQ) > H'(X, £, WQ) — ...

D’aprés la variante (I (4.3)) de (I (2.5) a) et b)), il résulte de (2.3.2) que, pour tout 7,
H*(X, t,,WQ') est extension d’un W-module libre de type fini par un W-module annulé
par une puissance de p. Grace & (2.6.1), la méme propriété est vraie pour
H (X, #WQ") (cf. [10, II (2.14)]), ce qui prouve ). La démonstration de ) est
analogue 2 celle de [10, II (3.2)]. On note d’abord que les opérateurs F’, V' sur #W.Q",
vérifiant F'V’ = V'F’ = p, munissent H*(X, #7WQ') d’une structure de R’0-module
(de niveau 1), et le méme raisonnement que celui fait au début de la preuve de (2.3.2)
montre que F’ est topologiquement nilpotent sur H*(X, #WQ"), donc aussi sur le
W-module de type fini quotient de H*(X, #7WQ") par son sous-module de p-torsion.
Par suite, les pentes de F’ sur H*(X, #WQ') ® K appartiennent 2 I’intervalle Jo, 1].
Grace A (1.7.6), il en résulte que, pour tout (4, ), les pentes de § opérant sur “Ef® K
appartiennent a Pintervalle J7 — 1, 7]. Il en est donc de méme, pour tout r> 2, des
pentes de § opérant sur "Ef®@ K. Alors “"Ef®K et “E;*" ="+ n’ont pas de pente
en commun, et par suite d,® K = o. Pour la derniére assertion, on note que ’endo-
morphisme § de #,;W.Q% coincide avec p'~'F%;, ce qui entraine, compte tenu de
(2.8.2), que les pentes de & opérant sur H*(X, ¢,;WQ") ®K sont > j — 1; la conclu-
sion découle de la suite exacte (de F-isocristaux)

0 - PH'(X/W) ®K - H'(X/W) ® K —» H*(X, t5;,,WQ") ®K >0

déduite du triangle distingué canonique o0 — i ;W.Q' >W.Q' ¢, . W.Q" —>o,
Ceci achéve la démonstration de (2.2).

Remarques (2.7). — a) Nous donnerons en (III, 6) une autre démonstration de (2. 2).
b) On a observé plus haut que la suite spectrale conjuguée peut étre définie par
voie cristalline, indépendamment de la théorie du complexe de de Rham-Witt. Or la
démonstration de (2.2) qu’on vient d’exposer s’appuie sur cette théorie, donc apparait
assez artificielle. En fait, les calculs de (2.4), qui sont le cceur de ’argument, peuvent
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étre présentés de facon purement cristalline, sans référence au complexe de de Rham-
Witt. L’ingrédient clé, qui conduit d’ailleurs & une généralisation relative de (2.4.5),
est le théoréme d’Ogus [2, (8.20)] (cf. lettre de L. Illusie 2 A. Ogus du 31-8-80).

3. Complexes de Nygaard et extensions canoniques

(3-1) Soit A une catégorie abélienne. Si L est un complexe de A, la filtration

) 4 . .
canonique de L, par les complexes tc,L = (... »L"'— Z' -~ o0), fournit certaines
fleches dans la catégorie dérivée, que nous allons rapidement rappeler. Notons d’abord
que, pour tout ¢eZ, la projection canonique

(3.x.1) t<;Lftc; L - #'L[—{]

est un quasi-isomorphisme. Plus généralement, posant, pour ¢ < b< + oo,
(3.1.2) byl = (0 >LYB* S Lo+ | > L1570 )
(avec la convention que #, ;L = 3#"L[— 4]), la projection canonique
(3.x.3) <y Lftga L >4, L

est un quasi<isomorphisme (pour & = 4 oo, #, 3L = #;,,L). Grice a (3.1.1),
Pextension

(3.1.4) o>t Lfte; L -t Litic; L >te; Lits;L >0
fournit un triangle distingué (%)

(3.x.5) 0 > L[—i] > te i Litgs_iL =#*1L[— (i + 1)] —>o0.
La fleche

(3-1.6) d: #HL - A L[2]

déduite, par translation, de la fleche de degré 1 de (3.1.5) sera dite fliche canonigue.
On sait que, par application d’un foncteur cohomologique T* & valeurs dans une caté-
gorie abélienne B, d fournit la différentielle d, de la suite spectrale

Ei = T'#L = T*(L).

On peut définir (3.1.6) de la maniére équivalente suivante : grice a (3.1.3), l'exten-
sion (3.1.4) s’envoie par un quasi-isomorphisme dans I’extension

(3.x.7) 0 > H'L[— 1} >t gL - tgi Lt L > o,
d’ou lon déduit (grace & (g.1.1)) un triangle distingué
(3.1.8) 0 > HL[—i] >t gL > L[— (i + 1)] >0,
dont la fleche de degré 1 donne (3.1.6) par translation.
*}/N\

(1) Nous écrirons souvent, par abus, un triangle distingué L — M comme une suite exacte courte
o—>L—>M—>N-—>o.
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D’autre part, grace 2 (3.1.3) pour b = -+ oo, I’extension

(3-1.9) 0—->ty;L->L->LMt,;L—o

fournit un triangle distingué

(3.1.710) 0>t L -L >t ,L o,

dont la fléeche de degré 1

(3.x.1x) d: ;0L = (g L)[1]

est reliée & (3.1.6) par le carré commutatif suivant :

tyipi L ———— (1 L)[1]
(3-1.12)

HHL[— (i + 1)] —> HL[— i][1]

(ot les fleches verticales sont les inclusion et projection naturelles). Cette compatibilité
découle des morphismes de suites exactes évidents

0 ——9#];[— i] e t[",,'+1]L —_— tSi+1L/tSiL —> 0

T T |

0 t<iL iyl — g Lftg L — 0
l! [ ¥
0 te;L L Ljic,L —> o

Enfin, il nous sera commode d’utiliser les notations suivantes :
R R P} X ,
(3.1.13) L. L=Ljtg;_ L= (0o >L"YZ 'L L+ - .),
t['ﬂL = t;Lftg; L= (0~ L‘._1/Z"—1 —Z' — o).

(3.2) Dans toute la suite de ce numéro, X désigne un schéma lisse sur une base
parfaite S de caractéristique p> o0, et W.Qx (ou W.Q') le pro-objet des complexes
de de Rham-Witt de cran n. Nous allons établir certaines compatibilités entre les opéra-
teurs FL;, Vi, de (1.7), la flcche d de (3.1.11) relative &2 L =W.Q" (A étant la
catégorie des pro-W-modules sur X), et les complexes de de Rham-Witt modifiés de
Nygaard [17], qui sont déja intervenus en (II (3.5)).

Soient 7 et n des entiers, avec n3> o. Nous considérerons les complexes de pro-
W-modules déduits de W.Q" par la modification suivante de d: W.Q"™ ! > W.Q :

(3.2.1) W.QGn = W.oswad. StworSaowes )
(3.2.2) WO, —n) = (W.oSw.alt. dwortHaw ol )

nous omettrons par la suite les ¢ et 6~ " quand il n’en pourra résulter de confusion).
P q P
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On a une suite exacte (de complexes de pro-W-modules)

(3.2.3) 0>t W.Q B W.Q (i, 1) > 67 W.Q > o,

ol f_, est identité en degré < i — 1 et le composé ZIW.Q X5 ZW. QP s W.QF en
degré ¢ (1.3). On a de plus des morphismes de suites exactes
0 — o MgW.Q —— o7"W. Q' —— 67", W.Q —> o

ol i |

(3.2.4) 0 —> tW.Q — s W.Q(1,n) — o7 W.Q —> o

u [ [

0 — I W.Q — WO —— 1L, WO — o0
ot les fleches verticales médianes sont définies par le diagramme commutatif suivant
(cf. (II (3.5))) :

W0 — ... — W.072 — W.0! — W.Q' — W.Q* — |

e T

W.0 — ... — W.0? — W.01 T WO —s W.QF —s .,

| | H b

W.0 — ... — W.Q"2 — W.Q"! — W.Q — W.Qi+! — ||
(N.B. — Dans (3.2.4), FL; 85, ;W.Q > #,;,,W.Q" est '’homomorphisme défini
par p'°F en degré j, de sorte qu’on a un carré commutatif

tl?i_l_lW.Q. —_ t>i+1W.Q'

' ’

(3.2.4. I) F2in Fzin

t'?,-_HW.Q' — t;i_i_lw.go

ou les fléches horizontales sont les quasi-isomorphismes projections naturelles (3.1.3).)
Notons

(3-2.5) dipt b5  W.Q — ot ;W.Q[1]

la fleche de degré 1 définie par (3.2.3), et

(3.2.6) d=di,0: t>i+1W.Q' ——>t<,-W.Q'[I]

la fleche (3.1.11) relative & L = W.Q°. La partie supérieure de (3.2.4) fournit la

relation

(327) V’Snidi,n=da
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et la partie inférieure donne, compte tenu de (3.2.4.1),

(3.2.8) (SX)FZiy 1 = d; .

Combinant (3.2.7) et (3.2.8), on obtient notamment la formule fondamentale
(3.2.9) Vailad)Fsi0, =4,

qui nous permettra plus loin de munir le terme E, de la suite spectrale conjuguée d’une
structure de R’-module : comme F; , (resp. V;) induit F’ (resp. V') sur £+ 'W.Q°
(resp. H#*W.Q), (3.2.9) entraine en effet, grice & (3.1.12) :

(3.2.10) V'(c,d)F' = d,
ou
(3.2.11) d: #TIW.Q > H#W. Q2]

est la fleche canonique (3.1.6).
Observons que (3.2.3) induit la suite exacte

(3.2.12) 0 > HW.QL—i] 55 1, W.Q(, n) - 07", ;W. Q" >0,
dont le triangle distingué associé s’écrit
(3.2.13) HW.Q[— i] 5> bW QG 1)
= e HFIW . Q[— (i + 1)] 5 #AW.Q[— i + 1].

Le fait que la fleche de degré 1 soit dF™” résulte en effet de (3.2.8) (compte tenu de
(3.1.12)). '

Donnons maintenant une liste de compatibilités paralléles faisant intervenir
W.Q'(i, — n). Tout d’abord, on a une suite exacte

(3.2.14) 0 >t W.QBW. QG —n) > o?ts,, ,W.Q >0,

ou f, est l'identité en degré< i — 1 et le composé ZW.Q 2 ZW.0F > W.QF en
degré 7, et des morphismes de suites exactes

0 — o W.Q — GW.Q° — oJt,, W.Q —> 0o
Ve

| b i

(3.2.15) 0 —> tW.Q P WO, — 1) — ', WO —> 0

| - s

0 —> IGW.Q —— WO —— ), W.Q ——> o

ou les fleches verticales médianes sont définies par le diagramme commutatif suivant
(cf. (IL (3.5))) :
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WO — ... — W.Q"?2 —5 W.Q1 —5 W.Q —5 W.Q* —» |

o] w e

WO —> ... — W02 — W.01 25 wo — w.o+t —» .

II Il | A e

W.0 — ... — W.Q7? —s W.O! — W.QF — W.QF — |
(méme convention que plus haut pour F5;, ). Si
(3.2.16) d _n: oyts;  W.Q -t W.O1]

est la fleche de degré 1 définie par (3.2.14), on déduit comme ci-dessus de (3.2.15)
qu'on a :

(3.2.17) Vei(oid) = d, _,,
(3-2.18) di,-—n Liv1=4d,

d’ou résulte & nouveau (g.2.9). Par ailleurs, (3.2.14) induit la suite exacte
(3.2.19) 0 >HW.Q[—i] > by . g W.Q (6, — 1) i, JW.Q —o0,
dont le triangle distingué associé s’écrit (grace a (3.2.17))
(3.2.20) HW . Q[ i] > 1, g W Q(, — 1)
> PHFIW. Q[ (i + 1)] —> HW.Q[— i + 1].

(3.3) Il découle des relations V'd =dV (1.3.4) et V'F'd =p"d = dV"I"
qu'on a (pour ¢ et n comme ci-dessus) un carré commutatif

W.QFdW. Q1 S5 ZW. Qi+

(3-3.1) v v

v
W.QYdVPW. Q1 —2s ZW. Qi+

quon peut considérer comme définissant un morphisme de complexes
iy W .Q(6, — n)

(3-3.2) (v, v

G:t[i’i+1]W.Q.(i, 71)
(avec les notations de (3.2.1) et (3.2.2)).
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Proposition (3.3.3). — Notons (par abus)
F': W.QUIV'W. Q> W, 0
la fléche composée de la projection canonique W .QdV*"W . Q=1 W, Q' et de Iisomorphisme

de Cartier C": W, Q'3 H#'W, Q" (1.4.1). On a une suite exacte (de complexes de pro-
W-modules)
ALY

.. ( N o
(3.3.3.!) 0—>t[i,,i+1]W.Q(z,—n)———>6*t[i’i+1]W.Q(l,ﬂ)
I W, [— i] —> o.

Comme V' est un automorphisme de ZW. Q! exactitude de (3.3.3.1) équivaut
a celle de la suite

(3.3.3.2) 0 —s W.QF'dW. Q0 s W.QJdV"W. 0~ s W 0 —> o,

Or D’exactitude de (3.3.8.2) au centre et a droite est assurée par définition de F", et
a gauche elle résulte de I’exactitude au centre de la suite exacte
, (B, —Fng) Ve 4 vn

_—

(3.3-3.3) 0o — W.Q~ W.Q 1o W.Q0 5 W.Q'—s W, Q0 —> o,

qui se vérifie comme (IT (1.2.2)) (& partir de [10, I (3.17.2) et (3.21)]).
(On comparera (3.3.3.2) a la suite exacte

(3-3-3-4) 0 — W.OYFW.0 T W.QJV'W. 0 —> W, 0 —> 0

déduite aussi de (3.3.3.3), et mise en évidence par Nygaard [17, (1.4)].)
Notons que (3.3.2) s’insére dans un morphisme de la suite exacte (3.2.19) dans
la suite exacte (3.2.12) :

0 —> HW.QT— i] —> 1 g W.Q (G, — 1) —> o8, yW. Q" —> 0
(3-3.4) F"' (v, v'm) v

P . v . ’ .
0 —> G:e#lw-g.[— 1] —_ Gft[i,,-_,_l]W.Q'(z, n) —_> t["_‘_l]W.Q —> 0

Compte tenu de (3.2.13) et (3.2.20), le morphisme de triangles distingués défini par
(3.3.4) s’écrit (en négligeant les o")

(3-3-5)
HW.Q[— i] <> 1, g W. QG — 1) — W Q[ (i + 1)] > W Q[— i + 1]

(1) w @) @

HW.Q[— i] > 15, W QG 1) —> W Q[— (G + 1)] T #W.Q[— i + 1]
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On a aussi un triangle commutatif

AW Q[ i] —> oty g W. QG 2)

(3-3.6) N

AW, Q[ — i]

ou 7 est la projection canonique. Considérons la o-suite déduite du carré (3) de (3.3.5) :

(3.3.7) 0 —> AW Q— 2] T it W Q' [— 2] @ W QO
T W.Q —> AW,Q —> 0.

Compte tenu de (3.3.3), (3.3.5) et (3.3.6), (3.3.7) jouera le réle d’une résolution
de W, Q", analogue 4 celle de W, Q' donnée par (3.3.3.3) ou (II (1.2.2)), et sera
Pingrédient essentiel du théoréme de finitude (5.2).

(3-4) Examinons, pour terminer, la dépendance en n du morphisme (3.3.2),
que nous noterons (3.3.2),. Pour alléger, nous omettrons de préciser les c-linéarités.

On définit un morphisme
(3-4.1) ™ (3:3-2)nt1 > (3:3-2)n

par le carré commutatif

(p,p)

b oo W Q6 — (1)) 2B g WG, — )
(3-4.1") {Vn+1,yrned) (vn,ym)

¥
o (F, F) »
t[",‘l'-i-l]W‘Q (Z, n+ I) —_— t[i,.'_l..ﬂW.Q (l, n)

Le morphisme (3.4.1) induit la projection canonique = :#*W,, Q" —#*W,Q, en
ce sens qu’on a un carré commutatif

o (F,F') o/
t[,-’,-H]W.Q (Gn+1) — bW (1, n)
(3.4.2) o

v v
HW,, Q[—i] —— HW,Q[— ]
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(ott les fleches verticales sont les fliéches de droite de (3.3.3.1)). D’autre part, la fléche
supérieure de (3.4.1') s’insére dans un morphisme de (3.2.19),,, dans (3.2.19), :

0 —> AW.Q[—i] 5 b, W.Q G, — (1 + 1)) — L W.& —> o
(3-4-3) F {p, 7 »
0 —> HW.Q[—i] —> b, gW.Q (G, — 1) ——> £, ,W.Q —> o

De méme, la fléche inférieure de (3.4.1') s’insére dans un morphisme de (3.2.12),,,
dans (3.2.12), :

0 —> HW.Q[—i] T by W QG n +1) —> i, W.Q° —> 0
(3-4-4) (%, F") F
0 —> HW.Q[—i] —> t;;yW. Q7)) ——> #,gW.Q —> 0

Les diagrammes (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.4) montrent que (3.4.1) induit un
morphisme de (3.3.7),,1 dans (3.3.7), de la forme suivante (ot #* = HW.Q) :

(3-4-5)

(Vin+l . Yrn+lg) dF/n+l 4 Fra+l

0o —> HT[— 2] —— I [— 2] DA At HW, Q@ —> o
p (F"F,) “ ﬂ
0o —> #Hi[—g] T i gjeat T s AW, —— 0

Observer I’analogie avec le morphisme de (II (1.2.2),,,) dans (II (1.2.2),) déduit
de (I (3-3.3)) :

n+l _— Fn . . n+l n+1 . N
o — in_l .(E 1, Fn+lg) WO-1® WQi u__) WO —s Wn+1gm —_ 0
P v.V) R
v Fn, — Frd aVn 4V ; .
o — woi-t T woi-1e woi W W,0 — o

n
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4. Une suite spectrale auxiliaire

Les constructions de ce numéro sont destinées & nous permettre, au n° 5, d’exploiter

Panalogie entre les suites (IT (1.2.2)) et (3.3.7), & ’aide d’un substitut a la suite spec-
trale (I (1.4.4)° ou (1.4.8)).

(4.x) Soit A une catégorie abélienne. On note G(A) ou A’ la catégorie des
complexes de A, CF(A) la catégorie des complexes filtrés de A, de filtration finie (décrois-
sante), et, si [a, 5] est un intervalle de Z, CF*¥(A) désigne la sous-catégorie pleine
de CF(A) formée des complexes filtrés (M, F*M) tels que gr'M = o si i ¢ [a, §], i.e. tels
quon ait M =F*MDF+!M>...DFPMDF*'M = 0. On note DF(A), DF*¥(A)
les catégories dérivées correspondantes, obtenues en inversant les quasi-isomorphismes
filtrés [g9, V, 1] (rappelons (loc. cit.) que DF™®(A) est une sous-catégorie pleine
de DF(A)), et D*F(A), D*F!*?)(A) les sous-catégories pleines définies par des conditions
de degré * = +, —, etc.

(4-2) Notons
(4.2.1) Car(A')
la catégorie des carrés commutatifs de A’ = G(A),

&
L-t—t > Lo—1

L — dul ld,, (dnd/ — dldll)

&
L-1o0 > L0

considérés comme bi-complexes de A’ concentrés en degrés [— 1, 0] X [— 1,0]. Pour
L eob Car(A'), soit

(4.2.2) K(L) = (0 —> L=t @ "8 y-t0gpo-1 ZX% 100, 4) e ob G(A)
le complexe simple (de A’) associé a L (donc concentré en degrés [— 2, 0]), et soit
(4-2-3) k(L) = sK(L) eob G(A)

le complexe simple (de A) associé & K(L), K(L) étant considéré comme bi-complexe
de A. La filtration de K(L) par les tronqués naifs définit une filtration en deux crans

de A(L) :
F-2k(L) = k(L)
F-1(L) = s(K(L)>"Y) = s(o — L10@ Lo 1255 10, o)
FA(L) =LY,
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de gradué associé
gr ?k(L) = L™>"[2],
gr k(L) = (L@ L>Y)[1],
grPk(L) = L%,

On obtient ainsi un foncteur

(4.2.4) k: Car(A’) — CF-29(A),

Disons qu’une fleche de Car(A’) est un quasi-isomorphisme si elle induit des quasi-
isomorphismes sur les sommets, et notons car(A’) la catégorie déduite de Car(A’) en
inversant les quasi-isomorphismes. Par définition, % transforme quasi-isomorphisme
de Car(A’) en quasi-isomorphisme de CFI=2%(A), donc définit par passage au quotient
un foncteur

(4.2.5) k: car(A’) — DF-29(A),
Pour tout objet M de DF(A), et tout ¢ eZ, ’extension
0 >gr'M - F~!M/Fit'!M - gr' 'M - o
définit une fleche de D(A),
gr'"'M —gr'M[1],
dite fleche canonique. Il est aisé d’expliciter ces fleches canoniques dans le cas ou
M = k(L) : elles sont données par
(4.2.6) (g k(L) — g~ H(L)[1]) = (L2~ =S L0 @ L) 2],

@ +a”

(gr~ k(L) — gr'k(L)[1]) = (L™"°@®L*' ——LO)[1],
comme on le vérifie trivialement.
Une derniére remarque, concernant le calcul de 2(L). Supposons qu’on dispose

d . .
d’un complexe M = (M~!— M’ de A’, et d’'une augmentation u:L — M, i.e. d’'un
carré commutatif

w

10—t ¥ M-t

1,00 w > MP°

avec u# 'd’=o0, u®d’ = o, de telle sorte que u définisse des quasi-isomorphismes
de G(A) :

wts s(Lb—t S 101 5 MY

2L s(L‘l'oiLOO) - M°.
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Alors u définit un quasi-isomorphisme K(L) >M de C(A’), d’ou, par application
de s, un quasi-isomorphisme de G(A) :

(4-2.7) u: k(L) - sM.

(4-3) Soit L eob Car(A’), notons N’=s(o - L~ "¢ L LN o) eob A’ le
cone de d’, ¢: N* - L~%[1] la projection canonique. On a un carré commutatif de A’ :

N-t 2 L7Y1]
r(L) = a
v
N — L-%91]
ou d est définie, par fonctorialité, par les fleches d”’ de L. On définit ainsi un foncteur
(4-3-1) r: Car(A’) —» Car(A’)

(« r » comme « rotation »), qui transforme quasi-isomorphisme en quasi-isomorphisme,
donc induit un foncteur, encore noté r, de car(A’) dans car(A’). On notera k&’ le foncteur
composé

(4.-3.2) k' = kr: Car(A’) - CF=2%A) (resp. car(A’) - DFI—2%(A)),
On a donc :
(4-3-3) gr k(L) = N7'[2],
gr 'k (L) = N @ L™~ "[1])[1],
gr'k' (L) =L~ "[1].
De plus, comme les triangles
Lot L L0 s N LA

sont distingués, il résulte de (4.2.7) que Paugmentation d’ de r(L) dans L%"[1] définit
un quasi-isomorphisme

(4-3.4) (L) — (sL>)[1].
Enfin, les fleches canoniques (4.2.6) s’écrivent ici :
(4-3-5) (g 2K(L) — gr 'K (L)[1]) = (N 273 N°@ L~ 1[1]) 2]

(g ¥ (L) — gk (D)) = (oL T L[],

(4-4) Supposons maintenant que A posséde suffisamment d’injectifs, et soit T
un foncteur additif de A dans une catégorie abélienne B. Le foncteur T admet
un foncteur dérivé RT:D*(A) —D*(B), et un foncteur dérivé filtré [g, V]
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RT:D*F(A) - D*F(B), envoyant D*F*¥(A) dans D*F*!(B). Rappelons que,
pour tout M eob D*F(A), on a un isomorphisme canonique
(4-4.1) RT gr M = gr RT M.

On posera R'"T = #"RT.

Notons cart(A’) la sous-catégorie pleine de car(A’) formée des carrés dont les som-
mets appartiennent & D*(A). Soit L € ob cart(A’). On a alors &'(L) e ob D*FI=2(A),
Considérons la suite spectrale du complexe filtré RT(%'(L)) e ob D¥FI-2%A), qui
s’écrit, compte tenu de (4.4.1),

(4-4-2) Ej = RHT(gk (L)) > R*T(¥ (L)),
ot C=sL", et R°T(#'(L)) = R**'T(C) (4.3.4). D’aprés (4.3.3) on a :
(4-4-3) Ef =0 sii¢[—20],

Ef%9 = RIT(N™Y)
E7 4 = RIT(NY) @ RIFIT(L- 4%
E}J = RI+IT(L-19).

Il résulte d’autre part de (4.3.5) que le terme E,, concentré dans la bande [— 2, 0] X Z,
a pour j-iéme ligne

(4-4-4) Ey = (RIT(N™Y) - RIT(N° @ RI+IT(L- 1) e Ri+IT(L>~1)),
En particulier, on a, pour tout j,

(4-4-5) Bt =EgM,

et une suite exacte

(4.4.6) 0 —gr ?RI-'T(C) — E; i 3 E3~1 > gr® RIT(C) — o.

C’est la suite spectrale (4.4.2), relative au carré de gauche de (3.3.4) et au fonc-
teur T = H(X, —), qui nous fournira le substitut désiré pour (II (1.4.8)).

5. Cohérence de ""E,
A partir de maintenant, X désigne un schéma propre et lisse sur Z.

(5.x) Considérons la suite spectrale de pro-W-modules définie par les suites
spectrales conjuguées de cran n (2.1.1) :

(5.x.1) "ES = HY(X, #W.Q) > H(X, W.Q") = H'(X/W,),

dont la limite projective est la suite spectrale conjuguée (2.1.3). La différentielle dg
de (5.1.1) est définie par les fleches canoniques (3.2.11). Il résulte donc de (3.2.10)
qu'on a :

(5.1.2) V'd,F' = d,: H(X,s0W.Q") - HT3X, #7'W.Q),
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et par suite

(5.-1.3) V'd,F’' = dy: "E§ - "Eit»i—1

od F’ et V' désignent les endomorphismes de

H'(X,#"W.Q7)  (resp. H'(X, #*WQ') := lim H'(X, #*W. Q"))
induits par les endomorphismes F’ et V' de #*W.Q°. Comme F’ (resp. V') est o-
(resp. ¢~ ') linéaire, et que F'V' =V'F' =p (1.3.8), la formule (5.1.3) montre
que F’', V', d, munissent le terme "E, de la suite spectrale conjuguée d’une structure

de R’-module gradué de niveau 1 et bidegré (2, — 1) au sens de (I (4.1), (4.2)).
Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant, analogue de (II (2.2)) :

Théoréme (5.2). — Sous les hypothéses et avec les notations précédentes, ''E, est un R'-module
gradué cohérent.

(5-2.1) Rappelons (I (3.9), (4.2)) que cela signifie que, si I’on pose
Fil*("EY) = F""EY 4 d,F""Ei~%it+1,
alors :

a) pour tout (4,7) et tout n, "EJ/Fil*“EJ est un W-module de longueur finie, et
“Ej = lim “EJ/Fil" "EY (en d’autres termes, "’E est profini);
b) pour tout (i,7), “E¥ est un W-module de type fini.

Par ailleurs, on a déja observé (2.5) que, pour tout 7, le composé de F* :
HIW.Q' > A#W.Q et de la projection canonique W.Q" 5 H#IW,Q° est nul.
Il en résulte qu'on a

(5.2.2) Fil” “Eii C Ker = : Hi(X, #/WQ) — HI(X, #W,Q),
d’ott un morphisme de systémes projectifs :
(5.2.3) (“Ef), = "E§[Fil" "E§ —~ "E§ = H{(X, #IW, Q).

On démontre comme (II (2.3)) la conséquence suivante de (5.2) :

Corollaire (5.3). — Pour tout (i,7), le morphisme (5.2.3) a pour noyau et conoyau des
systémes projectifs essentiellement nuls de W-modules de longueur finie, en particulier donme un
tsomorphisme de pro-objets :

(5-3-1) «lim » ("Ed), = «lim » "Ed.

La topologie standard sur ""EY (définie par les Fil* "EY) coincide avec celle définie par les noyaux

des fleches canoniques w:''EY¥ — ""Ed (i.e. limite projective des topologies discrétes des 'EY).
La démonstration de (5.2) sera donnée en (5.6).
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Lemme (5.4). — Pour tout (3,7), ""EJ est séparé et complet pour la topologie définie par
les Fi*"E¥ (5.2.1), i.e. "EJ = lim "Ej/Fil* "Ej.

D’aprés (5.2.2), la topologie T, définie par les Fil®“EJ est plus fine que
la topologie T,, limite projective des topologies discrétes des “JEf. Or F' et
d, sont continus pour T,, donc (I (o.5)) Fil*”Ej, image de lapplication
&, F" + F": "Ei"2i+1@ "Ey » "E¥, est fermé pour T,. Il en résulte (I (0.1))
que "EJ est séparé et complet pour Tj.

(5-5) Pour j€Z et n> o, considérons le carré commutatif de complexes de pro-
W-modules sur X :

HW.Q[— 1] > b5y W. QG — ) — 1]

(5.5.1) L = F‘"J' (vn, vom)

AW QT— 1] > 45, yW. QG n)[j — 1]

déduit par translation (de j — 1) du carré de gauche de (3.3.4) avec ¢ =j (dans
toute la suite nous omettrons de préciser les c-linéarités). Notons A la catégorie (abé-
lienne) des pro-W-modules sur X. L’exactitude des lignes de (3.3.4) fournit un iso-
morphisme canonique de D(FIA) :
(5.5.2) N3 (0 >+ W . Q[— 2] 5 #HW.Q[— 2] - o),
ou N est défini a partir de L comme en (4.3). D’autre part, (3.3.3.1) donne un iso-
morphisme canonique de D(A), le second membre étant un pro-objet constant :
(5-5-3) C =sL" 3 #W,Q[— 1]
(avec les notations de (4.3), (4.4)). Enfin, (3.3.5) montre que via (5.5.2) la fleche
¢:N' > L~%[1] de (4.3) est donnée par
(5-5.4) el =Vrd: AW . Q[— 2] >HTW.Q,
@ =dF" : #TIW.Q[— 2] - H#TW.Q.
Ecrivons la suite spectrale (4.4.2) relative & L (5.5.1) et au foncteur

T = H%X, —) de A dans la catégorie B des pro-W-modules, en rappelant en exposant
la dépendance en j :

(5-5-5) Ef = (Ef) = H'*¥(X, g’ #'(L)) = H(X, C[1])

(avec H*'(X, C[1]) ~ H*(X, #*W,Q") (5.5.3)). D’aprés (4.4.4), et compte tenu
de (5.5.2) et (5.5.4), la i-iéme ligne de E,; s’écrit (3 isomorphisme canonique pres)
(5.5-6) (Ef) = (H-2(X, 91 W. Q)

WV -3, W ..Q) © HI(X, W)
AT HI(X, W),
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(ot d, est la différentielle de (5.1.1)). La suite spectrale (5.5.5) étant & valeurs dans
la catégorie des pro-W-modules de longueur finie, sa limite projective est une suite
spectrale, que nous noterons (&.°). La i-iéme ligne du terme E,, limite projective
de (5.5.6), s’écrit donc

oi j rpieg,j4+1 (V7 —V"d)
(5.5-7) (67) = ("Ey »7 ——
Du procédé de calcul des Tor® (R, —) traduit de (I (3.4)) résulte alors que :
(5-5.8) (€5)7 = Tor¥ (Ry, "E,)9)

"E;—2’5+1®"E;5 dyF'R L F'n ”E;J').

(Pexposant (¢, ) indiquant la partie homogéne de bidegré (,j)).

(5.6) Démonstration de (5.2). — Notons (&) (pour indiquer la dépendance en n)
la suite spectrale limite projective de (5.5.5). Pour 2e€Z donné, "E;~%"* est un
R’-module gradué (par le second degré), de différentielle de degré — 1, et ’'on a

1" i 1h—2e,0
E, = '@z Eh—2e,
On doit donc montrer que, pour tout 4, “E:=2* est un R’-module cohérent. Compte

tenu de (I (3.8) et (5.4)), et grace a (5.5.8), cela revient & prouver, pour tout 4,
Passertion suivante :

(A,) : Quels que soient les entiers n, £, j (n> 1), (E3* %) (= Tor® (R}, "E,)" %)
est un W-module de longueur finie.

Nous allons démontrer (A,) par récurrence descendante sur Ak (A,) est vraie pour
k> gN, ou N = dim(X), car,sii + 2j =k, ou bien i> N ou bien 7> N, et dans
I'un et lautre cas on a "E}~%it1 = "Ef == 0, donc (,6}) =0 (5.5.7), et a fortiori
(&) = o. Montrons que (4,) implique (A,_,). Considérons la suite exacte (de pro-
W-modules de longueur finie) de la forme (4.4.6) associée a la suite spectrale (5.5.5)
(en rappelant par un indice la dépendance en n) :

0 > gr  HX(X, W, Q) > By ) 3 (ER)i |
- gr’H (X, #W, Q") - o,

ot C a été identifié & H#'W, Q[— 1] par (5.5.3). La limite projective de cette suite
exacte est une suite exacte qui, compte tenu de (5.5.8), s’écrit

(5.6.1) 0 - gr?H~%(X, #4W, Q) — Tor¥ (R}, "E,)¥ 3 Tor¥(R!, "E,)i~ 1

nI 7

- gr’H (X, #TW,Q") - o.

Faisons ¢ =h —2j dans (5.6.1). Comme H*(X,#W,Q") est de longueur finie,
I’hypothése (A,) (pour £ = — 2) entraine, grace a (5.6.1), que, pour tout = et tout j,
Tor¥ (R,, "E,)*~*~%J est de longueur finie, donc, compte tenu de (5.4), que "Ej =172+
est un R’-module gradué profini. Il reste & vérifier que ce module est cohérent. Or
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Pisomorphisme (4.4.5) relatif & la suite spectrale (5.5.5) fournit, par passage a la limite
projective et compte tenu de (5.5.8), un isomorphisme

(5.6.2) Tor¥ (R;, "Ey)¥ = gr ' H~1(X, #1W, ),

Faisant i =% — 1 —2j dans (5.6.2), on trouve que TorY (R, “EE=!=2%*) est de
longueur finie pour tout n. Comme on sait déja que "E2~1~2"" est un R’-module gradué
profini, on en conclut par (I (3.8)) que Tory (R,, “Ei~*-2%") est de longueur finie

pour tout n. Cela prouve (A,_,) (i.e. la cohérence de “E~*~2"*) et achéve la démons-
tration de (5.2).

Remarques (5.%). — a) Notons L, le carré (5.5.1). Compte tenu de (3.4.3) et
(3.4.4), le morphisme (3.4.1) définit un morphisme de carrés commutatifs
(5.7.1) n: L, ;> L,
Par application de 2’ (4.3.2), on déduit de = un morphisme de suites spectrales
(5-7-2) %t (5:5-5)n41 > (5:5:5)ns
qui, d’aprés (3.4.2), induit sur I’aboutissement la projection canonique
n: H'(X, #W, Q) - H(X, W, Q).

Il résulte de plus de (3.4.5) que le morphisme de (5.5.6),,, dans (5.5.6), — et donc
de (5.5.7)n41 dans (5.5.7), — défini par (5.7.2) est donné par p en degré — 2,
(F', F’) en degré — 1, et I'identité en degré o. Compte tenu de la description de la
projection Tor®(R;,,, —) - Tor®(R;, —) donnée par (I (3.3.3)), on voit donc
que, par Pidentification (5.5.8), la projection n de (,,,£5) dans (,£5)¢ correspond
a la projection canonique des Tor. D’aprés (I (3.8)), il en résulte notamment que les

. . iy 3 .
pro-objets «lim» (,£7) sont nuls pour ¢ = — 1, — 2, et que par conséquent la suite

spectrale de pro-objets « lim » (,8)' dégénere en E,. Le morphisme de systémes projectifs
(E3) (= HI(X, #TWQ)[Fil") —~ H(X, #IW, Q)

est donc un isomorphisme de pro-objets : on retrouve (5.3).

b) Les constructions du n° 4, faites en vue de la démonstration de (5.2), redonnent
également la suite spectrale (II (r.4.8)), qui joue un réle clé dans la démonstration de la
cohérence du terme E, de la premiére suite spectrale de de Rham-Witt (II (2. 2)). En effet,
le complexe K (i) de (II (1.4.7)), muni de la filtration par les tronqués naifs, n’est autre
que le complexe filtré k(M) associé, avec les notations de (4.2), au carré commutatif

wo-t 25 wo

M= Fnl i

woi-t I we
et la suite spectrale (II (1.4.8)) est celle du complexe filtré RT'(X, K (7).
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6. Applications

On continue de supposer X propre et lisse sur 2. On désigne désormais par E
la suite spectrale conjuguée (2.1.3). Le théoréme (5.2) a des conséquences analogues
a celles de (II (2.2)) développées en (II, 3), et dont nous allons indiquer rapidement
les principales.

(6.1) Tout d’abord, la cohérence de E, entraine, compte tenu de (I (2.9)), le
résultat de finitude (2.2) @), d’ou découle formellement, comme on a vu, la dégéné-
rescence en E, modulo torsion de la suite spectrale conjuguée. Comme, de plus, E, est
de type fini sur W pour tout 7> 3, il en résulte que la suite spectrale conjuguée dégénére
en E; modulo longueur finie.

(6.2) Pour tout (i,7), EJ admet le dévissage canonique (cf. (I (2.9)))
(6.2.1) V'eBIiCF~=ZICEY,
ol V'*BY est le plus petit sous-R’%-module de EJ contenant BY = Im d;'42'5+1, et
F'—=Z§ le plus grand sous-R"-module de Ef contenu dans ZJ = Kerdy. Les quo-
tients V'°BJ/BY et ZI/F'~°Z¥ sont de longueur finie, et F'~°ZI/V'°BY¥ est un
W-module de type fini qu'on appelle le ceur de EY, et qu’on note
(6.2.2) Cceur(EY) = F'~=Z¥[V'°Bj.
Sur V'®B¥, qu’on appelle sous-module de type dF’ de EJ, F’ est nilpotent et V' est sur-
jectif, de noyau de longueur finie. Le quotient EJ/F'~*Z§ qu'on appelle gquotient de
type F' (ou F'-unipotent ou unipotent) de E¥, est un R’-module de Cartier unipotent :
V' est nilpotent, et F’ est injectif, de conoyau de longueur finie. Le R"-module EJ/V'®BJ

est F'-fini, son coeur (resp. quotient unipotent) (I (2.7)) est le coeur (resp. quotient
unipotent) de EJ. La différentielle 4, admet la factorisation canonique

Ej % Ei+2i-1

(6.2.3)

v

Ej[F'~°Z§ —> V'=Bjt»i-1

ou la fleche horizontale inférieure est un domino (I (2.16)). On a (I (2.18.2)) :
(6.2.3.1) (E¥ est de type fini sur W) < (V'*Bf = 0 et E§/F'~*Zi = o).
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Enfin, si I'on définit de la maniére habituelle la chaine de cycles et bords
(6.2.4) o= BiCBYC...CBIC...CBYCZicC...CZiC...CZIiCZi = Ej,
Z8 = Ker Hi(X, #WQ) 5 Hi(X, #;_, 45 ;_gWQLj + 1])
BY = Im H(X, #;, 1 ;4 ,_gWQ'[j — 1]) > Hi(X, #1WQ'),
zi =Nzi Bi =UBj

(avec la notation (%)
(6.2.5) H* (X, t, yWQ') 1= l}"E H(X, 4,y W),

de sorte que E¥ = Z¥/BY¥ pour 2< r< 4 o, on a une propriété de survie du caeur
analogue a (II (3.4)) :

Théoréme (6.3). — Pour tout (i,7), on a
(6.3.1) Bi CV'*BICF'~=ZiCcZi.

La démonstration repose sur le lemme suivant, analogue de (II (3.5)) :

Lemme (6.4). — a) (1) Pour tout r> 2, ZY est stable par V' : E§ — EJ.

(i) Pour tout r> 2, Dendomorphisme V.= p"~*V’' de EJ laisse stable BY, donc
induit un endomorphisme, encore noté V., de E¥,

(iii) Pour r> 2, posons

F'~'Zi ={x e B§ | F'x € Z¥}.

Ona F~1Z5CZ4, don une inclusion ¢:F'~'Z%BI »E¥. De plus, on a
(6.4.1) V.d F =d.e,
ot F':F'~1Z¥BI > E¥ est défini grace a b) (i) ci-dessous.

b) (i) Pour tout r> 2, BY est stable par F': E§ —EJ.

(ii) Pour tout r> 2, Pendomorphisme ¥, = p"~2F' de E¥ laisse stable Z¥, donc induit
un endomorphisme, encore noté F., de EY.

(iti) Pour r>2, on a V'(BY)DBY, d'od un épimorphisme w:EY — ZIV'(BY),
On a de plus
(6.4.2) V'dF = rd,
o V' EiFni—rl o Zikni-rt g (B NIT Y ot défini grdce @ a) (i).

Esquissons rapidement la démonstration, qui est analogue a celle de (II (3.5)).

On a
Zi = Im H{(X, Uimrpo,gWQJ]) — HY(X, #7WQ).

(Y) Méme observation que pour (2.1.4).
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Comme Pendomorphisme Vg; de t;W.Q" induit V' sur #W.Q" (1.7.2), asser-
tion a) (i) en résulte. On vérifie de méme b) (i) a 'aide de FL, (1.7.3). L’assertion a) (ii)
découle de Iidentité

B = Ker HY(X, #AAWQ") - H(X, #; ;4 g WQ[j])
et du fait que I'endomorphisme V.;,, ,de #; ., yW.Q" induit ">V’ sur 5W.Q,
car pV' =V sur ZW.Q/ (1.g.3). L'identité

Ve 1 dF =d: W Q i, W.Q[j+ 1]
(conséquence de (3.2.9)) entraine inclusion F'~'Z¥CZY, puisque

F'~'Z§ = Ker dF' : H(X, #AWQ) > H(X, t;_, 0 gWQ[J + 1]).
Pour établir (6.4.1), on utilise & nouveau les complexes de Nygaard (3.2). Pour 7 € Z,
la deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie de X a valeurs dans W.Q'(j — 1, n)
est formée, comme on le vérifie facilement, de pro-W-modules de longueur finie, donc
a pour limite une suite spectrale, qu’on notera

EP(j — 1,7) = HY(X, *WQ(j — 1, 7)) = H(X, WQ'(j — 1, n)).

Il résulte de (3.2.8) que F'~1Z¥ = Z¥(j—1,1), dod F~'ZJBJ = Ei(j — 1, 1).
Des morphismes de complexes V;_, ; et F;_, ; de (3.2.4) on déduit alors un diagramme
commutatif :

4

Ei

- it j—r41
r Er

‘t, y’ !

F'oiZB = Ei(j—1,1) Z» EFNITTRIG 1)
"y

if
Er

dy

_» Ritri—r+1
E;

ot se lit (6.4.1). La vérification de b) (ii) et (iii) est similaire.

On prouve (6.3) a partir de (6.4) exactement comme (II (3.4)) & partir de (II
(3.5)), en utilisant la finitude sur W de E¥ pour 7> 3 (6.1).
' Comme pour (II (3.4)), nous donnerons en (IV (2.14)) une autre démonstration

de (6.3), s’appuyant sur la structure de la cohomologie de X & valeurs dans les cycles
et les bords du complexe de de Rham-Witt.

Les corollaires (6.5) a (6.7) ci-aprés se déduisent de (5.2) et (6.3) comme (II
(3-8), (3.9), (3-10)) de (II (2.2), (3-4))-

Corollaire (6.5). — Soient i,j € Z. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La différentielle dy,: ES-2i%1 — EJ est nulle.
(i) E/F'EY est de dimension finie sur k.
(i) pEf est de dimension finie sur k.
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(iii) Ei-23+YV'E}~2i%1 o5t de dimension finie sur k.

(iii") ¢ES=29*1 st de dimension finie sur k.

(iv) V'°BY = o.

(V) F/—wzg;—2,j+1 — Eg—2,j+1'

De plus, ces conditions entrainent que toute différentielle d, aboutissant en E¥ ou issue de Ei=23i+1

est nulle.

Corollaire (6.6). — Soient i,j e Z. Si E est de type fini sur W, alors E¥ = E¥
(toute différentielle d, aboutissant & ou issue de E¥ est nulle).

Corollaire (6.7). — Soient i,j € Z. a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Z§=F""2Zj;
(ii) Z¥ est stable par ¥', i.e. Kerd, = Ker 4,F': Ej — Eit%i-1,
Elles entrainent que toute différentielle d,, r> 3, issue de EY est nulle.

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :
() Bj = V'=Bi;
(i) BY est stable par V', i.e. Imd, = Im V'd,: Ej=%i+!  EY.

Elles entratnent que toute différentielle d,, r> 3, aboutissant & E¥ est nulle.

Le résultat suivant est une contrepartie de la dégénérescence partielle 'E¥ = 'EX
pour X de dimension N (cf. (II (3.9))) :

Corollaire (6.8). — On a, pour tout i, EY = EX. En particulier, EY = H(X, #°WQ")
est de type fini sur W, et Pon a une injection naturelle
(6.8.1) HY(X, #°WQ") < H{(X[W).
L’image de (6.8.1) est le plus grand sous-F-module de H(X[W) o Popération ® de Frobenius
est inversible (« sous-F-cristal unité »).

On montrera plus loin (IV (3.13.5)) que, pour % algébriquement clos, P'inclusion
Z/p" > #°W.Qj5 induit un isomorphisme Hj (X, Z,)) ® W 3 H(X, #°WQ") (cf. Katz

[14 (8.2), (8-3)]).

Prouvons (6.8). Pour la premiére assertion, il suffit, d’aprés (6.5), de montrer
que EP/F’ est de dimension finie sur k. Grace & la suite exacte
0 > HW.Q 5 W .0 - #W.Q [F#°W. Q" o,

il suffit pour cela de vérifier que HY(X, #°WQ'[F’) := lim H(X, #°W.Q'[F') est de
dimension finie sur k. Or, d’aprés (1.6.3) et (1.6.5), on a un isomorphisme de pro-
objets (¢~ -linéaire)

HW.QF 3 Z.0,
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les fleches de transition de Z.0 étant les inclusions canoniques, et les isomorphismes

F*(=C":6™0>Z,0 donnent un isomorphisme (W-linéaire) de systémes projectifs

(6™0,F) 3 Z.0. 1l en résulte un isomorphisme (¢~ '-linéaire)

(6.8.2) HY(X, #°WQ'[F) 3 H(X, 0),,,

ou H(X, 0),, = lim " H¥(X, ¢) est la partie semi-simple de HY(X, @) sous l'action
F

de F, ce qui montre la finitude désirée. La seconde assertion de (6.8) découle de la
q . .
premiére. Prouvons la derniére. Puisque EY = E¥, on a une suite exacte de F-modules

(6.8.3) 0 - Hi(X, #WQ') - Hi(X/W) - H{(X, £, ,WQ") -0

(avec la notation de (2.3.1)), Popération @ de F étant définie par I’endomorphisme
de W.Q' égal A #'F en degré i. Sur H(X, #°WQ"), ® est inversible, car F est un
automorphisme du pro-objet H#°W.Q' =ZW.0 (cf. (1.3.3)). D’autre part, on a
F |t W.Q =F,, par définition de F5; (1.7.3), donc, d’aprés la partie facile de
(2.3.2), ® est topologiquement nilpotent sur HY(X,t, ,WQ"), ce qui achéve la
démonstration.

Corollaire (6.9). — On a EJ' = E% ot Ej' = EL.

Noter que la suite exacte (6.8.3), pour ¢ =1, s’écrit
(6.9.1) o - HYX, #A°"WQ) - H'(X/W) - H(X, #'WQ') - o,

et est canoniquement scindée : cette décomposition correspond, par le foncteur de Dieu-
donné-Cartier covariant, 4 celle du groupe p-divisible associ¢ a Pick, ., en partie
multiplicative, de module de Cartier H'(X, #°WQ"), et partie complémentaire (i.e. de
dual connexe), de module de Cartier HY(X, ##*WQ") (cf. [10, IT (3.11)] et (IV (4.5))).

Corollaire (6.30). — Supposons que X soit une surface. Toules les différentielles d, de la
suite spectrale conjuguée sont nulles, & Dexception éventuellement de dyp: ER — EX'. Pour
(4,7) + (0, 2), (2,1), E¥ est de type fini sur W. On a gr®HE(X/W) = Ker d@?,
gr'H}(X/W) = H{(X, #*WQ'), gr’HE(X/W) = HA(X, #°WQ"). Si ER ou E3 est de

type fini sur W, la suite spectrale conjuguée dégénére en E,.

Il y a une analogie frappante entre (6.10) et le théoréme de structure [10, II
(3.14)] relatif a la premiére suite spectrale de de Rham-Witt. Nous examinerons plus
loin (IV (2.11)) les relations entre ces deux énoncés. Nous verrons notamment que,
si X est une surface Kg supersinguliére d’invariant o,, alors, tout comme ‘d; : 'E® — 'E3!,
“dy: "EP - "E}' est de type II, (I (2.16)), et que H'(X,#'WQ') et H(X, WQ')
s’identifient au méme sous-F-module de HA(X/W), PH*X/W) = P,H*(X/W).

(6.xx) Soit [a, b] un intervalle de Z, avec b — a = n> 1. Comme en (II (3.12)),
on peut analyser H'(X, #, ;WQ") (6.2.5) a l'aide de (5.2) et de la suite spectrale

(6.11.1) Ej([e, b]) = H(X, #1, yWQ) = H'(X, t,, yWQ),
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limite projective des suites spectrales d’hypercohomologie de X & valeurs dans
les #, 3W,Q". Notons

H'(X, 4, WQ') = P,H'DP,_,H'D>... DP,H'DP,_H' =0

la filtration (croissante) de l’aboutissement, déduite de la filtration canonique de
t,yW.Q'. Le gradué s’exprime en termes des Z¥, Bf et E¥ de la suite spectrale
conjuguée par les formules suivantes, analogues a (3.12.2) : pour m = b + i,
(6.11.2) gr,H"(X, t, yWQ) =122,

grynH"(X, g, yWQ') = ZAEM B (0<h<n)

gr,H"(X, #, yWQ) = EjtmoBi%e.

De plus, les endomorphismes F5 , et V¢, (1.7) opérent sur la suite spectrale (6.11.1)
et munissent le gradué précédent d’une structure de R"-module de niveau n + 1, de
telle maniére que 'opération de Vg, sur gr, (resp. F5 , sur gr,) corresponde, par (6.11.2),
a celle de V' sur Z? , (6.4) a) (i) (resp. F’ sur Ei*»¢/Bt% (6.4) b) (i)). Compte tenu
de la cohérence de E, (5.2), on en conclut :

(i) gr,, en tant que V'-module, est extension d’un W-module de type fini par
le sous-module de type dF’ de Z¥ (6.2).

(it) Pour o< k<m, gr,_, est de type fini sur W,

(iii) gr,, en tant que F’-module, est F'-fini.

Pour 4> dim X, le sous-module de type dF’ de E? est nul : on retrouve donc
le théoréme de finitude (2.3.2).
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IV. — COMPARAISON DES DEUX SUITES SPECTRALES

1. Cohomologie des cycles

(x.1) Avec les notations de (III, 1), rappelons que, pour tout i € Z et tout n3> o,
ZW, Q' est 'image de ’application composée
w.o w0t 2w
de sorte que ces applications définissent un isomorphisme de pro-objets
(x.1.1) «lim» W.Q' 5 ZW. O,
R

ou le premier membre est le pro-objet limite projective suivant F des pro-objets W.Q'
et ZW. Q) est le pro-objet défini par les restrictions (notées Roun) ZW,, Q@ — ZW, Q"
En d’autres termes, I'inverse de (1.1.1) est composé de I'isomorphisme

«lim» ZW. Q'3 « lim » « lim » ZW, Q°
<« n (F— <~ n
T T

(provenant de ce que F est un automorphisme de ZW.Q¥) et de 'isomorphisme déduit
par passage a la limite suivant F (dans la catégorie des pro-objets) des suites exactes
(ot les fleches de transition sont les restrictions)

(r.x.2) 0 >ZW.Q > W.Q' - W.QYZW. O —o.
Rappelons que 'endomorphisme F de W.QYZW.Q' défini par passage au quotient
correspond par lisomorphisme d:W.QYZW.Q'S BW.Q*! A Iendomorphisme F’
de (III (1.1)).

D’autre part, I’endomorphisme V' du pro-objet ZW.Q' (III (1.3.2)) est un

automorphisme (inverse de F), de sorte qu'on a canoniquement

ZW. Q'3 «lim» « lim» ZW, Q'
S =

De plus, comme V'd=dVR? (IIl (1.3.4)), lapplication V’":BW, Q' —BW,Q’
est nulle, donc on a

«lim » «lim » BW,,Q‘ = 0.
(v—’ <
T

Prenant la limite suivant V' des suites exactes de pro-objets

(x.1.3) 0 >BW.Q' - ZW.Q' - #'W.Q' > o0
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(ot les fleches de transition sont données par =), on obtient donc un isomorphisme de
pro-objets
(r.1.4) ZIW. Q'S «lim » W . Q°

Vom

(o1 le second membre est le pro-objet limite suivant V' des pro-objets (#*W.Q", x)).

(x.2) On suppose désormais, dans la suite de ce chapitre, que S = Spec(k) et
que X est propre et lisse sur &.
Soient i,j € Z. On rappelle ([10, IT (2.1)]) que

H/(X, W) = lim Hi(X, W, QY),

et que 'on a posé (III (2.1.4))

Hi(X, #*WQ) = lim H(X, W, Q).
On pose d’autre part i
(xr.2.1) H(X, ZWQ) = lim H/(X, ZW, ),

H/(X, BWQ) = lim Hi(X, BW, Q).

Notons que, d’aprés [10, I (3.9), (3.21)] et Pisomorphisme de Cartier généra-
lisé (III (1.4)), les faisceaux ZW,Q', BW,Q, #*W,Q', considérés comme modules
sur W, 0 via F*: W, 0 — W, 0, sont de type fini, donc que les W-modules H/(X, ZW, Q'),
Hi(X, BW, ), Hi(X,#*W,Q") sont de longueur finie. Les W-modules H/(X, WQ)
(resp. Hi(X, #*WQ"), HI(X, ZWQY), Hi(X, BWQ')) ont donc des topologies profinies
naturelles, limites projectives des topologies discrétes sur les W-modules de longueur
finie HI(X, W, Q%) (resp. HI(X, s#°W,Q"), HI(X, ZW,QY), H/(X, BW,QY), et les suites
exactes (1.1.2) et (1.1.3) donnent, par passage 4 la limite, des suites exactes de
W-modules profinis

(r.2.2) ... > HI(ZWQ) - HI(WQY) - HI(BWQ'*) - ...,

(r.2.3) ... > H(BWQ) - HI(ZWQ) - HIGFWQ) - ...,

(avec des notations abrégées évidentes) ; rappelons que la topologie profinie de H/(WQY)
(resp. Hi(A#*WQ")) est aussi, d’aprés (1T (2.3)) (resp. (III (5.3))), la topologie standard
(i.e. V4 dV (resp. F' 4 dF’)). Ici et au n° 2, nous allons étudier la structure de ces
suites en liaison avec les termes initiaux des suites spectrales de de Rham-Witt.

(x.3) Les isomorphismes (1.1.1) et (1.1.4) fournissent des isomorphismes de
W-modules profinis (I (0.2))

(1.3.1) HY(X, ZWQ) 3 lim Hi(X, WQ),
F
1.3.2) HI(X, ZWQ) 3 lim Hi(X, #'WQ'),
vl

ot Hi(X, WQ) (resp. Hi(X, #°WQ")) est muni de sa topologie profinie naturelle.
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On a des diagrammes commutatifs de W-modules profinis (et fleches continues)

H (Zwe) =22 3 Lim Hi(WQ)
(x.3.3) / 1
Hi(WQ#-1) & -~ Hi(WQ)

HJ(ZWQ') (.52 hm Hi(#WQ')
(r.3.4) / l

"

Hi~( o+ IWQ) —— 2 HI#WQ')

ou les fleches obliques et verticales sont les fleches canoniques évidentes.

Le W-module H/(ZWQ) est muni de quatre opérateurs naturels, continus, F, V,
F’, V', définis comme suit. L’opérateur F (resp. V') est ’automorphisme o-linéaire
(resp. o '-linéaire) induit par lautomorphisme F (resp. V') du pro-objet ZW.Q;
on a F=V"~1% daprés (I (1.5)), on peut interpréter F comme 1’automorphisme
prolongeant, grice 2 (1.3.1), ’endomorphisme F de H/(WQ), et V' comme l’auto-
morphisme prolongeant, grice 4 (1.3.2), I’endomorphisme V' de H(s#*WQ"). On
pose d’autre part V = pV'(= pF~ '), et F = pF(= pV'~!). Les couples (F, V)
et (F', V') munissent donc H¥(ZWQ) de deux structures de R%module. La fleche
canonique H{(ZWQY) — HI(WQ) (resp. HI(ZWQ') — H(s#"WQ')) est compatible
a F etV (resp. F' et V').

(x.4) Compte tenu de la cohérence de 'E; (II (2.2)) et "E, (III (5.2)), on a,
d’apres (I (3.11)), des fleches canoniques surjectives, continues,
(r.4.1) HY(ZWQ) — (Ceeur HI(WQY),,,
(r.4.2) HI(ZWQY) — (Ceeur Hi(s£WQ"))

88

la premiére étant compatible 4 F et V, la seconde & F’ et V',

Proposition (1.4.3). — Soient G un W-module de type fini muni d’un automorphisme
o-linaire F et u: H(ZWQ)) — C une application W-linéaire continue (C étant muni de la
topologie p-adique et HI(ZWQ') de la topologie profinie considérée ci-dessus), telle que uF = Fu.
Alors u se factorise de maniére unique en une application W-linéaire ' : (Coeur HH(WQ¥)),, -~ C
(resp. " : (Coeur H(A*WQ)),, - C) telle que o'F =Fu' (resp. o'V’ =F ).

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (1.4.4). — Soit M = (M° 5 MY un R-module gradué concentré en degrés o
et 1, tel que MO soit V-fini (I (2.1)), M! de type fini sur W et V-adiquement séparé, et la diffé-
rentielle d continue pour les topologies V-adique de MO et p-adique de M. Alors d = o.
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Il suffit de montrer que M est (V 4 dV)-profini, car alors, M! étant de type fini
sur W, M sera sans facteur de type II, donc on aura d = o (I (2.18)). Comme M? est
de type fini sur W et V-adiquement séparé, les topologies p-adique et V-adique de M*
sont identiques. Pour 73> o, il existe donc N tel que VNM'Cp"M'". De plus, comme
d est continue, on peut choisir N tel que dVNM°Cp"M". La topologie p-adique de M!*
est donc la topologie standard, d’oll la cenelusion. i

Prouvons (1.4.3). Notons M — N le domino associé & d: H’( WO~ — HI(WQ),

ie. H(WQY)/V==Z{*%i > F°Bf, posons E=1UmN, K=KerE >N (cf. (I
F
(2.21))). On a une suite exacte de W-modules profinis (I (3.11.2))

0 —> E —s HI(ZWQ') e (Ceeur Hi(WQ)),, — o.

Notons 2:E — G la restriction de ». L’application » est continue pour la topologie
p-adique de C et la topologie profinie de E, qui est induite par celle de H/(ZWQ').
D’autre part, on a oF = Fy, ou F désigne 'automorphisme de E déduit de I’endomor-
phisme F de N, et qui est aussi induit par I’automorphisme F de H/(ZWQ). Rappe-
lons (I (2.21)) que M se plonge canoniquement dans E. Notons », (resp. ;) la restriction
de v &4 M (resp. K). La relation oF = Fv entraine Fy,V = 7,; on peut donc considérer
v,: M - C comme un R-module gradué concentré en degrés o et 1, avec V = pF~!
sur C. Par définition, M est V-fini, et d’aprés (I (2.23)), sa topologie est induite par
celle de E, donc 7, est continue; de plus, on a Nnv~c=1nN p"C = o, les hypothéses
de (1.4.4) s’appliquent donc a oz, donc 7, =o0. De méme, oF = Fv entraine
V'0,F =05, o0 V' = F~! sur G, donc 7,: K — C est un R’-module gradué (concentré
en degrés o et 1) avec F' = pF sur C. D’aprés (I (2.23)), K est F-fini, de topologie
induite par celle de E, et N F"C = o, donc il résulte encore de (1.4.4) que v, = o.
Il s’ensuit que, pour tout n € Z, la restriction de » & V*M (resp. F’K) est nulle, donc,
d’apres (I (2.22) (i)), que v = o. Cela prouve l’existence de la factorisation u’ de u
(Punicité est triviale). Celle de u”’ s’établit de maniére analogue, ce qui achéve la
démonstration de (1.4.3).

Soit C un W-module de type fini quotient de Hi(ZWQY) par un sous-W-module
fermé stable par F; alors la topologie profinie de H/(ZW), moins fine que la topologie
p-adique, induit sur C la topologie p-adique (I (0.4)), et ’automorphisme F de H{(ZWQ)
induit sur G un opérateur surjectif, donc bijectif (cf. (I (1.5.3))). Il résulte donc
de (1.4.3) qu’il existe un plus petit sous~-W-module fermé de Hi(ZWQ), stable par F,
noté HI(ZWQ)),, tel que le quotient HI(ZWQY), = HI(ZWQ)/HI(ZWQ), soit de
type fini sur W, et que on a, compte tenu de (I (3.11.2)), un unique isomorphisme
de suites exactes de W-modules profinis oit F (resp. V') opére bijectivement :

0 —> HI(ZWGQ), —> HI(ZWQ) — HI(ZWQ), ———> 0

(x-4:5) | | I

0 —> lim F~'Bi — > HI(ZWQ) Y (Ceeur HI(WEQ),, —> 0
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(resp.
o — HI(ZWQ)), —> H{(ZWQY) — HI(ZWQ)y—————> 0

(r.4.6) =l “ l:

0 —> lim V'* "Bf —> HI(ZWQ) “25 (Coeur HAWQ'),, —> 0)
=

Le W-module HI(ZWQ), (resp. H(ZWC),) s’appellera partie unipotente (resp. ceur)
de HI(ZWQ'). La partie unipotente, qui mesure le défaut de finitude sur W de H/(ZWQ')
(elle est nulle si et seulement si HI(ZWQ') est de type fini sur W), est annulée par une
puissance de p, comme le montre isomorphisme vertical de gauche de (1.4.5) ou (1.4.6),
compte tenu de (II (3.1) d)) et (III (6.2)). Nous appellerons exposant d’unipotence
de HI(ZWQY le plus petit entier z tel que p* annule HI(ZWQ),.

Corollaire (x.5). — La fliche canoniqgue HI(ZWQY) — HHi(X, WQ') 5 H V(X[W),
définie par Uinclusion ZW.Q[— i] & W.Q", induit un isomorphisme
(x.5.1) HI(ZWQ) @ K 5 (HH(X/W) @ K);
(ot K est le corps des fractions de W et Pindice [i] désigne le facteur direct de pente i du
F-isocristal H'ti(X/W) ® K).

D’aprés la cohérence de 'E,, on a un isomorphisme canonique
(Coeur HI(WQ)) ® K 3 'E ® K,

par lequel ’endomorphisme de Frobenius sur le second membre correspond & p'F sur
le premier. Cet isomorphisme induit donc un isomorphisme

(%) (Ceeur HI(WQY)),, ® K > ('EE ® K)p,).

Si P* désigne la filtration canonique de I’aboutissement de la premiére suite spectrale,
on a un diagramme commutatif

HI(ZWQ)®K — > PH*X/W)®K s HH(X/W)®K
(1.4.5)| =

(Coeur HI(WQ),,®K 2 (‘Ef ®K),

ol le composé supérieur est la flieche canonique envisagée en (1.5), d’olt la conclusion.
Compte tenu de (1.3.3), (1.3.4), (1.4.5), (1.4.6), les dévissages (I (3.11))
appliqués a 'E; et "E, entrainent :
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Corollaire (1.6). — On a

(1.6.1) Im(HIZWQ) — Hi(WQ)) = Hi(WQ),.,,,

(x.6.2) Im(H(ZWQ) — Hi(#WQ)) = HiGWQ )y,
(x.6.3) Im(H(WQ-Y) - Hi(ZWQ)) C HIZWQY),,

(1.6.4) Ker(Hi(WQ 1) — HI(ZWQ)) = V-='Zi~1i,

(1.6.5) Im(Hi~3(#HWQ) — HI(ZWQ)) CHI(ZWS),,
(1.6.6) Ker(Hi~ 2o+ 'WQ') - HI(ZWQ)) = F'—=""Zj~»i+1,

les fleches aux premiers membres étant les fléches canoniques évidentes.

Remarques (1.7). — a) Pour r> 2, d: W.Q1 - W.Q+7-2[{] se factorise a
travers ZW.Q', donc, par définition de ‘Zi~7 (II (3.3.1)), on a
Ker(Hi(WQ™Y) — HI(ZWQ)) C'Zi~ b3,

Par suite, (1.6.4) implique Pinclusion V~®'Zi-1iC’'Zi~%i  ¢tablie en (II (3.4.1)).
De méme, (1.6.6) implique linclusion F'~®"Zj=23+1C"Zi~%+1 ¢tablie en (III
(6.3.1)). Nous verrons plus loin comment déduire de la structure de Hi(BWQ') les
autres inclusions de (II (3.4.1)) et (III (6.3.1)).

b) Les sous-modules de HI(ZWCQ), images de HI(WQ'~!) et HI~3(A#H1'WQ")
sont stables respectivement par V'’ et F, et permettent de déterminer la topologie
de HI(ZWQ),, voir (2.13).

Corollaire (x.8). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) H(ZWQ), = o, ie. H(ZWQ) est de type fini sur W;
(i) F*'B¥ = o;
(i)’ ‘d, = o: H(WQ™) -~ HI(WQ);
(iii) V’*"Bf = o;
(iii)" "dy = o HI73(o*1WQ') - HI(AWQ').
(Gf. aussi (I1 (3.8)) et (III (6.5)).)

L’équivalence de (ii) et (ii)’ (resp. (iii) et (iii)") est triviale. D’aprés (1.4.5)
(resp. (1.4.6)), (i) (resp. (iii)) implique (i). Enfin, si H/(ZWQ) est de type fini sur W,
il en est de méme de F*'BY (resp. V'®"Bf) d’aprés (1.6.1) (resp. (1.6.2)), donc
F*'Bi — o0 (resp. V'*"Bf = o) (I (2.18.2)).

2. Cohomologie des bords

Dans tout ce numéro, les hypothéses et notations sont celles de (1.2).

(2.1) Notons F, (resp. V,) 'endomorphisme du pro-objet BW.Q' défini par
passage au quotient par I’endomorphisme F (resp. V) de W.Q"! La suite exacte

(2.1.1) 0 >ZW.Q"! > W.Q ! 5 BW.Q' >0
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admet donc ’endomorphisme (F, F, F;) (resp. (V,V, V;)). D’autre part, avec les nota-
tions de (III (1.1), (1.3)), la suite exacte

(2.1.2) - 0 >BW.Q' - ZW.Q' »#"W. QO -0

admet ’endomorphisme (Fy, F, F') (resp. (Vy, V', V')) (car dF = pFd et V'd = dV).
Par passage 3 la limite, F; et V, définissent sur H/(BWQ’) une structure de R%module;
les opérateurs correspondants sont continus pour la topologie profinie naturelle de
H/(BWQ) (1.2). La suite exacte (1.2.2) (resp. (1.2.3)) est R™linéaire, H(ZWQ')

étant muni dans (1.2.2) (resp. (1.2.3)) de la R%structure définie par F et V (resp.
F' et V') (1.9).

Proposition (2.2). — Les opérateurs ¥, et V, sur Hi(BWQY) sont topologiquement nil-
potents . pour tout nz 1, on a
FUHI(BWQ) 4 V'HI(BWQ) C Ker Hi(BWQ) — Hi(BW, 0.
Comme F,: BW.Q' - BW.Q' est induit par pF: W.Q' - W.Q) le composé
BW.0 X BW.QF > BW,
est nul. I en résulte que 'on a F/HI(BWQ) C Ker HI(BWQY) — HiI(BW, Q). Comme
V,:BW.Q' - BW.Q' est induit par V:W.Q"1 - W.Q" 1 le composé
BW. 0 L BW.0f - BW, @
est nul, dod V'HI(BWQ) C Ker Hi(BWS) — Hi(BW, ).
Nous verrons plus loin (2.9.2) que les sous-modules F;HI(BWQ) + ViHI(BWQ)

sont ouverts dans H/(BWC'), donc définissent la topologie de H/(BWQ).
L’énoncé (2.2) se refléte dans les pentes :

Proposition (2.3). — Le sous-module de p-torsion T de W/(BW') est annulé par une
puissance de p, et HI(BWQ)|T est un R-module libre de type fini sur W, on Fy et 'V, sont
p-adiquement nilpotents. La fliche canonigue H'*i—Y(X[W) 5 H*i—Y(X, WQ") -~ Hi(BWQ')
définie par la projection W.Q' —BW.Q[— ¢ + 1] induit un isomorphisme
(2.3.1) H/(BWQ) @ K & (H*HYX/W) @ K)y_y 45
Pendomorphisme de Frobenius du second membre correspondant & p*~'Fy sur le premier. Les suites

exactes (1.2.2) ®K et (1.2.3) ® K se scindent en suites exactes courtes admettant des décompo-
sitions canoniques

(2.3.2) H/(WQ 1@ K 3 H(ZWQ ') ® K ® H{(BWQ) ® K,
(2-3-3) HiA/WQ) ® K 3 H(ZWQ) @ Ko HIH{(BWQ) ® K,
ot (2.3.2) (resp. (2.3.3)) est ROlinéaire pour Hi(ZWCY) muni de F et V (resp. F' et V').

Comme H(WQ") et HY(ZWQ") sont extensions d’un W-module de type fini par
un module de torsion annulé par une puissance de p ((1.4) et [10, II (2.13)]), la suite
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exacte (1.2.2) entraine qu’il en est de méme de H*(BWQ"). Il s’ensuit que T est fermé,
et que la topologie (profinie) du quotient H/(WQ')/T, qui est de type fini sur W, est
la topologie p-adique; la premiére assertion en découle, d’aprés (2.2). Les autres
en résultent aussitét, compte tenu de linterprétation de H/(WQ'!)®K (resp.
Hi(#AWQ)®K, H(ZWQ)®K) comme parties de pentese[i — 1,i[ (resp.
i —1,4,i) de HY-YX/W)Q@K (resp. HH(X/W)®K) ([10, II (3.5)], (III
(2.2)), (1.5)).

Nous dégagerons plus loin des conditions assurant des décompositions analogues
a (2.3.2), (2.3.3), mais ne négligeant pas la torsion, avec HI(WQ'~?), Hi(s#*WQ’)
de type fini sur W (4.5).

(2.4) Compte tenu de (1.6.1), la suite exacte (1.2.2) fournit une suite exacte
de R%modules (et d’applications continues pour les topologies profinies naturelles)

(2.4.1) o - Hi(WQ—1), . — HI(BWQ)) - H(BWQY);., —~ o,
ol
(2.4.2) Hi(WQ'™ ) gy i = HI(WQ' ) [H(WQ' )y,
= Coker HI(ZWQ™1) — HI(WQ~1)
et
(2.4.3) HI(BWQ),, := Ker Hi*1(ZWQ—1) — Hi+{(WQi—1)

= Im HI(BWQY) — Hi+1(ZWQi-1).

De méme, d’aprés (1.6.2), la suite exacte (1.2.3) fournit une suite exacte de
RO%modules (et d’applications continues pour les topologies profinies naturelles)

(2.4.4) o > HI~Y(A#WQ )y —> H"(BWQ") — H{(BWQ)y., >0
ou
(2-4.5) HI " (AW )y 1= HI (A W) [H (A WQR')y

= Coker HI=YZWQ)) - HI~}{AWQ)
et
(2.4.6) H"(BWQ‘)V,_u = Ker H"(ZWQ‘) — Hf(.}f"WQ')

= Im Hi(BWQ) — HI(ZWCQ).

Le choix de la lettre F (resp. V') en indice dans (2.4.3) (resp. (2.4.6)), de pré-
férence a F, (resp. V,), a simplement pour but de rappeler 'origine de la définition, qui
fait intervenir la suite exacte (1.2.2) (resp. (1.2.3)), linéaire pour F et V (resp. F’ et V).

Proposition (2.5). — a) Le R%module HI(WQI—Y, o est V-fini (I (2.1)), avec F
topologiquement nilpotent.

b) Le R%module Hi =Y (o WQ )y est F'-fini, avec V' topologiquement nilpotent.
c) On a

(2.5.1) Hi(BWQ),, = Ker Hi+{(ZWQi~1), — F='Bi—Li+1
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(¢f. (1.4.5)). Le R%module Hi(BWQ) ., est F-fini, avec Fy injectif et V, nilpotent (i.e. de
Cartier unipotent comme R'°-module).

d) Ona
(2.5.2) Hi(BWQ)y., = Ker H(ZWQ'), - V="' BJ

(¢f. (1.4.6)). Le R%-module Hi(BWQ)y.., est V-fini, avec V, injectif et F, nilpotent (i.e. de
Cartier unipotent comme R°-module).

e) Les topologies profinies naturelles de HI(WQ—Yp.. et HI(BWQ),., (resp.
H =Y WQ )y et HI(BWQ') ) sont les topologies V-adiques (resp. F-adiques).

Comme (1.2.2) est une suite exacte de W-modules profinis, la topologie de
H/(WQ' Y . induite par celle de H/(BWQ') est quotient de celle de HI(WQ1),
qui est la topologie standard. Or on a

(*) F~'Bj ™ C H(WQ 1), C V= Zi~ 1

et HI(WQ' 1), est fermé dans H{(WQ'~!), donc d’apreés (I (2.3), (2.9.1)) et (II
(3.1)), la topologie de HI(WQ'~!), . est la topologie V-adique et HI(WQ~ Y.
est V-fini, La seconde inclusion de (%) donne une suite exacte de R%modules V-finis

0 - Coeur('Ei~ 1), o — HI(WQ~1), , — HI(WQ~1)/V-*Z — o,

ol le terme de droite est de Cartier unipotent et celui de gauche est le facteur direct
du cceur ou F est topologiquement nilpotent. Donc F est topologiquement nilpotent
sur HI(WQ~! ., ce qui prouve a). Compte tenu de (1.4.5), (2.5.1) découle
de (I (3.11.3)). La seconde assertion de c) résulte alors de (I (2.23) a), b)) appliqué
au domino HI(WQ—1)/V-=Zi-%i » F°Bj. On vérifie de maniére analogue b)
et d), et le reste de e).

Définition (2.6). — Nous dirons que HI(WQ Y . (resp. HI71(HFWQ)ym)
est la partic F-nilpotente (resp. V'-nilpotente) de HI(BWQ), et HI(BWQ), (resp.
Hi(BWQY)y..,) le quotient F-unipotent (resp. V'-unipotent) de HI(BWQY).

Cette terminologie peut choquer, dans la mesure ou F; (resp. V;) n’est pas en
général nilpotent sur la partie F-nilpotente (resp. V’'-nilpotente), et F, (resp. V,) n’est
pas unipotent sur le quotient F-unipotent (resp. V’-unipotent). Nous ’avons introduite
surtout dans un but mnémotechnique : I’épithéte « F-nilpotente » (resp. « V'-nilpotente »)
est censée rappeler qu’il s’agit de la partie provenant du quotient de HI(WQi—Y)
(resp. HI7Y(o#"WQ")) ot F (resp. V') est topologiquement nilpotent, tandis que
« F-unipotent » (resp. « V’'-unipotent ») doit étre compris comme une contraction de
« F-fini et de Cartier unipotent » (resp. « V’-fini et de Cartier unipotent »).
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Proposition (2.7). — Le RO-module
(2.7.1) HIBWQ), : = HI(WQ™ Yy N HI 1AW )y

est de type fint sur W, avec F, et 'V, topologiquement nilpotents. C’est le plus grand sous-RO-module
de HI(BWQ) qui soit de type fini sur W.

Nous dirons que Hi(BWQ),, est le ceur de HI(BWQ).
Pour la démonstration de (2.%), nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (2.7.2). — Soit N un R°module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) N est de type fini sur W, avec F et V topologiquement nilpotents;
(i) N est & la fois F-fini et V-fini.

Il est trivial que (i) implique (ii). Inversement, supposons N F-fini et V-fini, et
considérons le dévissage canonique (I (2.%7)) de N comme module V-fini

0->D->N->U —>o,

avec U de Cartier unipotent et D de type fini sur W. La topologie p-adique de N étant
plus fine que la topologie F-adique, D est fermé dans N pour la topologie F-adique,
donc U est F-fini (I (2.3)). Comme F est nilpotent sur U, U est donc de longueur finie.
Mais V est injectif et topologiquement nilpotent sur U, donc U = o, i.e. N est de type
fini sur W.

Prouvons (2.7). Comme Hi(BWQ'), est fermé dans les parties F-nilpotente et
V'-nilpotente de Hi(BWQ'), dont les topologies sont respectivement les topologies
F-adique et V-adique (2.5) €), H{(BWQ'),, est F-fini et V-fini (I (2.3)), donc de type
fini sur W en vertu de (2.7.2). Si N est un sous-R°%module de Hi(BWQ") de type fini
sur W, 'image de N dans les quotients F-unipotent et V’-unipotent de Hi(BWQ) est
nulle d’aprés (I (2.7)), donc on a NCH/(BWQ),, ce qui achéve de prouver (2.7).

Proposition (2.8). — a) On a des suites exactes canoniques de RO-modules
(2.8.1) o - H/(BWQY), — H{(WQ 1 . -~ H(WQ~ 1)y, —>o,
(2.8.2) o - H/(BWQY), - HI "1 (o WQ" )y y > H "1 (A WQ),, >0,

o HI(WQi—Y), . est le quotient V-unipotent de 'Ei~"3 (II (3.1)) et HI = (A#*"WQ')p,
le quotient ¥ -unipotent de "Ei~'* (II1 (6.2)).
b) On a des isomorphismes canoniques de RO-modules

(2.8.3) Hi(BWQY),, > Ceeur('ES =1 0
(2.8.4) HiBWQ),, S Coeur("E/ = %)q.,

ot le second membre de (2.8.3) (resp. (2.8.4)) est le facteur direct du ceur de "E*="7 (resp.
"EITYY oi F (resp. V') est topologiquement nilpotent.
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Par définition de H/(BWQ'),, le quotient HI(WQ'~1), ./HI(BWQ), = Q est
un sous-R%module de H/{(BWQ)y.,, fermé dans HI(BWQY),., pour la topologie
profinie naturelle de H/(BWQ'),., (I (0.5)); comme celle-ci est la topologie V,-adique
(2.5) €), Q est donc V,-fini (I (2.3)); H/(BWQ¥),., étant de Cartier unipotent, il en
est de méme de Q (I (2.7)), de sorte que Q est le quotient unipotent de Hi(WQ 1), .
Par définition de HI(WQ ™., Q est donc aussi le quotient unipotent de 'Ei—"4,
ce qui établit (2.8.1). On procéde de méme pour (2.8.2). Les isomorphismes (2.8.3)
ct (2.8.4) résultent immédiatement de (2.8.1) et (2.8.2).

On déduit de (2.4.1), (2.4.4), (2.8.1) et (2.8.2) un diagramme commutatif
de R%modules profinis et applications linéaires continues, a lignes et colonnes exactes

o (o] o
0—> Hi(BWQY), —— HI~}(oWQ')y. .y —> HI 1A WQ)p,—> 0

boow !

(2.8.5) o—s Hi(WQ1), , —> Hi(BWQ) — > Hi(BWQY)p, —>0

} } !

o— HI(WQ' 1Y), — HI(BWQ),., — H(BWQ),—— o0
) o o
ot le carré (1) est cartésien et

(2.8.6) Hi(BWQ), := Hi(BWQ) [(HI(WQ 1Y)y + HI“ 1AW )y ).

Proposition (2.9). — Le R-module Hi(BWQ'),, est de longueur finie sur W, avec Fy
et 'V, nilpotents,

Cela résulte du lemme suivant, dont la vérification est immédiate :

Lemme (2.9.1). — Soit M un RO-module. Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(1) M est de longueur finie sur W, avec F et 'V nilpotents;
(ii) M est @ la fois F-fini et V-fini, avec F et V nilpotents.

Corollaire (2.9.2). — Les sous-R%-modules
VIH(WQ'™ )y + FYHI T (A WQ)y

de Hi(BWQ) forment, pour n €N, un systéme fondamental de voisinages ouverts de o dans
Hi(BWQ).
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Il en résulte trivialement que les sous-R%-modules ViH/(BWQ') + FiH/(BWQY)
possédent la méme propriété (cf. (2.2)).
Vérifions (2.9.2). Posons, pour abréger,

VIH (WO ™)y + FIHI ™ (W )y 0 = M,
Pour tout n3> o, M, est fermé dans H/(BWQ') (en tant qu’image de
V? 4 F1: HI(WQ 1) 0 © HI~ W)y — HI(BWQY).

D’apres (2.9), HI(BWQ)/M, = H(BWQ'), est de longueur finie sur W. Comme
HI(WQ Y est Vfini et HI7'(3#*WQ')y.,,; F-fini, il s’ensuit que, pour tout
n e N, Hi(BWQ)/M, est de longueur finie, donc discret (car séparé). Donc M, est

ouvert, d’ou la conclusion, compte tenu de (2.2).
L’énoncé suivant, qui est le principal résultat des n% 1 et 2, éclaire la signification
de la partie unipotente de la cohomologie des cycles :

Théorime (2.10). — Avec la notation abrégée M (H') = HI(A#'WQ'), on a un
diagramme commutatif canonique, & diagonales exactes :

0o 0

N\ /

Hi= (i) — Hi~2(a+ 1Y), <> Hi-{(BWQH ), —> V'™ "B <> Hi(o#)
(2.10.1) HI(ZWQ),

Hi(WQ ™Y —» HI(WQ Y, > Hi(BWQ),., — > F='Bj <> Hi(WQ)

/ N\

0 o

on :

(i) les floches HI(WQ™Y) — HI(WQ' ), - HI(ZWQ), - F°'Bj — HI(WQ)) (resp.
Hi—3 (1) > Hi"¥(+ ), — HI(ZWQ), - V'°"Bf > Hi(#")) sont la fac-
torisation canonique (I (3.11.4)) de 'dy (resp. "'dy), compte tenu de (1.3.3) et (1.4.5)
(resp. (1.8.4) et (1.4.6));

(i) les diagonales sont définies par (2.5.1) et (2.5.2); la diagonale descendante (resp. montante)
est RO-linfaire pour la structure de RO-module sur F/(ZWCQY) définie par ¥ et V (resp. F'
e V'),

(i) ¢’ et ¢’ sont les inclusions figurant dans (2.8.5);

(iv) & et &' sont des dominos conjugués (I (2.24)).
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La fleche canonique HI(WQ~?) — HI(ZWQ") (induite par d: W.Q""! = ZW. Q)
se factorise & travers Hi(BWQY), donc a travers HI(BWQY),. ., par définition de
H/(BWQ')y., (2.4.6). La fleche obtenue, de H/(WQ~!) dans H/(BWQ),.,, se
factorise alors a travers ¢/, comme le montre le carré inférieur gauche de (2.8.5). La
fleche canonique HI(WQ' ')y, - HI(ZWQ), (% lim F*'Bf) de (I (3.11.4)) est donc
composée des inclusions ¥

Hi(WQ 1Y), & HIBWQ),., & HI(ZWQ),.
On vérifie de méme que la fleche canonique
HI=3 o+ )y, — HI(ZWQ), (5 Iim V= "Bf)

v

de (I (3.11.4)) est composée des inclusions
Hi=2(a+Y) & Hi~{(BWQ*Y),., o> HI(ZWQ),,

d’ou Pexistence du diagramme (2.10.1) vérifiant (i), (ii) et (iii). Comme I'opérateur V,

sur HI(BWQ')y., (resp. F sur F*’'BY¥) est induit par l'opérateur V'’ (resp. F) sur

HI(ZWQY), et que FV' = V'F =1d, ona F¥V, =¥, ce qui permet de considérer &

comme un R-module gradué (concentré en degrés o et 1). D’aprés (2.9), le conoyau

de ¢’ est annulé par une puissance de V,, donc il existe n, tel qu’on ait
ViHI(BWQ)y., CHI(WQ—Y)y,  pour n> n,.

Comme & ¢’ est un domino (II (3.1)) et que HI(WQ'~!)y, est V-fini, il en résulte
que & est un domino. La croix de (2.10.1) montre alors, d’apres (I (2.23)), que 8"
est un domino, conjugué de &', ce qui achéve la démonstration de (2.10).

Compte tenu de (I (2.18.2), (2.18.3)), (2.10) entraine aussitét :

Corollaire (2.11). — Les dominos
Hi(WQi—Y)[V—='Z;~ 1 — F='BJ
et HI—2(o'F PWQ) [F/—= " Z§ =%+t V' "B

déduits de ‘'dy: HIH(WQ ™Y - HI(WQ) et "dy: H~ YA T'WQ) — HI(HAWQ) ont
méme dimension et méme exposant d’unipotence, égal @ Dexposant d’unipotence de Hi(ZWQ') (1.4).

Corollaire (2.12). — Les conditions suivantes sont équivalentes (cf. aussi (1.8)) :
(i) H(@ZWQ),=o;
(H) H(BWQ)y., = o;
(i) H(WQ' )y, =o0;
(iv) HI7(BWQ™*)g, = o;
(v) H7HWQ)p, = o;
(vi) la fleche canonique HI(ZWCY) — HI(SEWQ")  est injective;
(vii) la fléche canonique HI(ZWQY) — HI(WQY) est injective;
(viii) la fleche canonique HI~Y(A"WQ') — HI(BWQY) est surjective;
(ix) la fleche canonique Hi—'(WQY) — HI~"Y(BWQ'TY) est surjective.
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D’autre part, (2.10) permet de décrire la topologie de HI(ZWQY), :

Corollaire (2.13). — a) La topologie induite par HH(ZWQ), sur H(BWQ)y.,
(resp. HI=Y(BWQ*Y) ) est la topologie V-adique (resp. F-adique).

b) Le sous-module YH(WQ™Y)y, (resp. HI73(+) ) de HHZWCQ), est ouvert
dans HI(BWQ)y., (resp. HI=1{(BWQ 1) ).

c) Les W-modules

VTHI(WQ ™)y, + FHI =3 (o,
(resp. V'"H (BWQ),.., + FPHI-{(BWQi+1),.)

pour 1,5 € Z forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de o dans HI(ZWQ),.
d) Il existe un entier a tel que l'on ait

H/(ZWQ), = V' H(WQ' ™)y, + FH "3 ),
et VTHI(BWQ)y, N FPHI-(BWQi+!),, = o

pour r+ 52 a.

Cela résulte de (I (2.22), (2.23)) appliqué a la croix de (2.10.1), compte tenu
du fait que, d’aprés (2.9) (ou (2.10) (iv) et (I (2.17) &)), le conoyau de &' (resp. €’)
est de longueur finie sur W, annulé par une puissance de V (resp. F).

Remarques (2.14). — a) Il découle de (2.10.1) qu’on a des inclusions

(2.14.1) Im(HI(BWQ) — Hi(WQ)) CF='Bj,
(2.14.2) Im(HI~{(BWQI+1) — Hi(# WQ')) C V'="BF,

Notons que, pour r> 2, d: W.QF="+Li=1l[; 1] >~ W.Q¢ se factorise A tra-
vers BW.Q', donc, par définition de ‘BY (II (3.3.2)), on a

‘B C Im(HI(BWCQY) — HI(WQ).

Par suite, (2.14.1) implique Pinclusion ‘BY CF*'B¥ de (II (3.4.1)). On voit de
méme que (2.14.2) implique linclusion “Bf CV'*”B# de (III (6.3.1)). Compte
tenu de (1.7) a), on a donc obtenu ainsi une deuxi¢éme démonstration de la survie des
ceeurs ((IT (3.4)), (II1 (6.3))).

b) Supposons X purement de dimension N. Rappelons (Il (3.9), (3.11)) que
les seules différentielles ‘d; éventuellement non nulles sont celles dont le but (7, j) appar-
tient au carré j> 2, 1<i< N —1. Il y en a donc au plus (N — 1)2 D’autre part
(ILI (6.8)) les seules différentielles “d, éventuellement non nulles sont celles dont le
but (z, j) appartient au carré ¢ > 2, 1< < N — 1. Il yen a donc aussi au plus (N — 1)2
Ces différentielles se répartissent en paires « conjuguées » (‘di~%, "di—2i+1), de
buts ((z,7), (4, t)), ayant méme nombre de facteurs de type II. Pour N = 2,3, on a
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donc les figures suivantes, ou les différentielles conjuguées sont indiquées par un méme
numéro :

N=2: 'E "E

11
\

o ———

E/ E/I

(2.15) Par analogie avec la partie unipotente de H{(ZWQ'), on définit le quotient
unipotent de HI(BWQ), noté HI(BWQF),, par la suite exacte (de R°modules)

(2.15.1) o -~ H(BWQ),, -~ Hi(BWQ) — Hi(BWQ'), - o.

Le diagramme (2.8.5) fournit ainsi deux suites exactes de R%modules :

(2.15.2) o - H{(WQ~Y),, -~ HI(BWQ), - H(BWQ),, — o,

(2.15.3) o - H{(#'WQ)p, — H(BWQY), — H(BWQ)y., —o.

L’une ou 'autre montre que H/(BWQ'), est de torsion, annulé par une puissance de p :
plus précisément, il résulte de (2.10) et (2.11) que, si v; désigne ’exposant d’uni-
potence de HY(ZWQY), HI(BWQ), est annulé par p%t¥%-.a, Par définition du

coeur, HI(BWCQY) est de type fini sur W si et seulement si son quotient unipotent est
nul. Notons que, d’aprés (2.12), (2.15.2) ou (2.15.3) fournit I’équivalence :

(2.15.4) (H/(BWQY), = 0) < (HI(ZWQY), = o et HIFH(ZWQ'™1), = o).
Il en résulte que, pour n €Z donné, on a I’équivalence :
(2.15.5) (Hi(BWQY), = o pour tout (i,5) tel que 1 + j = n)
< (HI(ZWQ), = o pour tout (i,5) tel que i + j = n).

187



188 LUC ILLUSIE ET MICHEL RAYNAUD

Compte tenu de (I (3.1) f)) et (III (6.2.3.1)), on en déduit aussi, pour n € Z donné,
Péquivalence des conditions (i) a (iv) ci-apres :

(2.15.6)
(i) pour tout (i,7) tel que i +j = n ou n 4 1, H(ZWQ') est de type fini sur W;
(i) pour tout (i,7) tel que i +j = n ou n + 1, H(BWQY) est de type fini sur W;
(iii) pour tout (i,7) tel que i +j = n, HI(WQ) est de type fini sur W;
(iv) pour tout (i,j) tel que i +j = n, HI(HWQ") est de type fini sur W.

Nous verrons plus loin que les conditions (2.15.6) entrainent P’existence d’une
décomposition remarquable de H"(X/W) (4.5).

(2.x6) Si M est un R%module, notons p-tors(M) (resp. V-tors(M), resp. F-tors(M))
le sous-module de p-torsion (resp. V-torsion, resp. F-torsion) de M, et posons
VF-tors(M) = V-tors(M) N F-tors(M).

Comme F; est injectif sur H(BWQ¥,,, (2.4.1) entraine :

(2.16.1) F-tors(H (BWQ)) = F-tors(HI(WQ'—1),_,).
D’aprés (2.5) a) et (I (2.5)), F-tors(H(BWQ')) est donc un R%module V-fini, annulé

par une puissance de F,, F-tors(H/(BW(Q'),;) est de longueur finie sur W, avec F, et V,
nilpotents, et (2.8.1) fournit une injection de R°modules

(2.16.2) o — F-tors(H/(BWQ)) [F-tors(HI(BWQ) ) — HI(WQ 1),
de conoyau de longueur finie sur W, avec F et V nilpotents.
On voit de méme que l’on a
(2.16.3) V-tors(H/(BWQ')) = V’-tors(H ~{{(#"WQ)yr_a),
de sorte que V-tors(H/(BWQ')) est un R%module F-fini, annulé par une puissance
de V,, et qu’on a une injection de R%modules
(2.16.4) o — V-tors(Hi(BWQ)) /V-tors(HI(BWQ'),) - HI~}(#TWQ)p,
ot V-tors(H/(BWQ'),) et le conoyau de (2.16.4) sont de longueur finie sur W, avec F

et V nilpotents.
I1 découle de (2.16.1) et (2.16.3) qu'on a

(2.16.5) VF-tors(HI(BWQY)) = VF-tors(H/(BWQ'),) = p-tors(H/(BWQ" ).

En particulier, VF-tors(H/(BWQ')) est de longueur finie sur W, avec F, et V| nilpotents,
et (2.15.1) fournit une injection de R%modules

(2.16.6) o — p-tors(HI(BWQ)) /p-tors (HI(BWQ) ) - HI(BWQY),,

de conoyau de longueur finie sur W, avec F; et V, nilpotents. On voit notamment que,
si p* annule la g-torsion de Hi(BWQ'),, alors la p-torsion de Hi(BWQ') est annulée
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par p*tYitYi-1in avec les notations de (2.15). De plus, les noyau et conoyau de la
fleche naturelle

(2.16.7) HI(BWQY),, — HI(BWQ) /p-tors(HI(BWQ))
sont de longueur finie, avec F; et V, nilpotents, ce qui précise la premiére assertion

de (2.3).
Un exemple, pour terminer :

Proposition (2.17). — Soit X une surface K3 supersinguliére, d’invariant d’Artin o,,
ie. telle que 'EP ~k° (¢f. [10, II (7.2) 5)]). On a HYZWQ') = H(ZWQ'),,
HX(W0) 3 HABWQ') = HA(BWQY,.,, H(GF*WQ") 5 H' (BWQ?) = H{(BWQ?Y,, ¢
le diagramme (2.10.1), pour (i,7) = (1, 2), se réduit & la croix de suites exactes

o o

N
HO(#2WQY) — HEATWQ)
NS
H2(ZWQY)
RN
H2WO) —2 5 H(WQy

/ N

o o
Les différentielles 'd® et "'d3? sont des dominos isomorphes a U, , et
H2(ZWQ) = H2(WO) -+ H(#2WQ').
Enfin, la fleche canonique HY(ZWQY) — H2(X /W) est injective, d’image
P1H2(X/W) = P, H2(X/W)
(o P* (resp. P,) désigne la filtration aboutissement de la premiére (resp. deuxiéme) suste spectrale).
On sait [ro, II (7.2) 5)] que 'd® est isomorphe & U,. En particulier,
H3(WQ') = ‘B> = F*'B?, donc Cceur('E®) = 0, d’ou, grace a (1.4.5),
H2(ZWQY) = H2ZWQY),.
D’autre part, comme F est un automorphisme de HY(WQ!) [10, loc. cit.], on a
HYZWQY) 5 HY(WQY) (1.3.1) d’ou la suite exacte
(*) o - HY(BWQ?) — H%ZWQ!) - H3(WQ!) — o,
le zéro a droite venant de la surjectivité de ‘d*. On sait de plus que
HO(WQ?) = HY(WQ?) =0, donc H(#2WQ') 5 HY(BWQ?),
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et (») donne I'une des diagonales de (2.17). Par ailleurs, on a H2A#°WQ* = o, car
H2#°WQ' est le sous-F-cristal unité de H3(X/W) (III (6.8)). Donc on a

H1#1WQ* 3 P, H2(X/W) C H2(X/W);

Pendomorphisme F’ de H21WQ', induit par ’endomorphisme ® de H2(X/W), est
purement de pente 1, donc V'’ est un automorphisme de HW#1WQ* (et F' = pV’'~1).
Il en résulte que H(ZWQ!) 5 HI#TWQ' (1.3.2) et qu'on a la suite exacte

(%%) o — HiBWQ!) - H2(ZWQ!) — H2(#1WQ') - o.

Comme H2#°WQ' = o, on a H3(W0O) > H2(BWQ!), et (#*) donne l’autre diagonale
de (2.17). D’aprés (2.10), "’dJ® est un domino de dimension 1, donc de la forme U;;
comme "'d)? a méme noyau et méme conoyau de 'd{?, nécessairement i = o,. L’éga-
lit¢ HZWQ!) = HY(WO0) + HO(#?WQ") se lit sur le diagramme. Quant a la der-
niére assertion, elle résulte de ce que HYZWQ!) 5 HY(WQ!) 5 PLH2(X/W) et
HY(ZWQ) S5 Hi(s#*WQ') 5 P H2(X/W), comme on I’a vu plus haut.

3. Cohomologie logarithmique

(3-1) Soit X un schéma lisse sur un schéma parfait S de caractéristique p. Rappe-
lons [10, I (5.7)] que, si n et ¢ sont des entiers > 1, W”QQ, g (€0 abrégé, W, Q} ) désigne
le sous-faisceau de W, Q3 engendré localement, pour la topologie étale sur X, par les
sections de la forme dx,/x, ... dx;/x; pour x;, ..., x,€ 0% (%, = (%,0,...,0) e W, 0);
on convient que W,Qf_ est le faisceau constant Z/p", et que W,Qf =o si i<o
ou n<x 0.

Pour i fixé, les W,Q}, forment un sous-systtme projectif W.Qi de W.Q

le pro-objet correspondant est donc sans p-torsion, de plus, pour n> 1, la fleche naturelle
(3.1.1) W.Qf . ®Z[p* > W,Q,
est un isomorphisme de pro-objets [10, I (5.7.5)].

D’autre part, pour la topologie étale sur X, on a une suite exacte naturelle de
pro-faisceaux [10, I (5.7.2)]

(3.1.2) o—>W.Ql‘og———>W.Q"1?—F>W.Q‘—>0.
Comme on a W,Q, CZW,Q', il en résulte que
W.Qf, =Ker1 —F: ZW. Q' - ZW. Q%
De plus, ’endomorphisme 1 — F du pro-faisceau ZW.€ est surjectif pour la topo-

logie étale. Il revient au méme, en effet, de vérifier que 'endomorphisme V' — 1 de
ZW. Q' (cf. (III (1.3))) est surjectif. Or, par définition de V', on a un carré commutatif
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W, Q0 225 W, _,o

W0 153 zw,_ o

ou les fleches verticales sont surjectives, ainsi que 1 — F [10, I (3.26)], d’ou la surjec-

tivité de V' — 1. Au total, on a donc un isomorphisme de suites exactes (pour la topo-
logie étale) de pro-objets :

(3.1.3) 0o —> W.Q —> ZW.Q 5 ZW.Q —> o
‘: ] v'
(3.1.4) 0o—> W.QL — ZW.0' 155 ZW.0 0

Enfin, grace 2 la commutativité du carré (III (1.4.6), (1.4.7))
w25 w,_ o

c-n| ~ [ g~(n-1)

FW,Q 15 W,

on a un isomorphisme de suites exactes de pro-objets :

1-—

(3.1.5) 0o—W.Q, — W.Q LW —so

B

(3.1.6) 0 —> W.QL —> #W.Q' T #W.Q —> 0

On a aussi, bien entendu, une injection (resp. surjection) naturelle de (3.1.3)
dans (3.1.2) (resp. (3.1.2) dans (3.1.6)).

(3-2) On suppose, & partir de maintenant, que S = Spec(k), et que X est propre et lisse
sur S. On va étudier la structure des Z,modules
(3.2.1) Hi(X, WQj,) := lim Hi(X, W, Q)
la cohomologie au second membre étant prise pour la topologie étale sur X. Par définition

Hi(X, WQ,) = HY(X, Z,) (= lim Hi(X,,, Z/p"),
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et, pour ¢=1, on a, avec les notations de [10, II, 5], un isomorphisme canonique
Hi(X, WQ,) ~ Hi*Y(X, Z,(1)):= h(_m HIYY X, ).

Comme on I’a déja observé dans (loc. cit.) pour i = o et 1, si % est algébriquement
clos, le Z,-module Hi(X, WQfog) est en fait le groupe des k-points d’un certain groupe
pro-algébrique, que nous allons préciser. Notons f:X — S la projection, d’ol, avec
les notations de [1, (1.5)], un morphisme de topos

f: (X/S‘)parf -> Sparf

(Sput €st le topos des faisceaux sur le site parfait de S, formé des S-schémas parfaits,
muni de la topologie étale, et (X/S),.4 le topos des faisceaux sur le site parfait relatif
de X/S, formé des couples (T, Y) oit T est un S-schéma parfait et Y un schéma étale
sur Xy = X XgT, muni de la topologie étale). Pour n fixé, W, Q¥ se prolonge de fagon
naturelle en un faisceau sur (X/S),,, encore noté W,Q' dont la restriction a Y,
pour (T, Y) comme ci-dessus, est W,Q%, et W, Q% . se prolonge en un sous-faisceau
de W, ¥, égal 3 W, Q% ,,, en restriction 3 Y; de méme, ZW, Q% , #°W,Q se prolongent
4 (X/S)pen, €t les isomorphismes et suites exactes de (3.1) sont valables sur (X/S),,-
Notons d’autre part, comme dans [1, (2.5)], Z(p") la sous-catégorie pleine de celle des
faisceaux abéliens sur S, formée des S-groupes parfaits algébriques affines com-
mutatifs (quasi-algébriques dans la terminologie de Serre [21]) annulés par p" et

g(p°) = U g(s).

Lemme (3.2.2). — Le faisceau RILW,QF (resp. RIFW,Qf) sur S, appartient
2 G0P).

Comme %(p*) est stable par noyaux, conoyaux et extensions, I’assertion relative
A RIf,W,Q résulte, par dévissage, du fait que les RIf,gr"W, Q' sont représentables
par des groupes vectoriels, compte tenu de la structure de gr"W,Q' [10, I (3.9)] et
de la commutation de W,Q aux changements de bases parfaites [10, I (1.9)]. Pour
Passertion relative a R"f,W,,Q}'og, on se raméne, par dévissage, compte tenu de (3.1.1),
4 n= 1. On conclut & I’aide de la suite exacte [10, 0 (2.1.20), (2.4.2)]

o - Qi >ZQ 5 O 0.
Nous noterons
(3-2.3) Hi(X, W, Q) €ob ¢(p")
le groupe quasi-algébrique RiIf,W,Qf , et
(3.2.4) Hi(X, W.Q,) = «lim» Hi(X, W,Q},)) €ob pro-¢(p~)
le groupe pro-algébrique défini par le systtme projectif des Hi(X, W, Q). Si & est

algébriquement clos, Hi(X, W, Q) (resp. HI(X, WQ;,)) est le groupe des k-points
de Hi(X, W,0%) (resp. Hi(X, W.QL)).
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La suite exacte (3.1.2), considérée comme suite exacte de pro-faisceaux sur
(X/S)pan» fournit une suite exacte de pro-¢(p*) :

(3.2.5) > HI(X, W0~ HI(X, W.QY) 255 HI(X, W.Q) > ...,

ou HY(X, W.Q) est le groupe pro-algébrique «lim» Hi(X, W, 0), avec
Hi(X, W,Q) — RIfW, Q"

Le résultat principal de ce numéro est le théoréme suivant :

Théoréme (3.3). — a) Lendomorphisme 1 — F de HI(X, W.QY) est surjectif; on a
donc, grice & (3.2.5), un isomorphisme canonique

(3.3.1) Hi(X, W.Qf ) 5 HI(X, W.QF (1),

b) Soit n; le nombre de facteurs de type 11 de dy: HF(WQ'™') — HI(WQ) (ou
dimension du domino HI(WQ—1)[V=2Zi~%i > F°Bf (2) (¢f. (I (2.18)), et soit v,
Pexposant d’unipotence de ce domino (loc. cit.). Le groupe HH(X, W.Q} ) admet un dévissage

log.
canonique

(3-3.2) o - HI(X, W.Q,)° -~ H(X, W.Qf,) ~D¥ —o,

o : (i) H¥(X, W.Qfog)0 € ob G(p%) est un groupe quasi-algébrique unipotent comnexe, de
dimension n;.

(i) DY est un groupe profini étale, donné, si k est une cloture algébrique de k, par une repré-
sentation de Gal(k[k) sur le Z-module de type fini (Coeur(E¥), ® W(E))*®° (qui est aussi
canoniquement isomorphe & (HH(ZWQ'),® W(E))F®° (1.4.5)).

Avant de prouver (3.3), dégageons quelques corollaires. Il résulte d’abord de (i)
et (i) que HI(X, W.Q})® est la composante neutre de H/(X, W.Qf ) et D¥ son =,
[21, (5.1)], en particulier le dévissage (3.3.2) est unique. D’aprés (loc. cit.), si

Hi(X, W, Q},)° désigne la composante neutre de H/(X, W,Qf), on a
Hi(X, W.Q,)° = «lim» H(X, W,Q,)°

log/ *

Autrement dit :

Corollaire (3.4). — Le pro-objet «lim» Hi(X, W,,Q]‘og)0 est essentiellement constant
de valeur le groupe quasi-algébrique F(X, W.Qfog)o.

En particulier, si n; = o0 (i.e. si H{(WQ) est V-fini), ce pro-objet est nul. C’est
le cas par exemple si ¢ =j = 1, puisque H}(WQ?!) est de type fini sur W : on retrouve
ainsi le fait que le pro-objet %%(X, p,.) est nul (cf. [10, IT (5.9)]). C’est le cas, plus
généralement, si j =0 ou 1 et ¢ quelconque, ou si =0, ousi :=N (X étant

(Y Si M est un groupe abélien muni d’un endomorphisme %, on pose M¥* = Ker 1 —u: M -—>M.
(?) On omet ici le « prime » dans la notation de la premiére suite spectrale.

193
25



194 LUC ILLUSIE ET MICHEL RAYNAUD

purement de dimension N) (cf. (IT (3.9), (3.11))) (le résultat pour i = o, i.c. relatif
3 «lim» H(X, Z/p"), étant d’ailleurs bien connu).

Corollaire (3.5). — Supposons k algébriquement clos.
a) On a une suite exacte
(3.5.1) o - Hi(X, WQ},) ~ H(X, WQi) =3 Hi(X, WQ) —o.

b) On a une suite exacte

(3-5-2) 0 - Hi(X, WQ,)° - Hi(X, WQ,) - Di(k) - o,
oi Hi(X, WQi,)° := (X, W.Q,)°(k)
et Di(k) = (Ceeur(E%),))" = (H(ZWQ) )"

D’aprés (3.3) a), on a une suite exacte de pro-objets

(%) 0 — (X, W.QL ) — Hi(X, W.Q) 23 HI(X, W.0Q) —o.

log

Comme la catégoric %(p®) est artinienne (cf. [21, (1.3)]), le systéme projectif
Hi(X, W,Q},) vérifie ML, donc (3.5.1) se déduit de () par passage  la limite. On
déduit de méme (3.5.2) de (3.3.2).

En particulier, sous I’hypothése de (3.5), si n;=o0, donc par exemple si
j=ooul, ousi i=o0 ousi i=N (X purement de dimension N), H/(X, WQj )
est un Z,-module de type fini, et I’on a un isomorphisme canonique (cf. [10, II (5.11)])
(353)  HI(X, WOi) @, W Caur(E),

log.
(ou Ceeur(E%),, S H(ZWQ),, (1.4.5)).
Par ailleurs, (3.5) implique aussitot :

Corollaire (3.6). — Supposons k algébriquement clos. Alors HI(X, WQ) ® Q , est de
dimension finie sur Q ,, et on a des isomorphismes canoniques :

(3.6.1) Hi(X, WQi,) ® Q, > (H/(WQ) ® K)F,
(3.6.2) Hj(X, Wai,) ® K3 (HH(X/W) ® K)yy;
(ozi K = Frac(W)).

(3.6.3) Pour la démonstration de (8.3) nous aurons besoin de quelques préli-
minaires sur les R-modules. Si M est un R-module gradué, nous noterons M, le pro-
objet «lim» M,, o M,=R,®M=M/FI"M (I (3.1)). Désignons par &,
le site des S-schémas parfaits affines, muni de la topologic étale; c’est un site de défi-
nition de S, (cf (3.2)). Nous noterons .#; le faisceau sur S, défini par
AP M.®WA (= M;®W,A) pour Spec(A) eob &,; (pour tout W,-module L,
le préfaisccau £ : A L®y WA sur &, est un faisceau), et A le pro-objet
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«lim» . Nous désignerons par F (resp. V) ’endomorphisme de 4% défini par F® ¢
<~ .
(resp. V®o™1) sur M:® WA,

Lemme (3.7). — Sotent 1 € Z et M le R-module gradué U; (1 (2.14.3)). On a une
sutte exacte canonique de pro-Z(p*) :
(3.7.1) o-»Gai.l}l;L;.l}»o,
ot Pinjection @ est donnée par

ola) = X o= " gvr eli(’_m Mi(A) (= li_fn_qM}@ WA)

nzi

pour a €A, A une k-algébre parfaite.

Par définition, M!® WA, pour n>i, est l'ensemble des « polynémes »
2 adV’, a,eA. Pour x= X adV eM, ,®WA, ona

iS<r<n i<r<n
(1 —Fx= (g, — a7, )dV'+ ... + (a,_, — a2)dV""' e M ® WA,
Il en résulte aussitét qu’on a une suitc exacte
(%), 0>A3M,  OWA 5 MOWA o,
od o@) = T aPav.
iI<r<n

Le systéme projectif des suites (*), définit (3.7.1).

Lemme (3.8). — Soit M = (M® - M) un domino (I (2.16)). Soit
o=D"MCD"'MC...CD'M =M
une suite de composition telle que gryM soit isomorphe @ Uy, pour 1< m<n (I (2.15)).
Alors :
a) Les fleches
O=9H >D M, —~>... > =M,
sont injectives et forment une suite de composition de M, telle que gr™ M, ~ (g™ M),.
b) Pour tout m, Pendomorphisme 1 — F de D™ M} est surjectif, et les injections
0= ("M o (2" MV o ... (M)
forment une suite de composition de (MF dont les quotients successifs sont isomorphes & G,.
Le groupe pro-algébrique (M)F est donc essentiellement constant, de valeur un groupe quasi-

algébrique unipotent connexe de dimension n = dimM (I (2.18)), annulé par p*, ot v est
Pexposant d’unipotence de M (loc. cit.).

L’assertion a) résulte aussitét de (I (3.10)). D’aprés (3.7), 1 — F est un endo-
morphisme surjectif de g4, de noyau isomorphe 4 G,, d’ot b).

195



196 LUC ILLUSIE ET MICHEL RAYNAUD

Lemme (3.9). — Soit M un R%module annulé par p", de type fini sur W,,. L’endomorphisme
1 — F de M est surjectif, et M* est étale localement constant, de fibre en Spec(k) (ot % est une
extension algébriquement close de k) le Z[p"-module de type fini (M ® W(E))F.

On se rameéne & supposer % algébriquement clos, on sait alors que I’endomorphisme
1 —F de M est surjectif et que MF® W, 5 M, le lemme en résulte trivialement.

Lemme (3.10). — Soit M un R%module V-fini (I (2.1)). Considérons le dévissage cano-
nique (I (2.7))
0->C—->M—->U —>o,
o C est de type fini sur W et U de Cartier unipotent. Alors :
a) La suite de pro-objets
0—~>C —~ M —>U —0
est exacte, et 1 — F en est un endomorphisme surjectif, bijectif sur %,.
b) Les injections C, > Ce>M (cf. (I (1.5.3))) donnent des isomorphismes
(B > €. > A,

et MY est profini étale, de fibre en Spec(k) ( extension algébriquement close de k) le Z,-module
de type fini (C,, @ W(E) = (C® W(E))F = (M ® W)

Comme V est injectif sur U, Torf*(R},U) = U =o0, donc la suite
o0—->C, >M, -U, >0 est exacte, donc aussi la suite de faisceaux correspondante.
Puisque U est annulé par une puissance de F, 1 — F est un endomorphisme bijectif
de %,. Les autres assertions en découlent, compte tenu de (3.9).

Lemme (3.1x). — Soit M un R-module cohérent. Pour i € Z, soit
o->M >M->M'—>o0

la suite exacte de R-modules (cohérents) définie par les tronqués
M =(... >M"~! 5 F°B —0),
M"” = (0 - M/[F°B - M** - ),
La suite de pro-objets o — M — M — M —~o0 est exacte, e¢ 1 —F en est un endo-
morphisme surjectif. Elle induit une suite exacte
o~ (M > (M) > %' —>o,
ot C= V- 2Z(F°B; €F est profini étale, de fibre (COW(R))F, et (MH)F est un groupe

quasi-algébrique unipotent connexe, de dimension égale 4 celle du domino M'~*[V—*Zi~! - F=Bi
et annulé par p° ot v est Pexposant d’unipotence correspondant (I (2.18)).
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La premiére assertion découle de (I (3.10)).

Les autres en résultent grice a (3.8), (3.9), (3.10), compte tenu de ce que
0 > V™ °Z{F*B' - M/[F*B* - M//[V-°Z >0 est le dévissage canonique (I (2.7))
du R%module V-fini MY/F*B, M étant cohérent.

(3.12) Preuve de (3.3). — Pour T = Spec(A) eob &y, on a
(T, HJ(WnQ')) = Hj(X'l‘: WnQi):
mais W, Q% = W, 04 @y W,A
[10, I (1.9.2)], donc, par Kiinneth,
(T, Hi(W, Q) = HI(W,Q) ® WA.
D’autre part, d’aprés (II (2.3.2)), on a un isomorphisme naturel de pro-objets
«lim » HI(WQY), ® WA 3 « lim » Hi(W, Q') ® WA,
<= <
ou HI(WQY), = HI(WQY)/[Fil". Avec les notations de (3.6.3), on a donc un isomor-
phisme canonique
(3.12.1) HI(WD), 3 « lim » Hi(X, W, Q).
On en déduit (3.3) en appliquant (3.11) au R-module cohérent Ey, compte tenu
de (3.2.5).

Variante (3.13). — Gréace a Pisomorphisme de Cartier (III (1.4))
C: W, Q% 3 oW, Q%,
compatible aux changements de bases parfaites, (3.2.2) entraine que le faisceau
Hi(X, #'W,Q") := Rif, oW, Q°
appartient 2 (") (donc H/(X,#"W.Q') := «lim» H/(X, #*W,Q") a pro-(p®)).
Compte tenu de l'isomorphisme (3.1.5) > (3.1.6), il résulte de (3.3) a) que I’endo-
morphisme V' — 1 de H(X,#*W.Q") est surjectif et que 'on a un isomorphisme
canonique (de pro-#(p®))
(3.13.1) Hi(X, W.Q}) 5 H(X,#W.Q)7,
compatible & (3.3.1) via C™°. On en déduit, comme en (3.5) a), que, si & est algébri-
quement clos, on a une suite exacte
(3.13.2) o — Hi(X, WQj,) — HI(X, #*WQ") Ll ¢ Hi(X, #°'WQ") —> o.
Par ailleurs, le méme argument que pour la démonstration de (3.3), mais reposant

cette fois sur la cohérence de ""E, (III (5.2)), montre que H/(X, W.Q} ) admet un
dévissage canonique

(3.13.3) o >G> H(X,W.Q,) »>D?¥ o,
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ot : (i) G* est un groupe quasi algébrique unipotent connexe, de dimension my;, annulé
par p*#, ot my est la dimension du domino d, : Hi =27 H1WQ' [F'—° "/ Z{~%¢+1 > V' "' Bf
et w; son exposant d’unipotence (I (2.15.3)).

(ii) D'# est un groupe profini étale, donné, si % est une cloture algébrique de %, par
une représentation de Gal(£/k) sur le Z -module de type fini (Coeur(”E") ® W(E))V ®°™.

Par conséquent GF est la composante neutre de H/(X, W. Q) et D’# son =,
et il existe donc un (unique) isomorphisme de (3.3.2) sur (3.13.3). En particulicr,
m,;, = n; : on retrouve une des assertions de (2. 10) (il est sans doute possible de retrouver
aussi v; = p;). De plus, lisomorphisme D% 3 D'* fournit un isomorphisme
Gal(k/k)-équivariant Cceur('E¥),, ® W(k) = Cceur("E%),,® W(k), donc un isomor-
phisme Ceeur("EY),, = Coeur("E#*),, : on retrouve I'isomorphisme fourni par (1.4.5)
et (1.4.6).

Notons encore le corollaire suivant : si n; = o (cf. (3.5)), et si k= k, on a
un isomorphisme canonique (de W-modules)
(3-13.4) Hi(X, WQp,) ® W 3 Ceeur ("EF),,.

En particulier, comme nous 1’avions annoncé en (III (6.8)), Pinclusion Z[p* — #°W.Q"°
induit un isomorphisme (pour % = £)
(3-13.5) H/(X,Z,) ® W > Hi(X, #°WQ).

Signalons enfin une derni¢re conséquence de (3.3) :

Proposition (3.14). — Supposons k algébriquement clos. L’endomorphisme 1 — F de la
sutte exacte (1.4.5)

0o — HI(ZWQ), » HI(ZWQ) — HI(ZWQ),, -0

est surjectif, et la suite exacte des noyaux s’identifie canoniquement & (3.5.2).

Comme % est algébriquement clos, et que H/(ZWQ'), est de type fini sur W,
1 —F en est un -endomorphisme surjectif (cf. par exemple [10, II (5.3)]). D’autre
part, d’aprés (2.10), H(ZWQ), s’insére dans une suite exacte de R°-modules

(%) o - HI~YBWQ*Y, - H(ZWQ), -F*'Bj —o.
Comme le terme de gauche est F-fini, en particulier F-adiquement séparé et complet,
1 — F en est un endomorphisme bijectif (d’inverse XF"). Par ailleurs, d’aprés (3.8) b),

1 — F est surjectif sur F*’By. Il en résulte que 1 — F est surjectif sur HI(ZWQY),,
donc sur la suite exacte (1.4.5), et que la seconde fleche de () induit un isomorphisme

H{(ZWQ)E 3 (F='Bj)F.
Or on a (cf. (3.12))
Hi(X, WQ;,)* > (F°'B))F,
et, d’aprés (1.4.5) et (3.10) b),
HI(ZWQ)E 3 Ceeur ("EHF 5 DY(k).
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La seconde assertion de (3.14) en résulte, grice & I’isomorphisme
Hi(X, WQi,) 5 H(ZWQ),
obtenu en passant a la limite dans la suite exacte de cohomologie de (3.1.3) (le sys-

téme HI(X, W, Q},) vérifiant ML (cf. preuve de (3.5))) et en tenant compte de la
surjectivité de 1 — F sur HI(ZWQ).

4. Décompositions de Hodge-Witt

Dans tout ce numéro, X désigne (sauf mention du contraire) un schéma propre
et lisse sur k.

(4.x) Soit ¢eZ. Considérons le diagramme commutatif suivant, formé de
complexes de pro-objets, défini par les tronqués W.Q>% et i ;W.Q de W.Qx :

o o

! !

0—>ZW.Q[—i] — W.O% — L, ,W.Q —>0

| l H

(4.1.1) 0—t W — WO —1t,, W0 —o
! !
W. Q< e W QS
! }
o (o]

(oW, pour un complexe L, £, ,L désigne le tronqué (o - LYZ' - Li** — ...}, cano-
niquement quasi isomorphe a f;,,L = (0 - Li*YB*+! - Li*? | )). Par appli-
cation de H*(X, —) et passage a la limite projective, on en déduit un diagramme commu-
tatif de suites exactes longues {avec les conventions de notations habituelles, cf. (111

(6.2.5))) :
! !

oo —> H(ZWQ) ——— H*H(X, WQZ) — HH(X, £, {WQ) — . ..

boow |

(4.1.2) ... —> H*(X, 1 W) — H+(X, WQ) —> H (X, 15, WQ) —> ...

! !

Hi*+i(X, WQS) == Hi*+i(X, WQ<)

| @
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Proposition (4.2). — Soient i,j € Z. a) Si H(ZWQY) est de type fint sur W, les fléches
du carré (x) de (4.1.2) sont injectives, et (%) est cartésien.
b) 8i de plus HiVYZWQ) est de type fini sur W, le carré (x) est cocartésien, i.e.
H+H(X, WQ) = HH(X, WQ>Y) + HiF(X, t. WQ"), et les fléches
HH(X, £ ,WQ) - H+H(X, WQ<Y)
et H*Y(X, WQZ%) — HH(X, ¢, , WD)

sont surjectives.

Rappelons que ’on a canoniquement H**i(X, WQ') 5 H+{(X/W), et que, par

définition,
PH*I(X/W) = Im H+ (X, WQ>%) — H (X /W)

(resp. PH'*(X/W) = Im H'*H(X, t,,WQ") - H*(X/W))
est la filtration canonique, aboutissement de la premiére suite spectrale de de Rham-
Witt (resp. la suite spectrale conjuguée). Pour l'interprétation des hypothéses de (4.2),
voir (1.8), (2.12), et les remarques suivant (3.5).

Prouvons a). Supposons H/(ZWQ) de type fini sur W. Montrons d’abord Pinjec-
tivité de HI(ZWQ) — HHi(X, 1 ,WQ’), ou, ce qui revient au méme, la nullité¢ de
H+-Y(X, WOQ<Y) — HI(ZWQ'). La suite exacte évidente

0—>BW.Q[—i] > (... >W.Q 1 > BW.Q > 0) >W.QS"1 >0

s'injecte dans la colonne de gauche de (4.1.1), donc on a

Im H+-1(X, WQ<Y) — HI(ZWQ) C Im HI(BWQ) — Hi(ZWC).
Or on a (2.4.6)

Im Hi(BWQ)) - HI(ZWQ) = H/(BWQ')y.,.
Comme H{(ZWQ) est de type fini sur W, H(ZWQ¥), = o (1.4), donc, d’apreés (2.12),
H/(BWQYy., =0, d’ol linjectivité de HI(ZWQ) - H*(X, t , WQ). Celle de
H*i(X, WQY) —» H*(X, WQ'), ou, ce qui revient au méme, la nullit¢ de

Hi+i-1(X, WQ<) - H*(X, WQ>%) en résulte, comme le montre (4.1.2). Prouvons
maintenant Pinjectivité de HI(ZWQY) — HTi(X, WQ>%), i.e. la nullité de

HAHYX, t5:,,WQ) > HI(ZWQ).
La ligne supérieure de (4.1.1) se projette sur la suite exacte
0 > ZW.Q[—i] > W.Q[—i] -BW.Q*'[—i] -0
donc on a
Im HHY(X, 15, ,WQ)
- H{(ZWQ") C Im HI~Y(BWQ*?) — HI(ZW).
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La conclusion en résulte, grace a2 (2.4.3) et (2.12). L’injectivité de

H (X, t ,WQ") - H (X, WQ")
et le fait que (*) soit cartésien s’ensuivent, comme le montre encore (4.1.2). Supposons
maintenant H/(ZWQ) et H*1(ZWCQ’) de type fini sur W. Alors, d’aprés (4.1.2), les
fleches HHI(X, 1, WQ') — H'H(X, WQ<Y) et H™ (X, WO - HH(X, t5,, ,WQ)
sont surjectives, d’ou b), ce qui achéve la démonstration de (4.2).

L’exemple (2.17) montre que ’hypothése supplémentaire que H/*(ZWQ¥) est
de type fini sur W est nécessaire pour la validité de b).

Corollaire (4.3). — Soient i,j € Z tels que H(ZWQ) soit de type fini sur W. Alors
P.HH(X/W) n PH*(X/W) = o
pour tout r> i,

On peut se borner & r =i 4 1. D’aprés (4.2) a), il suffit de montrer que
HI(ZWQ) n Im(H*(X, WQZ+1) - HIH(X, WQZY)) = o.
Or on a la suite exacte :
HFH(X, WQZ i+l HH(X, WQPY) — Hi(X, W),
et I’on sait que, HI(ZWQ) étant de type fini sur W, la fleche composée
Hi(ZWQ) — H (X, WO — HI(WQ)

est injective (2.12), d’oi la conclusion.

Corollaire (4.4). — Sotent i,j € Z tels que HI(ZWQ) et HITYZWQY) soient de type
St sur W. Alors la suite exacte

o - HI(ZWQ) —~ H'H(X, WQ>) — H (X, b WQ) >0
(resp. o - H(ZWQ) - H*(X, t ., WQ") - H*(X, WQ<%) - 0)

s

définie, grce & (4.2), par (4.1.2), admet un unique scindage
(4-4.1) H*H(X, WQ) 3 H(ZWO) @ HH(X, t;, WQ)
(resp. (4.4.2) HF(X, t ,WQ) S H(ZWO) © H (X, WQ<H)

compatible & Dopérateur ¥ (resp. V') induit par Pendomorphisme F-; de W.Q>* égal 4 p'F
sur W.Q" (resp. Vi de tW.Q (II1 (1.7.1))). Dans la décomposition (4.4.1) (resp.
(4.4.2)), H(ZWQ) est le facteur direct o F (resp. V') est inversible, ot H'+i(X, to,;, WQ')
(resp. HHI(X, WQ<Y)) celui on F (resp. V') est topologiquement nilpotent. Les décomposi-
tions (4.4.1) et (4.4.2) déterminent, par le carré (%) de (4.1.2), une décomposition canonique
de HH(X|W) :

(4-4.3) HH(X/W) S H (X, WQ<Y) @ HI(ZWQ) © H (X, £, (WQ).
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Cette décomposition est stable par Iendomorphisme de Frobenius & (noté aussi @) de H'+i(X[W),
avec § | (H(ZWQ) @ H'H(X, 5, ,WQ")) = p'F; si X est purement de dimension N, elle
est également stable par Dendomorphisme B de H'i(X|W) induit par Pendomorphisme Viy
de W.Q, avec B|(H(X, WQ<) @ HI(ZWQY)) = pN V",

L’endomorphisme F5; de W.Q*' induit F4,,, (III (1.7.3)) sur le quotient
tsiW.Q, donc, en vertu de (III (2.3.2)), Popérateur induit par F sur le quotient
H (X, ts,, W) de HH(X, WQ>%) est topologiquement nilpotent. L’existence et
unicité du scindage (4.4.1) en résultent, puisque la restriction de F a H/(ZWQ) est
un automorphisme. On montre de maniére analogue I’existence et I'unicité de (4.4.2).
Comme les endomorphismes § et Vg, de t,W. Q' commutent (FVg; = V,§ = ),
la décomposition (4.4.2) est stable par §, donc aussi la décomposition (4.4.3). On
vérifie de méme que (4.4.3) est stable par B. Les autres assertions sont évidentes.

Sous les hypothéses de (4.4), notons P, _H*(X/W) (resp. P*HY(X/W)) (n =i + )
I’'image de ’injection composée

. (4.4.2)
H(X, W< &5 H(X, 1, WQr) o HY(X/W)

(4.4.1) .
(resp. HA(X, 1, W) S HA(X, WQ>) & H'(X/W)).
On a donc des inclusions
(4-4-4) P, HY(X/W) CP,_H"(X/W) CP,H"(X/W),
(4-4-5) Pi+IHY(X /W) C PFHY(X /W) C PHY(X/W),

les deux premiéres provenant de ce que la restriction de ’endomorphisme V' de P;

a P,_, est topologiquement nilpotente, ainsi que celle de I'’endomorphisme F de P*
a pit,

Théoréme (4.5). — Soit n e Z tel que les conditions de (2.15.6) sotent satisfaites. Alors
les filtrations P,, P,_, P, P+ de H" = HYX/W) déterminent une décomposition canonique :
(4-5-1) H* = i§%<Ha]@H5;,i+1[),

Ol\l Hﬁ]:P"'nP‘, H521|-+1[:P‘+ f\PH_l_; on a

=D HyOH] ), P =0 H_,OHy),
(4-5-2) i<t >
P" _ P'_@HE:], PzHﬁ]@Pl-l..

De plus, pour i +j=mn, on a 'E¥ ='E¥, "EY = "E¥, et des isomorphismes canoniques
(4.5-3) HI(ZWQ) 3 H,

(4-5-4) Hi(WQ) :>Hﬁ]®H]”,-’,-+1[,
(455) Hj(X, WWQ’) = Hﬁ](_a H]rz-—l,i[n
(4.5.6) HI(BWQi+Y) X HE ivap
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compatibles aux fléches naturelles
HI(ZWQ) - H(WQY) — HI(BWQ+1)
et HI(ZWQY) - HI(X, #WQ') - H+1(X, BWQ);

la décomposition (4.5.4) (resp. (4.5.5)) est stable sous les opérateurs F et V (resp. F' et V'),
F (resp. V') est inversible sur My et topologiquement milpotent sur Hy ;. o (resp. Hj_, ).
En particulier, (4.5.1) détermine, via (4.5.3) & (4.5.6), des décompositions canoniques

(4-5-7) H”:>.+E_B H"(WQ")3’>.+@ (HI(ZWQ) ® Hi(BWQi+1))
rtTi=n iti=n

(4.5.8) H":>_+€B H(X, #WQ) 2>.+EB (HI(ZWQ) ® Hi+{(BWQY),
tti=n % j=n

stables par endomorphisme de Frobenius & de H", avec
& | HH(WQ) =4pF o § | Hi(X, WWQ‘) _ T

pour X purement de dimension N elles sont stables par Uendomorphisme B de H" induit par V
(IIT (1.7.1)), avec B | H(WQ) = p" =V o B|H(X, #AWQ) =p~ V",

Comme, pour i+ j=n, H(ZWQ) et H*{(ZWQ) sont de type fini sur W,
on dispose, d’aprés (4.4), de la décomposition (4.4.3), qui s’écrit
H" = P,_ @ H} @ P',

avee P,=P,_@Hpj, P=H;®P* Posant Hj, ,=P*nP,, , on en
déduit P, =P,®H},, , car P,CP,, (4.4.4), et P* =H},  ®P*! car
PHICP*  (4.4.4), dott aussitét les décompositions (4.5.1) et (4.5.2). Grice i
(2.15.6) (iil) (resp. (2.15.6) (iv)), on a 'E¥ ='E¥ (II (3.9)) (resp. "E§ = "E§
(III (6.6))). L’isomorphisme (4.5.3) est défini par le carré (x) de (4.1.2) ((4.2) a)).
L’isomorphisme (4.5.4) est défini par ‘E¥ = 'EY = PYP+! et la décomposition
PP=HyLOH},;, (®P*; de méme, (4.5.5) est défini par "Ef = "EX = P,/P;_,
et la décomposition P, =P, ,®H{;®H} , ;. Enfin, pour 7+ j=mn, les suites
o - H{(ZWQY) - H{(WQ) — HI(BWQ 1) —o
et o - H(ZWQ) — Hi(X, #'WQ) - HI*1(BWQ) - o

sont exactes, grace a (2.15.6) (ii), d’aprés (2.12). L’isomorphisme (4.5.6) est défini,
au choix, par la premiére ou la seconde de ces suites, combinée avec (4.5.3) et (4.5.4),
ou (4.5.3) et (4.5.5). Les compatibilités indiquées entre les isomorphismes (4.5.3)
3 (4.5.6) sont évidentes. D’autre part, d’aprés (4.4), (4.5.4) est stable sous F, F est
bijectif sur Hfj; et topologiquement nilpotent sur Hj; ;, donc (4.5.4) est la décompo-
sition canonique de H/(WQ') en parties semi-simple et topologiquement nilpotente sous
Paction de F; comme F et V commutent, il s’ensuit que (4.5.4) est aussi stable sous V.

On vérifie de méme les propriétés de stabilité de (4.5.5). Les autres assertions sont
immédiates.
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(4.6) Pour 7n e€Z, nous dirons que X est de Hodge-Witt en degré n si X vérifie
les hypothéses de (4.5), i.e. H(WQ') est de type fini sur W pour tout (4,7) tel que

¢ +j = n. Les décompositions (4.5.1), (4.5.7), (4.5.8) seront appelées décompositions
de Hodge-Witt.

De (4.5) résulte aussitét I’équivalence des conditions ci-apres :

(4.6.1) (i) X est de Hodge-Witt en degré n et H*(X|W) est sans torsion;
(i) pour tout (i,5) tel que i +j=n, H(WQ') est sans torsion;
(iii) pour tout (i,]) tel que i 4 j =n, HI(H#'WQ") est sans torsion.

Supposons ces conditions satisfaites. Les décompositions de Hodge-Witt montrent
qu’alors les polygones de Newton et de Hodge du F-cristal H*(X/W) coincident le long
des parties de pentes entiéres : (4.5.1) est la décomposition de Newton-Hodge corres-
pondante, au sens de Katz [13, (1.6)], cf. aussi [10, IT (4.10)].

Nous dirons que X est de Hodge-Wiitt si X est de Hodge-Witt en tout degré z.
Comme, d’aprés (4.5), 'EV ='E¥Y et "Ei="EY pour i+j=mn si X est de
Hodge-Witt en degré =, les conditions suivantes sont donc équivalentes :

(4.6.2) (1) X est de Hodge-Witt;
(i1} la premiére suite spectrale de de Rham-Witt de X dégénére en Ey;
(iii) la deuxiéme suite spectrale de de Rham-Witt de X dégénére en E,.

Il n’est pas vrai, cependant, que ces conditions impliquent la dégénérescence, en
leurs termes initiaux, des suites spectrales de cran n. Plus précisément, on a le résultat
suivant, qui nous a été communiqué par Ekedahl :

Théoréme (4.49). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) pour tout (i,7), H(WQ') est de type fini sur W, avec F injectif;
ii) pour tout (i,7), HI(AWQ") est de type fini sur W, avec V' injectif;
iil) pour tout (i,7), HI(BWQ) est sans p-torsion (i.e. libre de type fini sur W (2.3));
iv) pour tout n> 1, la premiére suite spectrale de cran n

'E¥ = H/(W,Q) = H'(X, W, Q")

(
(
(
(

dégénére en Ei;
(v) pour tout n> 1, la deuxiéme suite spectrale de cran n

"EY = H{(oFW,Q) = H(X, W,Q)
dégénére en E,.

St ces conditions somnt satigfaites, on a, pour tout (i,]) et lout m> 1, des suites exacles
canoniques

(4.7.1) 0 — Hi(WQ) [V* — HI(W, Q) > (H+1 (W) [F") © yuHi+ (W) o,

(4.7.2) 0 — Hi(A#WQ)[F™ — H(A#TW, Q)
— (H~ (o TWQ) V™) @ paHIH(ATWQ?) > 0.
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Si HI(BWQ) est de type fini sur W, F et V sont nilpotents sur son sous-module
de p-torsion (2.2) (qui est de longueur finie). L’équivalence des conditions (i) & (iit)
résulte donc des décompositions (4.5.4) et (4.5.5). Supposons (i) vérifiée. Calculons,
pour ¢ fix¢, H{(W, Q") a I'aide de la suite spectrale (II (1.4.8)") :

(%) Ef = H/(X, K(i)) > H'(X, W,Q),
ot K(i) est la résolution canonique de W, Q¢ :
™, W

K(i) = (0 —> WQi—1. Lwo-te Wok U woi s o).

Comme la premiére suite spectrale de de Rham-Witt dégénére en E,, la j-itme ligne
du terme E, de (%) s’écrit :
(¥, 0)

HiwWe Y 8 miwai-1) @ Hi(we) 25 Hi(wa).

Comme F est injectif sur HI(WQ'~1), il sensuit que E;*i = o pour tout j, et qu’on
a la suite exacte (4.7.1). On établit de méme (4.7.2) a ’aide de la suite spectrale (III
(5.5.5)). Montrons maintenant que (i) entraine (iv). Notons /(M) la longueur d’un
W-module M de longueur finie. D’aprés (4.7.1), on a

(1) §(HE(W, Q) = £(HI(W) [V7) - £(HI+I (WO~ [F7) 4 ¢ (o3 +1(WE)).
Considérons, d’autre part, la suite exacte
(2) 0 — pHI(WQ) — JHI(WQ) 5 (W) — Hi(WQ) [Fn
¥ HI(WQ) jpr - Hi(WQ) V" > o.

Comme F est injectif sur H/(WQ), on a JHI(WQ) = H/(WQ), et comme
A (WCQ) est de longueur finie, (2) fournit un isomorphisme

AHIWQ) S5 LHI(WQY)
et une suite exacte

o —~ HI(WQY)[F* % HI(WQ) [p* — HI(WQH) V" —o.
En particulier :
(3) L(HI(WQ) [pr) = ¢(HI(WQ)[F") + £(FE(WQ) V™).
De (1) et (3) on déduit qu’on a, pour tout m € Z,

I AEW,e) = B W) + T H(ERWGY),

d’ou, grace a la décomposition de Hodge-Witt (4.5.7)
X L(HI(W,Q)) = L(HMX[W)[p") + £(H" T (X[W)).

it+j=m
Par la suite exacte des coefficients universels
o > H"(X/W)/p" -~ H"(X|W,) - .H"*(X/W) - o,
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on en conclut que

L2l (H/(W,Q)) = ¢((H"(X[W,)) = (HY(X, W,Q7)),

it+j=m

d’ou la dégénérescence en E; de la premiére suite spectrale de cran n. Compte tenu de
Iisomorphisme de Cartier C™": W, Q'S5 #"W, Q" (III (1.4)), les conditions (iv)
et (v) sont équivalentes. Il reste a prouver que (iv) implique (i). Tout d’abord, (iv)
entraine que la premiére suite spectrale de de Rham-Witt dégénére en E; (puisque
celle-ci est limite projective des suites spectrales de cran n), donc que HI(WQ') est de
type fini sur W pour tout (7,7). Rappelons maintenant qu’avec les notations ci-dessus
les K(z) forment un complexe

KGO SKGE+1) > ...

ou la différenticlle d est donnée par

K (i) WOt —s WO-le WO —> WO
a = (-e Hh al)
v
K(i + 1) WO —— WOOWO*+: —» WQi+!

de sorte que les suites spectrales (*), pour i variable, forment un complexe. La diffé-
rentielle de I’aboutissement, d:H*(W, Q%) —H*(W,Q'*Y), est la différentielle 4, de
la premiére suite spectrale de cran n, donc est nulle par hypothése. Etant compatible
a la filtration canonique de P’aboutissement, d induit o sur gr' HY(W,Q%. Or on a

gr' HITH(W, Q) = E; ™,
et comme la premiére suite spectrale (limite) dégénére en E,;, le calcul fait plus haut
montre que

E; 4 = H(WQ ) /F" @ . H(WQ).

Vu la définition de d:K(:) - K(i + 1), il en résulte que la fleche canonique
HI(WQ) - HI(WQ) [F

(figurant dans (2)) est nulle. Notons T le sous-module de p-torsion de H/(WQ¥). Comme
V est topologiquement nilpotent sur Hi(WQ), on a T = wHi(WQ) pour 7 » o.
Grace 4 (2) on en conclut que F*: T — T est bijectif pour » > o, donc que F est
injectif sur H{(WQ'), ce qui achéve la démonstration de (4.7).

Remarques (4.8). — a) Ekedahl sait montrer (lettre 2 Katz du 26-11-1981) que,
si X est de Hodge-Witt, la premiére suite spectrale de de Rham-Witt de cran n dégénére
en E, pour tout n>1, et qu'on a, pour tout (z,7f),
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L(HI(W,Q)) = L(HI(WQ)[V") + £(mHI+ (WQ))
+ LETTH WO [FY) + (B (WQTY).

Il prouve également que, sous les conditions de (4.7), la suite (4.7.1) est scindée.

b) Supposons les conditions de (4.7) satisfaites. Il n’est pas vrai, en général, que,
pour #> 1 donné, les filtrations aboutissements des suites spectrales de cran n déter-
minent une décomposition de H*(X/W,), voir (4.13) (et aussi, pour n =1, Katz

[12, (2.3.4)]).

Proposition (4.9). — Sous la condition (i) de (4.7), on a, pour tout (i,7) et tout n> 1,
des suites exactes canoniques

(4.9.1) 0 — HH(WQ~1)[(FTHI(WQI~Y) + V"HI(WQ—1)) > Hi(BW, Q)
— (V%) ~Y(FHIH (WQ— 1)) [FPH 1 (WQ 1) — o,
(4.9.2) 0 - Hi(WQ) [vr 5 BHZW, OF) > (HI+{(WQ1) [F") © oo Hi T (WQ) —o.

Observons que (4.7.1) et {4.9.2) entrainent
(4.9-3) L(HH(ZW, Q) = ¢(FF(W,Q)),
donc aussi
(4.9-4) (E(ZW, Q) = (HEIFW,Q)),
compte tenu de I’isomorphisme de Cartier C~": Hi(W, Q) 3 Hi(s#*W, Q).
Les suites exactes (4.9.1) et (4.9.2) sont fournies, comme (4.7.1) et (4.7.2),

par les résolutions suivantes de BW, Q' et ZW,Q¥, valables pour tout schéma X lisse
sur une base parfaite :

Lemme (4.10). — Pour tout n et tout 1, les suiles ci-aprés sont exactes :

(4.10.1) 0 —s W' =T woie war Y woi -4 BW, 0L —> o,
(4.10.2) o — Wwa-1"" "2 wo-te wo T woi s ZW,0F — o.

L’exactitude & gauche de (4.10.1) et (4.10.2) résulte de ce que WQ" est sans
p-torsion. Soit x e WQ', d’image ¥ dans W,Q, tel que dx = o. Alors, d’aprés [10, I
(3.21)], ¥e F*"W,,Q, donc xs’écrit x = F*y + V"z + dV"t = F"(y + dV*t) + V"2,
donc Kerd = Im(F" 4 V"). Soient x,ye WQ' tels que F"x + V"y =o0. Appli-
quant F*d, on en déduit p"F**dx 4+ dy = o, d’otr y = — F"¢ [10,1(3.21.1.5)], et par
suite ¥ = V"¢, d’ou exactitude de (4.10.1). D’aprés [10, I (3.21)], F*: WQ' — ZW, O
est surjectif. Soit x e WQ), d’image % dans W,,Q, tel que F"x=o. Alors,
d’aprés [10, I (3.21.1.2)], ¥e V*W,Q, donc x sécrit x =V"y 4 dV*z, donc
Ker F* = Im(dV? + V"). Enfin, soit (x,y) e WQ'~1® WQ' tel que dV¥x 4+ V" = o.
On en déduit dx 4 p"F"y =0, d’ot x =F"¢ [10,I(3.21.1.5)], et p"dV"t 4+ V"y = o,
soit V™(dt + y) = o0, t.e. y = — dt, d’on lexactitude de (4.10.2).
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Remarque (4.1x). — Si X est un schéma lisse sur une base parfaite, posons,
pour n,r= o0,
(4.xx.1) ZW, Q% =F'W,, Q0

F—"dW, Q' sirxa

(4.11.2) B, W, Qx = dVr—TW, QY sirgon

En particulier, Z W,Q' = ZW,Q° [10,1 (3.21)], B,W,Q°' = BW,Q, et, pour n = 1,
on retrouve les faisceaux définis en [10, 0 (2.2)] : Z,W,Q' = Z Q) B,W,Q' =B Q,
[10, I (3.11)]. On a des inclusions
o = B,W, Q'CBW, Q'C... BW,QC...CZW,QC...
CZW,Q'CZW, Q0 = W,Q,

et Pon vérifie facilement que F': W, ,Q' — W, Q' donne un isomorphisme de Cartier
(4.xx.3) C": W,Q'3ZW,Q/BW,Q

qui généralise (III (1.4.1)) et [10, 0 (2.2.5)]. D’autre part, on montre sans peine
qu'on a des suites exactes

(4.11.4) o — wor T woie wor TS wor T B w0+ — o

(si r>n, et F"~"d remplacé par dV"~" si r< n),

dvntr 4. yn

wo-tewo Y woi I Z W0f — o,

(4.x1.5) 0 —> woi-t Enm i)
qui généralisent (4.10.1), (4.10.2) et (II (1.2.2)).

On en déduit, pour X propre et lisse sur &, et vérifiant I’hypothése (i) de (4.7),
des suites exactes canoniques

(4.11.6) o — Hi(WQ—Y) [(F*HI(WQ - 1) + VFHI(WQ- 1)) 225 Hi(B,W, Q)
— (Vr)—l(FnHj+1(ng—1))/FnHj+1(WQi—1) -0,
(4.11.7) 0 — Hi(WQH)/V" 55 HI(Z, W, Q) — HiT{(WQY)[F" @ , I+ (WQ) — o,

généralisant (4.7.1), (4.9.1) et (4.9.2).

Définition (4.x2). — Pour n € Z, nous dirons que X est ordinaire en degré n si X est
de Hodge-Witt en degré n (4.6) e¢ H'(BWQ"+17%) = o pour tout i> 0. Nous dirons que
X est ordinaire si X est ordinaire en tout degré.

Si X est ordinaire en degré n, on a donc, pour i + j = n, HI(ZWQY) = HI(WQ),
HI(ZWQ) S Hi(s#°WQ"), et la décomposition de Hodge-Witt de H*(X/W) se réduit 4 :
(4.12.1) HY(X/W) 3 @ H(ZWQ).

t+j=n
L’énoncé ci-aprés fait le lien avec d’autres définitions du terme « ordinaire »,

cf. Mazur [15], Kato [11], Ogus [18], [4, (1.3.3)], et I’article en préparation de Bloch-
Gabber-Kato développant [11].
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Théoréme (4.13). — a) Les conditions suivanies sont équivalentes :
(1) X est ordinaire;
(ii) pour tout (3,7), HI(BWQ') = o;
(iii) pour tout n> 1 et tout (3,j), HI(BW,Q) = o;

(iv) pour tout n> 1, la premiére suite spectrale de de Rham-Witt de cran n dégénére en Ey, la
sutte spectrale conjuguée de cran n dégénére en By, et les filtrations respectives Fil° et Fil, sur
Paboutissement sont opposées, i.e. on a, pour tout m € Z et tout 1,

(4.13.1) Fil, H*(X/W,) ® Fil'+ H"(X/W,) = H"(X/W,);
(v) pour tout (3,5), HI(BQ) = o;

(vi) la premiére suite spectrale et la suite spectrale conjuguée de cran 1 dégénérent en leurs termes
initiaux et les filtrations respectives Fil* et Fil, sur Paboutissement sont opposées, i.e. on a,
pour tout m e€Z et tout i,

(4.13.2)  Fil, Hig(X/E) ® Fil' ¥ Hpo(X/k) = Hin(X/R)
(o Hpgp(X/[k) = H'(X, Q) = H'(X/W))).
b) S8i X est ordinaire, alors, pour tout n> 1 et tout (3,5), on a HI(ZW,Q) 3 HI(W,Q),

HI(ZW, Q) = Hi(s#'W,Q"), et les filtrations Fil' et Fil, de (iv) déterminent, pour tout m e Z,
une décomposition canonique de H™(X/W,) :

(4-13.3) H™(X/W,) = @ HI(ZW,Q),

itj=m

telle que le carré suivant, o les fléches verticales sont les fléches canoniques, soit commutatif :

HrxwW) Y20 @ HiZwe)
= it+i=m

HM(X/W,) 225 @ Hi(ZW,0)
" itiem

c) Supposons que, pour tout m € Z, H"(X[W) soit sans torsion. Alors les conditions a) (i)
& (vi) sont équivalentes & la suivante :

(vii) Pour tout m, le F-cristal H™(X|W) est ordinaire, i.e. a mémes polygones de Newton et de
Hodge (c¢f. Mazur [15] et [4, (1.8.3), (1.3.4)]), et de plus les nombres de Hodge k™"
du F-cristal H*(X|W) vérifient K™% = dim H"~Y(Q) ;

(viii) Pour tout m, le polygone de Newton du F-cristal H™(X[W) coincide avec le polygone de
Hodge défini par les nombres dim H™*(Q).
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Prouvons a). Compte tenu de (2.15.6), on a (i) <> (ii). Si X est ordinaire, alors,
pour tout (3, ), F est bijectif sur H/(WQ), donc (4.9.1) montre que (ii) implique (iii).
La condition (iv) exprime que, pour tout #> 1, tout m et tout ¢, la fleche canonique
H™(X, t W, Q") —H™(X, W, Q%)
est un isomorphisme. Compte tenu de la suite exacte

0 =t W, Q> W,QS - BW,Q*![—i] > o,

on a donc (iil) <> (iv). On a de méme (v) < (vi), et trivialement (iii) = (v). Il
reste & montrer que (vi) implique (i). Tout d’abord, (vi) entraine, par les suites exactes
(cf. [10, 0 (2.2)])

0>BY>Z,, 0570 o,

que, pour tout r> o, on a C:H*Z,,,Q) 3 HY(Z,Q). Compte tenu de I'isomor-
phisme de pro-objets [10, I (3.11)]

W.QIV 3 «lim» Z.Q,
<

on adonc H*(X, W.QYV) 3 H'(X, &), et il s’ensuit que H'(WQ')/V est de dimension
finie sur &, autrement dit que, pour tout (,f), H(WQ’) est V-fini. D’autre part, (vi)
entraine, par les suites exactes [10, 0 (2.2)]

o >BQ =B, 0 >BQ o,

que H*(B,Q) = o0 pour tout r> 1. Compte tenu de lisomorphisme de pro-objets
[10, I (3.11)]

W.QJF 5 « lim» B. Q¥

5

on en déduit que H*(X, W.Q/F) = o, donc que F est un automorphisme de H/{(WQ})
pour tout (,7). Comme H/(WQ') est V-fini, il en résulte que HI(WCQ) est de type
fini sur W. Donc X est de Hodge-Witt, et comme F est bijectif sur HI(WQY) pour
tout (i, ), les décompositions (4.5.7) entrainent que HI(BWQ) = o pour tout (z,7), ce
qui prouve (vi) = (i) et achéve la démonstration de a). Les assertions de b) sont immé-
diates. Prouvons c). Grace & (4.12.1), (i) entraine la premiére assertion de (vii), puisque
§ | H{(ZWQY) = p°F, avec F un automorphisme. Puisque H*(X/W) est sans torsion, la
seconde signifie (grace & (4.12.1)) que Pon a, pour tout (3,7), HI(WQY)/p > HI(Q),
ce qui résulte aussitét de b). Donc (i) implique (vii). On a trivialement (vii) = (viii).
Prouvons (viii) = (vi). L’égalité des polygones entraine d’abord qu’on a, pour tout m,
(%) B dim HI(QY) — rg H'(X/W),

t+j=m
mais comme H*(X/W) est sans torsion, on a H"(X/W)/p > H5:(X/k) = HY(X, Q°),
de sorte que (*) se récrit

Y dim H/(Q) = dim HJ(X/k).

t+j=m
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Il en résulte que la premiére suite spectrale de de Rham-Witt de cran 1,
Ef = H/(Q) = Hpp(X/R),

dégénére en E,;, et, grace & I'isomorphisme de Cartier, que la suite spectrale conjuguée
de cran 1 dégénere en E;. D’aprés un théoréme de Mazur-Ogus [2, (8.26)] (cf. aussi
Nygaard [17]), les filtrations correspondantes Fil* H}jp(X/k) et Fil, Hpr(X/k) coin-
cident respectivement avec la filtration de Hodge et la filtration conjuguée définies
sur Hpp(X/k) = H*(X/W)/p par le F-cristal H*(X/W). En vertu de (viii), celui-ci
est donc ordinaire (au sens de (vii)), et par suite les deux filtrations en question sont
opposées [4, (1.3.2)], autrement dit on a (4.13.2) pour tout m et tout z, ce qui prouve
(viii) = (vi) et achéve la démonstration de (4.13).

Corollaire (4.x4). — Soient X, Y des schémas propres et lisses sur k. §i X et Y sont ordi-
naires, il en est de méme de X X Y.

La formule de Kiinneth entraine en effet que les deux suites spectrales de de Rham-
Witt de cran 1 de X X Y dégénérent en leurs termes initiaux, et que (4.13.2), valable
pour X et Y, est aussi valable pour X x Y.

Remarque (4.15). — Il résulte de la formule de Kiinneth d’Ekedahl (cf. [7] et
[10 ter, (5.2)]) que, si X est de Hodge-Witt et Y ordinaire, X X Y est de Hodge-Witt.
Inversement d’ailleurs, comme l’ont montré Katz (et, indépendamment, Ekedahl), si
X XY est de Hodge-Witt, 'une des variétés X, Y est ordinaire, I’autre de Hodge-Witt.
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