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INTRODUCTION 

I.  Cet article poursuit l'6tude, entreprise dans [IO], de la cohomologie cris- 
talline des sch6mas propres et lisses sur un corps parfait ~ l'aide du formalisme fourni 
par le complexe de de Rham-Witt .  

Rappelons d 'abord le principe de cette technique. Soient k un corps parfait de 
caract6ristique p > o, W l 'anneau des vecteurs de Witt de k, a l 'automorphisme de 
Frobenius de W. Pour tout k-sch6ma propre et lisse X, on d~finit darts [IO] un isomor- 
phisme canonique 

(x. �9 H*(X/W) -~ H*(X, Wa~) 

entre la cohomolo~e cristalline de X par rapport  ~ W e t  l 'hypercohomologie de X 
(pour la topologie de Zariski) ~ valeurs dans un certain complexe de faisceaux de 
W-modules sur X, notfi W ~ ,  et qu'on appeUe complexe de de Rham, Witt de X. Ce 
complexe, concentr8 en degrfi >/ o, est d~fini plus gfin~ralement sur tout k-schema lisse 
(voire tout k-schema), et g~nfiralise le complexe des courbes typiques de Bloch [3]. 
Sa composante de degr~ z~ro n'est autre que le faisceau W0 x des vecteurs de Witt sur X. 
L'intfir~t de (I.  I) vient de ce que le complexe de de Rham-Wit t  est muni de certaines 
structures remarquables qui permettent notamment  d'analyser l'opdration ~-lin~aire 
induite sur H*(X/W) par le Frobenius de X. 

Commen~ons par passer rapidement  en revue les principaux r6sultats de [IO] 
(pour un r6sum6 plus dftaill6, nous renvoyons le lecteur h [ io  bis]). 

a) Pour tout k-sch6ma lisse X, les composantes W f ~  du complexe de de Rham- 
Witt sont sans p-torsion. Les op6rateurs F et V sur WO x se prolongent en op6rateurs F 
et V sur les W f ~ ,  v6rifiant FV ----VF = p. L'endomorphisme ~ du complexe W f ~  
induit par le Frobenius de X est 6gal ~ f F  en degr6 i; en particulier, la relation d~ = ~d, 
off d est la diff6rentielle de W f ~ ,  entraine la formule FdV = d (et par suite dF = pFd, 
pdV = Vd). De plus, le produit sur WO x se prolonge en un produit sur W f ~ ,  faisant 
de Wfl~ une W-alg~bre difffrentielle gradu6e anti-commutative. On a F(xy) = Fx.Fy, 
et V(xFy) = (Vx)y. 

Pour n>~ I, le quotient 

w.n , ' " ' = W n x / ( V  W n x  + 

est un W,,0x-module de type fini. On  a une projection canonique (notre R dam [io]) : 

: W.+lfl x 
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCII~ES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 75 

de noyau localement libre de type fini sur Ox, et 

(x .2) Wa/x = lim W,,a~.  

L'op6rateur F (resp. V) induit  un  opdrateur 

F :  Wn+lf~ ~ --~Wnf~ (resp. V :  W~f~ ---~ Wn+l f~)  , 

et d une diff6rentieUe qui fait des W~f~  un complexe W~f~ ,  appel6 complexe de de Rham- 
Witt de cran n. Pour n---- I, ce complexe s'identifie canoniquement  au complexe de 
de R h a m  u s u e l d e  X/k. S i X  est de dimension~< N, o n a  W ~ g ] ~ = o  pour  i > N  et 
tout n. 

b) Supposons X propre et lisse sur k. Alors, pour  tout (i,j), le Wn-module 
Hi(X, W,,f~ i) est de longueur finie, et l 'on a 

(z. 3) Hi(X,  Wf~') = li~mHJ(X, Wnf~i). 

Le W-module  Hi(X,  Wf~ ~) est de type fini modulo p-torsion, et son sous-module de 
p-torsion est annul6 par  une puissance de p. Les op6rateurs F et V sur Wf~ i d6finissent 
sur Hi(X,  Wf~ i) une structure de module  sur l 'anneau de Dieudonn6 W~ V]. Muni  
de F, le W-module  (libre de type fini) Hi(X,  Wf~i)/p-torsion est, dans la terminologie 
de [I3] , un F-cristal de niveau ~< I e t  pentes ~ I. 

c) Sous les hypoth6ses de b), consid6rons la suite spectrale, appel6e suite spectrale 
des pentes dans [3] et [ io],  d6finie par  la filtration naive du complexe de de Rham-Wit t  
et de l ' isomorphisme (I .  I) : 

(x .4) E~ ---- Hi(X,  Wf~') =~ H*(X/W). 

Cette suite spectrale est compatible au Frobenius de X, op6rant par  ~ sur H*(X/W) 
et ~ sur W ~  (i.e. piF sur Wf~i). Le r6sultat le plus impor tant  de [io] (g6n6ralisant 
le th6or6me principal de Bloch [3]) est qu'eUe ddg6n6re en E 1 modulo torsion et fournit 
des isomorphismes canoniques de F-isocristaux : 

(z .5) (Hi(X, Wfl') | K, piF) -~ (S '+i (X/W) | K, ~)[', '+,[, 

off K est le corps des fractions de W, et l ' indice [i, i -t- I [ d~signe la somme des facteurs 
de pente X, pour  X ~ [/, i - / - i [ .  Si P 'H*(X/W) d6signe la filtration aboutissement 
de ( I .4) ,  P IHI+J (X/W) |  est la patt ie  de pente>~ i de (H i+ i (X /W) |  O). 

d) On a des suites exactes canoniques de pro-faisceaux pour  la topologie 6tale 
sur tout k-sch6ma lisse X : 

o ~  Z/p 'Z~W.tPx 1-F W.Ox-+ o, 

o w.a , w.n , o, 

qui permet tent  de relier, pour  X propre et lisse sur k, la cohomologie cristalline de X 
aux groupes de cohomologie 6tale H*(X, Zp) = limH*(X,t , Zip") et aux groupes de 
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76 LUC I L L U S I E  ET MICHEL R.AYNAUD 

cohomologie plate H*(X, Zp(I))= limH*(Xfppf, ~zp.) : si k est alg6briquement clos, 
H*(X, Zp) est le Zp-module des points fixes de (I) sur H*(X/W), et H*(X, Zp(I)) | O p 
le Qp-vectoriel noyau de � 9  sur H*(X/W)| K. 

Les r6sultats pr6c6dents soul,vent plusieurs questions, qui sont k l'origine du 
prfsent travail : 

(i) Dans la situation de b), que peut-on dire de la << grosseur >~ du sous-module 
de p-torsion de HJ(W~ ~) = H~(X, W~ ~) ? On sait, d'apr6s les rdsultats de Serre [22], 
[23], que Hi(W#) n'est pas ndcessairement de type fini sur W, mais est V-adiquement 
s6par6 et complet et de dimension finie sur k mod V, ce qui entratne notamment que 
son sous-module de p-torsion est, ~ un module de longueur finie pr6s, isomorphe au 
module de Cartier d'un groupe formel lisse unipotent connexe (donc extension successive 
finie de modules sur Wo[F, V] isomorphes ~ ko[[V]]). Par ailleurs, comme l'a montr6 
Nygaard pour les surfaces K 3 supersinguli6res [I6 bis] (cf. aussi [io] (II (7.2)), il peut 
arriver que H2(W~ 1) soit annul6 par V et de dimension infinie sur k. Q ue peut-on dire 
en gdndral du sous-module de V-torsion de HJ(W~ i) ? Le quotient de HJ(W~ i) par 
ce sous-module est-il de dimension finie sur k rood V? 

(ii) La formule (I.  3) munit HJ(W~ i) d'une topologie profinie naturelle, limite 
projective des topologies discr6tes sur les modules de longueur finie Hi(W,~i). Pour 
i = o, cette topologie n'est autre que la topologie V-adique, mais, pour i > o, la 
topologie V-adique peut ~tre strictement plus fine, comme le montre encore l'exemple 
des K 3 supersinguli~res, off les sons-modules dV~I-I~(W0) C H~(W~ 1) forment une 
base de la topologie profinie de H2(W~I). Peut-on, dans te cas g6n6ral, d6crire la topo- 
logie profinie de HJ(W~ i) ~ l'aide des sous-modules V"HJ(W~ i) et dV"HJ(W~i-1)? 

(iii) La suite spectrale (I .4) est limite projective des suites spectrales de cran n 

(,  .6) .E~ -= Hi(X, W~f~') => H*(X/W.), 

d~finies par la filtration naive de Wn~" et l'isomorphisme 

(*.7) H*(X/W,) ~ H*(X, W,a ' )  

construit dans [io] (et dormant ( i .  I) par passage ~ la limite). Parall~lement, on peut 
consid6rer, pour tout n >/ ~, la suite spectrale 

( ,  .8) .E~ ----= HI(X, 3r :> tt ' (X/W.) 

d6finie par ( i .  7) et la filtration canonique de W.f~" (deuxi6me suite spectrale d'hyper- 
cohomologie de W.f~') (cf. Katz [~4, VIII]) .  Les suites spectrales (I.8) forment un 
syst~me projectif de suites spectrales de W-modules de longueur time, Leur limite pro- 
jective est donc une suite spectrale 

(* .9) E{ i : limH'(X, ovt~iW,~f~ ") :~ H'(X/W), 

que nous appelons ici suite spectrale conjugu~e (ou deuxi~me suite spectrale de de Rham-Witt). 
Par analogie avec les r6sultats de c), on peut se demander si ( i .  9) d6ggn6re en E,  modulo 
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCII~.ES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 77 

torsion et queue est la signification de la filtration aboutissement relativement aux 
pentes de �9 sur H'(X/W). 

(iv) Ce probl~me sugg~re des questions analogues k (i) et (ii) pour les W-modules 

lcim H'(X, . ~  J W~n "), limH'(X,< ZW.fl~), <lim I-It(X, BW.nJ), 

o~ Z W . ~  ~ = Kerd :W.E~  i - ~ W . ~  ~+~, BW,,~ i = dW.fl  i - t  : ddcrire leur topo!ogie 
profinie naturellc et leurs composantes de torsion, ce qui amine  aussi h cxaminer les 
relations entre ces modules et les Hi(X, W ~  ~) fournies par les suites exactes 

(I.XO. �9 ) . . .  -+li+m_mH'(X, ZW, nJ) ~ l imH'(X, W~a j) 

-+l imHi(X, BW,~ j+t) -+ . . .  
< 

(x. xo.z)  . . .  -+ l imH'(X,  BW, nJ) ~ l i m H ' ( X ,  ZW~n ~) 
< < 

---~limH~(X, 9r ") -+ . . .  
< 

(v) Pour X propre et lisse sur k, et k alg~briquement clos, les Z~-modules H~(X, Z~) 
(cf. d)) sont de type fini, et l 'on montre [io, II  (5.9)] qu'il enest  de m~me des H~(X, Z~(1)) 
pour i 6 ~. En revanche, pour i >/ 3, Hi( x ,  Z~(I)) n'est plus n~cessairement de type 
fini sur Z~ : par exemple, si X est une K 3 supersinguli~re, on a H~(X, Z~(I))-%k. 
Quelle est en gdn6ral la structure de ces Z~-modules : sont-ils de type fini modulo torsion? 
quelle est la grosseur de leur torsion? comment  sont-ils relids au noyau de i -  F 
sur H*(W~X)? Les m~mes questions se posent, plus g~n~ralement, pour les << groupes 
de cohomologie logarithmique >> linlH~(X~t , W,n~o~) , off W , n ~  est le sous-faisceau ~tale 
de W, fl i engendrd localement par les diff~rentielles logarithmiques d log x~ . . .  d log x~, 
o~ xi = (x~, o, . . . )  est le repr6sentant de Teichmiiller de la section locale x~ de d~, 
cf. [IO, I (5.7)];  on a en effet des suites exactes de pro-faisceaux ~tales 

( , . x x )  o ~ W . ~ - , -  W. W . ~ - , -  o 

g~n~ralisant celles de d) ci-dessus. 

2. Venons-en aux r6sultats essentiels de cet article. 

(Z. X) Isomorphismes de Cartier sup6rieurs. - -  Soit X un k-schdma lisse. On 
montre que, pour tout n >/ i, F" : W~,n~x ~ W,~x  (cf. I a)) induit un isomorphisme 

(2.x.x) c-" :  w.n  x w.n , 

qui se r~duit, pour n = I, A l'isomorphisme de Cartier usuel C-t : f l~--% ~ f l ~ .  
Ce fair, de vdrification ~Mmentaire (III (i .4)), a des consequences importantes : 

a) Compte tenu de (I .7)  , valable pour tout k-schdma lisse X, (2.1.1) fournit 
une interpretation remarquable des composantes du complexe de de Rham-Witt  : 
Wn~ ~ s'identifie canoniquement au faisceau 3~(X/W,)  associd au pr6faisceau 
U ~ H~(U/W,) (~ (X/W~)  est aussi le faisceau dont la restriction ~t tout ouvert affine U 
est la << valeur commune , des faisceaux de cohomologie 9~R(U'/W~) off U'  est un 
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7 8 LUC I L L U S I E  ET M I C H E L  R A Y N A U D  

rel~vement lisse de U sur W,). Oette interpr6tation peut  servir de base ~ une nouveUe 
d6finition du complexe de de Rham-Wit t  (pour les k-schdmas lisses), et ~ une recons- 
truction de la th6orie de [IO] selon un programme esquiss6 en ( I I I  (i .5)). 

b) L'isomorphisme (~. x. x) explique, dans une certaine mesure, la grande simi- 
litude de structure qui existe, comme on va voir, entre les suites spectrales (I .  4) et (~. 9)- 

On suppose dgsormais que X est un schgraa propre et lisse sur k. 

(~.~) R~sul ta ts  n6gl igeant  la  tors ion  

a) La suite spectrale conjugude (I .  9) d~g~n~re en E 2 modulo torsion. Le Frobenius 
de X op~re sur cette suite spectrale et si P .H*(X/W) ddsigne la filtration (croissante) 
de l 'aboutissement,  P~Hi+J(X/W) | K est la partie de Hi+i(X/W) | K off les pentes 
de �9 sont ~< j .  Le W-module  

H~(X, JC#W~2") : = limH~(X, .~iW,~2") (1) 

est de type fini modulo torsion, et (I .  9) fournit un  isomorphisme 

(2. ~. �9 ) H'(X, ~ i W ~ ' )  | K -~ (H '+ i (X/W) |  K, r 

(off l ' indice ] j -  I , j ]  d~signe la partie de pente e ] j -  x,j]) .  

b) On a observ6 dans [io] que l 'endomorphisme F du pro-objet W . ~  (cf. I a)) 
induit  un  automorphisme du pro-objet Z W . ~  ~ (cf. i (iv)). Par suite, F induit  un  
automorphisme (a-lin6aire) du  W-module  

H~(X, ZW~')  : ---- l imHJ(X, ZW,s (*). 

On  montre  que (pour tout (i,j)) ce W-module  est de type fini modulo torsion (de sorte 
que Hi(X, ZW~)/p- tors ion est un  F-cristal unit6), et qu 'on  a un isomorphisme cano- 
nique entre (Hi(X, Z W ~  ~) |  et la partie de H~+i(X/W) |  off r est de 
pente i. 

r Notons F 1 et V 1 les endomorphismes du pro-objet BW. fl* (of. i (iv)) induits 
par  passage au quotient  par  les endomorphismes F et V de W.  ~ - ~ .  Ils d~finissent sur 

Hi(X, BW~') : = lim_mHi(X, BW, g~') (~) 

une structure de module  sur l ' anneau de Dieudonnd Wo[F, V]. On  montre  que (pour 
tout (i , j)) Hi(X, BW~ i) est de type fini sur W modulo  torsion, que F 1 et V 1 sur 
Hi(X, BWfl~)/p-torsion sont p-adiquement  nilpotents, et qu 'on  a un isomorphisme 
canonique entre (HJ(X, B W ~ ) |  et la partie de H ~ + i - ~ ( X / W ) |  off 
les pentes de r sont dans l'intervaUe ] i -  I, i[. 

(x) On prendra garde que H~(X, .~iwY~'), d6.fini par le membrc de droite, n'est pas en gdndral le i-~mc groupe 
de cohomologie de X ~ valeurs dans le faisceau o~(WH').. 

(2) M~me observation que pour la d6finition de H~(X, .~f/Wfl*). 
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LES SUITES SPECTRALES ASSOCII~ES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT 79 

d) La suite e x a c t e  (I.  I O. I )  peut ~tre considdr6e comme une suite exacte de 
modules sur l 'anneau de Dieudonn6 Wo[F, V], F et V op6rant par F et V = pF -1 
sur H*(X, ZWH*) et par F 1 et V 1 sur H*(X, BWH*). Apr6s extension des scalaires ~ K, 
elle se scinde canoniquement et donne des isomorphismes (de F-isocristaux) 

(2.2.2)  HI(X, W a  r) | K -~ (Hi(X, ZWnJ) | K) @ (HI(X, BWn j+ ~) | K). 

On a u n  rdsultat analogue pour (I.  x o. 2). Tout d'abord, les endomorphismes pF 
et F -1 du pro-objet ZW.f~x induisent des endomorphismes F' et V' du pro- 
objet ~ W . f ~ ) ,  qui munissent H*(X, oV'*WH') (ddfini en a)) d'une structure de 
module sur Wo[F,V] (~ correspondant ~ pJ - lF '  sur Hi (X,~JWH') ) .  La suite 
exacte (I .IO.2) est lin6aire par rapport h Wo[F,V], F et V op6rant par F' et V' 
sur H*(X, 3f~*WH'), F 1 et V 1 sur H*(X, BW~*), et pF et F -1 sur H*(X, ZWH*). Apr6s 
extension des scalaires tt K, elle se scinde canoniquement et donne des isomorphismes 
(de F-isocristaux) 

(2. ~. 3) HI(X, o~  WH') | K ~ (HI(X, ZWH ~) | K) �9 (Hi+t(X, BWf~ ~) | K). 

( 2 . 3 )  D 6 c o m p o s i t l o n s  d e  H o d g e - W i t t  

a) Les conditions suivantes sont 6quivalentes : 

- -  la suite spectrale ( I  "4) ddg~n6re en El; 
- -  la suite spectrale (i .9) d6g6n6re en E~; 
- -  pour tout (i,j), H~(X, WH i) est de type fini sur W; 
- -  pour tout (i,j), HI(X, ~ W H ' )  (2.2 a)) est de type fini sur W; 
- -  pour tout (i,j), HI(X, ZWH j) (2.2 b)) est de type fini sur W; 
- -  pour tout (i,j), HI(X, BW~ j) (2.2 c)) est de type fini sur W. 

b) Supposons remplies les conditions de a). Alors, pour tout (i,j), on a des 
d6compositions canoniques analogues ~ (2.2.2) et (2.2.3), mais qui ne ndgligent pas 
la torsion : 

(2.3. i ) Hi(X, WH j) -~ HI(X, ZWH j) (9 Hi(X, BWH ~ + t), 

(2.3.2) HI(X, WH')  HI(X, ZWn ) �9 H i+ t(X, BWfl ) ; 

ces d6compositions sont compatibles aux diverses structures de modules sur l'an_neau 
de Dieudonn6 d6finies ci-dessus, F et V operant sur H~(X, ZWH j) par F et V dans 
(2.3.I) ,  par pF et F -1 dans (2.3.2). La d6composition (2.3.I )  (resp. (2.3.2)) n'est 
autre que la d6composition canonique de HI(X, WH ~) (resp. HI(X, ~JWH') )  sous 
l'action de F (resp. V') en parties semi-simple et topologiquement nilpotente. De plus, 
pour tout n, les filtrations P" et P. aboutissements des suites spectrales (i .  4) et ( t .  9) 
d6terminent des d6compositions canoniques de H"(X/W) : 

(2.3.3) H-(X/W)-X @ HJ(X, WHi)--X | HI(X, 
i + j  =n i + j  =n 
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avec 

(2 .3-4)  P~H~(X/W) c~ P ,H ' (X/W) -% H"- i (X ,  ZWf~i), 

que nous appelons ddcompositions de Hodge-Witt pour  leur ressemblance avec les d6compo- 
sitions de Hodge  du cas transcendant.  Toutefois, ~t la diff6rence de la filtration de 
Hodge et de sa conjugude, les filtrations P" et P. ne sont pas en g6ndral oppos6es, comme 
le montrent  (2.3.3)  et (2 .3 .4) .  Elles le sont si et seulement si l 'on a Hi(X, BWfl j) = o 
pour  tout  (i , j) ,  condition que l 'on montre  ~tre 6quivalente ~t H~(X, B~2 i) = o pour 
tout (i , j) .  C'est par  cette derni~re condition que Kato ddfinit les varidt/s ordinaires, 
cf. ( IV (4-I3)),  [I I] et le travail en pr6paration de Bloch-Gabber-Kato. 

r Sous les conditions de a), si l 'on suppose de plus que F est injectif sur les 
modules HJ(X, Wf~i), on peut  ddcrire par  des suites exactes courtes les groupes de 
cohomologie de cran n H~(X, W , ~ ) ,  Hi(X,  ~ ' W , ~ ' ) ,  t I i (X,  ZW, f~I), Hi(X,  BW,~  ~) 
en termes des Hu(X, Wf~ t) (ou Hu(X, ~ t w ~ ' ) )  munis de leur structure de module 

sur l 'anneau de Dieudonn6 (IV (4.7), (4.9)).  
Les conditions de a) sont tr6s restrictives. Nous dtablissons en fait des 6quivalences 

analogues ~t a) - -  et des r6sultats analogues ~t b) et c) - -  relativement ~t un  degr6 total 

donn6 (e.g. IV (4-5)). 

(2.4)  Structure des tei:iiaes in i t i aux .  - -  Les r6sultats mentionn6s en (2.2) et (2.3) 
ne sont en fait que des sous-produits de r6sultats d6crivant de mani6re assez pr6cise la 
structure des termes initiaux des suites spectrales (I .  4) et (x. 9) ainsi que celle des groupes 
de cohomologie H~(X, ZWf~J), H~(X, BWf~ i) d6finis ci-dessus. Ces rdsultats, qui 
rdpondent  aux questions (r (i), (ii), (iv)), constituent vdritablement le coeur de ce travail. 

Dans la suite, nous 6crirons, pour  abr6ger, Hi(Wf~),  H i ( Z W ~ ) ,  etc., au lieu 
de Hi(X, W~i), Hi(X, ZWg~I), etc. 

(2 .4 .x )  Structure des H~(WOi). - -  a) La topologie profinie de HJ(Wf~ i) 
(cf. (I (ii))) est d6finie par  les sous-modules VnHJ(WD i) + dV"Hi(Wf~ i-1) (off 
d :  HJ(Wf/i-1) ~HJ(Wf~  i) est la diff6rentielle d 1 de ( i .4) )  : en d'autres termes, ces 
sous-modules sont ouverts, et Hi(Wf2 i) est limite project ive des modules de longueur 
finie Hi(Wf~')/(V"Hi(W~2 ~) + dV"Hi(Wf~-~)) .  

b) Consid6rons, en degr6 (i , j) ,  les sous-modules des bords et cycles du terme 
E l :  B~ = dHi (Wf~- l ) ,  Z~ = K e r d :  Hi(Wf~ i) -~ Hi(Wf~+l) .  Comme on a F d V  ----- d 
(cons6quence de la mSme relation au niveau de Wf~" (i a))), le sous-module By est 
stable par  V mais non en g6ndral par  F, tandis que Z~ est stable par  F mais non en 
g6n6ral par  V. II est done naturel  d ' introduire les modules F~176 = I.J F~B~, plus petit  
sous-module de Hi(Wf~ i) stable par  F et V e t  contenant  By, et V -  ~~ = f'l Ker dV ", 
plus grand sous-module de H3(W~2 i) stable par  F et V et contenu dans Z~. La filtration 
de HJ(Wf~ ~) ainsi obtenue 

(at. 4. ' .  t ) F ~ By C V -  ~ Z~ C E~ = H~(Wt2 ') 
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est stable par F et V. On  montre qu'eUe poss6de les propri6t6s suivantes : 

(i) Les quotients _1~~ et Z~J/V-~~ j sont de longueur finie sur W. Le 
Wo[F, V]-module _'~l-~~176176 ~'2, que nous appelons le corer (de la premiere suite 
spectrale en degr6 ( i , j ) ) ,  est de type fini sur W. I1 ~< survit >> dans l 'aboutissement : on 

En particulier, E, est de type fini sur W pour r/> 2, et la suite spectrale d6g6n6re 
en E~ modulo longueur finie. 

(ii) Le sons-module F~~ 0 est ferm6 dans HJ(W~ i) et la topologie induite est 
d6finie par les dV"HJ(Wfli-1). Sur F~176 F est surjectif et V nilpotent. 

(iii) Le quotient HJ(W~i)/F ~~ B~ a pour topologie quotient la topologie V-adique; 
il est de dimension finie sur k mod V. Sur HJ(W~i)/V - ~o Z~, Ves t  injectif et F nilpotent : 
ce module est le module de Cartier d 'un  groupe formel lisse unipotent. 

De (ii) et (iii) rdsulte notamment  que HJ(Wf~)/V-torsion est V-adiquement 
s6par6 et complet et de dimension finie sur k mod V. 

(iv) La diff6rentielle d : HJ(W~ ~-1) -+ H~(W~ i) induit une fl6che 

(2.4. x .2) - =Z1-1'  

de noyau et conoyau de longueur finie; le noyau de F sur F~ a m~me dimension 
sur k que le conoyau de V sur HJ(W~i-a)/V-~176 on a F~176 ---- o si et seulement 
si HJ(W~ i-1) = V-~~ -1J .  Pour que HJ(Wf) i) soit de type fini sur W, il faut et 

il suffit que HJ(W~ ') ----V-~Z~ et F~176 o, ce qui 6quivaut encore 

T o = T ~-1'~ ----- o, 

off T ~ d6signe la dimension du groupe formel lisse unipotent correspondant 
H~(WY~)/V-=Z~ ~, i.e. la dimension sur k du conoyau de V sur H~(W~I)/V-~176 

Enfin, si X est de dimension ~< N, on a 

T ~- - -o  pour j~< ~ ou it> N - -  x, 

ce qui g6n6ralise les r6sultats de d6gfn6rescence partieUe de [io, II, 2]. 

(2.4.~,) Structure des H~(3~W~'). - -  On a pour le terme E~ de la suite 

spectrale conjugude (~-9) des r6sultats analogues ~ ceux de (2.4. I). Ainsi, la 
topologie profinie de Hi(~v#W~ ") (cf. I (iv), (2.2) a)) est d6finie par les sous- 
modules F ' n H i ( ~ W ~  ") q-d~F'nH~-2(3~+xW~ ") (cf. (2.2) d) pour la d6finition 

de F', V'). La relation Fd~V = d~ ((2.4.1) b)) est remplac6e par V'd~F'  = d~, et 
l 'on a une filtration en deux crans stable par F', V'  : 

(~.4.~, x) v '~176176176 E~ ~ H~3(~W~ ", 

avec des propri~t~s analogues ~t celles de (2.4. ~ �9 I). En particufier, le coeur F '-~176 "-'~7~lV'~t-- ~R~ 
est de type fini sur W, isomorphe modulo longueur finie ~ E~, et survit dans l 'abou- 
tissement. Pour r t> 3, E~ ~ est de type fini sur W, et la suite speetrale conjugu6e d6g6n6re 
en E~ modulo longueur finie. Pour plus de d6tails, voir ( I I I  5, 6). 

gl 
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(2 .4 .3)  Structure des HJ(ZWf21), H3(BW~i). - -  Le point cl6 est que le 
W-module HJ(ZWf~ I) (cf. (2.2) b)), avec sa topologie profinie naturelle et son auto- 
morphisme F, peut se reconstituer ~ partir, au choix, de H~(Wf~ I) ou Hi(J~Wf~ ") : 
on a des isomorphismes canoniques de W-modules profinis 

(2 .4 .3 .x )  H~(ZW~2 ~) ~ l i m  H~(Wf~), 
<F 

(~'.4.3.~) H~(ZWf2 ') --% lira H~(gf~Wf2"), 
<V' 

par lesquels l 'automorphisme F de H~(ZWf~ ~) et son inverse V' correspondent aux 
automorphismes des seconds membres ddfinis par les opdrateurs F sur H~(Wfl ~) et V' 
sur H~(oW~WY2"). Compte tenu des informations assez completes doat on dispose, comme 
on vient de voir, sur les Hi(Wf2 ~) et H~(o~W~') ,  ce fait permet d'expliciter la structure 
des Hi(ZWs ~) et Hi(BW~ i) en liaison avec les suites exac tes  ( I . IO. I )  et (I . IO.2).  
Les principaux r6sultats sont les suivants : 

a) On a une extension canonique, compatible ~t F, de W-modules profinis off F 
op6re bijecfivement 

o ~ H~(ZWn')u -+ H~(ZWQ) ' --+ H~(ZWn')t , -+ o, 

avec I-P(ZWfli)u de type fini sur W et H~(ZWQI), de torsion annul6 par une puis- 
sance de p; le W-module H~(ZW~I)u, qu 'on appelle le cr (de H~(ZW~i)), s'identifie 
canoniquement au facteur semi-simple sous Faction de F (resp. V') du cccur de HJ(W~ i) 
(resp. H i ( ~ W Q ' ) )  (cf. (2.4. I) (2.4.2)) ;  il est 6gal ~t H~(ZW~ ~) (i.e. H~(ZW~),  ~ o) 
si et seulement si Hi(ZWQ I) est de type fini sur W. 

b) Les op6rateurs F t e t  V~ sur le W-module profini H~(BW~ i) (cf. (2.2) r soat 
topologiquement nilpotents. On a une extension canonique, compatible ~ F 1 et V~, 
de W-modules profinis off F t e t  V~ sont topologiquement nilpotents 

o --+ HJ(BWn~)u -+ HJ(BWn ~) --> H~(BWn')u --+ o, 

avec H~(BWf~i)u de type fini sur W e t  I-tJ(BWf~)u de torsion annul6 par une puis- 
sance de p; le W-module Hr qu'on appeUe le r162 (de HJ(BWf~)), s'ideatifie 
canoniquement au facteur topologiquement nilpoteat sous l'action de F (resp. V') du 
coeur de H~(WY~ I-1) (resp. HJ-l(gffiWf~')) (cf. (2.4. x) (2.4.2)) ;  il est dgal ~t H~(BWf~ ~) 
(i.e. HJ(BWf~r ----- o) si et seulement si HJ(BWf~ ~) est de type fini sur W. 

c) Les diff6reatielles d 1 : HJ(Wf~ I-1) -+ HJ(Wf~ r de la premiere suite spectrale 
et d2 : H J - * ( ~ + I W y ~  ") -+ HJ(9~'iW~ ") de la suite spectrale conjugu6e soat relides par 
un diagramme en forme de croix (IV (2. IO)), de centre HJ(ZW~I),. Ce diagramme 
permet de moatrer que les parties de torsion infinie des termes initiaux des deux suites 
spectrales soat de m6me grandeur : plus pr6cisdmeat, les groupes formels lisses unipoteats 
associds ~ H~(Wf~'-I)]V-c~ -1'~ et H~-~(oW~+IWf~')/F'-~Z~ -%'+1 (cf. (~.4. i) (2.4.2)) 
oat m~me dimension. 

82 



LES SUITES SPECTRALES ASSOCII~,ES AU COMPLEXE DE DE R H A M - W I T T  8 3 

(2 .5)  Cohomologie logarithmlque. - -  Supposons (pour simplifier) k alg6bri- 
quement  clos. Pour tout (i,j), on construit un  k-groupe pro-alg6brique Hi(X, WQ~og), 
dont  le groupe des k-points est H~(X, Wf2~og ) = l i m H i ( X 6 t ,  W, f2~o,) (cf. I (v)). 
On  a une extension canonique de groupes pro-algdbriques 

o Hi(X, Wa o,) 0 Hi(X, WaL) o, 

off D ij est pro-6tale, de type fini sur Zp, et Hi(X, Wf2~og) ~ quasi-algdbrique unipotent  
connexe. Le groupe D o est le groupe des points fixes de F sur le coeur de HJ(ZWQ ~) 
((2-4-3) a)) ; c'est aussi le groupe des points fixes de F (resp. V') sur le coeur de Hi(WQ i) 
(resp. H J ( ~ I W ~ ' ) ) ;  son rang (sur Zp) est la dimension de la partie de pente i de 
H i + J ( X / W ) |  : le groupe D i i |  est le noyau de O - - p l  sur H i + i ( X / W ) @ K .  
Le groupe Hi(X, W ~ )  ~ a pour  dimension la dimension commune  T i - l J  des groupes 
formels unipotents envisag6s en (~.4.3)  c). De plus, la suite exacte longue provenant  
de ( i .  I I) fournit des suites exactes courtes 

o -~ Hi(X, Wf2~o,) -+ Hi(WQ ') ~-~ Hi(WQ ') -+ o, 

et l 'on a des suites exactes analogues 

o -+ Hi(X, W~og ) -+ H~(d~Y'Wf2 ") t-v~ H~(~V~WQ. ) -+ o. 

3" Bien qu'elles n6cessitent la mise en oeuvre d 'un  formalisme un peu lourd, les 
d~monstrations sont assez simples dans leur principe. 

Le point  de d6part  est l 'observation suivante. Considdrons, p o u r j  fix6, le complexe 

E[ j = (Hi(W0) -+HJ(Wf2 ') ~ . . .  - + H J ( W n  ') - + . . . )  

de la premiere suite spectrale (I .4). Chaque composante H i (W~ ~) est un  module  sur 
l 'anneau de Dieudonn6 Wo[F, V], et la diff~rentielle v~rifie la relation F dV = d 
(cf. (2.4.  I) b)). On peut  interpreter cette structure comme un module  gradu6 sur une 
W.alg~bre gradu6e 

(3.x) R = R o| I, 

dont  la composante de degr6 z~ro est l 'a lmeau de Dieudonn~ WolF, V], et qui est engen- 
dr6e par  F et V en degr~ o et par  un  61fiment d e n  degr~ I tel que d ~ = o et F dV = d 
(cf. (I ( i .  i))) .  U n  R-module  gradu6 1V[ est donc s implement  un  complexe de W-modules 

( . . .  - + M I J ~ M ~ + I - ~ . . . )  dont  les composantes sont des R~ et la diff~- 
rentielle v~rifie F dV = d. Le r6sultat (2.4- i) a) qu 'on  veut  6tablir pour  E 1 conduit  

~tudier les R-modules gradu~s M qui ont la propri~t6 que, pour  tout i et tout  n/> I, 
M~ = M~/ (V"M'+  dV"M '-1) est de longueur finie sur W e t  M s = l i m M ~ ;  nous 
appelons de tels modules ( V - k  dV)-profinis (ou simplement profinis). Un R-module  
gradu6 profini concentr6 en degr~ o n'est autre qu 'un  R~ V-adiquement  s6par6 
et complet  M tel que iV[/VM soit de dimension finie sur k. II est bien connu qu 'un  tel 
module est de type fini sur W modulo  p-torsion et que son sous-module de p-torsion 
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est, ~t un W-module  de longueur finie pr6s, isomorphe au module  de Cartier d 'un  groupe 
formel lisse unipotent .  Dans le cas gdn6ral, il n'est pas difficile de montrer  que, si M 
est un  R-module  gradud profini, chaque composante M i poss6de une filtration en deux 
crans (par des sous-R~ F ~ ~  i, analogue h (2.4.  I . I  ) ~t cela 
pr6s que le << coeur >> V -~176 Zi/F ~ B ~ n'est pas ndcessairement de type fini sur W. On  en 
ddduit  que tout  R-module  gradu6 profini ~t degrds bornds admet  une suite de compo- 
sition de quotients successifs soit concentrds en un seul degrd (donc de valeur un 
R~ profini), soit concentrds en deux degrds consdcutifs, avec une diff6rentielle 
ayant  la forme de la diff6rentielle dl : I-P(Wd7 ) -+ I-P(W~ 1) d 'une  K 3 supersinguli6re 
(voir (I (2.19)) pour  un  dnoncd prdcis). 

Cela dtant, pour  prouver (2.4.  I) a), on est amend ~t considdrer la fl6che naturelle 

(3-2) H~(Wf~)/(V~H~(W~ ~) + dV"n~(wf2~-l))  ~ H~(W,f~). 

Supposons X purement  de dimension N. L'exacti tude ~ droite de HN(X, --) entratne, 
par  ddfinition de W,Y~ i (cf. I a)), que (3.2) est un  isomorphisme pour  j ----- N, d'ofl 
(3.4.  I) a) pour  j = N  puisque les H~(W, f2 ~) sont de longueur finie. Pour  j <  N, 
(3.2) n'est plus ndcessairement un  isomorphisme. Pour dtendre (3.4.  i) a) ~ j<~ N, 
on doit donc dtudier les noyau et conoyau de (3. ~), ce qui conduit  ~ examiner, d 'une 
mani&re gdndrale, le ddfaut d 'exacti tude du foncteur qui ~t un R-module  gradud M 
associe le W-module  gradud M,  de composantes Mi, = M~/(V"M~+ dV~M~-I). Ce 
foncteur s'interpr&te comme un produi t  tensoriel (c'est d'ailleurs essentiellement pour  
cela que nous avons introduit  l 'anneau R) : on a 

M,  = R , |  , 

off R ,  est le R-module  ~ droite R / (V"R  + dV"R).  I1 se trouve qu 'on  dispose mira- 
culeusement d 'une  rdsolution libre de R ,  comme R-module  ~ droite (I (3.3)) : 

(3-3) o - + R [ - -  i] ~v"'-v"a~) R[  - i] @RaV"+V~ R -+o, 

grace ~ laquelle il est aisd d'expliciter les Tor~(R, ,  M).  Calculant ces Tor  pour  les 
R-modules graduds profinis des types dldmentaires mentionnds plus haut,  on volt appa- 
rattre une classe particuli~rement intdressante de R-modules graduds profinis, que nous 
appelons coMrents (bien qu'il  ne s'agisse pas de cohdrence par  rapport  h l 'anneau R 
au sens qu 'on  donne d 'ordinaire ~ cette notion).  U n  R-module  gradud cohdrent est, 
par  ddfinition, un R-module  gradud profini M ~ degrds bornds vdrifiant les conditions 
dquivalentes suivantes : 

(i) pour  tout  i, H i M  est de type fini sur W; 
(ii) pour  tout  i et tout n >/ ~, Tor~(R, ,  M) est un W-module  gradud de longueur 

finie. 

Avec cette terminologie, on peut  reformuler l'essentiel de (~. 4. I) en disant que, 
pour  tout j ,  E[ ~ est un  R-module  gradud cohdrent. Pour le prouver,  on  dispose de 
l 'arsenal habituel de l'alg~bre homologique,  qui permet  no tamment  d ' interprdter  (3.3) 
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comme un homomorphisme latdral dans une certaine suite spectrale. L'ingrddient 
essentiel, qui fait marcher  la ddmonstration, est une rdsolution canonique de W, gl i : 

(S .4 )  o -~  W ~  ' - 1  (~n'--~"~ ~ W ~  ' - I  �9 W a '  ~v"+ ~" W a '  -~ W . ~ '  -~  o, 

qui pr&ise l'dgalitd W,,~ ~ ---- W ~ / ( V " W ~  ~ + dV"WY~ i- i )  et, compte tenu de (3.3), 
peut se r&rire sous la forme 

L 
w , ~ "  = R,  | W~' ,  

off W~" est consid&d de fagon naturelle comme faisceau de R-modules graduds sur X. 
Pour la suite spectrale conjugude, on proc~de exactement de la m~me mani~re. 

Une  fois &ablie l'identitd V ' d , F '  ~ ds, on peut considdrer le terme Es comme un 
module gradud sur un anneau gradud R'  = R ' ~  'l analogue ~ R ((3. I)), avec F 
et V remplac& par V' et F' e t a  par a -x. L'essentiel de (2.4.2) se rdsume en disant que 
le terme E, est ur~ R'-module gradud cohdrent, avec la transposition &idente  de R 

R'  des ddfinitions donndes ci-dessus. Bien que parall~le, la ddmonstration est cepen- 
dant plus compliqude que celle de la cohdrence du terme E 1 de la premiere suite spec- 
trale, essentieUement parce que, ~ la diffdrence de d~, qui provient d 'un  morphisme 
de faisceaux, la diffdrentielle d, est ddfinie par une f l&he d 'une catdgorie ddriv&. On  
parvient cependant ~ construire, pour ~ W , ~ ' ,  un substitut raisonnable de la rdso- 

lution cld (3.4), cf. ( I II  (3.3.7)) .  
Les isomorphismes (2 .4 .3 .x)  et (~ .4 .3 .~)  se ddduisent aisdment du fait que F 

est un automorphisme du pro-objet Z W . ~  ~. Les autres r&ultats de (2.4.3) ne mettent 
pas en o~uvre de nouvelles id&s : ils reposent sur les rdsultats de (~.4. I) et (2.4.2) 
et l '&ude de l'opdration qui, ~ une composante M ~ d 'un  R-module gradud cohdrent M, 
associe le R~ lira M ~. I1 en va de m~me pour les rdsultats de (2.5), qui d&oulent  

<F 

facilement de la cohdrence des termes initiaux des deux suites spectrales : signalons 
seulement que c'est le seul endroit, darts cet article aussi bien que dam [io], off l 'on 
utilise de mani~re essentieUe la commutat ion des faisceaux W , ~  aux changements de 
bases parfaites S ~ Spec(k). 

4. Voici maintenant  un bref aperw du contenu des divers chapitres. 
Le chapitre I sert de base t~ tout l'article. I1 est logiquement inddpendant de [io].  

Les rdsultats les plus importants sont, d 'une part, les thdortmes de structure des R-modules 
graduds profinis (I (2.9) et (2. I5)), d'ofl rdsulte le thdor6me de ddvissage (I (2. I9)), 
d 'autre part, la caractdrisation (I (3.8)) des R-modules gradu& cohdrents. Les variantes 
ddvelopp&s au n ~ 4 ne jouent  qu 'un r61e dpisodique clans la suite de l'article, en I I  (3.6) 
et I I I  (6.4). En revanche, les notions de << domino >~ et de << croix >> de I (2. I6) (2. I8) 
fournissent un formalisme commode pour la comparaison, au chapitre IV, des termes 

initiaux des deux suites spectrales. 
Le chapitre I I  est consacrd ~ l '&ude de la suite spectrale (I .4). On  y dtablit les 

rdsultats annoncds en (2.4. I ). Les deux thdor6mes principaux sont le thdor6me de 
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cohdrence du terme E t (II (2.2)), que l'on ddmontre par la mdthode indiqude ci-dessus, 
et le thdordme de survie du coeur (II (3.4)). Pour ce dernier, on utilise les complexes 
de de Rham-Witt  modifids introduits par Nygaard [i6], [i7]. Une ddmonstration diffd- 
rente du m~me thdordme est donnde au chapitre IV, comme application des thdor6mes 
de structure des H/(ZW~I), HJ(BW~). 

Au chapitre I I I ,  on ddcrit d 'abord les opdrateurs F', V' sur ZW. ~', ~r ~" 
indiquds en (2.2) d), et l 'on dtablit l 'isomorphisme de Cartier (2. I.  x). Puis, par une 
mdthode calqude sur ceile utilisde dans [IO] pour prouver la ddgdndrescence en E t 
modulo torsion de la premidre suite spectrale, on ddmontre la ddgdndrescence en E2 
modulo torsion de la suite spectrale conjugude. Bien qu'il s'agisse d 'une consdquence 
de la cohdrence de E2, ddmontrde plus loin dans le chapitre, nous avons tenu ~ donner 
cette ddmonstration inddpendante, plus dldmentaire, qui ne fait pas appel aux rdsultats 
du chapitre I. Le reste du chapitre est consacrd au thdordme de cohdrence de Es (III  
(5.2)), qui ndcessite des prdliminaires un peu techniques, aux n ~ 3 et 4, pour construire 
un substitut k la suite exacte (3.4), et au thdordme de survie du cceur (III  (6.3)), qui 
se ddmontre comme son analogue du chapitre II.  

Au chapitre IV, on recueiUe les fruits du travail prdcddent. On y ddmontre les 
rdsultats indiquds en (2.2) b), c), (2.3), (2.4.3) et (2.5). Les plus importants sont IV 
(2. io), qui compare ~ l'aide d 'une croix les termes initiaux des deux suites spec- 
trales, IV (3.3), qni donne la structure du groupe pro-algdbrique associd ~ la coho- 
mologie logarithmique, et IV (4.5), dnonsant l'existence des ddcompositions de Hodge- 
Witt de H"(X/W) quand les I-r(W~ j) sont de type fini sur W pour i + j ---- n. 

5. Nous ne donnons pas, dam ce travail, d'applications gdomdtriques. Signalons 
cependant que les rdsultats de cet article, et plus particulidrement la notion de R-module 
gradud cohdrent, jouent un r61e essentiel darts des travaux rdcents de R. Crew et T. Eke- 
dahl : dans sa thdse (Slope characteristics in crystalline cohoraology, Princeton University, 
i98t , ~ paraltre), Crew dtablit une formule calculant z(X, ~i) ( =  X(--  I)Jh i~) (pour X 
propre et lisse sur k) ~ l'aide de nombres lids aux pentes de la cohomologie cristalline 
et des dimensions T o des groupes formels lisses unipotents ddfinis par le terme initial 
de la premiere suite spectrale (cf. (2.4. I) b)); les travaux d'Ekedahl [7] (voir [Io ter] 
pour un aperqu des principaux rdsultats) comprennent notamment une formule de 
dualitd et une formule de Ktinneth pour les HJ(W~),  ainsi que des raffinements concer- 
nant les indgalitds de Katz-Mazur-Ogus [2, w 8] entre polygones de Newton et de Hodge. 
Ces travaux ont entre autres des applications aux varidtds unirationnelles et aux varidtds 
ab61iennes. En outre, le formalisme ddveloppd par Ekedahl pour les << complexes cohd- 
rents )) (of. I (3. xo. I) et [ io ter]) enrichit considdrablement la thdorie prdsentde ici. 

Nous remercions vivement, pour des discussions stimulantes, P. Berthelot, S. Bloch, 
O. Gabber, N. Katz, W. Lang, N. Nygaard, A. Ogus, et surtout T. Ekedahl, dont les 
travaux rdcents dans le prolongement de cet article nous ont procurd le plus prdcieux 
des encouragements. 
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Dans tout cet article, on fixe un nombre  premier  p e t  un  corps parfait k de carac- 
t6ristique p. On  note : 

W(k) (ou W) l 'anneau des vecteurs de Witt  sur k; 
W~(k) (ou W.) = W(k)/p"W(k) l ' anneau des vecteurs de Witt  de longueur n; 

l 'automorphisme de Frobenius de W(k) et W~(k); 
Wo[[V]] (resp. W.o[[V]]) l 'anneau de sdries formelles en V ~t coefficients dans W 

(resp. W,) avec relations aV = Va ~ a e W (resp. W,);  
R(k) (ou R) l'alg~bre de Cart ier-Dieudonn6-Raynaud sur k (I (I .  r. I )) ;  
Wo[F, V] = R ~ l'alg~bre de Cartier-Dieudortn6 sur k (I (x. x. i)). 

Si M est un  R-module  gradu6, on pose : 

F i I " M : = V " M + d V " M  (I ( i . 3 . i ) )  ; 
M,  : =  M/FiI"M. 

Si X est un  k-sch6ma, on note : 

f ~  le complexe de de R h a m  de X sur k; 
W,f]~ le complexe de de Rham-Wit t  de X de cran n [xo, I ( i .  I2)];  
W. f ~  le syst6me projectif (ou parfois le pro-objet) form6 par  les W , f ~  et les fl~ches 

de restriction W . + l ~  ~ - + W . ~ r  not6es R (ou ~); 
W f ~  : =  l i m W . ~ ,  le complexe de de Rham-Wit t  de X. 

~R 

On omet  l ' indice X quand  il n 'en  peut  r~sulter de confusion. 
Si u est un endomorphisme d 'un  groupe ab61ien G, on pose : 

~G : ---- Ker u. 

Si M est un  complexe (d 'une cat6gorie abdlienne), on note M ~ ,  M >-'i, M ta'bl 
les tronqu6s naifs de M, et t~M,  t>>.~M, tEa, b~M les t ronqu& canoniques de M : 

M ~ : =  ( . . .  - + M  ~ - I ~ M  ~ o ) ,  M~>~:= (o-+M~---~M~+I---~. . . ) ;  
M t*'~l:= (o -+ M ~ ~ . . .  - + M  b ~ o ) ;  
t < ~ M : = ( . . .  - + M  ~ - I ~ Z ~ M - + o ) ,  t>~M : =  (o -+ M~]B~M -+ M i + x - + . . . )  

(off Z i M = K e r d ,  B~M-----Imd); 
tEo, b l M : =  ( o - + M * f B ' M - + M ~ + ~ - - ~ . . .  - + Z ~ M - + o )  ( a < b ) .  

Si A est un  armeau, lorsqu'on parle d 'un  A-module sans pr6ciser, il est sous- 
entendu qu' i l  s'agit d ' un  A-module ~ gauche. 
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Une suite de composition d 'un  objet M d'une cat~gorie ab61ienne C est une 
filtration finie de M par des objets de C, M ~ F~  . . .  D F ~ M D F n + I M  ---- o; les 
quotients successifs (ou quotients) sont par  d6finition les objets gr~F!V[ ~ F~M/I~+IM. 

Si L e s t  un faisceau, la notation x ~ L signifie que x est une section locale de L. 
Si E est un complexe de faisceaux ab~liens sur un espace X, on dcrit parfois RF(E) ,  

H~(E), pour  R F ( X ,  E), H~(X, E), quand il n 'en peut r6sulter de confusion. 

L '&ri ture  a : ~  b signifie que a est d~fini par  b. 
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o. R a p p e l s  de  t o p o l o g l e  g~n~rale  

Nous consignons ici quelques r6sultats de topologie g6n6rale dont nous aurons 
fr6quemment ~ nous servir. 

(0. x) Soit G u n  groupe commutat i f  muni  de deux topologies T 1 et T ,  compa- 
tibles avec sa structure de groupe, T t 6tant plus fine que T , .  On  suppose que G est 
s6par6 et complet pour T 2 et qu'il existe un syst6me fondamental  de voisinages de o 
pour T x qui sont ferm6s pour T~. Alors G est s6par6 et complet pour T x (Bourbaki, 

Top. g~n., chap. 3, w 3, n~ 5, Prop. 9, cor. 2). 

(0.2) Soit A un anneau. U n  A-module M, muni  d 'une topologie A-lin6aire T, 
est dit T-profini si iVI est sdpar6 et complet pour T et si, pour tout sous-module ouvert N 
de M, le A-module M/N est de longueur finie [6, p. 560]. Si T est d6finie par une 
filtration Fil ~  M est T-profini si, pour tout n, 
M/FiP M est de longueur finie, et M ~ lira M/Fil" M. Toute ~* petite >> limite pro- 
jective de A-modules profinis (par exemple, de longueur finie, discrets) est un A-module 
profini (pour la topologie limite projective). 

(o. 3) Si M est T-profini, tout sous-module ferm6 M' est profini pour ia topologie 
induite par T sur M' ;  le quotient M/M'  est profini pour la topologie quotient (lor tit.). 

(0.4) Soit M un A-module, muni de deux topologies A-linfaires T x et T2, T x 
6tant plus fine que T 2. Si M est Tt-profini et T ,  est s6par6e, alors T 1 = T~ [6, p. 56I]. 

(0.5) Soit M~ un A-module T~-profini (i = I, 2). Toute application lin6aire 
continue u : M1 ~ Ms est d ' image ferm6e; de plus, l 'application ~ : M1/Ker u -+ Im u 
induite par u est un homdomorphisme de Mt/Ker  u, muni  de la topologie quotient de T1, 
sur Im u muni  de la topologie induite par T~. La cat~gorie des A-modules profinis et 

applications lindaires continues est une cat6gorie ab61ienne (lot. tit.). 
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x. GEnEralitEs sur  les  R - m o d u l e s  gradu6s  

(x. x) L ' a l g ~ b r e  R . -  On  appelle algkbre de Cartier-Dieudonni-Raynaud (1) sur k, et 
l 'on note 

( , .  •. x) R(k) 

(ou R) la W-alg~bre gradude engendrde par  des gdnErateurs F, V en degrd o et d e n  

degrd I, soumis aux relations suivantes : 

(x.x.2.x) Fa = a~ aV ----- Va ~ (a eW) ,  FV = VF = p ,  

( x . x . 2 . 2 )  ad= da (a e W ) ,  d ~ = o, FdV = d. 

On  a donc 

(x .x .3 )  R = R ~  l, 

o~ R ~ est l'alg&bre de Gartier-Dieudonnd sur k (non complfitde), et R 1 un R~ 
engendrfi par  d comme bimodule. Tout  ElEment de R ~ s'dcrit de mani~re unique 

(x .x .4 )  ~ a_nV n + a 0 + 32, anF n (a i E W, ai = o pour presque tout i). 
n>O n>O 

Tout  ElEment de R 1 s'Ecrit de mani~re unique 

(x .x .5 )  Y~ a_,dV" + aod + Y~ a,F"d (a~ e W ,  a~ = o pour presque tout i). 
n>O n>O 

Gette 6criture montre que la multiplication /t gauche par  F darts R 1 est un automor- 
phisme a-lindaire du W-module R!. Si l 'on note F -  1 l 'opdrateur inverse, la multiplication 

gauche par  V dans R t est pF -~. 
Observons en passant qu'/t la difference de R ~ R n'est ncethdrien ni ~ droite ni 

gauche. En effet, si, pour n e Z, R ~ _ ,  dEsigne l 'ensemble des ElEments de R 1 qui 
s'derivent ~ a,,Fmd (o~ Fr"d -=- dV - ~  s i m  ~< o), R ~ _ ,  est un ideal ~t gauche de R,  

m ~  - - n  

et la suite . . .  C R ~ , C R ~ I , + I ) C  . . .  n'est pas stationnaire, done R n'est pas ncethdrien 
~t gauche ; un raisonnement analogue montre que R n'est pas ncethErien/t droite. 

(x .a) R -enve loppe .  - -  U n  R~ n'est autre qu 'un  W-module muni d'opd- 
rateurs F et V vdrifiant (I .  I .  ~. I). U n  R-module gradu6 M s'interprEte comme un 

complexe de W-modules dont les composantes M i sont des R~ et la diffdrentieUe 

d : M  i - + M  i+l vdrifie F d V = d .  
Tout  R~ L ddfinit, par  extension des scalaires, un R-module gradud, 

concentr6 ell degrEs zero et un, 

(x.~.o) R(L) : =  R| L = L �9 (R1 | L), 

(1) Cette terminologie est proposde par  ]e premier auteur, qui a introduit r anneau  R pour interpreter plus 
commodEment certaines constructions dues au second. 
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qu 'on appeUe R-enveloppe de L. Le foncteur R-enveloppe est adjoint ~ gauche du fonc- 

teur M ~ M ~ : si L e s t  un R~ et M un R-module gradu6, on a canoniquement 

HomR(R(L),  M) -% Homx~.(L, M~ 

en d'autres termes, si N e s t  un R~ pour toute application W-lin6aire d:  L -+ N 
telle que FdV = d, il existe une unique application R~ de R(L) x dans N 
rendant commutat i f  le diagramme 

L ~ R(L) 1 

N 

On posera parfois, pour abr6ger, 

(x.2.o.x)  RI | L =:~ , .  

Proposition (x. 2. x). - -  Soit L un R~ 

a) L'opdrateur F sur L est bo'ecti f .  
b) Les applications W.lingaires 

i . :  ~ ' L - + L ,  /.(x) = Fnd| 

vgrifient i ,+IV = i, et induisent un isomorphisme W-lingaire 

( x . 2 . x . x )  lixn ~"*L -+I , .  
v 

La diffgrentielle d : L -+ L s'identifie par cet isomorphisme ~ l' application canonique L ~ lim a n* L. 
V > 

Les endomorphismes F et V de lim a"*L induits par les endomorphismes F et V du systkme inductif 
> 

g 

s'6crivent, avec l'identification ( I .  2. I . I), 

(x.2.x.2)  F =pF ,  V = F -t. 

L'assertion a) rdsulte de ce que la multiplication ~ gauche par F dans R x est un 
automorphisme de R~ h droite. La relation /~+IV = i n est triviale. Notons u 
l 'application (x .2. i .  i) indnite par  les appl icat ions/ , .  Vu l'6criture ( i .  I-5),  il est clair 
que u est surjective. Notons j , : ~ " * L  ~ L ' =  l imd'*L l 'application canonique. Par 

V > 

d6finition, l 'op6rateur V sur L'  est bijectif, nous d6signerons son inverse par  F : on a 
donc Fj, = Jn + 1. Si l 'on note V l 'op6rateur p F -  1 ( =  pV) sur L', F et V munissent L'  

d 'une structure de R~ et l 'on a Fj0V = J 0 .  Par la propri6t6 universeUe de R(L),  
il existe donc un unique homomorphisme R~ v : L  ~ L' tel que vd = J 0 .  

I1 suffit de v6rifier que vu = Id. Or  

vujnx = v(Fnd| x) = F"v(d| x) = Fnjo x = j ,x ,  

done u est un isomorphisme. Les autres assertions de b) sont elaires. 
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On peut r&umer (1.2.  x) en disant que I. est d(duit de L en rendant V inversible par 
limite inductive. On notera F, V l e s  prolongements naturels de F, V ~ L, qui v6rifient 
done Fd = dF, Vd = dV; les op6rateurs F, V sur L se d6duisent de V par les formules 
17 = V -1  ( ( i . ~ 2 . i . 2 ) ) ,  V = p V .  

CoroUaire (x .2 .o) .  ~ S0us les hypothkses de ( t .2. x), soit T le sous.module de V-torsion 
de L. On a T = Ker d : L --* R(L) 1 (done en particulier R(T)  x = o), et l'application 
canonique R(L) t - + R ( L / T )  x est b~iective. 

Corollaire ( ' .~ ' .3) .  - -  Le foncteur R-enveloppe L F ,  R(L) est exact, done R est un 
R~ ~ droite plat. 

(I.3) Filtration standard. ~ Soit M un R-module graduC Pour tout entier 
n>/ o, on pose 

(x .3 .x )  F i P M  : =  V " M  + dV"M. 

Les Fil" M forment une famille ddcroissante de sous-complexes de W-modules de M 
teUe que 

F(FiP M) C F iP -1  M, V(FiP M) C Fil "+~ M, 

cute filtration standard, ou V + dV, de M. Nous d.irons que M est (V -t- dV).complet, 
(ou, simplement, complet) si chaque eomposante M ~ est sfipar~e et compl&e pour la 
topologie, dite topologie standard, ddfinie par les FiP M ~ ---- V"M ~ + dV"M ~-~. Pour M 
eoneentr~ en un seul degrd, nous dirons parfois V-complet pour complet, ee qui signifie 
done sdparfi et complet pour la topologie V-adique. 

Nous d6finirons le compldtg M ^ du R-module gradu6 M comme le R-module gradu~ 

dont la i-6me eomposante est le sfipard compl&6 de M ~ pour la topologie pr&ddente, i.e. 

(t  .3 .2 )  (M^) ' = lim M'/FiP M' ~g-- 

(pour M ~t degr6s born&, cas auquel nous nous int6resserons surtout dans la suite, on a 
= lim M/FiP M). M ^ < 

n 

Exemple ( t . 3 . 3 )  : complgtg de R. - -  ConsidErons R comme R-module k gauche. 
On  a donc 

FiP R = V " R  ~ @ (dV"R ~ + V"R1). 

Posons R ,  = R]FiP R. Les &ritures ( i .  1.4) et (I .  1.5) montrent que 

R ~ = w .v--le r  (,>Q0w,.r'), 

R.'  = Wl.aV"- '  �9 W2.dV"-' e . . .  �9 W, .de  (,>O0W..V'd); 

la projection R ~ + I - + R ~  est l 'application ~vidente sur chaque terme de la somme. 
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I1 s 'ensuit que R ^~ (resp. R ^~) est l 'ensemble des sdries formelles ~t coefficients dans W : 

a _ . V "  + a o + Y. a .F"  
n > 0  n > 0  

(resp. Y, a_.dV" + aod + 2~ a.F"d), 
n > 0  n> 0  

off a, tend  vers o pour  la topologie p-adique quand  n tend vers + oo. Le R-module  (~t 

gauche) R ^ est de faw naturel le  une R-alg6bre gradu6e. Sa composante  de degr6 

z6ro, compl&6e V-adique de l 'alg6bre de Cart ier-Dieudonn6 R ~ peut  s ' interpr&er 

comme l ' anneau  des endomorphismes du groupe formel W ^ des vecteurs de Wit t  sur k. 

I1 serait int6ressant d 'avoir  une in terpr f ta t ion  analogue de R ^. 

Tou t  R-module  gradu6 complet  est de faw naturel le  un  R " - m o d u l e  gradu6. 
En particulier,  tout  R~ complet  (pour la topologie V-adique) est de fa~on 

naturel le  un  R~ donc a fortiori un  module  sur l ' anneau  de s6ries for- 

melles Wo[[V]] avec relations aV = Va ~ pour  a ~ W .  

(x .4)  C y c l e s  e t  b o r d s .  - -  Soit M un  R-module  gradu6. Pour tout  i, notons 
Z i = Z ~ M = K e r d : M  i ~ M  i+l  le sous-W-module des cycles de degr6 i, et 

B ~ ---= BiM = dM i-1 le sous-W-module des bords de degr6 i. 

Le  W-module  Z i est stable par  F (car dF = pFd), mais non en g6ndral par  V. 

Pour tout  entier r I> o, posons 

( x . 4 . x )  V - ~ Z  ~ = {x  e M~[ V ' x  ~ Z~}. 

L'ident i t6  FdV : d entratne qu 'on  a des inclusions 

V - ~ Z ~ c V - ~ + I Z ~ c  . . .  c V ~  ~ = Z ~. 

Les V - ' Z  ~ sont des sous-W-modules de Z i, stables par  F. Le W-module  

( x . 4 . 2 )  V-~176 = n v - ' z i = { x e Z i l V ,  x ~ Z  ~ Vr>_.o} 
r>~0 

est le plus g rand  sous-R0-module de M i contenu dans Z i, et M~]V - ~ Z iest  sans V-torsion. 

Le  W-module  B ~ est stable par  V (car Vd = pdV), marls non  en g6n6ral par  F. 
L ' ident i t6  FdV = d mont re  que les FSB i, pour  s entier t> o, forment  une suite crois- 

sante de sous-W-modules de M i. Ceux-ci sont stables pa r  V, et 

( x . 4 . 3 )  F ~ B I : =  U FSB ' 
s>_.0 

est le plus peti t  sous-R~ de M i contenant  Bk La  mult ipl icat ion par  F dans  F ~176 B 

est surjective. 

O n  a des inclusions 

( I . 4 . 4 )  B~C . . .  CF"B~C . . .  CF~ 'B 'CV- ' :~  . . .  C V - ' Z  C . . .  C Z  ~. 

L a  diff&entielle d : M i -  t ~ M i admet  une factorisation canonique  

( x . 4 . 5 )  M '-1 ~ M ' - I / V  - ~ Z  '-~ L V~176 ' ~ M'. 
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A son tour, la fl~che mddiane de (I .4.5) se factorise canoniquement en 

( x . 4 . 6 )  M ' - I / V - |  ' -1 ~_ R ( M i - 1 / v - |  

off la ligne horizontale est la R-enveloppe du R~ M~-~/V-~Z ~-1, et 
u(F"d| =F"dx. D'apr~s (I .2 .1)  b), u est donc surjectif. D'autre part, comme 
M~-I/V-|  ~-~ est sans V-torsion, d est injectif ((x.2.2)). 

Nous noterons parfois 

(x . 4 . 7 )  H'(M) 

le W-module V-~~176 ~. G'est un R~ quotient d'un sous-W-module de 
H~M = Z~/B ~, off les opdrateurs F et V sont induits par ceux de M s. 

Enfin, outre les R-modules graduds tronquds nails 

M~<'= ( . . . ~ M ' - ~ M ' ~ o ) ,  M~>'= ( o _ + U ' ~ U ' + ~  a . . . ) ,  

nous aurons ~t considdrer les R-modules graduds suivants 

( x . 4 . 8 )  ~ , M : =  ( . . .  L M  '-x n-+ V - |  

~ M  : =  (o -+ M~/F~B ~ d -~ M ' + I L  . . . ) ,  

le << tilda >> dtant destind ~t distinguer des tronquds canoniques habituels 

a M~_I a Z~_I __~ o), t<~M = ( . . .  
d a 

t ~ M  = (o ~ M~/B~-+ M ~ + t ~  . . . ) ,  

qui sont seulement des complexes de W-modules. 

(x .5) I n v e r s i o n  de  F pa r  l ; , - ; t e  project ive .  - -  Soit M un R~ Gonsi- 
ddrons le W-module 

F ~"'M .. __M:= l imM = lim(M ~ o ' M ~  . . .  +- +- .). 
F 

Les opdrateurs F, V sur M ddfinissent par fonctorialitd des opdrateurs F, V sur M, qui 
munissent M d'une structure de R~ l'opdrateur _17 est bijectif. L'application 
canonique 

(x.5.x) 

ddfinie par les 
notde 

(x.5.2) 
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est le plus grand sous-R~ F-divisible de M;  rappelons que, lorsque M est de 

type fini sur W, M se ddcompose canoniquement, comme R~ en 

( " . 5 . 3 )  M = M , , |  M ~ ,  

avec F bijectif sur M,,  et topologiquement nilpotent sur M~u (cf. par exemple Fontaine 
[8, I I I  (x.7)]) .  L'iaclusion M,,,--~ M induit un isomorphisme 

( z  . 5 - 4 )  l i m  M , ,  --% l i m  M .  

un R~ et d:  L ~ M une application W-lindaire telle que 

factorise de mani~re unique en d:  L ~ lim M telle que __F_dV = d et 
Si L est 

FdV = d, d s e  
q_d = d, donnde par 

_dx = 

Clette propridt6 universeUe est << 
lim M = R x | M ( i .  2. I ) .  On 

duale >> de ceUe vdrifide par  la R-enveloppe 
voit facilement, d'ailleurs, que lim M s'identifie 

El? 

canoniquement k Homs , (R  1, M), pour  la structure de R~ donnde par V = _F -1 

et F = p__F. 
Soient maintenant M un R-module gradud et i E Z. La propridtd universelle 

prdcddente montre que la factorisation ( I . 4 .6 )  de d:  M~-t---~ M ~ se raffine en le 
diagramme commutat i f  

( ' . s . s )  

l i m M i _ l  �9 l i m M ~ - t / V - ~ Z ~ - I  h l i m F ~ B  ~ c .~ limM~,, ~~ lim M ~ 
V ) V > <F ~ ~F 

M i -  t �9 M i -  l / V -  co Z i -  1 ) F '~ B i c ) MIB, c > M ~ 

o~ le composd horizontal infdrieur est d, et h vdrifie 

('.5.6) _FhV = h, 

F, V ddsignant les prolongements canoniques/~ lim M *- t /V-  ~ Z ~- x des opdrateurs F, V 
V > 

sur M i - t / V - : ~  i - t  ( I . 2 .  I). Les deux fl~ches q de buts F~ ~ et 1VI~, sont surjectives, 

aimi que qh. 
On peut interprdter lim F| ~ comme le compldtd de l 'enveloppe lim M~-I /V-~ZI - t  

+ F  v > 
pour une topologie convenable. Plus prdclsdment, changeant de notations, ddsignons 

le carrd ( , )  de ( I . 5 .5 )  par  

h~N 

M ~ N  

9~ 
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et notons K le W-module d6fini par la suite exacte 

( x . 5 . B )  o - ->K --~ M ~ N ->o.  

Compte tenu de ( I .5 .6 ) ,  cette suite est R~ si l 'on fait op6rer F et V sur M 
par V -1 et pV. En particulier, on a V - 1 K C K .  Les isomorphismes 

V--" : M / V - " K  ~ M / K  = N 

ddfinissent un isomorphisme 

( x . 5 . 9 )  l<im M / V - " K - ~  lim N = N, 

off, dans le terme de gauche, la limite est prise suivant les projections canoniques. Cet 
isomorphisme fait de h : M -+ N l'application canonique de M dans son s6pard compl6t6 
pour la topologie des V - " K ,  que nous noterons parfois M ^ (on prendra garde que M ^ 
d~pend de K). Nous identifierons dans la suite N ~t M ^ au moyen de ( i .  5-9)- 

Les applications surjectives M / V - " K  ~ M / K  = N fournissent une suite exacte 

( x . 5 . x o )  o - + K  ^ - + M  ^ - + N  - + o  

prolongeant (I .5.8),  off K "  est le s6par6 compl6t6 de K pour la topologie des V - " K ,  
adh6rence de K dans M^.  La suite ( i .  5. io) est R~ F et V op6rant sur M^  
par F et V, prolongements par  continuit6 de V - t  et pV. 

Exemple (x. 5. x x). - -  Considdrons le R-module gradu6 d : M  ~ N, concentr6 
en degrds o et I, d6fini par : 

M = ko[[V]], 

N = ko[[aV]]  = I I  kaY";  
n~O 

sur M, V op6re par  multiplication ~t gauche, et F : o; sur N, V : o, et F op6re 
par F d =  o, FdV" = d V " - I  ( n >  o); d est l 'isomorphisme tel que d(V") = dV" 
(voir (2.14) pour une g6n6ralisation de cette construction). 

Le W-module M, d6duit de M e n  rendant  V inversible par limite inductive, est 

= �9 kv--  II kv", 
n>O n~>O 

ensemble des s~ries Y, a,,V", avec a~ =- o pour n >~ - -  oo. L'application j : M ~ M 
n ~ Z  

est 1'inclusion 6vidente, V est l 'automorphisme de M d6fini par la multiplication ~t 

gauche par V. 
Le W-module N, d6duit de N en rendant  F inversible par limite projective, est 

N : l-I kF"d~ II kdV". 
. > 0  n>~0 

L'application q : N_N_ -+ N e s t  la projection 6vidente, F est l 'automorphisme de N d6fini 

par la multiplication ~ gauche par  F. 
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m 

Le prolongement d : M -+ N de d : 1V[ ~ N a pour noyau 

K =  | kV-", 
n > 0  

ensemble des polyn6mes 2~ anV -n (~ parties polaires en V ))). Le complEtE 
n > 0  

M "  = lim M / V - n K  est 

M ^ = I-[ kV-"  �9 II kV ~, 
n > 0  n~>0 

ensemble des series formeUes Y~ a,V" (sans condition sur les an) , l 'isomorphisme cano- 
n ~ Z  

nique M ^ ~ N  ( I .5 .9 )  e n v o i e V " s u r d V  ~pour  n>1 o e t F " d p o u r  n < o .  Enfin, o n a  

K ^ = 1-I kV-",  
n > 0  

ensemble des s6ries ~ a,V -".  
n > 0  

Nous verrons plus loin (IV (2. I7) ) que, si X est une surface K 3 supersinguli~re, 
le W-module H~(X, ZWO 1) : =  lim H~(X, ZW, f21) est isomorphe au module M ^ = N 

< 

ci-dessus. 

x .6.  L ' a n n e a u  R' 

Notons 

( x . 6 .  x) R'(k) (ou R') 

la W-alg&bre gradude engendrde par des gdndrateurs F', V'  en degrE o et d e n  degr6 I, 
soumis aux relations 

( x . 6 . 2 )  F'a = a~ ', aV' = V ' a  ~ (a ~ W),  F 'V'  = V'F '  = p, 

ad = da (a e W) ,  d 2 = o ,  V ' d F ' = d .  

Un  R'-module (~ gauche) gradu6 n'est autre qu 'un complexe de W-modules dont les 
composantes sont des R~ (~ gauche) (F, V operant par  F', V') et la cliffErentielle d 
vErifie V 'dF '  = d. Par changement de o en o-a, les constructions prEcEdentes, relatives 
aux R-modules graduEs, se transposent trivialement aux R'-modules graduEs. Nous 
laissons au lecteur le soin d'effectuer cette traduction, qui nous servira surtout au 

chapitre I I I .  

2. R - m o d u l e s  g r a d u 6 s  p r o f i n i s  

A) D fi.itio,  

Dgfinition (2.x).  - -  On dit qu'un R-module gradug M est (V + dV)-profini si M est, 
en chaque degrg, profini pour la topologie standard ((0.2) (x.3)),  i.e. si M est complet (I .3)  
et si, pour tout entier n e t  tout i, le W-module M~/Fil" M iest  de longueur finie. On dit qu'un 

97 
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R~ M est V-fini si M, considgrd comme R-module gradug concentr6 en degrg o, est 

(V + dV)-profini. 

L'EpithEte ~ profini >>, appliquEe ~ un R-module graduE, sera, sauf mention du 
eontraire, synonyme d e ,  (V + dV)-profini )> (resp. ~ V-fini )>, dans le eas d 'un R-module 
graduE coneentrE en un seul degrE). 

(~. x. x) Soit M un R-module graduE profini. Si M' est un sous-R-module graduE 
fermE, M' est profini pour la topologie T '  induite par la topologie standard de M, mais 
on prendra garde que T', qui est moins fine que la topologie standard de M', peut en 
~tre distincte (ef. (~.9));  d'apr~s (o.4) , T '  coincide avee la topologie standard si et 
seulement si M' est (V + dV)-profini. Si M"  est un R-module gradud quotient de M, 
la topologie quotient T"  est la topologie standard, et M "  est (V + dV)-profini si et 
seulement si M "  est sEpaxfi (i.e. Ker(M -+ M") fermE). 

(2 .x . a )  Tout morphisme u:  M - ~ - N  de R-modules gradu~s est continu pour 
les topologies standard, ear u(FiP M)C Fil n N pour tout n. Si M e t  N sont profinis, 
u est d'image fermEe (o.5) , done (2. I. I) Coker u est (V + dV)-profini; de plus, l'appli- 
cation de Coim u sur Im u dEduite de u est un homEomorphisme (o.5) , en particulier 
la topologie induite sur Im u par la topologie standard de N e s t  la topologie standard 
de Im u; en revanche Ker u n'est pas en gEnEral (V + dV)-profini (prendre par exemple 

pour u la projection natureUe U~ -+ U~, cf. (2.14)). 

B) R~ profinis 

(2.2) Soit M un R~ complet (pour la topologie V-adique). Pour que M 
soit profini, il faut et il suffit que le k-espaee vectoriel M / V M  soit de dimension finie. 
Si M est profini, iV[ est alors de type fini sur l 'anneau Wo[[V]] (M est engendrE par 
toute famiUe relevant une base de M]VM).  

Proposition (2.3) .  - -  a) 8oit M un R~ profini. Le sous-R~ T form6 des 
dlgraents de V-torsion est de longueur finie et annuld par une puissance de V.  

b) 8oient M un R~ profini, M '  un sous-R~ de M,  et M "  = M]M'.  Les 
conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) M'  est fermd dans M pour la topologie V-adique; 
(ii) M' est V-complet; 
(iii) M' est profini; 
(iv) M"  est V-adiquement sdparg; 
(v) M"  est profini. 

oei elles sont satisfaites, la topologie V-adique de M induit la topologie V ,  adique de M' .  
e) Soit o ~ M'  -+ M ~ M "  -+ o une suite exacte de R~ Si M'  et M "  sont 

profinis, il en est de m~me de M.  
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L'armeau A = Wo[[V]] 6tant noeth6rien (Bourbaki, Alg. com., I I I ,  w 2, n ~ 9, 

cor. 2, prop. II et n ~ IO, cor. I, th. 2, exerc, io), T est un A-module de type fini, done 
annul6 par  V n pour n assez grand, donc aussi par pn, et par  suite T e s t  de type fini sur 

(W,)o[[V]]/(V"), done de longueur finie. Prouvons b). On  a trivialement (iii) ~ (ii), 
et il est clair qu 'on a (i) -r (iv) ~ (v). Si IV[' est V-complet, on peut consid6rer M'  
comme un sous-A-module de M, et le A-module IV[", 6tant de type fini, est V-complet 
(cf. par exemple [3, I I I  (2.3)]) , ce qui prouve (ii) ~ (iv). Supposons M "  profini. 
/~crivons la suite exacte des TorR~176 ~ --)  relative ~t o -+ M'  -+ IV[ -+ M "  -+ o : 

( . ) ,  v .M" -+ M ' / V " M  ' ~ M / V " M  ~ M " / V ~ M  '' -+ o. 

EUe montre, compte tenu de a), que M ' ]V"M'  est de longueur finie. Pour n variable, 

les suites ( . ) ,  forment un syst~me projectif, off la fl~che de transition V.§ -+ v .M" 
est la multiplication par  V. D'apr~s a), le syst~me projectif (v.M") est done essentiel- 
lement nul. I1 en r~sulte que la limite projective des suites ( . ) ,  est exacte, et par  suite 

que M'  est V-complet, done profini, ce qui prouve (v) :~ (iii) et ~tablit l '6quivalence 
des conditions (i) ~ (v). La deuxi~me assertion de b) en r~sulte, compte tenu de (2. i .  i). 
La v~rification de c) est immediate ~ l 'aide des suites exactes ( . ) , .  

Corollaire (2 .3 .  �9 ). - -  La sous-catdgorie pleine de la catdgorie des R~ formge des 
R~ profinis (2. i) est gpaisse (i.e. stable par noyaux, conoyaux et extensions). 

Dgfinition (2 .4) .  - -  Soit M un R~ On dit que M est de Cartier (resp. de Cartier 
unipotent) si M est profini et sans V-torsion (resp. profini, sans V-torsion, et annuld par une puis- 
sance de p (ou, ce qui revient au m~me, de F) ) .  

Cette terminologie est sugg6r6e par  le fait que M est un R~ de Cartier si et 
seulement si M est isomorphe, dans la th6orie de Cartier, au module des courbes typiques 
d 'un  groupe formel lisse connexe G de dimension finie, et que M est de Cartier unipotent si 
et seulement si G est unipotent. D'autre  part, si M est de Cartier et correspond au groupe 

formel G, M est libre de type fini sur W (i.e. sans p-torsion, ou, ce qui revient au m6me, 
sans F-torsion) si et seulement si G est p-divisible. Rappelons enfin que si G est un groupe 
formel lisse connexe unipotent de dimension finie, G admet  une filtration finie dont les 
quotients sont isomorphes au groupe formel additif G~,  et que le module de Cartier 

(i.e. des courbes typiques) de G~" est ko[[V]], avec F = o. On dfdui t  donc de (2.3) : 

Proposition (2 .5) .  - -  a) Si M est un R~ profini, et T l e  sous-module de V-torsion 
de M, M / T  est un R~ de Cartier. 

b) 8i M est un R~ de Cartier, le sous-R~ M'  de F-torsion est un module 

de Cartier unipotent, et M/M'  est un W-module libre de type fini. 
c) Tout R~ de Cartier unipotent poss~de une filtration finie (par des sous-R~ 

de Cartier) dont les quotients sont isomorphes ~ ko[[V]], avec F = o. 

d) 8i M est un R~ de Cartier, M est de type fini sur W si et seulement si 1VI est libre 

de type fini sur W .  
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CoroUaire (2.6). --- Tout R~ profini posskde une suite de composition, dont les 
quotients sont des R~ profinis de l'un des types suivants : 

a) de longueur finie; 
b) libre de type fini sur W; 
e) isomorphe g~ (ko[[V]], F = o). 

On a d 'autre part  un d6vissage ~ dual ~ de (2.5) b) : 

Proposition ( 2 . 7 ) . -  Tout R~ V-fini M s'dcrit de mani~re unique comme extension 
d'un module de Cartier unipotent U par un R~ D de type fini sur W : 

o ~ D ~ M ~ U ~ o .  

Le R~ D est le plus grand sous-R~ de M qui soit de type fini sur W.  

Nous appeUerons D (resp. U) cceur (resp. quotient unipotent) de M. 
Prouvons d'abord la derni~re assertion, qui entralne l'unicit6. I1 suffit de montrer 

que, si C est un R~ de type fini sur W, avec V topologiquement nilpotent, N u n  
R~ de Cartier unipotent, et f :  G --~ i'q une application R~ alors f---- o. 
Soit n u n  entier tel que p~N = o. Comme V e s t  topologiquement nilpotent sur C, 
il existe m tel que VmCCpnC. On  a alors 

V"J'(C) = f (VmG)  Cp"N = o, 

done f (G)  = o puisque V e s t  injectif sur N. Prouvons maintenant  l'existence. Q.uitte 
diviser d 'abord M par son sous-module de V-torsion, qui est de longueur finie (2.3) a), 

on peut supposer M de Cartier. Soit alors n u n  entier tel que p" annule le sous-module 
de p-torsion de M. Le sous-module D de M, image inverse de la V-torsion de M]p"M, 
est sans p-torsion (ear p"M l'est et que V e s t  injeetif sur M), done est libre de type fini 
sur W. Le R~ U = M/D, quotient du R~ V-fmi et de p-torsion M[p"M 
par son sous-module de V-torsion, est de Cartier unipotent. 

Corollaire ( 2 . 7 .  x ). - -  Soit M un R~ de Cartier. Dans la croix formge par les suites 
exactes de (2.5) b) et (2.7), les flkches composges obliques sont injectives, de conoyau de longueur 

finie annuld par une puissance de V : 

o 

1 
M' 

o ~ D > M ~. U ~ .o  

M H 

o 
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En particulier, le W-module de type fini D est fibre, comme on l'a vu au cours 
de la demonstration de (2.7). 

Prouvons (2.7. I). Comme M' et U sont de p-torsion, a | K est un isomorphisme 
(K = Fract(W)), done K e r a  et Coker a sont de longueur finie. Les noyaux, isomorphes, 
de a e t  b sont done annulEs par une puissance de V, done nuls, puisque V est injectif 
sur M. Les conoyaux, isomorphes, de a et b sont V-finis et de iongueur finie, done annulEs 
par une puissance de V. 

On observera que, si M est le module de Cartier d 'un groupe formel lisse connexe G 
de dimension finie, le sous-module de F-torsion ( =  de p-torsion) de M est le module 
de Cartier du plus grand sous-groupe unipotent de G, tandis que le module D de (2.7) 
s'interpr6te eomme le module de Cartier du plus grand sous-groupe p-divisible de G 
(image de p" pour n assez grand). 

Remarque ( 2 . 8 ) .  - -  On a bien entendu des rEsuhats analogues ~t (2.3) et ~t ses 
corollaires pour les R~ d droite profinis. Avec les notations de (x. 6), on peut 
considErer un R~ h droite profini M comme un R'~ ~ gauche sEparE 
et complet pour la topologie F'-adique et tel que M/F 'M soit de dimension finie. La 
catEgorie des R~ h droite profinis apparait  done eomme anti-Equivalente, par 
le foncteur module de DieudonnE eontravariant, ~t la eatEgorie des k-groupes formels 
connexes de dimension finie (Demazure [5, I I I , w  9] ou Fontaine [8, III]) .  Si M est 
le module de DieudonnE de G, le dEvissage (2.5) a) correspond ~t l'extension 

o ~ G ~  - > G  ~ G/G~d ~ o .  
I1 cst moins aisE d'interprEter cn tcrmes dc groupcs formels la categoric dcs 

R~ (~ gauchc) profinis, la thEoric dc Carticr nc dormant a pr /or /qu 'unc dqui- 
valencc cntre groupcs formcls lisscs conncxes dc dimension finic et R~ dc 
Cartier. On peut cepcndant Etcndrc commc suit cc dictionnairc aux R~ profinis. 

Notons 

la categoric dont les objets sont les complexes eoncentrEs en degrEs - -  I e t  o, G-~ ~d GO , 
de k-groupes formels lisses connexes de dimension finie, tels que Ker d soit fini (i.e. fini 
radiciel), les fl6ches de ~k Etant les classes d'homotopie de morphismes. Notons d 'autre 
part  ~r la categoric dont les objets sont les complexes, concentrds en degrEs --  I e t  o, 
de R~ de Cartier, tels que H-1  = o, les fl6ches Etant les classes d'homotopie 
de morphismes. Le foncteur CT, module des courbes typiques, Etant exact ~, gauche, 
et s 'annulant sur les groupes finis radiciels, induit, par  la thEorie de Cartier, une 

~quivalence 
C T :  @k -~ .J/k. 

Par ailleurs, si M----(iV[ -1 ~ M  ~ e ob.~g k, H~  est d'apr~s (2.3) b), un 
RO-module profini, et l 'on en dEduit aisEment une Equivalence (cf. [20 (2.5.3)])  : 

(2 .8 .2)  H~ : ~ - ~  R~ 
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off R~ ddsigne la catdgorie des R~ profinis et @~ la catdgorie localis6e 
de fCk obtenue en inversant les quasi-isomorphismes. La catdgorie des k-groupes finis 
radiciels (resp. formels lisses connexes) correspond par H - t  (resp. H ~ ~ la sous-catdgorie 
pleine de ~ formde des G tels que HOG = o (resp. H - ~ G  = o), donc est dquivalente, 
par (2.8.2),  ~ la sous-catdgorie pleine de R~ formde des R~ de longueur 
finie (resp. de Cartier). Pour M = H~ G ~ ob ~ ,  le ddvissage (2.5) a) corres- 
pond au ddvissage 

o -+ (G -1 -~dG -1) --+G -+HOG -+o,  

le R~ T (resp. M/T) s'interpr&ant donc comme image par (2.8.2) du groupe 
fini radiciel H - 1 G  (resp. formel lisse connexe HOG). Enfin, dans l'dquivalence entre 
groupes fnis radiciels et R~ de longueur finie, les groupes de type multiplicatif 
(resp. unipotents) correspondent aux R~ de longueur finie off F est bijectif 
(resp. nilpotent), et plus gdn&alement, si G fini radiciel correspond au R~ M, 
la ddcomposition G -  G 1 • Gs, avec G 1 multiplicatif et G~ unipotent, correspond 

la d&omposition M -  M~, @ M_~, off M~B (resp. Mn~ ) est le plus grand sous- 
F-module de M off F est bijectif (resp. nilpotent). Pour une extension de la construc- 
tion (2.8.2) (pour les groupes finis radiciels) ~ des bases plus gdndrales (anneaux locaux 
complets), voir Oort [19]. 

C) Structure des R-modules gradugs profinis 

Thdor~me (2.9). - -  Soit M un R.module gradud profini (2. I), ~ degrgs bom(s inflrieure- 
ment. Alors, avec les notations de (I .  4), on a, pour tout i ~ Z,  les propridtds suivantes : 

(2.9" �9 (i) F~176 ~ = FSB ~ pour s assez grand et F~~ ~ est de longueur fin#. 
(ii) F| ~ est annulg par une puissance de V e t  F est surjectif. 
(iii) F~176 * est fermd dans M ~ (muni de la topologie standard ( I .3)) et la topologie induite 

co~'ncide avec celle d~finie par les d V " M  ~-1. 
(iv) La topologie quotient de la topologie standard sur MI/F | B ~ est la topologie V-adique, 

et M~/F~~ i est V-fini (2. I) (2.2). 

(2.9.2) (i) V - ~ Z  ~ = V - ' Z  ~ pour r assez grand et .Z~/V-~176 ~ est de longueurfinie. 
(ii) V- |  ~ est fermd dans M ~ (pour la topologie standard) et M~/V-~ i e s t  un 

R~ de Cartier unipotent (2.4). 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme (2. xo). - -  a) Le foncteur associant gL un R~ L sa R-enveloppe compl(tde R(L)^ 
(1.2) ( I .3 .2 )  est exact ~ droite. 

b) Si L e s t  un R~ profini, de type fini sur W ,  on a R(L) t = L | Qv  et 
(R(L)t) ̂  = o, donc R(L)" = L. 

c) Si L e s t  un R~ de Cartier unipotent, annul6 par F", R(L) 1 est annulg par V" 

et R ( L ) I =  (R(L)I) ̂ . 
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I1 rdsulte aussit6t des d6finitions que le foncteur L ~ R(L)  ̂  de la cat6gorie des 

R~ graduds dam celle des R~ gradu6s complets est adjoint/~ gauche 
du foncteur oubli, donc est exact ~ droite. Soit L un R~ profird, posons 
L' = R(L) 1. Supposons L de type fini su r  W. Pour prouver la conclusion de b), on 

peut, compte tenu de a) et ( I . 2 .2 ) ,  supposer L sans V-torsion (donc sans p-torsion 

(2.5) d). Comme ~ V " L  = o, il existe n tel que V " L C p L  (0.4), donc il existe un 
endomorphisme a- '- l in6aire v de L tel que V " =  pv. Par suite, rendre V inversible 
dans L 6quivaut ~ rendre p inversible, donc d'apr~s (1.2.  I) b), on a L'  ---- L| O p. 
Comme Fil" L' D V"L'  ~ p " F - " L '  ---- p"L '  = L', on en conclut que L '^ ---- o. Suppo- 
sons maintenant L de Cartier unipotent, annul6 par  F ' ,  donc par  p". Par fonctoriallt6 

de l 'enveloppe, L'  est donc aussi annuld par  p", doric par  V " =  p"F-" .  Pour m/> n, 
on a alors Fil" L'  ( =  dVmL -b VmL ') --  dVmL, de sorte que dL est un sous-groupe 
ouvert de L', hom6omorphe ~ L (d dtant injectif car L e s t  sans V-torsion ( i .  2.2)),  donc 
complet, et par  suite L' est complet, ce qui prouve c). 

Ddmonstration de (2.9). - -  On proc~de par rdcurrence croissante sur i. Comme M 
est /~ degr6s born6s inffrieurement, le th6or6me est vrai pour  i ~ o. Notons (2.9.  i)i 

(resp. (2.9.2)i) les assertions (2. 9. I) (resp. (2 .9 .2))  en degr6 i. Supposons ddmontr6 
(2 .9 . i ) i _1 ,  montrons qu 'on a alors (2 .9 .2) i_  1 et (2.9.  i)i. Q uitte ~t remplacer M par 
son tronqu6 M ~<i ( I .5) ,  on peut supposer M nul en degr6 > i. D'autre  part,  comme 
F ~ 1 7 6  ~-l, il r6sulte de (2 .9 . I ) i_1  (iv) que, pour  6tablir (2 .9 .2) i_1 (et 

(2.9.  I)i), on peut  remplacer M par son tronqu6 7 '>i_lM (I .5 .2) .  Autrement dit, on 
est ramen6 ~t d6montrer (2.9) pour M concentr6 en degr6s i --  I et i, donc, quitte 
faire une translation, on peut  supposer M concentr6 en degr6s o et I. I)'apr6s 
(2.9.  I) i-1 (iv), M ~ est alors V-fini. Nous poserons Z~ = Z, BI(M) = B .  

Prouvons (2 .9 .2) .  Comme M~ ~ est un k-vectoriel de dimension finie, la suite 
d6croissante des images de V - ' Z  dans M~ ~ est stationnaire pour r~> r 0. Soit 
r~> r 0 et x e V - r Z .  I1 existe alors x ' ~ V - ( ' + l ) Z  et y e M  ~ tels que x = x ' q - V y .  
On a donc Vy = x - - x '  e V - ' Z ,  donc y e V - ( ' + l ) Z ,  et par  suite 

V - r Z  = V-( ,+I )Z  + V(V-( '+~)Z) 

(puisque V(V-( '+I )Z)  CV-~Z) .  Itdrant ce procdd6 avec r + I, . . . ,  r + n --  I au lieu 

de r, on trouve que, pour tout entier n>/ o, on a 

V - r Z  = V-( ,+I )Z + V"(V-( '+")Z),  

donc V - ' Z C  r] v - ( ~ + t ) z  + V - M  ~ 
n>~O 

Or, comme d est continu (pour les topologies standard) et M 1 s6pard, Z e s t  ferm6 pour 

la topologie V-adique de M ~ aussi V - k Z  pour tout k (puisque V e s t  continu pour 

la topologie V-adique). On  a donc 

V-(r+~)Z = [7 V-( '+~)Z + V" M ~ 
n>~0 

d'ofi V - '  Z = V -  (~ + ~)Z, 
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autrement dit la suite V - r Z  est stationnaire pour r>. ro, et V-~176 ----- V-roZ. 

V-~176 est stable par  V, on en d6duit que 

Z n V'oM ~ = V-~~ 

Comme 

Par suite Z/V-~~ s'injecte dam M ~  done est de longueur finie. On  a vu plus 
haut que V - ~ Z  ( =  V- '*Z)  est ferm6 dam M ~ done (2.3) b) M ~  est un 

R~ profini. I1 reste ~t montrer que ce module est de Cartier unipotent. Tout  
d 'abord,  comme le sous-module de V-torsion de M ~ est contenu dans V - ~ Z ,  on peut 
supposer M ~ sans V-torsion, i.e. de Cartier. D'apr~s (2.7), il existe une suite exacte 
de R~ 

o - + E  --->M ~ - + L  - > o ,  

off L e s t  de Cartier unipotent et E libre de type fini sur W. Comme M x est complet, 
la diff6rentielle d : M  ~ -+ M 1 se factorise ~t tracers l 'enveloppe compldt6e (R(M0)l)  ̂ . 
D'apr~s (2. io) b), il en r6sulte, par  fonctorialit6 des enveloppes, que d s'annule sur E. 
Comme E est stable par V dans M ~ on a done E C V  -~~ Ainsi, d : M  ~  1 se 

factorise ~t tracers L e n d  : L --~ M i e t  la projection M ~ --~ L induit un isomorphisme 

de R~ M ~  ott 2 = Kerd .  On peut done remplacer M ~ 
par L, i.e. supposer M ~ de Cartier unipotent, done annul6 par  une puissance de F, 
disons F n. Alors M ~  est annul6 par F", et comme M~176 est sans V-torsion 
(i .4 .2) ,  on en conclut que M~176 eat de Cartier unipotent, ce qui ach~ve la preuve 

de (2 .9 .2) .  
Prouvons (2.9.  I). Comme, d'apr~s (2 .9 .2) ,  M ~  eat de Cartier unipotent, 

annul6 par  F ~ (pour un entier n >t o), la factorisation ( i . 4 . 6 )  (pour i = I) montre, 
compte tenu de (2. to) c), que F~~ est annul6 par  V ~. Posons 

I = I m V  ~: M l ~ M  l, K = K e r V  n: M l ~ M  i, 

de sorte qu 'on a une suite exacte de R~ 

(,) o - + K  - ~ M  ~ --->I --*O, 

off v e s t  induit par  V n. Comme M 1 est limite projective des modules de longueur 
finie M1/Fil '~ M ~ et que l 'application V : M i - +  M 1 est continue pour  la topologie 

standard, les VmM 1 sont des sous-W-modules ferm6s de M 1 (0.5). Comme la topo- 
logie V-adique de M 1 est plus fine que la topologie standard, il en r6sulte, d'apr6s (o. I), 
que M 1 est s6pard et complet pour la topologie V-adique. Comme I C M l, I e s t  s6par6 
pour la topologie V-adique, et comme I e s t  quotient de M l, I e s t  aussi complet pour 
la topologie V-adique, done I e s t  V-complet (I .  3). Par ailleurs, pour tout entier m >1 o, 

o n  a 

V~I = Vn+mMi = Vn(Fil m M l) 

(car Vn(F~B) = o done afortiori Vn(dVmM~ -- o). Done V ~ envoie surjectivement 
M1/Fil m M 1 sur I/VmI, done I/VmI est de longueur finie. On a done montr6 que le 
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R~ I est V-fini. Soient T la V-torsion de I, K ' - - v - l ( T ) C  M 1 

sorte qu 'on  a un  d iagramme de R~ ~t lignes et colonnes exaetes 

o > K > 

o > K > 

0 0 

K '  > T 

l l 
M x > I 

I '  I '  

0 0 

> 0 

> 0 

(cf. (*)), de 

Comme I e s t  V-fini, T est de longueur  finie et I '  est un  module  de Cart ier  (2.5) a). 

Si T est annul6 par  V ~, K '  est done annul6 pa r  V"', off n' = n q- a. Comme I '  est 

sans V-torsion, on  a, pour  tout  m >/o,  K '  n V ~ M  1 = VmK ', done 

K '  c~ Fil"  M 1 ---- dVmM ~ q- V " K '  

(ear K ' D K D F ~ 1 7 6 1 7 6  done 

K '  c~ Fi l"  M 1 = dV "~M ~ 

pour  m >/n ' .  La  topologie induite  sur K '  par  la topologie s tandard  de M 1 est donc 
ddfinie par  les d V m M  ~ Par ailleurs K ' / K ' n  F i I " M  1 est un  sous-W-module de 

M1/Fil " M t, donc est de longueur  finie. Donc, pour  m/> n', K ' / d V " M  ~ est de longueur  

finie. C o m m e  K ' D F |  ~ il en r6sulte d6jtt que F~B = FSB pour  s 

assez g rand  et que F~B/B est de longueur  firde, i.e. (2 .9 .  I) (i). Les assertions de (ii) 

on t  d6jtt 6t6 vues. De plus, K'/F| est 6galement de longueur  finie, donc V-fini puisque 

annul6 par  une puissance de V. Comme M1/K ' = I '  est V-fini, il en r6sulte, par  (2.3) c), 
que M1/F~B est V-fini. La  topologie s tandard  de M 1 indui t  sur K ' ,  done sur F ~ B, la 

topologie d6finie pa r  les d V ~ M  ~ Comme dV"~M~ la topologie quot ient  sur 

M1/F~~ de la topologie s tandard  est donc la topologie V-adique,  et M1/F~B 6tant 

V-fini, en part iculier  s6par6, F~B est ferm6 dans M 1. Les assertions (iii) et (iv) sont 

done 6tablies, ce qui  ach~ve la d6monstrat ion de (2 .9 .  I), donc de (2.9).  

Remarques (2. xx). - -  (i) La  d6monstrat ion pr6c6dente montre  en fait que : 

a) Sous les hypotheses de (2.9),  si M ~ / V - ~ Z  ~ est annul6  par  P ,  alors F~B i+l 

est annul6 par  V". 

b) Si M est un  R-module  gradu6 concentr6 en degrds o et t tel que M ~ soit V-fini 

et M 1 sdpar6 et complet  pour  la topologie s tandard,  les conclusions de (2 .9 .2)  pour  

i = o sont encore valables. 

105 
14 



,o6 L U C  I L L U S I E  E T  M I C H E L  R A Y N A U D  

(ii) Sous les hypoth6ses de (2 .9) ,  on  a, p o u r  tou t  n, 

V - ~ 1 7 6  i n F iP  M ~ ----- d V " M  ~-I -5 V " ( V -  ~ ; 

en part icul ier ,  le t ronqud ~ i M - - - - ( . . .  - + M  i-1 - + V - ~ ~  ( I . 5 . 2 )  est profini. 

En  effet, si x ---- dV~y -s V" z, 5 e M  i - i ,  z e M  i, est tel que  d V r x = o ,  alors 

dVr+ ' z  = o, donc dVrz  = o, i.e. z e V - ' Z i ;  donc on a, p o u r  tout  r, 

V - ~ Z  ~ c~ Fir '  M~C d V " M  ~-t  -5 V"(V-~ZI) ,  

d'ofi ddcoule la conclusion, en p r e n a n t  r assez g rand  pour  que  V - ' Z I  = V - ~ ~  i. 

Corollaire (2. *2). - -  8oit M un R-module gradug profini ~ degrgs born/s infgrieurement, 

et soit i e Z.  Pour tout entier n >>. o, il existe m >l o tel que 

M ~ = V " M  i + (Ke r  F " d  : M ~ ---> M ~+l) ; 

en d'autres refines, le sous-ROmodule U (Ker  Fred : M i ---> M ~+ l) est dense dans M ~ pour 
m>10 

la topologie standard. De plus, les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) la suite croissante (Ker  Fred : M i ---> Mi+l ) , , e  s est stationnaire; 
(ii) M s ] V - |  o. 

(Get  dnoncd est inspird pa r  le << l emme de N y g a a r d  >> [ i6  (2 .5)] . )  

t ionnaire  pou r  

exactes 

Posons Mi /V-~  i = N i. Soit m assez g rand  p o u r  que  la suite F" 'B  ~+l soit sta- 

m'>~ m. Considdrons (eomme dans loc. tit.) le morph isme  de  suites 

0 > K m 

0 > Kin+ n 

> N i Fmd> F~ .... > o 

> N i Fm+nd 
> F~B "> o 

I1 mon t r e  que  N ~ = K m , + V " N  i ( m ' = m + n ) ,  et c o m m e  

V -  oo Z ~ C K e r  F"'  d : M ~ -+ M ~ + 1, 

on  en ddduit  que  M ~ -= V " M  ~ + (K e r  Fm'd : M ~ -+ M~+I). O n  a t r iv ia lement  (ii) =~ (i), 

et si la suite K e r  Fm'd est s ta t ionnaire  p o u r  re'l> m, on voit, co m m e  dans (lot. cit.) 
que K e r  Fred est stable pa r  V, done  K e r  Fred = K e r  d = V -~~ Z ~, et V -~~ Z ~ est dense 

dans M ~ donc  dgal i M * puisque fermd dans M ~. 

Corollaire (2. I 3 ) .  - -  S0us les hypothkses de (2. I2),  pour tout entier n >>. o, le W-module 

Ke r  F" :  F|  ~ ~ F~~ ~ est de longueurfinie. 
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Soit en effet r assez grand pour  que V- ( ' - " )Z~- t  = V - ~ Z  ~-t. Si x----dV'y, 
y ~ M  ~-x, est tel que F"x = o, alors y ~ V - I ' - " ) Z  ~-~, donc V'y  ~ V - ~ Z i - I C Z  i - t ,  

donc x = o, autrement dit 

d V ' M  i - t  c~ (Ker F" : M i -+ M ~) = o. 

Donc Ker F" : F~~ F~~ ~ s'injecte dans F~B~/dV'M I-1, qui est de longueur 
finie d 'apr& (2 .9 . I )  (iii), donc est de longueur finie. 

D) Dominos 

(2. x4) Notons U la R-enveloppe du R~ ko[[V]] : 

q .  x) u = R(ko[W]]). 

On a done U ~  ko[[V]], et U x, obtenu en rendant  V inversible, est l 'ensemble des 

s&ies 

(2. x4.2)  Z a_,F"a, 
n f f z  

oi~ a _ , = o  pour  n >)o, et F ~ d = d V - "  pour m ~  o. Sur U x, V-----o et F est 

un automorphisme. II est clair que U 1 est complet pour  la topologie standard (d~finie 
par  les dV"U~ ce qui est en accord avec (2. Io) e), et on a ~videmment U I = F~B 1. 
II est clair 6galement que U 1 n'est pas profini, car UX/dU ~ ensemble des poly- 

n6mes ~Ea_,F"d, n > o, n'est pas de longueur finie. 

Pour i E Z, consid~rons le R-module gradu~ (of. (1 .3 .3))  

( 2 . x 4 . 3 )  U~ : =  R " / ( R ^ F  + R ^ F - ~ + l d )  = U/F-~+tdU~ 

On volt tout de suite que Ui est profini. 
On  a ~ = U ~ et U~ est l 'ensemble des s6ries de la forme (2.14. 2) teUes que 

a , = o  pour n < i  (pour i < o ,  U~ est l 'ensemble des s6ries 

a~F-~d + . . .  + a~F-ad + ~ a, dV", 
n~O 

tandis que, pour  i>_- o, U~ est l 'ensemble des s&ies Z a, dV"). Sur UI,  V ----- o, et 
n>_-i 

l 'op&ateur  F envoie F - i d  sur o et F - " d  sur F - " + a d  pour n > i. Le noyau de F sur U~ 
est done le k-vectoriel de base F-~d. D'autre  part  la diffgrentieUe d : ~ ~ U~ envoie V" 

sur o pour n < i  et sur dV" pour n>/ i .  Done 

( 2 . x 4 . 4 )  si i~< o, H~ = o et dimk HtU~ ---- - -  i, 

si i/> o, dim k H~ = i et HiUi  = o. 

Par exemple [io, I I I  (7.2)],  si X/k est une K 3 supersingufi~re d'invariant 
d 

d 'Ardn  %, le R-module ( I~(X,  WSx) H~(X, Writ)) est isomorphe ~ Uo.. On a 

une f l&he surjective de R-modules gradu~s 

x4.s )  -+ 
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qui  est l ' identi t6 en degr6 o et envoie F - " d  sur F - " d  pour  n i> i + I. 

le k-vectoriel,  concentr6  en degr6 i,  de  base F-~d, sur lequel  F = V = o. 

Les figures suivantes peuven t  a ider  ~ re teni r  la d6finition de Ui : 

U i = 

i~>o 

k V V ) kV �9 . . .  

Son noyau  est 

k V  ~- t v v k V  i+ t v k V  ~ > ~ . . .  

F o < k d V  i <v k d V i + l  < . . .  

i<~ o 

= 

F l d  . . .  o ( k F - ~ d  ( k F  - ~ -  �9 < 

0 ~ ]g V V ) k V  ) . . .  

P ( P  F 
k F d  �9 kd  k d V  < . . .  

O n  no te ra  que,  pour  i # j ,  Ui et Ui ne sont pas isomorphes,  car,  p o u r  

o n  a 

o si n~< i 

(2"x4"6)  (U')"~ = } G kdV'  ( _  k " - i )  si n >  i. 
k i ~ r < n  

n>.  o,  

Proposition ( 2 . 1 5 ) .  - -  Soit M un R-module gradu~ profird, concentrI en degrds o et x, tel 

que V - ~ Z  ~ = o et F~OB t = M t. Alors M posskde une suite de composition forraIe de R-modules 

graduds profinis, dont les quotients successifs sont isomorphes ~ U~ (pour des i convenables). 

Posom Z = Z ~ B = B 1. Observons d ' a b o r d  que,  d 'apr6s  (2 .9) ,  Z et MX/B sont 

de longueur  fmie. Comid6rons  la factorisat ion canonique  de d : M ~  M x ~ travers 

l ' enveloppe M ' =  R(M~ t : 

MO a ) M '  

M 1 

G o m m e  V-~~ ---- o, M ~ est sans V-tors ion ( x . 4 . 2 ) ,  donc d :  M ~ - + M '  est injectif, 

et l ' on  a 

M ' =  [.J F " d M  ~  [J V - " M  ~ 
n~O n~O 

off, dans la seconde ~galit~, M ~ est comid6r~ c o m m e  sous-R~ de M '  mun i  des 

op6ra teurs  F, V de ( I .  2. I) .  C o m m e  M 1 = F * B, u : M '  ~ M 1 est surjectif. Posons 

K e r u = K .  O n  a donc K n M  ~  
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Nous aUons ddmont re r  (2. I5) p a r  rOzurrence sur h = d im k M ~  ~ Si h = o, 

alors M ~ = o (car M ~ est V - a d i q u e m e n t  sdpar6), done  F|  = M 1 = o, et il n ' y  a 

r ien ~ d6montrer .  Supposons h > o, done  IV[ ~ o. Alors, p o u r  tout  n, V - I "+  1)M~176 

isomorphe  ~t M ~  ~ est non  nul,  done  M ' ] M  ~ n 'est  pas de longueur  finie. C o m m e  M1/B 

est de longueur  finie, il en r&ul te  q u ' o n  a K 4= o. D ' au t r e  par t ,  puisque  K n M ~ ( =  Z) 

est de longueur  finie, on  a K n V " M  ~  p o u r  n >~o. Soit i e Z  t e l q u e  

K n V ~ - I M  ~ ~ o, K n V~M ~ = o, 

et soit x e K c ~ V  r  ~ x + o .  Notons  que  K n V  i -  1M ~ est s t a b l e p a r  

= p F :  M '  ~ M ' ,  

et que,  M ~ dtant  de Car t ier  un ipo ten t  (2 .9) ,  M '  est armuld p a r  une  puissance de p 

(o. io) e), done de F. Done,  qui t te  ~ r emplace r  x p a r  ~ x  p o u r  n I> o convenable ,  on  

peut  supposer  de plus que  Fx = o. Soit e l ' un ique  dldment de M ~ tel que  x = V ~-le. 

C o m m e  V e s t  injectif, on  a Fe ( =  F e ) =  o. D o n e  e engendre  un  sous-module de 

Car t ier  N O de M ~ isomorphe ~ ko[[V]],  formd des sdries ~ a,V"e,  a, e k. Le  quot ien t  
n ~ o  

pc = MO/N o est V-fini (~,. 3) b),  et annuld  p a r  une  puissance de F. Par  ailleurs, v u l e  

ehoix  de i, on  a e r V M  ~ done  N~  ~ s ' injeete dans M ~  ~ a u t r e m e n t  d.it pc est 

sans V-torsion,  done  pc est de Car t ie r  un ipo ten t  et d im k P~176 = h - -  i .  Le  fonc- 

teur  R-enveloppe,  appf iqud ~ la suite exacte  o -+ N o --+ M ~ ~ p0 _+ o fourni t  une  suite 

exacte de R-modules  gradu~s 

o > N O �9 M o �9 p o  > o 

o > N '  > M '  ~ P'  ~ o 

Le R~ N'  est formd des sdries Z a,V"e teUes que  a, = o p o u r  n ~ o. C o m m e  
~ E Z  

K est stable pa r  F, il rdsulte du  choix  de i que  le sous-module N '  n K est formd des 

sommes finies Y~ a,V"e. De ( . )  o n  dddui t  une  suite exacte de R-modules  graduds 
n ~ Z  

. ~ < i - 1  

o > N O �9 M o �9 po �9 o 

! i 1 
o �9 N I > M I �9 Px > o 

oh N 1 = N ' /N '  c~ K.  L a  description q u ' o n  vient  de donne r  de N '  c~ K mon t r e  que  

l ' i somorphisme U ~  ko[[V]] ~ N O envoyan t  i s u r e  se pro longe  (de mani~re unique)  

en un  isomorphisme U~-~ N. En  par t icul ier ,  N est profini .  Donc,  d 'apr~s (2 . I  .2),  

P e s t  profini.  O n  a vu que  po est de Car t ier  un ipo ten t  et que  d im k P~176 = h - -  I. 

C ompte  tenu  de l 'hypoth~se de rdcurrence,  il suffit donc,  p o u r  achever  la ddmons- 
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t r a t ion ,  de  s ' a s s u r e r  q u e  V - ~ 1 7 6 1 7 6  o et  F ~ ~  pt.  L a  s e c o n d e  EgalitE est 

t r iv ia le ,  p u i s q u e  l ~ d :  M ~ - + M  t est  su r j ec t i f  p o u r  n >> o. D ' a u t r e  p a r t ,  c o m m e  

Z = Z ~  et  O o k e r  d : N O ~ N t son t  de  l o n g u e u r  finie, il en  est de  m ~ m e  de  Z~  

D o n c  Z~ n V " P  ~ = o p o u r  n >> o, d o n c  (po Etant  sails V - t o r s i o n )  V - " Z ~  = o 

p o u r  n >> o. Gec i  t e r m i n e  la  d e m o n s t r a t i o n  de  ( 2 . 1 5 ) ,  

Dtfinition (2. i 6 ) .  - -  aVous dirons qu'un R-module gradug M est un d o m i n o  si M est 
concentr/en degrgs o e t  I, profini, et tel que V - ~ ~  ~ = o e t  FO~B 1 --: M x (i.e. ( 2 .9 )  tel que, 
pour n assez grand, d V "  : M ~ ~ M 1 soit injectif et F " d  : M ~ -+ M x surjectif). 

Proposition ( 2 . i 7 ) . -  a) goit 

o - + M '  - + M  ~ M "  - + o  

une suite exacte de R-modules gradu/s profinis. Si M '  et M "  sont des dominos, M l'est dgaleraent. 
b) 8oit 

M ~ > M t M o > M t 

M'O > M t M o > M '1 

un morphisme de dominos, induisant l'identitg sur M x (resp. M~ Alors u est injectif, de conoyau 
de longueur finie, annul/par une puissance de V (resp. ves t  surjectif, de noyau de longueur finie, 
annul/par une puissance de F) .  

L a  ve r i f i ca t ion  est immOzliate .  

Proposition (2. x8).  - -  Soit M = ( M  ~ ~ M t) un domino, et soit 

M = A ~  . . .  ~ A " M D A ' + t M  = o 

une suite de composition tellr que g L { M - - -  U~(j ) pour o ~  j<~ m ( 2 . 15 ) .  Alors on a : 

m + 1 = d i m  k M ~  ~ = dimk(FM1).  

L a  c o n c l u s i o n  est v r a i e  en effet  si m = o (i.e. M "  g l ) .  D ' a u t r e  p a r t ,  si 

o -+ M '  -+ M -+ M "  -+ o est  u n e  sui te  exac t e  c o u r t e  de  d o m i n o s ,  o n  a 

dim~ M ~  ~ = d i m  k M ' ~  '~ + d i m  k M " ~  ' '~  

c a r  V est  in jec t f f  sur  M '~ M ~ M ' '~ e t  

dim~(F Ma) = d im~(FM 'a) + d imk(FM ' ' I )  

c a r  F est su r j ec t i f  sur  M '1, M 1, M ' 'x. P a r  sui te ,  

d i m  k M ~  ~ = ~ d i m  k gr,{ M ~  gL{ M~ dirCh(F M1) = Z dimk(rgd MI) ,  
J J 

d ' o h  la  conc lu s ion  d a m  le cas gdnEral .  
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Le nombre m + i de facteurs de la suite A i e s t  done ind6pendant de la suite, 

nous l'appellerons dimension (ou hombre de facteurs de type II) de M, et le noterons 

(2. z8. x ) dim k M. 

On a en partieulier : 

(2.18.2) (dimkM ---- o ) ~ - ( M  = o) - ~ ( M  ~ de type fini sur W) 

-~ (M 1 de type fini sur W). 

Plus g6nfiralement, si M est un R-module gradu6 profini born6 inf&ieurement, 

nous appeUerons hombre de facteurs de type II  de M '  a M '+~ la dimension du domino 

M ' / V - ~ ~ 1 7 6 1 7 6  '+a (cf. (2.9)).  Done d - - - - o : M ' - + M  '+x si et seulement si 

M'  ~ M '+~ est sans facteur de type II.  

(2. x8.3)  Soit M un domino. Nous appellerons exposant d'unipotence de M le plus 
petit entier h >/ o tel que phM~ = o. Notons que, si p" armule M ~ alors p" an_rtule M t 
(2. I I) (i), et inversement, sip" annule M 1, p" annule 6galement M ~ car dV ~ est injectif 
pour s >> o. L'exposant d'unipotenee de M est done aussi le plus petit entier h tel que 

phM  = o. 

Proposition (~. x9). - -  Soit M un R-module gradud profini ~ degr/s borngs inflrieurement 
(resp. bomgs). Alors M posskde une filtration croissante, exhaustive et sgpar/e (resp. finie) par 
des sous-R-modules gradugs profinis teUe que les quotients successifs soient de l'un des quatre types 
suivants : 

Type I : R-module gradug concentrg en un seul degrg : 

type I ,  : de longueur finie sur W; 

type I b : libre de type fini sur W; 
type I~ : isomorphe d ko[[V]]; 

Type II~ : R-module gradu/ concentr/ en deux degrds n, n + I, isomorphe ?~ U~[-- n] (~,. I4.3).  

Consid6rant la filtration de M par les tronquEs ~ M  (of. (2. II) (ii)), et les 
quotients successifs, on se ram~ne au cas oCa M est concentrE en degr& o et I, et 
V - ~ 1 7 6 1 7 6  o. Comme M1/F~B 1 est V-fini ( 2 .9 . i ) ,  la suite exacte 

o ( M  ~ M - i ]  o 

ram~ne au cas o/i M est concentrE en un degr6, justiciable de (2.6), ou v&ifiant les 

hypotheses de (2. I5), d'ot~ la conclusion. 

Remarque ( 2 . 2 0 ) .  - -  Soit M = (M ~ ~ M 1) un domino. Ekedahl [7] a montr6 

que M poss6de une unique filtration par  des sous-R-modules gradu6s 

M = M ~  M~+I~ . . .  ~ M i _ l ~  M~ = o 
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telle que, pour  tout k e [j, i[, Mk/M,+I admette  une suite de composition de quo- 
tients successifs isomorphes ~ U, .  I1 appelle type de M la fonction a : Z - + N ,  
a(k) = d im Mk/Mk+ 1 (2. x8. i). Si X est une vari6t6 propre et lisse sur k, le type des 
dominos apparaissant dans la premi6re suite spectrale de de Rham-Wit t  de X (of. chap. II) 
refl~te des propri~tfis fines de la cohomologie cristaUine de X : par  exemple, si X est 
une surface, Ekedahl (loc. cir.) a prouv~ que H*(X/W) est sans torsion exotique [xo, 
I I  (6.7)] si et seulement si le type du domino H2(WO)/V-~Z -+ F~~ est nul pour  i < o. 

E) Croix 

(2 .2x)So i t  d:  M ~ N  un domino. Notons E le W-module  l i m N  (cf. (x.5)). 
<F 

On peut  consid6rer sur E les quatre op6rateurs suivants : l 'automorphisme a-lin6aire~_F_F 
d6fini par  l ' endomorphisme F de N, son inverse V = _F -1, et les op6rateurs F = p_F, 
V = pV;  les couples (_F, V) et (F, V) d6finissent done chacun une structure de R~ 
sur E. Dans la factorisation canonique de d : 

E 

M a> N 

i (resp. q) est R~ pour  la structure dfifinie par  (F, V) (resp. (F, V)). 

Lemme (2 .2x .2) .  - -  L'application i (resp. q) est injective (resp. surjective). 

La surjectivit6 de q r6sulte de (x.5.5)  puisque, par  hypoth~se, N : F~~ 

D'autre  part,  i =  (dV")n~>0:U - + l i m ( N  F+-N+ -~ . . . ) ,  done K e r i =  t3KerdV" ,  
done K e r i  = o puisque V - ~ Z  = o, d dtant un domino.  

Notons en passant que l'injectivit6 de i entralne ceUe de l 'application canonique 
E ' - + E ,  off E ' =  l i m M  (cf. ( I . 5 .5 ) ) ,  done la sdparation de E' pour  la topologie 

-,V> 
des _FnK ', off K'  = K e r E '  - + N  (cf. ( I .5 .9 ) ) .  

De (2.2x.  I) on ddduit  une croix de suites exactes de W-modules : 

(2.21.3) 

0 0 

0 

\ / 
K d, > L 

\ / 
E 

/ \ 
d 

M > N  
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off d, d' sont les f l&hes composEes. Munissons K (resp. L) des opErateurs (F, V) induits 
par  les opErateurs (_F, V) (resp. (F, V)) de E;  la suite M -+ E -+ L (resp. K ~ E -+ N) 
est donc R~ pour  E muni  de (F, V) (resp. (_F, V)). On  a alors Vd 'F  -=- d', ce 
qui permet  de considErer d' : K -+ L comme un R ' -module  gradud concentrd en degrEs o 
et I. 

Le W-module  E est muni  d 'une  topologie naturelle T, limite projective suivant F 
de la topologie s tandard de N (I .3)- Cette topologie est donc profinie (o.2). Le rEsultat 
suivant, qui  en precise la structure, jouera  un r61e c l d e n  (IV, I). 

Proposition ( 2 . 2 2 ) .  - -  Sous les hypotheses et avec les notations de (2 .2I) ,  les sous- 
W-modules V r M  + FSK de E, pour r, s ~ Z,  f o m e n t  un systkme fondamental de voisinages 
ouverts de o pour T;  les W-modules E/ (VrM + P K )  sont donc de longueur finie et l'on a 
E -~ lira E / (VrM + P K ) ,  la limite projective dtant prise suivant les projections canoniques 
d~finies par les inclusions V " M C V " M ,  _P 'KCFSK pour r' >t r, s' >1 s. De plus, il existe 
un entier a tel que 

(i) E = V - ~ M + F - S K  pour r + s >t a, 

(ii) V ~ M n F ' K = o  pour r + s >l a. 

D'aprEs (2.9.  i), la topologie de N est ddfinie par  les dV"M, r~> o. Pour s~> o 
F--s 

donnE, le compose E - > E q> N induit  un  isomorphisme topologique ,~ : E / P K  -~ N, 
identifiant d V ' M  A l ' image de V---~-*M dans E/_PK; par  suite, pour  tout r, F*K + V~M 
est ouvert dans E et E / P K  s'identifie (comme W-module  topologique) A la limite 
projective des W-modules de longueur finie E/(_PK + VrM).  Comme les q~ iden- 
tifient le systEme projectif des E / P K  (suivant ]es projections canoniques) au systEme 

P F 
projectif N + - N  +- . . . ,  on en ddduit  aussit6t la premiere assertion. Soit a/> o un 
entier tel que F"dM = N et Ker dV" = o. Alors E = K + V"M, et, pour  r + s>/ a, 

V - ~ M  + F - S K  = F -~ (K + V-I '+~)M) ---- F -~E  = E, 

V--~M n P K  ---= F_F_"(K t3 V~+sM) = F~(Ker dV~+~M) = o, 

ce qui achEve la demonstrat ion.  

Gorollaire (2.23).  - -  Sous les h3pothkses de (2.22) : 

a) La topologie induite par T sur le R -  (resp. R'-) module gradu~ d (resp. d') est la topologie 

standard (i.e. V + dV (re@. F + dF)). 
b) d' est un (R'-)domino. 
c) L'application canonique E ~ l im L (d~finie par les dF", n >>. o) est un isomorphisme 

<V 

topologique (par lequel V s'identifie g~ l'automorphisme ddduit de l'endomorphisme V de L). 

Les assertions a) et b) rEsultent immddia tement  de (2.22). L'assertion c) signifie 
que E est sEparE et complet  pour  la topologie dEfinie par  les V"M, n 1> o. Or  celle-ci 
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est plus fine que T, et M (doric V"M) est fermE dans E d'apr~s a), d ' o f  la conclusion, 
en vertu de (o . I ) .  

(2.7.4) Nous dirons qu 'un  R-domino d:  M - + N  et un  R ' -domino d ' :  K - + L  
sont conjugu/s s'ils sont relies par  une croix (2.21.3) .  D'apr~s (2.23) , deux dominos 
conjugu& se d&erminent  mutuellement.  De plus, la croix montre  qu'ils ont m~me 
dimension (2. i8 .1) ,  m~me exposant d 'unipotence (2. I8.3)  (le plus petit  entier h tel 
que phE----o), et que les noyaux (resp. conoyaux) de d et d' sont canoniquement  
isomorphes. En particulier, le domino conjuguE de U~ est 

U; = R ' ^ / ( R ' " V  ' + R '^V ' - '+Xd) .  

Utilisant l 'exaetitude du foncteur (d : M -+ N) ~-, lira N, on en dEduit facilement que 
P 

deux dominos conjugu& ont m~me fonetion type au sens de (~.2o). 

3. Calculs de Tor, R-modules  gradu6s coh6rents 

A) Calculs de Tor 

(3-x) Soit M un R-module  gradu& Pour n r N, FiP M (I.  3. I) est un sous- 
complexe de W-modules de M, nous noterons 

(3. x. i )  M.  = M/HI" M 

le eomplexe quotient.  Observons (cf. ( I .3 .3 ) )  que 

Fil n R = V"R ~ @ (dVnR ~ + VnR 1) 

est un ideal ~ droite de R, et un  sous-W[d]-module ~ gauche de R, off W[d] dEsigne 
la sous-W-algSbre de R engendr& par  d (alg~bre des nombres duaux sur W, d Etant 
de degrE I). Done R nest  un  R-module  ~ droite et un W[d]-module ~ gauche, et l 'on a 
un isomorphisme canonique de W[d]-modules ~ gauche, i.e. de complexes de W-modules 

( a . x . 2 )  M,  = R, |  M. 

Pour calculer le foncteur dErivE 
L 

(3.x.a) R.| D-(R) -~n-(W[d]) 

(off D(R) (resp. D(W[d])) d&igne la catEgorie d&ivEe de la categoric des R-modules 
(resp. W[d]-modules) (~ gauche) graduEs), nous utiliserons la resolution suivante de Rn, 
qui exprime que Rn se comporte  comme une intersection compl&e de codimension 2. 

Proposition (3.2) .  - -  a) On a une suite exacte de R-modules ~ droite gradu/s 

(S.2.I) o ~ R [ - -  i] " " - + R [ - -  I] ~ R - + R  - + R ,  -+% 

o~ R -+ R ,  est la projection canonique, u,(x) = (F"x, - -  F"dx) et v,(x,y) = dV"x + V"y. 
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b) On a un morphisme de suites exuctes de R-modules ~ droite gradugs : 

o > R [ - - I ]  "> R [ - - I ] @ R  " >  R , R ,  > o 

o > R ~ > R @ R [ I ]  ~" > R [ I ]  > Rn[I  ] �9 > o 

c) On a un morphisme de suites exactes de R-modules ~ droite gradugs 

o , R [ - - I ]  ~ ' ~  R [ - -  I ] @ R  

1 
o , R [ - - I ]  % R [ - - x ] * R  

"+~, R ~, R ,+  x > o 

> R ~, R ,  > o 

o~ la flkche verticale de droite est la projection canonique. Ce morphisme est compatible aux struc- 
tures de W[d]-module ~ gauche dgfinies par les colonnes de (3 .2 .2) .  

La v6rification de b) et c) est imm6diate. Prouvons a). I1 est clair que les fl6ches u, 

et v, sont R-lin6aires ~ droite et que v,u, = o, et l 'exactitude de (3.2.  i) est 6vidente 
sauf en R ~ �9 R 1 dans la ligne m6diane de (3 .2 .2) .  Soit donc (x,y) E R ~ �9 R 1 tel 
que dV"x + V"y ---- o. On  a alors dx + p"y = o. Utilisons l'6criture canonique (x. x. 4) : 

x =  Y~a_,,V ~ + a  0 +  ~ amF m, 
m>O m>O 

de sorte que dx s'dcrit canoniquement sous la forme ( i .  i .  5) : 

dx = Y, a_mdV" + aod + Y~ pmamFmd. 
m>O m>O 

La condition p" ]dx  ~quivaut ~t P"lam pour m < o  et p , -m]am pour  o < m < n .  
EIle entratne doric que x = F"z, z C R ~ d'ofl dx =p"F~dz,  et y = - - F " d z ,  soit 

(x,y) = Un(Z), ce qui ach6ve la d6momtration. 
Gomme les composantes de la r6solution de R ,  ddfinie par  (3.2.  i) sont des 

R-modules ~t droite gradu6s fibres, on en d6duit �9 

Corollaire (3.3) .  ~ Soit M un R-module graduL Alors R , , ~ R M  c o b  D- (W[d] )  
est reprgsentd par le complexe suivant de W[d]-modules gradugs 

( 3 . 3 . x )  o ~ M [ - -  I] ~ C ~ M - ~ o ,  

o~ M est plaxd en degrd o, et G est le W[d]-module gradu~ d~fini par C i =  M~-t@ M ~, 

d = ( :  ; ) ( i . e .  le c6ne sur idM,[_tl, o~ M" est le W-module gradud sous-jacent ~ M muni 

de la diffgrentielle nulle). 
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(3.3.~) 
On a en particulier : 

ToroR(R., 

Tor~(R..  

TorR(R.,  

Tor~(R. ,  
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M) = M .  = Coker v., 

M) = Ker v./Im u., 

M) = Ker  u., 

M) = o  pour  i > 2 .  

De plus, la projection naturelle 
L L 

( R , + , |  R M -+ R , |  R M) e F1D(W[d]) 

est reprgsentge par le morphisme suivant de complexes de W[d]-modules gradugs 

(3.3.3) 

o , M [ - - i ]  "+1> c "+~ M , o 

o , M [ - - I ]  " ,  C %, M , o 

En particulier, la projection 

Tor~(R.+ l ,  M ) ' - +  Tor~(R. ,  M)'  

i - -1 i (resp. T o r ~ ( R , + I , M )  ~ -+ Tor~(R, ,  M) ~) est induite par V : M I - I @ M  ~ --~M~ @M 
(resp. p : M ~-1 -+ Mi-a) .  

De la description (3.3.2)  rdsulte no tamment  : 

Corollaire (3-4). - -  La partie homogkne de degrg i de Tor~(R, ,  M) est le W-module 
de cohomologie H -~ du complexe concentrg en degrgs - - 2 ,  - -  i, et o : 

o > M,_I~Fn.-F"~) M,_I@ M~ av.+v.> M'  , o (x). 

CoroUaire (3.5) .  - -  Soit M un R-module gradu6 concentrg en degrg o. 

a) Tor~(R, ,  M) ~ = cv.)M, 

Tor~(R. ,  M) ~ ----- M/F"M,  

Tor~(Rn, M) ~ = o pour i 4 o, x. 

La diffgrentielle cv.)M ~ M/F"M est induite par l' application identique de M.  L' application 
canonique Tor~(R,+ D M) -+ Tor~(R, ,  M) est la multiplication par V .  

b) Tor~(R, ,  M) x = (F.)M, 

Tor~(R. ,  M) ~ = o si i + x. 

L'application canonique Tor~(R,+ l ,  M) ~ Tor~(R, ,  M) est la multiplication par p. 

(x) O n  vdrifie facilement que ce module est bien annul6 par  pn. 
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I1 est aisd d'expliciter (3.5) pour  les R-modules profinis de type I (2. I6) : 

Corollaire (3.6) .  - -  8oit M un R-module gradug profini, concentrg en degr~ zgro. Par 
dgfinition, Tor0a(R,, M) = M / V " M  est done de longueur finie. 

a) Supposons M de type I~, i.e. de longueur finie, annul~S par V". Alors les Tor~(R, ,  M) 
sont de longueur finie, stationnaire pour n ~ o. Plus prgcisgment, si M = M, ,  @ M ~  est 
la dgcomposition canonique de M,  sous l'aetion de F, en parties semi.simple et nilpotente, on a, pour n 
assez grand, 

Tor~(R, ,  M) = (M --~ M ~ )  (projection canonique), 

Tor~(R. ,  M) = M,~[--  I]. 

Pour i >i I, le pro-objet ~ lim >> Tor~(R. ,  M) est nul : l'it6r6e r-ikme de la flkche de transition 
est nulle. 

b) Supposons M de type Ib, i.e. libre de type fini sur W .  Alors Tor~(R. ,  M) = o 
et T o r t a ( R , , M ) -  ( M / F " M ) [ - - I ]  est de longueur finie. Pour tout n>>. I ,  On a 
Torta(R,, M ) =  o si et seulement si F est un automorphisme de M.  Le pro.objet 
<< lim )~ TorxR(R,, M) est nul. 

c) Supposons M de type I, ,  i.e. isomorphe ~ ko[[V]]. Alors, pour n > o, 

Tor~(R. ,  M) = Tor~(R. ,  M) = M [ - -  r] 

(en particulier, TortR(R,, M) et Tor~(R, ,  M) ne sont pas de longueur finie). Le pro-objet 
~ lim ~ Tor~(R, ,  M) est nul : la flkche de transition est nulle. Le pro-objet ~ lira ~ Torta(R,, M) 
est non nul : la flkche de transition est injective. 

Remarque ( 3 . 6 .  x ) .  - -  Sous l 'hypoth~se de (3.6) b), si F n'est pas un automorphisme 
de M, le pro-objet << lira >~ Tory(R, ,  M) ne vdrifie pas de condition de M L  uniforme. 
En effet, quitte ~ remplacer  M par  un facteur direct, on peut  supposer F topologiquement  
nilpotent sur M e t  1V[ :~ o. S'il existait un  entier a > o tel que 

V a : Tor~(R,+a,  M) = M/F"+~M ~ TortR(R,, M) = M / F " M  

soit nul pour  tout  n assez grand, on en ddduirait  paM C F"+aM pour  tout n assez grand, 
contradiction. 

D'apr~s (3.3), si M est un  R-module  gradud concentrd en degr6s o e t  I, les 
T o G ( R , ,  M) sont les colonnes de cohomologie du bicomplexe 

F n 
M 1 > M I > o 

T 
Mo (v.,-v.a) M 0 @ M  1 av.+v~ Mt 

T <:>T T Vn 
o > M ~ > M ~ 
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Par un calcul trivial, on en ddduit la structure des Tora(R, ,  M) pour M = 1.1~ (2.14. 3) : 

GoroUaire (3.7)- - -  a) Soit i un entier >>. o. Pour tout n 7> o, on a : 

Tor~(R,,  g~) j o si j 4 ~ I, 

Tor~(R,,  I.l,) 1 = V - " Z  ~ = (~ kV m, 
m < i - - n  

en particulier Tor~(R.,  LI,) est de longueur i - -  n si i >>. n, et nul s i n  >I i; 

Tor~(R,,  U~) est concentrd en degrgs I e t  2 : 

Tor (1L, tT )l = _- @ k W ,  
m < i + n  

Tor~(R,,  U,)' = CF.)U~ = @ k d V  m, 
i < . m < i + n  

et la diffdrentielle Tor2( )1 ~ Tor2 ( )~ est induite par - -  d; en particulier, Tor2R(R,, U~) 
est de longueur ~n + i. Le systkme projectif n ~, Tor2R(R,, U 3 est ~ fl~ches de transition nulles. 

b) Soit i un entier <<. o. Pour tout n T> o, on a : 

Tor~(R,,  U~) ~ = o si j # I, 

Tor~(R,,  U,) ~ = U~/F"B ~ = @ kr'~d, 
- - i>~m>n 

en particulier Tor~(R,,  U~) est de longueur - -  i - -  n s i n  ~ - -  i, et nul pour n > - -  i; 

Tor~(R.,  Ui) est concentrg en degr,Ss z et 2 : 

Tor (l%, tl,) 1 = = @ k W ,  
m < n + i  

Tor~(R,,  U,) ~ = CF.)U~ = O kF'~d, 
--i>~m> - - i - - n  

et la diffdrentielle Toh(  )1 ~ Toh(  )~ est induite par - -  d; en particulier, Tor2R(R,, U~) 
est de longueur finie ( =  n + sup(n + i, o)). Le systkme projectif n ~ Tor2R(R,, Ui) est a 

flkches de transition nuUes. 

B) R-modules cohgrents 

Tldorkme (3.8).  - -  Soit M un R-module gradud profini (2 .1 ) ,  ~ degris bornds. Les condi- 

tions suivantes sont dquivalentes : 

(i) Pour tout i, H~(M) est un W-module de type fini. 

(ii) Pour tout i, H~(M) = V-~~ ~ (x .4.7) est un W.module de type fini. 

(iii) M adraet une suite de composition formde de R-modules gradugs profinis, dont les 

quotients successifs sont du type Ia, In, ou II~ (2.16). 
(iv) Pour tout n >I o et tout j ,  Tor~(R,,  M) est un W-module gradud de longueur finie. 

(v) I l  existe n > o tel que le W-module gradug Tor~(R,,  M) soit de longueur finie. 

(vi) I l  existe n > o tel que le W-module gradud Tor~(R,,  M) soit de longueur finie. 

De plus, lorsque ces conditions sont rdalisges, les pro-objets << lim ~ Tor~(R,,, M) sont < 

nuls pour j > o. 
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L'dquivalence de (i) et (ii) ddcoule de (2.9. i) (i) et (2.9.2) (i). Compte tenu 
de (2. I5), la ddmonstration de (2.16) montre que (ii) =~ (iii). Q.ue (iii) =:- (i) rdsulte, 
par la suite exacte de cohomologie, de ce que H*(Ui) est de longueur finie (2.14.4).  
Compte tenu de (3.6) et (3.7), la suite exacte des TorR(Rn, --) montre que (iii) =~ (iv). 
Les implications (iv) =~ (v) et (iv) ~ (vi) sont triviales. Prouvons que (v) =:- (iii). 
Considdrons, d'apr6s (2.16), une suite de composition de M formde de R-modules 
graduds profinis, 

o C A o M C A 1 M C  . . .  CAlM = M, 

telle que les quotients successifs soient de type Ia, Ib, I~ ou I I  i. Supposons que l 'un 
au moins des quotients soit de type I0. I1 existe alors un indice k tel que AkM/Ak_tM 
soit de type I~, et que le R-module gradud quotient M/AkM , muni de ]a suite de compo- 
sition quotient, n'ait  pas de facteur de type I~. On dispose done de suites exactes de 
R-modules graduds 

(*) o - + M '  - + M  - + M "  - + o ,  o - + N '  ~ M '  --->N ~ o ,  

off N e s t  de type Ic, M'  et N'  sont profinis, et M"  poss6de une suite de composition 
(quotient par M'  de celle de M, done formde de R-modules graduds profinis (2. i .2)), 
dont les quotients successifs sont de type Ia, Ia, ou IIi.  Soit n > o tel que Tor~(Rn, M) 
soit de longueur finie. Les suites ( . )  fournissent des suites exactes 

(a) . . .  ~ TortR(R,, M') -+ TortR(R,, N) ~ Tor0R(R,, N') -+ . . .  

(b) . . .  -+ Tor2R(R~, U " )  -+ Tor~(R~, M') -+ Tor~(Rn, M) - + . . .  

Comme N' est profini, Tor0R(R,,N ') = N~ est de longueur finie. D'autre part, 
d'apr6s (3.6) c), TorR(R,, N) n'est pas de longueur finie. I1 en rdsulte, par (a), que 
TorR(R,, M') n'est pas de longueur finie. Par ailleurs, d'apr6s (iii) :~ (iv), on salt 
que, pour tout j ,  TorR(R,, M")  est de longueur finie. Comme, par hypoth6se, 
Tor~(Rn, M) est de longueur finie, il en rdsulte, par (b), que TorR(R,, M') est de 
longueur finie, contradiction qui dtablit done (v) :~ (iii). On ddmontre (vi) :> (iii) 
de mani6re analogue, en considdrant des suites exactes 

(**) o - + M '  - + M  - + M "  ---> o, o - + N  - + M "  ---> N "  --+o, 

off N e s t  de type I c et M'  poss~de une suite de composition ~t quotients successifs de 
type I~, Ib, OU I I  o de sorte que, pour tout j ,  Tor~(R,,  M') est de longueur finie. Si, 
par hypoth6se, Tor~(R,,  M) est de iongueur finie, il en rdsulte, par la suite exacte 
des Tor de la premi6re suite (**), que Tor~(Rn, M") est de longueur finie. Mais, 
d'apr6s (3.6), Tor~(R,,  N) n'est pas de longueur finie, donc Toraa(R~, M") ne l'est 
pas non plus, car TorR(R,, N) s'injecte dans Tor2R(R,, M") (vu que TorR(R,, N") = o 
pour j >  2 (3.3.2)) .  Gette contradiction prouve (vi) :> (iii) et ach6ve la preuvc de 
l'dquivalence des conditions (i) ~ (vi). Compte tenu de (3.6) et (3.7), la condition (iii) 
entraine la nullitd des pro-objets << lim )> T o ~ ( R , ,  M) pour j > o, ce qui termine la 
ddmonstration de (3.8). 
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Dgfinition (3.9)- - -  $oit M un R-module gradug. On dit que M est coMrent si M est 
degrgs borngs, profini, et vdrifie les conditions gquivalentes de (3-8). 

Proposition (3.xo). - -  Soit 

( . )  o -~ M '  ~ M ~ M "  - ~ o  

une suite exacte de R-modules graduals, ~ degrds bornds. Si deux des termes sont coMrents, le troisikme 
l'est ggalement, et la suite de pro-objets 

(**) o -+ (( lim >> M" --> ~< lim >> M,~ --'- (( lim >> M "  ~ o �9 ~:. < .  

est exacte. 

Supposons M'  et M "  cohdrents. Alors, pour tout n, M,  est de longueur finie, et, 
puisque le pro-objet ~( lirn >> Tor~(R,,  M")  est nul, la suite (**) est exaete. Le pro- 
objet (( lira >> M "  ~tant strict, la limite projective de (**) est exacte, ce qui entralne < 
que M est s6par~ et complet pour la topologie standard, done profini. Par la suite exacte 
de cohomologie, on en conclut que M est coherent. Le m~me raisonnement montre 
que, si M e t  M "  sont eoh6rents, M' est cohdrent. Enfin, si M' et 1V[ sont eoh~rents, 
M "  est profini (2. i .2), done cohdrent (grace ~ la suite exacte de cohomologie). 

Remarque (3 .xo.x) .  - -  Notons D(R) la categoric ddrivde de la eatdgorie des 
R-modules gradu6s, Db,(R) la sous-catdgorie pleine de D(R) formde des objets M 
de Db(R) tels que H~M soit coherent pour tout i. Ekedahl [7] a montr6 que D~(R) 
est une sous-eatdgorie triangulde de D(R). I1 en rdsulte que la sous-catdgorie pleine 
de la eatdgorie des R-modules gradu6s form~e des R-modules graduds eohdrents est 
stable par  noyaux, eonoyaux et extensions, ee qui renforce (3. IO). Ekedahl a donn6 
des crit~res pour qu 'un objet de D(R) soit (< cohdrent >>, i.e. appartienne ~ Db,(R), et 
ddfini des opdrations internes dans D~(R), qui jouent un r61e essentiel dans ses formules 
de dualit6 et de Kiinneth pour Ia cohomologie du complexe de de Rham-Witt  [7] 
(voir [ io ter] pour un rdsumd de eette thdorie). 

(3. xx) Soient M un R-module gradud eohdrent et i e Z. Le R~ lira M; 
(I .5)  admet  alors un ddvissage naturel, qui nous sera utile en (IV, I). 

Tout d'abord, comme M~/V-~176 ~ est annuld par  une puissance de F (2.9), on a, 

par ddfinition de M~ (I .5.2),  

F ~~ B ~ C M~ C V -:~ Z ~. 

L'endomorphisme F de F~~ 6tant surjectif, on en ddduit une suite exacte de R~ 
N i 

( 3 . x x . z )  o ~ F O ~  i -+ Mi~. -+ H ( M ) . .  -+o,  

off H~(M) (---- V-~176176 done H~(M).,, est de type fini sur W. Prenant la limite 

projective de (3. i i .  i) suivant F, on obtient une suite exaete de R~ 

( 3 . n . 2 )  o --~lim F~B ~ ~ t i m  M ~ -+ H~(M),, -+% 
<F < F  
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avec F bijectif  sur les trois termes. Les suites (3. i x. i) et (3. i i .  2) sont des suites exactes 

topologiques de W-modules  profinis. On  a de plus une fl~che surjective naturel le  

de ( 3 . I x . 2 )  sur (3.IX.X), qui  donne un  d iagramme commuta t i f  ~ lignes et colonnes 

exactes 

( 3 . � 9  o 

0 

O O 

K K 

lim F | B ~ �9 lim M i 
<F <F 

0 0 

, H'(M)..  , o 

-~ ~ ' ( M ) , ,  , o 

La  structure de la colonne de gauche est prdcisde par  (2.21) et (2.22), appliquds au  

domino M ~ - I / V - = Z  ~-1 -+ F~~ ~. On  a n o t a m m e n t  la factorisation canonique suivante 
de d : M  i -  I - + M  ~ : 

(3. xx .4 )  M ~-1 _~ M ~ - I / V - ~ Z ~ - I , . ~  lim F~B~,._~ lira M~_~ M~, -+  M ~, 
~F <F 

qui montrc cn particulicr quc 

dV" 
( 3 - x � 9  K e r ( M  ~-1 > lim M ~) = V-~~ ~-1. 

<F 

4" Var i~ntes  et g6n6ra l i sa t ions  

(4. �9  Soient N u n  entier 1> x et r u n  entier >/ I. Dans l 'dtude des suites spectrales 

de de Rham-Wi t t ,  nous rencontrerons des W-modules  Z'-gradu6s M munis d 'une  diffd- 

rentielle d de multi-degrd a = (al, . . . ,  a,) :# o telle que d 2 ---- o et, en chaque  multi-  

degrd i = ( i D . . . ,  i,), d 'op6rateurs F et V sur M ~, respectivement (~- et (r-t-llndaire, 

tels que FV = V F  = p N  et FdV = d. U n  tel module  M s'interpr6te comme un  
module  sur l'alg~bre de Cartier-Dieudonng, Raynaud de niveau N et multi-degr~ a, notde 

(4- x. �9  R(N, a)(k) (ou R(N, a), ou R), 

qui  est, par  ddfinition, la W-alg6bre Z'-gradude,  concentrde en multi-degrds o et a, 

engendrde par  F et V en degrd o et d e n  degrd a, soumis aux relations 

( 4 . � 9  F�9 = x~ xV = Vx ~ (x e W ) ,  FV = VF =pN,  

dx = xd (x e W) ,  d 2 - - o ,  FdV----d.  

L'alg~bre R de ( x . I . I )  correspond done au eas N---- x, r =  I, a =  i .  
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II n'est pas difficile d'6tendre h ce cadre la th~orie d6veloppde aux numdros 
prdc6dents. Nous nous bornerons ~ esquisser rapidement les grandes lignes de cette 
g6ndralisation. 

(4. ~) Mutatis mutandis, les d6finitions et r6sultats du nO x s'dtendent trivialement : 
dcritures canoniques ( i .  1.4) et ( i .  1.5) des 61dments de R = R~ R a, R-enveloppe 
d 'un R~ L, R |  R, L, expression de R(L) x comme module ddduit de L en 
rendant  V inversible ( i . 2 .  i), ddfinition de Fil" M i = V"M ~ + dV"M ~-~, topologie 
standard, compldt6 d 'un  R-module gradu6, objets V-~~ i e t  F~~ ~, factorisation (I .4.5),  
construction, comme en (i .6. I), d 'un anneau R', avec F 'V'  = V'F '  = pN et V'dF'  = d. 
Seule la d6finition des ~ tronquds canoniques , ( i .  5.2) ndcessite quelque prdcaufion : 

pour i e Z '  donn~, on peut d6finir ~ M  comme ddduit du complexe N[ ~+"a, n ~Z,  

en rempla~ant M i par V - ~ Z  i e t  M i+"a par o pour n > o, et de m~me ~>~iM obtenu 
en remplaw M i par Mi/F~~ ~ et M i+~" par o pour n < o. 

(4.3) On ddfinit comme en ( 9 . i )  la notion de R-module gradu6 profini 
( =  (V + dV)-profini), et (2. i .  i) et (2.1.2) s'6tendent sans changement. Si M est un 
R-module concentr6 en degr6 o, M est profini si et seulement si M / V M  est de longueur 
finie, et dans ce cas M est de type fini sur Wo[[V]]. La proposition (2.3) se gdndralise 
trivialement. On d~finit comme en (2.4) les notions de R~ de Cartier (resp. 
Cartier unipotent), mais on ne peut plus les interprdter en termes de groupes formels 
si N/> 2. Cependant, les d6vissages de (lov. tit.) se g6ndralisent, h cause du r6sultat 
suivant : 

Lemme (4 .3 .x) .  - -  Soit M un R~ de Cartier (i.e. profini et sans V-torsion). Les 
conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) M est sans p-torsion; 
(ii) F est injectif; 
(iii) M est de type fini sur W; 
(iv) M est libre de type fini sur W.  

On a trivialement (i) ~ (ii) et (iv) ~- (iii). Prouvons (iii) :~ (ii). On peut 
supposer M de F-torsion, done de p-torsion, done de longueur finie. Comme V est 
injeetif, V e s t  alors un automorphisme, mais V est nilpotent, done M = o. Quant  
l 'implication (i) :,- (iv), elle d6coule de la th6orie de M a n i n e t  est d6montrde dans 

Bloch [3, I I I  (2.4)]. 
Grace ~t (4 .3 . i ) ,  les dnoncds (2.5) , (2.6) et (2.7) s'dtendent sans changement 

(pour (2.5) c), filtrer d 'abord M par les noyaux de f ) .  En revanche, on ne dispose 

plus des interprdtations de (2.8). 

(4.4) Le thdor6me de structure (2.9), ainsi que le lemme cld (2. IO) s'dtendent 
sans changement,  les modifications ~ apporter ~ la ddmonstration sont essentieUement 
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triviales. De m~me, les d6vissages (2. I5) (2. I6) sont encore valables (U~ est bien entendu 
concentr6 en degr6s o et a, et le type IIi signifie isomorphe ~t U~[-- n], n ~ Zr). 

(4.5) Les calculs de Tor du nO 3 se g~ndralisent aisdment, ~ partir de la r~so- 
lution analogue ~ (3 .2 . I ) ,  avec R [ - - i ]  remplacd par R [ - - a ] .  On en d~duit un 
analogue de (3.8)~ d'ofl une notion de R-module gradu6 cohdrent, i.e. ~ degr~s bombs, 
profini et tel qu'en chaque degrd i e Z r, H~M soit un W-module de type fini. Nous 
laissons au lecteur les d~tails de ce d~veloppement. 
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H . -  LA PREMIERE SUITE SPECTRALE DE DE RHAM-WITT 

Dans ce chapitre, X dEsigne un schema lisse sur k. On  note W ~  (resp. W,,fl~) 
(ou parfois s implement W~" (resp. W,~ ' ) )  le complexe de de Rham-Wit t  de X (resp. le 
complexe de de Rham-Wit t  de X de cran n) [IO]. 

L 
x. Calcul  de R,, | W ~  

(x. x) Rappelons que le complexe de de Rham-Wit t  de X est muni  en chaque 
degrE d'opErateurs injectifs F et V, respectivement ~ et ~-l-linEaire, qui vErifient 
FV = V F  = p e t  FdV = d [io, I (2.19) ]. Ges opErateurs munissent donc Wf)" d 'une  
structure de R-module  graduE (i.e. faisceau de R-modules graduEs) sur X. Pour tout 
entier n/> o, la projection canonique W~)" -+ W,~" a pour  noyau 

FiI"W~" = V"W~" + d V " W ~  "-1 [IO, I (3.3~)]. 

Elle induit  donc un isomorphisme (cf. I (3. I)) 

(x. x. x) R. | W~" ~ W.~'. 

Notons D(X,  R) (resp. D(X, W[d])) la catEgorie dErivEe de celle des faisceaux 
de R-modules graduEs (resp. W[d]-modules graduEs) sur X (notations de (I (3. i))),  
et, pour  n entier I> o, 

L 
R. | : D(X,  R) ~ D(X,  W[d]) 

le foncteur dErivE du foncteur associant k un  R-module  gradu6 IV[ sur X le W[d]-module  
gTadu6 (i.e. complexe de W-modules) R .  | M = M.  = M/FiP  M. 

Th~orbme (x.2).  ~ L'isomorphisme (I .  I .  I) d~nit  un isomorphisme de Db(X, W[d]) : 
L 

(x.2. x) 1~ | Wg2" -~ W.~'. 

En d'autres termes, on a Tor~(R, ,  W~')  = o pour i > o. 

D'apr~s (I (3.3)) (ou plus exactement la variante de (I (3.3)) pour  les faisceaux 
de R-modules graduds sur X), (I .  2. I) dquivaut ~ l 'exactitude des suites 

( , , .2 .2)  o > W ~ _  ~ CF",-r"~I W ~ - ~ W ~  ~ a~+v, W ~  ~ ~ W,,~2 i , o 
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pour tout i e Z. On connalt d6j~t l 'exactitude en W ~  ~ ( i . i . i ) ,  et en W ~  ~-1 
car F est injectif. Reste ~t vdrifier l 'exactitude en W ~ - ~ @ W ~  ~. Soit done 
(x,y) e W ~ - x @ W ~  tel que dV"x -F V"y = o. On en d6duit dx +p".y = o, donc, 

par [IO, I (3.2~) ( I .5)] ,  il existe (localement) z e W ~  ~-~ tel que x = F"z. On en 
tire p"(F"dz +.y) = o, &off y = --  P d z ,  p dtant injectif. 

(x .3)  Erratum ~ [io, I ( 3 . 2 I ) ] .  - -  Le premier auteur profite de l'occasion pour 
rectifer  la d6monstration de [IO, I (3 .2I)] ,  qui eontient une lacune, comme A. Ogus 
et W. Lang l 'ont fait observer. Le point est que la relation dy---- o permet seulement 
d'6crire y ---- Fu § Vv et non y = Fu + pv q- dw, eomme on l'affirme ~t tort. Voiei 

une d6monstration directe de [Io, I (3 .2I) ] ,  ind6pendante des r6sultats (3.8) ~t (3.2o) 
de [IO, I]. 

I1 s'agit de prouver l 'exactitude de la suite de W2,O-modules 

�9 F n 

W 2 , ~  - +  " ~ F . W , ~ 2  . 

Par loealisation 6tale, on se ram&ne, gr~tce ~t [Io, I ( i .  14. I)] et [xo, I (2. I7.5)] ,  au 
cas off S est affine d 'anneau k, et X = Spec(A), A - - - - k i T 1 , . . . ,  T,]. Notant  E le 
complexe des formes enti~res E A de [Io, I (2.2o)],  on a alors W, fl-l] = E/Fil"*E. 
Soit x ~ E  ~ tel que dx ---- V"y d- dV"z, y e E  I+1, z e E  ~. On  dolt montrer qu'i l  existe 
t ~ E  ~ tel que x = F " t m o d F i l " E k  Q uitte ~t remplaeer x par  x - V " z ,  on peut  
supposer que z = o. Posons B = W[TI ,  . . . ,  T,]. Soit N un entier assez grand pour  
que FN+nx~')~ B e t  F N y e a ~  +~. De d x = V " y  on tire d W + " x = p " + S F N y .  D'apr~s 

le rdsultat cl~ [IO, o (2.3.  I3)], on peut  done dcrire 

FS+"x = r2"+~Y0 q-pF2"+N-~y, + . . .  -F Pa"+NY~,+N -}- dzo 

+ Fdzt + . . .  + F 2 n + N - l d z u n + N _ I  

avec des y,  e f i t ,  z s e fl~B -1. Gdtce aux identit~s FV = VF = p et FdV = d dans E, 
on en d~duit FN+"x = F*"+~t pour un t e E ~, &off, en simplifiant par  F "+~ (qui est 

injectif), x = F"t, eqfd. 

Comme W. Lang l 'a signal6, on peut  aussi redresser l 'argument de [IO, I (3 .2I)] ,  
i.e. prouver [IO, I (3 .2I)]  en n'utilisant que les r6sultats de (lot. dt. (3.8) ~t (3.2o)),  
mais la d~monstration est nettement plus compliqu~e. 

("4) Notons 

(,.4.I) Rr((x, R), ): D+(X,R) -+D+(R), 

(resp. R P ( ( X ,  d), ) : D+(X,  W[d]) --+ D+(W))  

le foncteur d6riv6 du foncteur F((X, R),  ) (resp. F((X, d), )) associant ~ un R-module 
gradu6 (resp. W[d]-module gradu6) i ~ M  i sur X le R-module gradu6 (resp. 
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W[d]-module gradud) i ~  F(X, M'). Pour M eob D+(X, R), 
un isomorphisme canonique de D+(W[d]) : 

L L 
(x. 4. ~ ) R, | Rr( (X,  R), M) ~ Rr((X, d), R, | M) 

et n entier t> o, on a 

(a formule de projection ~)) : la fl&he est ddfinie de la mani6re habituelle, et la rdso- 
lution (3.2. I) montre qu'elle est un isomorplfisme. En partieulier, pour M = W ~ ,  
on obtient, grace ~ (i .2),  un isomorphisme canonique de D+(W[d]) : 

L 
(x.4.s) R,| Rr((x, R), Wn') --X Rr((x, d), W, fl'). 

I1 en rdsulte une suite spectrale de W[d]-modules graduals, contenue 
bande [ - -2 ,  o] •  : 

( ' . 4 -4 )  E2 tj ----- Tora_t(R,, Hi((X, R), WRY)) =~ H*((X, d), W, fl'). 

clans  l a  

Notons que, si M eob D+(X, R) (resp. D+(X, W[d])), la composante homog~ne de 
degrd i de RP((X, R), M) (resp. RF((X, d), M)) s'identifie canoniquement ~ RF(X, M') 
(off M' ddsigne la composante homog~ne de degrd i de M relativement ~ la structure 
de R-module (resp. W[d])-module gradud) : on le voit par exemple en calculant (I. 4.1) 

l'aide de rdsolutions flasques canoniques. En particulier, HJ((X, R), W~') (resp. 
H'((X, d), W,f~')) est le R-module gradud (resp. complexe de W-modules) 

(x-4-5) Hi((X, R), Wf/') = (Hi(X, WH) -->Hi(X, Wn  t) ~ . . .  -->Hi(X, Wf~') - + . . .  ) 

(resp. Hi((X, d), W, fg) = (Hi(X, W,H) --->... -+ H~(X, W,a') - > . . . ) ,  

les op&ateurs F et V sur Hi(X, Wfl i) &ant induits par les opdrateurs F et V sur W~'. 
La suite spectrale ( i .4.4)  est done un complexe de suites spectrales de W-modules 
i ~ (E:')' : 

(x .4-4)' (E,ti) ' ---- Tor_Rt(R,, Hi((X, R), WRY))' ~ H'(X, W, fl'). 

Si X est sdpard et de type fini sur k, par exemple propre (le seul cas en fait qui 
nous intdresse), on peut rdaliser concr&ement (I .4.3) et (x .4.4) ~t l'aide de complexes 
de ~ech. Soit en effet lI un recouvrement ouvert affine fini de X, et soit ~I(1i, --) le 
foncteur complexe de I~lech (alternd) correspondant. Alors on volt facilement (cf. preuve 
de [io, II (2. I)]) que RF((X, R), W~') (resp. RF((X, d), W,~)')) est repr&entd par 
le complexe de R-modules gradu& (resp. complexes de W-modules) 

j ~ ~i(1I, WrY) (resp. j ~ ~( l I ,  W, fY)), 

et que l'isomorphisme (r. 4.3) est rdalisd par la suite exacte de complexes de W[d]-modules 
graduds (el. (I (3.3. i))  et ( i .2.2))  : 

~n 
(x.4.6) o -+ ~(II, W~ "-~) ~ C6ne(idccu,wm-x)) -+ (~(lI, Wf2") ~ ~(II, W.fY) -+o. 
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On a donc, pour chaque i, une suite exacte (de complexes de W-modules) 

(x .4 .6 )  ~ o > ~(lI ,  Wf2 i-t)  IF",-~) ~( l i ,  W f ~ i - t ~ W a  i) 

a . + v .  (:(lI, wf ') , r w . n ' )  , o 

et une diff6rentielle de (x.4.6) i dans (x.4.6) i+1 donn6e par les fl~ches verticales 
de (I (3.3.1)) .  Les termes de ( I .4 .6 )  ~ calculent successivement RI ' (X,  Wf~I-1), 
RI ' (X,  Wf~-I(bWf~i) ,  RF(X,  Wf~;), RP(X,  W,s (Noter aussi que, s i s  d&igne 
le foncteur complexe simple associ6, les termes de la suite exacte d6duite de (I .4.6) 
par application de s calculent successivement RI ' (X,  W f ~ ' - a ) , . . . ,  RI ' (X,  W, ai).) 

Consid6rons le complexe, concentr6 en degr6s e [--  2, o] : 

(I "4"7) K(i) = (O 3, W~"~ I - 1  (Fn'--Fnd) W~~ I - 1  ~ W~'~ i gvn+v',  W~'~ i 3, O), 

et la suite spectrale d'hypercohomologie correspondante (donn6e par (x .4.6) ~) 

(x .4 .8) '  Ef j = Hi(X, K(i) ') :~ H*(X, K(i)) ---- H ' (X,  W, f2'). 

La description (I .4.6) de (I .4.3) fournit la description suivante de (x .4.4) ~ : 

Proposition ( � 9  - -  La suite spectrale (x .4.8) ~ cofncide, ~ partir du terme E,, avec 
la suite spectrale (I .  4.4) ~. 

Notons (,E) ~ la suite spectrale ( I .4 .4 )  i. II r~sulte aussit6t de (z .4.9)  qu'on a 
un isomorphisme 

(x .4 .xo)  (,E~-"~) * =- (,Eg~'i) ' = gr-~H~-~(X, W,,a *) 

et une suite exacte 

(x .4 .  x�9 ) O --+ gr-~'HJ -2(X, Wnf~ i) ~ (,r.,~." -.-2, ~.~) ~ i,r.,2,, ~.0 i-a,,__ gr0H~-X(X, W, f~ ) )  ~ -~o. 

2. Coherence  de 'El 

On suppose d6sormais X propre et lisse sur k. 

(2. x) La premi6re suite spectrale d'hypercohomologie de X ~ valeurs dans le 
complexe de de Rham-Wit t  Ws  

(2. �9 �9 ,F. = ( ' x ' / =  Hi(X, Wa' )  =- H ' (X,  Wa ' ) )  

(off H*(X,Ws ~ H*(X/W) [Io, I I  (2.8)]) sera appel6e premiere suite spectrale de 
de Rham-Witt de X;  c'est la suite spectrale 6tudi6e dans [3] et [Io] sous le nora de << suite 
spectrale des pentes >>. Pour chaque entier n >/ o, on peut consid6rer aussi la suite spectrale 

(2. �9 .2) "E = ('E? = Hi(X, W,a ' )  ~- H*(X, W,a ' ) )  

(off H*(X, W,f~') N H*(X/W,) [IO, I I  ( I .3 .3) ] )  ditepremikre suite spectrale de de Rham- 
Witt de cran n. Les suites ;,E forment, pour n variable, un syst6me projectif :E. Comme, 
d'apr6s [xo, I I  (2. i)], les termes de "E sont des W,-modules de longueur finie, la limite 
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projective de ce syst~me est une suite spectrale, qui, en vertu de (loc. cit.), s'identifie 
canoniquement  ~ 'E : 

(2 .x .3 )  'E = lim,~E. 
n 

Pour chaque j ,  les op6rateurs F et V sur les Hi(X,  W~2 ~) = '~q-1 munissent le 
complexe '~'J~x d 'une  structure de R-module  gradu6 : avec la notat ion (i .4 .5) ,  on a 

,p.i Hi((X, R), Wn ' ) .  (2.  � 9  = 

Le r~sultat fondamental  de ce chapitre est le th6or~me suivant : 

Th/orkrae (2.~) .  - -  Sous l'hypothkse du n ~ 2 (X propre et lisse sur k), et avec les notations 
pr/cgdentes, pour tout j ~ Z,  le R-module gradu~ 'E'I i est coh/rent (I (3.9)). 

En  d'autres termes (I (3. I o .  I ) ) ,  l 'objet RI ' ( (X,  R), W~' )  de D(R) appart ient  
D~(R). 

Notons tout de suite la cons6quence suivante : 

Corollaire (2.3).  - -  Sons les hypothkses de (2.2), pour tout (i , j) ,  le morphisme canonique 
de systkmes projectifs 

(2 .3 .x )  ( 'El) ,  = H~(X, Wa ' ) / (V"Hi(X,  Wn' )  q- dV"Hi(X, W ~ ' - I ) )  

,~l'~~ = Hi(X, W,a ' )  

a pour noyau et conoyau des systkmes projectifs essentieUement nuls de W-modules de longueur finie, 
en particulier donne un isomorphisme de pro-objets 

, 0 (2.3-2) << lim ~> ('E~), -~ <~ lim >> .El. K - - - - -  < 

La topologie standard sur Hi(X, W~2 i) (d/finie par les 

FiP Hi(X,  W ~  ~) = V"H~(X, WY~ ~) + dV"Hi(X, W ~ - ~ ) )  

cofncide avec ceUe dgfinie par les noyaux des flkches canoniques Hi(X, W ~  i) ~ Hi(X, W, fll), 
i.e. la topologie limite projective des topologies discrktes d/finie par (2. I .  3) (x). 

Comme ('E~), est de longueur finie pour  tout  n ('El j 6tant cohdrent, donc en 
particulier profini), la seconde assertion d6coule du fait que la topologie limite projective 
d6finie par  (2. i .3) est s6par6e (et compl6te) et moins fine que la topologie stan- 
dard  (I (o.4)).  I1 en rdsulte que le noyau de (2.3.  I) est essentiellement nul. Le conoyau 
a done une limite projective nuUe, donc est essentiellement nul, ses termes dtant de 
longueur finie. (On aurait  pu  aussi invoquer (I (3.8)),  qui entraine que la suite spectrale 
de pro-objets d6finie par  (~.4.4)  ddgdn~re en E, ,  donnant  l ' isomorphisme (2.3.2).)  

(1) La notation Fit n employ6e ici diff~re de celle de [io, II (2.3)], mais (grfice ~ l'6nonc6) les deux notions de 
topologie standard coincident. 
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(o.4)  D6monstration de (2.2). - -  Considdrons l'assertion suivante : 

(Aj) : Pour tout n >/ o, pour tout t, pour tout i, le terme (.Eti) i de la suite spec- 
trale (i .4.4) i e s t  un W-module de longueur finie. 

D ' a p r 6 s  ( I . 4 . 9 ) ,  (Aj) est vraie pour j >  N = dim(X),  le terme E 1 de ( I .4 .8 )  ~ 
6tant concentr6 dans le rectangle [ - - 2 ,  o] • [o, N]. I1 suffit donc de prouver que 
(Aj) implique (Aj_x). Comme H*(X, W,G ~) est de longueur finie, (Aj) et ( I . 4 . I I )  
entralnent que 

(,E~ = (R. |  R 'Ei ' i -1) '  = ('El, i - i ) ,  

est de longueur finie pour tout n e t  tout i. D'autre  part, quels que soient a, b, n, 
FiP Hb(X, WO ~) est ferm6 dans Hb(X, WO ~) pour la topologie d6finie par la limite 
projective (2.1.3) (i.e. par les Fil'" Hb(X, W~) ~) =- Ker  Hb(X, W ~  ") ~ Hb(X, W, fI*)), 
en tant qu' image de l 'applieation continue 

V" -b dV" : Hb(X, W n  ~) �9 Hb(X, W a  "-~) ~ H~(X, W a  ") 

(ef. (I (0.5))) , done Hb(X, Wfl") est s6par6 et complet pour la topologie standard 
(i.e. FiP) (I (o. x)). Par suite, 'El ' i -1  est un R-module gradu6 profini. Par aiUeurs, 
( I . 4 .  io) (avec j remplac6 par j -  i) montre que 

(,E~- l, i - 1)i = Tor~(R. ,  'E i' i - x)' 

est de longueur finie pour tout n e t  tout i. D'apr6s (I (3.8)), il en r6sulte que 
Tor~(R. ,  'E l ' i - i )  i -=- ( .E[2' i-1) i est aussi de longueur finie pour tout n et tout i. Done 
(Ai_l) est vraie, ce qui ach6ve la d6monstration de (~.~). 

Remarque (2 .5) .  - -  Darts la dfmonstration prfcfdente,  on a utilis6 le complexe 
de R-modules (3(1I, W~' )  pour caleuler (2. I .  I). Ekedahl [7] (el. [ io ter (3. x. I)]) a 
d6gag6 de nos arguments un crit~re de coh6rence (I (3. io.  i)) pour ]es objets de Db(R). 

3- D6g6n6rescence  en E~ m o d u l o  l o n g u e u r  Gnie et surv le  du coeur 

On continue de supposer X propre et lisse sur k. Nous noterons E, au lieu de 'E, 
la premiere suite spectrale de de Rham-Witt  de X (2. x. i). 

(3.x)  Explicitons d 'abord ce que signifie la eoh6rence (2.2) des R-modules 
gradu6s El j. Posons (avec l 'abr6viation Hi(Wfl  i) = Hi(X, Wfl~x)) 

Z~ i = Ker  d 1 : Hi(Wfl  ~) -+ Hi(Wff~i+t), 

B~ = Im d 1 : HJ(Wfl ~-') ~ Hi(W~2~), 

de sorte que E~ i = Z~i/B~ i, et consid6rons les sous-R~ d6finis en (I (~ .4)) 

F~B~ i =  O F'B~ i, V - ~ Z ~ J = { x e Z ~ J I V ' x ~ Z ~  Vr>~ o}, 
s/>0 
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qui vfirifient les inclusions 

B~ C F*~B~ C V-o~ Z~ C 71~ c- ~.~ 

a) Par ddfinition (I (3-9)), E~ est un  W-module  de type fini. 

b) Les W-modules ,r 7~J/xr-~OT~ - ~.,~., et ~,~-- ~,  sont de longueur finie (I (~.9)). 
Le R~ V-~~174 qui  est de type fini sur W, sera appeld c~eur de E ~i et notd 

(3" x .  x ) C ~ e u r  (t~ ij) = V -~176 Z~/F ~176 B~. 

c) Le R~ E~/V-~~ ~ est de Cartier unipotent  : il est V-fini, annuld par  
une puissance de F, et V e s t  injectif (I (2.4)).  Nous dirons que ~'iJ/xr-~o71~ ~x/-- --'2 est le quotient 
de type V (ou V-unipotent, ou unipotent) de E~. 

d) Le R~ F~~ est annuld par  une puissance de V, et F est surjectff, 
de noyau de longueur finie (I (2. I3) ), I1 est fermd darts E~ pour  la topologie standard, 
et la topologie induite est ddfinie par  les dV"E~ -~'j. Nous dirons que F~~ est le sous- 
module de type dV de E~. Le quotient  ~itv~oni~ ~ -  ~2 est V-fini, son coeur (resp. quotient  
unipotent) (I (2.7)) est le cceur (resp. quotient unipotent) de E~. 

e) Darts la factorisation canonique (I (x.4.5))  de d = dl:  E~ -+El  +ld,  

E~ d , E~+I, ~ 

E~/V-~oz~# d~ F~OB;+I,~ 

les noyau et conoyau de a~ sont des W-modules de longueur finie : plus prdcisdment, 

le R~ West un  domino (I (2. I6)). D'apr~s (I (2. I8.2)) ,  on a d o n c :  

f )  (E~ ~ est de type fini sur W) -~ (F~~ ~ = o et E~/V-~~ ~ = o). 

On  retrouve en particulier le thdor6me de finitude [Io, I I  (2. I3) ] : HJ(W~ i) 
est de type fini sur W modulo p-torsion, et le sous-module de p-torsion de t-Ii(W~ ~) 
est annuld par  une puissance de p (c'est en effet l ' image inverse dans Hi (W~ i) du sous- 
module  de p-torsion du R~ V-fini E~i/F~B~). Rappelons que le fair que les 
K-espaces vectoriels H~(W~ i) | K (off K est le corps des fractions de W) solent de 
dimension finie entratne formeUement la ddgdn~rescence en F_~ modulo torsion de la 
premi6re suite spectrale [io, I I  (3.2)].  

On  retrouve dgalement un  rdsultat obtenu inddpendamment  par Ekedahl  (lettre 
L. IUusie, 6-8-8o) : le sous-module de V-torsion de E~ est annuld par  une puissance 

de V, et le quotient  de E~ j par  ce sous-module est un  R~ de Cartier. 

Notons enfin la consdquence suivante : 

130 



LES SUITES SPECTRALES ASSOCII~ES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT x3i 

Corollaire (3.2).  - -  La premikre suite spectrale de de Rham-Witt de X dgggnkre en E,  
modulo longueur finie (i.e. pour tout r >i ~, tout i et tout j ,  l'image de d~ est un W-module de 
longueur finie). 

En effet, il rfisulte de (3. i) a) que, pour tout r~> 2, E~ est un W-module de 
type fini. D'autre  part, comme la premiere suite spectrale d~g~n~re en E a modulo torsion, 
on a, pour tout r~> 1, d i m x ( E ~ i |  d imK(E~ |  ). Done, pour r~> 2, on a 
rg E~ i = rg E~,  d 'oh le corollaire. 

(3.3) Rappelons (cf. Cartan-Eilenberg, Homological Algebra, chap. XV, Princeton 
University Press, 1956 ) la d6finition des termes Z~, B~ j associ6s A la suite spectrale E. 
Pour  r~/ I, 

(3.a.x) 

( 3 . 3 . 2 )  

de sorte que 

(a.a.a) 

On a done des 

(3 .3-4)  

oO Z~ i, B~ i sont 

Pi d~signant la 

on pose 

Z~ i = Ker  Hi(X, Wf~i ) -+a Hi(X ' Wf2[~+1'~+'-11[i 4- 1]) 

= Im Hi(X, Wf~t~'~+'-q[i]) -+ Hi(X, Wfl~), 

B~ j : Im Hi(X, W~[~-'+l'~-~][i --  i]) ~ Hi(X, Wf~), 

E~J = Zq/Rq 
- - f  I - - r  " 

inclusions 

o = B ~ C B ~ C . . . C B ~ C . . . C B ~ C Z ~ C . . . C Z ~ C . . . C Z ~ C Z ~  E~, 

les objets d~finis en (3.1) et 

(m>>o), 

Z =nZ =Z  (m>>o), 

Z'~/B~ = E~ = gr 'H '+i (X/W) = P'H'+~(X/W)/P~+~H'+i(X/W), 

filtration aboutissement de la premiere suite spectrale (cf. [IO, II]) .  

TMorkrae (3.4)  (survie du c~ur). - -  Q uels que soient i e t  j ,  on a 

( 3 . 4 . I )  B~ ~o q - ~  q Z~.  CF B2CV Z2C q 

Ainsi, Coeur(E ~/) (3. i .  1) (( survit >> dans E.o, comme quotient d 'un sous-module 
(ou sous-module d 'un  quotient) de E~.  Noter que, compte tenu de (3-I) a), b), les 
inclusions (3.4.  I) entra~nent ~ nouveau (3.2). 

Pour 6tablir (3.4), nous utiliserons, sous une forme 16g6rement plus pr6cise, les 
identit6s sup~rieures de Nygaard [16 (2.3) ] (of. aussi [lO, I I  (3-9)])- 

Lemme (3.5).  - -  a) (i) Pour tout r>>. I ,  Zi/ est stable par F:E~--->E~. 

(ii) Pour tout r>~ i, l'endomorphisme F~ = p ' - l F  de E~ laisse stable BO~, done induit 
un endomorphisme, notg encore F,, de E~. 
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(iii) Pour r >1 I, posons 

v - ~ z ;  ~ = (,, ~ ~'?l v, ,  ~ z~) .  

- ,  v-~z '~/~ ~ E~. On a V-xZI~CZ~, d' o?t une inclusion ~ : _ _ ,  , _ ,  ~-+ 

(o~ V e s t  dgfini gr&e ~ b) (i) ci-dessous) est commutatif  : 

E~ ~ ,  E~, +' ' j -" + ~ 

1 
g~ ~', E~ +''~-'+~ 

De plus, le diagramme suivant 

en d' autres termes, on a 

(3 .5 .1 )  F ,d ,V = d,~. 

b) (i) Pour tout r >> I, B~ j est stable par V : E~ --~ E~. 

(ii) Pour tout r >i i, l'endomorphh'r~ V, = F- ~V de E~ lapse stable Z~, done 
induit un endomorphisme, encore notg V , ,  de E~. 

(iii) Pour r>_. I, on a F(B~)DB~, d'o?t un gpimorphisme ~ : E ~  ~ Z~/F(B~). De 

plus, le diagramme suivant est commutatif  : 

E~ ~ ,  E', + ' ' j - ' + '  

, ,~-,  § - , +  t) 
v, Z"§ T" 

E~ *, E', + ' ' i - '+~  

en d'autres termes, on a 

(3-5 .2)  Fd, V, = =d,. 

Prouvons a). On peut  muni r  W ~  ti '~+'-tl de l ' endomorphisme F> i 6gal ~ F en 
degr6 i, pF en degr6 i + I, . . . , p ' - t F  en degr6 i + r -  I. La projection naturelle 
Wfl  El'i+'-11 -~ Wfl~[ - i] est alors compatible aux op6rateurs F>~ et F. L'assertion (i) 
en r6sulte, compte  tenu de la deuxi6me 6galit6 (3 .3 - I ) .  De m~me, on ddduit  (ii) en 
comld6rant  l ' endomorphisme F ~ _ , +  1 de Wfl  E~-'+1'~1. Les assertions (i) et (ii) de b) 
se d6montrent  de mani6re analogue A l 'aide de l ' endomorphisme V< b de Wfl~ 'bl 6gal 

V en degrd b, pV en degr6 b --  I, . . . , p ~ - ' V  ell degr6 a. Pour a) (iii), nous aurons 
recours aux complexes de de Rham-Wit t  modifi6s introduits par  Nygaard [i6],  [17]. 
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Pour i e Z 

d6duit  de Wf~" en rempla~ant  d :  Wf~ *-~ ~ W f ~  ~+a 

(3 5 .3 )  W a ' ( i ,  n) (WO ~ �9 = ) W ~ " ~  1 ) . . .  

(~ 5.4)  wn'( i ,  n) (wg) ~, w n  1 ~ �9 - -  ~ . ) ,  . . . 

et n entier i> o, nous noterons WO'(i ,  n) (resp. W~ ' ( i ,  - -  n)) le complexe 

par  dV" (resp. F"d) : 

> W ~  ~ _ ~ w  Wa ~ e . . . )  

a W f ~ i _  ~ F"a a > , W ~  , . . . ) .  

Pour  n e Z, d6signons pa r  E(i, n) la premi6re suite spectrale d 'hypercohomologie  de X 

~t valeurs dans Wf~'(i, n) : 

E~.~(i, n) = H~(X, Wf~ ~) :,- H ' ( X ,  Wf~'(i, n)). 

Avec ces notations, on a 

V - t Z ~  ~ = Ker  H~(X, Wf~ i) av  H i ( X  ' Wat~+~,~+,_~[i + I]) 
= z~(i + ~, ~). 

Consid6rons les morphismes de complexes (cf. Nygaa rd  [x6 (~.~)]) : 

W f r  WO -+ . . .  ~ W O ~ W O  ~+1 

T ,'vl vT 
W f r ( i  + ~, ~) WO ~ . . .  ~ W ~  ~ ~ W ~  ~+~ 

W~"  W 0  - + . . .  ~ W s  a-> W f f  '+~ 

-+ . . .  -+Wf~  I + ' - 1  _+ Wf~i+* -+ . . .  

It II 
. . .  ~ W ~  ~+'-1  _+ Wf~i+, -+ . . .  

r l r 

--, . . .  ~ W ~ + ' - I  _ +  W ~ ) ~ + "  ~ . . .  

Le morphisme infdrieur montre  que Z~(i + x, ~) C Z~, d'ofl la premiSre assertion de (iii). 
D 'au t re  part ,  les deux morphismes ci-dessus fournissent un  d iagramme commuta t i f  : 

v l 
V-17.~ E~(i + I, x) 

t ~  

d r  

4 
, E ~ + , , J - , + I  

,~ E~+"J-'+l( i  + I, i) F, 

,_ E~r+,. j - , + l  

d'o/1 ( 3 . 5 . I ) .  L a  ddmonstrat ion de b) 
morphismes : 

W~"  

1 
W ~ ' ( i  -}- r, - -  x) 

T 
Wf~" 

(iii) est ana logue;  on utilise cette fois les 

. . .  -,,- W ~  i -.+ . . .  ~ W O ~ + ' - I ~  WO ~+' ~ Wf~i+ ,+l  _+ . . .  

. . .  ~ W ~  ~ ~ . . .  ~ W ~ +  ' - l ~ w ~  ~+' ~ W ~ + ' +  1 ~ . . .  

p'-'v I v T 

� 9  ---> W ~  ~ ~ . . .  --> W ~ + , - 1  .__> W ~ + ,  ~ W ~ 2  I + ' + 1  ~ . . .  
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(3.6)  Dgmonstration de (3.4)- q L'inclusion 

(,),  v c 

est vraie pour  r =  2. Supposons ( , ) ,  Etablie, prouvons (*),+t (r>~ 2). D'apr~s 
(3.5) a) (iii), on a 

v- z cv- z cz , 

et V - ~ Z ~  est stable par  V. De plus, comme 

V-~176 = c~ Ker  dV":  H~(W~ ~) -+ H J ( W ~ + t ) ,  

on a B~CV-~176 et 1 'endomorphisme V de E~ induit  un endomorphisme,  note 
encore V, de xr-~ 7~Jm0 B~ j e s t  stable par  V (3.5) b) (i). Par ailleurs, V -~~ Z~ est -- ~2/~r, car 
stable par  F, donc F, : E~ ~ E~ (3.5) a) (ii) induit  un  endomorphisme F~ de V -~ 7otno ~ 2  la '~r  " 

x7-~70tnO vErifient F ,V  = VF,  = p'.  Enfin, il dEcoule Les opErateurs F, et V sur -- ~2t~, 
v -  ~ 7 ~ m ~  V -  | Z~ + ~, J - '  + ~/B~, + " J - "  + de (3-5) a) (iii) que la diffErenfielle d , : - -  ~2i~, 

induite par  ceUe de E, vdrifie F , d , V  = d,. On peut  rdsumer ces propriEtEs en disant 
que le complexe (V-~~ d,), m u n i e n  chaque bidegrE des opdrateurs F, et V, est 
un  module  graduE sur l'alg~bre de Raynaud  de niveau r, R(r) (avee diff~rentielle de 
bidegrE (r, I - -  r)). Or, comme r>_- 2, les composantes de ce module  sont de type fini 
sur W d'aprEs (3. I) a). Grfice ~ (I (4.4)), il en rEsulte que la diffErentielle est nulle 
i.e. que 

--V-~176 7~J/l~J C Ker  d, : ~  ~ ,  E~ -+E  i+' '~- '+t_~ __ Z~+I/B,,0 0 

ce qui prouve l 'inclusion (*) ,+t .  On  en conclut que l 'on a V -~ Z~ C Z~.  On dEmontre 
l 'inclusion B~EF~176 de mani~re analogue, en s 'appuyant  sur la partie b) de (3-5)- 

Remarque (3.7).  - -  Nous donnerons plus loin (IV (2. I4) ) une autre demonstrat ion 
de (3.4), comme application de la structure des groupes de cohomologie de X ~ valeurs 
dans les cycles et les bords du complexe de de Rham-Wit t .  Toutefois, comme l 'a  observe 
Ekedahl [7], l ' a rgument  prEcEdent permet  d'Etablir une survie du coeur pour  tout 
complexe coherent  (I (3. io .  I)) (of. [ io  ter, (2 .5 .3)]  pour  un  EnoncE precis). 

CoroUaire (3.8).  - -  Soient i , j  ~ Z.  Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) La diffErentielle d 1 : E~ -1'~ ~ E~ est nulle. 
(ii) H~(W~)/VI-P(W~ ~) est de dimension finie sur k; 
(ii') vHJ(W~ ~) est de dimension finie sur k (i); 
(El) Hi(W~T-~)/FHJ(W~ ~-~) est de dimension finie sur k; 

(iii') ~-IJ(W~ ~-1) est de dimension finie sur k; 

(1) On rappeUe la notation uM --- Ker u pour u un endomorphisme d'un groupe ab6lien M. 
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(iv) F~~ B~ = o; 
( v )  = 

De plus, ces conditions entrar que route diffgrentielle d r aboutissant en E~ est nulle et 
que toute diffgrentieUe d, issue de E~r -1'~ est nulle. 

I1 est clair que les conditions (i), (iv) et (v) sont 6quivalentes. La condit ion (ii) 
signifie que HJ(WO i) est V-fini, donc implique (ii'), et inversement (ii') entralne que 
F| est de longueur finie, donc que HJ(W~ ~) est V-fini. La condition (iii) entralne 

~1 t~ "-'2 est de type fini sur W, donc implique (iii') (car le noyau de F 
sur F~~ -1'i  est de longueur tittle), et inversement,  comme F est surjeetif sur F~176 -~,i , 
(iii') entratne que le noyau de F sur E~- 1, j[FOO B~- t.j est de dimension finie sur k, &off (iii). 
Done on a (ii) ~r et (iii) ~ (iii'). D'autre  part ,  on a (iv) =~ (ii) (3. I) d). Par 
ailleurs, (ii) signifie, eomme on a vu, que E~ est V-fini; done F~B~, ferm6 d a m  E~, 
est dgalement V-fini (I (2.3)),  done de longueur finie puisque annul6 par  une puissance 
de V (et m~me nul  (I ( 2 . I8 .2 ) ) ) ;  le noyau de aT:E~-I 'J/V-~Z~ - l d  -+F~  &ant  
de longueur finie (3. x) e), ~Ir~-tdtxr-~176 ~2 est alors de longueur finie (et m~me nul), 
et il s'ensuit que E~-I'J/FE1-1'~ est de dimension finie sur k, done (i_i) implique (iii). 

V i-- 1, jfr~oo Ri-- 1, j Enfin, (iii) implique que ~l /~ ~'~ est de type fini sur W, donc coincide avec 
171- t 'J l lT~Ri- - t ' J  --> E/I j est sa R.enveloppe compl&de (I (2.IO) b)), de sorte que d l : ~  1 / ~  ~2 

z~o.  Done (iii) implique (i), et les conditions (i) ~t (v) sont 6quivalentes. La derni6re 
assertion r6sulte trivialement des inclusions (3.4.  i).  

Corollaire ( 3 . 9 ) - -  Soient i, j e Z .  Si E~ est de type fini sur W, alors E~ = E~ 
(toute diff/rentielle dr aboutissant ~ ou issue de E,~ est nulle). 

On retrouve ainsi le th6or6me de d6gdn6reseence [io, I I  (3.7)] : si, pour  tout  (i , j) ,  
E~ est de type fini sur W, la premi6re suite speetrale d6gdn6re en Ft .  On  retrouve 
6galement les rdsultats de ddg6ndreseence partieUe de [Io, I I  (3.3) et (3. i I) ~t (3-I5)] : 
E~ ~ E '~ E~  --  E~,  E ~ =  E~ i (pour X purement  de dimension N), ear les 
termes E x en question sont de type fini sur W. 

Corollaire (3. xo). - -  ,7oient i , j  ~ Z. - -  a) Les conditions suivantes sont /quivalentes : 

(i) Z~ v-~ 7~ �9 
(ii) Z~ est stable par V, i.e. Ker d = Ker  dV : Ef ~ E~ +1'~. 

Elles entrafnent que toute diffgrentielle dr, r >>. 2, issue de E~ est nulle. 
b) Les conditions suivantes sont /quivalentes : 

(i) B~ = F~B~; 
(ii) By est stable par F, i.e. I m d  = I m F d :  E~ -1'5 ~ E ~ .  

EUes entrar que toute diff(rentielle dr, r >~ 2, aboutissant d E~ est nulle. 

Cela r6sulte trivialement de (3.4). 
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Remarque (3.IO.X). - -  Rappelons que si K e r d  = K e r F d :  E~ - t ' i  -~E~,  on a 
B~ = o (I (2.I2)) ,  done toute diff6rentielle d,, r~> I, aboutissant ~ E~ est alors nulle. 

Signalons 6galement la cons6quence suivante, obtenue inddpendamment par 
Ekedahl (lettre ~, L. Illusie (6-8-8o)) : 

Corollaire (3. xx). ~ On a E~' ~ ----- E~ ~ pour tout i. 

D'apr~s (3.8), il suffit de v6rifier que vH*(Wf~ ~) est de dimension finie sur k. 
Or vHa(W~ ~) est quotient de H~ et H~  est isomorphe h lim H~ ~) 

[~o, I I  (2.2.~)] ,  done de dimension finie sur k, la dimension des H~ ~) 6tant 
major6e par ceUe de H~ 

(3.xa) Soit [a,b] un intervalle de Z, avec b - - a = n > t  i. Le thdor6me de 
finitude (2.2) fournit aussi des renseignements sur la structure des groupes de coho- 
mologie H"(X,  W~t"'b]), que nous allons indiquer rapidement pour terminer ee num6ro. 

On 6tudie H~ W ~  ["'b]) au moyen de la suite speetrale ddduite de la filtration 
naive de W~~ [a'b] -" 

( 3 . 1 2 .  l )  E ~ ( [ a ,  b]) = H i ( X ,  (W~'~[a'b])/) ::~ H'(X,  War"b]). 

Notons 
H ' (X,  W f P  'hI) = I~H*(X, W ~  [~ 3 . . .  D pbH*(X, W ~  [~'b]) D pb+l = o 

la filtration de l'aboutissement. Transcrivant la formule 

gr'H'+~(X, W a  [~ = Z~([a, b])/B~([a, b]) 

l 'aide de (3-3. I )  et (3.3.2),  on obtient, pour m = a + j  : 

(3. x2.2)  gr~ W ~  [~ -~ Z~J+ 1, 
gr~ X, W~[~'b]) = ~,+ t--hTa+h'i--htB~+h'J--~l ~+ t (0 < h < n) 

grbn'n(X, W~[ a,b]) ~b,J--,IRb, J--n 
~ 1  I ~ n  -b 1 ~ 

Notons d6j~ que, grace ~ (3. I) a) et (3.3.4) ,  g r~247 est un W-module de type 
fini pour o < h < n. D'autre part, on peut munir  W ~  [',b] de l 'endomorphisme F>o, 
6gal ~ F e n  degr6 a, pF en degr6 a +  x , . . . , p " F  en degr6 b = a + n  (cf. preuve 
de (3.5)), et de l 'endomorphisme V<b, 6gal ~ V en degr6 b, pV en degr6 b --  I, . . . ,  
p"V en degr6 a. Ces endomorphismes, resp. cr et ~-t-linfaires, v6rifient 

( 3 . 1 2 . $ )  F ~ a V < b  = V<~bF>~a = p n + l  

Ils op~rent sur la suite spectrale (3. t~,. I). En particulier, le gradu6 gr 'H"(X,  W ~  C''b]) 
se trouve ainsi muni d 'une structure de R~ + i)-module, off R(n + I) d~signe l'alg~bre 
de Raynaud de niveau n + x (I (4. i)). Par construction, l 'op~rateur F>~s sur gr" 
(resp. V<b sur gr b) coincide, via (3.x2.2),  avec l 'op6rateur F sur Z,~J+t (resp. V 

Eb,i-ntB b'j-h~ (cf. (3 5) a) (i) et b) (i)). D'apr~s (3 I), Z~J+t/F~ j e s t  de type fini sur 1 i nq-t / " 
sur W, et Ebt ' i-"tnb'~-~ est V-fini (i.e. de longueur finie rood V). En r6sum6 : l ~ n  + I 
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Proposition ( 3 . x 2 . 4 ) . -  Avec les notations de (3.I2.2) : 

(i) gr a, en rant que F-module, est extension d'un W-module de type fini par le sous-module de 
type d V  de E~ j (3.1) d);  

(ii) pour o < h < n, gr *+h est de type fini sur W; 
(iii) gr b, en rant que V-module, est V-fini. 

Pour a = o, le sous-module de type dV de E ~ nul. On retrouve done le rfsultat 
de finitude [IO, II  (~ . i i ) ] ,  c16 du th6orSme de d6g~n~rescenee modulo torsion de 
(lot. cir.) : 

Corollaire (3.x2.5). - -  Pour tous i , j  EZ, H~(X, W ~  -<~) est de type fini sur Wo[[V]] 
(V opgrant par V<~), et Hi(X, W~-<~)/V est de longueur finie. 
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x. OpGrateurs F', V' et i s o m o r p h i s m e s  de Cartier sup~rleurs 

Dans ce num6ro, X d6signe un schfma lisse sur un sch6ma parfait S de carac- 
t~ristique p > o. On  suit les notations de [io, I, 3]. En particulier, W ~  est le complexe 
de de Rham-Wit t  de X/S de cran n, W . ~ )  d6signe le syst6me projectif, ou parfois 
le pro-objet, correspondant.  On  pose 

( ,  .o) ZW, f~x = Ker  d :  W , f ~  ~ W, alx + ' ,  BW, f~x --= d W . a ~  - t ,  

a w.nl = zw.a ,/Bw.a . 

Comme pr~c6demment,  on omettra  l ' indice X quand  il n 'en pourra  r~sulter de confusion. 

(x. x) Soit i e Z. Rappelons que l ' endomorphisme de multiplication par  p induit  
un homomorphisme injectif p : W , ~  ~ - + W , + I ~  ~ [Io, I (3.4)],  qui commute  aux 

op~rateurs F, V, R. Nous d6signerons par  F'  l ' endomorphisme de W , ~  ~ d~fini par  

(x .x .x )  F ' = p F = F p :  W . a ~ - ~ W . a  ~. 

II est clair que l 'on a 

(x. x. 2) F' (ZW, Y~ ~) C ZW, a ~, F'  (BW, f~ ~) C BW. a ' ,  

et que F'  est un  endomorphisme du syst~me projectlf  W . ~  ~, injectif sur le pro- 
objet correspondant [Io, I (3-5)]. Grace ~ ( I .~ .2 ) ,  F'  induit  un  endomorphisme 
de W~ f]i/BW, ~i. 

Proposition ( x . 2 ) .  - -  Pour tout n e N  et tout i e Z ,  on a une suite exacte 

(x .2. x) o -+ V " - l f ~ / ( V " - l f ~  ~ c~ BW, a i) -+ W,Y~/BW, f~ ~ -~ W,a~/BW, f~ i. 

En particulier, F '  induit un endomorphisrae injectif  du pro-objet W. ~ / B W .  f~. 

I1 suffit de prouver  l 'exactitude au centre. On note d 'abord  que F'  : W,,~ ~ -~ W,,~ ~ 
s 'annule sur V " - I ~  ~, car F ' V " - I ~  ~ = F ( p V " - l ~  i) C F ( V " ~  ~) = o. Soient main tenant  

x 1 C W n + l ~  i, d ' image x e W j ~  ~, et Y e W ,  ~ - I  tels que d 3 = p F x  i ( =  F'x). D'aprSs 
[io, I ( 3 . 2 i . i . 5 ) ] ,  il existe alors (localement) z 1 e W n + l ~  ~-1 tel que y = Fz 1. On  
e n d d d u i t  pF(x 1 - d z i )  = o ,  i.e. p F ( x  - -  dz) ---- o, off z e W , ~  ~-I est l ' image de z 1. 

Donc, comme p est injectif, x - -  dz e Ker F : W, fl ~-+ W,,_i ~ = V ~ - I ~  i [io, 

I ( 3 . I i .  I)], ce qui  ach~ve la d6monstration. 
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Noter que le morphisme de syst6mes projectifs p : W.  f~ -+ W. + lf~ i induit sim- 

plement la multiplication par p sur le pro-objet W.  f~, et par suite l 'endomorphisme F' 
du pro-objet W.  f~i (resp. W.  f~i/BW, f~i) coincide avec pF. 

( I . 3 )  Rappelons [IO, I (3.2I)]  que, pour tout n e N  et tout i e Z ,  on a 
ZW,,f~-----F"W2,f2 i, et que K e r F " : W 2 , f 2 i - + W ,  f21=V"W,  f2i [Io, I ( 3 . 2 I . I . 2 ) ] .  
En d'autres termes, F" induit un isomorphisme 

(x .3. x) F" : w ~ . a ~ / v - w . a  ~ -~ z w . ~  ~. 

On d6signera par 

( x . 3 . 2 )  V ' :  Z W . + l ~  ~ ~ ZW.f~ ~ 

l 'unique homomorphisme rendant  commutatif  le cart6 

W~.+~a~/V"+ lW.+ ~ ~ , W~.~ /V"W.~  ~ 
! 

Fn+l[----" _~ F n 

+ 
�9 V * 

ZW,,+ 1~' ) ZW,,~ i 

off la fl~che horizontale supdrieure est la projection canonique. I1 est clair que V'  ddfinit 
un homomorphisme de syst6mes projectifs 

V ' :  ZW.+~2 ~ - + Z W . ~  ~, 

et qu'on a 

( x . s . s )  Fv '  = V'F = ~ :  z w . + , ~ '  ~ z w . _ l a  ~ 

(off rc est la fl6che de transition du syst6me projeetif ZW. f~i). Done F et V' d6finissent 
des automorphismes, inverses Fun de l 'autre, du pro-objet ZW.f2 i (ce qui pr6cise 
[IO, I (3.22)]). 

Par ailleurs, on vdrifie trivialement que l 'on a 

(x .3 .4)  V 'd  = dVR~: W,~+lf~ i-1 ~ ZW, f2 ~ 

(off R e s t  la restriction), done que 

(x .3 .5 )  V'(BW.+la')  c BW.a'. 

Par suite, V'  induit un homomorphisme (surjectif) 

(x .3 .6 )  v ' :  ~ '~w.+ ,a"  ~ g ' w . f r .  

Si 

0.3.7) F': ~ 'w~a- -~ ~'w~n" 
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d6signe l 'homomorphisme induit par  F' ( i . i . x )  gr~tee ~ ( I . I . ~ ) ,  on a 

( x . 3 . ~ )  F ' V '  = V ' F '  = p : a~W.+~a" -* ~ W . a ' .  

On prendra garde que, eontrairement au pro-objet W. ~ ,  le pro-objet o ~ W .  ~" 
n'est pas sans p-torsion (d&s que i >  o). Nous expliciterons plus loin le pro- 
objet ~ W . ~ "  (~.6.~).  

Proposition ( t . 4 ) .  - -  Soient n ~ N  et i e Z.  II existe un unique isomorphisme 

0 . 4 . x )  c - " :  w , a '  -~ a~w,n"  

rendant commutatif le carrd 

W ~  ~ > W.f~ ~ 

I 1 
z w ,  a '  , a~ w.n"  

o~ les flkches horizontales sont les projections canoniques. 

Comme W,f~ i = W~,f~i/(V"W,~ ~ + dV"W,f~ i - t )  et que F"dV" = d, l'exis- 

tence, l'unicitd, et la surjeetivit6 de C - "  sont imm~diates. Si x e W~,~ i, y ~ W,f~ ~-1 
sont tels que F"x = dy, alors F"(x - -  dV"y) = o, d'olh x - -  dV"y ~ V"W,,~ ~ [IO, I 
(3.21. x .2)], ce qui prouve l'injectivit~ de C-".  

Noter que C - "  est un homomorphisme d'alg~bres gradu~es de W,~" dans 

~ ' W , ~ ' ,  i.e. 

( x . 4 . 2 )  C-"x.C-"y = C-"(xy)  

quels que soient x ~ W , ~  ~, y a W , ~  j. En effet, F : W,+ 1~" ~ W,~" est un homo- 

morphisme d'alg~bres gradu6es [IO, I (2.17) ]. 
Pour n = I, C -1 : ~" ~ r  est l 'isomorphisme de Cartier habituel, eomme 

il r~sulte de [IO, I (3.3)]- 
On  d~signera par  

( t . 4 . 3 )  c " :  z w ,  a i ~ w . a '  

l 'homomorphisme induisant, par passage au quotient, l 'isomorphisme inverse de (I .  4- i), 
done dormant une suite exaete 

�9 C n  

(x . 4 . ' t )  o -+ B W , ~  ~ -+ Z W , ~ '  ~ W . ~  ~ -+ o. 

L'isomorphisme C - "  permet de traduire en termes d'op~rateurs sur W . ~  ~ les 
op~rateurs F', V' sur ~ W . ~ "  : on v~rifie trivialement que les earr~s suivants sont 

commutatifs : 
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(x.4.5) 

w.a, , w.a, 

~ w . a "  F', a~w.a" 

(:.4.6) 

W.+~f~' R > W.a' 

a~w.+~a" v,  a~w.a" 

On a d 'autre  par t  un  carrd commuta t f f  

0.4.7) 

W.+l~ F > W.~ 

o~W.+la" ~, af'~W.a" 

off r~ est la projection canonique, de sorte que les isomorphismes C- "  ddfinissent un 
isomorphisme W-lindaire de syst~mes projectifs 

(x .4 .8 )  C - ' :  (~ '*W.fl  ~, F) ~ ( ~ W . f Y ,  =). 

Enfin, p : W, fY ~ W,~ + 1 fY induit  un  homomorphisme p : .Yt~W,f~" ~ .Y~W,  + lfY, 

qui s'ins6re dans le carrd commuta t i f  suivant : 

(1.4"9) 

aCw.a" -', aCw.+ln" 

(x "5) (1) Soit W. = W.(S) le schdma d'espace sous-jacent S, anneld par  W.(Os) , 
et notons u le morphisme canonique du topos cristallin de X/W.  dans le topos zariskien 
de X [~, (5.18)]. On  a construit dans [IO, II ,  i] un  isomorphisme canonique de 

D(X, W, Os) : 

(x. 5. x) Ru, Ox/w. ~ W, f2~z, 

(1) Ce numdro est une parenth~se, qui ne servira pas dam la suite (~ l'exception du rappel (1.5. x)). 

14/ 



x4~ L U C  I L L U S I E  E T  M I C H E L  R A Y N A U D  

donnant  donc, en particulier, pour  tout i, un isomorphisme W.-lindaire 

R %  0xcw. --X ~ W ,  f~,. 

Composant  avec <~ l ' isomorphisme de Cartier ~ (I .  4. I), on obtient un  isomorphisme 
W, rlindaire 

(x .5.2) W,f~x ~ .-"*Riu.r 

O.~uand X admet  un  rel~vement lisse X '  sur Wn, Riu,&x/w. s'identifie canoniquement  
�9 ~(f~x,/w.), et l 'on peut montrer  que ( I . 5 .2 )  pour  / ~ o est donnd par  

W, O x ~ X = ( X o , . . . , x , _ l ) ~ x ~  +p'~?"' + _~- , _ l  ~ ~~  

o6 ~ 0 , . ' . ,  ~,-1 sont des sections locales de �9 x, relevant x 0 , . . . , x , _  1. Comme Katz 
l 'a falt observer, ( i .  5.2) donne une description purement  cristalline des composantes du 
complexe de de Rham-Wit t  de X de cran n, et par  consdquent laisse entrevoir la possi- 
bilitd de reconstruire, par  voie cristalline, la thdorie de [io] (pour X lisse sur S parfait). 
Cette reconstruction est effectivement rdalisable. Esquissons seulement ici la d6finition 
de d :  W,,n~ ~ W , f ~ x  +~ et R :  W , + ~ f ~  ~ W , f ~ .  Posons R'u, Ox/w. = ~ ( X / W , ) .  
Pour tout ouvert affine U de X, relevd en T,  lisse sur W,,  on a un  isomorphisme 
canonique 

(x.5.s) ~ ( x / w . )  [ u ~ a ~ . ~ .  

Si T2,/W2, est un rel~vement lisse de U, et T,, = T2, | W,,  on a une suite exacte 
�9 p n  

o -+ f~T. ~ f~,.  ~ f l ~ .  -+0. 

Le cobord correspondant  

W~+~c~. d : ~ f ~ . / w .  ~ ~'Tdw. 

s'identifie, via ( I . 5 .2 )  et ( I . 5 .3 )  , ~ la diffdrentielle d :  W , f ~  ~ W , f ~  +1. La  << recons- 
ti tution ~> de R est plus d61icate : il s'agit de ddfinir de fa~on autonome V'  (I .  3.6).  
Soit T /W un rel~vement formel lisse de U, muni  d 'un  endomorphisme a-lindaire 
relevant l ' endomorphisme de Frobenius de U. Notons @ l 'endomorphisme de f ~  induit  
par  ~,  et @ : f ~  ~ f ~  l 'homomorphisme d'alg~bres gradudes ddduit  de �9 par  division 
p a r r  en degrd i (of. [IO, o (~.3)])- On ddduit  du fait que @ relive C -x que �9 induit  
une injection 

( , . s .4)  ~I(P"+~'~ + t~an'~ -~) "--,. ~I(P + a~-:). 
Posons T,  = T |  D'apr~s [IO, o (~'.3.~3)], "~'f~.+~ est contenu dans l ' image 
de ( i . 5 . 4 ) ;  pour  x e~'~f~,+~, l 'unique y ~f~/(p"+~f~ 4-pdf~ -~) tel que x = @y 
est un cycle modp",  dont  la classe dans a 'Uf~, est par  ddfinition V'x. On  constate que 
l 'homomorphisme V'  ainsi ddfini correspond, via ( i . 5 .  ~) et ( I . 5 .3 ) ,  A l 'opdrateur de 
restriction R : W , + ~ f ~  ~ W , f ~ .  Les carrds (~.4.7)  et ( I . 4 .9 )  sugg~rent comment  
reconstituer F et V, et il n'est pas difficile, A partir  de I~, de retrouver le formulaire 
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[IO, I (2. I8)] et le thdor~me de comparaison rappeld ci-dessus (i .5. i), d'ofi ddcoule 
alors, de fa~on tautologique, l'isomorphisme de Cartier (x-4. i). Signalons que cette 
reconstruction n'utilise ~ aucun moment la thdorie du complexe des formes enti~res 
de [1o, I, 2]. 

(x.6) Interprdtons, ~ l'aide de ( i .4 .8) ,  noyau et conoyau de p sur le pro- 
objet ~ W .  s 

D'apr~s ( i .  4.9), les isomorphismes C" ddfinissent un isomorphisme de pro-objets 

(x .6. x) p ~ W .  ~" -~ << lim>) vW.~ ~. 
"F 

D'autre part, d'apr~s [xo, I (3. I I .2)], on a, pour tout n, un isomorphisme 

dV n-1 : ~ - l / Z n ~ - i  --% Ker(V : Wn~ ~ -+ Wn+l~) ,  

&off une identification du syst~me projectff vW.~ ~, avec fl~ches de transition F, au 
syst~me projectff g)~-l/Z. ~ - x ,  avec fl~ches de transition les projections canoniques. 
Composant avec (i .6. x), on obtient un isomorphisme canonique (~-llndaire de pro- 
objets (avec fl~ches de transition les projections canoniques) 

N ' �9 (x.6.2) << C-ld>> : ~"~i-1/Z.~'~i-1---~p~W.~'~ ((( C-ld>> = C- 'dV ' -~ ) .  

De mani~re analogue, utilisant [io, I (3 . I i .3 ) ] ,  on ddfinit un isomorphisme 
canonique (~-Llindaire de pro-objets (avec flbches de transition les projections et inclu- 
sions canoniques) 

( , 6 3 )  ,, c >, ( =  F ' - I C  .) : 

Noter que, compte tenu de (I.  3.8) et du fait que l'endomorphisme F' (resp. V') 
du pro-objet ~r ~" est injectif (resp. surjectif), l'inclusion canonique 

(x.6.4)  v,W~W. ~" --~ pgf~W, f2" 

et la projection canonique 

(x.6.5) ~ W . ~ ' / p  ~ ~ W .  ~'/F' 

sont des isomorphismes de pro-objets. 
Observons enfin qu'en vertu de (I.  6.2) le pro-objet 3r ~" n'est sans p-torsion 

que pour i--~ o : dans ce cas, d'ailleurs, V' est un isomorphisme (I .3 .3) .  

(x.7) Pour terminer ce numdro, nous allons ddcrire certains endomorphismes 
des pro-complexes tronquds t<~W.~', t>~W.s qui joueront un r61e essentiel dans 
la suite. 

Soit i eZ .  On notera 

(I.7. x) V ~  : t<~W. ~" -+ t<~W. ~" 
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l 'endomorphisme du pro-complexe tronqu6 t<~W.fl" 6gal ~t V'  en degr6 i et p ~ - i - t V  
en degr6 j < i 

W.O d> W . f l l  > . . .  > W.fl~_l  a> ZW.f l l  

W.O d> W . ~ l  > > W.fl~_l  d � 9  �9 Z W . ~  

(cette d~finition est ldgitime, vu (1 .3-4)) .  On a un cart6 commutat i f  

0 . 7 . 2 )  

C<~W. ~" > a ~ W .  f r [ - -  0 

t ,w. n" , scow. a ' [ -  i] 

off les fl6ches horizontales sont les projections canoniques. 

On  notera d 'autre part  

(x .7 .3 )  F ~ :  t>_,W.~" -+ t>~W. f r  

l 'endomorphisme du pro-complexe tronqu6 t>iW.~"  6gal ~ p J - 'F '  en degr6 j : 

W . ~ , B W . ~ I  d> W . ~ + l  > . . .  > W . ~ i  > . . .  

W. ~itBW" fli d s 1 > W .  > . . .  > W . ~  ~ > . . .  

(cette definition est 16gitime, compte tenu de ( I .  I .  2) et du fait que dF = pFd). On a 
un carrd commutat i f  

Y ~ W . ~ ' [ - -  i] > c>~W.~ 

~ W . ~ ' [ - -  i] > t>iW.~" 

off les fl6ches horizontales sont les inclusions canoniques. 

D'apr~s (I .2) et le fait que le pro-objet W.fl"  est sans p-torsion, les fl6ches F' f> 
r et V< i sont injectives. 
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Notons aussi que 

(I.7-5) F~o =P~, 

o~ ~ est l'endomorphisme de W.~" 6gal ~t p~F en degrE i [xo, I (2.I8), I I  (I .2)],  
correspondant via (i .5.1) ~t l'endomorphisme de Frobenius de Ru.Oxt w. Done, compte 
tenu de (I .  7-4), 

( I . 7 . 6 )  ~ t ~ ' / W . n "  = p i - ~ F '  . 

On a, par ailleurs, les identit& ~videntes : 

(I.7.7) ~V~,-= V~i ~ =p', 

et, pour X/S de dimension relative N, 

V' F' =pN--i+t. ( I '7"8)  F~iV~N = ~<N ~>i 

~. D6g6n6rescence modulo torsion de la suite spectrale conjugu~e 

(2. I)  Soit X un schema propre et lisse sur k. Pour n entier >/ I, on appelle suite 
spectra& conjuguge de cran n (ou deuxikme suite spectra& de de Rham-Wit t  de cran n), et l'on 
note ',~E (ou simplement mE s'il n'y a pas de confusion ~t redouter) la deuxi~me suite 
spectrale d'hypereohomologie de X ~ valeurs dam W, f2k : 

( 2 . I . I )  ,,]~iJn__2 = HI(X,  ~3~Wn ~'~') =r H*(X,  Wn~'~" ) 

(o~ H*(X, W, f2")~ H*(X/W,) [Io, II  (1.3.3)]). A une renum~rotation pr&, e'est 
la suite spectrale d'hypercohomologie de X ~t valeurs dans le complexe W,f~ ,  filtr6 par 
la filtration canonique (croissante) t ~ W ,  f2~. Via l'isomorphisme fondamental ( i .  5. i), 
eUe s'identifie g la suite spectrale de Leray de u : (X/W.)o,i, -~ X~,, 

E~ j = H~(X, RJu.Oxm,) =~ H*(X/W,), 

donc peut ~tre ddfinie inddpendamment de toute rdfdrence ~t la th~orie du complexe 
de de Rham-Witt. Pour l'origine de la terminologie ~ suite spectrale eonjugude ~, voir 
Katz [I2]. 

Lemme (2. x. 2). - -  La suite spectrale (2. I .  I) est (~ valgurs dans la catdgorie des W,-modules 

de longueur finie. 

Notons F".W.~" le complexe W,~G" consid6r6 comme W,~O-alg6bre diffdrentieUe 
gradu6e via F ' :  WhO -~W.O. Compte tenu de (I .4 .2) ,  l'isomorphisme C -n (I .4 .  I) 
est un isomorphisme de W.Ox-modules 

C-n:  Wnf~i-% - . �9 W.n ). 

D'apr& [io, I (3.9)], il en r6sulte que ~ iW.f l "  ( =  ~Y~I(F."W~fl')) est un W.O-module 
de type fini (ou, si l'on pr6f6re, un faisceau coh6rent sur le sch6ma W.(X)). Comme X 
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est propre sur k, le terme E, de (2. I .  I) est done un W,-module de longueur finie, &off 
le lemme. 

Pour n variable, les suites speetrales conjugu~es de cran n forment un syst~me 
projectif '~E, dont la limite projective est une suite spectrale de W-modules, ear, 
d'apr~s (2. I. 2), tousles termes vdrifient la condition ML. Cette suite speetrale limite, 
qu'on notera "E (ou E s'il n 'y a pas de confusion h craindre), sera appel~e suite spectrale 
conjugude (ou deuxikme suite spectrale de de Rham-Witt) de X : 

,,~'0 : lim H~(X, ~ W . ~ ' )  =~ H*(X/W). 

Nous poserons 

(2. x. 4) H'(X, 3r :----- li+~_m Hi(X, ~ W , f ~ ' ) ,  

et noterons P~ la filtration croissante de l'aboutissement, 

(~,. x. 5) P,H*(X/W) = lira Im H*(X, t<,W,n')  ~ H*(X/W,), 

dire filtration conjuguge. On a done 

(~,. x.6) P,H"(X]W)/P, _ ,H"(X/W) = "E~"-','. 

On prendra garde que Hi(X, ~ W ~ ' )  d/fini par (2. I. 4) n'est pas le i-kme groupe de cohomo- 
logic de X g, valeurs dans le faisceau ~ J W ~ ' .  

L'endomorphisme de Frobenius de X induit, par fonctorialit~, un endomorphisme 
du syst~me projectif des suites spectrales conjugufies de cran n, donc de la suite spectrale 
limite (2. 1.3). Get endomorphisme respecte en particulier la fltration eonjugu~e. II 
est induit, en chaque cran n, par l'endomorphisme ~ de W,~' .  

Le rdsultat principal de ce num~ro est le th6or~me suivant : 

Thdorkrae (2 .2) .  - -  Soit K le corps des fractions de W .  Sous les hypothkses et avec les 
notations de (2. I) : 

a) Pour tout (i, j ) ,  le sous-module de p.torsion t,,~o~ de "~/~ Hi(X, ~g#W~') 
t~T?.i~ l g PtIT.ij~ (2. z .4) est annuld par une puissance de p, et ~21~ ~2Jp.to,, est un W-module de type fini. 

b) La suite spectrale conjugu/e (2. i .  3) ddg/n~re en E2 modulo p-torsion, i.e. d, | K = o 
pour tout r >1 2, et, pour tout i, l'inclusion PiH*(X/W)C H*(X/W) induit un isomorphisme 
de P~H*(X/W) | K sur la pattie du F.cristal H*(X/W) | K de pentes <~ i. 

I1 ddcoule de b) qu'on a un isomorphisme canonique de F-isocristaux 

(2.2. x) He(X, , ~ W f r )  | K -% (H'+i(X/W) | K)1j_ 1.3 

(pour un F-isocristal M sur k, et I une pattie de Q,  M I d~signe le plus grand sous- 
F-isoeristal de M de pentes ~ I). 

Nous fitudierons plus loin, ind~pendamment des r~sultats de ce numfiro, la p-torsion 
de "E~ j (of. w167 3 et 6). 

Pour des applications arithm6tiques de (2.2), voir Katz [14]. 
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(2.3) La d6monstration de (2.2) que nous pr4senterons ic iest  parall~le ~ celle 
donn4e dans [IO, II,  3] pour la d~g4n~rescence en E t modulo torsion de la premi6re 
suite spectrale de de Rham-Witt. 

On peut supposer X purement de dimension N. Soit i e Z. I1 rfsulte de (2. i .  2) 
(par un d4vissage imm4diat) que, pour tout n, le W,-module gradu6 H*(X, t>iW, f~') 
est de longueur finie. Considdrons le W-module gradu4 profini 

(z.3. x) H*(X, t>iWf~" ) : =  lim H*(X, t>~W,f~') (1). 
< 

Les endomorphismes F ~  (1.7.3) et V~N (1.7.1) de t>~W.~" d4finissent sur 
H*(X, t>~W~') des opdrateurs F ~  et V~N , respectivement ~ et a-Mindaires, v4rifiant 
F~,V~N = V~sF~ ' = pN-,+t (I.  7.8). On peut donc consid4rer H*(X, t>.iWf~') eomme 
module gradud sur l 'anneau de Dieudonn4 R ' ~  i + i) de niveau N -  i + i 
(I (4.2)), F' (resp. V') op4rant par F ~  (resp. V~N ). Nous dfiduirons (2.2) du r4sultat 
de finitude suivant, analogue de (II (3.12.5)) : 

Proposition (z .3 .z) .  - -  H*(X, t>iW~') est un R'~ F'-fini, i.e. H*(X, t>~Wf~') 
est sgparg et complet pour la topologie F'-adique, et H*(X, t>~Wf~')/F' est un W-module de longueur 

finie. 

(2 .4 )  Dgvissage de t>~W.~ ' .  - -  Pour prouver (2.3.2), nous aurons besoin de 
r4sultats sur les pro-complexes t>>.~W.f~'/F~, analogues ~ ceux de [IO, II  (2.IO)], 
relatifs aux pro-complexes W.f~<i/V<i (off V<~ est f - ~ V  en degr6 j ) .  La propret6 
de X est inutile ici, les calculs de ce num4ro valent pour tout schema X lisse sur une 
base parfaite S de caractdristique p > o. 

Soit i e Z. Dans ce qui suit, W. ~" ddsigne le pro-objet des complexes de 
de Rham-Witt de cran n. La projection canonique t>~W.f~"--~t>~+tW.~" envoie 
F~t>~W.Y~" dans F~+t t>~+~W.~ ' ,  donc d~finit un dpimorphisme de t> .~W.~ ' [F~  
sur t>i+tW.f~' /F~+x, dont nous noterons Li le noyau : 

o -+ L~ -+ t > ~ W . ~ ' / F ~ t > ~ W . f ~ "  -+ t > ~ + t W . ~ ' [ F ~ + ~ t ~ + t W . f ~ "  ~ o. (2.4.x) 
On a donc : 

L~ = (o -+ W. f~/(F'W.f~ ~ + dW.f~ ~-x) 

(F,W.a,+x + a w . n ' ) l p F ' w . a  '+' W . a , + , / p , F , W . a ' +  ". 

- + p ' F ' W . D . ~ + ' + I ] p r + I F ' W . ~  ~+'+t ~ . . . ) .  

Consid4rons le pro-complexe (concentr6 en degr4s >/i) 

M, = (o w . n ' / ( p w . a '  + a v w . a  w.n'+X/p . . .  w.a /p 

(avec les notations de (II (3.5.3)), M~ = t~ i (W. f~ ' ( i ,  I)[p)). Comme F' = p F  et 
F d V  = d, l'homomorphisme F>~: W . ~  ~>~ -+W.f~ >~, 4gal ~ phF en degr4 i + h, 

induit un homomorphisme f :  M i --~ Iq. .  

(x) M~me observation que pour (3. z .4). 

147 



x48 L U C  I L L U S I E  E T  M I C H E L  R A Y N A U D  

Lemme ( 2 . 4 . ~ ) .  ~ On a une suite exacte de pro-complexes 

(o .4 .2 .  z ) o -+ M ~  L~ -+ Ni -+ o, 

avec N~ = (o -+ W. f l~/FW.~ ~ a (pFW. ~ +  1 + d W . ~ i i ) / p F W . ~ i + l  --> o), 

concentr~ en degrr i et i + ~. 

Par d~finition, f est un isomorphisme en degrfis >t i + ~, et l 'on a N~ = L~/fM~. 

I1 reste ~ v&ifier l'injectivitfi de f e n  degr6s i et i + I. En degr~ i, eUe r~sulte du fair que 
F : W . f l  ~ ---'- W . f l  ~ est injectif et que F ( p W . ~  ~ + d V W . f l  ~-l) = p F W . f l  ~ + d W . f l  ~-l. 

En degrfi i + I, 

f = p F :  W.fl~+l/p -+ (pFW . f l  ~+l + dW. f I~)[p~FW.~  ~+i =-- L ~+i 

est compos~ de l 'isomorphisme pF : W.  fl ~+ 1/p ~ p F W .  fl ~+ l[p~F et de l'injection natu- 

reUe de pFW.f l i+l[p*F dans L ~+l. 

Lemme (2 .4 .3 )"  ~ N~ est acyclique. 

D'aprSs [Io, I (3.z9)],  la diffdrentielle d de W.f l"  donne une injection de 
V W . ~ / p W . f l  ~ dans W . ~ + I / V W . f l  ~+l, done afortiori dans W.~2~+t /pW.~+l .  Le 

lemrne rdsulte alors du diagramme commutat i f  suivant : 

VW.  ~ / p W .  g~i a .>  ( d V W . ~  i + p W . ~ + l ) / p W . ~  ~+1 

] 1 
W. fI~/FW. r i �9 > (pFW . f l  i+l + dW. f~ ) ]pFW. f l  ~+l 

Lemme ( 2 . 4 . 4 ) .  - -  La projection naturelle Ms -+ fl  >~ est un quasi-isomorphisme de 

pro-objets ( f l  >-'i dtant considgrd comme pro-objet constant). 

D'aprSs [Io, I (3.20)], les projections natureUes donnent un quasi-isomorphisme 

de suites exactes : 

o > M~ > W . f l ' / p  > M~' > o 

1 
o > f l  > ~  > f l  ~ > f l  ~ - 1  > o 

, a ~ ai+l/p . off M~ = (o -+ VW.~)~ - l / pW. f l~ - l - ->  W . f l / p  - ~ W .  -+ . .) 

, ,  d 1 et M s = (W. g)/p ---> W.  f l /p  -+ . . .  ---> W. flr 2/p _+ W. fl i -  1/VW. fl ~- t _+ o). 
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Mais, d'apr~s [IO, I (3- I9)], ~-aM~. '  = o, de sorte que la projection dvidente M~ ~ M~ 
est un quasi-isomorphisme, d'ofl le lemme. 

(Par un argument similaire, Nygaard [I 7, ( ~. 3)] a montr~ que, plus gEnEralement, 
pour tout n, la projection naturelle (cf. (II (3-5-3))) 

t>,(W.~'( i ,  n)/p") --> W , n  >-'' 

est un quasi-isomorphisme.) 

Combinant (~.4.~), (~.4.3) et (2.4.4), on obtient un isomorphisme canonique 
(de la categoric dErivEe des pro-W-modules sur X) 

(u.4.5)  I~. ~ ~>*. 

(u.5) Preuve de (2.3.2). - -  Par definition de F' ( I . I . I ) ,  o n  a, pour tout n~> 1, 
�9 F'n 

F'"(W.~ i) Cp"W.~  i, done le compose W.~'----> W . ~  ~ - + W , ~  ~ (off la seeonde fl6che 
est la projection eanonique) est nul, et par suite il en est de m~me des eompos~s 

F , n  

W. IY/BW. ~ ---> W. ~I/BW. fl' ~ W,~I]BW,~ i et 
F'r 

t ~ W . ~ "  t>_.~W. ~" > t>~W,~" 

(o5 les secondes fl6ehes sont les projections eanoniques). Par application de lira H*(X, --), 
il en rEsulte que F'"H*(X,t>,WY~') est contenu dam le noyau de 1'application 
eanonique H*(X, t>~iWg~') --->H*(X, t>~W,~'); autrement dit, la topologie F'-adique 
de H*(X, t>_.iWs est plus fine que la topologie lirnite projective T. Or, comme 
H*(X, t>~W~') est T-profini, et que F' est eontinu pour T, les F'"H*(X, t ~ W ~ ' )  sont 
fermEs (I (o.5)), done (I ( o . i ) )H*(X , t> IW~ ' )  est sEparE et complet pour la topo- 
logic F'-adique. I1 reste ~ montrer que H*(X, t ~ W ~ ' ) / F '  est de longueur finie. Consi- 
dErons pour cela la suite exaete de pro-complexes (rappelons que F ~  (I.  7.3) est inject[f) 

(.) o > t>~W.~" F~ t>,W.~" > t>~,W.~' lF~d>~W.~" ~ o. 

Comme H*(X, t>iW, fl') est de longueur finie pour tout n, la limite projective de la 
suite exaete longue de eohomologie assoeiEe ~ (.) est exaete, donc fournit une injection 

(~'. 5. x ) H*(X, t>,Wa') /F '  ,--> H*(X, t>,W~'/F~) : :  lim H*(X, t>,W. a'/F~.,). 

I1 suffit donc de dEmontrer le lemme suivant : 

Lemme (2.5.2) .  - -  Le W-module H*(X, t>,W~'/F~,) d~ni en (~ .5. I) est de longueur 
hnie. 

Nous allons prouver (2.5.2) par recurrence descendante sur i. L'assertion est 
vraie pour i > N, puisque W. ~i = o pour i > N. Supposons-la 6tablie pour i q- x, 
et considErons la suite exacte longue de cohomologie associEe ~t (2.4. i) : 

(i) . . . - -+H*(X,  I~) -+H*(X,t>~,W.fY/F~,)  -+H*(X, t>,+~W.fY/F~,+~) - > . . .  
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Les termes de (I) sont des pro-modules de longueur firde, donc la limite projective 
de (~) est une suite exaete, qui  s'dcrit 

(2) . . .  ~ H ' (X,  I~.) -+ H*(X, t> ,Wn ' /F~ , )  -+ H ' (X,  t> ,+ tW~l ' /F~ ,+ l  ) -+ . . .  

D'aprSs (2.4.5)  , H*(X, I~.) est isomorphe k H*(X, i-l>~), donc est un k-espace vectoriel 
de dimension finie. Par  l'hypoth&se de recurrence, il en rdsulte que H*(X, t>~Wfl ' /F~)  
est de longueur finie, ce qui  dtabfit (2 .5.2)  et ach~ve la demonstrat ion de (2 .3 .2) .  

(2 .6)  Preuve de (2.2). ~ La suite exacte longue de cohomologie associde au triangle 
distingue canonique (dcrit comme une suite exacte courte) 

o - + ~ W . l - l ' [ - - j ]  ~ t > ~ W . ~ "  -+t>~+lW.~l" ~ o  

est formde de pro-modules de longueur  finie, donc a pour  limite projective une suite 
exacte, qui s'dcrit 

(2.6. x) . . .  ---> H*-~(X, ~JW~')  -+ H*(X, t>~Wgl') --'- H*(X, t>~+lW~" ) ---> . . .  

D'apr&s la variante (I (4-3)) de (I (2.5) a) et b)), il rrsulte de (2.3.2)  que, pour  tout r, 
H*(X, t> ,W~ ' )  est extension d 'un  W-module  fibre de type fini par  un  W-module  annuld 
par  une puissance de p. GrAce ~ (2 .6 . I ) ,  la m~me propridtd est vraie pour  
H * - J ( X , g ~ W f l ' )  (el. [io,  I I  (2 . I4)]) ,  ee qui  prouve a). La ddmonstrat ion de b) est 
analogue A celle de [IO, I I  (3-2)]. On  note d 'abord  que les opdrateurs F', V '  sur ~ W .  fl', 
v6rifiant F ' V ' =  V 'F '  = p, munissent H*(X, ~ J W ~ ' )  d 'une  structure de R'~ 
(de niveau i), et le m~me raisonnement  que eelui fait au ddbut de la preuve de (2.3-2) 
montre  que F'  est topologiquement  nilpotent sur H*(X,J~JWfl ' ) ,  done aussi sur le 
W-module  de type fini quotient  de H*(X, . , ~ W ~ ' )  par  son sous-module de p-torsion. 
Par suite, les pentes de F'  sur H*(X, ~ J W ~ ' )  | K appar t iennent  ~ l'intervaUe ]o, I]. 
GrAce k ( i .  7.6),  il en rrsulte que, pour  tout  (i,j), les pentes de ~ op~rant sur "E~ | K 
appart iennent  ~ l ' intervalle ] j -  I , j ] .  I I e n  est donc de m6me, pour  tout r~> 2, des 
pentes de ~ operant  sur "E~|  K. Alors "E~ | K et "E~, + '~-~+1 n 'ont  pas de pente 
en commun,  et par  suite d, | K = o. Pour la dernirre assertion, on note que l 'endo- 

" - - 1  P morphisme ~ de t>~jW.flk coincide avee p~ F>~j, ee qui  entralne, compte tenu de 
(2 .3 .2) ,  que les pentes de ~ operant  sur H*(X, t> iW~' )  | K sont > j  - -  I ;  la conclu- 
sion ddeoule de la suite exaete (de F-isoeristaux) 

o -+ P~H*(X/W) | K --> H*(X/W) | K -+ H*(X, t>~+lW~" ) | K ~ o 

ddduite du  triangle distingud canonique o ---> t< ~W. ~" --> W. ~" ~ t> ~+ 1W. ~)" ~ o. 
Ceci aeh&ve la ddmonstrat ion de (2.2). 

Remarques (2.7). - -  a) Nous donnerons en (III ,  6) une autre demonstrat ion de (2.2). 
b) On a observd plus haut  que la suite spectrale eonjugude peut  ~tre ddfirde par  

voie cristaUine, inddpendamment  de la thdorie du complexe de de Rham-Wit t .  Or  la 
demonstrat ion de (2.2) qu 'on  vient &exposer s 'appuie sur eette thdorie, donc apparai t  
assez artifieieUe. En fait, les ealculs de (2.4), qui sont le coeur de l 'argument ,  peuvent  
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~trc prdsent6s de fa~on purement  cristalline, sans r~fdrencc au complexe de de Rham-  
Witt. L' ingrddient cM, qui conduit  d'aiUeurs k unc g6n~ralisation relative de (2.4.5)  , 
est le th~or~me d 'Ogus [2, (8.20)] (cf. lettre de L. IUusie ~ A. Ogus du 3I-8-8o). 

3" Complexes de Nygaard et extensions canoniques 

(3-x) Soit A une cat6gorie abdlienne. Si L e s t  un complexe de A, la filtration 

canonique de L, par  les complexes t<~L = ( . . .  -~L i -1  d-~Z~ ~ o ) ,  fournit certaines 
fl~ches dans la cat6gorie d6rivfe, que nous allons rap idement  rappeler.  Notons d 'abord  
que, pour  tout  i e Z, la projection canonique 

(3. x.x) t<<,L/ t~_lL  - ~ L [ - -  i] 

est un quasi-isomorphisme. Plus gfin~ralement, posant, pour  a < b ~< + 0% 

( 3 . x . , )  tt,.blL ---- (0 - + L ~ / B ~  L ~+1 - + . . .  - + L b - t ~  Z b ---~ o) 

(avec la convention que t[a,a]L = ~ a L [ - - a ] ) ,  la projection canonique 

(3. x.3) t<bL/t<<.a_xL --+ tt~,blL 

est un  quasi-isomorphisme (pour b = + 0% t[~.b]L = t> ,L) .  GrAce k (3 .1 . I ) ,  
l 'extension 

(3" I "4) o -+ t<~L[t<<.~_iL -+ t<.~+ lL/t<<.~_tL -~ t a ~ + l L / ~ L  ~ o 

fournit un  triangle distingu~ (1) 

(3 .x .5 )  o -+9f'~L[ - i] -+t<.~+lL/t<~_lL - + ~ + l L [ - -  (i + I)] -+o.  

La fl~che 

(3.x.6)  d: ~ + l L  -+3r 

ddduite, par  translation, de la fl~che de degrd x de (3-x. 5) sera dite flkche canonique. 
On salt que, par  application d 'un  foncteur cohomologique T* ~ valcurs d a m  une catd- 
gorie ab~lienne B, d fournit la diffdrentielle d 2 de la suite spectrale 

E~ = T ~ J L  =~ T*(L). 

On  peut  d~finlr (3. 1.6) de la mani~re ~quivalente suivante : grace ~ (3-x .3), l 'exten- 
sion (3. x .4) s'cnvoie par  un  quasi-isomorphisme darts l 'extension 

(3 .x .7 )  o -+3r - ~] -+ t~,~+qL -+ t.<<~+lL/t<~L ~ o ,  

d'ofl l 'on d~duit (grAce ~t (3. I.  I)) un  triangle distingu6 

(3 .x .8)  o ~ , Y ~ L [ - - i ]  -+ t[~,~+tlL ~af~+IL[  - (i + I)] -->o, 

dont  la fl~che de degrd ~ donne (3. 1.6) par  translation. 

N +~" \ 
(1) Nous ~crirons souvent, par  abus, un  triangle distingud L --+ M eomme u n e  sui te  exacte eourte 

o --> L --> M --> N ----> o, 
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D'autre part, gr$ce ~ (3. I .  3) pour b = + oo, l'extension 

( 3 . t . 9 )  o - ~ @ i L  --*L ~L/t<<.~L ~ o  

fournit un triangle distingu6 

(3.z.xo) o -+t<iL ->L -+ t>~i+tL -+o,  

dont la fl6che de degr6 I 

(3.x.xx) d: t>~+iL ~ (t<iL)[~] 

est reli~e ~ (3. ~ .6) par le carr~ commutat i f  suivant : 

t>~+~L ~ (t<~L) [x] 

(3. x. ,,~) ] 

b 
3r (i + x)] a, ~'n[-- i][t] 

(off les fl~ches verticales sont les inclusion et projection naturelles). Cette compatibilitd 
d6coule des morphismes de suites exactes 6vidents 

o > o ~ L [ - -  i] > tEi,~+llL > ~ i + l L / ~ L  

T , 
o > t<iL > t<~i+iL > t<<i+iL/t<<.iL 

o > t<<~L > L > L/~iL > 0  

: ' 0  

> 0  

Enfin, il nous sera commode d'utiliser les notations suivantes : 

(S.Z.z3)  t~iL -- L / t< ,_IL = (o -+ L ' - i / Z ' - I  ~-+ L' - + L  '+l  - + . . . ) ,  

ti']L = t<~L/t<<~_lL = (o -+ L i - t /Z  I-1 -+ Z i --+ o). 

(3.2) Dans route la suite de ce numdro, X ddsigne un schSma lisse sur une base 
parfaite S de caract6ristique p > o, ct W. f ~  (ou W. ~')  le pro-objct des complexes 
dc de Rham-Wit t  de cran n. Nous allons ~tablir certaincs compatibilitds entre les op~ra- 
tcurs F ~ ,  V~i  de ( I .7)  , la fl~che d dc ( 3 . I . I I )  relative ~ L = W.f~" (A dtant la 
catdgorie des pro-W-modules sur X), ct les complexes dc de Rham-Wit t  rnodifi~s de 

Nygaard [I7], qui sont d~j~ intervenus en (II (3.5)). 
Soient i et n des entiers, avec n t> o. Nous considdrerons les complexes de pro- 

W-modules ddduits de W. ~" par la modification suivante de d : W. ~ i -  1 .__> W. ~i : 
d fl i a a ~-i ~v, 

~ ~ ~ (3.2.x)  w.n'( i , ,O ( w . r  w .  - ~ . . . - ~ w  - - o : ~ w . n ' s  ..) 

( 3 2 2 )  w.n' ( i ,  - ~) = ( w . o s  w . a  - ,  . . .  - + ~  ~ ~ w . n , - 1  r2 ~. -w.a'-~ . . . )  

(nous omettrons par la suite les ~n et ~-n quand il n 'en pourra rdsulter de confusion). 
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O n  a une  suite exacte (de complexes  de pro-W-modules)  

(3 .~ ' .3)  o --~ t<~W.~" f ~  W.~ ' ( i ,n )  -+ ~,"t~i+~W.f~'--* o, 

off f _ ,  est l ' ident i t6  en degr~ ~< i - -  I e t  le composd Z W . ~ ' - - +  ZW.G~,- -~W.f~ ~ en 

degrd i ( I .  3). O n  a de  plus des morphismes  de suites exactes 

- - n  t o > ~ 2 - " ~ W . f ~ "  > a , " W . f ~ "  > a. t~>~+lW.f~" > o 

T Tv;,. 
o > t<~W.~"  t-n --n ' > W. f~ ' ( i , n )  > a. t~>~+iW.f~" > o 

IF,,, 1~;"+~ 
t �9 o ) t<~W.g~" ) W.f~" > t > ~ + ~ W . ~  > o 

(3 .2 .4)  

off les fl~ches verticales m5dianes sont d~finies p a r  le d i ag ram m e  c o m m u t a t i f  suivant  

(cf. ( I I  (3 .5) ) )  : 

W . O  > . . .  > W . ~  ~-9" > W. f~  ' - 1  > W . f l  i > W . g l  ~+l > . . .  

,n(i-1)Vn T ,nvn T Vn T 

W . O  > . . .  > W . f ~ _  ~ �9 W . f ~ _  1 av"> W. f~  ~ > W . f ~ +  1 > . . .  

IF. ~,.F, 

W.{~ ) �9 . . .  > W . ~  I - 2  > W.~'~ ~-1 ) W . ~ ~  i > W.~'~ ~+1 > . .  o 

(N.B. - -  Dans (3 2 .4 ) ,  F '  ' �9 ~>i+~ : t> i+~W,  fl" -+ t>~i+l W .  f~" est l ' h o m o m o r p h i s m e  d6fini 

pa r  pJ-iF en degr6 j ,  de sorte q u ' o n  a u n  carr6 c o m m u t a t i f  

( 3 . ~ . 4 . x )  

t ~ i + l W . ~ "  , t ~ + l W ,  f r  

t ~ i +  1 W . ~  ~ > t ~ i +  1 g .  ~~ ~ 

off les fl6ches horizontales  sont les quasi- isomorphismes projections natureUes (3. 1-3).) 

Notons  

(3 .2 .5)  d~,, : t>~+lW.f~" ~ ~,"t<~W.~'[I] 

la fl6che de degr6 I d~finie pa r  ( 3 . 2 . 3 ) ,  et 

(3 .2 .6)  d = d~,0: t~ ,+lW.~" -+t<~W.f~'[x] 

la fl6che (3. I .  1 I) re la t ive ~ L = W .  f~'. La  par t ie  sup6rieure de ( 3 . 2 . 4 )  fourni t  la 

re la t ion  

(3 .2 .7)  '- V<~d~,, = d, 
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et la partie inf6rieure donne, compte tenu de (3 .2 .4 .~) ,  

( a . ~ . 8 )  " '" = (a.d)F>~+t di, . .  

Gombinant (3.2.7) et (3.2.8) ,  on obtient notamment  la formule fondamentale 

(a .~ , .9 )  v ~ , ( ~ . ~ ) v ~ , + l  = ~, 

qui nous permettra  plus loin de munir  le terme E, de la suite spectrale conjugu& d'une 
structure de R'-module : comme F' (resp. V~i ) induit F' (resp. V') sur ~ ' /+  1W. fY > ~ + 1  
(resp. ~ W . ~ ' ) ,  (3.2.9) entratne en effet, gr~tce k (3 . t . z2 )  : 

( 3 . 2 .  xo) V ' ( . , d ) F '  = d, 

off 

(3.2.xx) d: 3f~+tW.O" - + ~ W . f ~ ' [ 2 ]  

est la fl&he canonique (3. z.6). 
Observons que (3.2.3) induit la suite exacte 

V,n 
(3.2.  x~,) o ~ # # W . f r [ - -  i] - *  tt,.,+qW, fr( i ,  n) ~o . - " t t ,+ l~W.  n '  �9 -~o ,  

dont le triangle distingu6 associ6 s'&rit 
V,n 

(3.0.  x3) 3f~W. a ' [  - i] ~ tc~,~+tlW. ~'(i, n) 
- - , - * * " a ~ + ~ W . a ' [ - - ( i +  ~)] , a r  v v . a ' [ - - i +  x]. 

Le fait que la fl&he de degr6 x soit dF 'n r&ulte en effet de (3-2.8) (compte tenu de 

(3. i .  i2 ) ) .  
Donnom maintenant une liste de compatibilit& parall~les faisant intervenir 

W . F g ( i , -  n). Tout d'abord, on a une suite exacte 

(3 .2 .x4 )  o -+ t<~W.fY f~ W. Y2"(i, - -  n) -+ a.nt~i+tW.s -+o, 

i F.  ~-~i off. f .  est l'identit~ en degr~ ~< i - -  i et le compos6 ZW. ~ ~ ZW. ~ , - +  W. en 
degr6 i, et des morphismes de suites exactes 

n ? �9 o > a.~t<iW.~" > ~,~W.~" > ~,t>_.i+lW.f2 > o 

v~ l ~v,,_, 

o ~ t<~W.~" ~ W . ~ ' ( i , - - n )  > ~", t~+~W.a" > o 

TFi,-n TF~n/+ l 

p 
o > t<iW.~" > W.~"  ~ t~+lW.g~" > o 

( s . 2 . x s )  

off les fl&hes verticales m6dianes sont d6finies par ]e diagramme commutat if  suivant 

(cr. (II (3.5))) : 
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W . O  -> . . .  > W . ~  i - 2  > W . ~ 2  I - 1  > W . ~ 2  i > W . f l  ~+1 > . . .  

W . O  > . . .  > W . f ~  ~-~ > W . f ~  I -1  ~"~ W . f l  ~ > W . ~  ~+~ > . . .  

I 1 
W . O  > . . .  > W . f ~  ~-2 > W . f ~  ~-~ > W . ~  ~ > W . f ~  ~+~ > . . .  

(m~me conven t ion  que  plus h a u t  p o u r  F ~ i + l  ). Si 

( 3 . 2 . 1 6 )  dl,_n: a."t~>~+xW.fY --~ t~<iW.fg[ I ]  

est la fl&che de  degrd x ddfinie p a r  ( 3 . 2 . 1 4 )  , on  d~duit  c o m m e  ci-dessus de (3 .2 .  I5) 

q u ' o n  a : 
t n  n 

( 3 . 2 . I 7 )  V < i ( o ' , d )  ---= 4 , - n ,  

(a.2.  x8) d, _ , F ~ , + I  = d, 

&off r~sulte ~ n o u v e a u  ( 3 . 2 . 9 ) .  P a r  aiUeurs, ( 3 . 2 . 1 4 )  indu i t  la  suite exacte  
F n 

(a .2 .19)  o ~ a ~ ' w . a ' [ -  i] -~ tc,,~+l~W.a'(i, - ,)  -~ ~."ti',+l~W. n" --,o, 

don t  le t r iangle  dist ingu6 associ6 s '6cri t  (grAce A ( 3 . 2 . 1 7 ) )  
Fn 

( a . * ' . 2 o )  a ~ W .  f r [ - -  i] - - -+  tE~,~+qW.fr(i, --  n) 
-"~'~+~'s~ .a ' [ -  (i + i)] v,.~ > ,~.,,o , ,  > o~ f iW. fY[ - -  i + I ] .  

( 3 . 3 )  I1 d6coule des re la t ions V ' d = d V  ( 1 . 3 . 4 )  et  

q u ' o n  a (pour  i et n c o m m e  ci-dessus) un  car r6  c o m m u t a t i f  

(3 .a .x )  

W .  f~i/F"dW, i l l -  1 

v I 
W .  f~/dV" W .  f ~ -  1 

a > Z W .  f ~ +  1 

V,n 

+ 
d 

> Z W . ~  i+1 

V~F"d = p"d ----- dVnF" 

q u ' o n  peu t  considdrer  c o m m e  d6finissant un  m o r p h i s m e  de complexes  

tE~,~+l~W.a'(i, - -  n) 

(a .a .2 )  (V n, V' n) 

0", ti~,~ + l~W. a'(i ,  n) 

(avec les nota t ions  de ( 3 . 2 . 1 )  et ( 3 . 2 . 2 ) ) .  
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Proposition (3 .3 .3) .  - -  Notons (par abus) 

la flOche composde de la projection canonique W .  f~[dV"W. ~1~- ~ ~ W ,  ft ~ et de l'isomorphisme 
~-% ~ " i). On une suite exacte (de complexes de pro- de Cartier C-"  : Wn~ ~ W,f~ (~. 4. a 

W-modules) 

(3-3 .3 .  ~) o ) t[~,~+tlW.f2"(i , --  n) (vn'v'"~ ~,tti, i+~]W.s , n) 
Fn 

�9 n , ~ W , f ~  [--  i] ) o. 

Comme V'  est un automorphisme de ZW.  ~i+ a, l 'exactitude de (3 .3 .3 .  i) dquivaut 
ceUe de la suite 

( 3 . 3 . 3 . 2 )  o > W.ft~/F, dW.ft i_~ v,> W.f t i /dV,  W . f ~ _ l  r,> ~ W , f ~ "  , o. 

Or  l 'exactitude de (3 .3 .3 .  ~) au centre et ~ droite est assurde par  ddfinition de F", et 
gauche elle rdsulte de l 'exactitude au centre de la suite exacte 

( 3 . 3 . 3 . 3 )  o ) W.f l i_  1 (Fn,-F"a)> W.fl~_a@ W. fl~ av"+v~ W. ~i > W, fl ~ > o, 

qui se vdrifie comme (II (I .2.2))  (~ part ir  de [IO, I (3. I7.~) et (3 .2I)]) .  
(On comparera  (3 .3 .3 .2 )  ~ la suite exacte 

( 3 . 3 . 3 . 4 )  o > W . f ~ _ ~ / F , W . ~ _ ~  ~v, W. f~/V"W. ~ ~ W,f~ ~ ~ o 

ddduite aussi de (3 .3 .3 .3 ) ,  et mise en dvidence par  Nygaard [I7, (1.4)].) 

Notons que (3.3.~)  s'ins~re darts un  morphisme de la suite exacte (3.~.  19) dans 
la suite exacte (3.~.  i~) : 

(3 .3 .4 )  

o ~ ~ w .  a ' [ -  i] 

Frny 

o �9 ~.-,x~w.a'[- i] 

F" 
�9 t[i,~+qW.f~'(i, --  n).  

(V n, V'n) 

Vl. 
> z."tEi,~+qW.~'(i, n) 

�9 e,"t[i+llw.fr ~ o 

V'" 

�9 t/',+~lw, a" , o 

Compte  tenu de (3.2.  I3) et (3 .2 .20) ,  le morphisme de triangles distinguds ddfini par  
(3 .3.4)  s'dcrit (en ndgligeant les a") 

(3 .3 .5)  
Fn 

~ w . a ' [ -  i] ---, tE,,,+11w.a'(i, - n) ---, ~ + l W . a ' [ -  (i + i)] v,,~ 

v,a af'W. a ' [ -  i] -+ tE~,,+~lw, a'(i, n) 

v'nd 
, o ~ w .  a ' [ -  i + i] 

(2) ~,n[ (3) ~'"1 

, ~ + l w . a ' [ -  (i + i)] ~'; ~ w . a ' [ -  i + 1] 
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On a aussi un triangle commutatif 

~ . " ~ W . ~ ' [ - -  i] v',) ~.,tc~,~+l]W.~.(i,n) 

(3"3 .6 ) ~ l Fn 

a , ~  vvn L- - i ]  

off 7r est la projection canonique. Considdrons la o-suite ddduite du carrd (3) de (3.3.5) : 

(3-3.7) o > ~ + I W . ~ ' [ - -  2] (v',,-v',~ ~ + l W . ~ . [  - 2] @ ~ W . ~ "  

~F'"+F'"~,,~W.~" , a ~ W , ~ "  , o. 

Compte tenu de (3.3.3), (3.3.5) et (3.3.6), (3.3.7) jouera le r61e d'une rdsolution 
de ~ W , ~ ' ,  analogue ~ ceUe de W,~ '  donnde par (3.3.3.3) ou (II (i.~,.2)), et sera 
l'ingrddient essentiel du thdor~me de finitude (5.2). 

(3.4) Examinons, pour termlner, la d6pendance en n du morphisme (3.3.~,), 
que nous noterons (3.3.2),.  Pour alldger, nous omettrons de pr&iser les a-lindarit&. 

On ddfinit un morphisme 

(3.4.x)  7:: ( 3 . 3 . 2 ) , + 1  --"(3"3"~), 

par le carrd commutatif 

~-~. �9 tE,,i+I]W. (Z, - -  (n + I)) 

(3.4.x ' )  (Vn+l, V'n+l ) 

t[,,~+llW.~'(i, n + I) 

("~) tc , , ,+ l~w.a' ( i ,  - n) 

(v',V'n) 

(F, F') 
tc~,~+ 11W. a '( i ,  n) 

Le morphisme (3.4. i) induit la projection canonique 
ce sens qu'on a un carrd commutatlf 

( 3 . 4 . 2 )  

,~ : ~ w ~ + ~ a "  - + . ~ w . ~ ' ,  

tr~, ,+qW.~'(i ,  n + i) (F,F~ t t , , ,+ l lW.a . ( i  ' n) 

Fn+l [ Fn 

+ + 

~ w ~ + l a ' [ -  i] ~ , a r ' w ~ n ' [ -  i] 

en 
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(oh les fl~ches verticales sont les fl~ches de droite de (3 .3 .3 .  I)). D'autre part, la fl~che 
sup6rieure de (3.4.  I') s'ins~re darts un morphisme de (3.2.  I9),+~ dans (3.2.  ~9), : 

0 

(3.4.3) 

0 

> , ~ w . a - [ - / ]  F.§ , t t , , ~ + ~ W . f r ( i ,  - (n + i ) )  

, o - r  i] ~" " "  , t t ~ . , + ~ w . ~  (,, - n) 

> t~+ 1jW. ~" > o 

[ 
> tt'~+llW.f~" ) o 

De mSme, la fl~che infdrieure de (3.4.1 ' )  s'ins~re dans un morphisme de (3.2. I2),+1 
dans (3 .2 . I2 ) ,  : 

(3.4.4) 

V'n+I .11~'v l r f~ r -'-I 
o :, ~ ' v v . , ~ ' t - -  , j  > 

o > o ~ W . a ' [ - i ]  v ' .  

tc~,,+,lW.fr(i, n + i )  > t i ' ~+~lW. f r  > o 

tti,~+~W.fr(i, n) , t [~+~jW.a"  > o 

Les diagrammes (3.4.2),  (3.4.3)  et (3-4-4) montrent que (3.4. I) induit un 
morphisme de (3.3.7),+1 dans (3 .3 .7) ,  de la forme suivante (off ~ = o ~ W . f ~ ' )  : 

(3-4.5)  

o > ~r162 2] Cv',+l,-v',§ 3r ~] @ o~ol ar,,+l+F',§ ~ > Jt~iW,)+lf~" > o 

1 FI l 
O > ~ O i + l [ _ _  2]  ( V ' n ' - - W n d )  > o ' ~ i + 1 [  - 2]  ( ~ . ~ /  d F ' n + F ' n  > O ' ~  " . ~ % ~ ' ~ "  �9 0 

Observer l 'analogie avec le morphisme de (II ( I . 9 . 2 ) , + 1 )  dans (II ( I .2 .2) , )  ddduit 

de (I (3.3.3))  : 

O ) W~.~i_ 1 ( F n + a _ F n + l d )  dVn+l+Vn+l ~"~i _ > W ~ -  1 (9 Wf~ i > Wf~ ~ > W , .  1 > o 

aWn + V n 
o >" Wf~ ~ 

p (v,v)[ 

> W ~  ~ > o  
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4. U n e  su i te  spectra le  a!!=;Haire 

Les constructions de ce numdro sont destindes A nous permettre, au n ~ 5, d'exploiter 
l'analogie entre les suites (II (i.  2.2)) et (3.3.7), a l'aide d'un substitut ~ la suite spec- 
trale (II (1.4.4) ~ ou (I.4.8)i). 

(4" x) Soit A une cat6gorie ab61ienne. On note C(A) ou A' la cat6gorie des 
complexes de A, CF(A) la cat6gorie des complexes filtr~s de A, de filtration finie (d6crois- 
sante), et, si [a, b] est un intervaUe de Z, CFi"b](A) d~signe la sous-cat6gorie pleine 
de CF(A) form6e des complexes filtr6s (M, F'M) tels que grim = o si i r [a, b], i.e. tels 
qu'on ait M = FaMDFa+IMD. . .  DFbMDFb+XM = o. On note DF(A), DF[a.b](A) 
les cat6gories d6riv6es correspondantes, obtenues en inversant les quasi-isomorphismes 
filtr6s [9, V, I] (rappelons (lot. cit.) que DFb'b](A) est une sous-catfgorie pleine 
de DF(A)), et D*F(A), D*Fb'b](A) les sous-cat6gories pleines d6finies par des conditions 
de degr6 �9 = + , - - ,  etc. 

(4 .2)  Notons 

(4.2. x ) Car(A') 

la cat~gorie des carrSs commutatifs de 

L _ I _  1 d', LO,_ 1 

L =  ~"] [a" 

L-  1,o a' > LO o 

A ' = C ( A ) ,  

(x 'x=  cx') 

consid~r~s comme bi-complexes de A' concentrds en degr6s [-- I, o] X [-- I, o]. Pour 
L eob Car(A'), soit 

( 4 . 2 . 2 )  K(L) = (o > L_I,_ 1 (a",-a'~ L_l,0@L0,_ 1 a'+a"> L00 > o) e o b  C(A') 

le complexe simple (de A') associ6 ~ L (donc concentr6 en degr6s [ - -2 ,  o]), et soit 

( 4 . 2 . 3 )  k(L) = sK(L) e o b  C(A) 

le complexe simple (de A) associd A K(L), K(L) dtant considdrd comme bi-complexe 
de A. La filtration de K(L) par les tronquds naifs ddfinit une filtration en deux crans 
de k(L) : 

F-2k(L) = k(L) 

F-lk(L) = s(K(L) >-'-1) -~ s(o > L- l '~176  ' L ~176 > o) 

F~ _-- L oo, 
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de gradu6 associd 

gr-~k(L) = L-~,-~[2],  

g r - lk ( I , )  = (L -1,~ �9 L ~ 

gr~ ---- LOO. 

On obtient ainsi un foncteur 

( 4 . 2 . 4 )  k:  Car(A') -->CFt-2'~ 

Disons qu'une fl~che de Car (N)  est un quasi-isomorphisme si elle induit des quasi- 
isomorphismes sur les sommets, et notons car(A') la cat6gorie d6duite de Car(A') en 
inversant les quasi-isomorphismes. Par ddfinition, k transforme quasi-isomorphisme 
de Car(A') en quasi-isomorphisme de CFt-2'~ donc ddfinit par passage au quotient 
un foncteur 

(4 .2 .5 )  k :  car(A') -+DF[-2'~ 

Pour tout objet ~ de DF(A), et tout i e Z, l'extension 

0 ---> gr~M -~ F~-iM/F~+IM -~ gr~- lM -->o 

ddfinit une fl~che de D(A), 

gr~-I M _~ griME1], 

dite fl~che canonique. I1 est ais6 d'expliciter ces fl~ches canoniques dans le cas off 
M = k(L) : elles sont donndes par  

( 4 . 2 . 6 )  (gr_9.k(L) , g r_ lk (L) [ i ]  ) ___ (L_I,_ t cr L_t,O@LO,_t)[2], 

(gr - tk(L)  > gr~ = (L-~,O@L0, -1 r162 

comme on le vdrifie trivialement. 

Une derni&re remarque, concernant le calcul de k(L). Supposoos qu 'on dispose 

d 'un complexe 1V[ = (IV[- 1 a MO ) de A', et d 'une augmentation u : L -+ M, i.e. d 'un 

carr~ commutat i f  

LO,-1 ___>"-' M_ 1 

LOO -' �9 M ~ 

avec u - l d  ' =  o, u ~  o, de telle sorte que u ddfinisse des quasi-isomorphismes 

de C(A) : 

u-~ : s(L-~,-~ L~ L0,-~) ~ M-~, 

u ~ : s ( L - l ,  o _~ LOO) _+ M o. 
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Alors u d6finit un  quasi-isomorphisme K(L) ~ M de C(A'),  d'ofl, par  application 
de s, un  quasi-isomorphisme de C(A) : 

(4 .2 .7 )  u : k(L) -+ sM. 

(4 .3)  Soit L e o b  Car(A'),  notons N'  = s(o ~ L -z ' '  ~ L ~ ~ o) e o b  A' le 
c6ne de d', e : N ~ ---> L-l '~[I]  la projection canonique.  On  a un carrd commuta t i fde  A' : 

S-1 

r ( L ) =  ~1 

r 

N o 

e L _ I ,  , - - l [ I ]  

E'  

, L - l .~  

o~ d est ddfinie, par  fonctorialitd, par  les fl6ches d" de L. On ddfinit ainsi un foncteur 

(4-3" x) r : Car (N)  ~ Car (N)  

(<< r >) comme << rotat ion -), qui transforme quasi-isomorphisme en quasi-isomorphisme, 
donc induit  un  foncteur, encore notd r, de car(A') dans car(A').  On  notera k'  le foncteur 
composd 

k'  = kr : Car(A') -+ CF[-*'~ (resp. car(A') --+ DF[-*'~ (4 .3 .~ )  

On a d o n c :  

(4-3-3)  gr-*k ' (L)  = N- ' [2 ] ,  

--- ( N  O �9 L - " - ' [ , ] ) 0 ] ,  

gr~ = L- ' ,o[x] .  

De plus, comme les triangles 

sont distinguds, il rdsulte de (4-2.7) que l 'augmentat ion d' de r(L) dans L~ ddfinit 
un  quasi-isomorphisme 

(4 .3-4)  k'(L) ~ (sL~ 

Enfin, les fl~ches canoniques (4 .2 .6)  s'dcrivent ici : 

(4 .3 .5 )  (gr-*k '(L) > gr ' k ' (L ) [ , ] )  ( N - '  ("-*' - = N O L - 1 , - ' [ x ] ) M  

(gr_lk,(L) - - ~  grOk,(L)[i] ) = (N O @ L _ l , _ l [ i ]  ,+a~' L_l ,o[i])[ i]"  

(4 .4)  Supposons maintenant  que A poss6de suffisamment d'injectifs, et soit T 
un foncteur addit i f  de A dans une  catdgorie abdlienne B. Le foncteur T admet  
un  foncteur ddrivd R T : D + ( A ) - + D + ( B ) ,  et un  foncteur ddrivd filtrd [9, V] 
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R T : D + F ( A )  ~ D+F(B), envoyant D+F~*'b](A) dans D+Ft"b](B). Rappelom que, 
pour tout M c o b  D+F(A),  on a un isomorphisme eanonique 

(4- 4- �9 ) R T  gr M = gr R T  M. 

On posera R"T ---- ~t~RT. 
Notons car+(A ') la sous-cat~gorie pleine de car(A') form6e des carr6s dont les som- 

mets appartiennent ~ D+(A). Soit L ~ ob car+(A'). On a alors k'(L) e o b  D+FE-2'~ 
Gonsid6rons la suite spectrale du complexe filtr6 RT(k'(L)) e o b  D+FE-2'~ qui 
s'6crit, compte tenu de (4.4.  I), 

(4 .4 .2)  E~ = R'+JT(gr 'k '(L))  =~ R*T(k'(L)), 

off C = sL ~ et R*T(k'(L)) = R '+ IT(C)  (4.3.4) .  D'apr~s (4.3.3)  on a : 

( 4 . 4 . 3 )  E~ = o si i r [ -  2, o],  

EF2,J = R~T(N -1) 

Ei-~,J _-- RJT(N o) @ R~+IT(L -~,-~) 

EO, J = R~+IT(L-I,o). 

I1 r6sulte d 'autre part de (4-3-5) que le terme F_a, concentr6 dans la bande [--  2, o] • Z, 
a pour j-i~me ligne 

(4 .4 .4)  E~ ~ = (RJT(N_~) (a,-,~ RJT(N0 ) @ Ri+,T(L_I ,_~)  e+d~' RJ+IT(L0,_~)). 

En particulier, on a, pour tout j ,  

( 4 . 4 . 5 )  E~ -l'j = E= l'j, 

et une suite exacte 

(4.4.6) o -+gr-2gj-lT(C) ---~.~22'J~-~FJ~ 'j-1 -~ gr~ --~o. 

C'est la suite spectrale (4.4.2),  relative au carr~ de gauche de (3-3.4) et au fonc- 
teur T ---- H~ --) ,  qul nous fournira le substitut d6sir6 pour (II (~.4.8)) .  

5" C o h e r e n c e  de  "E2 

A partir de maintenant, X d6signe un sch6ma propre et lisse sur k. 

(5. x) Consid6rons la suite spectrale de pro-W-modules ddfinie par les suites 
spectrales conjugu6es de cran n (2. x. I) : 

"~'~ H'(X, 9f~W. fl') =~ H ' (X,  W. fl') = H*(X/W.), (5.  x. � 9  .=~ = 

dont la limite projective est la suite spectrale conjugu6e (2. i .3). La difffrentielle d 2 
de (5. I.  x) est d6finie par les fl~ches canoniques (3.2. x I). I1 r6sulte donc de (3-2-I o) 
qu'on a : 

(S .x .~)  V'd2F' ---- d , :  H'(X, 9 ~ W . ~ ' )  - ->H'+2(X,~ffJ-~w.~ ' ) ,  
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et par  suite 

(5 .x .3 )  V 'd ,F '  = d2: "E~ j -+ "F.~ +2,j-~, 

oi~ F' et V' d~signent les endomorphismes de 

H*(X,~*W.f~ ' )  (resp. I-I*(X,~*Wf~') : =  lim H*(X,.J//*W.f~')) <_...__ 

induits par  les endomorphismes F' et V' de ~*W.f~ ' .  Comme F' (resp. V') est cr- 
(resp. ~-~-) lin6aire, et que F 'V '  = V ' F '  = p  ( I .3 .8) ,  la formule (5.~.3) montre 
que F', V', dz munissent le terme "E~ de la suite spectrale conjugu6e d 'une structure 
de R'-module gradu6 de niveau ~ et bidegr6 (2, - -  ~) au sens de (I (4.~), (4-o)) �9 

Le r~sultat principal de ce chapitre est le th6or6me suivant, analogue de (II (2.2)) : 

TMorkme (5.2).  - -  Sous les hypothkses et avec les notations prgcgdentes, "E 2 est un R'-module 
gradug coMrent. 

(5 .2 .1 )  Rappelons (I (3.9), (4.2)) que cela signifie que, si l'on pose 

FiI"("E~') r~,, ,,17/~ = ~ ~ 2  + d2F'""E~ -~'j+l,  

alors : 

a) pour tout (i , j)  et tout n, "E~'/FiP ,,r~ii~2 est un W-module de longueur finie, et 
t t l~ ' . iJ  = I { r o  " l ? . i J l ~ ; ]  n '"lT.iJ ~2 est profini) ; ~- . . . .  2/ . . . .  2 (en d'autres termes, "E 

"~/J est un W-module de type fini. b) pour tout (i,j),  ~ 

Par ailleurs, on a d6j~ observ6 (2.5) que, pour tout n, le compos6 de F '" �9 

g i W . ~ "  ~ ' ~ W . ~ "  et de la projection canonique ~ J W . ~ "  ~ ~ W , , ~ "  est nul. 
I[ en rdsulte qu 'on a 

" ~J r H~(X, ~JWf~')  ~ Hi(X, ~JW.f~ ' ) ,  (5.~,.o) Fil ~ E~ ~ K e r  7: : 

&off un morphlsme de syst6mes projectifs : 

(5. ~'. 3) ("E~i), = "E~/Fil" "~2 ~ "~'/~,~2 = HI(X, ~ i W ,  f~'). 

On  d6montre comme (II (2.3)) la consdquence suivante de (5.2) : 

CoroUaire (5.3)- - -  Pour tout (i , j) ,  le morphisme (5.2.3) a pour noyau et conoyau des 
systkmes projectifs essentieUement nuls de W-modules de longueur finie, en particulier donne un 
isomorphisme de pro-objets : 

, ~  . , , ~ q  t"viJ~ -~ << hm >> ( 5 . 3 -  � 9  << lim >> ~ ~ 2  J.  . ~ 2 "  ,( < 

La topologie standard sur "E~ i (dgfinie par les FiP "E~) coincide avec ceUe dgfin# par les noyaux 
,,~ii ,,17/i (i.e. limite projective des topologies discrktes des ,,.~/i~ des flkches canoniques ~ : ~2 -+ . ~ 2  . ~ 2  J .  

La d6monstration de ( 5 . 2 ) s e r a  donnde en (5.6). 
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Lemme (5.4)" - -  Pour tout (i,j),  "Ei2 ~ est sgpard et complet pour la topologie dgfinie par 
les Fil" ,,lz.0' -= lira "E~J/Fil" "~'q -,. (5- 2 I), i.e. ',l~.q �9 ~ 2  .< ~ 2  " 

D'apr~s (5.2.2),  la topologie T 1 ddfinie par les F iP"E~  est plus fine que 
la topologie T2, limite projective des topologies discr~tes des ,,~'0',~2 �9 Or F' et 
d~. sont continus pour T2, donc (I (o.5)) Fil""~q~,, image de l 'application 

t t  i - - 2 ,  j + l  " " t , l ~ . i  ~ d ~ F ' " +  F " :  Ez @"E~ ~ -+ ~2, est ferm6 pour T 2. I1 en r6sulte (I (o.x)) 
que "E~ est s6par6 et complet pour T x. 

(5-5) Pour j e Z et n 1> o, consid6rons le carr6 commutat i fde  complexes de pro- 
W-modules sur X : 

o ~ W . ~ ' [ - -  I] F"> tij, i+l lW.f~. ( j  ' __ n) [ j - -  I] 
! 

( 5 . 5 . x )  L = r" I ~v-,v'.) 

~ W . f l ' [ - -  z] v,,> tu . j+qW.O. ( j  , n ) [ j _  i] 

d6duit par translation (de j -  I) du carr6 de gauche de (3.3.4) avec i = j  (dam 
toute la suite nous omettrons de pr6ciser les a-lin6arit6s). Notons A la cat6gorie (ab6- 
lienne) des pro-W-modules sur X. L'exactitude des lignes de (3.3.4) fournit un iso- 
morphisme canonique de D(FIA) : 

v,.a~+lW.a.[_ 2] o), (5.5.2) N (o 2] - - ,  

off N e s t  d~fini ~ partir de L comme en (4-3). D'autre part, (3-3-3-x) donne un iso- 
morphisme canonique de D(A), le second membre 6tant un pro-objet constant : 

( 5 - 5 . 3 )  C -= sL ~ ~ W , Q ' [ - -  ,] 

(avec les notations de (4.3), (4-4)). Enfin, (3.3.5) montre que via (5.5.2) la fl~che 
e : N  i ~ L - l ' i [ i ]  de (4.3) est donn6e par 

( 5 - 5 . 4 )  e - '  = V'"d: ,,~t~+xW.~'[ - 2] ~ W . f ~ ' ,  
e ~ = dF'" : a C ~ + t W . ~ ' [  - 2]  ~ a C ~ W . f r .  

l~crivons la suite spectrale (4.4.2)  relative ~ L (5.5.x) et au foncteur 
T ---- H~ --) de A dans la categoric B des pro-W-modules, en rappelant en exposant 
la d6pendance en j : 

(5 .5 .5)  E~' = (E~') j = Ht+ ' (X,  grt k'(L)) =~ H*(X, C[x]) 

(avec H ' ( X , C [ I ] )  ___H*(X,o~JWn~ ") (5"5"3))" D'apros (4.4.4),  et compte tenu 
de (5.5.2) et (5.5-4), la i-i~me ligne de F_~ s'~crit (~ isomorphisme canonique prOs) 

(5 .5 .6)  (E~) i = (H ' -2 (X, . f t4+~w. f r )  

cv,..--V'"d,) H ,_ , (X  ' 9f,j + 'W.  a ' )  e H'(X, . , ~W.  fr)  

~F'.+F'; H'(X, 9f'~W. n ' )) ,  
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(off da est la diff6rentielle de (5. I .  I ) ) ,  La suite spectrale (5.5.5)  6tant ~t valeurs dans 
la eat~gorie des pro-W-modules de longueur finie, sa limite projective est une suite 
spectrale, que nous noterons (~")~. La  i-i6me ligne du terme Ex, limite projective 
de (5 .5 .6) ,  s'6crit doric 

( 5 . 5 . 7 )  = 

Du proc6d6 de calcul des Tor.~'(R~, --) t raduit  de (I (3.4)) r6sulte alors que : 

(5 .5 .8 )  (o~t') i = Tora_'t(R~, "E,)(',~) 

(l 'exposant (i,j) indiquant  la partie homog~ne de bidegrd (i,j)). 

(5 .6)  Dgmonstration de (5.2). - -  Notons (,8) j (pour indiquer la d6pendance en n) 
la suite spectrale limite projective de (5-5.5) .  Pour h e Z donn6, "E~ -~''" est un 
W-module  gradu6 (par le second degr6), de diff6rentielle de degr6 --  I, et l 'on a 

"E~ O , , 1 ~ - 2 . , .  
h e Z  

On dolt donc montrer  que, pour  tout  h, ,,~h-2.,._2 est un  R ' -module  cohdrent. Compte  
tenu de (I (3.8) et (5-4)), et grace ~ (5 .5 .8) ,  cela revient k prouver,  pour tout h, 
l 'assertion suivante : 

(Ah) : Ouels que soient les entiers n, t, j (n >/ 1), (.~,h-2s)~ ( =  a, , To r_ t (R , ,  "E2)h-~J.J ) 
est un  W-module  de longueur finie. 

Nous aUons ddmontrer  (Ah) par  r6currence descendante sur h. (An) est vraie pour  
h > 3  N, o f  N--- -d im(X),  car, s i i + 2 j = h ,  o u b i e n  i > N  o u b i e n  j > N ,  e t d a m  
l 'un et l 'autre cas on a "E~ -2,j+1 = "E~ j ----- o, donc (,g~i)i = o (5 .5 .7) ,  et afortiori 
(,g'~i)~ = o. Montrons que (Ah) implique (An_t). Consid6rons la suite exacte (de pro- 
W-modules de longueur finie) de la forme (4.4.6)  associde ~ la suite spectrale (5.5.5)  
(en rappelant  par  un  indi te  la d6pendance en n) : 

o arJw, ') -$ (,E~ 
gr~  o~r f~ ") -+ o, 

o f  C a 6t6 identifi6 ~t ~ J W , ~ ' [ - -  I] par  (5-5-3).  La limite projective de cette suite 
exacte est une suite exacte qui, compte  tenu de (5 .5 .8) ,  s'6crit 

( 5 . 6 .  x )  o ~ g r - 2 H ~ - 2 ( X , o ~ f i W . ~  ") R' , �9 �9 -+ Tor~ (R, ,  "E2) ij ~-~ R' ' Tor  0 (R, ,  "E2)'-  1,j 

-> g r~  ~ J W ,  n ' )  --* o. 

Faisons i = h --  2j dans (5.6.  I). Comme H*(X,o~JWn~" ) est de longueur finie, 
l 'hypoth~se (Ah) (pour t ---- --  2) entralne, grace ~ (5.6.  t),  que, pour  tout n e t  tout j ,  

R t I ~ " Tor 0 (R, ,  "E2) h-l-~j'J est de longueur finie, done, compte  tenu de (5.4), que ,,l~h-t-2.,._2 
est un  R ' -module  gradu6 profini. I1 reste ~ vdrifier que ce module  est coh6rent. Or  
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l ' isomorphisme (4.4.5)  relatif h la suite spectrale (5.5.5)  fournit, par  passage h la limite 
projective et compte  tenu de (5 .5 .8) ,  un isomorphisme 

(5 .6 .2 )  T o ~ ' ( R ' ,  "E2) 'j = g r - I H ' - t ( X ,  .,~JW, l-l'). 

- -  Tor  1 (R, ,  "E~- 1- ~.,.) est de Faisant i = h - - I  2j dans (5 .6 .2) ,  on  trouve que R' , 
longueur finie pour  tout n. Comme on sait d~j{~ que "E~ -1-* ' ' "  est un  R ' -module  gradu6 

R'  t 2 . ,  *) profini, on en conclut par  (I (3.8)) que Tor  2 (R, ,  ,,lzn-1- ~2 est de longueur finie 
pour  tout n. Cela prouve (Ah_l) (i.e. la cohfirence de "E~ -1-2", ')  et ach~ve la d~mons- 
tration de (5.2). 

Remarques (5.7)- - - a )  Notons L,  le carr~ (5 .5 .x) .  Compte  tenu de (3.4.3)  et 
(3-4.4),  le morphisme (3.4.  i) d~finit un  morphisme de carr6s commutatifs 

(5 .7 .x )  7=: L , ,+I - -+L . .  

Par application de k' (4 .3.~) ,  on d6duit de 7: un  morphisme de suites spectrales 

( 5 . 7 . 2 )  7= : (5.5.5),+1 -* (5.5.5),, 
qui, d'apr~s (3 .4 .2) ,  induit  sur l 'aboutissement la projection canonique 

" J �9 H ' ( X ,  ~ " ~:  H ( X , ~ W . + l n )  -~ ~ W . n ) .  

II r~sulte de plus de (3.4.5)  que le morphisme de (5 .5 .6) ,+1  dans (5 .5 .6 ) ,  ~ et donc 
de (5 .5 .7) ,+~ dans (5-5.7) ,  - -  d~fini par  (5-7.2) est donn~ par  p en degrfi - - 2 ,  
(F', F') en degr~ --  I, et l'identitfi en degrfi o. Compte  tenu de la description de la 
projection T o r a ' ( R ~ + l , - - ) - +  TorR'(R ", --) donn~e par  (I (3 .3 .3)) ,  on volt done 
que, par  l ' identification (5 .5 .8) ,  la projection 7= de (,+1~'t2~) ~ dans ( , ~ ) s  correspond 

la projection canonique des Tor.  D'apr6s (I (3.8)), il en r~sulte no tamment  que les 
pro-objets ~< lira >> (,,o~) i sont nuls pour  t = --  I, -- 2, et que par  consequent la suite <. - - -  

n 

spectrale de pro-objets << lira >> (,o~) i d~g~n&re en E~. Le morphisme de syst~mes projectifs 

(,,o~)~ ( =  H'(X, Yf~Wn')/FiI") -,. H'(X, ~r 

est donc un isomorphisme de pro-objets : on retrouve (5.3). 
b) Les constructions du n ~ 4, faites en vue de la d~monstration de (5. ~), redonnent  

~galement la suite spectrale (n  (,. 4.8)) ,  qui joue un r61e cld dans la ddmonstrat ion de la 
coherence du terme E~ de la premiere suite spectrale de de Rham-Wit t  (II En effet, 
le complexe K(i) de (II (, .4.7)), muni  de la f l t ra t ion par  les tronqu~s naifs, n'est autre 
que le complexe filtr~ k(M) associ~, avec les notations de (4.~), au carr~ commuta t i f  

WO~_l ~"~ W ~  

g~ .~ /_  1 avn 
> Wl-I ~ 

et la suite spectrale (II  ( , . 4 . 8 ) )  est ceUe du complexe filtr6 RF(X,  K(i)).  
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6. Applications 

On continue de supposer X propre et lisse sur k. On  d6signe ddsormais par  E 
la suite spectrale conjugude (2 .1 .3) .  Le thdor~me (5.2) a des consdquences analogues 

celles de (II (~. 2)) ddveloppdes en (II,  3), et dont  nous aUons indiquer rapidement  
les principales. 

(6 .x)  Tout  d 'abord,  la cohdrence de 17.~ entralne, compte  tenu de (I (2.9)),  le 
r6sultat de finitude (2.2) a), d'ofl d6coule formellement, comme on a vu, la d6gdnd- 
rescenee en E, modulo torsion de la suite spectrale conjugude. Comme,  de plus, E, est 
de type fini sur W pour  tout r/> 3, il en r6sulte que la suite spectrale conjugude ddgdn~re 
en E 3 modulo longueur finie. 

(6.2) Pour tout  (i , j) ,  E~ admet  le ddvissage canonique (cf. (I (2.9))) 

off V'~B~ j e s t  le plus petit  sous-R'~ de E~ ~ contenant  B~ = Imd~ -%~+~, et 
F ' - ~ Z ~  le plus grand sous-R'~ de E~ contenu dans Z~----- Ker d~ ~. Les quo- 

l? ' -~  7 i J l V  '~ RO tients --xr'~176 et Z~/F '-=70~3 sont de longueur finie, et ~ ~3~-- ~a est un 
W-module  de type fini qu 'on  appelle le coeur de E ~ et qu 'on  note 

(6. =. 2) Coeur(E~) F ' -  ~ 7~/xz'~ n,J 

Sur V'~B~, qu 'on  appeUe sous-module de type dF' de E~, F' est nilpotent et V '  est sur- 
jectif, de noyau de longueur fmie. Le quotient  ~,lT~J/r~'-~Ti~,_ ~3, qu 'on  appelle quotient de 
type F' (ou F'-unipotent ou unipotent) de E~, est un  R ' ~  de Cartier unipotent  : 
V'  est nilpotent,  et F'  est injectif, de conoyau de longueur finie. Le R'~176 ~2~otxz'~~ ~ 
est F'-fini, son coeur (resp. quotient  unipotent)  (I (2-7)) est le cceur (resp. quotient 
urtipotent) de E~. La diffdrentielle d, admet  la factorisation canonique 

E~ d, > E~+.,~_ ~ 

(6.2.3) 

t /  

Eq/p , -ooTq  V,~oB~+2,j-1 
2 / ~ ~ 3  > 

off la fl~che horizontale infdrieure est un  domino (I ( 2 . I 6 ) ) .  On a (I (2 . , 8 .2 ) )  : 

V q l V ' - ~ 1 7 6  = 0 ) .  (6 .2 .3 .  x) (E~ j est de type fini sur W) ~*-(V'| j = o et ~2 / -  ~3 
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Enfin, si l 'on ddfinit de la mani6re habituelle la chaine de cycles et bords 

( 6 . 2 . 4 )  o = 0~ ,  _ ~ 3  - �9 c . . . . . . . . .  "' 

Z~J = Ker  H~(X, ~ W ~ ' )  s H'(X, tti_,+~,i_qWY~'[j + I]) 

d 
B~ j = Im HI(X, t [ /+a, i+,_ , ]W~'[3"-  i]) ~ t -P(X, .~JW~') ,  

z ~  = N z L  B0: = 0 ~ 
(avec la notation (x) 

(6 . a .5 )  H*(X, tt,,~lWf~') : =  lim H*(X, tt,,~]W,,f~')) , 
11 

de sorte que E~ = Z~/B~ pour 2 ~< r ~< + 0% on a une propridt6 de survie du cceur 
analogue ~t (II  (3"4)) : 

Ttdorkme (6.3).  - -  Pour tout ( i , j ) ,  on a 

(6. 3. x) BO~ C V"=B~ C ~'-~~ 70 c 70 

La ddmonstration repose sur le lemme suivant, analogue de (II  (3.5)) : 

Lemme (6.4).  - -  a) (i) Pour tout r >>. 2, Z~ est stable par V '  : E~ ~ E~. 

(ii) Pour tout r>_. 2, l'endomorphisme V' r = p ' - 2 V '  de E~ ~ laisse stable B~, done 
induit un endomorphisme, encore notg V ' ,  de E~ 

(iii) Pour r ~  2, posons 

r ' -  ' Z~ = (,, ~ r~ I r '  ,, ~ Z~ }. 

On a F ' - tZ~CZ~ #, d'o~ une inclusion r : F'-tZ~i/B~ ~ E ~ .  De plus, on a 

(6.4.  x ) V:drF' = d,r 

oh F' : _W-1ZO/R ~i_,,_r ~ E~ j e s t  d~ni  grace~ ~ b) (i) ci-dessous. 

b) (i) Pour tout r >t 2, B~ est stable par F' : E~ ~ E~ 
(ii) Pour tout r>~ 2, l'endomorphisme F'~ = f f - ~ F '  de E~ laisse stable Z~, done induit 

un endomorphisme, encore not~ F' ,  de g~. 
(iii) Pour r >1 2, on a V'(B~) D B~ i, d'o~ un gpimorphisme ~ : E~ ~ Z~/V'(B~). 

On a de plus 

(6 .4 .2 )  V'd,r;  = ~d,, 

0h V' : E', + ' d - ' + x  ~ Z'r+"~-'+a/V'(B~+"J- '+~) est ddfini grdee ?~ a) (i). 

Esquissons rapidement la ddmomtration, qui est analogue ~t celle de (II (3.5)). 
O n  a 

Z~ ~ = Im H'(X, tE~_,+2,jlW~'[j]) ~ H~(X, WiWs 

(x) M~me observation que pour (2. x.4). 
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Comme l 'endomorphisme V~j de t< jW.~"  induit V' sur 3~JW.~" (I.7.2), l'asser- 
tion a) (i) en rdsulte. On vdrifie de m~me b) (i) ~ l 'aide de F' ( i .  7 3). L'assertion a) (ii) >1 
ddcoule de l'identitd 

B~J = Ker  H~(X, 3tfJWfl ") --+ HI(X, t[j,j+,_ z]Wgl'[j]) 

et du fait que l 'endomorphisme V ~ + , _ 2  de t[~,~ + ,_21W. s induit p ' -~V '  sur ~ W .  ~' ,  
car pV' = V sur ZW. l-I ~ (I .  3.3). L'identit6 

V ~ _ I d F '  = d: ~,~ffJW.~" ~ t<<.~_~W.~'[j + I] 

(consdquence de (3.2.9))  entratne l'inclusion F ' -  aZ~ C Z~i, puisque 

F'-~Z~ ~ ---- Ker  dF ' :  H~(X, ~ W ~ ' )  ~ HI(X, t[~_,+~,i_l]W~'[j + i]). 

Pour fitablir (6. 4. ~), on utilise ~ nouveau les complexes de Nygaard (3.2). Pour n ~ Z, 
la deuxi~me suite spectrale d'hypercohomologie de X ~ valeurs dans W . C l ' ( j -  ~, n) 
est fortune, comme on le v~rifie facilement, de pro-W-modules de longueur finie, done 
a pour limite une suite spectrale, qu'on notera 

E ~ ( j  --  i, r~) = H"(X, ~ W a ' ( j  - -  ~, n)) =, H*(X, Wf~'(j  --  ~, n)). 

I1 r6sulte de (3.~.8) que F ' - I Z ' / =  Z~i(j--  ~, i), d'oth F'-~Z']]B '] = E~'(j -- I, ~). 
Des morphismes de complexes V i_ x,a et F i_ 1,1 de (3. ~. 4) on d6duit alors un diagramme 
commutatif  : 

F'-lZ /B  = n (j- i, ,) 

dr 
, ~  Eir+ r , j -  r + 1 

- ~  E i + " J - ~ + l / ; - -  I I~ v; 

dr ~ E l +  r , J - ' + l  

o/i se lit (6. 4. i).  La verification de b) (ii) et (iii) est similaire. 
On prouve (6.3) ~ partir de (6.4) exactement comme (II (3.4)) a partir de (II 

(3.5)), en utillsant la finitude sur W de E~ pour r>~ 3 (6 . i ) .  
Comme pour (II  (3.4)), nous donnerons en (IV (2. I4) ) une autre demonstration 

de (6.3) , s 'appuyant sur la structure de la cohomologie de X ~ valeurs dans les cycles 
et les bords du complexe de de Rham-Witt .  

Les corollaires (6.5) ~ (6.7) ci-apr&s se d~duisent de (5.2) et (6.3) comme (II  
(3.8), (3.9), (3 . I~ de (II (2.2), (3.4)). 

Corollaire (6.5).  - -  Soient i, j ~ Z. Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) La diffgrentielle d2: E~ -~'i+1 -+ E~ ~ est nulle. 
(ii) ~'-q/~"~'-q,~ ~ est de dimension finie sur k. 
(ii') F,E~ est de dimension finie sur k. 
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(iii) ~./~-2'J+I/VtE~ -2'~+1 est de dimension finie sur k. 

(iii') v,E~ -2'~+t est de dimension finie sur k. 
(iv) V'~~ = o. 
(v/ v'=z  

De plus, ces conditions entratnent que toute diffgrentieUe dr aboutissant en E~i ou issue de Ei~ - ~'~ + ~ 
est nulle. 

Corollaire (6.6) .  --- Soient i , j  ~ Z.  Si EO~ est de type fini sur W,  alors E~ =- E~ 
(route diffirentielle dr aboutissant ~ ou issue de E~ est nulle). 

GoroUaire (6.7).  - -So ien t  i , j  ~Z.  a) Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) Z~i= ~'-~ -~,  
(ii) Z~ jest  stable par F', :i.e. Ker da = Ker d2F':  E~ ~ E~ +~' i - t .  

Elles entrMnent que route diffgrentielle d,, r >1 3, issue de E~ est nuUe. 

b) Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) 
(ii) B~ est stable par V', i.e. I m  d, -~ I m  V'd  2 : E~ -*'j+~ ~ E~ j. 

Elles entra~nent que toute diff~rentielle d,, r >>. 3, aboutissant ?~ E~ est nuUe. 

Le rbsultat suivant est une contrepartie de la dbgbn6rescence partielle 'Et si =- 'E~ 
pour  X de dimension N (cf. (II  (3-9))) : 

Corollaire (6.8) .  - -  On a, pour tout i, E~ ~ = E'~. En particulier, E~ ~ = H~(X, .~~176 
est de type fini sur W,  et l'on a une injection naturelle 

(6.8. i ) Hi(X, -) H'(X/W). 

L'image de (6.8.  I )  est le plus grand sous-F-module de HI(X/W) or) l'opdration �9 de Frobenius 

est inversible (~( sous-F-cristal unitg ~). 

On montrera  plus loin (IV (3. I3.5))  que, pour  k algbbriquement clos, l 'inclusion 
Zip" ,-~ ~ ~  ~ induit  un isomorphisme Hit (X , Zp) | W -~ H~(X, 6YC~W~ ") (cf. Katz 

[14 (8.2), (8.3)]).  
Prouvons (6.8). Pour la premibre assertion, il suffit, d'aprbs (6.5) , de montrer  

que E~/F' est de dimension finie sur k. Grace ~ la suite exacte 

F' 0 o -->~:~ W . ~ "  - ~ ' ~ ~  ~'/F'~'~~ f2" ->o,  

il suffit pour  cela de v~rifier que HI(X, 3~~ ') : =  lim HI(X, ~ ~  s est de ,( 

dimension finie sur k. Or, d'aprbs (I .6.3) et (I .6.5)  , on a un isomorphisme de pro- 
objets (a-  Llindaire) 

z .  0, 

170 



L E S  S U I T E S  S P E C T R A L E S  A S S O C I I ~ E S  A L l  C O M P L E X E  D E  D E  R H A M - W I T T  x7i 

les fl$ches de transition de Z. �9 ~tant les inclusions canoniques, et les isomorphismes 
F" ( =  C - " ) :  ~"*0--% Z,O donnent un isomorphisme (W-lin~aire) de syst~mes projectifs 
(a'*O, F)-% Z.O. I I e n  rdsulte un isomorphisme (a-Min~aire) 

( 6 . 8 . 2 )  H'(X, oWoWa'/F ') --% I-I~(X, ~ ) , ,  

o/~ H~(X, 0)~ ---- lim e'*HI(X, O) est la partie semi-simple de HI(X, O) sous Faction 

de F, ce qui montre la finitude ddsirde. La seconde assertion de (6.8) d~coule de la 
premiere. Prouvons la derni~re. Puisque E~ ~ = E~, on a une suite exacte de F-modules 

( 6 . 8 . 3 )  o -+ H'(X, o"f'~ .) -+ H'(X/W) --> H'(X, t>~Wf~') --> o 

(avec la notation de (2.3. I)), l 'opdration q) de F dtant dfifinie par l 'endomorphisme 
de W.f2" ~gal ~ f F  en degrd i. Sur H~(X,o~g~ q) est inversible, car F est un 
automorphisme du pro-objet o~~ = ZW.O (cf. (1.3.3)) .  D'autre part, on a 
~ ]  t>tW.f~" = F~t  par ddfinition de F ~  (x.7.3),  donc, d'apr~s la pattie facile de 
(2.3.~),  r est topologiquement nilpotent sur H~(X,t>aW~') ,  ce qui ach~ve la 
d~monstration. 

CoroUaire ( 6 . 9 ) . -  On a E~  E~ et E~a---= E~. 

Noter que la suite exacte (6.8.3) ,  pour i =- i, s'dcrit 

( 6 . 9 . I )  o---> H~(X, oW~ ") ~ H~(X/W) -+ H ~  -+o,  

et est canoniquement scindde : cette ddcomposition correspond, par le foncteur de Dieu- 
" 0 donn~-Cartier covariant, ~t celle du groupe p-divisible associd ~t Pmx/k,,0 d en partie 

multiplicative, de module de Cartier Hi(X,  o%/'~ et partie compl~mentaire (i.e. de 
dual connexe), de module de Cartier I-I~ W1Wf~') (el. [io, I I  (3.1i)]  et (IV (4.5)))- 

Corollaire (6. xo). - -  Supposons que X soit une surface. Toutes les diffdrentielles d r de la 
suite spectrale conjuguge sont nulles, ~ l'exception dventuellement de d 2 : E ~  E~ 1. Pour 
(i,j) # (o, 2), (2, i), E~ ~ est de type fini sur W.  On a gr~ = K e r d ~ ,  
graI-l~(X/W) = H~(X, o ~ W ~ ' ) ,  gr~t-P(X/W) = t-P(X, ~r176 Si E~ ou E~ ~ est de 

type fini sur W,  la suite spectrale conjugude ddgdn~re en E a. 

I1 y a une analogie frappante entre (6. IO) et le th~or~me de structure [IO, I I  
(3. I4)] relatif k la premiere suite spectrale de de Rham-Witt .  Nous examinerons plus 
loin (IV (2. I I)) les relations entre ces deux dnonc~s. Nous verrons notamment que, 
si X est une surface K 3 supersinguli~re d'invariant %, alors, tout comme 'd 1 : 'El ~ ---> 'E~ 1, 

,q?0~ "E~ 1 est de type IIo, (I (2. I6)), et que Hl(X,  gf'iWf2 ") et Hi(X,  Wf~ t) I td2  : ~ 2  

s'identifient au meme sous-F-module de I-I~(X/W), P'I-I~(X/W) = PlI-te(X/W). 

(6. xI) Soit [a, b] un intervalle de Z, avec b --  a = n/> i. Comme en (II (3.12)), 
on peut analyser H*(X, t[a, blWfr) (6.2.5) ~ l 'aide de (5.2) et de la suite spectrale 

�9 j �9 ::> (6. xx. z ) E~([a, b]) = t-I'(X, oW t[a, blWf~ ) H*(X, t[,,b]Wf~'), 
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limite projective des suites spectrales d 'hypercohomologie de X ~ valeurs dans 
les t[~,b]W, ~ ' .  Notons 

H*(X, t[~,blWa" ) = P b H * D P b _ I H * D . . .  D P~H*D P,_IH"  = o 

la filtration (croissante) de l 'aboutissement, d6duite de la filtration canonique de 
t[a,b]W.fl'. Le gradu6 s 'exprime en termes des Z~ j, By et E~ i de la suite spectrale 
conjugude par  les formules suivantes, analogues k (3.12.2)  : pour  m = b + i, 

(6. H . 2 )  gTbHm(X, t[,,,lWn" ) = Z~b+2 

grb-,H'~( X, tC,,blW~') = --n+~--hT~+h'b--hlw+"b--h~'h +2 (O < h < n) 

gr, Hm(X, t[~ b]W~') Ei+n'~/B i+~'a 
, ~ 2 / n + 2  �9 

De plus, les endomorphismes F ~  et V~ b (I .  7) op~rcnt sur la suite spectrale (6. I i .  I) 
et munissent le gradu6 pr6c~dent d 'une  structure de R'~ de niveau n + i, de 
telle mani~re que l 'opdration dc V~b sur gr b (resp. F ~  sur gr~) corresponde, par  (6.11.  ~), 

~b sur ~2 t~,+ 2 (6.4) b) (i)). Compte  tenu celle de V'  sur Z~+ 2 (6.4) a) (i) (resp. F'  l~i+~,~m~+n,~ 
de la coh6rence de E 2 (5.2), on en conclut : 

(i) grb, en tant  que V-modu le ,  est extension d 'un  W-module  de type fini par  
le sous-module de type dF' de Z~ b (6.2). 

(ii) Pour o < h < n ,  grb_ hes t  de type fini sur W. 
(iii) gra, en rant que F'-module,  est F'-fini. 

Pour b t> d im X, le sous-module de type dF'  de E~ best nul : on retrouve done 
le th6or6me de finitude (2 .3 .2) .  
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]. C o h o m o l o g i e  de s  cyc le s  

(x. v) Avec les notations de (III,  I), rappelons que, pour  tout i e Z et tout n I> o, 
ZW.f l  i est l ' image de l 'application compos6e 

F n proj> 
W. ~i  > W. ~ W. gl ~, 

de sorte que ces applications d~finissent un isomorphisme de pro-objets 

( t .  x. x) ~< lim >> W.gl  i --% Z W . ~  ~, 
F, R 

off le premier membre  est le pro-objet limite projective suivant F des pro-objets W. ~i 
et ZW.  ~i est le pro-objet ddfini par  les restrictions (not~es R ou ~) ZW.+ t ~  i ~ ZWn~ ~. 
En d'autres termes, 1'inverse de ( : .  I.  I) est compos6 de l 'isomorphisme 

<< lira >> ZW, fl i -% << lira >> <~ lira >> ZW, fl i 

(provenant de ce que F est un automorphisme de ZW.  l) ~) et de l 'isomorphisme ddduit 
par passage ~ la limite suivant F (dam la cat6gorie des pro-objets) des suites exactes 
(off les fl6ches de transition sont les restrictions) 

(x. x . 2 )  o -+ Z W . ~  i - + W . ~  i --,- W. ~ / Z W .  ~ ~ 4 0 .  

Rappelons que l 'endomorphisme F de W.~al/ZW. ~ d~fini par  passage au quotient 
correspond par l 'isomorphisme d : W . f ~ i / Z W . f ~  i -% B W . f l  T M  ~ l 'endomorphisme F' 

de ( I I I  (i.:)). 
D'autre part, l 'endomorphisme V'  du pro-objet ZW.f~ ~ (III  ( : . 3 . 2 ) )  est un 

automorphisme (inverse de F), de sorte qu 'on a canoniquement 

ZW.  f~f -% a lim >> << lira >> ZW.f~ i. < �9 

De plus, comme V'd----- dVR 2 ( I I I  ( i . 3 .4 ) ) ,  l 'application V'" : B W , , f l  ~ -+BW.f~ i 

est nulle, donc on a 

<~ lira >> << lira >> BW, K~ ~ = o. < < 
V' 

Prenant la limite suivant V'  des suites exactes de pro-objets 

( I .  1 . 3 )  0 "-~ B W ,  ~'~ i 4 Z W .  ~'~ 1 4 , ) ~ W .  ~'~" --+ o 
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(off les fl$ches de transition sont donndes par r:), on obtient donc un isomorphisme de 
pro-objets 

(x. �9 "4) ZW. ~ --~ (< lim >) 3r ~" 

(off le second membre est le pro-objet limite suivant V' des pro-objets (o~,~W.~ ", 7:)). 

(x.2) On suppose ddsormais, dans la suite de ce chapitre, que S = Spec(k) et 
que X est propre et lisse sur k. 

Soient i , j  C Z. On rappeUe ([io, II (2.I)]) que 

Hi(X, Wa') = lira Hi(X, W,a'),  

et que l'on a pos~ (III (2.I.4)) 
j ' . Hi(X, 3(f'W~') = lim n (X, . ~ W , ~  ). 

< 
7~ 

On pose d'autre part 

(x. 2 . ,  ) Hi(X, ZW~') ----- lira H~(X, ZW, fl'J, 

Hi(X, BWfl ~) ---- lim Hi(X, BW, flr 

Notons que, d'apr~s [Io, I (3.9), (3.2I)] et l'isomorphisme de Cartier g~n~ra- 
lisd (III (i.4)), les faisceaux ZW,~ ~, BW, fl ~, ~ W , ~ ' ,  consid~r~s comme module,s 
sur W,O via F" : W.O -+ W,O, sont de type furl, donc que les W-modules Hi(X, ZW, fl~), 
Hi(X, BW,~),  HJ(X, 3C~IW,~') sont de longueur finie. Les W-modules Hi(X, W~ ~) 
(resp. Hi(X, ~ W ~ ' ) ,  Hi(X, ZW~),  Hi(X, BW~)) ont donc des topologies profinies 
naturelles, limites projectives des topologies discr~tes sur les W-modules de longueur 
finie H~(X, W~fl ~) (resp. H~(X, 3~W, fl'), Hi(X, ZW, fl~), H~(X, BW, fl~)), et les suites 
exactes (i.  1.2) et ( i . i . 3 )  donnent, par passage ~ la limite, des suites exactes de 
W-modules profinis 

(x.~.~,) . . .  -+ H~(ZWf~ ~) -+ H~(Wf~ ~) ~ H~(BWf~ ~+~) ---> . . . ,  

(~.~-3) . . . - + H ~ ( B W ~ )  ~ H ~ ( Z W ~ )  - + H ~ ( ~ W ~ ' )  - + . - . ,  

(avec des notations abrdg~es dvidentes) ; rappelons que la topologie profinie de H~(W~ ~) 
(resp. H J ( ~ W ~ ' ) )  est aussi, d'aprSs (II (2.3)) (resp. (III (5.3))), la topologie standard 
(i.e. V A- dV (resp. F' -~- dF')). Ici et au n ~ 2, nous aUons ~tudier la structure de ces 
suites en liaison avec les termes initiaux des suites spectrales de de Rham-Witt. 

(I "3) Les isomorphismes (I .  I .  I) et (I. I .4) fournissent des isomorphismes de 
W.modules profinis (I (o.2)) 

( i .  3. x ) H~(X, ZWf~ i) --~ lira HJ(X, Wff~), 
F 

x. 3.2) Hi(X, Z Wf~ r --~ lim Hi(X, .~ffiWf~'), 
< u  

off Hi(X, W~ i) (resp. Hi(X, 3~iWfl')) est muni de sa topologie profinie naturelle. 
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On a des diagrammes commutatifs de W-modules profinis (et fl6ches continues) 

(x.3.3) 
H#(ZWf~, ) (i.sal. lim H#(Wf~ ~) 

H~(Wf~ '-~) '~ ,' H~(W~) 

HJ(ZWG~) (1.s.2)~ lira H~(o~W~') 

(x.3.4) / " v' 1 
H j _ ~ ( ~ +  lWf~. ) "d, , H~(X,~W~.) 

off les fl~ches obliques et verticales sont les fl~ches canoniques ~videntes. 
Le W-module H~(ZW~ ~) est muni de quatre op~rateurs naturels, continus, F, V, 

F', V', d~finis comme suit. L'op~rateur F (resp. V') est l'automorphisme a-lin~aire 
(resp. ~-Min~aire) induit par l'automorphisme F (resp. V') du pro-objet Z W . ~ ;  
on a F----V'-I ;  d'apr~s (I (I.5)), on peut interpreter F comme l'automorphisme 
prolongeant, grgtce ~ (I .3. I), l'endomorphisme F de HJ(Wf~), et V' comme l'auto- 
morphisme prolongeant, grftce ~ (i .3.2), l'endomorphisme V' de HJ(.,~V'~WG'). On 
pose d'autre part V : p V ' ( : p F - 1 ) ,  et F' = p F ( = p V ' - l ) .  Les couples (F, V) 
et (F', V') munissent donc HJ(ZWG ~) de deux structures de R~ La fl~che 
canonique HJ(ZWG ~) -+ HJ(WG ~) (resp. HJ(ZWf~ ~) -+ HJ(~Wf~' ) )  est compatible 

F et V (resp. F' et V'). 

(x.4) Gompte tenu de la coherence de 'F_, x (II (2.2)) et "E,  (III (5.2)), on a, 
d'aprSs (I (3. I I)), des fl$ches canoniques surjectives, continues, 

(x. 4. I ) H~(ZWa i) ~ (Cceur H~(Wf~')),,, 

(x .4.2) Hi(ZWf~ ~) ~ (Coeur H~(o~Wf~')),,, 

la premiere dtant compatible ~t F et V, la seconde ~t F' et V'. 

Proposition (x.4.3). - -  Soient C u n  W-module de type fini muni d'un automorphisme 
a-lindaire F et u:H~(ZWY~ i) -> C une application W-lin/aire continue (C /rant muni de la 
topologie p-adique et H~(ZWf~ ~) de la topologie profinie eonsiddr/e d-dessus), telle que uF ~ Fu. 
Alors u se factorise de mani~re unique en une application W.lin/aire u' : (Coeur H~(Wf~)),, -+ C 
(resp. u" : (Cccur H~(o~W~'))~ --> C) telle que u'F = Fu' (resp. u"V'  ---- F- lu") .  

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme (x.4.4). - -  Soit M ---- ( M ~  M 1) un R-module gradud concentrd en degr/s o 

et ~, tel que M ~ soit V-fini (I (2. ~)), M ~ de type fini sur W e t  V-adiquement s/pard, et la diff/- 
rentieUe d continue pour les topologies V-adique de M ~ et p-adique de M 1. Alors d = o. 
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I1 suffit de montrer  que M est (V + dV)-profini, car alors, M 1 6tant de type fini 
sur W, M sera sans facteur de type II, done on aura d = o (I (2.18)). Comme M 1 est 
de type fini sur W e t  V-adiquement sdpard, les topologies p-adique et V-adique de M t 
sont identiques. Pour n/> o, il existe done N tel que V~M 1Cp"M 1. De plus, comm c 
d est continue, on peut choisir N tel que dVSM ~ CpnM 1. La topologie p-adique de  M t 
est done la topologie standard, &off !a  conclusion. 

Prouvons (1-4.3).  Notons M ~ N le domino associ6 ~ d : HJ(W~ ~-1) ~ H~(W~),  
i.e. HJ(W~-I ) /V-~~ --1'~ ~F~ posons E = l i m N ,  K ~ - K e r E  ~ N  (cf. (I 

< 
F 

(2.21))). On  a une suite exacte de W-modules profinis (I (3.11.2)) 

o > E > HJ(ZW~i) (1.,.1>) (Coeur HJ(W~2~)),, > o. 

Notons v : E  ---> C la restriction de u. L'application v e s t  continue pour la topologie 
p-adique de C et la topologie profinie de E, qui est induite par ceUe de H i ( Z W ~ ) .  
D'autre part, on a v_F = Fv, off F ddsigne l 'automorphisme de E ddduit de l 'endomor- 
phisme F de N, et qui est aussi induit par l 'automorphisme F de Hi(ZW~I). Rappe.  
lons (I (2.21)) que M se plunge canoniquement dans E. Notons v 1 (resp. v2) la restriction 
de v ~ M (resp. K). La relation vF ---- Fv entralne FvlV = vl; on peut done consid6rer 
v I : M --> C comme un R-module gradu6 concentr6 en degrds o et I, avec V = p F -  t 
sur C. Par ddfinition, M est V-fini, et d'apr6s (I (2.23)), sa topologie est induite par 
celle de E, done Vl est ,continue; de plus, on a [7 V 'G  = ~ p n C  = O, les hypoth6ses 
de ( I .4 .4)  s'appliquent done ~ vl, done v 1 = o. De m~me, vF = Fv entralne 
V'v2F = v,, off V' = F -1 sur G, done v2 : K ~ C est un R'-module gradud (concentrd 
en degrds o e t  I) avec F' = p F  sur C. D'apr6s (I (2.23)), K est F-fin.i, de topologie 
induite par  cede de E, et ~ F'*C = o, done il rdsulte encore de ( I -4 .4)  que v, = o. 
I1 s'ensuit que, pour tout n e Z, la restriction de v ~ V"M (resp. F"K) est nuUe, done, 
d'apr6s (I (2.22) (i)), que v = o. Cela prouve l'existence de la factorisation u' de u 
(l'unicitd est triviale). Celle de u" s'dtablit de mani6re analogue, ce qui ach~ve la 
ddmonstrafion de (I .4 .3)"  

Suit C u n  W-module de type fini quotient de H i ( Z W ~  ~) par un sous-W-module 
fermd stable par F; alors la topologie profinie de HJ(ZW~i), moins fine que la topologie 
p-adique, induit sur C la topologiep-adique (I (o. 4)), et l 'automorphisme F de Hi(ZWs ~) 
induit sur C u n  opdrateur surjectif, done bijectif (cf. (I ( I .5 .3) ) ) .  I1 rdsulte done 
de (I .4.3) qu'il existe un plus petit sous-W-module fermd de HJ (ZW~) ,  stable par F, 
not6 Hi(ZW~I), ,  tel que le quotient Hi(ZW~i)t~----HJ(ZW~i)/Hi(ZW~),  suit de 
type fini sur W, et que 1'on a, compte tenu de (I (3. i I .  2)), on unique isomorphisme 
de suites exactes de W-modules profinis off F (resp. V') op6re bijectivement : 

~ H~(ZW~) > H~(ZW~) t~ o ~ H ( Z W ~ ) ,  > > o 

o ) lira F~'B~ > H~(ZW~ ~) (~'~'~>) (Cceur H i ( W ~ ) ) . .  > o 
< 

F 
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(resp. 

(x.4.6) 
o > H i ( Z W ~ ) ,  > Hi(ZW[2 i) > Hi(ZWs > o 

q 
o > lim V . . . .  B~ ~ - - ~  H i ( Z W ~  i) (~'*'~) (Coeur S i ~ W f 2  ")., > o) 

g'  

Le W-module HJ(ZWY~), (resp. H~(ZWai)tt) s'appeUera partie unipotente (resp. ccur) 
de Hi(ZWf~).  La partie unipotente, qui mesure le dEfaut de finitude sur W de HJ(ZWf~ ~) 
(elle est nuUe si et seulement si HJ(ZWfl i) est de type fini sur W), est annulEe par une 
puissance de p, comme le montre l'isomorphisme vertical de gauche de (I .  4.5) ou (1.4.6),  
compte tenu de (II (3.1) d)) et ( I I I  (6.2)). Nous appeUerons exposant d'unipotence 
de H~(ZWfl ~) le plus petit entier n tel que p" annule H~(ZWf~i),. 

Gorollaire (x.5).  - -  La flkche canonique HJ(ZWfl ~) -+ H~+J(X, W~')  -% Hi+J(X/W), 
d/finie par l'inclusion ZW. f~i[-- i] '-+ W. fl', induit un isomorphisme 

(x. 5. x) HJ(ZWf2 ') | K ~ (ni+J(X/W) | K)[q 

(o~ K est le corps des fractions de W e t  l'indice [i] ddsigne le facteur direct de pente i du 
F-isocristal H~+~(X/W) | K).  

D'apr6s la coherence de 'El, on a un isomorphisme canonique 

(C~ur H~(wa%) | K -~ 'E~ ~ K, 

par lequel l 'endomorphisme de Frobenius sur le second membre correspond ~ piF sur 
le premier. Get isomorphisme induit donc un isomorphisme 

(,) (CCur SJ(Wa'))., | K -% ('E~ | K)C q. 

Si P" dEsigne la filtration canonique de l'aboutissement de la premiere suite spectrale, 
on a un diagramme commutatif  

HJ(ZWf2 ~ | K 

(1.4.5) -~ 

(Coeur H 3 Wf~i)),~ 

> P~H~+J(X/W) @ K c > H~+i(X/W) | K 

OK % ('E~| 

off le composd supdrieur est la fl6che canonique envisag6e en (I .  5), d'ofl la conclusion. 

Compte tenu de ( I .3 .3 ) ,  ( I .3 .4 ) ,  ( I .4 .5 ) ,  ( I .4 .6 ) ,  les ddvissages (I (3.11)) 
appliques ~ 'E 1 et "E 2 entrMnent : 
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Corollaire (x.6). --- On a 

(x. 6. I ) Im(HS(ZWf~ ~) -+ H~(W~i)) = H~(W~i)F.ss, 

(x .6 .2)  Im(HJ(ZWf~ ') -~ H~(~Wf2")) = HJ(o~Wf~ ") v'-,,, 

(x .6 .3)  Im(H~(Wf~ '-1) -+ H~(ZWn~)) C H~(ZWa')U, 

( x . 6 . 4 )  Ker(Hi(Wf~ '-1) --> HJ(ZWf~')) _-- V-~ 'Z~-I , i ,  
j i (x .6 .5)  Im(H~-~(X'~+~Wn') -+ Hi(ZWa~)) C H (ZWf~)u, 

(x .6 .6)  Ker(HJ-~(~i+ ~Wa') -~ Hi(ZWa~)) = F . . . . .  Z~ -~'~+1, 

les flkches aux premiers membres ~tant les flkches canoniques ~videntes. 

Remarques ( x . 7 ) . - - a )  Pour r>~ 2, d : W . f ~  ~-1 -+W.f~E~'~+'-2][i] se factorise 
travers ZW.f~ ~, done, par definition de 'Z~, -1'~ (II (3.3. i)), on a 

Ker (H~(Wf~ ~- ~) ~ H~(ZWf~ ~)) C 'Z ~- ~,~ 

Par suite, (1.6.4) implique l'inclusion _v-~176 ~ ~oo , Etablie en (II (3.4.1)).  
De m6me, (1.6.6) implique l'inelusion F'-~176 -*'~+~ Etablie en (III 
(6. 3. i)). Nous verrons plus loin comment dEduire de la structure de H~(BW~ *) les 
autres inclusions de (II (3.4.1)) et (III (6. 3. i)). 

b) Les sous-modules de H~(ZW~), images de H~(W~) ~-t) et I~-*(.,~g~+xWfl ") 
sont stables respectivement par V'  et F, et permettent de determiner la topologie 
de H~(ZW~), ,  voir (~. I3). 

Corollaire (x .8) .  - -  Les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) H~(ZW~')u ----- o, i.e. Hi(ZWY~ ') est de type fini sur W; 
(ii) = o; 
(ii)' 'dl = o :  H~(WG ' - t )  ~ Hi(Wa') ;  
(iii) V .. . .  B~' = o; 
(iii)' " 4  = o : H~-=(X~+*Wa') ~ H~(a~WCr). 

(cf .  a,,ssi (II (3.8))  et (III (6.5)) .)  

L'Equivalence de (ii) et (i.i)' (resp. (iii) et (iii)') est triviale. D'apr~s (i .4.5) 
(resp. (1.4.6)),  (ii) (resp. (iii)) implique (i). Enfin, si H{(ZW~ ~) est de type fini sur W, 
il en est de meme de F~'B~ i (resp. V .. . .  B~ ~) d'apr&s (1.6. I) (resp. ( I .6 .2)) ,  donc 
F~'B~ = o (resp. V'~176 o) (I (2.18.2)).  

2. C o h o m o l o g l e  d e s  b o r d s  

Dans tout ce num6ro, les hypothSses et notations sont celles de (1.2). 

(2. I )  Notons F 1 (resp. V 0 l 'endomorphisme du pro-objet B W . ~  i dEfini par 
passage au quotient par l 'endomorphisme F (resp. V) de W.s ~-I. La suite exacte 

(2. x . x )  o -* Z W . f ~  ~-1 ~ W . f ~  ~-1 ~ BW.f~  ~ - * o  
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admet donc l 'endomorphisme (F, F, F~) (resp. (V, V, Vx)). D'autre part, avec les nota- 
tions de (III (~. i), (~ .3)), la suite exacte 

(~,. x.  2 )  o -+ BW. f~ -+ ZW. f~ -+ ~ W .  f ~  -+ o 

admet l 'endomorphisme (F~, F', F') (resp. (V~, V', V')) (car dF ----- pFd et V'd  ~- dV). 
Par passage ~t la limite, F~ et V 1 d~finissertt sur H~(BWf~ i) une structure de R~ 
]es op~rateurs correspondants sont continus pour la topologie profinie naturelle de 
H~(BWf~ i) (I .~).  La suite exacte (~.~.a) (resp. (~.~.3)) est R~ H*(ZWf~*) 
~tant muni dans ( i .~ .~)  (resp. (~.~.3)) de la R~ d6finie par F et V (resp. 
F' et V') (~.3). 

Proposition (2 .2) .  - -  Les op/rateurs F 1 et V1 sur Hi(BWfi ~) sont topologiquement nil- 
potents :pour tout n >1 I, on a 

F~H~(BWf~ ~) -4- V~HJ(BWf~ ~) C Ker H~(BWf~ ~) ~ H~(BW, f~'). 

Comme F 1 : BW. f~i --~ BW. f)~ est induit par pF : W. f~ ~ W. f~, le compos6 

BW. ~ -~ BW. f~ ~ BW, f~ ~ 

est nul. I1 en r~sulte que l'on a F~Hi(BW~ ~) C Ker Hi(BWf~ ~) -+ Hi(BW, f~). Comme 
V 1 : BW. f~ -+ BW. f~ est induit par V : W. f~-  1 _+ W. f~-  1, le compos6 

BW. f~ ~ BW. f~ ~ BW, f~ 

est nul, d'ofl V~H~(BWf~ ~) C Ker Hi(BWY~ ~) -+ Hi(BW, f~). 
Nous verrons plus loin (~. 9. ~) que les sous-modules F~Hi(BWf~ ~) 4- V~Hi(BWf~ ~) 

sont ouverts duns Hi(BWf~), donc d~finissent la topologie de Hi(BWf~). 
L'~nonc~ (a.~) se refl&te duns les pentes : 

Proposition (2.3). - -  Le sous-module de p-torsion T de H~(BW~ ~) est annulg par une 
puissance de p, et H~(BW~)/T est un R~ libre de type fini sur W, o~ F x et V 1 sont 
p-adiquement nilpotents. Lafl~che canonique H~+J-a(X/W) -% H~+i-I(X, WY~') ~ H~(BW~ ~) 
d/finie par la projection W. t)" ~ BW. ~i[--  i + I] induit un isomorphisme 

(2.3. x) H~(BW~ ~) | K ~ (H~+~-I(X/W) | K)]~-I,~E, 

l'endomorphisme de Frobenius du second membre correspondant ~ p i - l F  1 sur le premier. Les suites 
exactes ( i .  2.2) | K et (i .2 .3)  | K se scindent en suites exactes courtes admettant des dgcompo- 
sitions canoniques 

(2 .3 .2)  HJ(Wf~,- 1) | K -% Hi(ZWf~ ' -  1) | K @ Hi(BWf2 ') | K, 

(2 .3 .3)  H J ( ~ ' W ~  ") | H~(ZW~ ~) | K @ H~+'(BW~ ~) |  

o~ (~.3.2) (resp. (2.3.3)) est R~ pour Hi(ZW~ ~) muni de F et V (resp. F" et V'). 

Comme H'(Wr et H*(ZWfl*) sont extensions d 'un W-module de type fini par 
un module de torsion annul~ par une puissance de p ((i -4) et [Io, II  (2. I3)]), la suite 
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exacte (I.  2.2) entraine qu'il en est de mfime de H*(BW~*). I1 s'ensuit que T e s t  fermi, 
et que la topologie (profinie) du quotient Hi(W~)~)/T, qui est de type fini sur W, est 
la topologie p-adique; la premiere assertion en dficoule, d'apr~s (2.2). Les autres 
en r~sultent aussit6t, compte tenu de l'interprfitation de Hi(W~ i-~) |  (resp. 
H~(.gF/W~ ") | K, H~(ZW~ ~) | K) comme parties de pentes e [ i  -- x, i[ (resp. 
]i - -  i ,  i], i) de H i + i - I ( X / W ) |  (resp. H~+i(X/W)|  ([IO, II  (3.5)], (III  
(2.2)) ,  ( I .5)) .  

Nous ddgagerons plus loin des conditions assurant des ddcompositions analogues 
(2.3.2), (2.3.3), mais ne n~gligeant pas la torsion, avec Hi (W~-~) ,  H i ( ~ W ~  ") 

de type fini sur W (4.5). 

(~.4) Compte tenu de (i .6. I), la suite exacte (i .2.2) fournit une suite exacte 
de R~ (et d'applications continues pour les topologies profinies naturelles) 

o -+ Hi(BW  -+ Hi(BWn') .. o, (2.4.x) 
off 

(2.4 .~') 

et 

(2.4.3) 

Hi(W~--  1)F-,, : = Hi( w ~ ' -  1 ) /Hi (W~-  l)F-,, 

: Coker Hi(ZW~ ~- 1) _+ Hi(W~i-  1) 

Hi(BW~)~)v.u : =  Ker H i+ l (ZW~i-  1) _+ Hi+ I ( W ~ -  1) 

---- Im Hi(BWf2 i) ~ Hi+l(ZWs 

De m~me, d'apr&s (I .6 .2) ,  la suite exacte ( i .2 .3 )  fournit une suite exacte de 
R~ (et d'applications continues pour les topologies profinies natureUes) 

(2.4.4) o -+ Hi-t(~'~W~')v,..a ~ Hi(BW~ ~) -+ Hi(BWf2~)v,., -+ o 

off 

(2.4.5) 

e t  

(2.4.6) 

H i -  I(oW/Ws : = H i -  1(3r i -  l (~Wn ' )v ' - , ,  

= Coker Hi-I(ZWf2 ~) --~ Hi- i (3f ' /W~')  

Hi(BWf2~)v,.. : :  Ker H~(ZWf~ ~) -~ H ~ ( ~ W f F )  

= Im Hi(BWa ') ---> Hi(ZW~').  

Le choix de la lettre F (resp. V') en indice dans (2.4.3) (resp. (2.4.6)) , de pre- 
ference ~ F 1 (resp. V1) , a simplement pour but de rappeler l'origine de la d6finition, qui 
fait intervenir la suite exacte ( i .  2.2) (resp. (I.  2.3)), lin~aire pour F et V (resp. F' et V'). 

Proposition (2.5). --- a) Le R~ Hi(Wg~-l)F_nu est V-fini (I (2.I)) ,  avec F 
topologiquement nilpotent. 

b) Le R~ Hi-l (~W~')V, .n~ est F'-fini, avec V '  topologiquement nilpotent. 
c) On a 

(2.5. x) Hi(BWf2~)F., = Ker H i + I ( Z W ~ - I ) ,  -+ F~'B~ -1,i+1 
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(eft (~ .4.5)).  Le R~ H~(BWs est F-fini, aver F~ injectif et Vx nilpotent (i.e. de 
Cartier unipotent r R'~ 

d) On a 

(~. 5. ~) H~(BWfP)v,.,----- Ker  H~(ZWfI~), --~ V '~"B~ 

(cf. (~ .4.6)).  Le R~ HS(BW~)v,,  est V-fini, avec V x injectif et F x nilpotent (i.e. de 
Cartier unipotent comme R~ 

e) Les topologies profinies naturelles de Hi(W~-x) r .  ~ et H~(BW~)v,., (resp. 
H ~ - I ( ~ W ~ ' ) v , ~  et HS(BW~)r..) sont les topologies V-adiques (resp. F-adiques). 

Comme (~ .2.~) est une suite exacte de W-modules profinis, la topologie de 
HJ(Wf~i-~)r.~a induite par celle de Hi(BWf~ i) est quotient de ceUe de H~(Wf~i-~), 
qui est la topologie standard. Or on a 

( , )  c c V -  

et HJ(Wf~i-1)r.~, est fermd dans HJ(Wf~-I) ,  donc d'apr6s (I (2.3), (2 .9 . I ) )  et (II 
(3.I)) ,  la topologie de HJ(Wf2~-~)r.~i I e s t  la topologie V-adique et Hi(Wf~i-X)r.~a 
est V-fin]. La seconde inclusion de ( . )  donne une suite exacte de R~ V-finis 

o ~ Cceur('E~-~'~)F.~ ~ H~(W~-~)~..,, -+ H~(W~-~) /V - ~Z ~ o, 

off le terme de droite est de Cartier un]potent et celui de gauche est le facteur direct 
du coeur off F est topologiquement nilpotent. Donc F est topologiquement n]lpotent 
sur HJ(Wf~-l)r.~il, ce qui prouve a). Compte tenu de ( I .4 .5 )  , (2.5.x) ddcoule 
de (I (3 - i I .3 ) ) .  La seconde assertion de c) rdsulte alors de (I (2.23) a), b)) appliqud 
au domino HJ(Wf~-I ) /V-~Z~ -1# -~F=B~. On vdrifie de man]~re analogue b) 
et d), et le reste de e). 

Dgfinition ( 2 . 6 ) . -  Nous dirons que Hi(W~-I)F . ,n  (resp. HJ-l(oC'~W~')v,.,il) 
est la partie F-nilpotente (resp. V'-nilpotente) de Hi(BW~) ,  et Hi(BW~)F.,  (resp. 
H~(BW~)v,.u) le quotient F-unipotent (resp. V'-unipotent) de H~(BW~).  

Cette terrninologie peut choquer, dans la mesure off F 1 (resp. V1) n'est pas en 
gdndral nilpotent sur la partie F-n]lpotente (resp. V'-nilpotente), et F 1 (resp. V1) n'est 
pas un]potent sur le quotient F-unipotent (resp. V'-unipotent). Nous l'avons introduite 
surtout dans un but mndmotechnique : l'dpith6te << F-n]Ipotente ~> (resp. << V'-nilpotente ~) 
cst censde rappeler qu'il s'agit de la partie provenant du quotient de Hi(Wf2 ~-t) 
(resp. H~-l(ovt~Wf2")) off F (resp. V') est topologiquement nilpotent, tandis que 
<< F-unipotent >~ (resp. << V'-unipotent ~>) dolt 6tre compris comme une contraction de 
<< F-fin] et de Cartier un]potent ~> (resp. << V'-fini et de Cartier un]potent >>). 
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Proposition (~.7). - -  Le R~ 

(~'. 7. x ) H~(Bwf~) t~ : = Hi( w f ~ ' -  1) F-.a c~ H ~ - ~ (~Wt2")v,.,~ , 

est de type fini sur W, avec Fx et Vx topologiquement nilpotents. C'est le plus grand sous-R~ 
de H~(BWf~ i) qui soit de type fini sur W .  

Nous d.irons que H~(BWf~)t~ est le c~eur de H~(BWf~). 
Pour la ddmonstrat ion de (2.7), nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme (~. 7. ~). - -  Soit N u n  R~ Les conditions suivantes sont /quivalentes : 

(i) N e s t  de type fini sur W ,  avec F et V topologiquement nilpotents; 

(ii) N est ~ la lois  F-fini et V-fini. 

I1 est trivial que (i) implique (ii). Inversement,  supposons N F-fini et V-fini, et 
eonsid6rons le d6vissage canonique (I (2.7)) de N eomme module V-fini 

o -+D -+N -->U -+o, 

avec U de Cartier unipotent  et D de type fini sur W. La topologle p-adique de N dtant 
plus fine que la topologie F-adique, D est ferm~ dans N pour  la topologie F-adique, 
done U est F-fini (I (2.3)).  Comme F est nilpotent sur U, U est done de longueur finie. 
Mais V est injectif et topologiquement nilpotent sur U, done U = o, i.e. N e s t  de type 
fini sur W. 

Prouvons (2.7). Comme HJ(BW~)u  est ferm6 dans les parties F-nilpotente et 
V'-nilpotente de HJ(BW~i), dont  les topologies sont respectivement les topologies 
F-adique et V-adique (2.5) e), H~(BW~)tf est F-fini et V-fini (I (2.3)), done de type 
fini sur W e n  vertu de (2 .7 .2) .  Si N est un  sous-R~ de H~(BW~ ~) de type fini 
sur W, l ' image de N dans les quotients F-unipotent  et V'-unipotent  de HJ(BW~ ~) est 
nulle d'apr~s (I (2.7)),  done on a N C H ~ ( B W ~ ) u ,  ee qui aeh~ve de prouver  (2.7). 

Proposition (2 .8) .  - -  a) On a des suites exactes canoniques de R~ 

(a .8 .  x) o --> HJ(BW~)u  -+  HJ(W~'~i-1)F.ni  I --~ HJ(W~'~i-I)V_u ~ O, 

( 2 . 8 . 2 )  o ~ HJ(BW~)u  -+ H i -  l(~'~W~')v,.,~ -+ HJ-1(~Wfl ' )~ , , . ,  ~ o, 

0~ H J ( W ~ - I ) v .  . est le quotient V-unipotent de 'v/-~,i_~ (II  (3. i)) et HJ-I (o~W~' )F , . ,  
le quotient F'-unipotent de "E~ -I'~ ( I I I  (6.2)).  

b) On a des isomorphismes canoniques de R~ 

(2 .8 .3 )  H J(BW~) t~ --% Coeur ('E ~- 1,j) F-~, 

(z. 8 . 4  ) Hi  (BW~)~) t~ ~ Cceur (" E ~ - 1, ~) v'-.~, 

ot~ le second membre de (2.8.3)  (resp. (2.8.4))  est le facteur direct du coeur de 'E ~-1'i (resp. 
"E ~-t'~) 0~ F (resp. V') est topologiquement nilpotent. 
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Par d6finition de Hi(BWO~)u, le quotient  HJ(W~i-1)F..~I]HJ(BW~i)u = O est 
un sous-R~ de HJ(BW~I)v,.,, ferm6 dans H~(BW~)v,., pour  la topologie 
profinie natureUe de H~(BWO~)v,, (I (o .5)) ;  comme eelle-ei est la topologie Vl-adique 
(2.5) e), O est done Vx-fini (I (2.3)) ;  HJ(BWOi)v,., &ant  de Cartier unipotent,  il en 
est de m~me de Q ( I  (2.7)), de sorte que O est le quotient unipotent  de H~(W~-I)F .  ~ .  
Par d6finition de H # W ~  ~-1~ E~ , k /F-nil, O est done aussi le quotient  unipotent  de ' i-a'~ 
ce qui 6tablit (2.8.  i).  On  proc6de de m~me pour  (2 .8 .2) .  Les isomorphismes (2.8.3)  
et (2.8.4)  r6suhent imm6d.iatement de (2 .8 . I )  et (2 .8 .2) .  

On  d~duit de (2.4.~) ,  (2 .4 .4) ,  (2 .8.x)  et (2 .8.2)  un  d iagramme commuta t i f  
de R~ profinis et applications lindaires continues, ~ lignes et colonnes exactes 

(2.0.5) 

0 0 0 

o > HJ(BW~)u  > HJ-l(aUW~')v,.~a > HJ- l ( .~W~')V, .u  > o 

O > HJ(W~i-t)v. , i  I > HJ(BW~ ~) > HJ(BW~)F.u > o 

o > HJ(W~-~)v.  . > Hi(BWf~)v,., > Hi (BW~)u  > o 

O O O 

off le carr~ (I) est caxt6sien et 

(2 .8 ,6 )  HJ(BWn')u : =  I-IJ(BWf~')/(HJ(Wn'-~)v..~ + H J - l ( ~ W f ~ ' ) v , . ~ ) .  

Proposition (2.9) .  - -  Le R~ H~(BW~i)xf est de longueur finie sur W, avec F x 

et V 1 nilpotents. 

Cela r~sulte du lemme suivant, dont  la v&ification est imm6diate : 

Lemme (2.9.  z). - -  Soit M un R~ Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) M est de longueur finie sur W,  avec F et V nilpotents; 

(ii) M est ~ la lois F-fini et V-fini, avec F et V nilpotents. 

Corollaire ( 2 . 9 . 2 ) .  - -  Le s sous- R ~ 

V~ H J ( W ~ ' ~ / -  1)F-ntl "31- F~HJ- '(~Wf)')v,.n. 

de H~(BWf~ ~) forment, pour n e N,  un systkrae fondamental de voisinages ouverts de o clans 
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I1 en r6sulte trivialement que les sous-R~ V~H~(BWf~ ~) + F~H~(BWf~ ~) 
poss6dent la mfime propri6t6 (cf. (2.2)). 

V~rifions (2.9.2).  Posons, pour abr~ger, 

V~H~(W~'- ')~.~ + F~H~-~(~W~')v, . .a  = M,. 

Pour tout n >i o, M, est ferm6 dans Hi(BW~ i) (en tant qu'image de 

V~ + F]:  Hi(W~)~-~)F.., | H~- I (~W~ ' )v , . . ,  ~ HJ(BWtI~)). 

D'apr~s (2.9), H~(BW~)/M0 = H~(BW~)tt est de longueur finie sur W. Comme 
HJ(W~-t )F . , ,  est V-fini et H~-t(~Wfl ')v,~i~ F-fini, il s'ensuit que, pour tout 
n ~N, H~(BW~)]M, est de ]ongueur finie, donc discret (car s~pard). Donc M, est 
ouvert, d'ofl la conclusion, compte tenu de (2.2). 

L'~noncd suivant, qui est le principal r6sultat des n ~ ~ et 2, 6claire la signification 
de la pattie unipotente de la cohomologie des cycles : 

TMorbme (2. to). - -  Avec la notation abrdgde 
diagramme commutatif canonique, ~ diagonales exactes : 

0 

\ 
HJ-2(,r ~+1) ~ H~-2(.~+~)F,. . c*"> Hj-a(BWf~+~)F.u ~"> 

\ 

HJ(,jr ~) = HJ(,~ff'Wf~'), 

/ 
~"> V 'oo " R J  / C 

~3 

/ 
(a. xo. �9  HJ(ZWta ). 

on a I/n 

, H (,rt 

/ \ 
H~(Wf~-I) ~ H~(Wf~-l)v., c ~' > HJ(BWf~)v,.u _ _ ~ . n '  F ~o ,n~,,, c �9 HJ(WO ~) 

/ ",,,, 
O O 

oft : 

(i) H~tWf~-~' HJ(ZWY~), ~ F | 'B~ -~ HJ(Wf~ ~) (resp. les fl~ches HJ(W f~- l )  ~ ~ )v-u 
HJ-~'(,Ct ~+1) -+ HJ-z(,~oI+I)F,.u --~ HJ(ZWf~),, --+ V'~~ i --~ H J ( ~ ) )  sont la fac- 

torisation canonique (I (3. I I. 4)) de 'dl (resp. "d2), compte tenu de (I.  3.3) et (I.  4- 5) 
(resp. (I. 3.4) et (I. 4.6)) ; 

(ii) les diagonales sont d~finies par (2 .5 .  i ) et (2 .5 .2)  ; la diagonale descendante (resp. montante) 
est R~ pour la structure de R~ sur H~(ZWf~ ~) dgfinie par F et V (resp. F' 

et V');  
(iii) , '  et r sont les inclusions figurant dans (2.8.5);  
(iv) ~' et ~" sont des dominos conjugu6s (I (~.24)). 
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La fl&he canonique H i ( W ~  ~-1) -~ H1(ZW~ ~) (induite par d : W .  fl~-1 _+ ZW. fl~) 
se factorise ~ travers H i (BW~) ,  donc ~ travers H~(BW~)v, ,  par d~finition de 
HJ(BW~)v,. .  (2 .4.6) .  La fl~che obtenue, de HJ(W~ ~-1) dans H~(BW~)v,.,, se 
factorise alors ~ travers r comme le montre le carr5 inf6rieur gauche de (~. 8.5).  La 
fl&he canonique H~(Wfi~-l)v. . -+ H~(ZWfi~), ( ~ l i m  F~'B~ i) de (I (3. ~x .4)) est done 
compos6e des inclusions 

H~( w f ~ -  ~)v-, ~ H~(BWf~)v'-, '-+ H~(ZWf~), �9 

On v~rifie de m~me que la fl&he canonique 

H J - " ( ~ + ~ ) r _  . -+ Hi(ZWf~'), (--% lira V '~ "B~ ~) 
<Y' 

de (I (3.11.4)) est composde des inclusions 

H i - * ( ~  + ~)r., ,.+ HJ-I(BWf~ ~+ ~)F., ,-+ Hi(ZWf~), ,  

d'ofl l'existence du diagramme (~. IO. I) v~rifiant (i), (ii) et (iii). Comme l'opSrateur V~ 
sur Hi(BW~)v,. ,  (resp. F sur F~'B~ i) est induit par l 'op~rateur V'  (resp. F) sur 
Hi(ZWf~),  et que FV' -- V ' F  ---- Id, on a FS'V~ = 8', ce qui permet de consid~rer 8' 
comme un R-module gradu~ (concentr6 en degrSs o et I). D'apr&s (~.9), le conoyau 
de r est annul5 par une puissance de V~, donc il existe n o tel qu'on ait 

V~HJ(BW~)v,.. C H~(W~ ~- ~)v-. pour n >/ no. 

Comme 8' s' est un domino (II  (3. ~)) et que Hi(Wfl~-~)v. . r V-fini, il en rdsulte 
que 8' est un domino. La croix de (~.~o. ~) montre alors, d 'apr& (I (~.~3)), que ~" 
est un domino, conjugu6 de 8', ce qui ach&ve la d6monstration de (~. IO). 

Compte tenu de (I (~.~8.~), (~.~8.3)),  (~.~o) entratne aussit6t : 

Corollaire (~,. �9 �9  - -  Les dominos 

H / ( W a l - t ) / V  -~o 'Z{- Li -+ F ~o 'B~i 

et H i - 2 (.r + 1 W f ~ ' )  [ F ' -  ~o , , Z  j - 2,~ + ~ ._+ V,OO "n~ ,  

d/duits de 'dx : H~(WO ~-t) ~ HJ(Wf~ ~) et "d, : HJ-2(,,vg~+tWf~') .-+ H J ( ~ W f ~  ") ont 

m~me dimension et rrdme exposant d' unipotence, ggal d l' exposant d'unipotence de Hi(ZWf~ ~) (I .  4). 

(i) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 
(v) 
(vi) 
(vii) 
(viii) 
(ix) 

Corollaire (2.x2). - -  Les conditions suivantes sont /quivalentes ( c f  . aussi (I .8)) : 

H J ( Z W ~ ) .  = o; 
HJ(BWf2~)v,., = o; 
HJ(Wf~-l)v.  . = o; 
HJ- I (BW~+I)F .  . = o; 
HJ-2(~o/+IW~"~')F,.u ~-. o ;  

la f lkhe canonique W(ZWf~ ~) ~ H~(,,vUWfr) est injective; 
la flkche canonique HJ(ZW~ ~) ~ HJ(Wf~ ~) est injective; 
la flkche canonique H i - I ( ~ W f ~  .) ~ HJ(BWf~ i) est surjective; 
la flkche canonique Hi-l (Wf~ ~) - + H i - I ( B W ~  i+l) est surjective. 
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D'autre  part,  (2. IO) permet  de ddcrire la topologie de H~(ZWf~)u : 

Corollaire (2.x3).  - -  a) La topologie induite par H~(ZWf~)u sur H~(BWf~)v,., 
(resp. Hi-I(BW~+I)F.~)  est la topologie V,adique (resp. F-adique). 

b) /2  sous-module HJ(W~-I )v .  ~ (resp. HJ-9(gct~+t)F,.~) de H~(ZWf~), est ouvert 
dans Hi(BWf~)v,.~ (resp. Hi-I(BWf~+I)F.~). 

c) Les W-modules 

V"H~(Wt2~-~)v. . + F 'H~-~( ,~+t ) r , .  ~ 

(resp. V " H  (BWf~')v,. . + F'Hi-I(BWf~'+')F.~) 

pour r, s e Z forment un systkme fondamental de voisinages ouverts de o dans Hi(ZW~i) , .  
d) Il  existe un entier a tel que l'on air 

Hi(ZWf~i). = V'-'Hi(Wf~-i)v.. + F-'H#-S(.~+i)r, ~ 

et V"Hi(BW~i)v.~ c~ F ' H i - t ( B W ~ + ~ ) r .  . = o 

pour r + s >>. a. 

Cela r6sulte de (I (2.22), (2.23)) appliqu6 ~t la croix de (2. IO. x), compte tenu 
du fait que, d'apr6s (2.9) (ou (2. IO) (iv) et (I (2. I7) b)), le conoyau de d (resp. r 
est de longueur finie sur W, annum par une puissance de V (resp. F). 

Remarques (2.x4).  - -  a) I1 ddcoule de (2. xo. I) qu 'on  a des inclusions 

(2.x4 x) Im(H~(BWr ~) -->Hi(Will)) C 17~'Ri/ �9 A ~ 2  ' 

(2. x4.2 ) I m ( H i - I ( B W G  ~+t) ---~ HJ(9~WfI ' ))  C V'~"B~ ~. 

Notons que, pour  r~> 2, d :  W . f ~ [ i - ' + l ' ~ - l ] [ i -  I] - + W . ~  i se factorise ~t tra- 
vers BW.f~ ~, donc, par  ddfinition de 'B~ (II (3 .3 .2)) ,  on a 

'B~ C Im(H~(BW~ ') ~ HJ(Wf~')). 

Par suite, (2.I  4. x) implique l 'inclusion 'B~ CF| de (II (B.4.I))-  On  volt de 
m~me que (2. I4 .2  ) implique l 'inclusion "B~CV'~"B~  ~ de ( I I I  (6. 3. I)). Compte  
term de (I .  7) a), on a donc obtenu ainsi une deuxi~me d6monstration de la survie des 
coeurs ((II (3.4)),  ( I I I  (6.3))). 

b) Supposons X purement  de dimension N. Rappelons (II (3.9), (3 . I I ) )  que 
les seules diffdrentielles 'd x 6ventuellement non nulles sont celles dont  le but  (i , j)  appar-  
tient au carr6 j~> 2, I~<i~< N - -  I. I l y  e n a  donc au plus ( N - -  1) 3 . D'autre part  
( I I I  (6.8)) les seules diff6rentielles "d~ 6ventuellement non nulles sont ceUes dont  le 
but  (i , j)  appart ient  au carrd i/> 2, I ~< j ~< N --  I. II y e n  a donc aussi au plus (N --  I) 2. 
Ces diffdrentielles se r6partissent en paires << conjugu6es >> ('d~ - t ' i ,  "dzi-2'i+t), de 
buts (( i , j ) ,  (j,  i)), ayant m~me nombre  de facteurs de type II .  Pour N = 2, 3, on a 

186 



LES SUITES SPECTRALES ASSOCII~ES AU COMPLEXE DE DE RHAM-WITT x8 7 

donc les fgures suivantes, off les diff6rentielles conjugu6es sont indiqu~es par un m~me 
numdro : 

'E "E 

~~ ~ ~ ~  

N ~ 2  " 

N = 3  : 

E l 

4' 

it ~t 

(2. x5) Par analogie avec la partie unipotente de HJ(ZW~) ,  on d6finit le quotient 
unipotent de Hi(BWY~I), not6 HJ(BW~), ,  par la suite exacte (de R~ 

j (2. x 5 �9 x ) o ~ H~(BW~ ~) tf -~ Hi(BW~) -+ H (BW~) .  ~ o. 

Le diagramme (2.8.5) fournit ainsi deux suites exactes de R~ : 

j i (2. x5 .2)  o -+ U~(Wf~i-1)v., - + S  (BWO), -+ H~(BWf~')F.u -+o,  

( 2 . 1 5  �9 3 )  O ~ H / - I ( ~ W ~ ' ) F , . u  ~ HJ(BWO~), -+ HJ(BW~)v,., ~ o.  

L'une ou l 'autre montre que Hr est de torsion, annul6 par une puissance de p : 
plus pr6cis6ment, il rdsulte de (2. IO) et (2. i i) que, si vlj ddsigne l'exposant d'uni- 
potence de HJ(ZWf~I), HJ(BWO~), est annul6 par p,ij+~i-l.i§ Par d6finition du 
coeur, HJ(BWf~ r est de type fini sur W si et seulement si son quotient unipotent est 

nul. Notons que, d'apr6s (2. I2), (2. I5.2 ) ou (2. I5.3) fournit l'6quivalence : 

(2. x5.4) (HJ(BW~*). = o) ~- (HJ(ZW~') .  = o et HJ+l(ZW~i- t )u  -~ o). 

Ii en r6sulte que, pour n ~ Z donn6, on a l'~quivalence : 

(2 .x5.5)  (HJ(BW~')u = o pour tout (i , j)  tel que i + j = n) 

~:~ (H~(ZW~)u = o pour tout (i,j) tel que i + j = n). 
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Compte tenu de (II (3. ~ ) f ) )  et ( I I I  (6.2. 3. I ) ) ,  o n  en ddduit aussi, pour n ~ Z donn~, 
l'dquivalence des conditions (i) ~ (iv) ci-apr~s : 

(~'. �9  

(i) pour tout ( i , j )  tel que i + j  = n ou n + x, H~'(ZW~T) est de type fini sur W; 
(ii) pour tout ( i , j )  tel que i + j  = n ou n + I, H~(BWfl ~) est de type fini sur W; 
(iii) pour tout ( i , j )  tel que i + j  = n, H~'(W~ ~) est de type fini sur W; 
(iv) pour tout ( i , j )  tel que i + j = n, H J ( ~ W f l  ") est de type fini sur W .  

Nous verrons pins loin que les conditions (2 . I5 .6)  entrainent l'existence d 'une 
d~composition remarquable de H"(X/W) (4.5). 

(2. x6) Si M est un R~ notonsp-tors(M) (resp. V-tors(M), resp. F-tors(M)) 
le sous-module de p-torsion (resp. V-torsion, resp. F-torsion) de M, et posons 
VF-tors(M) ---- V-tors(M) t3 F-tors(M). 

Comme F x est injeetif sur HJ(BWf~i)r..u, (2.4. I) entraine : 

(2. xfi. �9 ) F-tors(H~(BWf~)) = F-tors(HJ(W~-l)v. ,~ ). 

D'apr6s (2.5) a) et (I (2.5)), F-tors(Hi(BW~i)) est done un R~ V-fini, annul6 
par une puissance de F1, F-tors(Hi(BWf~)tf) est de longueur finie sur W, avee F x et V a 
nilpotents, et (2.8.  I) fournit une injection de R~ 

(2. �9  o -+ F-tors(HJ(BW~))/F-tors(H~(BW~)tf) ~ HJ(W~-I)v.~,  

de conoyau de longueur finie sur W, avec F et V nilpotents. 
On volt de m6me que l 'on a 

(2. �9  V-tors(Hi(BW~)) ---- V ' - tors(HJ- l (~W~')v , .n~) ,  

de sorte que V-tors(H~(BW~)) est un R~ F-fini, annul6 par une puissance 
de V1, et qu'on a une injection de R~ 

(2. x6.4) o ~ V-tors(HJ(BW~))/V-tors(H~(BW~)u ) -~ H~-X(gf~J'Wf~')v,.~, 

o~ V-tors(Hi(BWf~)u) et le conoyau de (2. I6.4) sont de longueur finie sur W, avec F 
et V nilpotents. 

II d~coule de (2 . I6 .  I) et (2 . I6 .3)  qu'on a 

(o. �9  ) VF-tors (HJ(BW~ ~) ) = VF-tors (H~(BW~ ~) tf) = p-tors (Hi(BW~ ~) u). 

En particulier, VF-tors(HJ(BWfl~)) est de 1ongueur finie sur W, avec F x et V 1 nilpotents, 
et (~. ~5. x) fournit une injection de R~ 

(~. x6.6) o - ~ p - t o r s ( H ~ ( B W ~ ) ) [ p - t o r s ( H ~ ( B W ~ ) u  ) -+ H~(BW~), ,  

de conoyau de longueur finie sur W, avec F~ et V~ nilpotents. On volt notamment que, 
si p" annule la p-torsion de H~(BWfl~)u, alors la p-torsion de  Hi(BW~ ~) est annul& 
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par pa+*ij+~i-l,J § a v e c  les notations de (2.~5). De plus, les noyau et conoyau de la 
fl&he natureUe 

(o. x6.7) H~(BWf~'),r -+ HJ(BWf~')/p_tors(Hi(BWf~)) 

sont de longueur finie, avec F~ et V 1 nilpotents, ce qui pr6cise la premiere assertion 
de (~.3). 

Un exemple, pour terminer : 

Proposition (2.x7). - -  8oit X une surface K 3 supersingulikre, d' invariant d' Artin %, 
i.e. telle que 'E ~ k ~176 (cf. [xo, II  (7.2) b)]). On a t-I~(ZW~ t) = I-~(ZW~a),, 
H2(WO) --% t-I~(BW~ a) = H2(BW~t)V,.u, H~162 ") --% Ht(BW~ 2) = H~(BW~2)F.u, et 
le diagramme (2. xo. i), pour (i,j) = (i ,  2), se rgduit ~ la croix de suites exactes 

O O 

\ / 
H0(ogf2Wf~.) "~; H~.(3C,~Wf~.) 

\ / 
H*(ZWf~ 1) 

/ \ 
H*(Wr , H~(WY~ ~) 
/ ",, 

0 0 

Les diffdrentielles 'd~ et "d ~ sont des dominos isomorphes a Uo., et 

H ' ( Z W a l )  = r e ( W e )  + H o ( ~ , W a ' ) .  

Enfin, la flkche canonique H~(ZWa 1) -+ H*(X/W) est injective, d'image 

PXH2(X/W) = PIH*(X/W) 

(oi~ P" (resp. P.) d~signe la filtration aboutissement de la premiere (resp. deuxi~me) suite spectrale). 

On sait [ IO,  II  (7.2) b)] que 'd~ est isomorphe ~ Ua,. En particulier, 
H2(W~ 1) = 'B~2= F~'B~ 2, donc Cceur('E 1~) = o, d'ofl, grace ~ ( I .4 .5) ,  

H ' ( Z W n l )  = H , ( Z W a l ) u .  

D'autre part, comme F est un automorphisme de HI (W~ 1) [I% loc. dr.], on a 
HI (ZW~ x) ~ HI (W~ 1) (I -3-I) d'ofl la suite exacte 

(,) o ~ m ( 1 3 w n , )  -~ H , ( Z W n l )  + m ( w a ~ )  ~ o, 

le z~ro ~ droite venant de la surjectivit~ de 'd~ On sait de plus que 

H~  ') = H I ( W a  *) = o, donc H~ ") --% HI(BWf~'), 
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et ( . )  donne l 'une des diagonales de (~. x 7)- Par ailleurs, on a H a ~ ~  = o,  car 
HzgF~ est le sous-F-cristal unitd de Ha(X/W) (nI (6.8)). Donc on a 

HaaCaxWf~ �9 -% PxHa(X/W) C Ha(X/W);  

l 'endomorphisme F' de HX.,~xwf~', induit par  l 'endomorphisme �9 de Ha(X/W),  est 
purement de pente i, doric V'  est un automorphisme de HI .~xWfl"  (et F'  = p V ' - t ) .  
I I e n  rdsulte que Hx(ZWf~ a) -% Hlaf~IWfF (x .3.~) et qu 'on a la suite exacte 

(**) o -+ Ha(BWD 1) -+ H*(ZWfP)  -+ H a ( ~ x W f l  ") -+ o. 

Comme H 2 . ~ o w f ~ "  = o,  o n  a Ha(Wdg) --% Ha(BW~)X), et (**) donne l 'autre diagonale 

de (2.17). D'apr~s (2. IO), "d~ est un domino de dimension I, donc de la forme Ui; 
comme "d2 ~ a m6me rioyau et m~me cortoyau de 'd~, ndcessairement i = %. L'dga- 

lit6 Hg(ZWf~ 1) = Ha(WO) + H ~  ") se lit sur le diagramme. Quant  ~t la der- 
nitre assertion, elle rdsulte de ce que HI (ZWfP) -% Hx(Wfl x) -%P1H2(X/W) et 
HI(ZWf~ 1) -% HI (~xWf~ ' )  -% P1Ha(X/W), comme on l 'a vu plus haut. 

3" C o h o m o l o g i e  l o g a r i t h m l q u e  

(3" �9 Soit X un schdma lisse sur un schdma parfait S de caractdristique p. Rappe-  

W. ~og) ddsigne lOllS [IO, I (5.7)] que, s in et i sont des entiers 1> I, W, f2x, lo ~ (eri abrdgd, 
le sous-faiseeau de W , f ~  engendr6 localement, pour la topologie dtale sur X, par les 
sections de la forme d_xJx 1 . . .  d_x,/x, pour xl, . . . ,  x, E d~ (x k = (xk, o, . . . ,  o) E W,d~x) ; 
on convient que W, fPog est le faisceau constant Zip", et que W,f~o ~ -----o si i < o 
ou n~<o. 

Pour i fix6, les Wnf2~o ~ forment un sous-syst~me projectif W.f2~o, de W . ~ ;  
le pro-objet correspondant est donc sansp-torsiori, de plus, pour n >/ I, la fl~che naturelle 

( 3 . I . I )  W.n o, | ZIp" W,n,% 

est un isomorphisrne de pro-objets [IO, I (5 .7 .5)] .  

D'autre  part, pour la topologie dtale sur X, on a une suite exacte naturelle de 

pro-faiseeaux [io, I (5 .7 .2)]  

(3 .x .2 )  o , W.f  o, , W.f ' 1-F > W . ~  ~ > o. 

Comme on a W~f~l~og C ZWnf2 ~, il en r6sulte que 

W. ~o,  ----- Ker I - -  F : ZW.  f~ -+ ZW.  ~ .  

De plus, l 'endomorphisme x --  F du pro-faisceau ZW.  f~i est surjectff pour la topo- 

logie dtale. I1 revient au m~me, en effet, de v~rifier que l 'endomorphisme V'  --  i de 

ZW.f~ ~ (el. ( I I I  (x .3))) est surjectif. Or, par ddfinition de V', on a uri carrd commutat i f  
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W g  n ~'~i 1 -- F > W ~ _ ~ G  ~ 

Z W . a  ~ v ' - i  , Z W . _ I ~  ~ 

ot't les fl~ches verticales sont surjectives, ainsi que i --  F [IO, I (3.26)], d'ofl la surjec- 
tivit6 de V' --  1. Au total, on a donc un isomorphisme de suites exactes (pour la topo- 
logie 6tale) de pro-objets : 

( 3 . x . 3 )  o , W . ~ l ~  , Z W . ~  i 1 - ,  > Z W .  ~ > o 

( 3 - x . 4 )  o > W . ~ o f  , Z W . ~  ~ v ' - t  �9 > Z W . t ~  ~ > o 

Enfin, grace ~ la commutativit6 du carr6 ( I I I  ( I .4 .6 ) ,  ( I .4 .7) )  

W.~' , ,-F> W . _ l ~ i  

v ' - "  

on a un isomorphisme de suites exactes de pro-objets : 

( 3 . 1 . 5 )  O ) W .  ~..~l~og > W.~..~ i 1--F ~'~i >W.  >o 

( s . , . 6 )  o , w.n 'o, , , o 

On a aussi, bien entendu, une injection (resp. surjection) natureUe de (3. I .3) 
dans (3.1.2) (resp. (3.1.2) dans (3.1.6)) .  

(3.2) On suppose, ~ partir de maintenant, que S = Spec(k), et que X est propre et lisse 

sur S. On va 6tudier la structure des Zp-modules 

(3.2.  x) Hi(X, Wa]og ) : =  ~m Hi(X,  W, alo~) 

la cohomologie au second membre 6rant prise pour la topologie dtale sur X. Par d6finition 

Hi(X, Wn~ = Hi(X,  Zp) ( =  lira HJ(X,t, Z/p")), 
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et, pour i = I, on a, avec les notations de [io, II, 5], un isomorphisme canonique 

Hi(X, W~1og ) ~_ Hi+I(X, Zp(i)) :=  lim Hi+t(X~pp~, ~,).  

Comme on l'a d6j~ observ6 dans (loc. cit.) pour i = oe t  i, si k est alg~briquement 
clos, le Zfmodule Hi(X, W ~ )  est en fait le groupe des k-points d'un certain groupe 
pro-aig6brique, que nous allons pr6ciser. Notons f :  X ~ S la projection, d'ofl, avec 
les notations de [~, (I.5)], un morphisme de topos 

f :  (X/S)p.,, -,- Sp~ 

(Sp~ est le topos des faisceaux sur le site parfait de S, form6 des S-scMmas parfaits, 
muni de la topologie 6tale, et (X/S)D~ le topos des faisceaux sur le site parfait relatif 
de X[S, form6 des couples (T, Y) off T e s t  un S-scMma parfait et Y un scMma ~tale 
sur X~ --- X xs T, muni de la topologie 6tale). Pour n fix6, W . ~  se prolonge de fa~on 
natureUe en un faisceau sur (X/S)p~u, encore not6 W.f~ i, dont la restriction ~ Y, 
pour (T, Y) comme ci-dessus, est W~a~, et W.f~.~og se prolonge en un sous-faisceau 
de W.~ ~, ~gal ~ W.~v, lo~ en restriction ~ Y; de meme, ZW.~c,  ~ W . ~ c  se prolongent 

(X/S)D~a, et les isomorphismes et suites exactes de (3. ~) sont valables sur (X/S)p~,t. 
Notons d'autre part, comme dam [z, (2.5)], if(P") la sous-cat~gorie pleine de ceUe des 
faisceaux ab~liens sur Sp~ formde des S-groupes parfaits algdbriques affines com- 
mutatlfs (quasi-alg~briques dam la terminologie de Serre [2~]) annulus par p", et 
~(p~) = U ~(p"). 

Lemme (3.2.2). - -  Le faisceau Rif ,  W . a  ' (resp. RJf, sur appartient 

Comme ~(p~o) est stable par noyaux, conoyaux et extensions, l'assertion relative 
Rif.W, fl i rdsulte, par d6vissage, du fait que les Rif.grmW, fl ~ sont repr6sentables 

par des groupes vectoriels, compte tenu de la structure de grmW, fl ~ [IO, I (3.9)] et 
de la commutation de W,~ i aux changements de bases parfaites [io, I (i .9)]. Pour 
l'assertion relative ~ RJf.W, fl~o~, on se ram6ne, par ddvissage, compte tenu de (3. I. i), 

n = I .  On conclut/~ l'aide de la suite exacte [io, o (2. I .2o), (2.4.2)] 

o 

Nous noterons 

(3 .2 .3)  Hi(X, W,f~o,) e ob ~(p") 

le groupe quasi-alg4brique RJf, W,f~oe, et 

( 3 . 2 . 4 )  Hi(X, W. f~o~) = << li.e~m>> Hi( X, W, f~o,) ~ ob pro-~(p =) 

le groupe pro-alg4brique d6finl par le syst6me projectif des Hi(X, W,,~o~). Si k est 
alg4briquement clos, Hi(X, W,,fl~o,) (resp. Hi(X, Wf~o,) ) est le groupe des k-points 
de Hi(X, W, fll~ ) (resp. H~(X, W.f~oe))- 
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La suite exacte (3.1.2),  consider& comme suite exacte de pro-faisceaux sur 
(X/S)p,t~, fournit une suite exacte de p ro - f f ( f  ~ : 

. . .  W . a ' )  > H~(X, W. ~i) __> . - - ,  

off Hi(X, W.f~ i) est le groupe pro-alg6brique , l<im>> H~(X, W,f~i), avec 

Hi(X, W,a ' )  = R~f.W,n '. 

Le r~sultat principal de ce numdro est le thdor~me suivant : 

TMorkme (3.$).  - -  a) L'endomorphisme I --  F de Hi(X, W . ~  ~) est surjectif; on a 
donc, grd.ce ?~ (3-2.5),  un isomorphisme canonique 

SqX, W. a o,) Hi(X, W. n ' :  

b) Soit n o le hombre de facteurs de type I I  de d l : H i ( W ~  ~-1) - + H i ( W ~  I) (ou 
dimension du domino Hi(Wfl~-t)/V-~~ -1'i -+F~~ (~)) (cf. (I (2.I8)) ,  et soit vo 
l'exposant d'unipotence de ce domino (loc. cit.). Le groupe Hi(X, W. ~og) admet un d/vissage 
canonique 

(3 .3 .2)  o ~ Hi (x ,  W.s ~ -+ Hi(X, W.a{~) -->D ~ -+o, 

o~ : (i) Hi(X, W. fl~og) ~ e ob (~(pvii) est un groupe quasi-alggbrique unipotent connexe, de 
dimension n O. 

(ii) D q est un groupe profini dtale, donn/, si k est une clature alg/brique de k, par une repr/- 
sentation de Gal(k]k) sur le Z:module de type fini (Coeur(E~174 ~|176 (qui est aussi 
canoniquement isomorphe ~ (Hi(ZWf~)tf |  ~|176 (1.4.5)) .  

Avant de prouver (3.3), d~gageons quelques corollaires. I1 r&ulte d 'abord de (i) 
et (ii) que Hi(X, W. ~og) ~ est la composante neutre de Hi(X, W.~og ) et D q son % 
[2I, (5.1)], en particulier le d6vissage (3.3.2) est unique. D'apr6s (lor dt . ) ,  si 
HJ(X, W,~og) ~ d&igne la composante neutre de Hi(X, W~fl~og), on a 

Hi(X, W. ~og)O = << lim >> Hi(X, W,~2~og) ~ 

Autrement d.it : 

Corollaire (3.4)- - -  Le pro-objet , l im>>Hi(X,  W,~.~) ~ est essentieUement constant 
de valeur le groupe quasi-alggbrique Hi(X, W. ~og) ~ 

En particulier, s i n  o = o (i.e. si H i (W~ i) est V-fini), ce pro-objet est nul. C'est 
le cas par exemple si i = j  = I, puisque HI(WY~ 1) est de type fini sur W : on retrouve 
ainsi le fait que le pro-objet ~*(X,  ~p,) est nul (cf. [IO, I I  (5.9)]). C'est le cas, plus 
gdn~ralement, si j = o  ou i et ique leonque ,  ou si i = o ,  ou si i = N  (X &ant 

(1) Si M est un  groupe ab61ien muni  d 'un  endomorphisme u, on pose M u = Ker  I - -  u : M --~ M. 
(2) O n  omet ici le << prime >> dam la notation de la premi6re suite spectrale. 

25 
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purement de dimension N) (cf. (II (3.9), (3-I i ) ))  (le r6sultat pour i = o, i.e. relatif 
~ lira)) HJ(X, Z[p"), 6tant d'ailleurs bien connu). < 

Corollaire (3.5). - -  gupposons k algdbriquement dos. 

a) On a une suite exacte 

(3 .5 .1)  O -->Hi(X, W f ~ )  -+Hi(X, Wf~ ') t -F > H (X, W n  -+ o. 

b) On a une suite exacte 

(3 .5 .2)  o -+ H~(X, Wa{og) ~ --* H-~(X, Wf~og) --+ D'-~(k) ~ o ,  

o*) H-~(X, Wf~o~)~ : = H-~(X, W. a~o~)~ 

et D~(k) = (Coeur(Eq)ss) F =  (H~(ZWn~)J. 

D'apr~s (3.3) a), on a une suite exacte de pro-objets 

( .)  o ~ Hi(X, W.~2log) -+H~(X, W.~T) ~-F> Hi(X, W.f~, ) -+o.  

Comme la catdgorie N(po~) est artinienne (cf. [2I ,  ( I . 3 ) ] )  , le syst~me projectif 
H~(X, W,,f~l% ) vdrifie ML, done (3.5. i) se ddduit de (.) par passage ~ la limite. On 
ddduit de mfime (3.5.2) de (3.3.~). 

En partieulier, sous l'hypoth~se de (3.5), si n o = o, donc par exemple si 
j = o o u  i, o u s i  i - = o  o u s i  i = N  (X purement de dimension N), H~(X, Wf~og) 
est un Zp-module de type fini, et l 'on a un isomorphisme eanonique (ef. [IO, II  (5. I i)]) 

(3.5-3) Hi( X, Wf~'og) | W ~ Cceur(E0)~ 

(off Cceur(EO),. ~ HJ(ZWf~')t, ( i -4-5))-  
Par ailleurs, (3-5) implique aussit6t : 

Corollaire (3.6). - -  Supposons k alggbriquement dos. Alors 

dimension finie sur O p, et l'on a des isomorphismes canoniques : 

(3.6. x ) H~(X, Wn,'og) | O ,  --% (H~(Wf~ ') | Kff, 

(3 .6 .2)  Hi(X, W~2~og ) | K--% (H'+J(X/W) | K)[,] 

(oh K = Frac(W)). 

Hi(X, Wf~,~) | Q ,  est de 

(3 .6 .3)  Pour la d6monstration de (3.3) nous aurons besoin de quelques pr61i- 
minaires sur les R-modules. Si M est un R-module gradu~, nous noterons M. le pro- 
objet ~ l im~ M,, off M, --= R , |  = M/FiP M (I (3.I)).  D~signons par '~pa~ <---... 

le site des S-scMmas parfaits affines, muni de la topologie 6tale; e'est un site de ddfi- 
nition de Spa,t (el. (3.2)). Nous noterons ~ le faiseeau sur Spa,f d6fini par 
A ~ M~ | WA (----- M, | W,A) pour Spee(A) eob  5Ppa ~ (pour tout W,-module L, 
le prdfaisceau ~ : A ~ L Q w W A  sur 5gpa ~ est un faiseeau), et .A'~ le pro-objet 
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<( lira >>.A'~. Nous ddsignerons par  F (resp. V) l 'endomorphisme de ,,r d6fini par  F | 
(resp. V |  sur M~|  

Lemme (3.7).  - -  Soient i ~ Z  et M le R-module gradug IJi (I (2 . I4 .3) ) .  On a une 
suite exacte canonique de pro-ff(p ~176 : 

o ) --~ O~ 

o~ l'injection ~? est donnde par 

v(a) = Y~ a~-(n-0dV ~ ~ l imMt (A)  ( =  l imM~,|  

pour a ~ A, A une k-algkbre parfaite. 

Par d6finition, M~ |  pour  n~> i, est l 'ensemble des (< polyn6mes 

Y~ a, dV', a , ~ A .  Pour x =  Y, a, d V ' ~ M ~ + I Q W A  , on a 
i ~ r < n  i ~ r ~ n  

(I - -  F ) x  = ( ( l  i - -  a,~+t)dV ' + . . .  + (a._x - -  a~)dV "-~ ~ M.~| 

I1 en r6sulte aussit6t qu 'on  a une suitc exacte 

( , ) .  o - * A  ~ M.~+~| a-F > M ~ |  -+o,  

o~ q~(a) = Z a~-('-i)dV ". 
i ~ r ~ n  

Le syst&me projectif des suites ( , ) .  d6finit (3.7.  i). 

Lemme ( 3 . 8 ) .  - -  8oit M = (M~ M 1) un domino (I (2,16)). 8oit 

o = D " M C  D " - I M C  . . .  C D ~  = M 

une suite de composition telle que gr~M soit isomorphe ~ Ui(,. ) pour I <<. m <~ n (I (2. I5) ). 
Alors : 

a) Les flkches 

o = ~".//. _+ ~ , - l g .  _+ . . .  _+ ~ o g .  = . . g .  

sont injectives et forment une suite de composition de ..g. telle que gr'%r ~_ (gr"../l). .  

b) Pour tout m, l'endomorphisme I - -  F de ~ ' d g ]  est surjectif, et les injections 

o = . . .  

forment une suite de composition de ( ~ l ) v  dont les quotients successifs sont isomorphes ?t G, .  
Le groupe pro-alg~brique (~r est donc essentieUement constant, de valeur un groupe quasi- 

alggbrique unipotent connexe de dimension n = dimk M (I (2. I8)), annulg par p*, o~ v e s t  

l'exposant d'unipotence de M (loc. cit.). 

L'assertion a) r6sulte aussit6t de (I (3.  Io)) .  D'apr6s ( 3 . 7 ) ,  I - -  F est un endo- 
morphisme surjectif de gr".A', a, de noyau isomorphe ~t Go, &off b). 
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Lemme (3. 9 ). - -  Soit M un R~ annulg par p", de type fini sur W , .  L' endomorphisme 
i - -  F de ~"  est surjectif, et ~gl F est dtale localement constant, defibre en Spee(k) (ott k est une 
extension alggbriquement close de k)  le Zip%module de type fini (M | W(k)) F. 

On  se ram6ne ~t supposer k alg6briquement clos, on sait alors que l 'endomorphisme 
I - -  F de M est surjectif et que M r | W n -~ M, le lemme en rdsulte trivialement. 

Lemme (3- xo). - -  8oit M un R~ V-fini (I (2. I)). Consid6rons le dgvissage cano- 

nique (I (2.7)) 

o 4 C  4 M  4 U  4 0 ,  

oit C est de type fini sur W et U de Cartier unipotent. Alors : 

a) La suite de pro-objets 

o 4 0  

est exacte, et x - -  F e n  est un endomorphisme surjectif, bijectif sur ql.. 
b) Les injections C,,,--~ C r M (ef. (I (1 .5 .3)))  donnent des isomorphismes 

et ~gt F. est profini gtale, de fibre en Spec(k) (k extension alggbriquement close de k)  le Zp-module 
de type fini (C,, | W(k)) F = (C | W(k)) F = (M | W(k)) F. 

Comme V est injectif sur U,  Tor~'(R~ U) =cv.)U = o, done la suite 
o 4 C, 4 M,  ~ U n 4 0 est exacte, done aussi la suite de faisceaux eorrespondante. 
Puisque U est armulfi par une puissance de F, i - -  F est un endomorphisme bijeetif 

de q/.. Les autres assertions en ddcoulent, compte tenu de (3-9). 

Lemme (3. x x). - - S o i t  M un R-module coMrent. Pour i ~ Z, soit 

0 4 M '  4 M  4 M "  - + 0  

la suite exacte de R.modules (coMrents) dgfinie par les tronqugs 

M'  = ( . . .  4 M  ~-1 4 F ~ B  ~ 4 o ) ,  

M "  = (o 4 M ~ / F ~ B  ' 4 M '+1 4 . . . ) .  

La suite de pro-objets o - + J  l:  ~ 4.~gl~ 4 ~ ; ' ~ - >  o est exacte, et i - - F  en est un endo- 
morphisme surjectif. Elle indu# une suite exacte 

0 4 4 4 4 o ,  

02 C = V- |  ffF est profini gtale, de fibre (C |  F, et (all'.') ~ est un groupe 
quasi-alggbrique unipotent connexe, de dimension ggale ~ celle du domino M ~- I [V-  ~ Z ~- 1 4 F ~ B ~, 
et annuld par p~ o~ ~ est l'exposant d'unipotence correspondant (I (2. i8)). 
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La premiere assertion d&oule  de (I (3. ~o)). 
Les autres en r6sultent gr~tce ~ (3.8), (3.9), (3.IO), compte tenu de ce que 

o -+ V-o~Z~/F~~ ' ~ M~/F~~ ~ -+ M~/V-~176 ~ -+ o est le d6vissage canonique (I (~.7)) 
du  R~ V-fini MI/F~~ ~, M &ant  coh6rent. 

(3.I2) Preuve de (3.3). - -  Pour T = Spec(A) e o b  5r on a 

r(T, H~(W.a~)) = HJ(X~, W.n~), 
mais W , a ~ ,  = W , F ~  | W.A  

[lO, I (1 .9 .2)]  , done, par  Kiinneth,  

r(T, H~(W.a')) = H~(W, fl ') | WA. 

D'autre  part,  d'apr~s (II  (2 .3 .2)) ,  on a un  isomorphisme naturel  de pro-objets 

<< lira >~ H~(W~) ,  | WA -%-% << lim >> H~(W,~ ~) | WA, 
�9 < 

off H~(W~) ,  = H i ( W ~ ) / F i l  ". Avec les notations de (3 .6 .3) ,  on a done un isomor- 
phisme canonlque 

(3" I~. �9 ) ~J(W~i),  -% << l im >> H~(X, W.~i) .  
< 

On en d~duit (3.3) en appl iquant  ( 3 . 1 1 )  a u  R-module  coh&ent  E~ ~, compte  tenu 
de (3 .2 .5) .  

Variante (3.x3).  - -  Grace ~t l ' isomorphisme de Cartier ( I I I  (x .4)) 
i . _ ~  " �9 C-"  : W, ftx ~ " W , ~ x ,  

compatible aux changements  de bases parfaites, (3.2.2)  entraine que le faiseeau 

H~(X, ar'W.O') := R~a~W.ta" 

appart ient  h f~(p") (done H ~ ( X , ~ W . f F )  : =  <~ lim >> H ~ ( X , ~ W , O  ") h pro-&(p~)).  
< 

Compte  tenu de l ' isomorphisme (3. I .5) -% (3 .1 .6) ,  il r6sulte de (3.3) a) que l 'endo- 
morphisme V ' - -  x de Hi(X,  ~ W . ~ ' )  est surjectif et que l 'on a un  isomorphisme 
canonlque (de pro-~(p~~ 

(3. ,3. * ) W(x ,  w .  a~o,) -% H~(X, ~ W .  a') v', 

compatible ~t (3.3.  i) via C - ' .  On  en d6duit,  comme en (3.5) a), que, si k est alg4bri- 
quement  dos,  on a une suite exacte 

(a . , s .2)  o , H~(X, Wa~) , H~(X, ar'Wa') 1-~ rP(x, a '~wa -) , o. 

Par aiUeurs, le m~me argument  que pour  la d~monstration de (3.3), mais reposant 
cette fois sur la coherence de "Ea ( I I I  (5.2)), montre  que Hi(X,  W . f t ~ )  admet  un 
d~vissage canonique 

( 3 . 1 3 . 3 )  o ~ C ~  ~ H~(X, W.f~i0~) ~ D  'j' ~ o ,  
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off : (i) C~ est un  groupe quasi alg6brique unipotent  connexe,  de dimension mjo annul6 
~71oo t t  r l j i  par  p~'i, off m~ est la dimension du  domino  d, : H i -  z ~  + 1WO'/F . . . . .  Z~-  2, i + 1 _+ - -  ~ 

et ~j~ son exposant d 'un ipotence  (I (2. i5 .3)  ). 
(ii) D 'ji est un  groupe profini dtale, donn6, si k est une  cl6ture algdbrique de k, par  

une  reprOsentation de Gal(k/k) sur le Zp-module de type fini (Coeur("E ii) | W(k)) v' ~0-' 
Par  consfquent  Cr/i est la composante  neut re  de H~(X, W . f ~ )  et D 'ii son %,  

et il existe donc un  (unique) isomorphisme de (3 .3 .2)  sur (3 .13 .3) .  En  particulier,  
m~ = % : on re t rouve une des assertions de (2. Io) (il est sans doute  possible de re t rouver  
aussi uq = ~@. De plus, l ' i somorphisme D 0 ~ D 'ji fournit  un  isomorphisme 

Gal(k/k)-dquivariant  Coeur('Eq),, | W(k) -% Cceur("E0), ,  | W(k),  donc un  isomor- 
phisme Coeur('EiJ)~,--% Cceur("EJ~),~ : on re t rouve l ' isomorphisme fourni  par  ( I . 4 . 5 )  

et ( I . 4 . 6 ) .  
Notons encore le coroUaire suivant : si n~j = o (cf. (3.5)) ,  et si k ---- k, on  a 

un  isomorphisme canonique (de W-modules)  

(3. x3.4) Hi(X, WY~,~) | W --% Coeur ("E~')0.. 

En  particulier,  c o m m e  nous l 'avions annoncd en (III (6 8)), l ' inclusion Zip" --> a~P~ ~" 

induit  un  isomorphisme (pour k = k) 

(3. x3 .5)  Hi (X,  Zp) | W -% Hi (X,  Yt~176 

Signalons enfin une  derni~re consdquence de (3-3) : 

Proposition 

suite exacte ( I . 4 .  

est surjectif, et la 

(3. x4). ~ Supposons k alg/briquement dos. L'endomorphisme 

5) 
o ~ H~(ZWt2'),  --> H~(ZWY~ ') -+ H~(ZWf~')t, --> o 

suite exacte des noyaux s'identifie canoniquement ~ (3 .5 .2 ) .  

I - - F  & [ a  

Comme  k est a lg6briquement  clos, et que HJ(ZW~"~i)tI est de type fini sur W, 
x - - F  en est un  endomorphisme surjectif  (cf. par  exemple [IO, I I  (5 .3)] ) .  D ' au t r e  
part ,  d'apr~s (2. IO), HJ(ZWf~i)u s'ins~re dans une suite exacte de R~ 

( . )  o ~ H~-I(BWf~'+t)F.  . -+ Hi (ZWn ' )u  -+ F ~ 'B~ j -+ o. 

Comme  le terme de gauche  est F-tim, en particulier F -ad iquement  sdpar6 et complet,  
i - -  F e n  est un  endomorphisme bijectif (d ' inverse ~F") .  Par  aiUeurs, d'apr~s (3.8) b), 

_ _  "17~o , R i j  _ _  I F est surjectif  sur - ~z. I1 en r6suhe que I F est surjectif sur Hi(ZWs 
donc sur la suite exacte (x .4 .5) ,  et que  la seconde fl&che de ( . )  induit  un isomorphisme 

H (ZWa'). Z (F 

Or on a (cf. (3.x2))  

H~(X, Wn~og) ~ --% (F~'B~) F, 

et, d'apr~s ( I . 4 . 5 )  et (3 . Io)  b), 

H~(ZWn')~, --% Coeur('EO) F --% Dq(k). 
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La seconde assertion de (3. ~4) en rdsulte, grfxce ~ l ' isomorphisme 

Hi(X,  Wa~0g) ~ Hi(ZWH~) F, 

obtenu en passant ~ la limite dans la suite exacte de cohomologie de (3. ~-3) (le sys- 
t~me Hi(X,  Wnf~og) v~rifiant M L  (cf. preuve de (3.5))) et en tenant  compte  de la 
surjectivitd de ~ - - F  sur Hi(ZWY~). 

4. D 6 c o m p o s i t l o n s  d e  H o d g e - W i t t  

Dans tout  ce numdro,  X d~signe (sauf ment ion du contraire) un sch6ma propre 
et 'lisse sur  k. 

(4 .x)  Soit i e Z. Considdrons le d iagramme commuta t i f  suivant, form6 de 
complexes de pro-objets, d6fini par  les tronquds W . H  >~'i et t<iW.H" de W.H~ : 

0 

(4.  ~ .  x) o 

o o 

> Z W .  ~ [ - -  i] > W .  H >~ 

> t<~W.~" > W . ~ "  

W . g ~ <  ~ W . ~ <  ~ 

o o 

> t ~ + l W . g ~ "  > o 

> t ~ + l W . ~ "  > o 

(off, pour  un  complexe L, t ~ + l L  ddsigne le tronqu6 (o ---> L*/Z ~ ---> L ~+1 ~ . . . ) ,  cano- 
n iquement  quasi isomorphe ~t t~>~+lL = (o ~L~+I/Bi+I--> L~+~ ~ . . . ) ) .  Par appli- 
cation de H*(X, --) et passage ~t la lirrdte projective, on en d6duit  un  d iagramme commu-  
tatif de suites exactes longues (avec les conventions de notations habituelles, cf. ( I I I  

(62.5))): 

D Q I > H~(ZWH ~) > H*+i(X, WH >~) 

> H~+i(X, t<~Wg~') > H~+J(X, Wfi ' )  

Hi+i(X, Wf~< i) H~+J(X, WH <i) 

> Hi+J(X,t>~i+lWf~ ") > . . .  

> Hi+J(X, t>~i+IWG') > . . .  (4.  x . 2 )  . . . -  
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Proposition (4.~). - -  Soient i , j  eZ.  a) Si H~(ZWf~ ~) est de type fini sur W, les flkches 
du carrg (,) de (4. i .2) sont injectives, et (,) est cartgsien. 

b) Si de plus H~+t(ZWf~ ~) est de type fini sur W, le carrg (,) est cocart/sien, i.e. 
H~+~(X, WrY) = Hi+i(X, Wf~ ~>~) + H~+~(X, ~ W f Y ) ,  et les flkches 

H~+~(X, t<~W~') ~ H~+~(X, Wf2 <~) 

et H ~+~(X ,  W ~  >~) --~ H~+~(X,  t>~+ tWfF) 

sont surjectives. 

Rappelons que l'on a canoniquement t-Ii+i(X, W~') --% H~+i(X/W), et que, par 
definition, 

I~H~+~(XlW) = Im H i+i (X, W~ >~) ~ HI+J(X/W) 

(resp. PIHI+~(X/W) = Im Hi+~(X, t<iW~') --~ HI+~(X/W)) 

est la filtration canonique, aboutissement de la premiere suite spectrale de de Rham- 
Witt (resp. la suite spectrale conjuguEe). Pour 1'interprEtation des hypoth6ses de (4.2), 
voir (1.8), (2.12), et les remarques suivant (3.5). 

Prouvons a). Supposons H~(ZWs ~) de type fini sur W. Montrons d'abord l'injec- 
tivit6 de Hi(ZW~ ~) ~ Hi+i(X, t<iW~'), ou, ce qui revient au m6me, la nullit6 de 
Hi+i- l (X,  W ~  <i) --~HJ(ZW~i). La suite exacte 6vidente 

o -+  B W . ~ [  - i] --> ( . . .  -+ W.f~ ~-1 -+ B W . ~  ~ --> o) - + W . ~  < ~ - 1  -+ o 

s'injecte dans la colonne de gauche de (4. I. i), donc on a 

Im Hi+J-t(X, W~ <i) --> Hi(ZW~ ~) C Im H~(BW~ ~) -+ Hi(ZW~i). 

O r  o n  a ( 2 . 4 . 6 )  

Im H~(BW/2 ~) ~ H~(ZW~ ~) ---- H~(BW~)v,.,. 

Comme H~(ZWs ~) est de type fini sur W, Hi (ZW~) ,  ---- o (I .4), donc, d'apr~s (2. I2), 
Hi(BWg~)V,.u = o, &off l'injectivitd de H~(ZW~ *) --> H~+~(X, t<iW~').  CeUe de 
HI+~(X, Ws ~>~) --> H~+~(X, W~'),  ou, ce qui revient au meme, la nullit6 de 
Hi+~-l(X, W~ <i) --> Hi+~(X, Wfl ~>i) en rdsulte, comme le montre (4.1. ~). Prouvons 
maintenant l'injectivitd de H~(ZWs ~) -> HI+~(X, W~>~), i.e. la nullitd de 

H~+~-t(X, t>~+tW~" ) --> H~(ZWs 

La ligne supdrieure de (4-i .  t) se projette sur la suite exacte 

o - ~  z w . ~ ' [ -  i] --> w . ~ [  - i] ~ g w . ~ ' + ~ [ -  i] ~ o 

donc on a 

Im H~+5-1(X, t~>~+lW~') 

--> Hi(ZW&2 ~) C Im HJ-I(BW&T +1) -+ H#(ZW~i). 
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La conclusion en r6sulte, grace ~ (2.4-3) e t  ( 2 . I 2 ) .  L'injectivit6 de 

H~+~(X, t<~W~') ---> H~+~(X, W~') 

et le fait que (.) soit cart6sien s'ensuivent, comme le montre encore (4. I. ~,). Supposons 
maintenant H~(ZW~ ~) et H~+~(ZW~ ~) de type fini sur W. Alors, d'apr~s (4. I.2), les 
fl~ches H~+~(X, t<~WL2") ~ H~+i(X, W~ <~) et I-I~+~(X, WL2 ~>~) ~ H~+i(X, t>~+lW~') 
sont surjectives, d'ofi b), ce qui ach6ve la d~monstration de (4.2). 

L'exemple (~,. I7) montre que l'hypoth~se suppldmentaire que H~+x(ZW~2 ~) est 
de type fini sur W e s t  nficessaire pour la validit6 de b). 

Corollaire (4.3). - -  Soient i , j  e Z tels que Hr i) soit de type fini sur W.  Alors 

P~H~+~(X/W) n P'H~+~(X/W) = o 

pour tout r > i. 

On peut se borner ~ r = i + I. D'apr6s (4.2) a), il suffit de montrer que 

H~(ZW~ ~) c~ Im(H~+~(X, W~ ~>~+~) -+ Hi+r W ~ i ) )  = o. 

Or on a la suite exacte 

H~+~(X, W ~  >~+~) --> H~+~(X, W~2 >~) ---> H~(X, W~) ,  

et l'on sait que, H~(ZW~ ~) 6tant de type fini sur W, la fl~che compos6e 

H~(ZW~ ~) ~ H~+~(X, Wa ~ )  ~ H~(Wa ~) 

est injective (2. I2), d'ofi la conclusion. 

Corollaire (4.4). - -  Soient i , j  ~ Z tels que HJ(ZW~ i) et HJ+I(ZW~ i) soient de type 
fini sur W.  Alors la suite exacte 

o -~ HJ(ZW~ ~) ~ H~+J(X, W~2 >~i) --> Hi+J(X, t>~+lW~" ) -+ o 

(resp. o ---> H~(ZWY~ i) -+ H~+~(X, t<~W~') -+ Hi+~(X, W~ <i) -+ o) 

d/finie, gr&e ~ (4.2), par (4. i .  2), admet un unique scindage 

(4-4. x) H~+J(X, W~ ~>i) --% H~(ZWa ~) @ H~+J(X, t>~+ 1WL2") 

(resp. (4.4.2) HI+~(X, t<~W~2") ~ HJ(ZW~2 ~) | W~2<~)) 

compatible ~ l'opgrateur F (resp. V') induit par l'endomorphisme F>>.i de W .  ~>~ /gal ~ prF 
sur W . ~  i+r (resp. V~i  de t<~W.Y~" (III ( i .7 . i ) ) ) .  Dans la d/composition (4.4. I)(resp. 
(4.4.2)), HJ(ZW~ ') est le facteur direct o~ F (resp. V') est inversible, et H~+~(X, t>i+~Wg2") 
(resp. H~+~(X, W~<~)) celui o~ F (resp. V') est topologiquement nilpotent. Les ddcomposi- 
lions (4.4. i) et (4.4.2) dgterminent, par le carr/ ( ,)  de (4. i .2), une d/composition canonique 
de H~+~(X/W) : 

(4.4.3) H~+~(X/W) :-~ H~+~( X, W~<~) | H~(ZW~2~) | H~+~( X, t>~i+ ~W~'). 

gO1 
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Cette d(composition est stable par l'endomorphisme de Frobenius ~ (not3 aussi ~) de Hi+J(X/W), 
avec ~ I (HJ(ZWf~ i) | t>i+~W~')) =p~F; si X est pmement de dimension N, elle 
est /galement stable par l'endomorphisme ~B de Hi+~(X]W) induit par l'endomorphisme V~I~ 

de W.f~' ,  avec ~ I (Hi+~( X, W~<i) @H~(ZWf~i)) = P  N-~V'' 

L'endomorphisme F>~i de W . ~  ~>i induit F~+~ (III (1.7.3)) sur ie quotient 
t>i+~W.f~ i, done, en vertu de (III (2.3.2)), l'op&ateur induit par F sur le quotient 
H +~(X, t>~+tWf~') de H~+J(X, W~ >~i) est topologiquement nilpotent. L'existence et 
l'unieit~ du seindage (4.4. I) en r&ultent, puisque la restriction de F ~ H~(ZWf~ ~) est 
un automorphisme. On montre de mani&e analogue l'existence et l'unieit~ de (4-4.2). 
Comme les endomorphismes ~ et V~, de t<,W.f~* commutent (~V'<, = V'<,~ = p~), 
la d&omposition (4.4.2) est stable par ~, done aussi la dgeomposition (4-4.3). On 
v~rifie de m~me que (4.4.3) est stable par ~3. Les autres assertions sont 6videntes. 

Sous les hypoth&es de (4.4), notons Pi_H"(X/W) (resp. Pi+H"(X/W)) (n = i + j )  
l'image de l'injection eompos~e 

H"(X, Wf~ <') ~ H"(X, t<,Wa') ~ H"(X/W) 
(4.4.t) 

(resp. H"(X, t>i+tW~" ) ~ H"(X, W~ >~) ~ H"(X]W)). 

On a donc des inclusions 

( 4 . 4 . 4 )  P,_ tH"(X/W) C P,_H"(X/W) C P,H"(X/W), 

(4.4.5) P~+ aH"(X/W) C P'+H"(X/W) C P~H"(X/W), 

les deux premieres provenant de ee que la restriction de l'endomorphisme V' de P~ 
P~_~ est topologiquement nilpotente, ainsi que celle de l'endomorphisme F de P~ 
p~+a. 

TMorkme (4.5). - -  Soit n ~ Z tel que les conditions de (2.15.6) soient satisfaites. Alors 
les filtrations P., P._, P', P" + de H" = H"(X]W) d3terminent une d/composition canonique : 

(4 .5 .  x ) H" = O^ (H[~ | H]'~, i + it), 
i ~ > u  

o~ HE'~ J = I* n P~, H~,~+,~ = P~+ n P~+,_; 

(4.5.2) ( P ' -  = j<@, (HrJl @ HrJ, J +1[ )' 

P~ =P~_eH~1,  1 ~ = H ~ ,  leP~+. 

+,5  " De plus, pour i + j = n, on a ~'1 = 'E~, = 

(4.5.3) Hi(ZWf~') --% H~1, 

( 4 . 5 . 4 )  H i ( w ~ ' )  -~ HC'~I | H1],~+ rE, 

(4.5.5) Hi(X, 3 ~ W ~  ") -~ H~] + n]]._~,,[, 

(4-5.6) HJ(BWf. }i+ ~) -~ H]'~,i+ ~[ , 

on  a 

H ~ P~+ = j>@~ ( ]j- 1,jr + H~l), 

et des isomorphismes canoniques 
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compatibles aux fl~ches naturelles 

H~(ZW~ ~) -~. H~(W~ ~) -+ H~(BWf2 ~+ ~) 

et H~(ZWf~ ~) -+ H~(X, 3r ") ~ Ha+~(X, BWf~') ; 

la dgcomposition (4.5.4) (resp. (4.5.5)) est stable sous les op#ateurs F et V (resp. F' et V'), 
F (resp. V') est inversible sur H~] et topologiquement nilpotent sur H]],i+~ [ (resp. Hl'~_~,q). 
En particulier, (4.5. i) dgtermine, via (4.5.3) a (4.5.6), des dgcompositions canoniques 

(4.5.7) H"-% @ H~(Wf~')-~ @ (HJ(ZWf2')| 
i+j=n i + j = n  

(4.5.8) H"--% @ Hi(X, oW'WYr)~ @ (H~(ZWf2')| 
i + j = n  i+ j~n  

stables par l'endomorphisme de Frobenius ~ de I-P, avec 

I H (WO') = p'F et I H (X, ") = 

pour X purement de dimension N eUes sont stables par l'endomorphisme ~ de H ~ induit par V'< N 
(III ( I .7 . I ) )  , avec 2~ [ H~(Wf2 ~) =pS-~ -~V et ~3 [ H~(X,~'~Wf~ ") =p~-~V' .  

Comme, pour i + j - =  n, HJ(ZW~ ~) et HJ+I(ZWf~ ~) sont de type fini sur W, 
on dispose, d'apr~s (4.4), de la d6composition (4.4-3), qui s'~crit 

H" = P~_ @ H~] @ P~+, 

n n n avec P~ = Pi- @Htq, P~ = H[~]@ P~+. Posant H]~,i+l[ = pi+ n P~+I-, on en 
ddduit P~+I-=P~H]~,~+~[, car P~CP~+~_ (4.4.4), et P~+-=H~,~+~[~P ~+1 car 
Ig+aCP~+ (4.4.4), d'ofl aussit6t les ddeompositions (4.5.x) et (4.5.2). Grace 
(2.I5.6) (iii) (resp. (2.i5.6) (iv)), on a 'E~ = 'E~ (II (3.9)) (resp. "E~ = "E~ 
(III (6.6))). L'isomorphisme (4.5.3) est ddfini par le carrd (.) de (4.1.2) ((4.~) a)). 
L'isomorphisme (4.5.4) est d6fini par ' E ~ =  'E~ = tg/P '+~ et la d~composition 
P ' =  Ht]]~H~,,+,[@P'+~; de m~me, (4.5.5) est ddfini par "E{ ~ = "E~ = P~/P,_~ 
et la ddcomposition Pi = P~_~@Ht]]@H]]_~,q. Enfin, pour i + j  = n, les suites 

o ~ H-~(ZWn ') .~ H~(Wn ') -+ HJ(BWf2 '+a) -+ o 

et o -+ HJ(ZWf2 ~) -+ Hi(X, o~f'~Wf~ ") ~ H~+I(BWf~ ~) -+ o 

sont exactes, grgtce ~ (2. I5.6 ) (ii), d'apr~s (~.I~). L'isomorphisme (4.5.6) est d6fini, 
au choix, par la premiere ou la seconde de ces suites, combin6e avec (4.5.3) et (4.5.4), 
ou (4.5.3) et (4.5.5). Les compatibilit~s indiqudes entre les isomorphismes (4.5- 3) 

(4.5.6) sont fividentes. D'autre part, d'apr~s (4.4), (4.5.4) est stable sous F, F est 
bijectifsur H[]] et topologiquement nilpotent sur H]].i+l[, donc (4.5.4) est la d6compo- 
sition canonique de H~(Wf2 ~) en parties semi-simple et topologiquement nilpotente sous 
Faction de F; comme F et V commutent, il s'ensuit que (4.5.4) est aussi stable sous V. 
On v~rifie de m~me les proprifitds de stabilit6 de (4.5.5). Les autres assertions sont 
imm6diates. 
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(4.6) Pour n e Z, nous d.irons que X est de Hodge-Witt en degrg n si X vErifie 
les hypotheses de (4.5), i.e. HJ(W~ ~) est de type fini sur W pour tout ( i , j )  tel que 
i-kj-----n. Les decompositions (4 .5 . i ) ,  (4.5.7),  (4.5 -8) seront appelfes d~compositions 
de Hodge-Witt. 

De (4.5) rEsulte aussit6t 1'Equivalence des conditions ci-apr~s : 

(4 .6 .x)  (i) X est de Hodge-Witt en degr6 n e t  H"(X/W) est sans torsion; 

(ii) pour tout (i,j) tel que i + j --- n, HJ(W~ *) est sans torsion; 

(iii) pour tout ( i , j )  tel que i + j = n, H J ' ( ~ W ~  .) est sans torsion. 

Supposons ces conditions satisfaites. Les decompositions de Hodge-Witt  montrent 
qu'alors les polygones de Newton et de Hodge du F-cristal H"(X/W) coincident le long 
des parties de pentes enti6res : (4.5.  I) est la decomposition de Newton-Hodge corres- 
pondante, au sens de Katz [i3, ( I .6)] ,  cf. aussi [Io, I I  (4-Io)].  

Nous dirons que X est de Itodge-Witt si X est de Hodge-Witt en tout degr6 n. 
' -co " ~ J J = " E ~  pour i + j = n  si X est de Comme, d'apr6s (4-5), 'E~ = 'E ~j et ~z 

Hodge-Witt en degr6 n, les conditions suivantes sont donc 6quivalentes : 

(4.6.~,) (i) X est de Hodge.Witt; 
(ii) la premi&e suite spectrale de de Rham-Witt  de X d~g3nkre en Ex; 
(iii) la deuxi~me suite spectra& de de Rham-Witt  de X d~ggnkre en E2. 

I1 n'est pas vrai, cependant, que ces conditions impliquent la d6g6n6rescence, en 
leurs termes initiaux, des suites spectrales de cran n. Plus prfcis6ment, on a l e  r6sultat 
suivant, qui nous a fit6 communique par Ekedahl : 

Thgorkme (4.7). - -  Les conditions suivantes sont ~quivalentes : 

(i) pour tout ( i , j ) ,  HJ(W~ ~) est de type fini sur W ,  avec F injectif; 

(ii) pour tout ( i , j ) ,  H~(.g~W~ ~ est de type fini sur W ,  avec V '  injectif; 

(iii) pour tout ( i , j ) ,  HJ(BW~ ~) est sans p-torsion (i.e. libre de type fini sur W (2.3)); 
(iv) pour tout n >1 I, la premi&e suite spectrale de cran n 

'E~ = H~(W.f~ ~) ~ H*(X, W.f~') 

d6g6n~re en El; 
(v) pour tout n >1 I, la deuxi~me suite spectrale de cran n 

"~"'~2 = H~(~ f~') =~ H*(X, W.f~') 

d6g~n~re en E 2. 

8i ces conditions sont satisfaites, on a, pour tout ( i , j )  et tout 

canoniques 

(4.7.x) 
( 4 . 7 . 2 )  

n >~ i, des suites exactes 

o -~ HJ(W~ ~) IV" -~ HJ(W, ~ )  -~ (H~ + ~(W~ ~- ~)/F") �9 v,HJ + ~(W~ ~) ~ o, 

o -~ H ' ( g ~ W ~ ' ) / F  '" -~ H ~ ( ~ J W . ~  ") 
(H~-~(~ '~ + ~WG')/V'") @ F,,HI+I(.YEJWf] ") --> o. 
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Si H~(BW&2 ~) est de type fini sur W, F et V sont nilpotents sur son sous-module 
de p-torsion (2.2) (qui est de longueur finie). L'dquivalence des conditions (i) ~ (iii) 
rdsulte done des ddcompositions (4.5.4) et (4.5.5).  Supposons (i) vdrifi6e. Calculons, 
pour i fixd, HJ(Wnf~ ~) ~ l 'aide de la suite spectrale (II (i .4.8) i) : 

( . )  E~ ~ ---- Hi(X,  K(i) t) =~ H*(X, W,f~'), 

off K(i) est la rdsolution canonique de W,f~ ~ : 

K(i) (o ~ W ~ _  1 (F",--~"d) = _ ~ W ~ - 1 |  W ~  a-+v~ W ~  i > o). 

Comme la premiere suite spectrale de de Rham-Witt  ddgdn~re en El, la j-i~me ligne 
du terme E i de ( ,)  s'dcrit : 

> V~ . . HJ(W~I_I ) (r.,o)H~(Wy~_~) | H~(Wf~) o + ,  H'(WfP).  

Comme F est injectif sur HJ(Wf~-I) ,  il s'ensuit que E~ -2'~ -= o pour tout j ,  et qu'on 
a la suite exacte (4.7.  I). On dtablit de m~me (4.7.2) ~ l 'aide de la suite spectrale ( I I I  
(5.5.5)) .  Montrons maintenant que (i) entralne (iv). Notons g(M) la longueur d 'un 
W-module M de longueur finie. D'apr&s (4.7. I), on a 

(I) t(HJ(W,f~)) = t (UJ (W~) /V  ") + t ( H ~ + I ( W ~ - I ) / F  ~) + t(v~-IJ+l(Wf~)). 

Considdrons, d 'autre part, la suite exacte 

(2) o -+ F.I-IJ(W~ ~) ~ #I-I~(Wf~') F_~ v~_I~(W~) -+ H~(W~)/F ,  
V n 
-+ H~(Wf~')/p ~ -~ H~(Wa')/V ~ -+ o. 

Comme F est injectif sur H~(Wf~i), on a ~H~(Wf2 i) =v,HJ(Wf~i), et comme 
~a~-IJ(Wf~ I) est de longueur finie, (2) fournit un isomorphisme 

F" vnHJ  a-V(wu') --,_. (wn') 

et une suite exacte 

o ~ H~(Wf~*)/P ~ H~(W~')/p ~ -+ H~(W~')/V" -~ o. 

En particulier : 

(3) ~(H~(Wf2 ~)/p~) -- g (H~(W~ ~)/F n) + t (H~(Wf~ ') IVY). 

De (i) et (3) on ddduit qu'or~ a, pour tout m ~Z,  

Z t ( H ~ ( W . n ' ) ) =  X t ( H ~ ( W n ' ) / p " ) +  Z t(~.t-I~(W~)')), 
+ j = m  i + j  = ra  i + j = m + l  

d'ofl, gr~tce ~ la d6composition de Hodge-Witt  (4.5-7) 

Z t ( W ( W , ~ ) )  = t ( H m ( X / W ) / p  ~) + t ( rH~+l (XlW)) .  
i + j = m  

Par la suite exacte des coefficients universels 

o -+ H " ( X / W ) / p  n ~ I ~ ( X / W . )  -+,,ax-I"+l(X/W) ~ o, 
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on en conclut que 

Y, t(H~(W.f~')) = t (Hr"(x/w.) )  = t(Hm(X, W.f~')), 
i + j  = m  

d'oh la dfigdndrescence en E 1 de la premiere suite spectrale de cran n. Compte tenu de 
l'isomorphisme de Cartier G - " : W ,  fl~-%oY'iWnt)" ( I I I  ( I .4)) ,  les conditions (iv) 
et (v) sont 6quivalentes, I1 reste b. prouver que (iv) implique (i). Tout  d'abord, (iv) 
entraine que la premi6re suite spectrale de de Rham-Witt  d6g6n~re en E 1 (puisque 
celle-ci est limite projective des suites spectrales de cran n), done que HJ(Wfl ~) est de 
type fini sur W pour tout (i,j). Rappelons maintenant  qu'avec les notations ci-dessus 
les K(i) forment un complexe 

. . .  ~ K(i) 5 K(i  + i) - - -> -  . . . ,  

off la diffdrentielle d est donn6e par 

K(i) Wf~i- 1 

K(i  + I) Wt)  i 

> W f ~ i - l ~ W f ~  > W ~  ~ 
! 

(010) ,[) 
+ 

de sorte que les suites spectrales ( .) ,  pour i variable, forment un complexe. La diff6- 
rentielle de l'aboutissement, d: H*(W.Y~ ~) ~ H * ( W . f ~ + I ) ,  est la diff~rentielle dl de 
la premiere suite spectrale de cran n, done est nude par hypoth6se, l~tant compatible 
~t la filtration canonique de l'aboutissement, d induit o sur gr t H*(W.f~). Or  on a 

gr 1 HJ-I(W,,~ ~) = E~-I,J, 

et comme la premi&re suite spectrale (lirnite) d6g6n&re en Ea, le ealcul fait plus haut 

montre que 

E~- 1,i = HJ(Wa,-1) /F,  @ v,Hi(Wf~,). 

Vu la d~finition de d:  K(i) ~ K ( i  q- i), il en rdsulte que la fl~che canonique 

v,H~(Wf2 ') ~ HJ(Wf~')/F" 

(figurant dans (2)) est nulle. Notons T l e  sous-module de p-torsion de HJ(Wf~). Comme 
V est topologiquement nilpotent sur Hi(Wf~), on a T = v,Hi(Wf~ i) pour n >~ o. 
Grace 5. (2) on en conclut que F ~ : T -+ T e s t  bijectif pour n > o, done que F est 
iajectif sur HJ(Wf~), ce qui ach~ve la ddmonstration de (4-7). 

Remarques ( 4 . 8 ) . -  a) Ekedahl sait montrer  (lettre h Katz du 26-II-I98I ) que, 
si X est de Hodge-Witt, la premiere suite spectrale de de Rham-Witt  de cran n d6g~n&e 
en Ez pour tout hi> I, et qu'on a, pour tout (i,j), 
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t ( I - P ( w . a ) )  = t(n (wa )lV -) + 
+ ") + 

I1 prouve ~galement que, sous les conditions de (4.7), la suite (4.7. i) est scind~e. 
b) Supposons les conditions de (4.7) satisfaites. I1 n'est pas vrai, en gfinfiral, que, 

pour n >/ ~ donn~, les filtrations aboutissements des suites spectrales de cran n d~ter- 
minent une d6composition de H*(X/W,), voir (4. I3) (et aussi, pour n = ~, Katz 

Proposition (4.9).  ~ Sous la condition (i) de (4-7), on a, pour tout (i,j) et tout n>~ I ,  

des suites exactes canoniques 

(4 .9-*)  o -+ H~(W~2'-~)/(F"H~(Wa '-~) + V"Hi(Wn' -a) )  a Hi(BW, n ') 

(V")-~(F"H~+~(W~-I))/F"H~+a(Wf~ '-~) ~ o, 
�9 l i  ' n  

(4 .9 -* )  o -+ -+ H (ZW.a') -+ ") * o. 

Observons que (4.7-~) et (4.9.2)  entra~nent 

(4 .9-3)  t(H~(ZW, f~')) = / (H~(W,n ' ) ) ,  

donc aussi 

(4 .9-4)  /(H~(ZW, f~')) =/(Hi(~ f~')), 

compte tenu de Hsomorphisme de Cartier C-"  : Hi(W,f~ ~) --% H~(o~W,f~'). 

Les suites exactes (4.9.~) et (4.9.2) sont fournies, comme (4 .7 . I )  et (4.7.2),  
par les r&olutions suivantes de BW, f~ ~ et ZW, f~ ~, valables pour tout scMma X lisse 
sur une base parfaite : 

Lemme (4. xo). - -  Pour tout n et tout i, les suites ci-aprks sont exactes : 

(4 .  xo .  x ) o > W f ~  Iv. , -  F~ W ~  ~ | W ~  ~ F. + v. > W ~  ~ > BW,~  ~+t > o, 

(4 .  x o . ~ )  o > W f ~ _ _ l l ~ . , -  ~ W f ~ _ ~  | W f ~  ~v, .+v.  ~.> > W ~  ~ ZW, f~ ~ > o. 

L'exactitude ~t gauche de (4 . IO.I)  et (4. io.2) rdsulte de ce que W~" est sans 
p-torsion. Soit x ~ W ~  ~, &image ~ dans W , ~  i, tel que d~ = o. Alors, d'apr~s [Io, I 

(3.2I)] ,  x~  F ' W ~  ~, donc x s'6crit x = F~y d- V~z + dV~t = F~(Y + dV ~t) + V~z, 
donc K e r d = I m ( F  ~ + V ~ ) .  Soient x , y ~ W ~  ~ tels que F " x + V " y = o .  Appli- 
quant  F~d, on en d6duit p~F2~dx + dy = o, d'ofl y = --  F'*t [Io, I (3-2I.  i .  5)], et par 
suite x = V' t ,  d'ofl l 'exactitude de (4- Io. I). D'apr~s [xo, I (3.2I)] ,  F ~ : W ~  ~ -+ ZW.Y~ ~ 
est surjectif. Soit x ~ W ~  ~, d ' image ~ dans W~,~ ~, tel que F ~ = o .  Alors, 

n d'apr~s [IO, I ( 3 . 2 I . I . 2 ) ] ,  ~ -eV W, f l ,  donc x s'6crit x = V " y + d V ~ " z ,  donc 
Ker F ~ = Im(dV e" + V"). Enfin, solt (x,y) ~ Wfl ~- 1 @ W ~  tel que dV2~x + V"y = o. 

On en d6duit d x + p " F ~ y = o ,  d'ofl x = F " t  [IO, I ( 3 . 2 I . I . 5 ) ] ,  et p~dV~t-}-V~y = o, 
soit V~(dt + y) = o, i.e. y = --  dr, d'ofl l 'exactitude de (4. io. 2). 
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Remarque ( 4 . x x ) . . - -  Si X est un scMma lisse sur une base parfaite, posons, 
pour n, r I> o, 

(4. n .~ , )  

En particulier, 
on retrouve les 

[~o, I (3 .~I)] .  

(4.xx.4) 

(si r/> n, 

qui gdndralisent (4. IO.I), (4 . I0 .2 )  et (II (I.O.2)). 

zrw.a  = Frw.+ra'x, 

B,W,a~ x __= { F'-"dWra~x -1 s i r  1> n 
d V " - r W r a ~  -1 si r~< n. 

Z,W,f~ ~ = ZW~a i [io, I (3.~I)] ,  B,W,f~ ~ = BW~f~ ~, et, pour n = I, 
faisceaux ddfinis en [IO, o (2.2)] : ZrWlf~ i =  Zrf~ ~, BrWlf~ ~ = Bra  i 
On a des inclusions 

o = BoW~a 'CB~W~a 'C. . .  BrW, f l~C. . .  C ZrW, n 'C  . . .  
Z ~ W . ~ c  z 0 w . a  ~ -- w . ~  

et l 'on vdrifie facilement que F r : Wn+,~  i -+ Wn~ i donne un isomorphisme de Cartier 

(4. x , . 3 )  C - r :  W . a '  ~ Z r W . a ' / S r W . a ' ,  

qui gdndralise ( I I I  ( i . 4 .  i)) et [io, o (~.~.5)].  D'autre  part, on montre sans peine 
qu'on a des suites exactes 

Fr-n d 
o > Wf~ (v,,-F.)> W f ~  Wf~ ~ F.+V~ Wf~ > BrW~f~ ~+~ > o 

et F r - "d  remplacd par dV " - r  si r~< n), 
Fr o > Wf~_  ~ (F.,-F.~V~ W a ~ _ ~  Wf~ dv.+,+v. W ~  ~ > Z r W . a  i > o, 

On en dfduit ,  pour X propre et lisse sur k, et v6rifiant l'hypoth6se (i) de (4.7), 
des suites exactes canoniques 

(4 .xx .6)  o ~ H J ( W a ' - I ) / ( F " H J ( W a  '-1) -b V ' H i ( W a ' - I ) )  F,-,] HJ(B,W,a,) 
(Vr)- I (F"HJ+~(W~i-1)) /F~HJ+I(W~ ' - t )  ~ o, 

Fr 
(4. xx. 7) o ~ Hi (Wa ' ) /V  ~ -+ Hi(ZrW, a i) ~ Hi+'(Wa~-I) /F" | v,H~+'(Wa i) ~ o, 

g6n6ralisant (4.7. I), (4.9. I) et (4.9.2).  

D6finition (4. x2). - -  Pour n e Z,  nous dirons que X est ordinaire en degr/ n si X est 

de Hodge-Witt en degr /n  (4.6) et HI(BW~ ~+1-I) = o pour tout i>>. o. Nous dirons que 

X est ordinaire si X est ordinaire en tout degrL 

Si X est ordinaire en degrd n, on a donc, pour i + j  = n, Hi(ZWY~ i) -~ H~(W~i), 
H~(ZW~ ~) -~ Hr et la ddcomposition de Hodge-Witt de H"(X/W) se rdduit $ : 

(4. z2. x) H"(X/W) -~ @ HJ(ZWn~). 
i + j = n  

L'dnonc6 ci-apr6s fait le lien avec d'autres ddfinitions du terme a ordinaire >>, 
cf. Mazur [I5] , Kato [I I], Ogus [I8], [4, (I .3.3)],  et l 'article en pr6paration de Bloch- 
Gabber-Kato ddveloppant [ix]. 
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TMorkme (4. x3). - -  a) Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) X est ordinaire; 

(ii) pour tout ( i , j ) ,  

(iii) pour tout n >1 I 

(iv) pour tout n >1 ,, 

HJ(BW~ ~) = o; 

et tout ( i , j ) ,  HJ(BW, fi ~) = o; 

la premiere suite spectrale de de Rham-Witt  de cran n dgggnkre en Ex, la 

suite spectrale conjuguge de cran n dgg6nkre en E , ,  et les filtrations respeetives Fil" et Fil. sur 

l'aboutissement sont opposges, i.e. on a, pour tout m e Z et tout i, 

(4. x3. x ) Vi~ Hm(x/w,,) | Fil '+~ Hm(x/w,)  = H"(X/W,) ; 

(v) pour tout ( i , j ) ,  HJ(B~ ~) = o; 

(vi) la premiere suite spectrale et la suite spectrale conjuguge de cran I d~ggn~rent en leurs termes 

initiaux et les filtrations respectives Fil ~ et Fil~ sur l'aboutissement sont opposges, i.e. on a, 

pour tout m e Z et tout i, 

(4.x3.2)  Fi~H~R(X/k) @ Fil'+~H~R(X/k) = H~R(X/k ) 

(o~ H~R(X/k ) = H*(X, f~') = H*(X]W~)). 

b) Si X estordinaire, alors, pour tout n >>. i et tout ( i , j ) ,  on a HJ(ZW,~ ~) ~ Hi (W,~) ,  
H~(ZW,~ ~) --% HJ(.~'~W,~'), et les filtrations Fil" et Fil. de (iv) dgterminent, pour tout m ~ Z,  

une ddcomposition canonique de H"(X/W,) : 

(4.x3.3) Hm(X/W.) --% @ Hi(ZW.f2'), 
i -b j = m  

telle que le carrg suivant, o~ les flkches verticales sont les fl~ches canoniques, soit commutatif : 

Hm(XIW ) (4.,~.~ O HJ(ZWfl ') 
~- i + j = m  

Hm(X/W,) C4.1~.3) > ~ H~(ZW~n ') 
~- d + j = m  

c) Supposons que, pour tout ra e Z, Hm(X/W) soit sans torsion. Alors les conditions a) (i) 
(vi) sont gquivalentes ~ la suivante : 

(vfi) Pour tout m, le F-cristal Hr"(x/w) est ordinaire, i.e. a mgraes polygones de Newton et de 

Hodge (cf. Mazur  [I5] et [4, (1.3.3),  ( I .3 .4)]) ,  et & p l u s  les hombres de Hodge h ~''-~ 

du F-cristal H"(X/W) v6rifient h ~'"-~ ----- dim H ' -~(G ~) ; 

(viii) Pour tout m, le polygone de Newton du F-cristal Hm(X/W) coincide avec le polygone de 

Hodge d~fini par les nombres dim H"-~(~) .  
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Prouvons a). Compte  tenu de (2. I5.6) ,  on a (i) -~ (ii). Si X est ordinaire, alors, 
pour  tout (i,j), F est bijeetif sur H~(W~),  done (4.9.  i) montre  que (ii) implique (iii). 
La  condition (iv) exprime que, pour  tout n >I I, tout  m et tout i, la fl6che canonique 

H ' ( X ,  t< ,W,n ' )  -+ H'~(X, W , n  <') 

est un isomorphisme. Compte  tenu de la suite exacte 

o t  w.n" --> w . n  <' BW.O'+I[ - -  i] o, 

on a doric (iii) -~-(iv). On  a de m~me (v) -~ (vi), et trivialement (iii) => (v). II 
reste h montrer  que (vi) implique (i). Tout  d 'abord,  (vi) entralne, par  les suites exactes 
(cf. [xo, o (2.~)]) 

o ~ B ~  ~ - + z , + l ~  ~ ~  ~ ~ o ,  

que, pour  tout  r~> o, on a C : H * ( Z , + I ~  ~) --~H*(Zr~).  Compte  tenu de l 'isomor- 
phisme de pro-objets [Io, I (3.II)] 

W .  f~i/V -~ <~ lim >> Z.  f ~  <c 

on a done H*(X, W.  fl~/V) -% H*(X, f~i), et il s'ensuit que H*(W~') /V est de dimension 
finie sur k, aut rement  dit que, pour  tout (i,j), HJ(W~ i) est V-fini. D 'autre  part,  (vi) 
entraine, par  les suites exactes [io, o (2.~)] 

o 
o ~ B ~  ~ -+ B, + ~ f~ ~ B, ~ -+ o, 

que H*(B, fl i) = o pour  tout r~> i. Compte  tenu de l ' isomorphisme de pro-objets 
[Io, I (3 . I I ) ]  

W. ~i/F -% << lira >~ B . ~  ~+1, 
<-6-" 

on en d6duit  que H*(X, W. ~'/F) = o, done que F est un  automorphisme de HJ(W~ i) 
pour  tout (i,j). Comme HJ(Wfl i) est V-fini, il en r6sulte que HJ(W~ i) est de type 
fird sur W. Done X est de Hodge-Witt ,  et eomme F est bijeetif sur H~(W~ i) pour  
tout  (i,j), les ddcompositions (4.5.7)  entralnent que Hi(BW~ ~) = o pour tout (i,j), ee 
qui  prouve (vi) => (i) et ach6ve la d6monstrat ion de a). Les assertions de b) sont imm6- 
diates. Prouvons e). Gr~tce ~ (4. x ~. ~), (i) entraine la premiere assertion de (vii), puisque 
~ [  H~(ZW~ i) ----p~F, avec F un automorphisme.  Puisque H*(X/W) est sans torsion, la 
seconde signifie (grttee tt (4. ~ .  ~)) que I 'on a, pour  tout (i,j), H~(W~i)]p -% H~(~i), 
ce qui r6sulte aussit6t de b). Done (i) implique (vii). On  a trivialement (vii) =~ (viii). 
Prouvons (viii) ~ (vi). L'6galit6 des polygones entratne d 'abord  qu 'on  a, pour tout m, 

( .)  Y, d im H/ (~  ~) ----- rg H"(X/W) ,  
i+~=m 

mais comme H*(X/W) est sans torsion, on a H"(X /W) /p -~H~a(X /k  ) = H"(X,  f~'), 
de sorte que ( ,)  se rderit 

d im Hi(s ~) = d im H ~ ( X / k ) .  
i+j=m 
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I1 en rfisulte que  la  p r em i e r e  suite spect ra le  de de  R h a m - W i t t  de c ran  I,  

E~ = H J ( n  ') ~ HLR(X/k) ,  

d~gdn~re en El ,  et, g race  ~t l ' i somorph i sme  de Car t ier ,  que  la suite spectra le  conjugu6e 

de c r an  I ddgdn~re en E 2. D ' ap r6s  un  thdor~me de M a z u r - O g u s  [2, (8 .26)]  (cf. aussi 

N y g a a r d  [ i7] ) ,  les fi l trations co r respondan tes  F i l ' H ~ a ( X ] k )  et Fil. H~m(X/k ) coin- 

c ident  r e spec t ivement  avec  la f i l t ra t ion de H o d g e  et la f i l t ra t ion conjugude ddfinies 

sur H ~ ( X / k )  = H * ( X / W ) [ p  p a r  le F-cris tal  H * ( X / W ) .  E n  ver tu  de (viii), celui-ci 

est done  ord ina i re  (au sens de  (vii)), et p a r  suite les deux  fi l trations en quest ion sont  

oppos6es [4, (t  . 3 . 2 ) ] ,  a u t r e m e n t  dit  on  a (4. I 3 . 2 )  p o u r  tou t  m et tout  i, ce qui  p r o u v e  

(viii) ~ (vi) et ach~ve la ddmons t r a t ion  de (4. ~3). 

Corollaire (4. x4). - -  8oient X ,  Y des scMmas propres et lisses sur k. 8i  X et Y sont ordi, 

naires, il en est de mgme de X • Y .  

L a  fo rmule  de K i i nne t h  en t ra ine  en  effet que  les deux  suites spectrales  de de  R h a m -  

Wi t t  de c r a n  i de  X • Y ddg~n~rent  en leurs te rmes  ini t iaux,  et que  ( 4 . 1 3 . 2 ) ,  va lab le  

p o u r  X et Y, est aussi va lab le  p o u r  X • Y. 

Remarque (4. xS). - -  I1 rdsulte de  la fo rmule  de Kf inne th  d ' E k e d a h l  (cf. [7] et 

[ t o  ter, (5 .2) ] )  que,  si X est de H o d g e - W i t t  et Y ord ina i re ,  X • Y est de H o d g e - W i t t .  

I n v e r s e m e n t  d 'a i l leurs ,  c o m m e  Font  mon t rd  K a t z  (et, i n d 6 p e n d a m m e n t ,  Ekedah l ) ,  si 

X • Y est de  H o d g e - W i t t ,  l ' une  des vari6tds X,  Y est ord inai re ,  l ' au t r e  de H o d g e - W i t t .  
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