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SUR LES CORPS LIt~S AUX ALGgBRES ENVELOPPANTES 
DES ALGI~BRES DE LIE 

par I. M. GELFAND E T A .  A. K I R I L L O V  

I1 est bien connu que des anneaux non-commutatifs interviennent de faw assez 
naturelle dans plusieurs questions d'analyse. Les op6rateurs de la th6orie des champs 
quantiques, les op6rateurs difl~rentiels, les alg6bres (group algebras) de groupes de Lie, 
les alg6bres enveloppantes des alg~bres de Lie, sont autant d'exemples de tels anneaux, 
en plus de l'exemple classique de l 'anneau de tous les op6rateurs dans l'espace de Hilbert 
qui vient immddiatement ~ l'esprit. Du point de vue algdbrique l'exemple de l 'anneau des 
op6rateurs diffdrentiels sur une vari6td ind6finiment diff~rentiable invariants par rapport 
~t un groupe de diff6omorphismes donnd est tr6s intdressant et g6n6ral. La m6thode 
alg6brique dans ce cas consiste ~t 6tudier la structure de cet anneau. 

L'emploi des transformations 

.d  d 
x -+ Z~x , dx -+ ix (transformation de Fourier) 

ou bien 
d d d 

x -}- ~ x =  y , x d x - -  2 dy 

devient tout ~ far  indispensable lorsqu'on aborde la question de cette fagon. Les trans- 
formations ci-dessus doivent 6tre consid6r&s au m6me niveau que les changements de 
coordonn6es ordinaires. 

Dans cet article nous ne consid6rons qu'un seul type d'anneaux : les alg~bres 
enveloppantes OY(G) des alg~bres de Lie G, autrement dit, l 'anneau des opdrateurs 
diffdrentiels sur un groupe de Lie invariants par rapport  aux translations ~ gauche. I1 
existe une multitude d'anneaux de tel type qui ne sont pas isomorphes entre eux. Comme 
le montre l'exemple de la g6omdtrie alg~brique, la situation est simplifi~e si l'on passe 

la classification birationnelle, c'est-~-dire si l'on identifie les anneaux dont les corps 

des quotients coincident. Les anneaux non-commutatifs ~ que l'on 6tudie ici, 
admettent dgalement un corps des quotients ~ (G) .  
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6 I. M. G E L F A N D  ET A. A. K I R I L L O V  

Soit L un corps (commutatif) de caract~ristique nulle et K un corps quelconque 

non commutatif  sur L, dont le centre sera ddsignd par Z(K). Nous d~finissons la notion 
de dimension du corps K sur le corps L (voir w 4), cette dimension est notde DimLK. Nous 
raisons correspondre ~ chaque corps deux nombres net k, donn~s par les formules suivantes 

k = Dim L Z (K) 
2 n-~ k = DimT, K 

Dans le cas K----~(G) off G est une alg~bre de Lie alg~brique les nombres ne t  k sont 

des entiers finis non-ndgatifs. Le nombre 2 n-t-k est Egal ~t la dimension de l'alg~bre G, 

le nombre k est ~gat ~ la codimension de l'orbite gdn~rique dans la reprdsentation duale 
de la reprdsentation adjointe du groupe de Lie dont l'alg~bre de Lie est G. 

Nous avan~ons l'hypoth~se suivante : 

Pour une alg~bre de Lie alg~brique G les nombres ne t  k ddterminent le corps ~(G) 
un isomorphisme pr~s. 

Pour chaque couple d'entiers n e t  k non-ndgatifs nous construisons un corps cano- 
nique ~n.k(L), dont les invariants sont exactement n e t  k. 

I1 en rdsulte en particulier que deux crops ~n,k(L) et 9~,,k,(L ) ne sont isomorphes 
que lorsque n =--n', k - - k ' .  Une affirmation un peu plus faible (portant sur les anneaux) 

donne la rdponse ~ une question posde par Dixmier. Le corps ~ , k  (L) est engendrd sur L 
0 0 

- -  �9 �9 " 7  par les dldments Xl, . . . ,  x~, 0xl, ~x ,Yl, . . . ,Yk avec les relations de commutation 
0 

ordinaires pour x et ~x" L'hypothSse que nous avons mentionnde ci-dessus peut ~tre 

prdcisde de la facon suivante : 

Si G est une algSbre de Lie algdbrique sur le corps L, on a ~(G)-~gn,  k(L ). 
Cette affirmation est dEmontrde ici, dans le cas off G est une algSbre de matrices 

ainsi que dans le cas d 'une algSbre nilpotente quelconque. D'ailleurs pour tousles exemples 

examinds par les auteurs de cet article, cette hypothEse s'est rEvElde vraie. 
Les nombres n e t  k jouent un r61e trSs important dans la thdorie des reprdsentations 

de dimension infinie. Ils sont bien connus des spdcialistes. Ces nombres caractdrisent les 
reprdsentations (( gdndriques >>. Notamment la reprdsentation gdndrique est rdalisde de 

fa~on naturelle dans l'espace des fonctions de n variables et elle d6pend de k param~tres. 

A la fin de l'article nous donnons deux exemples d'alg~bres de Lie non-alg6briques : 
pour la premiere notre hypoth~se est satisfaite, pour la seconde elle ne l'est pas. 

x. P r ~ l i m i n a i r e s .  

Nous allons rappeler quelques faits bien connus de la th~orie des anneaux. Pour 

rendre l'expos6 plus complet et en faciliter la lecture, nous allons donner ]eur 

ddmonstration. 
Soit A un anneau 5. filtration croissante : 

o o  

AoCA1c. . .  C i n C . . . ,  U A~=A, 
i =  = o  
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cette filtration &ant  lide avec la loi de multiplication par  la relation 

A,A cA,+; 
Posons 

(1) 

oO 

g r~A = Ai /Ai-  1, gr A ---- ~] griA 
i=O 

Ddsignons par  rq la projection naturelle A~.-+gr~A. Si xeA~., y e A  i l'61dment 

rh+j(xy)egr~+iA ne ddpend que de ~(x)egr~A et r:i(y)~griA en vertu de (I). 
Pour i et j arbitraires nous obtenons ainsi une application gr~A• gr~+JA. I1 

est 6vident que ces applications d6finissent sur gr A une structure d ' anneau  gradu& 

Lemme 1. - -  Si l' anneau gr A est un anneau noetMrien sans diviseurs de z~ro, alors l' anneau 

considdrg A a l e s  mgmes propridtds. 

Ddmonstration. - -  Soit ~ un iddal (~t gauche, k droite ou bilat&e) de l ' anneau  A. 

Posons gr ~ = ~ (~/U~_~), ~i &ant  l ' intersection de ~ e t a , .  I1 est clair que gr ~ est un 

iddal (resp. ~t gauche, ~ droite ou bilat6re) de l 'anneau gr A. Soit 

~(~)c ~i (~) c . . .  c ~i(') c . . .  

une suite croissante d ' iddaux de A. Alors 

gr 3 (1) c ga" 3 (2) c . . .  c gr ~(n) C .  �9 . 

est une suite croissante d ' id6aux de gr A. L ' anneau  gr A &ant  noeth6rien, on a, ~ partir  

d 'une  valeur assez grande de n les 6gatit5s suivantes 

gr ~l,) = gr ~(~ + 1) . . . .  

Nous allons montrer  que dans ces conditions 

~(~) __-- ~(~ + 1) . . . .  

En effet, soit x un dldment de ~(~+1). Ddsignons par k le plus petit entier pour lequel 
x~(k~+l)=~(~+l)nAk.  Comme grk~(~+i)=grk.~ (n), il existe un dldment y c ~  (n) tel 

que r :k( ] )=  r:k(x ). Par  suite x - - y e  3~'~_ +~). De m~me on peut trouvei un 616ment yt~U(n) 
tel que la diffdrence x - - y - - y ' e ~ + ~  ). En cont inuant  ce proc6d6 nous arrivons ~t la 

conclusion que x e ~  ("). 
Main tenan t  nous allons montrer  que l ' anneau A n 'a  pas de diviseurs de zdro. 

Soient x~, x2 deux 616ments diffdrents de zdro de l ' anneau  A, et soient k~, k~ les plus petits 

entiers pour lesquels x~eAki, i =  I, 2. Alors r%(x~)4 o. Par  suite 

= o ,  

d'ofi l 'on ddduit  x~x2+-o. 

Lemme 2. - -  Un anneau noeth#ien (h gauche) queIconque qui n'a pas de diviseurs de z&o 

est un anneau d'Ore. (C'est-~-dire que deux dldments non nuls quelconques de l ' anneau  

ont un  multiple commun  ~t gauche).  
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8 I. M. G E L F A N D  ET A, A. K I R I L L O V  

Ddmonstration. - -  Soient a 4= o, b 4= o deux fil6ments de l ' anneau  A. Ddsignons 

par  3 ,  l'id~al ~ gauche de A, engendr~ par  les 61~ments a, ab, . . . ,  ab". C o m m e  l ' anneau  A 

est noeth~rien il existe une  valeur  de n pour  laquelle ~ , - - - -~ ,+ t .  I1 en rfisulte que  

ab,+ 1 = Xo a + xlab + . . .  + x ,  ab" (2) 

Soit k le plus peti t  entier  pour  lequel xk4:o. Alors, divisant k droi te  pa r  b k les 

deux  membres  de la formule (2), nous obtenons 

ab ~ + 1 -k  = xk a + x k + lab + .  �9 �9 + x ,ab  " - k  

ou encore 
xka = ( - -  xk + l a - -  . . . - - x , a b  " - k - 1  + ab"-~)b 

d'ofi l 'on dddui t  que les ~ldments a et b ont  le multiple $ gauche c o m m u n  xka. 

Pour  chaque  anneau  A de Ore  k gauche et ~t droite,  on peut  ddfinir un  corps des 

quotients de la fa~on suivante. Consid~rons l 'ensemble des expressions de type ba -~  ou 

de type a - t b ,  a et b 6tant des dl~ments de l ' anneau  A, a4=o. Nous identifions les expres- 

sions a - l b  et cd -1  si ac = bd. 

L ' a n n e a u  A 6tant un  anneau  de Ore ,  il en rdsulte qu 'une  << fract ion gauche >> quel- 

conque a - t b  peut  fitre 6crite sous forme de <~ fract ion droi te  >> cd -~, que chaque  couple 

de fractions a - t b ,  c - t d  peut  ~tre r~duit k un  << ddnomina teur  c o m m u n  >> c'est-~-dire que 

l 'on peut  t rouver  des ~16ments x, y i , Y 2  tels que a-~b = x - ~ y t ,  c - t d = x - a y  2. 

Pour  les fractions gauches ayant  un domina teur  c o m m u n  on peut  ddfinir de fa~on 

naturel le  les opdrations d 'addi t ion,  de soustraction et de division : 

x -  ayt • x -  tyz = x - l ( y x  ~ y~) 

( x -  ~ya) -~ ( x -  lye) = y ;  ~y~ 

Ensuite on peut  ddfinir la mult ipl icat ion par  un dl6ment a-~b en considdrant cette 

op6rat ion comme la division pa r  l '~Mment inverse b - l a .  

On vdrifie sans aucune  difficult6 que l 'ensemble des dldments ainsi obtenus muni  

des op6rations d6finies ci-dessus est en effet un  corps. 

2. D6finit ion de l 'anneau R.(A) et du corps ~n(A). 

Soit ma in tenan t  A un  anneau  noethfirien quelconque sans diviseurs de z~ro. Nous 

d6signons par  Rn(A) l 'alg~bre Rn| A, off R n e s t  l 'alg~bre sur Z ~t 2n gdn6rateurs 

Pl,  �9 �9  Pn, ql, �9 �9 ", qn soumis aux relations 

P~Pj--PjPi = o, qiqj--qjq~ -= o, Piqj--qiP~ = 8ijI (3) 

Dans l ' anneau Rn(A ) on peut  ddfinir la filtration croissante 

A = (R~(A))0c(R, (A) ) I  c �9 �9 �9 

off (R~(A))~ est l 'ensemble de tous les  dldments de R~(A) qui peuvent  s'dcrire sous forme 

de polyn6mes (non commutatifs)  en les Pl, . . . , P ~ ,  ql, . . . ,  q,, ~ coefficients dans A 

et de degr6 ~<i. 
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Lemma 3. - -  L'algkbre R,(A) est un A-module libre dont une base est compos& de tousles 

mon~mes de type 

pkqZ =p~l  ~k.,,~1 qZ, (4) �9 �9 " / ' n  ~ 1  " " " 

La d6monstration de ce lemme se simplifie essentiellement si nous supposons que 
l 'anneau A est une alg~bre sur un corps (commutatif) de caractdristique o. C'est pr6ci- 
sdment ce cas qui sera important pour nous dans ce qui va suivre; nous nous bornerons 
donc ~ ce cas dans la ddmonstration. 

Montrons d 'abord que les monSmes de type (4) engendrent le A-module R,(A) .  
Puisque R,~(A) est ]a rdunion des sous-modules (R,(A))k, nous pouvons raisonner par  
rdcurrence sur k. Supposons que pour k < k  o notre affirmation soit ddmontrde. Des 
relations (3) on d6duit immddiatement qu'un monSme queleonque de degr6 k est 6gal 

un monSme de type (4) modulo (R,(A))~_z. Alors notre affirmation est vraie pour 

k = k  o. Mais pour k----o elle est 6videmment vraie parce que (R,(A))o----A. 
I1 reste ~t montrer que les monSmes de type (4) sont lindairement inddpendants 

sur A. Soit 

X---- k.zak, zp q = 0. 

Ordonnons suivant l 'ordre ]exicographique les indices (k, l) et soit (k ~ l ~ le plus grand 
de ces indices, tel que aka+o. Ddsignons par ad y l 'opdrateur dans R,(A) ,  ddtermind 
par la formule 

ad y .  z = y z  - -  zy 

Un calcul simple montre que 
n n n 

,_II 1 (ad k~ 1-I ~: qi) i = l ( a d j 0 i )  tX = i I ~ 1 ( - -  I) k~kO! lOl ak%l 0:~0 

d'ofi contradiction avec l'6galit6 x = o .  

I1 rdsulte immddiatement du lemme 3 que l 'anneau gradu6 gr R ,  (A) est isomorphe 
~t l 'anneau polynomial (x) 

A[pl,  . . . ,  P,, ql, . . . ,  q,]. 

I1 s'ensuit que gr R, (A)  est un anneau noeth6rien sans diviseurs de zdro. Vu les 
rdsultats du w I, l 'anneau R, (A)  poss~de les m~mes propridtds, done il peut se plonger 
dans un corps des quotients. Ce corps sera not6 ~ ,  (A). 

I1 est clair que si deux anneaux A x et A 2 ont le m~me corps des quotients K, alors 

~ ,  (A~) = ~ ,  (A~) = 9 , ( K ) .  

Remarquons aussi les identitds facilement vdrifiables : 

R ,  (R m (A)) ---- R,, +. (A) = R ,  (A) | (A) 

~ ,  (~m (A)) = ~, ,+ ,  (A). 

(1) Par  a anneau polynomial >~ A[x] oh A est un anneau non-commutat i f  nous entendons ici l'alg&bre 
A |  z Z[x]. Le th6or~ane fondamental de Hilbert  reste encore valable dans ce cas : si l 'anneau A est noeth~rien 
(A gauche. A droite ou bilat6re), alors l 'anneau A[x] poss~de la rhyme propridt6. 
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3" L ' a n n e a u  R,~,k(L ) et le  corps  ~ , ,k(L) .  

Utilisons la construction d&rite au w 2 dans le cas off l 'anneau A est l'alg6bre des 
polyn6mes en k variables sur un corps commutatif  L de caract&istique nulle. 

Nous noterons : 

Rn,k(L ) =R . (L[x~ ,  . . . ,  xk] ) 

~ n , k ( L ) - - - ~ n ( L [ X l ,  . . . ,  X k ] ) = ~ . ( L ( X l ,  . . . ,  xk)). 

Rappelons que dans l 'anneau R~(A), et, par consequent, dans l 'anneau R,,~(L), nous 
avons ddfini une filtration croissante telle que l 'anneau gradud associ~ gr R,,k(L ) est 
isomorphe ~ l 'anneau des polyn6mes d6pendant des variables p ~ , . . . ,  p,, q ~ , . . . ,  q,, 
dont les coefficients sont choisis dans l 'anneau L[Xl, - . , ,  xk]. Pour chaque 616ment non 
nul aeRn, k(L ) il existe un entier i (et un seul) tel que ~(a)egr~R,,k(L) est bien d6fini 
et non nuL Nous appellerons cet dl6ment partie principale de a; il sera not6 [a]. I1 
d&oule de cette d6finition, que [a] est un polyn6me homog~ne ddpendant des variables 

Pl, . . . ,  P,, ql, . . . ,  q~, ~' coefficients dans L[Xl, . . . ,  x~]. 
I1 est 6vident que quels que soient ax, a2eR,,~(L ) on a : 

= l a d  (5) 

c'est-~-dire que la pattie principale du produit est Egale au produit des parties principales 
des facteurs de ce produit. 

Soit b u n  Element quelconque du corps ~. ,k (L) .  Cet ElEment est de la forme a;-aa2, 

ota a ieR. ,k(L ). 
[a2] ddpend que de l'~ldment be~,~(L)  (et ne Lemme 4. - -  La fonction rationnelle [ ~  ne 

dgpend pas de la fafon dont il a gtd reprgsentd sous forrne de quotient d'dlgments de R.,~(L)). 
Notons cette fonction par [hi. Pour bl, b2e~.,k(L ) quelconques on a l'ggalitg : 

[b 162] = [hi] Ibm] 

D6monstration. - -  Supposons que b soit repr&entE par la fraction droite aLa~ ~ et 

lad %]  
ta fraction gauche a~a4.  Montrons que dans ce cas [a2]--[a3], En effet, d'apr~s 

l'6galit6 ala~ ~=a~ia~ on a par d6finition aaaa= a~az. D'ofi [aa] [at] = [a~] [a~] ce qui 
ddmontre la premi6re partie du lemme. I1 est clair qu'il suffit de d6montrer la seconde 
partie dans le cas off baaR,,,~(L). Mais dans ce cas nous avons : 

bl b~ = b l (a  la~- i) ~ (b a aa) a2 -~ 

Donc 

corps. 

[blb2] - -  [b la l ]  b [al]  [a2] - [ 1] -- [bl]  [b2] 

Corollaire. - -  La fonction [b] est invariante relativement aux automorphismes intdrieurs du 

En effet [aba -~] ~ [a] [b] [ a ] -~=  [b]. 

514 



S U R  L E S  C O R P S  L I l t S  A U X  A L G I ~ B R E S  E N V E L O P P A N T E S  D E S  A L G I ~ B R E S  D E  L I E  ~i 

Remarquons maintenant que l 'anneau R,.k(L ) admet une autre filtration natu- 
relle. A savoir, on prend pour ( R , . ~ ( L ) ) r  l'ensemble de tous les  ~16ments qui peuvent 
6tre repr6sent6s sous forme de polyn6me (non commutatif) ~ coefficients dans L, de 

degr6 ~<i, en les g6n6rateurs P l ,  �9 � 9  Pn, q l ,  �9 �9 ", q , ,  Xl, �9 �9 ", Xk" L'anneau gradu6 associd 
cette filtration est 6videmment isomorphe ~ l 'anneau des polyn6mes ~ 2 n-kk variables. 

Comme nous l'avons fait plus haut, nous pouvons ddterminer une application b - + [ b ]  

qui est un homomorphisme du groupe multiplicatif du corps ~,.~(L) dans le groupe 
des fonctions rationneUes de forme p Q - t ,  off P, Q sont des polyn6mes homog6nes 
(en g6n6ral de degrds diff6rents) de 2 n + k  variables. Cette application sera utilis6e 
au paragraphe suivant pour ddmontrer le thdor6me de non-isomorphisme. 

4- T h ~ o r ~ m e  d e  n o n - l s o r n o r p h l s m e .  

Nous montrerons que les anneaux R,,I;(L ) et les corps 9,,k(L ) que nous avons 
construits ne sont pas isomorphes (en tant qu'alg6bres sur L) pour diff~rentes valeurs 
de ne t  k. La d~monstration est bas~e sur le concept de dimension de corps et d'anneau. 

Commenw par le cas plus simple de l 'anneau. Soit A une algfibre sur le corps 
commutatif  L, ~=(a~,  . . . ,  a~) un ensemble fini quelconque d'dldments de A. Consi- 
d~rons l'ensemble de tousles 61~ments de notre alg~bre qui peuvent ~tre repr6sent~s sous 
forme de polyn6me non commutatif  ~ coefficients darts L, de degr~ ~<N, ~ variables 
choisies dans a. Cet ensemble est ~videmment un espace vectoriel sur L, dont la dimension 

sera not6e d(~, N). 
L~expression 

- -  log d(~, N) 
sup l i r a  log N (6) 

sera appel~e d imens ion  de l'alg6bre A e t  notde DimLA. 
L e m m e  5. - -  DimLR,,k(L ) = 2n-kk. 
Dgmons t ra t i on .  - -  Prenons pour a l'ensemble 

0% ----- (px, -- . ,P , ,  ql, - - - ,  q,, Xx, - . - ,  xk) 

On calcule sans difficult6 d(%, N) qui est ~gal au coefficient binomial C 2"+k N + 2 n + k  ~ 

(Rappelons que la dimension de l'espace des polynSmes de degr6 ~<N ~ m variables 

est C~+m). 
Donc : 

l c ,  cf I'~ 2n + k 
"r'~. "n  ~'r ~ 1.  ~ 5  V N + 2 n + k  
~ l m L ~  k(L),, llm - - - -  = 2 n + k .  

, z~ - ~  ~ log N 

Soit maintenant ~ = ( a l , . . . ,  a~) un ensemble fini quelconque d'dldments de 
Rn,k(L ). Chaque a i peut ~tre r e p r d s e n t 6  sous forme de polynSme ~t variables dans a0- 

Soit m le degr6 maximal de ces polyn6mes. Chaque polyn6me de degr6 <~ N relativement 

aux variables a i e s t  un polynSme de degr6 ~< mN relativement aux gdndrateurs. 
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Donc : 

Mais 

d(a, N)~< d(ao, mN). 

lim log d(%, mN) log c~2. + t, "~raN + 2n + k 
- -  l i r a  = 2 n + k ,  

1~-~ oo log N N-~ ~ log N 

d'ofl le lemme. 

Considdrons maintenant un corps ~ quelconque sur le corps commutatif  L. 

Soit 0c=(al, . . . ,  as) un ensemble fini quelconque d'El6ments de ce corps. L'ensemble 
(a lb ,  . . . ,  a~b),  off bE~, sera note ~b. DEfinissons la dimension du corps ~ sur L de la 

maniEre suivante : 

Dimi,~ = sup inf lWam log d(,cb, N) 
b. o ~ ~ log N (7) 

R e m a r q u e  1. - -  La formule (7) ddfinissant la dimension d 'un corps est 6galement 

applicable k tout anneau sans diviseur de zero. On vErifie aisEment que pour l 'anneau 
R,,k(L ) les formules (6) et (7) donnent la mEme valeur numdrique pour la dimension. 

Remarque  2.  - -  Si le corps ~ est commutatif, on vdrifie aisEment que la grandeur 

dimL~ est Egale au degr6 de transcendance de ~ sur L. 
Calculons maintenant la dimension du corps ~,,k(L). 

L e m m e  6 . -  Dimr~,,k(L)----2n+k. 
Dgmonstra t ion .  - -  Soit 0~=(al, . . . ,  as) un ensemble fini quelconque d'Eldments 

de ~,,k(L). I1 existe un 616ment b4:o tel que tous les  ElEments a~b appartiennent 
~t R,,k(L ). En raisonnant comme dans la ddmonstration d,, lemme ~ on obtient l'in6galit6 

DimL~,k(L) ~< 2 n +k.  

Pour obtenir l'indgalitE de sens contraire, il est naturel de considdrer l'ensemble 

~ 0 = ( P l , - - . , P , ,  q l , . . . , q , ,  x l , . - - , x k )  

et de dEmontrer que pour un 61dment b 4:o quelconque les mon6mes 

Pk,~,m = (P~ b ) k~ . . . ( P , b  ) k" (qlb) z~-'' ( q ,b  )Z"( x~ b ) m' " " " (xkb ) "k 

sont linEairement inddpendants. Malheureusement ils ne le sont pas, par exemple 
pour b =x~ -~. On peut nEanmoins tourner cette difficultd de la mani~re suivante. Nous 

montrerons que les mon6mes Pk,~,~ peuvent fitre dependants seulement lorsque la 

fonction homog~ne [b] (cf. la fin du w 3) a un degrd d'homogdnditd 6gal ~ - - I .  I1 en 

rdsulte que les mon6mes 

P"~k, ~,,. = (P~ ab)k~. . . ( p n a b ) ~  (q~ a b ) ~ .  . . (q .ab)  " (xa a b ) ' ~ .  . . (xkab)  r~k 

off a4=o est un ElEment quelconque de 9.,~(L) ne peuvent 6tre linEairement dependants 

que si [ab] est une fonction homog~ne de degrd - -  I. Soit a un ElEment du corps ~.,~(L) 

tel que le degrE de [a] soit non nul. I1 suit de ce que nous venons de dire que, soit les P~,~,~ 
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soit les Pk, z,m forment un syst&me lindairement inddpendant. Par consdquent, en choi- 

sissant 0r dgal 5 la rdunion des ensembles % et %a on obtient 

d(=, N) i> C 2" +k N + 2 n + k  

d'o~ l 'on ddduit l'indgalitd cherch~e 

DimLN~,~(L ) t> 2 n +k .  

Voyons maintenant  dans quels cas les mon6mes Pk,~,,. peuvent ~tre lindairement 
ddpendants. Pour un ensemble fini quelconque de ces mon6mes, il existe un ~ldment 
QeR. ,k(L ) tel que toutes les expressions Pk,~,,.Q appart iennent 5 R~,k(L ). Considdrons 
la partie principale du produit  Pk,~,,~Q. D'apr~s le w 3 nous avons 

. . .  . . .  ( a )  

off d d6signe le degr6 du mon6me P~,l,,. : 

d = k l  + . . .  +k~ + l l  + . . .  +l~-k-rnl + . . .  +rak. 

Donc : 
deg [Pk, z,,. Q]  = ( I -~ deg [b] ) d -}- deg [Q] 

Si deg[b] =t=- I tes polyn6mes [Pk, z,,.Q] ont des degrds diff6rents pour des valeurs 
diff6rentes de d. 

Supposons que ces polyn6mes soient lin~airement ddpendants : 

Zck,~,m Pk,~,,. = ~  

Supposons que d e g [ b ] > - - I  (respectivement d e g [ b ] < - - I )  et soit d l e  degrd maximum 
(respectivement minimum) des mon6mes dotds d 'un coefficient ck,~,,, non nul. 

On a alors l'6galit6 
X ec~,l,m[Pk,,,r.Q]=o (9) 

deg Pk, l ,  m = 

obtenue en consid~rant les parties principales dans l'expression 

ZCk, l,r,~Pk, t,m Q =  0 

En se rappelant l'expression (8) pour [Pk,~,mQ], nous voyons que (9) est impossible 
pour des coefficients ck,~,,, non nuls. La d6monstration du lemme est terminde. 

Remarque 3. - -  En ddmontrant  la formule DimLN.,k(L ) = 2 n - l - k  nous ne nous 
sommes servis que des propridtds suivantes de ce corps : 

i) ~.,k(L) est le corps des quotients d 'une certaine alg~bre A (5 savoir R.,1,(L)) ; 
2) L'alg~bre A admet  une filtration telle que l'alg~bre gradude associde gr A soit 

isomorphe 5 l'alg~bre polynomiale 5 2 n + k  variables. 
Par consdquent nous avons en fa r  dfimontrd la proposition plus g~ndrale suivante : 
TMor~me 1. - -  Soit A une alg~bre sur le corps commutatif L, munie d' une filtration telle que 

l'algkbre gradu& associe'e gr A soit isornorphe a l'algkbre polynomiale a rn variables. Notons ~(A)  
le corps des quotients de l'alg~bre A. On a alors Dim~.A = m. 
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Le rdsultat obtenu permet de rfsoudre enfi6rement la question de l'isomorphisme 
des anneaux Rn, k(L) et des corps ~n,k(L) pour diffdrentes valeurs de n e t  k. 

TMor~me 2. - -  Les isomorphismes des L-alg~bres 

g . ,  k (L) ~ R~,,k, (L) et ~.,k (L) _ ~.,,k, (L) 

ont lieu seulement s i n  = n', k = k ' .  

Ddmonstration. - -  Le centre de l 'anneau R~,k(L ) est R0,k(L), le centre de 
l 'unneau ~. , , (L)  est ~0,k(L). Des corps et anneaux isomorphes ont les m~mes dimen- 
sions. Par consdqucnt l'isomorphisme est possible seulement si 2 n + k ---- 2 n' + k', k = k'. 

5" D~!finltion du  corps ~ (G) .  

Soit G une alg~bre de Lie s u r u n  corps commutatif  L de caract6ristique nulle. 
Notons qg(G) l'algSbre enveloppante de l'alg~bre G, c'est-~-dire l'alg6bre obtenue en 

factorisant l'algbbre associative libre engendrde par les 61dments de l'alg~bre G par 
l'iddal engendrd par les 61dments de la forme 

xy - - y x  - -  [x, y]  

off x, y e G .  
Chaque fildment de ~ (G)  peut fitre reprdsentd sous forme de polyn6me ~ variables 

duns G e t  ~t coefficients dans L. On obtient ainsi une filtration croissante dans ~ 

L = (~ (G) )0c  ( ~ ( G ) ) l c . . .  c (~ �9 �9 �9 

en posant que (Y/(G))~ est l'ensemble de tous les 616ments de ~(G)  qui peuvent ~tre 
reprdsentds sous forme de polyn6mes de degrd ~ i  h variables duns G. 

I1 ddcoule du thdor~me de Poincard-Birkhoff-Witt (cf. par exemple [i]) que 
gr ~ est l'algSbre polynomiale ~ m variables, off m = dim G. Comme nous l'avons 
vu duns le w I, on peut en ddduire que q/(G) est un anneau d 'Ore sans diviseurs de zdro. 
Le corps des fractions de l'alg~bre ~//(G) sera notd ~ (G)  et appeld corps de Lie de 

l'algSbre G. 
Des rdsultats du paragraphe prdcddent (cf. th6or~me i) on ddduit l'6galit6 

DimLY(G) = dim G. 

Hypoth~se fondamentale. - -  Le corps ~(G)  est isomorphe ~ un des corps ~ , ,k  (L) lorsque G 

est une algkbre de Lie alggbrique. 

6. D~monstrat ion  de l 'hypoth~se  fondamenta le  pour  les  alg~bres de matr ices .  

Nous montrerons que l'hypoth~se fondamentale est satisfaite lorsque G est l'alg~bre 
de toutes les matrices ~ trace nulle ou bien l'alg~bre de toutes les matrices. La ddmons- 

tration est basde sur la proposition suivante. 
Lemme 7. - -  Soit G o l' atg~bre de toutes les matrices d' ordre n dont la dernikre ligne est enti~- 

rement composge de z~ros. On a alors ~ ( G  ~ ~ ~(~-~),0" 
2 

Montrons d 'abord que ce lemme implique l'hypoth~se fondamentale pour les 

alg&bres de matrices. I1 est bien connu que le centre de l'alg~bre enveloppante de 
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l ' a lgebre  G,  de toutes les matr ices  d ' o rd r e  n ( respect ivement  de l ' a lgebre  G n des matr ices  

~t t race  nulle) est engendree  pa r  les elements  A1, . . . ,  A n ( respect ivement  A2, . . . ,  An) , 

off A i(g) est la  t race de la i-Sine puissance exter ieure de la mat r ice  g. (Nous employons  

la realisation de l ' a lgebre  ~//(Gn) sous forme de po lyn6mes  sur Gn, cf. [e]).  Les elements  

de la ligne inferieure in te rv iennent  au p r e mie r  degre  dans  les polyn6mes  A i. II est 

clair  que ~(Gn)  ( respect ivement  2 (Gn)  est engendree  pa r  ~ ( G  ~ et pa r  les e lements  

A1, . . . ,  A,  ( respect ivement  As, . . . ,  An). Pa r  consequent  

2 ,n  2 

Demon t rons  m a i n t e n a n t  le l e m m e  7 pa r  recur rence  sur n. Considdrons dans G o n + l  

une base naturel le  composee  d 'e lements  e~k , i<<.i<<.n, i<~k<~n+I ,  (eik) dtant  la mat r ice  

dont  tous les elements  sont nuls sauf  l ' e l ement  ~ l ' intersect ion de la i -eme ligne et de la 

k&me colonne qui  est egal ~ i ) .  

Posons 

qi=e~, , ,+l ,  P~=e~iq~ 1, e"~k=e~kq~-lq~. 

U n  calcul direct  m o n t r e  que 

[qi, q~'] = o, [p~, pj] ---- o, [Pi, qj] ---- 3q. i ,  

Par  consequent  si les coefficients c~ (I <~i, k<~n) satisfont aux  conditions 

~ % = o ,  k =  I,  ~, . . . ,  n (xo) 

l ' e l ement  Z c ~ k  est p e r m u t a b l e  ~ q~ et p~, i =  ~, e, . .  n. 
i , k  " ~ 

Considdrons l ' ensemble  G de toutes les matr ices  C d ' o rd re  n formdes d 'e lements  r 

pour  lesquels (~o) est verifid. Faisons cor respondre  ~t toute  mat r ice  de ce type l ' e lement  
0 ~ ( C ) - - - - . ~ q ~ ( G ~  Il  se t rouve  que  1 'applicat ion ~ est telle que l ' on  a 

~ ( [ C 1 ,  C2]) = [~(C1)  , 0~(C2)] 

Nous laissons au lecteur  la verif ication longue mais  facile de cette dgalite. I1 est 

clair que le corps 0 ~(G~ est engendre  pa r  les elements  de la forme e(C),  C e G  et 

les elements  p~, . . . ,  Pn, ql, . . . ,  qn. Pour  ddmont re r  le l emme  il suffit de verifier que le 

corps engendre  pa r  les elements  e (G)  est i somorphe  ~ ~n(n_~) 0 (L). Mais  l ' ensemble  G 
2 

est une  algebre de Lie i somorphe  ~ G ~ et le fait  qui  reste ~t verifier est vra i  pa r  l 'hypothese  

de recurrence.  Le l emme  est ddmont re  (1). 

(1) Comme l'a remarqud le referent, pour que cette affirmation soit vraie, il faut savoir que a, prolong6 comme 
homomorphisme de oil(G) dans ~(G~ 1), est injectif. Cle fait peut 8tre ~tabli de fa(;on suivante. Choisissons une 
base de l'algSbre G de telle fa(;on que les images par l'application ~ des elements de cette base soient 
eik=eik--enk , i<~i<~n--i, i <<.k<~n. Ordonnons l'ensemble de ces ~Idments suivant l'ordre lexicographique et 

consid~rons les monemes form~ ~ partir de ces dldments, les elements correspondants pour chaque mon6me dtant 
rangds dans l'ordre croissant. I1 faut montrer que ces monemes soit lindairement inddpendants. Cela se fair de la 
meme maniere que celle utilisde pour la demonstration de l'inddpendance des mon6mes Pk, 1,m aux pages 12-I 3. 
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7. D~monstrat ion  de l 'hypoth~se fondamentale  pour les alg~bres de Lie 
ni lpotentes.  

Nous aurons besoin de certains r6sultats sur la structure de l 'alg~bre q/(G) et du  

corps ~ ( G ) ,  off G est une alg~bre de Lie nilpotente sur un  corps commuta t i f  de carac- 
t6ristique nulle. 

Lemme 8 (Dixmier) .  - -  Le centre du corps ~ ( G )  est le corps des quotients du centre Z(G) 

de l'alg~bre q/(G); il est isomorphe au corps des fonctions rationneUes gt k variables. L'entier k 

est pair et impair en mgme temps que dim G. Si G o est un idgal de codimension i dans G,  nous avons 

soit Z(G0)cZ(G) ,  soit Z ( G ) c Z ( G o ) .  
La  demonstrat ion des faits dnumdrds dans le lemme peut  fitre obtenue ~t part ir  des 

rdsultats de [3], [4]; cf. 6galement [5]- 
Lemme 9. - -  II existe dans l'alg~bre q/(G) des gldments Xl, . . . ,  xn , y l ,  . . .  , y , ,  zx,  . . . ,  z~ 

(les entiers n e t  k ddpendant de l' algkbre G) avec les propri~tds suivantes : 

(*) Le corps de Lie ~ ( G )  est engendN par les ~l~ments x~,y~, zi, I <.i<.n, I <<.j<~k; 

(**) On a les relations de commutation 

[x,, xi] = [YoYi]  = [x,, zi] = [y,,  zj] = [z,, z i] = o ,  [x, ,y j]  = 8 , i . c ,  

olt c est un adment non nul de Z(G).  

I1 est clair que le lemme implique l 'hypoth~se fondamentale  pour l 'alg~bre G : 

il suffit de poser p ~ = x i c  -~, q~=Yi. 

DEmontrons le lemme 9 par  recurrence sur la dimension de G. Soit Go un ideal 
de codimension i dans G, x un 616ment de G n ' appar tenan t  pas ~ G 0. 

le t  cas : Z(G0) c Z ( G ) .  Dans ce cas il existe un  61Ement de Z(G) qui n 'appar t ient  
pas k Z(Go). Cet ElEment peut  ~tre reprdsentd (d 'une mani~re unique) sous la forme : 

y = a o x "  + a l x " - l  + . . . + a n, aieq/(G0). 

Puisque [y, b] = o, pour un b quelconque nous avons 

[ao, b ] x " +  (nao[X , b] + [al, b ] ) x n - l +  . . . .  o 

d'ofl 

c'est-~-dire 

[ao, b] = o, [naox -1- al ,  b] = o 

aoEZ (G0), naox + al~Z(G).  

Par l 'hypoth~se de recurrence il existe dans ~(Go) des ElEments x l , . . : , x , ,  

Yi, - - - ,Y , ,  zl,  . - . ,  zk qui satisfont aux conditions du lemme. Posons Z k + l = n a o x + a l .  

I1 est Evident que le systSme d'dlEments Xl, . . . ,  x , , , y l ,  . .  ",Yn, Zl,  . . . ,  Zk+~ joui t  

des propri6tds (*) et (**). 
2 e cas : Z(G) cZ(Go) .  Dans ce cas il existe un  dldment yaZ(G0)  qui n 'appar t ient  

pas k Z(G).  On  a alors [x,y]4:o.  Soit k le nombre m a x i m u m  pour lequel (ad x)~4:o.  

Rempla~ant ,  s'il le faut, y par  (ad x )k - l y ,  on peut  supposer que k = i. Ainsi, il existe 
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dans Z ( G o ) u n  d ldmenty  tel que [x,y]=z#o mais [x , z ] - -o  c'est-~t-dire zeZ(G).  

Notons ~(Go) le sous-corps de ~(G0) formd par les dldments qui commutent avec x. 
Nous montrerons que l'application 

~? = exp = ( - I ) k  (adx) ~ 
z k! 

est un homomorphisme de l'alg~bre ~(Go) clans N(Go). En effet : 

~ ( a b ) =  k! (adx)*ab=Z Z ( - - I )*  * k! ~'+i=~ k! ~ (adx)'a(adx)ib= 

(adx)q~ " [(Y) k ] 
k k! actx (adx)ka = 

~,~ i ! j !  (aax)'a(adx)~b=v(a)v(b); 

(-~)~ 
Y, (ad x ) k a + 2  ( - ~ ) k  (ad x)k+~a = o .  
k (k - - I )  l k k! 

Soit maintenant x~, . . . ,  x,, Yx, �9 �9 .,Y,, Zl, �9 �9 -, zk un systSme de gdn6rateurs de ~(Go) 
jouissant de la propridt~ (**). Posons 

% = z ~ ~ (x,), "~ y~=z 9(Yi), I<.i<~n, 
X"~,+I=xz2N-lq~(C), y,+,-----y 

et choisissons pour Z"~ . . . ,  Z"~ un ensemble d'~l~ments de Z(G) qui engendrent 
le centre du corps ~ (G) .  Nous montrerons qu'on peut choisir l'entier N et l'61dment y 
de sorte que le syst&me x"~, y"~, z"~ jouit des propridtds (*) et (**). 

D~montrons d'abord qu'un choix approprid de y implique que ~(c)#o.  En effet, 
y avait 6t~ choisi de sorte que yeZ(G0),  [x,y]=z+o, zeZ(G).  Par cons6quent le r61e 
de y peut ~tre jou~ par y,=y+'~z pour tout -~eL. Considfirons 

q~,(c) = ~ ] - -  (ad x)kc (I I) 
k! 

et supposons que, pour tout % cette expression est ~gale k o. 
I1 est clair que l'expression (I i) est un polyn6me en v. Le coefficient de v~ dans ce 

polyn6me se calcule aisdment, il est ~gal 

( - -  I)i~((a d x)ic). 
j~ 

Soit j l'entier maximum pour lequel (ad x)~c est non nul. On a alors (ad x)iceZ(G). 
Or l'application q0 est l'identit6 sur Z(G). Par cons~quent r x)ic)= (ad x)ic+o, 
ce qui est en contradiction avec le fait que notre polyn6me est identiquement nul. 
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Ddsormais nous supposons quey  a fitfi choisi de sorte que q0 (c) + o. La  condition (**) 

ddcoule directement du fait que q~ est un  homomorphisme de ~(G0) dans ~(G0).  I1 reste 

~t dfimontrer que le systeme xi, y~, z i engendre le corps ~ ( G ) .  Soit gl, . . . ,  gm une base 
de G telle que l 'opdrateur ad x soil de forme 

(ad x)g~ = iZ~%g 

On a alors : 

(gi) = gl + j~>~bii (Y, z)gi. 

On volt done que N(G0) est engendrd par  q~(~(Go)) et les dt6mentsy et z. Puisque 
les dldments q~(z~) et z appar t iennent  ~ Z(G),  ils s 'expriment en fonction de z"~, . . . ,  z~'~_l. 

On volt done que le corps ~ ( G )  est engendr6 par  les dldments x, y ,  q~(xi), q~(Yi), 

z~, i<~i<<.n, i<<.j<~k--i. I1 suffit main tenan t  de remarquer  que pour N suffisamment 

grand les 616ments x~'~, y"~ appart iennent  ~t ~ ( G ) .  Le lemme est ddmontr6. 

8. Exemples. 

Dans ce paragraphe,  L est soit le corps R des rdels, soit le corps C des nombres 

complexes. Soit G l'alg~bre de Lie sur L de dimension 3 engendrde par  x, y ,  z avec les 

relations : 

[x, y] = y ,  [x, z] = ~z, [y, z] = o 

off ~ est un nombre irrationnel. Le groupe lindaire de Lie associ6 a pour dldments les 

matrices de la forme 

exp a o i )  
exp ~a 

o 

off a, b, c~L. Ce groupe n'est ~videmment pas alg6brique. Dans ce cas le corps de 

Lie 9 ( G )  n'est isomorphe ~ aucun des corps ~, ,k(L) .  En effet, le centre du corps ~ ( G )  
coincide avec le corps L (ceci peut  ~tre d~montr6 sans difficult6, par  exemple, en se 
servant des rfisultats obtenus dans [6] sur la structure du centre de ~ ( G )  pour tes alg~bres 
de Lie r6solubles). Par consdquent, si le corps ~ ( G )  6tait isomorphe ~ ~, ,k(L) on aurai t  

les ~galitds : 

2 n + k ----= Dimr,~(G) = dim G = 3 
k ----- DimLL = o 

ce qui est impossible pour n entier. 

Consid~rons main tenant  l 'extension G de l'alg~bre G par  une alg~bre T de dimen- 

sion I, ~ 6]~ment de base t, et avec les relations 

[ y , z ] = t ,  [ x , t ] = ( i + ~ ) t ,  [ y , t ] = ( z , t ] = o  
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P u i s q u e  G / T = G  l ' a l g ~ b r e  G n ' e s t  d g a l e m e n t  pas  a l g d b r i q u e .  N 6 a n m o i n s  on  p e u t  

vdr i f ie r  q u e  les d ldments  

p l = y t  - I ,  qlz ,  p ~ =  (I + ~ ) - ~ t ,  q 2 = y z t - ~ x t  - '  

e n g e n d r e n t  ~ ( G )  et  j o u i s s e n t  de  la  p r o p r i d t 6  s u i v a n t e  

[Po Pj] = [q~, ei] = o, I f , ,  qi] = 3,J. i 

O n  a a ins i  q u e  ~ ( G )  est  i s o m o r p h e  h ~ , 0 ( L ) .  
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