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par I. M. GELFAND ET A. A. KIRILLOV

Il est bien connu que des anneaux non-commutatifs interviennent de facon assez
naturelle dans plusieurs questions d’analyse. Les opérateurs de la théorie des champs
quantiques, les opérateurs différentiels, les algebres (group algebras) de groupes de Lie,
les algébres enveloppantes des algebres de Lie, sont autant d’exemples de tels anneaux,
en plus de Pexemple classique de Panneau de tous les opérateurs dans Pespace de Hilbert
qui vient immédiatement a Pesprit. Du point de vue algébrique 'exemple de ’anneau des
opérateurs différentiels sur une variété indéfiniment différentiable invariants par rapport
a un groupe de difféomorphismes donné est trés intéressant et général. La méthode
algébrique dans ce cas consiste a4 étudier la structure de cet anneau.

L’emploi des transformations

d
x— ia, o ix  (transformation de Fourier)
ou bien
n d d . d
—— X———= 0
TR dx dy

devient tout 4 fait indispensable lorsqu’on aborde la question de cette fagon. Les trans-
formations ci-dessus doivent &tre considérées au méme niveau que les changements de
coordonnées ordinaires.

Dans cet article nous ne considérons qu’'un seul type d’anneaux : les algébres
enveloppantes %(G) des algébres de Lie G, autrement dit, I’anneau des opérateurs
différentiels sur un groupe de Lie invariants par rapport aux translations a4 gauche. Il
existe une multitude d’anneaux de tel type qui ne sont pas isomorphes entre eux. Comme
le montre 'exemple de la géométrie algébrique, la situation est simplifiée si P'on passe
a la classification birationnelle, c’est-a-dire si I'on identifie les anneaux dont les corps
des quotients coincident. Les anneaux non-commutatifs #%(G) que l'on étudie ici,
admettent également un corps des quotients 2(G).
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6 I. M. GELFAND ET A. AL KIRILLOV

Soit L un corps (commutatif) de caractéristique nulle et K un corps quelconque
non commutatif sur L, dont le centre sera désigné par Z(K). Nous définissons la notion
de dimension du corps K sur le corps L (voir § 4), cette dimension est notée Dim; K. Nous
faisons correspondre 4 chaque corps deux nombres z ct £, donnés par les formules suivantes

k=Dim;Z(K)
2n+k=Dim K

Dans le cas K=2(G) ou G est une algébre de Lie algébrique les nombres z et £ sont
des entiers finis non-négatifs. Le nombre 274 £ est égal a la dimension de I’algébre G,
le nombre £ est égal a la codimension de Porbite générique dans la représentation duale
de la représentation adjointe du groupe de Lie dont Jalgébre de Lie est G.

Nous avancons I’hypothése suivante :

Pour une algébre de Lie algébrique G les nombres n et & déterminent le corps 2(G)
4 un isomorphisme prés.

Pour chaque couple d’entiers n et £ non-négatifs nous construisons un corps cano-
nique &, ,(L), dont les invariants sont exactement » et £.

Il en résulte en particulier que deux corps Z, (L) et &, ;. (L) ne sont isomorphes
que lorsque n=n’, k=£'. Une affirmation un peu plus faible (portant sur les anneaux)

donne la réponse a une question posée par Dixmier. Le corps &, , (L) est engendré sur L

0 Fij . .
ar les éléments xy, ..., %, —, 0., — - avec les relations de commutation
P 1 3 Vpo 3x N b 3x 2.1 sk
1 )

ordinaires pour x et P L’hypothése que nous avons mentionnée ci-dessus peut étre
x

précisée de la facon suivante :

Si G est une algébre de Lie algébrique sur le corps L, on a 9(G) ~Z, ,(L).

Cette affirmation est démontrée ici, dans le cas oit G est une algébre de matrices
ainsi que dans le cas d’une algebre nilpotente quelconque. D’ailleurs pour tous les exemples
examinés par les auteurs de cet article, cette hypothése s’est révélée vraie.

Les nombres 7 et & jouent un réle trés important dans la théorie des représentations
de dimension infinie. Ils sont bien connus des spécialistes. Ces nombres caractérisent les
représentations « génériques ». Notamment la représentation générique est réalisée de
facon naturelle dans Pespace des fonctions de n variables et elle dépend de £ paramétres.

A la fin de Particle nous donnons deux exemples d’algébres de Lie non-algébriques :
pour la premiére notre hypothése est satisfaite, pour la seconde elle ne Pest pas.

1. Préliminaires.

Nous allons rappeler quelques faits bien connus de la théorie des anneaux. Pour
rendre Pexposé plus complet et en faciliter la lecture, nous allons donner leur
démonstration.

Soit A un anneau 2 filtration croissante :

AjcAjc...cA,c..., UA=A,
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SUR LES CORPS LIES AUX ALGEBRES ENVELOPPANTES DES ALGEBRES DE LIE 7

cette filtration étant lide avec la loi de multiplication par la relation
AACA; (1)

Posons

o
grrtA=AA,;_,, grA= izogriA
Désignons par w; la projection naturelle A;—grA. Si xeA,;, yeA; Délément
™ ;(x)egrit’A ne dépend que de w(x)egr'A et m(y)egriA en vertu de (1).
Pour ¢ et j arbitraires nous obtenons ainsi une application gr'A xgr’A — grit/A. 11
est évident que ces applications définissent sur gr A une structure d’anneau gradué.

Lemme 1. — Si Panneau gr A est un anneau noethérien sans diviseurs de zéro, alors I’anneau
considéré A a les mémes propridtés.

Démonstration. — Soit I un idéal (2 gauche, & droite ou bilatére) de 'anneau A.
Posons gr I= }? (3;/3;_1), 3, étant Pintersection de I et A,. Il est clair que gr I est un

idéal (resp. & gauche, & droite ou bilatére) de ’anneau gr A. Soit
IVcIc...cI"c...

une suite croissante d’idéaux de A. Alors

gr Wegr I¥c...cgr Ic...

est une suite croissante d’idéaux de gr A, L’anneau gr A étant noethérien, on a, 4 partir
d’une valeur assez grande de n les égalités suivantes

gr I —=gr JnF= |

Nous allons montrer que dans ces conditions

I, CED N

En effet, soit ¥ un élément de J"*+Y, Désignons par £ le plus petit entier pour lequel
xeJPrI=S+VaA . Comme grJ3n+V=gr*I™, il existe un élément peJI™  tel
que m,(p)=m,(x). Parsuite x—yeJ"H!. De méme on peut trouver un élément y'eI™
tel que la différence x—y—y'eJ"HY. En continuant ce procédé nous arrivons a la
conclusion que xeJ".

Maintenant nous allons montrer que ’anneau A n’a pas de diviseurs de zéro.
Soient x;, ¥, deux éléments différents de zéro de ’anneau A, et soient &;, £, les plus petits
entiers pour lesquels x,A,,, i=1, 2. Alors m,(x)% 0. Par suite

T 4 1y (%1 %2) = 70 (%) 703, (%2) F O,

d’out on déduit x;x,% 0.

Lemme 2. — Un anneau noethérien (& gauche) quelconque qui n’a pas de diviseurs de zéro
est un anneau d’Ore. (Cest-a-dire que deux éléments non nuls quelconques de I'anneau
ont un multiple commun a gauche).
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8 I. M. GELFAND ET A  A. KIRILLOV

Démonstration. — Soient a=o0, b+0 deux €éléments de Panneau A. Désignons
par 3, I'idéal a gauche de A, engendré par les éléments g, ab, . . ., ab". Comme ’anneau A
est nocthérien il existe une valeur de n pour laquelle J,=3,,,. Il en résulte que

ab"tt=xga - xab ... Fx,ab™ (2)

Soit £ le plus petit entier pour lequel x,#0. Alors, divisant & droite par &* les
deux membres de la formule (2), nous obtenons
ab"t ' =xa4x,, ab+ ... +x,ab" "
ou encore
X8 ={—%y 1 @—...—x,ab""F "1 {-ab"~*)p

d’ott Pon déduit que les éléments a et b ont le multiple 2 gauche commun x,a.

Pour chaque anneau A de Ore a gauche et A droite, on peut définir un corps des
quotients de la fagon suivante. Considérons ensemble des expressions de type ba™' ou
de type a~'b, a et b étant des éléments de ’anneau A, a+o0. Nous identifions les expres-
sions a~'h et cd™'si ac=bd.

L’anneau A étant un anneau de Ore, il en résulte qu’une «fraction gauche » quel-
conque a~'h peut étre écrite sous forme de « fraction droite » ¢d~', que chaque couple
de fractions a™'b, ¢~ 'd peut étre réduit & un « dénominateur commun » c’est-a-dire que
Pon peut trouver des éléments x, ¥y, ¥, tels que a~'b=x"1y;, ¢c" 1 d=x""y,.

Pour les fractions gauches ayant un dominateur commun on peut définir de fagon
naturelle les opérations d’addition, de soustraction et de division :

A kAT e =5 (g1 0)
()T T e =01
Ensuite on peut définir la multiplication par un €élément @~ ' en considérant cette
opération comme la division par I’élément inverse 5~ 'a.

On vérifie sans aucune difficulté que ’ensemble des éléments ainsi obtenus muni
des opérations définies ci-dessus est en effet un corps.

2, Définition de Panneau R, (A) et du corps Z,(A).

Soit maintenant A un anneau noethérien quelconque sans diviseurs de zéro. Nous
désignons par R, (A) Palgebre R,®,A, ou R, est I'algébre sur Z 3 2n générateurs
D1 -5 Pus G35 - - -5 G, SOumis aux relations

bip;i—pip; =0, 9:9;—9;9;=0, Digi—q;0; =81 (3)

Dans ’anneau R,(A) on peut définir la filtration croissante

A=(R,(A))oc(R,(A)):C...
ot (R,(A)), est ensemble de tous les éléments de R,(A) qui peuvent s’écrire sous forme

de polynémes (non commutatifs) en les pq, ..., p,, ¢1, s g, & coefficients dans A
et de degré <i.

512



SUR LES CORPS LIES AUX ALGEBRES ENVELOPPANTES DES ALGEBRES DE LIE 9

Lemma 3. — L’algébre R ,(A) est un A-module libre dont une base est composée de tous les

mondmes de type
o= (4)

La démonstration de ce lemme se simplifie essentiellement si nous supposons que
Panneau A est une algébre sur un corps (commutatif) de caractéristique o. C’est préci-
sément ce cas qui sera important pour nous dans ce qui va suivre; nous nous bornerons
donc & ce cas dans la démonstration.

Montrons d’abord que les monémes de type (4) engendrent le A-module R, (A).
Puisque R, (A) est la réunion des sous-modules (R, (A)),, nous pouvons raisonner par
récurrence sur k. Supposons que pour k<k, notre affirmation soit démontrée. Des
relations (3) on déduit immédiatement qu'un monéme quelconque de degré k est égal
a un mondéme de type (4) modulo (R,(A)),_,. Alors notre affirmation est vraie pour
k=k,. Mais pour k=0 elle est évidemment vraie parce que (R,(A)),=A.

N

I1 reste & montrer que les monémes de type (4) sont linéairement indépendants
sur A. Soit

x=2a ¢ =o.
k1l

Ordonnons suivant ’ordre lexicographique les indices (£, I) et soit (£, {°) le plus grand
de ces indices, tel que a,,+0. Désignons par ad y I'opérateur dans R, (A), déterminé
par la formule

ady.z=yz—yy

Un calcul simple montre que
‘.1;11 (ad Qi)k"!igl (ad )iz = ,.1}1 (—ORE G, pF O
d’oll contradiction avec I’égalité x=o.

Il résulte immédiatement du lemme g que Panneau gradué gr R, (A) est isomorphe
a Panneau polynomial (%)

A[pla .. 'spm g1s ++ «» Qn]'

Il s’ensuit que gr R, (A) est un anneau noethérien sans diviseurs de zéro. Vu les
résultats du § 1, 'anneau R, (A) possede les mémes propriétés, donc il peut se plonger
dans un corps des quotients. Ce corps sera noté Z,(A).

Il est clair que si deux anneaux A; et A, ont le méme corps des quotients K, alors

Do(A1) = D,(Ay) = Z,(K).

Remarquons aussi les identités facilement vérifiables :
gn(gm(A)) :‘@m+n(A)‘
(1) Par « anneau polynomial » A[x] olt A est un anneau non-commutatif nous entendons ici P’algébre

A®zZ[x]. Le théoréme fondamental de Hilbert reste encore valable dans ce cas : si ’anneau A est noethérien
(2 gauche. a droite ou bilatére), alors ’anneau A[x] posséde la méme propriété.
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10 I. M. GELFAND ET A, A, KIRILLOV

3. L’anneau R, ,(L) et le corps 2, ,(L).

Utilisons la construction décrite au § 2 dans le cas ol 'anneau A est I'algebre des
polyndmes en k£ variables sur un corps commutatif L de caractéristique nulle.
Nous noterons :

Rn,k(L) =Rn(L[x1> ey xk])
gn,k(L) =9,(L[xy, ..., x]) =2, (L(xy, o005 1))

n

Rappelons que dans ’anneau R, (A), et, par conséquent, dans 'anneau R, ,(L), nous
avons défini une filtration croissante telle que 'anneau gradué associé gr R, (L) est
isomorphe 2 'anneau des polynémes dépendant des variables py, ..., 0, 5, - -5 Gus
dont les coefficients sont choisis dans 'anneau L[x,, ..., ]. Pour chaque élément non
nul eeR, (L) il existe un entier ¢ (et un seul) tel que m;(a) egr'R, (L) est bien défini
et non nul. Nous appellerons cet ¢lément partie principale de a; il sera noté [a]. Il
découle de cette définition, que [a] est un polynéme homogene dépendant des variables
DPis -5 Bus Q15 - -5 4y, 2 coefficients dans L[x;, ..., x].
Il est évident que quels que soient a;, a,eR, (L) on a :

[a185] = [a1] [ ] (5)
c’est-a~dire que la partie principale du produit est égale au produit des parties principales
des facteurs de ce produit.

Soit & un élément quelconque du corps %, , (L). Cet élément est de la forme a,° la,,
ou aeR, . (L).
(2]

Lemme 4. — La fonction rationnelle [——] ne dépend que de Uélément be2, (L) (et ne
1

dépend pas de la fagon dont il a été représenté sous forme de quotient d’éléments de R, . (L)).
Notons cette fonction par [b]. Pour by, bye%, (L) quelconques on a Pégalité :

[bl bz] = [bl] [bz]

Démonstration. — Supposons que b soit représenté par la fraction droite a,a; Loet
. [a [44]

la fraction gauche a;'4,. Montrons que dans ce cas % (2]’ En effet, d’aprés
a, a,

Pégalité a,a;'=a;'a, on a par définition a;a,=4a,a,. D’od [a][a]=[a,][a,] ce qui
démontre la premitre partie du lemme. I1 est clair qu’il suffit de démontrer la seconde
partic dans le cas ou b,eR, ,(L). Mais dans ce cas nous avons :

byby=b(aya; ") =(bya;)ay

Donc
[b1a] [a1]
[b16s) = = [by]7— = [5:][5,]
T e I
Corollaire. — La fonction (b] est invariante relativement aux automorphismes intérieurs du
£o7ps.

En effet [aba—']={[a][b][a] " '=[b].
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SUR LES CORPS LIES AUX ALGEBRES ENVELOPPANTES DES ALGEBRES DE LIE 11

Remarquons maintenant que 'anneau R, (L) admet une autre filtration natu-
relle. A savoir, on prend pour (R, (L)), 'ensemble de tous les éléments qui peuvent
étre représentés sous forme de polyndéme (non commutatif) a coefficients dans L, de
degré <1, en les générateurs py, ..., Py @15 -+ 5 Gy %15 - - -5 &;,. L’anneau gradué associé
A cette filtration est évidemment isomorphe 2 I’anneau des polyndémes & 2n-+£ variables.
Comme nous I’avons fait plus haut, nous pouvons déterminer une application 5—[4]
qui est un homomorphisme du groupe multiplicatif du corps &, ,(L) dans le groupe
des fonctions rationnelles de forme PQ~! ou P, Q sont des polynémes homogénes
(en général de degrés différents) de 2on+£ variables. Cette application sera utilisée
au paragraphe suivant pour démontrer le théoréme de non-isomorphisme.

4. Théoréme de non-isomorphisme.

Nous montrerons que les anneaux R, (L) et les corps 2, (L) que nous avons
construits ne sont pas isomorphes (en tant qu’algébres sur L) pour différentes valeurs
de 7 et k. La démonstration est basée sur le concept de dimension de corps et d’anneau.

Commencons par le cas plus simple de I’anneau. Soit A une algébre sur le corps
commutatif L, «=(a;, ..., a,) un ensemble fini quelconque d’éléments de A. Consi-
dérons ensemble de tous les éléments de notre algébre qui peuvent étre représentés sous
forme de polynéme non commutatif a coefficients dans L, de degré <N, a variables

choisies dans «. Cet ensemble est évidemment un espace vectoriel sur L, dont la dimension
sera notée d(x, N).

L’expression

T log d(a, N) 6
sup Jim N (6)
sera appelée dimension de P'algébre A et notée DimgA.
Lemme 5. — DimyR, (L) =2n4£.
Démonstration. — Prenons pour « I’ensemble

O('0=(p17 "'5pn> 915 -+ +5 @ns %15 ---)xk)

On calcule sans difficult¢ d(a,, N) qui est égal au coefficient binomial CZ}k . .

(Rappelons que la dimension de ’espace des polynémes de degré <N a m variables
est CY ).
Donc :
log C3r 1)
Dim R, (L)> lim —S X2k oy g
g ¥->wo  Jog N
Soit maintenant «=(ay, ..., a,) un ensemble fini quelconque d’éléments de
R, ;(L). Chaque g; peut étre représenté sous forme de polynéme a variables dans o,.
Soit m le degré maximal de ces polynémes. Chaque polynéme de degré <N relativement
aux variables ¢; est un polynéme de degré <mN relativement aux générateurs.
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12 I. M. GELFAND ET A. A, KIRILLOV

Donc :
d(a, N)<d(oy, mN).
Mais
. log d(ay, mN) log C2
Iim 0> =1 mN+2n+k_
N> logN N log N 2n+k,

d’ou le lemme.
Considérons maintenant un corps & quelconque sur le corps commutatif L.
Soit a=(a;, ..., a,) un ensemble fini quelconque d’éléments de ce corps. L’ensemble
(a6, ...,ab), ou beD, sera noté ab. Définissons la dimension du corps & sur L de la
maniére suivante :
) — log d(«b, N)
Dim 2 =sup blilg Nl})rrol0 Toa N (7)
og
Remarque 1. — La formule (7) définissant la dimension d’un corps est également
applicable 2 tout anneau sans diviseur de zéro. On vérifie aisément que pour ’anneau
R, (L) les formules (6) et (7) donnent la méme valeur numérique pour la dimension.
Remarque 2. — Si le corps & est commutatif, on vérifie aisément que la grandeur
dim; 2 est égale au degré de transcendance de & sur L.
Calculons maintenant la dimension du corps 2, ,(L).
Lemme 6. — Dimy 9, (L)=2n-k.
Démonstration. — Soit «=(a,, ..., a,) un ensemble fini quelconque d’éléments
de Qn +(L). Il existe un élément b0 tel que tous les €éléments g;b appartiennent
a R, (L). En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 5 on obtient I'inégalité

Dim; 2, (L)<2n-+£.
Pour obtenir I'inégalité de sens contraire, il est naturel de considérer Iensemble
do={(P1s - s Pu> Qs v o> n> K15 « > Xg)
et de démontrer que pour un élément b+o0 quelconque les mondmes
Pt =(£10)" .. (£,0)"(g10)" . . . (4,5)"(%,0)™ . . (,5)™

sont linéairement indépendants. Malheureusement ils ne le sont pas, par exemple
pour b=x'. On peut néanmoins tourner cette difficulté de la maniére suivante. Nous
montrerons que les monémes P, ,, peuvent étre dépendants seulement lorsque la
fonction homogeéne [4] (cf. la fin du § §) a un degré d’homogénéité égal a —1. Il en
résulte que les monomes

Prm=(p1ab)". . . (p,ab)"*(q100)" . . . (g,ab)" (xab)™ . . . (x,ab)™

ol a%o0 estun élément quelconque de &, (L) ne peuvent étre linéairement dépendants
que si [ab] est une fonction homogéne de degré —1. Soit a un élément du corps 9, ,(L)
tel que le degré de [4] soit non nul. Il suit de ce que nous venons de dire que, soit les P, , ,,
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SUR LES CORPS LIES AUX ALGEBRES ENVELOPPANTES DES ALGEBRES DE LIE 13

soit les P, ; . forment un systéme linéairement indépendant. Par conséquent, en choi-
sissant « égal & la réunion des ensembles x, et « 4 on obtient

d(a, N) > C%In—:2kn+k
d’ott Pon déduit 'inégalité cherchée
Dimy, 2, ,(L)>2n+k.

Voyons maintenant dans quels cas les mondmes P, ;. peuvent étre linéairement
dépendants. Pour un ensemble fini quelconque de ces monémes, il existe un €élément
QeR, (L) tel que toutes les expressions Py, ,Q appartiennent & R, ;(L). Considérons
la partie principale du produit P, , ,,Q. D’apres le § 3 nous avons

[Py n Q=21 . gt .. g™ . [5]7[Q] (8)
ou d désigne le degré du monéme P, ,, :
d=ki+...+k+L+...+l+m+. .. +m,.

Donc :

deg[Py,;,, Q] =(1+deg[t])d+deg[Q]

Si deg{b]+—1 les polynémes [P, ,, Q] ont des degrés différents pour des valeurs
différentes de d.
Supposons que ces polynémes soient linéairement dépendants :

Z‘k, 1,m P ,m =0

Supposons que deg[b]>—1 (respectivement deg[b]<—1) et soit d le degré maximum
(respectivement minimum) des mondmes dotés d’un coefficient ¢, ,, non nul.
On a alors 1’égalité

) dck,l,m[Pk,l,mQ.] =0 (9)

deng,I,m=
obtenue en considérant les parties principales dans I’expression
2t 1P Q=10

En se rappelant I'expression (8) pour [P, ,,.Q ], nous voyons que (g) est impossible
pour des coefficients ¢, ,,, non nuls. La démonstration du lemme est terminée.

Remarque 3. — En démontrant la formule Dim,%, ,(L.)=2n-+% nous ne nous
sommes servis que des propriétés suivantes de ce corps :

1) 9,,(L) est le corps des quotients d’une certaine algebre A (a savoir R, .(L));

2) L’algébre A admet une filtration telle que ’algébre graduée associée gr A soit
isomorphe 2 l'algébre polynomiale & 274k variables.

Par conséquent nous avons en fait démontré la proposition plus générale suivante :

Théoreme 1. — Soit A une algébre sur le corps commutatif L., munie d’une filtration telle que
Palgebre graduée associée gr A soit isomorphe & DPalgébre polynomiale & m variables. Notons D(A)

le corps des quotients de Palgébre A. On a alors DimgA =m.
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14 I. M. GELFAND ET A. AL KIRILLOV

Le résultat obtenu permet de résoudre entiérement la question de I'isomorphisme
des anneaux R, ,(L) et des corps Z, (L) pour différentes valeurs de n et £.

Théoréme 2. — Les isomorphismes des L-algébres

R (L)~R, (L) o 2, (L)=D,, (L)

ont liew seulement 51 n=n', k=K.

Démonstration. — Le centre de Panneau R, (L) est R,,(L), le centre de
Panneau 9, (L) est 2,,(L). Des corps et anneaux isomorphes ont les mémes dimen-
sions. Par conséquent Pisomorphisme est possible seulement si 2n-+i=2n"+ k', k=%,

5. Définition du corps 2(G).

Soit G une algtbre de Lie sur un corps commutatif L. de caractéristique nulle.
Notons %(G) lalgtbre enveloppante de Palgébre G, c’est-a-dire I’algébre obtenue en
factorisant l'algébre associative libre engendrée par les éléments de l’algébre G par
I'idéal engendré par les éléments de la forme

B —yx—[x,5]
ol x,yeG.

Chaque élément de #(G) peut étre représenté sous forme de polynbéme 2 variables

dans G et a coefficients dans L. On obtient ainsi une filtration croissante dans #(G)

L= (%(G)),C(%(G)),C. .. C(%(G)),C...

en posant que (%(G)); est I'ensemble de tous les €léments de #(G) qui peuvent étre
représentés sous forme de polynémes de degré <i a variables dans G.

11 découle du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (cf. par exemple [1]) que
gr %(G) est l'algebre polynomiale & m variables, o0 m=dim G. Comme nous I’avons
vu dans le § 1, on peut en déduire que #(G) est un anneau d’Ore sans diviseurs de zéro.
Le corps des fractions de lalgébre %(G) sera noté 2(G) et appelé corps de Lie de
Palgébre G.

Des résultats du paragraphe précédent (cf. théoréme 1) on déduit I'égalité

Dim; 2(G) =dim G.

Hypothese fondamentale. — Le corps D(G) est isomorphe a un des corps 9, , (L) lorsque G
est une algébre de Lie algébrique.

6. Démonstration de ’hypothése fondamentale pour les algébres de matrices.

Nous montrerons que ’hypothése fondamentale est satisfaite lorsque G est I'algébre
de toutes les matrices 2 trace nulle ou bien Palgébre de toutes les matrices. La démons-
tration est basée sur la proposition suivante.

Lemme 7. — Soit GO Palgébre de toutes les matrices d’ordre n dont la derniére ligne est entie-
rement composée de zéros. On a alors D(G;) ~ ‘@’M*_‘) o

Montrons d’abord que ce lemme implique I'hypothése fondamentale pour les
algébres de matrices. Il est bien connu que le centre de l'algébre enveloppante de
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I’algebre G, de toutes les matrices d’ordre n (respectivement de I’algebre ﬁn des matrices
a trace nulle) est engendrée par les éléments A, ..., A, (respectivement A,, ..., A),
ot A;(g) est la trace de la i-éme puissance extérieure de la matrice g. (Nous employons
la réalisation de 1'algébre %(G,) sous forme de polynémes sur G,, cf. [2]). Les éléments
de la ligne inférieure interviennent au premier degré dans les polynémes A. Il est

~

clair que 2(G,) (respectivement 2(G,) est engendrée par 2(G)) et par les éléments

n.
Ay, ..., A, (respectivement A,, ..., A,). Par conséquent

| 2C) =%y »  2C)=2

. n{n—1)
5 —5

n—l‘

Démontrons maintenant le lemme 7 par récurrence sur n. Considérons dans G?_,
une base naturelle composée d’éléments ¢, 1<i<n, 1<k<n-+1, (¢;) étant la matrice
dont tous les éléments sont nuls sauf I’élément a Pintersection de la i-éme ligne et de la
k-éme colonne qui est égal a 1).

Posons

—_ . —1 ~ -1
9= n+15 bi=eiq s €= Jr-
Un calcul direct montre que
(4> g;] =0, [£i; £ =0, L ;1 =291,
[ e 41 =234, Lei, ;] = —3ut;-
Par conséquent si les coefficients ¢, (1<1, A<n) satisfont aux conditions

?cikzo, k=1,2,...,n (10)

Pélément %c,-k?;k est permutable & ¢, et p,, i=1,2,...,n.
%

Considérons 'ensemble G de toutes les matrices C d’ordre n formées d’éléments ¢,
pour lesquels (10) est vérifié. Faisons correspondre a toute matrice de ce type I’élément
a(C) =§‘c,.k7,-k69(G2 +1)- Il se trouve que Papplication « est telle que 'on a

%([Cr, Go]) = [2(Cy), 2(Co)]

Nous laissons au lecteur la vérification longue mais facile de cette égalité. II est

clair que le corps 2(GY, ) est engendré par les éléments de la forme «(C), CeG et

les éléments py, ..., p,, 41, - - ., ¢,- Pour démontrer le lemme il suffit de vérifier que le

corps engendré par les éléments «(G) est isomorphe 2 Z,, ,, (L). Mais Pensemble G
510
est une algébre de Lie isomorphe & G, et le fait qui reste & vérifier est vrai par I’hypothése

de récurrence. Le lemme est démontré (1).

(}) Comme I’a remarqué le référent, pour que cette affirmation soit vraie, il faut savoir que «, prolongé comme
homomorphisme de #(G) dans 2(G} . ,), est injectif. Ge fait peut étre établi de fagon suivante. Choisissons une
base de l'algébre G de telle fagon que les images par Dapplication o des éléments de cette base soient

~

~ ~ . o . . .

i = e—enk, 15i<n—1, 1<k<n. Ordonnons I’ensemble de ces éléments suivant 'ordre lexicographique et
considérons les mondmes formés & partir de ces éléments, les éléments correspondants pour chaque monéme étant
rangés dans ordre croissant. Il faut montrer que ces monémes soit linéairement indépendants. Cela se fait de la

méme maniére que celle utilisée pour la démonstration de ’indépendance des monémes Py ; ,,, aux pages 12-13.
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16 I. M. GELFAND ET A. A, KIRILLOV

7. Démonstration de I’hypothése fondamentale pour les algébres de Lie
nilpotentes.

Nous aurons besoin de certains résultats sur la structure de l'algébre #(G) et du
corps Z(G), oit G est une algebre de Lie nilpotente sur un corps commutatif de carac-
téristique nulle.

Lemme 8 (Dixmier). — Le centre du corps D(G) est le corps des quotients du centre Z(QG)
de Palgébre U(G); il est isomorphe au corps des fonctions rationnelles & k variables. L’entier k
est pair et impair en méme temps que dim G. St Gy est un idéal de codimension 1 dans G, nous avons
soit Z(Gy) cZ(G), soit Z(G)cZ(Gy).

La démonstration des faits énumérés dans le lemme peut étre obtenue a partir des
résultats de [3], [4]; cf. également [5].

Lemme 9. — 1 existe dans Ualgébre U (G) des éléments %1, ...y %y V15 v o3 Dp> 215 =« o 2
(les entiers n et k dépendant de I algebre G) avec les propriéiés susvantes :

(*)  Le corps de Lie D(G) est engendré par les éléments x;, y;, z;, 1<i<n, 1<J<k;

(**) On a les relations de commutation

[x;, x,.] = [)’i:.}’j] = [x;, Z;’] = [ Zf] = [z, zj] =0, [x;, ;] =35-¢,

oit ¢ est un élément non nul de Z(G).

I1 est clair que le lemme implique ’hypothése fondamentale pour l'algébre G :
il suffit de poser p,=x,c"" ¢;=.

Démontrons le lemme g par récurrence sur la dimension de G. Soit G, un idéal
de codimension 1 dans G, x un élément de G n’appartenant pas a G,.

1er cas : Z(Gy) cZ(G). Dans ce cas il existe un élément de Z(G) qui n’appartient
pas & Z(G,). Cet élément peut étre représenté (d’une maniére unique) sous la forme :

y=agx"+ax" " ... +a, a,e¥(Gy).
Puisque [y, b]=o0, pour un b quelconque nous avons
[ay, b]x"+ (nag[x, b] + [ay, 8])x" '+ ... =0
d’ou
[a(): b]=o, [nagx +ay, 6] =o0

c’est-a-dire

a,eZ(Gy), nayx + a,€Z{G).

Par l’hypothése de récurrence il existe dans #(G,) des éléments x, ..., x,,
Jis -« os Vus 21y -+ 5 & qui satisfont aux conditions du lemme. Posons z,, ;=nayx+qa,.

I1 est évident que le systtme d’éléments x3, ..., X, Y15 « - oy Juy Q15 - - -5 Zpy JOUIL
des propriétés (*) et (**).

2e cas : Z(G)cZ(G,). Dans ce cas il existe un élément yeZ(G,) qui n’appartient
pas & Z(G). On a alors [x, y]+0. Soit k£ le nombre maximum pour lequel (ad x)*y+o.
Remplagant, ’il le faut, y par (ad x)*~', on peut supposer que £=1. Ainsi, il existe
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dans Z(G,) un élément y tel que [x,y]=z+0 mais [x,z]=0 Cest-a-dire zeZ(G).

P
Notons 2(G,) le sous-corps de Z2(G,) formé par les éléments qui commutent avec x.

Nous montrerons que Papplication

@ =exp (-—%ad x) =§ (_]: 'I)k (%) (ad x)*

e

est un homomorphisme de 'algébre #(G,) dans 2(G,). En effet :

cp(ab)=%(—l)k(%) (ad x)fab =2 = (”I)k(l) k! (ad x)a(ad x)ib =

k! kivi=k k! \z] ilj!

5(’:}: 1 (g) (ad x)'a(ad %)b = p(a)o();

(ad ¥)o(a) === D d x [ (g-) (ad x)ka] ~

k!
k—1 k k
) (—0* (Z) (ad x)ka—l—%(*—l) (g) (ad x)**la=o.

e (F—1)!\z k!
Soit maintenant Xy, ..., X,, 1, « - -5V 215 - - -» & Un systtme de générateurs de 2(Gy)
jouissant de la propriété (**). Posons
'\x:‘=ZN<P(xi)’ ’5;=ZNCP(.))4)> 1<i<n,

’?‘:;+1=xZZN—1<P(C)a 3’;+1=)’

et choisissons pour 2y, ..., 3., un ensemble d’éléments de Z(G) qui engendrent
le centre du corps 2(G). Nous montrerons qu’on peut choisir entier N et I’élément y
de sorte que le systéme %;, 7;, Z; jouit des propriétés (¥) et (*¥*).

Démontrons d’abord qu’un choix approprié de y implique que ¢(c)=+0. En effet,
y avait été choisi de sorte que yeZ(Gy), [, y]=2z+0, 2€Z(G). Par conséquent le role
de y peut étre joué par y,=y-+71z pour tout veL. Considérons

=35 (%) (s (e

k!

et supposons que, pour tout 7, cette expression est égale a o.
Il est clair que Pexpression (11) est un polynéme en 7. Le coefficient de + dans ce
polyndéme se calcule aisément, il est égal a
Y _
S el(ad ).

Soit j Pentier maximum pour lequel (ad #)’c est non nul. On a alors (ad x)'ceZ(G).
Or Papplication ¢ est Pidentité sur Z(G). Par conséquent ¢((ad x)'c)=(ad x)ic+o,
ce qui est en contradiction avec le fait que notre polynéme est identiquement nul.
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18 I. M. GELFAND ET A. A, KIRILLOV

Désormais nous supposons que y a été choisi de sorte que ¢(¢) +0. La condition (**)

U
découle directement du fait que ¢ est un homomorphisme de % (G,) dans Z(G,). Il reste

4 démontrer que le systéme %, 7;, 'Z; engendre le corps 2(G). Soit g, ..., g, une base
de G telle que opérateur ad x soit de forme

(ad x)g;= p a;: 8;
i>i
On a alors :

o(g) =&+ Z by (g

On voit donc que P(G,) est engendré par (% (G,)) et les éléments y et z. Puisque
les éléments ¢(z;) et z appartiennent & Z(G), ils s’expriment en fonctionde Z, ...,Z,_¢.

On voit donc que le corps Z(G) est engendré par les éléments x, y, ¢(x;), (),
Z,, 1<i<n, 1<j<k—1. 11 suffit maintenant de remarquer que pour N suffisamment
grand les éléments ¥;, 7; appartiennent & %(G). Le lemme est démontré.

8. Exemples.

Dans ce paragraphe, L est soit le corps R des réels, soit le corps G des nombres
complexes. Soit G ’algébre de Lie sur L de dimension g engendrée par x, y, z avec les
relations :

EIEIA [x, 2] = a2, [y,2]=0

oll « est un nombre irrationnel. Le groupe linéaire de Lie associé a pour éléments les

matrices de la forme
exp a o b
0 expaa ¢

0 O I

ou a,b,cel. Ce groupe n’est évidemment pas algébrique. Dans ce cas le corps de
Lie 2(G) n’est isomorphe  aucun des corps &, ,(L). En effet, le centre du corps Z(G)
coincide avec le corps L (ceci peut étre démontré sans difficulté, par exemple, en se
servant des résultats obtenus dans [6] sur la structure du centre de Z(G) pour les algébres
de Lie résolubles). Par conséquent, si le corps 2(G) était isomorphe & &, (L) on aurait
les égalités :
2n+k=Dim 2(G) =dim G=3
k=Dim;L=o0

ce qui est impossible pour n entier.

Considérons maintenant I'extension G de Palgébre G par une algebre T de dimen-
sion 1, & élément de base ¢, et avec les relations

2] =4, [x, ] = (1 + )1, [, ] = (2, t] =0
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Puisque ﬁ/T:G Palgébre G nlest également pas algébrique. Néanmoins on peut
vérifier que les éléments

=2 mz = a)T gy=yat
engendrent Z(G) et jouissent de la propriété suivante
[ 051 = %> 91 =0, Lbis 9] =091
On a ainsi que 2 (’(?) est isomorphe & 2, ,(L).
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