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I N T R O D U C T I O N  

Soient A 0 et A 1 deux espaces vectoriels topologiques, tous deux contenus dans un 
m~me espaee veetoriel topologique s6par~ d ,  l'injeetion de A~ dans ~ &ant continue, 

i ~ o ,  I .  

Pour commencer nous considfrons le cas off les A i sont des espaces de Banach. 
On appelle espace intermgdiaire tout espace de Banach A tel que A0n A 1 c A  c A  0 + A 1. 
Les probl~mes consid6rfs ici gravitent autour de la question suivante : A 0 et A 1 &ant 

donnfs, construire des espaces interm6diaires, de faw ~t ce que la proprigtg d'interpolation 
par rapport aux applications lingaires ait lieu; autrement dit : si A est construit ~ partir du 
couple {A0, Al} et si B est obtenu par la mSme construction h partir d 'un deuxi~me 
couple d'espaces de Banach {B0, B1} , alors toute application lin6aire continue de Ai 

dans Bi, i = o  et i-~ I, applique continfiment A dans B. 
De teUes constructions existent en assez grand nombre;  nous &udions ici l'une 

de ces m&hodes, conduisant aux espaces de moyennes que nous avons introduits dans 

J.-L. Lions-J. Peetre [24]. 
Le ehapitre Ier contient les d6finitions principales, deux d6finitions 6quivalentes 

des espaces de moyennes S(P0, ~o, A0; Pl, 41, A1); on montre que les espaees S ont la 
propri&6 d'interpolation (n ~ 3). Le cas des applications multilin6aires est bri6vement 

indiqu6 au n ~ 4 et le nO 5 contient quelques propri&6s imm6diates des espaces S. 
Le ehapitre I I  eontient deux nouvelles d6finitions (6quivalentes) des espaces S; 

en gros, on y remplace les int~grales par des s~ries, les espaces LP'(Ao), LP'(A1) (fonctions L p 
valeurs dans des Banaeh) sont remplac6s par l&(Ai) (suites l v ~ valeurs dans les A,); 

on montre l'6quivalenee des d6finitions. 
Sous des hypoth&es raisonnables sur les Ai, le dual d 'un espaee interm6diaire 

ayant la propri&6 d'interpolation est un espaee interm6diaire pour les A~ (dual de Ai) 
avec la propri&6 d'interpolation; il est done important de chercher le dual de S; on 
montre au chapitre I I I  que le dual de S(P0, ~ , A o ; p ~  , ~,,A1) est identifiable 

(l) Les A. ont ~t~ soutenus par l'Interpol. 
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~t S (P0, t0, A~ ; p;, ~1, A~), I/p~ + I/p~ = z ; donc le dual d'un espace de moyennes est encore 

un espace de moyennes. (Notre raisonnement initial ne donnait qu'incompl~tement le 
rfisultat lorsque Po =P l  = I ; une modification de ce raisonnement a permis ~t M. A. Persson 
d'obtenir aussi le cas P0 =Ps = z; c'est la mdthode de M. A. Persson que, avec son 
accord, nous suivons ici, au chap. I II ,  nO 3.) 

Une question 6galement importante est de voir si les espaces de moyennes entre 
des espaces de moyenne sont encore des espaces de moyenne. (C'est le probl~me de la 
rditgration.) Nous montrons au chapitre IV que la rdponse est positive. Nous introduisons 
dans ce chapitre IV des espaces plus gfinfiraux que les espaces de moyennes (espaces 
de classe .,~0(Ao, A1), ~(~e(A0, A1), Nf0(Ao, A1)); nous montrons un thgorkrne de rLitdration 

pour ces espaces. Nous vfirifions que les espaces S sont de la classe ~,~fe(Ao, A1) pour un 0 
convenable; nous montrons aussi que les espaces obtenus par la mgthode complexe 

(A.-P. Calder6n [3], [4];J .-L.  Lions [2z]) sont de la classe ~f'0(Ao, A1). Nous terminons 
(nO 3) par un analogue ~ abstrait >> du thfior~me de Marcinkiewicz [26]. 

Le court chapitre V &udie les proprifit~s d'inclusion et de compacit6; par exemple 
si AocA1 avec injection compacte, alors ScA1 avec injection compacte. 

Une fois les propri6t6s principales des espaces S obtenues, un probl~me important 
est l'~tude des rapports entre ces espaces et des espaces intermfidiaires obtenus par 
d'autres mgthodes : m6thode de E. Gagliardo [6], mfithode dite des traces (Lions [I8] [I9]), 

m6thode complexe (et d'autres!). 
La comparaison avec l 'une des mfithodes de Gagliardo est faite dans J. Peetre [29]. 
Nous montrons ici (chap. VI) l'identitl des espaces de moyennes avec les espaces de traces. 

I1 faut bien noter que cela ne rgduit pas l 'une des m~thodes /t l 'autre; les esp~ces 
de moyennes considfir~s ici utilisent des fonctions poids exponentielles, les espaces 
de trace introduits dans Lions [I9] utilisent des fonctions poids polynomiales et alors 

les m~thodes conduisent aux m~mes espaces. Mais l'on peut introduire d'autres poids, 

tant dans les moyennes que dans les traces, et alors les espaces obtenus n'ont plus de 
raison de coincider. Nous avons tr~s bri~vement indiqufi d'autres poids dans Lions- 
Peetre [24]. Une idfie quelque peu analogue a fits syst~matiquement utilisfie dans 
C. Foias-J.-L. Lions [5] pour la d6termination de ~ tous >> les espaces de Hilbert inter- 

m~diaires entre deux espaces de Hilbert. 
Une fois l'fiquivalence obtenue, on en dfiduit fividemment certaines propri~tfis 

des espaces de traces, g~n6ralisant et simplifiant des rdsultats de Lions [i9] [~o]. 
Ce r6sultat d'~quivalence est important dans la ~ pratique >~ des probl6mes aux 

limites off les espaces interviennent sous la forme d'espaces de traces. 
Le chapitre VI I  fitudie des exemples. Nous n'avons nullement cherchfi ~ dfivelopper 

tous les exemples possibles (il y a d'ailleurs dans cette direction une foule de probl~mes 
non r~solus 1) ; nous avons bri~vement 6tudifi au w ~ les espaces de moyenne entre les L ~, 
ce qui conduit aux classiques thfior~mes de M. Riesz [33] et Marcinkiewicz [~6]. Le w 
&udie le cas off A0 est le domaine d 'un opdrateur non born6 5; dans l'espace A~, 
5; ~tant une puissance d 'un g~n~rateur infinitesimal d 'un semi-groupe. Ceci nous conduit 
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6tablir quelques formules ayant peut-ftre un certain int6rfit en soi. On retrouve ainsi 
et on compl6te des r6sultats de Lions [I8] (les r6sultats de l'article (V) n 'entrant  toutefois 
apparemment pas dans le cadre pr6sent); cela fournit 6galement des d~monstrations 
nouvelles de certains r6sultats de Nikolski et de nombreux auteurs sovi~tiques (Becov, 
II'in, Lizorkin, Solonnikov, Uspenskii, etc.); cf. le travail Nikolski [27]. Pour les 
applications aux probl6mes aux limites, renvoyons ~ Lions-Magenes [23] (dont certains 
points peuvent fitre simplifi6s avec les rfsultats du prdsent travail) et certains travaux 
de Schechter. Cf. Schechter [34]. Pour les applications ~ la thdorie constructive des 

fonctions, renvoyons ~ J.  Peetre [30]. 
Enfin le chapitre VI I I  indique trks brikvement comment  on peut 6tendre les espaces 

de moyenne au cas off les A~ ne sont pas des espaces de Banach et donne quelques 
exemples simples. 



CHAPITRE PREMIER 

DI~FINITION ET PREMII~RES PROPRII~Tt~S 

DES ESPACES DE M O Y E N N E  

X. G~NI~RALIT~S. DEUX D~FINITIONS ~QUIVALENTES 

I .  L Soient A o et A 1 deux espaces de Banach, tous deux contenus dans un m&me 
espace vectoriel topologique sgparg ~1, les injections de A i ( i = o ,  I) dans d fitant 
continues. En abr6gd : 

AiC~r , i = o ,  I, 

off ici et dans la suite le s i g n e c  signifiera : inclusion avec injection continue. La norme 

dans A, sera d~signfe par II I1~,. 
On consid~re les espaces Aor ta  1 et A o + A  x (espace des a e d  de la forme 

a=ao+ax ,  a~eAi.); munis des normes respectives 

Ilall..n.. =max (llallA., IlallA.) (I.l) 

et 

(x.2) II aliA.+.. =inf (lla011Ao+ II~llL.), ~=~0+~,  ~,~A,, 

ce sont des espaces de Banach. On a : 

AonAlcA, CAo+A~ (r 

On appelle espace intermgdiaire (entre A 0 et A~) tout espace vectoriel topologique 
localement convexe s~par6 A tel que 

(x.3)  AonA~cAcAo +A~ 

oh, naturellement, conform6ment ~ ce qui a ~tfi dit plus haut, les injections sont 

continues. 

Avec cette d~finition, les espaces A, eux-m~mes sont des espaces interm~diaires. 

On va dans la suite consid~rer uniquement certaines familles d'espaces interm~- 
diaires form6es d'espaces de Banach. 

8 
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x. 2. Les espaces  de m o y e n n e .  

Pr~cisons d 'abord  une notation. Si F est un espace de Banach, on d6signe par  LP(F) 
l'espace des (classes de) fonctions x ~ f (x ) ,  x~R, f(x)  eF, telles que x ~ f (x )  soit fortement 
mesurable h valeurs dans F et v6rifie 

I]f[[Lp(F)----(f + ~ [[f(x)ll~dx) lip < oo, ~ <=p< ~ ,  

off ]I I IF = n ~  clans F, et avec la modification habituelle si p = o ~ ;  L ' (F)  est un 
espace de Banach. 

D~signons par W(p0, ~o, Ao, Pl, 41, A1) l'espace des (classes de) fonctions u telles que 

(x .4) e~**usLV'(Ao), e~:ueL"(A1) 

off ~o et ~1 sont deux param~tres r5els. 
Les param5tres P0 et Pl sont supposSs quelconques dans [I, oo]. 
L'espace W(p0, ~0, A0,pl, 41, A1) est un espace de Banach pour  la norme 

max (l[e~'*u l] LP.(A.), I Ieg' x u I1LV,(A,)) = I I U [ IW(,o, g,, a,,~,,, g,,ad 

On va maintenant  considdrer la (( masse t o t a l e ,  de u : si l 'on fait l 'hypothSse que 

alors l'int~grale f +__: u(x)dx converge clans t% + A1 (v~rification immddiate).  

On pose alors la 
D~finition (x. x ). - -  On dgsigne par S(Po, ~o, Ao, Pl, 41, A1) l'espace parr par 

f +~ u(x)dx lorsque u parcourt W(Po, ~ ,  Ao, Pt, ~1, A1), en supposant: I "~pi_~ 00, ~0~1<O. 

Muni  de la norme 

(x.6)  [[alls(v.,~.,a..p.r ([[e~"ull:.la.), lle~:ulllT,(A,)}, 

c'est un espace de Banach. 
O n a :  

(x. 7) AonA1 oN(P0, ~o, Ao, Pl, ~1, Aa) cAo q- A x. 

Les espaces S(Po, ~o, Ao, Px, ~i, A1) sont donc des espaces intermgdiaires. On les appellera 
<( espaces de moyenne ~. 

Remarque (x. I ). - -  I1 sera parfois plus commode d'uti]iser la variable t = e*. Si l 'on 
dfisigne par  LV,(F) l 'espace des (classes de) fonctions de puissance pe sommable sur (o, oo) 

valeurs dans F pour  la mesure de Haar  dt/t, l 'application f -+f* : f ' ( t ) = f ( l o g  t) est un  
isomorphisme de LP(F) sur LV,(F). Alors 

(,.8) +: = fo t 
off 

(1.9)  tr tr eLP.'( A1)" 

9 
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Remarque ( I . 2 ) .  - -  On peut naturellement remplacer les <( fonctions poids >~ e~ x 
par des fonctions poids wi(x ) plus gdn~rales et les espaces LPi(A~) par des espaces de 
Banach plus g6n6raux (Orlicz, Lorentz, Luxemburg, etc.). Nous ne consid6rons pas 
systdmatiquement ces gdndralisations ici. 

Remarque (x.3).  - -  On peut 6galement consid&er les espaces ddcrits par 

f+~(~(x)u(x)dx,  �9 5tant une fonction h croissance polynomiale par exemple (et 

mfime plus g~n~rale). Une id6e de ce genre a 6t6 utilisde par C. Foias-J.-L. Lions [5]- 
Nous allons maintenant  d6finir des espaces interm~diaires ~ premiere vue diff6rents 

des pr~c~dents mais dont nous montrerons au numSro suivant qu'ils cofncident avec les 
espaces de moyenne. 

On consid6re l'espace des couples {vo, Vl} off 

(X. XO) 

tels que 
d 

( I , I I )  ~XX (I)0 -~- Yl) = 0  

a u  sens des distributions ~ valeurs dans Ao + A 1. 
Alors 

(x.x2) Vo(X)+Vl(x)=a presque partout (p.p.),  a e A o §  1 

et on ddsigne (provisoirement) par S(po, ~o, Ao ; Pl, ~x, Aa) l'espace d6crit dans A o § A 
par a lorsque Vo, v 1 varient en satisfaisant ~ ( I . io ) ,  (i .Ix).  

Muni  de la norme 

(X. I3) [[al{s(v,,~,,Ao;Vl,~,A1)= inf max ([[e~'VoI[Lp~176 [[e~'Vl[[LV,(A1)) 
- a = v~ (x) + vt(x) 

c'est un espace de Banach (noter par exemple que l'espace des couples {v0, vl} vfri- 
fiant (I .  io), (I .  1 I) est feting dans l'espace des couples satisfaisant seulement ~t ( i .  io)), 
et, comme on le vfrifie aisfiment, on ddfinit ainsi des espaces interm~diaires. 

Remarque (x.4).  - -  Si l'on effectue le changement de variables considdr6 dans 
la remarque i .  I, on volt que S(p0, ~o, A0; Pl, 41, A1) est encore l'espace d6crit par les a 

de la forme 

(x. I4) a = v*o(t ) ~- v~(t), p . p .  

Off 
,~,v*~LVotA ~ t~, v,~L.pl(A1). ( x . x 5 )  " o . ~  o~, 

2. ~ Q U I V A L E N C E  DES D E U X  D ~ F I N I T I O N S  DU N ~ x 

2. L Nous utiliserons, ici et souvent dans la suite, le 
Lemme (2 .x ) .  - -  On ne change pas l'espace S(Po, ~ , A o ;  Pl, ~1, A1) 

S(po, ~ ,  Ao ; Pl, ~x, A1)) si l' on suppose que u (resp. Vo et Vl) satisfait a 

(2. z ) e~~ e~'XDiu~LP'(A1) 

resp. 

10 
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D i - -  d~/dx ~ (resp. 

e~~ , e~,*Div~L'.(A~), 

II 

d'ofl 

(~.6) I I 
{lat[sI,,,~,,Ao;,,,~,,A,/< max  (~o' ~){{a[{sI~"~~176 

~) Soit aeS_(p,, ~o, Ao; pl ,  ~t, A~). Soient v o et vx, comme dans ( ~ . ~ ) ,  (~.~o).  

En outre,  d'apr~s Ie Iemme ~. ~, on peut  supposer que 

(~. 7) e~"'v0eL~"(Ao), e~'~v~eL~(A~) �9 

11 

D~monstration. - -  O n  remplace  u (resp. v~) par  u* p (resp. v i ,  p) off ~ est un  
61~ment de l 'espace D des fonctions ind~finiment  diff6rentiables sur R ~ support  

compac t  et ~ valeurs scalaires, tel que  f + ~ p ( x ) d x = I .  Le signe �9 ddsigne la 
convolution en x. 

2.2 .  Th~or~me (2. x ). - -  Les espaces S(p,,  ~o, A0; Pl, ~1, A1) et S(po , ~ ,  Ao ; pa , ~ ,  Aa) 
coincident et ont des normes [quivalentes. 

Dgmonstration. - -  Pour  fixer les idfies, nous supposerons ~o>o, ~a<o. 

I) Soit aeS(po,  ~ ,  Ao; Pl, ~1, A1). Alors 

off u satisfait/t ( i .  4). Notant  que (2.3) s'6crit aussi bien a = ~ * u, et dcrivant I =- Y + Z, 
off Y (resp, Z) est la fonction caractdristique de (o, oo) (resp. ( - -co ,  o)), il vient 

a = Y . u + Z * u .  

Posons alors : 

(2 .4 )  v o = Z * u ,  v l = Y * u .  

On  a : e~OZao = (e~~ * (e~o~u) eLpo(Ao) 

car  e~"~ZeL t. 

Puis e~'~vx = ( e ~ Y )  * (e~'~u) ~ LP'(A1) 

car  e~'~YeL ~. 

D o l l c  

{2.S) a=Vo(X)+Va(X), P.P.  

off v o et vl satisfont A ( i .  io), donc a~S_(po, ~o, Ao; Pl, ~1, A1). 

En outre 

[{all m a x  (11 e' Ovoll oa.i, [I g~'Vll~V~,IA,))__ < 

i i x (lle .u II .(A.I, lle ,u 
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r Posons : u = v o 

donc aussi u = - - v ~ .  

O n a  : 

et 

donc f + : u ( x ) d x :  

tion du  th6or~me. 

e~.~u = e~.~v~LP.(Ao), e~l'ueU'~(A1) 

i , u  (qui a un  sens) vaut  

I , u = Y * u + Z * u - - - Y * v o - - Z * v ~ = Y ' * v o + ( - - Z ) ' * v ~ = v o + v a = a  p .p ,  

a donc a~S(Po, ~ ,  Ao; p~, ~x, AI), ce qui ach6ve la d6monstra-  

3" LE TH~OR]~ME D'INTERPOLATION 

3 - L  Soient Ao, A1, d comme aux numdros prdc~dents et soient Bo, B1, ~ un triplet 
d'espaces ayan t  des propridt~s analogues. 

Thdor~me (3. x ) (TMor~me d'interpolation). - -  Soit rr une application lingaire de A o + A 1 
dans Bo+Bx,  dont la restriction h A~ est line'aire et continue de A~. dans B~ ( i = o ,  i) ; en abrdgd : 

(3 .x )  r:e.oq~(A~; gi), i = o ,  I. 

Alors, quels que soient po , Pl , ~o , ~1, la restriction de 7: ~ S(P0, ~ ,  ,% ; p~ , ~1, A1) appartient 

a 5r ~o, Ao ; PI, ~ ,  Aa) ; S(Po, ~o, Bo ; Pl, ~1, B1)). 
De plus, si l'on ddsigne par O~o, co 1 et ~ les normes respectives de ces applications, on a : 

g <  - 1 - o - o  
_ O )  0 601 (3.2) 

oi~ 0 est donn2 par : 

(3-3)  0 =  

(Noter que o < 0 <  I.) 
On a une estimation analogue avec la norme ~ de ~ calcul6e dans 

~~ ~o, Ao; Pl, ~1, A~); S(Po, ~ ,  B o ; Pl, ~1, BI)). 

Au cours de la d6monstrat ion,  nous utiliserons le l emme ci-apr6s. 

3.2 .  
Lemme (3. x). - -  Soit a~S(po, ~o, Ao; Pl, ~1, A1)- On a : 

= [x-o ile ,Xuli%la,) (3 .4)  1[ a I[s(v.. ~..A~ ~..A.) inf  [] e~~ ] LP.(A.) 

et 

(3.5) = I[L olAo! If 
_ a = v o ( x )  + v l ( x )  

.olt 0 est donnd par (3.3).  

12 
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Dgmonstration. - -  S i v  est rdel que lconque  et si u~ 

o n a  : 

est ddfinie par  

u~(x) = u(x +-~), 

donc, dcrivant S au lieu de S(po, ~o, Ao; P:,  ~:, A:) : 

IIa]is < max (]le~"u~ ]IL'.(A.), ]l e~'*u, [ILP,(A,)) = max (e - ~ `  1[ e~**u ]]LP.IA.), e - ~ '  I[ e~'*u IILV,:A,))" 

Choisissant z convenablement ,  il en rdsulte 

l[ a ] is_< [ le~'~u [[~pT~~ 

et ceci quel que  soit u avec f : :u (x )dx - - -a ,  d'ofl l 'indgalitd Ila[Is_<inf dans (S.4) 

d'ofl (3-4),  l'indgalitfi inverse dtant dvidente. 
Ddmonstra t ion analogue pour  (3 .5) .  
Corollaire ( 3 - I ) .  - -  II ex#te une constante c(Po, ~o,Pa, ~a) tel& que 

(3-6)  [iall~(,~ ~o,P,, ~,) [lallX7 ~ Ila[l~ 

pour tout a e A o n A  1. 

Rdsultat  analogue nature l lement  pour  la norme (dquivalente) Ilal[~ ave~ une 

autre constante C(po, ~ ,  Px, ~:)- 

D~monstration. - - P a r  exemple,  soit q~e~, avec ~(x)dx= : ;  alors u ddfinie 

vdrifie a = f ; : u ( x ) d x  et ( 3 . 4 ) i m p l i q u e  (3 .6) .  u(t) = e?(t)a par  

La  meilleure constante c(po, ~o, P:, ~:) (qui n 'est  pas impor tan te  pour  notre objet)  
est ob tenue  dans Levin [17]. 

3" 3. D 6 m o n s t r a t i o n  d u  t h 6 o r ~ m e  (3.  :)" 

Soit a donnde dans S(Po, ~o, Ao; Pl,  ~1, A1) = SA- Soit u avec (: .4) et f : :  u(x)dx = a. 

C o m m e  cette intdgrale converge dans A o + A1 et comme (vdrification facile) 

= ~ ( A o + A : ;  Bo+ B1), 

on a : T:a=f+:~u(x)dx  

et, avec des notat ions dvidentes et en utilisant le l emme 3. : : 

e~,X_urli-o ][e~,~nu o < ~ l - 0 ~ o  e~.~,, 1-0 0 fl, p,<A,i II~:a[[s,-  ~ " tlsP0(B.) LP,ml ) -  o - LP.(A,)II e~'~u 

d'ofl, encore d'apr&s le lemme 3. :, 

S B- (dO 1 ISA~ 

d'ofl le thdor~me. 

13 
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4. CAS DES APPLICATIONS BILIN~.AIRES 

O n  se donne main tenant  trois doublets d 'espaces A o Bi, C~, i = o ,  i, avec : 

AocA1, BocBl. 

TMor~me (4. z ). - -  Soit 7: une application bilin~aire continue de A a • B 1 -+ C 1 (de norme ~1) 
dont la restriction ~ A o • B o est continue de A o • Bo-+C o (de norme -~o). Alors, quels que soient 

Po, Pl, qo, ql, ~o, ~1, tels que 
i I + L  - 

(4.x)  - = -  1__>% i = o ,  I, 
r~ p~ q~ 

r: est une application bilindaire continue de S A • SB-+Sc, oh 

S h =  S(Po, ~o, i o ;  Pl,  ~1, A1), S B =  S(qo, ~o, Bo; ql, ~1, B1), Sc-~ S(ro, ~o, Co; q ,  ~1, C1)- 

Si ~ est la norme de 7: dans S A • SB-+Sc, on a 

(4.2) ~ < -~-o~o. 

Dimonstration.-- Soit aeSA, b6SB. Soi tu ,  v a v e c  f +:u(x)dx=a,  f + : v ( x ) d x = b ,  
u satisfaisant h (I .4) et v satisfaisant 

e~~ e~'XwLql(B1). 

Alors, 7: dtant cont inue de A~ • B~-+C~, on a : 

=- ,(u(x), o(y) )dxUy. 
- -  o 0  

(produi t  de composi t ion ~ valeurs vectorielles, re la t ivement  ~ l ' accouplement  re), on a 

I I e~'~ w I ILNC,)~< ~1 II e~'~ u I ltPqA,) 1t e~'~ V I ILq,(,~)" 

Alors re(a, b)~S c et d'apr~s le lemme 3 . I ,  

D'ofi 

II (a,b)lI o_< ii  , uli ,a,)l o ~ ~ 11 e L'.(a.) Lq.(,~ I ILq~(B,) 

d'ofi le rdsultat en appl iquant  encore une fois le l emme 3. r. 

Remarque (4 .x) .  - -  O n  peut  enlever les restrictions AocA~, BoCB 1 en supposant  

que  7: est par  exemple bilindaire cont inue de (A o q -Ax)•  (B o q -Bx) -+C o + C 1. 
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SUR UNE CLASSE D'ESPACES D ' I N T E R P O L A T I O N  ~5 

5. QUELQUES AUTRES PROPRI]~T~S DES ESPACES DE MOYENNE 

De la sym6trie de la ddfinit ion I .  I rdsulte aussit6t le 
Thgorkme (5- x ). - -  On a 

(5. �9 ) S(po, ~o, Ao ; Pl, ~1, A1) = S (Pl, ~1, A1 ; Po, ~o, Ao), 

avec dgalitd des normes. 

Mont rons  m a i n t e n a n t  le 
Thdor~me (5 .2 )  (homogdnditd). - -  Soit X 4: o. On a 

(5- 2) S (Po, ~o, Ao ; Pl,  ~1, A1) = S (Po, X~o, Ao ; p~, X~, A~) 

avec dquivalence des normes. 

Ddmonstration. - -  Soit u~W(Po,  ~o, Ao; Pt,  ~x, A1) (cf. n ~ I, point  1.2) .  D6finissons u z 

par  ux(x ) = Xu(Xx). 

Alors uxeW(po,  X~o, Ao; Pl, X~l, A1) et plus pr6cis6ment  : 

II eX~"ux I ILV,(A,)= ;d-1/P' I ] e~"u [ IIY,(A,) �9 

C o m m e  f : : u x ( x ) d x = f : : u ( x ) d x ,  on en d6dui t  l ' identi t6 (5 .2 ) ;  en outre  

_ 1 1-o~_ o) 
(5.3) 

Remarque (5-x ). - -  Si l 'on pose, c o m m e  on l 'a d6j~ fait en (3.3)  : 

(5-4) 0 =  ~o 

il r6sulte du  th6or~me 5 .2  que  

(5 .5 )  S (Po, ~o, Ao ; Pl,  ~,, Aa) = S (Po, 0, A o ; Pl,  0 - -  I, A1). 

Donc S(po, ~o, Ao; Pl, ~t, A,) ne ddpend dventuellement que de Po, Pl et O. 

Voici  u n  r6sultat  sur la d6pendance  en les Pi : 
Thdorkme (5 .3 ) .  - -  Soient Po~  qo, Pl <- qt. Alors : 

(5 .6)  S(Po, ~o, No; Pl, ~1, A1) CS(qo, ~o, Ao; q~, ~1, A1). 

Ddmonstration. - -  Soit aeS(po,  ~o, Ao; Pl,  ~ ,  A~) et u avec (I .4) et 

Si p e g ,  de masse totale I, et si v = u . p  (cf. l e m m e  2 .  I), on  a : 

f +~176 d x = a  

et er = (e~~ * (e~~ eL'o(Ao) ; 

16 
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plus pr6cisfment 

off 

(5.7) 

J.-L. L I O N S  ET J. PEETRE 

t l ~'~v I I~%AoI~ II e~~ ! IL~.I~.I I I e~'*9 ][L"o 

- - = I - -  - -  . 

ro 

Me:me chose pour  e~'*v, de sorte que a~S(qo, ~o, Ao; ql, ~x, Ax). 

d'ofl 

(5.7) 

En outre 

l ffo(Ao) I I  I ILP l (At ) "  

Ilallsc~.,~.,A.;q,,~,,A~)~ inf ([le~'XPIl~;j~176176 ~,A~ 
p E N  

16 



CHAPITRE II  

DEFINITIONS DISCR~TES DES ESPACES DE MOYENNE 

�9 . D ] ~ F I N I T I O N S  

�9 . �9 Si F est un espace de Banach, on d&igne par /P(F) l'espace des suites n ~ f ,  
de puissance pe sommable ~ valeurs dans F, n = o ,  • z, • 2 . . .  Norme habituelle. 

Par analogie avec ce qui a ~t~ fait au chapitre Ier, n ~ 1, I .2, d~signons par 

w(Po, ~o, Ao ; Pl, ~x, Ax) l'espace des suites u = {u,}, telles que 

( I , I )  {e~'"u,}elP'(ao), {e~'"u,}eff'(a~). 

C'est un espace de Banach pour la norme 

max ([ I e~'" u. I Iz".l*.), I[ e~*"u,[Itv,l*ll)" 

Si ~ 1 < o ,  la s~rie 
-}-co 

Z u .  
~OD 

converge dans A o + A 1. 
On d&igne par s(po, ~o, Ao; Px, 41, Ax) l'espace d&rit  par 

(X.2) a =  ~ . .  

lorsque u parcourt W(Po, ~ ,  Ao; PI, 41, A1). C'est un espace de Banach pour la norme 
+ m  

( x . 3 )  [[al[,c,.,~.,x.;,~,~.x~)=infmax ([[e~'"u, llf, c,.), I[e~l"u,[ltvlcs,~), a=- Z u. 
--co 

On verra au numfiro suivant que cet espace coincide (avec des normes ~quivalentes) 

avec S(P0, ~o, Ao; Pa, ~a, A1). 
�9 .2. Introduisons maintenant  un espace qui soit << l 'analogue discret ~ de l'espace 

_S(p0, ~o, Ao;pa, ~1, A1) (=S(p0,  ~ ,  Ao; Px, 41, Aa))- (Gf. chap. Ier, nO I, ~.3.) 
On consid~re l'espace des couples de suites {v0,}{vl, ) teUes que 

(1.4) {e"~'Vo,}~ff'(Ao), {e"~vl,}~lv'(al) 

et 
( I .  5) v0, + vl, = a ind6pendant de n. 

17 
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~8 J.-L. L I O N S  ET J. P E E T R E  

O n  d&igne par  _S(po,~o,Ao;Pl,~l,A1) l 'espace d6crit par  les a E A o + A  1 de la 
forme ( i . 5 ) ;  muni  de la norme 

(x .6)  II all~l~o,~o,A,;~,,~,,~,)= inf  max (][e"~*Vo.lllP,l.o), Ite"~'v~.]]lp,(a.)) 
a = Yen  + Van 

c'est un  espace de Banach. 

Remarque (x. x). - -  Par  des ddmonstrat ions analogues X celles fakes au chapitre  I er 
on v6rifiera les in6galit& suivantes 

( I  . 8 )  I [ a [ I~(p~ r Ao;p,, r e 

i+.f I1  %1 ' - ~  I ~ I z~o<,,) 11 e~'"un Ilp,(*,l" 

--co 

~0~ 
~0-~1 inf  e~o,v 1-o [e~,,,vt,,[l~v,ia,/ 

a = t ) ,  n + D i n  On  lPo(Ao) 

2. ~QUIVALENCE DES D~.FINITIONS 

O n  v a  main tenan t  d~montrer  le 

TMor~me (2. �9 ). - -  Les espaces S(Po, ~ ,  A o ; Px, ~x, nx), _s(po, ~o, Ao ; Pl, ~1, A1) 
cident avec S(po, ~o, Ao; Pl, ~1, A1), toutes les normes dtant Lquivalentes. 

DLmonstration. - -  I. Soit a~S(Po, ~o, Ao ; Pl, ~1, A1). Alors 

a=f+:u(x)dx, 
u satisfaisant ~ (i .4), chapi tre  I er. 

Si l 'on pose 

o n a  : 

d'ofl 

et 

u, 

lle"~'u,,l[~o< max (I, e -"*g~ ffa]le~'=u(x)II~ odx, 

I l e"~ ,u . l l~ '<  ( i ,  e -p'~'  n+a max ) f .  I]er "'dx:,, 

{e"~ou,,}dpo(Ao), {e"~'u,,}el"'(at) 

Donc 

corn- 

+oo 

a : y ~  U n. 
--oo 

aeS(po, ~o, A0 ; Pi, ~l' A1) et 
1--0 0 

If a I i,(,., r176 r < (max (I,  e - "  ~~ '~- (max (I,  e - ' ~ l ) ) ~  I1 a I Is(,., r r 

2. R6ciproquement ,  soit aes(Po, ~o, Ao; Pl, 41, A1). Soit u n avec ( I .2 ) .  D6finis- 

sons u(x) par  
u(x) = u .  d a m  n<~x<n+ I. 

18 



O n a :  

SUR UNE CLASSE D'ESPACES D'INTERPOLATION I9 

f~+tlle~:u(x)llff~dx~ max (I, :,~Ol[e"~,u.]lPA~, i = o ,  i, 

d'ofi 
::u~Lpo(Ao), ::u~LP'(&). 

a=f+_~u(x)dx, on en d6duit  que aeS(po~o,  Ao; p l ,~ i ,  A1) et C o m m e  
1--0 0 

llalls(,.,~.,ao;V,,r (max (I, : ' r176 ,~ (max (I, e"~l))'ltlalls(,o,~~176 ). 

3- Soit main tenant  aeS(Po, ~ ,  A o; Pl, ~1, A1). Done  

a = Vo(X ) § va(x), p . p . ,  

et on peut  supposer (chap. I er, lemme 2. z) que outre  ( t .  Io), on a : 

e r176 v o e L p'(Ao) , e ~' ~ v~ ~ L "  (A1). 

O n  peut  alors d6finir vo(n), Vx(n). C o m m e  on le vdrifie sans peine, vo,,-----vo(n), 
Vl, = vl(n) satisfont ~t 

Ilv~nll~{<:,~. ~+*(llv~(x)ll~{+llvs i = o , i  

off ces t  une constante i nd@endan te  de Pi et n. Alors 

[] :.%.ll~;_< : ~  (~, e -"0~0) f~+l (ll::Vo(x)ll~: + ][e~~ 

et majora t ion  analogue pour  Ile~,nvlnl'lP[. Donc e~invinel&(Ai) et 

]1 egi" Vin ] [/P/(AI)~ f i (max (I, e -  Viii)) 1/pi [[]e~Xvi]]iXi{ai) 4- [I e~4Xv~l]~Pi(ai)] 

c a d6signant une nouvelle  constante.  Mais (cf. l emme 2. i, chap. Ier) 

l] e~ * v~ l [:,<:,,> <-- c~ I I e ~: v i I llY'(Ad 

d'ofl l 'on d6duit  l 'existence d 'une  constante c 3 telle que  

[I e~i n vi n I[ lv'(* i) ~ c3 [l e~' vz I I:,a,~- 

Alors a = Vo(n ) + vl(n ) = Yon 4- VtnEs(po, ~0, Ao ; Pl, ~1, A1) et 

I I a I I,<,o. ~. .~~ ~.~.1 < c~ I I a ll_~<...~~ ~1.~.1. 

4) Soit, rdciproquement ,  aes(po, ~ ,  A0; pl,  ~1, A1). Done  soient v0~ , Vl, a v e c  ( I - 4 ) ,  

(~ .5). D6finissons Vo(X), v~(x) par  
Vo(X ) = Von pour  n <  x <  n + 1, 

Vl(X ) = v l n  pour  n < x < n 4 - ~ .  

O n  v6rifie encore que  

e~"voeL~,(Ao), e~:VleLV'(Aa) 

et, p . p . ,  vo(x) 4- Vl(X) --  vo,, 4- va, = a ; donc ae_S(p o, ~ ,  Ao ; PI, ~1, A~), ce qui ach~ve la 
d6monstrat ion du  th~or~me. 
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2 0  J.-L. L I O N S  ET J. P E E T R E  

Remarque ( 2 .  I ) .  - -  Voici encore une d~finifion ~quivalente des espaces de moyenne. 
Soit k une constante quelconque > I. On  consid~re les suites {u,} telles que 

(2.x)  {k"~ {k "(~ 

(avec 0 fix~, o < 0 < I )  et les couples de suites {v0,}, {Vln } telles que 

(2 .2)  {k"~ {k"C~ 

Vo,+Vl, 6tant indlpendant de n. +~ 

Alors S(P0, ~o, Ao; Pl, 41, A1) coincide avec l'espace d~crit par  Z u, (resp. par 
- - o 0  

vo,+vx,,) lorsque {u,} (resp. {Von},{vx,}) varie en satisfaisant ?z (2 . I )  (resp. (2.2)), si 

(2.3) o 

et ceci quel que soit k>  I. En outre, la norme sur S est ~quivalente h l 'une quelconque des 
normes suivantes : 

inf [max([]k-0u, lltv,<A.), k,(O-1)u p ~1 n l ~ A x l J ~  
+ a o  

~ ,  u n ~ a  
- - c o  

inf [max (]{k"~ l[zPo<Ao), {[k"(O-~)Vl, I{zp,(A.))]. 
Oon+O,n~a 

Dgmonstration. ~ D'apr~s le thforSme 5.2,  chapitre I er (homog6ndit~), on a : 

S(p0, ~ ,  Ao; p~, ~ ,  Ax) = S(P0, Z~o, Ao; Pl, ).~1, A~) 

et d'aprSs le thdor~me 2. i, cet espace coincide avec 

s(Po, )~o, A~ ; p~, X~, A~) 

et on retrouve la ddfinition ~t l 'aide des {u,} satisfaisant k (2. I) si 

X~ = 0 log k, X~a = (0--  x) log k, 

ce qui d6finit 9, gr~tce ~t (2.3). 
D6monstration analogue pour  (2.2), ~t l 'aide de s(Po, Z~o, A0;pa, X~l, Ax). 
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C H A P I T R E  II I  

LA DUALITI~ DANS LES ESPACES DE MOYENNE 

I ,  I J N  L E M M E  

( I  .ill) 

Comme f(m ~ < m , f ( s ) >  
des : '  eF '  tels que d n,N 

Nous utiliserons le lemme suivant : 
Lemme ( i .  �9 ). - -  Soient Fun espace de Banach et I ~ p< ~ .  Alors le dual (lP(F)) ' de/P(F) 

peut s'identifier ~ U(F') .  
Ddmonstration. - -  A tout f '~ lP ' (F  ') correspond un 61~ment m/, de (lP(F)) ' =  X par : 

+m 

( I . I )  "<mr,f>=_~o<f~,f,~> 
les crochets <f,~, f , >  d&ignant le produit scalaire entre F' et F. On d6finit ainsi une 
application lin6aire et continue f '-->m r de U(F ' ) - - ,X;  on a : 

I[ ml' I lx~ IIf '  I ]*P'(r)- 
L'application est injective, de sorte qu'il reste seulement ~ montrer  que cette appli- 

cation est sur]eclive. 
Pour un entier N, et pour fe/P(F),  d&ignons p a r r  {NI la suite : 

f~(~)=f, si [ n [ < m ,  f~(m=o si In[>N. 

Consid~rons ensuite l 'application transpos6e de f~ f (~ ) ,  soit m-+m (N), off maX et 
off m (s) est donc ddfinie par : 

<m(m, f  > = <re, f (m>. 

ne dfipend que d 'un nombre fini de coordonndes, il existe 

N 

<m (N), f >  = Z <f.{s,  fn > -  
--N 

Maisf . ' s  ne ddpend pas de N, donc 
N 

(x .3) <m(S), f > = y~ <f . ' ,  f - > "  
- N  

Pour 6tablir une majoration sur les [[f.'[]~,, choisissons dans (I .  3) les f . s F  satisfaisant 

<f.,f,(>-=llf,[ll~;=llf.ll~, In[- < i ,  
21 
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ce qui est possible d'apr6s le th6or6me de Hahn-Banach, et f , =  o pour In [>N. I1 vient 

d'ofi 

N N 

<m(m,f > =  IIZIlf-;  IIm( )Ilx(  IIf II ) --I~]" 

N 

(x .4) IIL' Ilm  lllx < Ilmllx. 

Par cons6quent la suite { f , ' } = f ' e U ( F ' )  et, passant ~ la limite dans (1.3) , 

<re, f > =  Y~ < f ~ , f , > .  Comme m r = m  , le lemme est d6montr~. 
- - o o  

~.. UN T H ~ O R ~ M E  DE DENSIT~  

Thgor~me (2 . x ) .  - -  On suppose que, soit P0, soit Pl est f ini.  Alors AonA 1 est dense 

dans S(Po, ~ ,  A~; px, ~1, A1). 
D6monstration. - -  Soit aeS(P0, ~ ,  Ao ; Pl, ~1, A1) = S. Alors, d'apr~s le th6orEme 2. i, 

chapitre II,  il existe une suite {u,} satisfaisant ~ ( I . i )  avec 

Zu.=a. 
- -  00  

N + o o  

Posons : a n = _~u,. l~videmment aNEAonax; a--aN = _ y~| "n"(m, off v(,S) = o si [n l<  N, 

v(S) -----u, si lul>N; donc, d'apr6s (1.7) , chapitre II, 

�9 n I 1 / P l ( a x )  

et comme par hypoth6se l 'un au moins des p~ est fini, l 'un au moins des facteurs du 
deuxi6me membre de (2. I) tend vers o lorsque N-+oo, et l 'autre reste borng, d'ofi le 

th~or6me. 

3. LE T H ~ O R ~ M E  DE DUALITs  

3. x. Nous ferons l'hypoth6se suivante : 

(3.x) Aor lA  1 est dense dans A o et dans A 1. 

On  peut alors identifier le dual A~ de A i ~ un sous-espaee de (AortA1)' (dual 

de AortA1) : 

(1t.2) ~. 'c(A0nA1)'  , i = o ,  x. 

Le triplet {A~, A[, (A0nA1)' } a alors des propri6t6s analogues au triplet 
{Ao, A1, ~ }  et l'on peut done eonsid6rer les espaces interm~diaires entre ,% et A'~ et 

en partieulier les espaees S(q,, ~0, A~; ql, ~1, A[), ~0~1<o. 
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(3-3) 

S U R  U N E  CLASSE D 'ESPACES D ' I N T E R P O L A T I O N  

3.~,. Nous allons maintenant  d6montrer  le 
TMor~me (3. x ). - -  On suppose que I ~ p ~ < o %  i = o, i .  

S(po, ~o, Ao; Px, ~ ,  A1) a S(Po, - - ~ ,  As p;,  --41, A'~), 

En bref 

I I 
~ i - 3 f - ~  = I .  

23 

Alors on peut identifier le dual 

o~ 

(3.4)  (S(Po, ~ ,  Ao; Pt, ~t, At)) '  = S(po, - - ~ ,  Ao; P~, - -~t ,  A;). 

Ddmonstration. ~ i) Nous poserons au cours de la d6monstration : 

S (Po, ~o, Ao; Pt, 4t, At) = S, S (Po, - -  ~o, Ao; P~, - -  41, A~) = 5g. 

On  muni t  S de la norme de s(Po,~o, A o ; p , , 4 t ,  A t ) = s  (cf. chap. II ,  n ~ i, et n ~ 2). 
Si w dfisigne l'espace des couples de suites 

{Vo,,}, {,,,.} 
avec 

(3.5) 
avec 

(3.6) 

alors 

{e"~'Vo,}dP~ {e"~'vl ,}~lP'(Al),  

7)0n -~- Vln = a ,  indfpendan t  d e  n ,  

Ilalls=llall,= 
- Uot-4-Oxn= a 

Ceci pos~, soit L une forme lin~aire continue sur S : 

a-*L(a) ,  

La forme lin6aire 

inf max(lle"~'vo.ll,,~.(,./, lie"~'v,.llt~./,./). 

{vo,,} , {v,,,} --> L ( a ) =  A ({Vo,,} , {v,,,}) 

compos6e de l 'application canonique de w ~ S  et de la forme L, est donc lin6aire continue 

et de norme < I l L  I Is, sur w. 
Mais d'apr~s le lemme i .  I et le th6or~me de Hahn-Banach,  il existe alors un  

couple de suites {u0,}, {u~,} telles que 

(3.7) 
et 

(3.8) 

et 

(3.9)  

{~-"~ 'u; , , }d"(A;) ,  {e-"~'u;,,}d'~(A;), 

m a x  (] [ e-"~'Uo,, I I,~,(A~), II e-"~'u;. I Iz',(.~)) ~< I I L l Is', 

..~-oo 

A({vo,,} , {vl,,} ) = _~ <u~,,, Yon> 4- <u ; , .  v,,~>. 

28 
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24 J.-L. L I O N S  ET J. P E E T R E  

On va vdrifier que 

(3" IO) U0r a-'u~,, quel que soit m. 

En effet, si ~ est quelconqne darts AortA1, soient {v0, } et {vl, } d~finies par : 

v o n = e  si n = m ,  v0 ,=o  si n4=m, 

v l , = - - e  si n = m ,  v l , - -o  si n4=m; 

alors { yon}, { Vln}E w, 170n -~-/)1, = o 
et (3.9) donne 

et ceci pour tout ~ A o n A 1 ;  
poserons 

et d'apr6s (3-7) 

(3.xx) 

quel que soit n. Done 

t ! <Uo,,, o~>--<Ulm , o~> = 0 

t t t comme u0,~--Ul,,~ (Aon A1) , 

t t Uom = Ul, . = U~(~ A~ n A~) 

A({,o.}. {, , .}) = U o )  = o. 

il en rfisulte (3. to); nous 

{e-"g,u~}elS;(A~), {e-"~,u~}sl ' i(A'l) .  

Donc (avec les notations du chap. I I ,  nO I ) ,  {u', ,}sw(Po, - -  E ,  "% ; P;, - -  ~1, A't) = w' .  

La formule (3-9) s'6crit maintenant  
+oo 

(3" 12) A({DOn}, {/)ln)) = ~ <t/n, [0n "]U g/in > 
- - o o  

soit 

(3. x2 bis) L(a) = Z <u,~, a > .  
- - c o  

Notons enfin que, d'apr6s (3.8) : 

(3.x3) II{u,~}l[~,_ < IILlls,. 

Done, toute forme lindaire continue L sur S peut se reprdsenter sous la forrae (3.12 bis), 

avec (3 . I I ) ,  (3.13). 
Rdeiproquement ,  soit {u,~} une suite donn~e de w'. Alors (3.x2 bis) d~finit une 

forme lin6aire continue sur S, de norme 

(3. x4) ilLl]s,< 2 max (I]e-n~~ Ile-"~lu~[]tp~la;)). 

On a done obtenu la structure gdn~rale des formes lin~aires continues sur S. 

2) Mais si l 'on introduit 
+oo 

(3. xs) a '=  Ig u~, 
- - o o  

on a l~t un 61~ment de s(p~, - -  ~o, t% ; p[,  - -  41, At) ----- 5e; la s6rie (3.15) converge fortement 
dans A~ + A~ = (Aon A1)', done aussi dam A~ + A~ faible et done 

(3. x6) L(a) = < a ' ,  a > ,  aeAonA1. 
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On a donc d~fini une application L ~ a '  de S' sur 5 ~ , et comme A 0 n A  x est 

dense dans S ( tMor~me 2 . I ) ,  l 'applicat ion est injective. On  a donc l ' identification 

d6sir6e. En outre,  de (3-I3)  et (3. I4) il rdsulte que 

(3. x7) I la ' l l~< Ila'll~, < "11,~'11~, 
ce qui ach~ve la d6monstrat ion du th6or~me. 

Remarque (3. x ). - -  Soient a ~ S (Po, ~o, A0 ; P~, ~1, A1), a '~ S (p~, - -  ~o, A~ ; p~', - -  ~1, A~). 
Alors on peut  6crire a e t a '  sous l 'une des formes suivantes : 

a = f +__~ u(x)dx, er176 eg'~ueL~'(A1) ; 

+oo 

a = Y~ u., {e~~ {e~'"u~}clV'(A1); 
- - o 0  

a = vo(x) + vl(x), er176 e~"vieL"(A1) ; 

a =v0 ,  + vl,,, {e~~176 {e~'nvi.}elV'(Ax); 

a ' =  f ~_~ou*(x)dx, e-r176 e -  ~*u*eLP'(A[) ; 

oo  

a ' =  X u*,, {e-~o"u*l~ lv;tA~ {e--~l'~u*.,}el'i(A;); 
- - m  n J  u k . ~ O ] ~  

a ' =  Vo(X ) + v~(x), e-~'XvoelPa(Ao), e-~'*vlelVi(Ai) ; 

Alors le produi t  scalaire entre a et a' peut  etre choisi de l 'une des quat re  fa~ons 

suivantes : 

<~, ~ ,> ,=  f +_ ~ < ~(x), 4(x)+ ~;(~)> dx, 

< a, a '>~= f_  + ~ < ~o(.)+ ~1(,,), r e,,, 
+co 

< a ,  a ' > ~ =  Y~ <u,,, Vo.+Vln>, 
- - o 0  

+00 

< a ,  a ' > 4 =  Z <Vo,,+Vl. , u~,>. 
- - e ~ o  

4. UNE APPLICATION 

4. x. - -  Soient A un espace de Banach,  et H u n  espace de Hilbert avec 

(4.x) A c H ,  

A 6tant dense dans H.  Alors en identif iant  H k son anti-dual ,  on peut  consid6rer H comme 

un  sous-espace de A',  A'  6rant ici l ' ant i -dual  de A : 

(4.2) H C A ' .  
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On va d6montrer  le 

TMorkme (4 .1) .  - -  Q uel que soit p avec I < p < ~  et quel que soit ~>o,  

(4.3) S(p, ~, A; p', --~, A')=H 

O~ a 

(off comme d 'ordinaire  I + I = I),  avec des normes gquivalentes. 

Dgmonstration. - -  I) Soit a~A : D o n c  en part iculier  aeS(p,  ~, A; p', - -~ ,  A ' ) :  S. 

Soient alors {u,} avec 
+0o 

{e~,u,}elV(A), {e-~,u,}~l~"(a') ,  52 u , = a ,  
- - 0 0  

et {v0,~,}, {vl,,} avec 

{er {e-~"vx,}ElP' (A'), Vo. + vl, , = a. 

Soit < a ,  a >  le produi t  scalaire entre A et son ant i -dual ;  on a : 

( [ [ a [ i a = n o r m e  de a dans H ) ;  mais 
+oo 

<a, a> = Y~ <Vo. +Vl . ,  u.> 
- - o 0  

d 'oh  

<a,a>=l la ] l~  

[<a, a> l ~  I1 e~"vo.llz~l~111 e-~%lll~'/~,)+ I[e-~nvx. l[lP'lA'l Ile~"u~[ll~<~l~ 2 Ilall~ II a I1~_ 

(avec les notations du chap. II). Donc 

I<a, a>l  = [1~ Ill,< eli ~ll~ 

ce qui montre,  A 6tant dense dans S, que S e l l .  

2) L' inclusion inverse : H c S  suit en passant aux anti-duals et appl iquant  le 
thfor6me 3. i (valable 6videmment  en remplacant  << dual >> par  << ant i-dual  >>). D'ofi 

le thfor~me. 

4.2. 
Remarque (4. x ). - -  Le th~or~me 4. I r6sout par  l 'affirmative une question pos6e 

par  P. Lax.  Un  cas particulier du  th~or~me d ' interpolat ion r6sultant du th6or~me 4. I 
a 6t6 d6montr~ par  P. Lax,  par  des m6thodes compl~tement  diff6rentes (cf. Lax  [16] 

et communica t ion  personnelle). 
Remarque (4 .2) .  - -  Le th6or~me 4. i n'est pas vrai, en gdndral, si A n'est  plus un  

espace de Banach (cf. chap. V I I I  pour  les d~finitions des espaces de moyenne  dans ce 
cas); en effet, par  exemple si A = ~ (ou 5P) (notations de L. Schwartz) et si H = L 2 

(espaces sur R"), alors A ' =  N '  (ou 5~') et les op6rateurs de d6rivation sont lin~aires 

continus de A dans lui-m~me, A'  dans lui-m~me, mais pas de L ~ dans lui-mgme. On ne 

saurait  donc avoir (4.3). 
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LA REITI~RATION D A N S  LES ESPACES DE M O Y E N N E  

I ,  ESPACES DE CLASSES 0 

i . i .  On consid~re encore le triplet {Ao, A 1 d } ,  comme au chapitre I er, n ~ i. 
On donne 0 avec o < 0 < I .  
D~finition (x.x).  - -  Un  espace de Banach A c A o + A  1 (intermfdiaire) est dit de 

la classe Jf0(Ao, A1) s'il existe une constante c telle que 

Ilall~< c[lallXT ~ Ila ,o X.I) 

pour tout a eAonA 1. 
Exemple ( x . x ). 

S(Po, ~o, Ao ; Pl, ~x, A~) 

- -  D'apr6s le corollaire 3- i, chapitre Ier, tout espace 

est de classe _~0(Ao, A1), 0 = 
Notons le r6sultat suivant : ~o--~l" 
Proposition ( x . x ). - -  La condition ne'cessaire et suffsante pour que A soit de dasse ~_ o (Ao, A1) 

est que S(I, 0, A o ; I, - - ( i - - 0 ) ,  A1) cA.  
Ddmonstration. - -  I) D'apr~s l 'exemple I. I, l'espace S(I, 0, Ao; I, - - ( I - - 0 ) ,  A1) 

est de classe ~d'0(Ao, A1). Par ailleurs si Bes t  de classe o,~0(Ao, A1) et si BcA,  A est de 
classe ~Vo(Ao, A1). Donc la condition est suffisante. 

2) R&iproquement,  supposons A de classe ~o(Ao,  A1) et soit 

aeS( i ,  0, Ao; I, - - ( I - - 0 ) ,  A1). 

Alors a - - - f + : u ( t ) d t ,  off e~176  D'apr~s ( I . I ) ,  on a 

llu(t)llA <_cllu(t)llL~ p. p. 

d'ofi suit (infgalit6 de H61der) que [ lu(t) t lAEL 1 et alors aeA. La condition est donc 
n&essaire. 

1 . 2 .  

Dgfinition (x. 2). - -  Un  espace de Banach A cA  o + A l e s t  dit de la classe .r 0 (Ao, A1) 
si, pour tout t > o ,  il existe adeA o i = o ,  I, tels que 

( I . 2 )  a = a o + a  1 

avec 

( '.s) [I aoll~._< ct-~ 
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Exemple ( I .2 ) .  - -  D'apr6s la remarque 1.4, chapitre I er, respace 

S(oo, 0, Ao; 0% - - ( i - - 0 ) ,  A~) est de classe oYl0(Ao, A1). 
Notons aussi que si Best  de classe J~o(Ao, A1) et si AcB,  A est de classe o~0(Ao, A1). 

Du thdor6me 5-3, chapitre Ier, rdsulte alors que S(Po, ~o, Ao; Pl, 41, AI) est de classe 

~0(Ao,  A1) , 0 =  ~o 

Notons le r6sultat suivant : 

Proposition (x. 2). - -  La condition ndcessaire et sudfflsante pour que A soit de classe JY'o (Ao, A1) 
est que A c S (0% 0, A o ; 0% - -  (i - -  0), A1). 

Ddmonstration. - -  D'apr6s les remarques faites ci-dessus, il reste seulement ~t montrer  
que si Aest  de classe oY('0(Ao, A1) , alors A est contenu dans S(o% 0, A 0 ; 0% - -  ( I - - 0 ) ,  A1). 

Soit a~A. Alors, appliquant l'hypoth6se avec t=e" ,  il existe ao, , at, tels que 

et 

a-~-aonAF-aln 

It ao.ll,._< c,-"~ tl, it,. ll,l.ll., <_ 11 all, 

d'ofl le rdsultat, d'apr6s la d6finition de _s(~, 0, Ao; 0% - - ( i - - 0 ) ,  A1) (chap. II. no 
et le th6or6me 2. i, chapitre II. 

x. 3. 
Ddfinition (I .  3). - -  Un  espace de Banach A c A  o + A 1 est dit de classe #U 0 (Ao, At) 

s'il est ~t la lois de classe ~Vo(A0, At) et de classe ~r A1). 
Donc, d'apr~s les propositions 4- I et 4- ~, A est de classe S((o(Ao, A1) si et seulement si 

S(I, 0, Ao; I, - - ( I - - 0 ) ,  A1) cAr 0, Ao; ~ ,  - - ( 1 - - 0 ) ,  A1). 

Des exemples I. I e t  I. 2, OU bien du thfor6me 5.3, chapitre ]er, rdsulte que 

S(po, ~o, Ao ;Pl ,  ~x, A1) est de classe oUo(Ao, A1), 0 = ~o/(~o--~1). 

Remarque ( i . i ) .  - -  Si l'on fait 0 = o  dans la d6finition i . i ,  

[lallA<cllalk.;  d o n c :  

A est de classe ~Y'o(Ao, A1) si AocA. 

( I .  I), il vient 

Si l'on fait 0-----I, on obtient : 

A est de classe _XI(Ao, Aa) si AlCA. 

Si maintenant  l'on fait 0 = o  dans (I .2) ,  ( I .3) ,  il vient en prenant  
Ilaolla<cllallA,[]axllA=o donc aa----o et ao=a de sorte que ACAo; donc : 

A est de classe Xo(Ao, A1) si A c A  o. 

De m~me : 
A est de dasse JY~I(Ao, A1) si A c A  1. 

t=o,  
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Voici une autre famille d'espaces de classe oefo(Ao, At) : les espaces 

[Ao, A1, 8(0)] = [Ao, Ado 

introduits par A. P. Calder6n [3], [4] et J.-L. Lions [2I]. O n  d~signe par  3r ~ l'espace 
des fonctions ~-+f(~), ~ = ~ + i~, holomorphes dans o <  ~< i ~ A  0 + A1, continues et 
born6es dans o <  4 <  t -+A o + A1, telles que 

l ~,-+f( j+i~) soit continue et born6e de R~-+Ai, 

j ----~ O, I. 

C'est un  espace de Banach pour la norme 

(x .4) ] [ f [ [~e=max (sup [If(i~)][A., sup [If(x +i~)IIA,). 

On  d6finit alors [Ao, A1, 8(0)] comme l ' image de ~ dans l 'application f-+f(O), 0 fixd, 
o < 0 < I ;  c'est un espace de Banach pour  la norme 

(x.5)  I I a ] I[A.,A,, 8(0)] = infl [fl 1~, , f(O) = a .  

Ceci posd on a l e  

The'orkme ( z . I ) .  - -  L'espace [Ao, A1, 8(0)] est de la classe ~{'0(Ao, 11). 
Nous allons donner  une d~monstration un peu longue mais utilisant de nouveaux 

espaces qui ont peut-~tre un  certain intdr~t. 

x. 4" Les espaces S (Po, 4o, Ao ; Px, 41, Ax). 
Soit F u n  espace de Banach. On  utilise les distributions sur R ~t valeurs 

dans F et en particulier l 'espace 5~'(F) des distributions tempdr&s ~ valeurs dans F 
(cf. L. Schwartz [35]). On  d6signe par  ~- la transformation de Fourier, qui fitablit un 
isomorphisme de 5P'(F) sur lui-m~me. 

On d~signe par  o ~ L P ( F ) ( i < p < o o )  l'espace image de LP(F)(cSP' (F))  p a r o S ,  
muni  de la norme transport6e par  o~'. Donc 

(x .6) ~'L'(F) r 5r 

On dfisigne maintenant  par  ~r(p0, 40A0 ; Pl, 41, A1) l'espace des distributions u 
telles que 

�9 - - I - - - - ;  

P~ P* 

muni  de la norme 

max ([[e~'~u [ ]~I2;(A,), 11 e~'Xu ] [..a~Pi(A,)), 

c'est un  espace de Banach. 
Si 40~x<o, on v6rifie facilement que la distribution u est sommable A valeurs 

dans A 0 + A 1 (cf. Schwartz [35]), de sorte que l 'on peut  d6finir 
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On d6signe alors par g(po, to, Ao;P l ,~ l ,  A1) l'espace d&rit  par u(I) lorsque 
parcourt X~r(po, to, Ao ; Pl, t l ,  A1). Muni de la norme 

[[a[ l~=inf  (max (1[ e~~ [[e~'~uiI~vi(A,))), u ( I ) = a ,  

c'est un espace de Banach. 
i o n t r o n s  maintenant le : 
Thgorkme (x.o).  - -  Si po < qo, Pl < qa , on a : 

S(po, to, Ao ; Pl, t~, Ax)r to, Ao ; qx, tx, Ax). (x -9 )  

En outre 

(,. ,o) S(po, to, Ao; Pt, t t ,  At) cS(~ to, Ao; ~ ,  tl,  Ax). 

Dgmonstration. - -  Soit aES(po,  ~o, Ao; Pl, tl ,  At). Consid6rons alors 

ue'r to, Ao; Pl, ~1, &)  

avec (I .  7) et a = u(I). Soit p comme dans la d6monstration du thdor6me 5.3, chapitre Ier. 
On introduit 

W = g * ~  

O n a  : 

off voeLV;(Ao) 
de ~ ) .  Donc 

e~o~w = (er (e~'~p) donc (si ~- =~ ,~- ' )  

= 

et off ~b est k d6croissance rapide (transform& de Fourier d 'un 616ment 
d?v0eLP;(A0) et ~LI(Ao), donc ~Lq~(A0) pour qo~Po. Donc 

e ~ w E,~L ~ (Ao) 

et 
e~oX w e~-L  1 (Ao) c L ~ (Ao). 

Rdsultat analogue pour e~l~w ~ valeurs dans A1, &off ( i .9)  et (I .  IO). 

Thdor~me (x.3). - -  On a : 

( i . n )  [Ao, A1, ~(0)]CS(I, 0, Ao; I, - - ( I - - 0 ) ,  Ax). 

Ddmonstration. ~ Soit ae[A0, A1, 8(0)] et f ~  avec f ( 0 ) = a .  
Soit alors ue~9~ d6finie par 

(x.  x2) u = e (- 0 + ~).o& ( f (  t + i~)) 

(oh i f ,  d~signe la transform& de Fourier inverse en ~) ; la distribution u est ind6pendante 
de t (transformation de Laplace inverse). Appliquant (x. 12) pour t = o et ~ = I, il vient 

e~ e~-L ~ (Ao) , e - ( t -  0)~uE~-LOO (Aa) 

de sorte que 

f + ~ u ( x ) d x = u ( I ) e S ( I ,  O, ao; i , -  ( , - - 0 ) ,  ax). 
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Mais 
f ( ~  + in) = # ' ( e  Io- ~l~u(x) ) 

donc 
f (0)  =u(1)  

d'ofl le th6or6me. 

Thgor~me ( I .  4)" - -  On a 

(I. X3) S(I, 0, a o ; I , -  (I--0) ,  Aa)r al), 8(0)]. 

De'monstration. - -  En effet en introduisant fx(~)=eX(~-~ et choisissant ?, 
convenablement, on vdrifie sans peine que 

a o [[alltAo,A,,s o)j<-cllal[ 7~ aeA0nA1 

d'ofi (I .  I3) d'apr~s la proposition I . I .  

D/monstration du th/or~me (x . I ) .  - - R 6 s u l t e  aussit6t des th6orCmes 1.2, 1.3, 1.4. 

Remarque ( i . 2 ) . -  Les espaces [Ao, Ax, 8(0)], S(po, ~o, Ao; Pl, ~1, A1) jouissent de 
propri~t6s d'interpolation analogues ~t celles d u n  ~ 3, chapitre Ier. 

Remarque (x.3). ~ Ii r6sulte 6galement des th6or~mes 1.2, 1.3, I .  4 que 

S(Po, ~o, Ao ;Pl ,  ~1, AI) est de classe ~Uo(Ao, A1) , 0 = ~o](~O--~l)- 
Remarque (x.4). - -  Sous les conditions du chapitre I I I ,  no 3, pour 3.3, on voit 

que le dual d 'un espace de classe ~#o(Ao, A1) est de classe J~Uo(A~, A[) ; en effet passer 
aux espaces duals dans la proposition I.  I et utiliser la proposition 1.2. 

2. LE TH~ORi~.ME DE R~IT~RATION 

2.x. On va d6montrer le : 
Thdor~me (2. x ). - -  On donne deux espaces de Banach Xo ,  X 1 respectivement de classe 

S(Po, ~o, Ao ; Pl, ~1, A1) CS(qo, no, Xo ; ql, hi, Xl) 

_dUo.(Ao, A1) et ~ft~ol(Ao, A1), avec 0o<01; soit 0 avec 

(2. x) 0o<0<01. 

Alors 

(2.2) 

si les relations suivantes ont lieu : 

(et, comme d'ordinaire, 

Noter que ~ 

S(qo, no, Xo; ql, nl, Xl) a un sens. 

(2.3) n~----(I --03~o + 0~1, i = o ,  I 

I __  I - -  0 i @ 0 i i = O, I .  

(~ q~ Po Pl' 

0 / 

- - 0 - - 0  i de sorte que d'apr~s (2.I)  on a : nOnl<O et 

81 



32 J . -L .  L I O N S  E T  J .  P E E T R E  

Dgmonstration. - -  Soit a~S(P0, ~o, Ao; Pt,  ~x, Ax). Soit {u,} avec (~. ~) et ( r . 2 ) ,  
chapitre II .  C o m m e  X i e s t  de classe ~0~(Ao, Ax) , et d 'apr6s la ddfinition ~. ~, on a : 

llunllx,<_c~tlu.tlX-;~176 
d'ofl : 

qO - Oi) qi Oi 

Ile.~,u, llxq~<c~,(lle~.%nll~: ) V. (lle~,.unll~i)~-, 

et app l iquan t  l 'indgalitd de H61der : 

e ~ i n u n ~ l q i ( B i ) ,  i = o,  I 
+oo 

d'ofi suit que a = ~2 u, est dans S(qo, ~qo, Xo ; ql, ~1, X1), d'ofi le thdor~me. 

2.~.  Voici  main tenant  un rdsultat <~ inverse >> de celui du thdor~me 2. ~ : 
TMor~me (~,.2).  - -  Les O~ sont comme au tMorkme ~.  ~. On suppose cette lo i s  X~ de 

classe ~0~(Ao, Ax). Alors : 

(~'.5) S(qo, ~qo, Xo;  qx, ~q~, Xz) cS(Po,  ~o, Ao ; P~, ~ ,  Ax) 

sous les conditions ( 2 . 3 ) ,  (2.4) .  

D/monstration. - -  Soit 

reprdsenter a sous la forme 

(2.6) 

off 

(2.7) 

a~S(qo,  ~o, Xo;  ql, aql, X1). Alors (cf. chap. I I )  on peut  

a ~ UOn JI- Vln 

e~*"vo, ~ I q" (X0), e~'"vl, ~l~'(Xx).  

D'apr~s l 'hypoth6se faite sur X~. et la ddfinition I .  2, pour  tout  t i ,> o on peut  t rouver  

UiOn~ Uil n avec " 

Donc : 

off 

Vin ~ rio n ~ Vitn 

II ~/on I I~o <__cit~ ~ I[ VinllXv 
II vi~n [1~< cit~2 ~ il vi~ I[~. 

lle~~176 po in X i ,  

lle~'"v, nll~:< c~'s~-O')Wlle~'%enl[~ 

O n  choisit main tenant  sr de fagon que  

si-~ Ile~,n~e, IIq~-v. 

Alors grace ~t (2.4)  : 
STn - 0dp '  = []e~invin [1 q i -P"  

X i 

i~o~ I 
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d'ofi : 

Si donc 
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[[ e 'nvion A.--P'<cP~ le 'nvin'[[qx  ' 

][e  nvi .i(P c I[qx . 
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WOn = VO0 n -~ VlO n 

wl~ = Vol ~ + vn, 

on a : e~'"Wo,~P'*(Ao), 

e~'"wl,El~(A1). 

Par ailleurs Wo, + wl, ------ yon + vl, = a 

ce qui d6montre que aeS(po, ~o, Ao ; PI, ~1, A1) et d~montre le th~or6me. 

2.3. Comme consequence immediate des th6or6mes 2. i et 2.2 on a l e  
Thgor~me (2.3) (Th6or6me de r6it~ration). - -  Soient X o et X I  des espaces de Banach, 

respectivement de classe JYf0o(Ao, A1),JU0,(A o, A1). Soit 0 avec 

(2.  x)  0o<0<01.  

Alors 

(~'.8) S(qo, ~0, Xo; ql, Y]I, X l ) =  S(Po, ~0, Ao; Pl, ~1, A1) 

i = o ,  x, 

(avec gquivalence des normes), si 

(2 "3) ~i "*-~ ()I - -  01)~0 A C Oi~l, 

I -- I~--O i .~0 i 
(~ '4)  q,/ P~-- P l  

3" UN NOUVEAU TH~.ORI~ME D'INTERPOLATION 

Soient {Ao, A1, d } ,  {Bo, BI, ~ }  deux triplets comme au chapitre Ier, n ~ 3. 
On va d6montrer le 
Thgor~me (3 . I ) .  - -  Soient Xo, X 1 (resp. Yo, Y1) des espaces de Banach de classes 

So,(Ao, A1), ~o,(Ao,  A1) (resp. JYTx,(Bo, B1) , ~xl(Bo, B1) ) avec 00<01 (resp. Zo<Z1). Soitn 
un op&ateur lingaire de d dans ~ tel que 

(3" I ) T:~s Y~), de norme M~, i = o, I. 

Alors, quels que soient p~, ~., ri, ~ ,  avec 

(3"2) 0 0 < ~  <01' )~0< ~0--~1~0 <Xl, 

(a.  3 )  (~ - -  o,) ~o + o, ~ = ( ~ - -  z,) ~o + z , L ,  i = o, ~, 

(3.4) I--0i4 0~_ I - -Z~_~ ,  i = o ,  I, 
Po Pl r0 rl 
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on a :  

(3.5) 

La norme M de 7: dans (3-5) est major[e par 

< cM o M~ (3.6) M ' - ~  ~ 

o?* c est une constante (ddpendant des p~, ~., r~, ~)  et o?, 

(3"7)  (I --0O)0 + 00(0-- I) 0 - -  ~0 
~" = 01--00 ' ~0-- ~ " 

n ~ ( S ( p o ,  ~o, Ao ; Pl,  ~1, A1); S(ro, ~o, Bo ; rx, ~x, Bx)). 

(3.8) 

si 

(3.9) 

(3-'~ 

~i ---- (I --0~)~ o + 0 ~ ,  i = o, I, 

t _ I - - 0 ~ r  i = o , ~ ,  
q~ Po P~' 

et si la premi6re relation (3.2) a lieu. 
D'apr6s le th6or~me 2.2, on a : 

(3. ix)  S(qo, ~o, Yo; q~, ~x, Y~)CS(ro, ~o, Bo; r~, ~x, Ba) 

si 

(3" X"~) "/]i = (I --Zi)~0 "Jr- Zi~l, i = O, I} 

I __ I - - X i  ~ X{ i = o ,  t 

(3" x3) qi r0 q' 

et si la deuxi~me relation (3-a) a lieu. 
Le r6sultat (3-5) suit. L'in6galit6 (3.6) r6sulte des faits suivants : a) ),----o; 

b) les injections dans (3.8) et (3 - i i )  sont continues avec d e s -  constantes d'injection >> 

fonctions des param&res. 
Remarque (3- x). - -  Le th6or&me 3- I est au th6or~me 3- I du chapitre Ier ce qu'est 

le th6or~me d'interpolation de Marcinkiewicz [26] au th6or~me d'interpolation 

de M. Riesz [33]- Cette remarque sera pr&isde au chapitre VII .  
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Ddmonstration. - -  On utilise d 'abord le th~or$me d'interpolation 3. I, chapitre I er, 

puis les r&ultats du num6ro pr&~dent. 
D'apr~s le th$or$me 3. I, chapitre Ier, n e s t  un 616ment de 

.~(S(q,, ~qo, Xo; q,, ~ ,  X~); S(qo, ~o, Yo ; qx, ~x, Yx)), 

de norme dans cet espace major& par 

x -  

D'apr& le th6or&me ~.I ,  on a : 



CHAPITRE V 

THt~ORI~MES D'INCLUSION ET DE COMPACITt~ 

POUR ESPACES DE CLASSE ~o (Ao, A,), ~ (Ao, A,), ~ (A o, A1) 

x. TH]~ORi~.MES D'INCLUSION 

I .x .  Soient {Ao, Aa, d }  un triplet avec les hypotheses habituelles. 

TMor~me (x. I ). - -  Soient Xo, X, X1 trois espaces respectivement de classe ~fo,(Ao, A1) , 

Jfo(Ao, A1) , _~ol(ao, A1) , avec 

(x.x) 0o<0<01. 

Alors 

(,.2) XcX0+Xl. 

D d m o n s t r a t i o n .  - -  D'apr~s la proposition 1.2, chapitre IV, (1.2) sera vrai si l'on 
montre 

(x.3) 

Mais d'apr~s le th~or~me 2. I, chapitre IV, on a : 

S(oo, 0, Ao; 0% - - ( 1 - - 0 ) ,  A1) cXo + Xx. 

S(oo, 0, Ao; 0 % - - ( I - - 0 ) ,  AI)CS(oo , ~o, Xo; 0% ~1, Xl) 

off ~ = 0 - - 0 ~ ,  d'ofl (1.3) puisque 

s(oo, ~o, Xo; 0% ~1, Xl) cxo + xl. 

Thdorkme (x .2). - -  Soient Xo,  X ,  X 1 trois espaces respectivement de classe ~o.(Ao, A1) , 
_afr o (Ao, A1) , a'~o,(Ao, A1) , avec ( I .  I). 

Alors 

(I "4) X0 r Xl Cx.  

Ddmonstration. - -  D'apr6s la proposition I. I, chapitre IV, il suffit de montrer que 

( I .5 )  XonXlCS( I  , 0, Ao; I, - - ( I - - 0 ) ,  A1). 

Mais d'aprSs le th6or~me 2.2, chapitre IV, on a : 

S(i,  0--0o, Xo; 1, 0--01, Xl) cS(1, 0, Ao; i, - -  (i - -0) ,  A1) 
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et comme 
X o o X l c S ( i ,  0--00, Xo; I, 0--01, Xl) , 

on a (I .5) .  D'ofl le thdor~me. 
Des thdor~mes prficddents rdsulte le 
Corollaire (x .x). - -  Soient X.o, X ,  X1 trois espaces respectivement de classe )K0,(Ao, A1), 

X'o(Ao, At), ~o,(Ao, Ai), avec (•. i). Alors : 

(x.6) XonXlcXCXo + 

I.  2. On peut simplifier quelque peu les rdsultats prdcddents lorsque l 'on suppose 

que AoCA x. 
On va ddmontrer le 
Thgor~me ( t .3 ) .  - -  On suppose que 

I) Si X est de classe J4t~o(Ao, A1) 

(x .7) 

2) Si X est de classe ~o(Ao,  Ax) 

(I.8) 

AocA x. 

et X 1 de classe ,fo,(Ao, A1) a v e c  

XcXl. 

et X o de classe ~"o~ A1) avec 

XoCX. 

0<01, on a : 

0o<0 on a : 

3) Si X et Y sont de classe 3((0(Ao, A1),JT'0,(Ao, A1) avec 0<0 ' ,  on a : 

(1.9) XCY. 

Dlmonstration. -- I) On utilisc Ic thdor~mc I. i avec 0o= o, cc qui cst loisiblc, 

d'apr6s la remarquc i. I, chapitrc IV ct Ic fait quc les rdsultats dun ~ 2, chapitre IV, 

sont valables dans Ics << cas limites >>. L'espace Ao est de classe 3g'o(Ao, Aa) , donc (i .2) 

avec X o = A  o donne X C A o + X 1 ;  mais comme AoCA t on a :  AoCX 1 d'ofl (I .7) .  
2) On utilise le thdor~me 1.2 avec 0 a = I ;  alors (I .4)  avec X I = A  1 donne 

X~oAxcX;  mais comme AoCA, on a : XoCA 1 d'ofl ( i .8) .  
Le 3) est un cas particulier du 2). 
Reraarque (x. x ). - -  D'apr~s le chapitre IV, tousles rdsultats prdcddents s'appliquent 

aux espaces de moyennes (et aux espaces [Ao, AI, 8(0)], S(p0, ~0, A0; Pl, ~1, A1), 
cf. chapitre IV, n ~ i). 

2. THI~.ORI~MES DE COMPACIT~. 

2. I. Nous adoptons la notation suivante : s Y) d~signe l'espace des appli- 
cations lindaires continues et compactes de X dans Y (espaces de Banach). 

Ttdorkme (2 .  x ). - -  Soit B u n  espace de Banach quelconque et {Ao, A1, d }  un triplet 

avec les propri/t/s habituelles. On se donne une application lin/aire ~ de B dans ~ telle que 

(2. x) Ao) 

{2.2) rc~*oq~(B; A1). 
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Alors si A est de classe _~o(Ao, Ax) , o < 0 <  r, on a : 

(2 .3)  r:e.gf~(S; A). 

De'monstration. - -  Soit {b,} une suite de B, It bn]lB~< M ( ind6pendant  de n). 
D'apr&s (2.I ) ,  on peut  extraire {b~} de {b,} telle que 

(2.4)  ~(b~)-+a dans A o. 

Comme A est de classe Ot%(Ao, A1) on a, par  d~finition 

I I rc(b~) - -  =(b~,) [ [A ~ c [1 rc (b~) - -  7: (b,,)[ [~- ~ [ [=(b~) - -  = (b,,)[ [ ~ < (constante) I ]=(b,) - -  r~(br )[ 1~,0 

car II=(b)l lA,<~ll lblh.  Done ~(b,) est une-suite de" Cauchy dans A, d'ofl le r6sukat. 
Th/or~me ( 2 . 2 ) .  - -  On donne B,{Ao, Ax, d }  comme au th/or~me ~. i .  Soit rc une 

application lin/aire de ~ t  clans B. On suppose que 

(2 .5)  r:e.ga~(Ao; B), 

(2.6) =e~e(A1; B). 

Soit A de dasse Xo(Ao, Ax), o < 0 <  I. Alors 

(~-7) r:e.Te~(A; B). 

De'monstration. - -  Soit {an} une suite bornde de A. 
Si {tin} est une suite de nombres >o ,  tendant  vers q-no, puisque A est de 

classe gCz"0(Ao, A1), on peut, quel que soit m, trouver a,~,aeA/. , i = o ,  i, avec 

a = an,.o -k anml, 

Ila.,.ollA.< ct~ lla.llA, 
Ila,,,lll~,<_ct~ 

D'apr~s (2.5), on peut  extraire de la suite { n} une suite {v} telle que {z~(a,=0) } converge 
dans B lorsque v--~oo, quel que soit m. On  va montrer  qu'alors {r:(a~)} est une suite de 
Cauchy dans B. Soit done e > o  donn~. I1 faut montrer  que pour  v , , ' > v ( r  on a 

(2.8) ll~(a,)--=(a,,)ll~< ~. 

On choisit d 'abord m tel que 

(=.9) I I =(a,,1)-- =(a,,~)ll~< ~/~, ~, ~' quelconques. 

Pour eela, on note que 

tl 7: (a~,l) - -  ~ (a,, ~)11 < ~ l t ~  i l i a , - -  a,, I k <  (constante)t ~ 

ce qui peut  8tre rendu <e /2 ,  puisque 0<z  et t m ~ + ~ .  
Soit donc m f i x 6  avec (~ .9). Comme {::(a~,,0) } est une suite de Cauchy dans B, 

o n a  : 
II~(a,,o)-=(a,.,,o)lh<~/2 pour ,, v '>v(r 

ce qui joint  a (2.9) donne (2.8) et d6montre le thfor~me. 
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Remarque ( 2 .  x ) .  - -  Des id6es voisines se trouvent dans E. Gagliardo [7]. 

o.2. Nous supposerons maintenant que A0r I. 
Th/or~me (2.3). - -  Soit A0cA x et O, O' donn/s avec 0<0 ' .  Soient X et Y deux espaces 

de classes o~"0(A0, Ai) et ~f'0,(A0, Ax) respectivement. (Alors X c Y ;  th6or~me 1.3, 3)-) 
Si l'injeetion de Ao dans A a est compacte, l'injection de X dans Y est /galement compacte. 

D/monstration. - -  Appliquons d 'abord le th~or~me 2. ~, en prenant A 1 = B et pour rc 

l 'op6rateur identit6. On en d6duit que l'injection X-+A 1 est compacte. 

Appliquons maintenant le th6or~me 2. I, avec B = X, r~ = identit6, compacte 

de X-+A1, et continue de X-+X.  On en d6duit que ~z est compacte de X-+C,  off C 
est de classe _~,(A1, X). On aura donc le th6or~me si l 'on montre que l'on peut prendre 

C = Y ,  donc que Y est de classe :~ (A1 ,  X) pour un v? convenable. I1 y a plus : 

I - - 0  t 
(2.xo) Y est de classe Jl~(A1, X), ~ =  i - - 0  ' 

ceci se v6rifie par application du thdor6me de r6it~ration, chapitre IV. 

Remarque ( 2 . 2 ) .  - -  Remarque analogue h la remarque I . I .  

38 



C H A P I T R E  VI 

ESPACES DE TRACES ET DE MOYENNES 

X. ESPACES DE T R A C E S  
I . x .  Drf in l t ion .  

Si F est un espace de Banach, on drsigne par L~_ (F) l'espace LV(o, oo; F), i < p <  oo 
(rappelons que LV.(F) est l'espace des fonctions de puissance pe sommable sur (o, ~ )  

valeurs dans F pour la mesure dt/t). 
On donne un triplet {Ao, A1, d }  avec les proprirtfs habituelles. 
Soient % et xl deux param~tres r6els. On d6signe par Vm(P0 , %, A0; Pl, ~1, A1) 

l'espace des (classes de) fonctions u telles que 

(x .x ) t~' u ~ L~ (A0), 

(x .2) t~'u/m)eL~(A1) 

off u ('n) - dmu dt m dgsigne la d~rivge (d'ordre m) de u au sens des distributions sur 

l 'ouvert ]o, oo[, ~ valeurs dans A o. Muni de la norme 

( I .3)  [ I e '  ur [ 

c'est un espace de Banach. 
De l'hypoth~se (I .2)  rrsulte que u (m) est localement sommable ~ valeurs dans A1, 

dans l 'ouvert ]o, c~[. Donc, en particulier, u et u (m) sont localement sommables dans ]o, oo[ 
valeurs dans A o + A  1. On peut donc considrrer uq)(t), o < j < m - - i ,  t>o ,  616ment 

de A 0 + A  1. 
On dira que u (j) admet une trace ~ l'origine si u(i)(t) converge dans A 0 + A  1 

lorsque t--~o; alors 
trace de u(J)=lim u(Jl(t)=ulil(o). 

l - + 0  

On a l e  rrsultat suivant, cas particulier d 'un thror~me de Poulsen [3 2] dont nous 
allons indiquer la d~monstration pour la commodit6 du lecteur. 

Proposition (x. I ) .  - -  Si 

I 
(x .4 )  --t-O~l<m---j ,  j entier avec i < j < m - - i ,  

h 
alors les traces u(k)(o) existent pour o < k < j .  

(En outre, selon Poulsen [32], la condition (I .4)  est n6cessaire pour l'existence 

de u~ 
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Dgmonstration. - -  De (I .2) et (x .4) r6sulte que 

(x.5)  t"-J-~u(")eL~(o, I ; A~). 

Si m - - j - - I  = ~ = o ,  il en r6sulte que u est absolument continue dans [o, I] 
valeurs dans A 0 + A,. 

Si ix>I,  on note que 

II,,<"-a)(t)ll_< II + f l  I d,,, 
o~ I I II ddsigne la norme dans A 0 + A , .  On en d6duit que 

f: t~-l[[u'm-l '(t)[Idt< [ [ u ( ' - " ( I ) ] [ ( f : P - ' d t ) + ~  f :  (o~-- ,  ~) [I u(m'(.)][ d .  

d'ofl 

d'ofl, grace h ( I ,  5) : 

(x.6) t '~- i-~u("- l leLl(o,  I ; A o + At). 

Continuant de la sorte on arrive dans le cas le plus dffavorable 

u(J+l)eLl(o, I ; Ao +A1),  
et u0"l(o) existe. 

On pose alors la 
D/finition ( I .  x ). - -  Si (I .  4) a lieu, on d/signe par T~i (Po, ao, Ao ; Pl, ~1, A1) l'espace 

d/crit (dans Ao + Ax) par uCi)(o) lorsque u parcourt V,,(Po, ~o, Ao ; Pl, al, Aa). 
Muni  de la norme 

(t.7) Ilall = inf Ilullvm 
u0)(0)= a 

on obtient un espace de Banach. Les T~i sont des espaces de traces. 
On pose en g6n6ral 

( x . 8 )  To~(Po, go, Ao; Pa, ~x, Aa) = T(po, go, Ao; P,,  ~1, A,) 

Remarque (z. x ). - -  Les espaces T~(Po , %, A o ; Pa, ~,, A,) donnent lieu ~ une propri&6 
d'interpolation analogue au th6or~me S. I, chapitre Ier. Cf. Lions [I9]. Mais en fait 
cette remarque se r6duit exactement au thdor~me 3. i, chap. 1% apr~s les r6sultats 
du num6ro suivant. 

(x. x bis) 

(x.2 bis) 

4O 

I .  2 .  L e m m @ s .  

Notons d 'abord que les conditions (I .  I) et (x .2) sont ~quivalentes ~t 

I 
t*'ueL.P'(Ao), ~qo =~o + O~o, 

t ~' u <m) e L v' tA ~ _I \ 1/~ "~1 = _ _  -~'- OCl" 
Pl 
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Lemme ( i .  x ). - -  Si a~T~(po,  ~0, A0; Px, ~1, A1), on peut toujours le representer par : 

a =u")(o)  

oi~ u satisfait gz ( i .  Ibis),  ( I .  2 bis) et en outre a 

(x. 9) t~' + ku(k) ~L.  p~ pour tout entier k. 

Dgmonstration. ~ Soit f d6finie sur R par  

f ( . )  = v(e') ,  

v satisfaisant aux analogues  de (1 . i  b/s) et ( I . 2  b/s) et a=v(i)(o). Alors 

( )x = Iogt = r~icrkt ~ , Crk =- constantes  

et d 'apr~s la proposi t ion I .  I on  en d~duit  que 

(x .xo )  e-i~f(J)(x)-+c#v(i)(o), dans A o + A 1 ,  x - + - - o o ;  

f+: si alors l 'on remplace  f par  f ' o ,  P ~ ,  e-JXp(x)dx= i, on voit que 

e - i ' ( f ,  p)(i)(x) -+cffv(i)(o), dans  A o + A I ,  x - + - -  oo. 

D'apr~s ( i .  Ibis),  on a : e~'~f~LP~ donc  

e*.*(f,  p)(k)eL"(io)  

quel que soit k et donc  si u est d6finie pa r  

u(t) = ( f*  p)(log t) 

o n  a : 

u(il(o)=a et t~'+ku(k)~L.P'(Ao) 

quel que soit k, d 'oh  le l emme.  
Lemme ( x . 2 ) . -  On suppose que (I-4)  a lieu et que I - - + % + j > o .  Soit u satisfaisant 

Po ?t ( I . I  bis), ( I .2  bis), et ( I . 9 ) .  Alors 

(x.xx) u(~ ) (o )=Y fo t ' - i u ( ' ) ( t )~ ,  V = ( - - I ) " ~ - J / ( m - - j - - I ) !  

Dgmonstration. - -  L'int6grale  du  deuxi~me m e m b r e  de ( I .  1 I) converge,  h l 'origine 
I 

gr~tce ~ ( I . 2  b/s), et  ~t l ' infini gr~tce ~t (i .9),  p o u r  k = m  et - - - + - % + j > o .  O n  a : 
Po 

f :  t'~-i-lu(m)( t )d t= lim~_~0j~| 

limg~_~0t tin-i-lu("-1),(t]j,~l ~176 - -  f :  (m - - j - - 1  ) t m - J - 2 u  (m- 1) ( t )  d /} .  

Or  u("-l)(r d'ofl, ][ [[ d~signant  la no rme  dans  A 0 + A  1 : 

41 
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Gr~tce ~ ( i . 4 ) ,  on en d~duit  que 

d , -  J-~u(m--l)(~) ~ O  

Ensuite, 

dans A o + A  1 lorsque ~ o .  

u(--,,(,)_,,(.-,,(s)= = Lo . 

utilisant l'inOgalit6 de H61der et ( I .9)  pour  k-----m, on en dOduit (comme par  

hypoth~se ~q0+j>o,  de sorte que ~ 0 + m > I )  que u(m-1)(t) converge dans A 0 + A  1 
t~.+m-l,,(m-1)eLp,( A lorsque t ~ o o .  Mais comme, d'aprSs ( i . 9 )  pour  k = m - - I ,  - ,~ oJ, 

il en rfsulte que u(m-1)(t)~o lorsque t~oo .  Alors 

= - 

d'o5 en utilisant HOlder et (1.9) pour k = m  : 

]] U(m- 1)(/) ][A,__ ~ C t  - m -  (~0 + a') + 1, C = constante, 

de sorte que gr~tce k --I + a 0 - } - j > o  , tm-i-lu("-x)(t)-->o dans A o lorsque t - - > + ~ .  Par  
P0 consequent 

Distinguons deux cas : 
I 

l ~ c a s  : - + ~ 1 < I .  
Pl 

Alors u(m--2)(r converge dans A0-I-A 1 lorsque ~-+o. Par  ailleurs, pour  le 

compor tement  ~ l'infini, ce qui a fit6 dit pr~cSdemment est valable en rempla~ant  m 

par  m - - I ;  donc 
tm-i-~u(m-2)(t) [~o : __r162 ) 

et ceci converge vers o ou - -  u(r~ - Z) (O) selon que m - - j - - 2 > o  ou = o .  

Dans le Ier cas, on obtient 

dans le deuxi&me, : ( m - - j - -  I)u(m-2)(o). 
I 2 e cas : - - + a x > 1 .  Alors de ( i . i u )  et d 'une  inSgalit5 de Hardy-Li t t lewood-  

Pl 
Polya (d'aiUeurs immedia te  en posant  x : log t) r~sulte que tn'-tu(m-t)(t) eL,P'(AI) et 

par  cons~quent dans ( I .  I3) (au facteur - -  (m- - j - -  i) prSs) on est ramen6 au problSme 

prOc6dent, avec m remplac6 par  (m--x) .  

Conclusion : on arrive ainsi jusqu 'h  

f :  tm-i-lu(m)(t)dt : ( - - I ) m - i - ' l ( m - - j - - I ) !  f :  u(~+l'(t)dt; 

mais u(i)(t)-+o dans A 0 + A  1 lorsque t-+oc, donc on obtient ( I . I I ) .  
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2. I D E N T I T ~  DES ESPACES DE TRACES ET DE M O Y E N N E S  

2.x. On va maintenant d6montrer le r6sultat suivant : 
TMor~me (2.  x ). - -  On suppose que 

I 
(2 . , )  po + ~o +J> o, 

I 
(2 .2 )  Pl -{- ~X1 + j < m .  

I 
Alors, sauf  peut-gtre si - - + ~ o ~ O , - - I , - - 2 ,  . . . ,  on a : 

P. 
I + 0% + j ,  A o I (2 .3 )  T?(p0, ~o, Ao ; Px, ~1, A1)= S(po, Po ; P l , ~  -~- 0tl +j--m, A1) , 

avec des normes dquivalentes. 

Ddmonstration. - -  i) Soit aeT~(po, ~o, Ao ; Pl, ~1, A1)- Alors d'apr~s le lemme ~. 2, 
on peut repr&enter a sous la forme 

u "t" dt 

off 

(~'-4) u (t) = y t m - i u  (m) (t), 

avec u satisfaisant A (I.  I bis), ( I .2  bis) et  ( i . 9 ) .  Donc, en particulier, 

(2.5) ~'+J ~ '  t u, eL,  (Ao), I ~O=~o+"O, 

(2.6) t~ '+i -mu.eLV' (A~) ,  ~ l = ~ + ~ a ,  

donc aES(Po, ! + I + "o +J ,  Ao ; PI, + j - - m ,  Ax) = S, d'apr~s la remarque I.  I, cha- 
pitre Ier. Po Pl 1 

On a donc toujours l'inclusion TCS dans (2.3) (l'inclusion topologique r&ultant 
facilement des consid6rations pr&6dentes). 

2) Soit r6ciproquement a~S. Alors on peut repr&enter a sous la forme 

avec u. satisfaisant k (2.5), (2.6). 
On introduit 

uk(t) = c  f ;  ( ~ - - t ) r n - k - 1 6 i - m u . ( ~ ) d ~  

k=o, I~ 2~ ...~.]--I~ 

6 = ( _ _ i ) ] _  k I 
(m--k--I)... (rn--j)" 
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Alors 

est donc le produi t  de composition (sur R*) de ti-ku. 

f . , _ k = ( I - - t )  m-k-1 

Alors on a : 

(2 .7 )  t~,. +kUk~ L.p. (A0) 

si t*'+kfm_~L1 * i.e. si 

(2.8) -%>--k. 

On int rodui t  ensure  u par  

avec la fonction 

si t <  I, 

(2.9) 
I U ~ - U  0 

. Ct ( t - - ~ Y ) k - - I  , , .  
t u(t) = Jo ( ~ _ ~  . a ~  

On a, lorsque k ~ I  : 

I f : ( t - - l ) k - - l ( ~ k U k ( ( ~ )  d(~_ u(t) (k- ~ ) !  ~ ' 

ce qui est le produi t  de composition (sur R*) de aku k avec gk, d6finie par  

( t - -  I )  k - t  
gk(t) = O si t <  I, si t >  I. 

(k--~)! 

Alors, tenant  compte de (2.7) 

(2. Io) t~~ ~ L, v~ (Ao) 

toujours si k = o ,  et lorsque k~_ i, si t*ogk~Ll., 

(2 .x I )  ~ o < - - k +  I. 

donc si 

Ensuite, en posant  D = d/dt 

et donc 

(2.,2) 

D~u = D~- ~(Dku) =D~-ku~ _ - (-- 1)~-%(m--k-- : ) l t i -~u , ( t )  

= o  si t > i .  

si k = o .  

si k >  i ,  

t~D"uELPd(A1). 

Enfin 

= D~-k(Dku) = c ( - - I ) J - k ( m - - k  - I ) . . .  (m- - j ) f 7  (a--t)m-i-taJ-mu,(~)d~ D~u 

donc 

(2. xa) 
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Cela montre que, sauf peut-~tre pour ~%=o, i, . . . , - -( j --I) ,  la fonction u 
satisfait ~t (2. ~o), (2. ~ )  et (~. ~3), donc que a~T~i(po,  ~0, A0; Pl, ~1, A1). 

Ceci ach~ve la d6monstration du th6or~me (1). 

~. ~. Quelques  cons6quences .  

Partons de (2.3) et appliquons le th6or~me 5.2, chapitre Ier; on a : 

S I I "t]~ -{-J A0 ; P l ,  ~ + J - -  m A1 ) 
(Po, ~ o + % + J ,  Ao; Px, p l + a a + j - - m ,  Aa) =S(po,  ~o +ha + m' ~qo--~qx + m '  

(off, rappelons-le, v l~=~+ei ) ;  mais d'iipr& Ie th6or~me 2. I, 

S(po, ~o + J  , Ao ; px, ~1 + J - - m ,  A~) = To~(po, ~o, Ao ; p~, ~i, A1) 
~o--aql+m ~o- -~x+m 

off 

(2. z4) i +~3o = i ~o+J - -  -~- ~1 ~- ~- ~]O, I [ .  
P0 ~ ~q0-- ~qx + m 

Conform6ment k la convention (I .8) on obtient donc le 
Thdor~me (~,.~,). ~ On suppose que (2.I) et (2 .2 )  ont lieu. Alors, on a : 

(~'. x5) T~'(P0, 0Co, A0 ; Pl, 0q, A1)= T(p0, ~0, Ao ; Pl, ~31, A1) 

oft les ~i satisfont d (2.  I4) , avec des normes dquivalentes. 
Ce thdor~me r6duit donc l'6tude des T~ ~ ~t celle des T. On donne au num6ro 

suivant quelques propridtds de T, cons6quences imm6diates des propri6t6s correspondantes 
des espaces de moyennes. 

(3.I) 

ot't 

3. QUELQUES PROPRI]~T]~S DES ESPACES T(pt, %, Ao; Pl, ut, A1) 

On peut supposer que o < I  + ~ <  I. 
P~ 

Thdorkme (3.x) ( S y m 6 t r i e ) . -  On a 

T(po, ~o, Ao ; Pl, ~1, A1) = T (P l , • ,  A1 ; Po,~o, Ao) 

~galement lorsque Po + c% = o, - -  x, . . . ,  

P l  -{- 0~1= I Pl-~-0~I) '  L + ~ 0 =  I - - ( L - ~ - 0 ~ 0 ) .  

Ddmonstration. - -  En effet d'aprbs le th6or6me 2. I 
I 

T(Po, %, Ao ;Pl, ~1, A,) = S(Po, to, Ao ;P~, 41, A1), ~O=Fo +o%, ~ z : ~  + oq-- i .  

(1) (Note ajout~e A la correction des 6preuves.) Par une m~thode diff~rente, M. P. Grisvard a d~montr6 (~. 3) 
i - - ( j - - I )  (travail A paraitre dans Math. Scand.). 
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Mais (th6or~me 5. i, chap. Ier), S(Po, t0, Ao;pl ,  ~1, A1) -~-S(Pl, 41, A1, Po, ~o, A1) et par 
le thdor~me 5.2, chapitre Ier, = S ( P l , - - ~ I ,  A1; Po,--~0,  A0) d'oh le thdorame, en 
utilisant encore une fois le thdor6me 2. i. 

De la mdme faw : 
Thdor~me (3.2) (Homog6n6itd). - -  Soit X>o. On a 

(3 .~') T(po, %, Ao; Pl, oh, Ax) = T(Po, ~"o, Ao; Pl,~'~, A1) 

o~ 

L+ 0=xcL+so/, 
i _ 

P l  -}- 0r - -  I Pl 

Enfin, en utilisant le th~or~me de dualit6 du chapitre I I I ,  on a l e  : 
Thdorkme (3.3) (Dualitfi). - -  Sous les hypotheses du tMorkme 3 . I ,  chapitre I I I ,  

on peut identifier le dual de T(Po, so, Ao; Pl, sl, A1) ~ Y(p~, - - s l ,  A~; Po, --So, A;). 
Eneffet T(Po, so, Ao;Pl, sl, A1) =S(po,  to, Ao;Pl, ~1, A1) de dual 

S(p;, --41, A'I; P0, --~o, A~) 

d'o~ le r6sultat. 
Les r6sultats pr6c6dents ont dtd d6montr6s directement (i.e. sans utilisation de la 

notion d'espace de moyenne) dans Lions [19] [22]. 
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C H A P I T R E  VII  

E X E M P L E S  

w x. LE CAS DES ESPACES L p 

I .  LE TH]~OR]~ME DE M. RIESZ 

x.x. Soit X un espace localement compact, ~ une mesure positive sur X et 
soit L P ( I < p < o e )  les espaces de Lebesgue pour cette mesure, et LP(F) les m~mes 
espaces ~ valeurs dans un espace de Banach F. 

Soit {A0, A1, d }  un triplet avec les propri6t6s habituelles. On va montrer le 
TMorkme ( i . �9 ) .  - -  On a 

( i .  x ) S(Po, to, Lpo(Ao) ; Pl, ~1, LV'(A1)) = LP( S (Po, to, Ao ; Pl, 41, A1)) 

o~ 

( I . 2 )  Pl - -  I - - 0  ~_~l ' p 0  0 =  t0--~0 ,4l 

avec des normes dquivalentes. 

Ddmonstration. - -  Pour simplifier l'6criture on pose : 

S(Po, to, Ao ; Pz, ~z, Ax) = S, 

S (Po, to, LpO(Ao) ; Pl, 41, L',  (A1)) = o?/. 

off 

I) Soit ae~/. Alors 
+co 

a = Z u .  
- - o o  

(e,,~ou / s /p~  A ~ {e"~*u,}elV,(LP,(A1)) [ nJ k \ 0 ] ) ,  

Alors, pour presque tout x~X, d'apr~s la remarque I. z (chap. II) : 

+oo 1 - - 0  +oo 0 

Ila(x) lls_<C(Y, lie u.(x)IIX:) .o (_ oZ ", 

4/ 
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les c d6signant ici et dans la suite des constantes diverses. Par  cons6quent, d'apr~s 

l'in6galit6 de H61der et (i .2), on  en d6duit  : 

+ ao (1 - O)p + oo op 

j 'x l la(x)l l~,#<(x) <c,f•  ( x I1 r % ( x ) l l ~ : . )  " 

<c~( ~ fx I1 r176 --o0 

d'ofl aeLP(S) et 

( Y~ l l r% , , ( x ) l l ~ t ) , , dKx )  
- - oo  

(1- o)v +oo 

~0 ( x fxll~"%.(x)ll~,,a~<(x))~ 
- -  w )  

II~lk,<~><_cll~ll~. 

presque tout  

C x .3 )  

off 

2) R~ciproquement ,  soit a une fonction simple ~t valeurs dans S. Donc a = Xa~+,, 

somme finie, a ~ S ,  +, fonction caract6ristique d ' u n  ensemble mesurable. Alors, pour 

x~X,  on peut  6crire : 
+ ~  

a(x) = Z w.(x) 
--oo 

fe'~'*w,,(x)}elP*(Ao), {en~'w,(x)}dP'(A1), 
et off 

(x .4) Ila(x)lls> c max (ll,"~'w,(x)lhp.(A:). II e"~' w.(x)II~,.(A.~). 

(II suffit de repr6senter chaque a, par  une somme convenable d'616ments de A0nAi) .  

On  dff ini t  alors X par  

po(I - -  ;t~o) ----p. 

Vu ( I .2 ) ,  on a alors 

On dff ini t  ensuite u,(x) par  

( I ,  5 )  Un(X) = Wn+ IX log]]a(x)]is] 

(off [Z] = partie enti6re de Z); la fonction u. est mesurable. On  a : 

+co +oo 

II r~ . , , . (x )  I I~'. = Z II e'~" w.(x)11~;~-c~, logll <,(~)ll~]~~ < c I I <,(x) I I~'~- ~< (lodl.(=)ll~)~.l,. 
- - ~  - - oo  

< ~ II <,(x)I1~ ' -  ~''~" = ~ It a(x)lt~ 

(d'apr~s le choix de k). Donc 

et de la m~me mani~re, 

{e"~ou~}e/P~ 

{ e"r A1) ). 

Alors II a ] l ~  r II a Ibis) ce qui ach~ve la d6monstraf ion du  th6or~me, les fonctions 

simples &ant  denses dans LP(S). 
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Corollaire ( I . I ) .  - -  On a : 

S(Po, ~o, LV'; P~, ~ ,  LP')= LV 
o~z p e s t  donnd par (I .~). 

I I - - 0 _ +  0 I 
(~. 7 ) P Po PI' q 

Alors ~ est un op(rateur lingaire continu de 

Lq(S(qo, 0, Ao ; ql, 0 - - I ,  A1)). 

x.  '-. Appl icat ion.  

Thgor~me (i.e)). - -  On donne deux triplets {Ao, Ax, ~} ,{Bo,  Ba, ~}. Soientp, q donn~s, 
i = o ,  I, I<p~,  qi<oo, avec 

(x .6)  Po<__qo, Pl~qs" 

Soit ~ un opr lindaire continue de LV~(A~) dans Lq~(B~), i = o, ~. Soient p e t  q avec 

I - - O  0 
+ - ,  o < 0 < ~ .  

qo q~ 

LP(S(po,0, A o ; p t ,  0 - - i ,  Ax) ) dans 

Ddmonstration. - -  D'apr~s le thfior~me 3. I, chapitre I er, 7: est un op6rateur lindaire 

confinu de S(Po, 0, LV~ ; Pl, 0 - -  I, LPx(A1)) dans S(Po, 0, Lq'(A0) ; p~, 0 - -  I, Lq'(A1)). 
Mais d'apr~s le th6or~me I. t, le premier espace coincide avec L p(S (Po, 0, Ao; Pa, 0 - -  i, Aa)). 
Par ailleurs, d'apr~s le th~or~me 5.3, chapitre Ier, et grace ~t (i .6), le deuxi~me espace 
est contenu dans S(q0, 0, Lq~ ql, 0 - - I ,  gql(A1)) qui, d'apr~s le thfior~me i .~,  
coincide avec Lq(S(qo, 0, A0; ql, O - - I ,  A1)), d'ofl le th~or~me. 

Remarque ( I .  I ) .  - -  Thdorkme de M.  Riesz [I]. 
Si l 'on prend A o = A 1 = B 0 = B 1 = C, le th6or~me i .  2 redonne le thfior~me de 

M. Riesz : si r: est lin6aire continu de L pi dans Lq~, i-----o, I, (norme ~ ) ,  alors r: est 

lin~aire continu de L p dans L q. 
L'infigalitd de convexit~ (3. ~), th~or~me 3. i, chapitre I er, montre que la norme 

de ~ dans Af(LV; L q) est <C~o~-~ ~ c=cons tan te  (parce que l'on a montr6 que 
S(Po, ~0, LP~ Pl, ~1, LW) = L p  avec des normes gquivalentes). On sait (M. Riesz [33]) 
que l 'on peut prendre c =  i ;  cela peut 6galement se d6montrer par la m6thode des 
traces (cf. Lions [18]); vu l'identit6 des espaces de traces et de moyenne, la m~thode 
de Lions [18] pourrait  6videmment s 'adapter ici de fa~on ~ fournir la constante c = ~. 
(La d6monstration donn~e ci-dessus n'est, au fond, qu'une variante de celle de Lions [18].) 

2. LE THf ' .OR~ME DE MARCINKIEWICZ 

2.x. Pour fixer les id6es on va se borner au cas scalaire, l'extension au cas 

vectoriel 6tant immfdiate.  
Comme au numfro  prfic6dent, soit X un espace localement compact, ~z une mesure 

positive sur X. D6signons par M ~ ( o < 0 <  I) l'espace, introduit par G. G. Lorentz [25], 
des fonctions a, rnesurables pour la mesure ~z et telles que 

(2. x ) fE l a I <__ 
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pour  tout  E mesurable,  C &ant  une  constante convenable  (d6pendant  de a);  c'est un 
espace de Banach  pour  la norme 

(2.-,) I1 all~0 = i n f  C = s u p  ~ 

TMor~me (2.  x ). - -  On a 

(2.3) S(oo, ~o, L"; o% ~1, L'1) = M ~  

o~ 

(2.~) (r = I - -  I / p ,  

p /tant donnd par ( I . 2 ) .  

D/monstration. ~ En utilisant le cor. I .  I, on voit que L& est de classe ~/'oi(L 1, L ~) 
off a i =  x -  I[p~, i = o ,  I. Donc,  en utilisant le th6or~me de r6it6ration, chapi t re  IV, 
on se ram~ne au cas p0 = i , p ~ = o o .  (On notera  que (~.4) devient  e = ( ~ - - 0 ) % + 0 ~ . )  
II s'agit donc de d6montrer  que 

S(~o, ~o, L~; ~ ,  ~ ,  L~176 M~ (2.s) 

off 

(2.6) O-- ~o 

I) Soit aeS(oo, ~0, L1; 0% ~1, L~) �9 Alors 

a = Vo(X) + v (x) 

off eZ~'voeL~(L1); g~'vx~L~(L~).  O n  obtient  

d'ofl, en faisant un  choix convenable  de x, 

ou encore, en faisant varier v o et vx, 

fE I a l d~_< c II a Ilsc~, ~.,L,; ~, ~,,,~)(~(E)) ~ 

e t  

Donc 

2) Soit a e M  ~ Alors 

~0 

a e M  ~ 

fE l a [d~z~ C(~x(E))0, 
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C 6tant une constante convenable. Soit E l'ensemble off 
Posons 

Alors on a 

off 

( ~ . 7 )  

O r  : 

d'ofi 

Donc (~-7) donne 

( ~ . 8 )  

Done 

et 

l a ,  x ~ E  

Vo(X)= o, xeCE' 

l o, x~E 
va(x) = a, xeCE"  

a=vo(x)+vdx) 

l a l ~ C t ,  avec t = e - ~ , .  

!Ivo(x)llv~ C(~(E))"; IlVo(X)l[wo~ct. 

I I ~o(X) II~, > ~ (E).  c t  

1 

~(v~) < t  ~ -~  . 

(t = ~ - ~ ' )  

[[Vo(X)l]v<Ce-=~'; [[Vl(X)ll~<=Ce -=~'. 

aeS(o% t0, L1; 0% 41, L| 

Remarque ( 2 .  x ). - -  On peut utiliser cette m6thode, convenablement gfnfralisde, 

pour dfterminer  S(P0, t0, L1; Px, 41, L~) dans leeas gfn6ral Po+ 0% pl~e oo; on obtient 
d'autres espaces introduits par G. G. Lorentz [25], cf. Calder6n [4]- Cf. aussi Peetre [3 I] 
off on donne un proe6d6 g6n6ral pour ddterminer les espaees de moyennes dans des 
cas ~ concrets ~; on y retrouve comme cas partieulier les r6sultats de Calder6n. 

2 . 2 .  A p p l i c a t i o n .  

Thdor~me (2.a) .  - -  Soient p~, q~ donn~s, i = o ,  i, i <=p~, q~<=oo, avec (I .6). Soit ~ un 
opgrateur lindaire continu de LPi dans M"q oi~ % =  I - - I / q i ,  i = o ,  I. Soient p e t  q avec (x-7)- 
Alors rc est un op&ateur lindaire continu de L p dans L q. 

De'monstration. - -  On notera que L pi est de classe o~f'~(L 1, L ~~ off ~ = I - -  I]pi 
et que M~ est de elasse ~C@L 1, L~). Donc d'apr~s les th~or~mes 3. I et 2.3, chapitre IV, 

est un opfirateur lin6aire continu de S (P0, t0, Lv'; Pl, ~1, LP') dans S (P0, t0, Lq~ Pl, ~1, Lq') �9 
Alors, d'apr~s le cor. I. I, le premier espace coincide avec L pet,  d'apr~s le th~or~me 5-3, 

chapitre Ier, le deuxi~me espace est eontenu dans S(qo, ~0, Lq'; ql, ~1, U~) qul, d'apr~s 
le cor. i .  I, coincide avee Lq, d'ofi le th6or~me. 
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Remarque (2.2). - -  TMorkme de Marcinkiewicz [26]. On peut ddmontrer que (2. I) 
6quivaut ~t 

(2 .9)  t( /lal >_td~),- o ~ C 

pour tout t>o, C dtant une constante convenable (dEpendant de a). Done on retrouve 
le thdorSme de Marcinkiewicz (cf. aussi Krein-Semenov [~5], CalderSn [4]) : Si 7: est un 
opdrateur lindaire tel que 

alors ,-: est lindaire continu de L v dans Lq (de norme ~). On a aussi l'in6galitd ~ ~ ego 1- o -*0 
ce qui r6sulte aussit6t de l'in6galit5 de convexit6 (3.6), thforSme 3 . I ,  chapitre IV. 

w 2. LE CAS DES SEMI-GROUPES 

I ,  RAPPELS SUR LES SEMI-GROUPES 

x.x. Dans un espace de Banach E, on consid6re un semi-groupe t-~G(t) bornd 

et continu; done : 

G(t) e~gq(E; E), I[ G(t)lls=(E, E)--I[ G(t)[l_< M<oo, t > o ;  

t-+G(t)a est continue de t > o - + E ,  pour tout acE;  G ( o ) a = a  done G ( o ) = I .  

On  ddsigne par A le gdndrateur infinitesimal de G(t) et par D(A) son domaine. Plus 
gfnfralement,  D(A "~) ddsigne pour m entier > i ,  l'espace des 
AaeD(A),  . . . , A m - l a ~ D ( A ) ;  muni de la norme du graphe : 

m 

X IIAJall ;=0 

aeD(A) tels que 

(off I[ [I d6signe la norme dans E), D(A '~) est un espace de Banach. 
Notre premier objet est de d6terminer explicitement k partir de G(t) les espaees 

de moyenne entre D(A m) et E. 
i .  2. Soit S une distribution (scalaire) ~ support compact contenu dam t~o .  On se 

propose de ddfinir ici, selon L. Schwartz [36], l'opdrateur non borne G(S). 
Tout  d'abord, si ? est une fonction continue dans t > o  (plus gfnfralement  une 

mesure), k support compact (ou k dfcroissance convenable k l'infini) on pose : 

G(q~) = / o  G(t)?(t)dte~iP(E; E). 

Si + est une deuxi~me fonction de mfime nature, alors 

G(?,+) = G(~)G(+). 

Ceci posd, on appelle suite rggularisante toute suite p~ de fonctions ayant les 

propridtfis suivantes : 
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,% est 
v-+oo : 

ind6finiment difffrentiable ~t support contenu dans [o, r ~-+o  lorsque 

o, p,(t)dt= fo 
Alors S,p~ est une fonction ind~finiment diff~rentiable ~ support compact (dans t > o ) ,  
de sorte que G(S,p~) a un sens. 

DFfinition (x. x ). - -  Un  6t6ment a de E sera dit dans le domaine de G(S) (en bref : 
aeD(G(S)))  si, ,% ~tant une suite r6gularisante, G(S,p~)a converge dans E. 

Cette condition est indFpendante de ehoix de la suite r6gularisante. La limite (~ga- 
lement ind6pendante de la suite r6gularisante) est d6sign6e par G(S)a. 

Le domaine D(G(S)) est dense dans E et l 'op6rateur G(S) est fermL 

Si 8' d6signe la d~riv6e de 8 (masse x au point o), on v~rifie que 

A = G ( - - 3 ' )  (1[.2) 

et plus g6nfiralement 

(x 3 )  Am = O((_,)-,3(m)), d'a. 
dt m 

x .  3- L e m m e s .  

Lemme (x. x ). - -  Soit g~ une suite de mesures ~ support compact dans t > o, telle que 

( I .  4) g,-+8 (") lorsque ~ -+o, 

la convergence ayant lieu dans l'espace o ~' des distributions ~ support compact. Soit acE  tel que 

(1.5) G(g~)a converge dans E lorsque ~-+o. 

Alors a~D(A m) et 
G(g,)a-+ (--  I)~Ama. 

DFmonstration. - -  Soit ~, une suite r~gularisante. On a : 

(I .  6) G(g** p,,)a = G(p,,)G(g,) a 

et par hypoth~se, G(g~)a-+b dans E (~-+o). Par ailleurs de (I .4)  r~sulte que 
g~,p~-+8("),p~ uniformfiment et avec les supports dans un compact fixe. Done 

G(g~,~)a  ~ G(3(~)*~)a lorsque ~-+o, 

et (x.6) donne ~t la limite (pour ~-+o) : 

(I .  7) G(8(m), p~)a = G(9~) b. 

Mais G(~)b-+b lorsque v-+~,  de sorte que G(3(~')*p~)a converge dans E, donc (par 

ddfinition) aeD(8 (m)) et b = l i m  G(3<"/*p~)a=G(8("))a. 

D'ofi le r6sultat d'apr6s ( I .3) .  
Lemme (x.2).  ~ Soit ~ un entier ?> I donnL Soit ~ un entier quelconque tel que 

(1.8) ~ - ~ -  I. 
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On pose : 

( I . 9 )  K ~ , ~ = f [ t - ~ - i ( x - - e - ' ) ~ d t .  

Soit a eE  un dlgment tel que 

( , .xo)  f ; t - ~ - ~ ( I - - G ( t ) ) ~ . a d t  

Alors aeD(A ~) et 

(z x , )  l i m I - ~ ( = t - ~ - l ( I - - G ( t ) ) %  d t =  ( - -A)%.  
�9 �9 o K ~ , ~ J ~  " 

Dgmonstration. ~ i) Comme on le vdrifie sans peine 

( I - -  G(t))~ = i~1  ( -  I) ~(~) (G(jt) - - I )  

de sorte que 

peut s'dcrire : 

c a r  

Done : 

off 

(x. xS) 

o~ 

converge clans E lorsque r 

lz  

tx 
= j Iz "o: oo 

= ~ l ( - -  I) (~)3 fi* t - ~ - l ( G ( t ) a - - a ) d t  

lz 

= Z ( - -  1)i(~)j ~ (~'~t - ~ - I  (G(t)a--a)dt  
i = 1 / Ji~ 

( ~] (--  i)j(~)j~ ) [~o t_~_l(G(t)a__a)dt  = o. 
i = 1 Jtzr 

x,  = G(A)~ 

Iz 

tt - ~ - I  si 
t -  ~ - 1 I~ = ( o ailleurs. 

2) On va maintenant v~rifier que 

f~ ---k~8 (~) dans d ~ 

j ~ <  t <  ~.r 

---~ O~ 

k~,- (~  I)~ 
e! i=l ( - I )J j ' (7) log (pt/j). 

(x. x4) 

off 

(~.~5) 
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Soit en effet 9 un 616ment de l'espace ~ des fonctions inddfiniment diff6rentiables. On a : 

= i ]~; . (W) ( /%tr q~(g)(O) <f~--k~,a~ (~), q~> E (--1)~(~)j~'.~t-~-~[9(t)--9(o)]dt--j~ (-- ,,, ~ j~,~dt) ~! -- 
= i 0;* = 

E (__ i)~(~)j~f~]t-~-l[9(t ) --9(0)--~-.t 9(~)(o)]dt 
i = 1  

Mais 
tz 

Y~ ( - - 1 ) i ( ~ ) j ' f ~ : t - = - a f d t = o  
/=l Ji 

pour k = I , 2 , . . . , ~ - - I ;  donc 

t a 
< f , - - k ~ , 3  c'), 9 >  = E ( - -  I)i(~.)i ~ (~"t -~'-1 [q~( t ) - -9(0) -  @ ' ( o ) - - . . .  ~.. 9(')(o)]/t i=t J x~Ja Jie 

et ceci tend v e r s o  lorsque r D'o~ (I .  14). 
3) D'apr~s le lemme I.  I il en r&ulte que la convergence de (I .  IO) implique que 

a~D(A~). En outre (d'apr& le lemme I. i) 

k f ~ 1 7 6  -+ (--A)~a. 
[~0t J ~ 

Ceci vaut quel que soit le semi-groupe G(t). Si donc l 'on prend le semi-groupe de 
multiplication par e - t  sur E = C  (corps des complexes), it vient (avec a =  I) : 

x f~t_=_a(x__e_t)~,dt=_ I, 
k t ~ .  0 

d'od k~,a=K~, ce qui ach~ve la d~monstration du lemme. 

2. ESPACES DE MOYENNE ENTRE D(A m) ET E (I) 

Th/or~me (2. �9 ~ On suppose que G(t) est un semi-groupe bornL Les deux conditions 

suivantes sont /quivalentes : 

( 2 . � 9  a~S(p,  O, D(A m); p, 0 - - I ,  E), o < 0 < I ;  I < p < ~ ;  

(2 .2)  a c E  et t - ( t - ~  

En outre, la norme 

II a]] + ( f :  t - ( l - ~  [ ] ( G ( t ) -  I)"  a I1"~) 1/' 

(modification habituelle si p - - + o o ) ,  est 6quivalente ~t la norme sur S. 
Dgmonstration. - -  i) Si l 'on remplace G(t) par G(t)e -*t, k>o ,  on remplace A 

par A+kI,  opdrateur de m~me domaine. De m~me 

D(A' )  = D((A + kI) ' ) .  
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O n  peut  done se r amene r  au cas : 

( 2 . 3 )  I[a(t) l[ < Me -kt , k > o ,  

sans changer  D(Am), done sans changer  S(p, 0, D(Am);p,  0 - - i ,  E). Par  ailleurs, la 
deuxi~me condit ion (2.2) dquivaut 

(2 .4)  t - ( 1 - ~  I ;  E) 

ear  l 'on a toujours (G(t) 6tant born6) : 

t - ( t -  ~  I )~a~L ' (~ ,  oo; E). 

La condit ion (2.4) ne change  pas si l 'on remplace  G(t) par  G(t)e-kq Done on peut 
6galement  se r a me ne r  h (2.3) sans changer  l 'espace des a satisfaisant ~ (2.2).  

O n  suppose done dfsormais que (2.3) a lieu. 
Mais si sur E l 'on introdui t  alors la nouvelle norme  

tfI~1It = s u p  i iG(t)el l  
t>__0 

(qui est dquivalente ~t []e[[ car I le l l_<l l le l l l_<Mllel [ ) ,  on  a 

i i [G( t ) l l l (=su  p ]]]C(t)e[][) < I. 
lllelll 

Comme un changemen t  de norme  (par une norme  6quivalente l) n 'affecte pas 
l 'espace S ni l 'espace des a satisfaisant ~ (2.2),  on peut  done supposer que G(t) a une 
norme  _<< I, et quit te h le remplacer  encore une lois par  G(t)e -k'*, k l>o ,  on se ramkne 

en f i n  de compte au cas : 

< e -k* (" .  s )  llG(t)l - -  , 

(2.6) 

k > o .  

I1 en r6sulte en part iculier  que 

I - - G ( t )  est inversible pour  t > o .  

2) Se pla~ant dfsormais dans l 'hypoth~se (2.5),  on va mont re r  l '6quivalence 

~t valeurs dans D(Am), telle 

a =  f ; u . ( t )  dt int6grale eonvergente  dans E, 
t '  

et 

t ~ ( I - -  G(t)) -'~ Amu.(t) eL,P(E). 

3) D~monstration de (2. i) ~ (2 .2 ) .  
O n  sait (chap. Ier, th for~me 5.2)  que 

S(p, 0, D(Am) ; p, 0 - -  i, E) = S(p, 0m, D(Am) ; p, (0 - -  I)m, E). 

de (2. i) avec (2.2) et avec 

il existe une fonction u,, 

(2.7) 

que 
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Si alors a ~ S (p, 0, D (A") ; p, 0 - -  I, E), il existe (Remarque  I.  4, chap. Ier) v 0 et v t avec 

i t~ L,P(D(Am)), t(~ 

a = Vo(t) + v*~(t) p . p .  

Notons que l](I--G(t))"e]l~t"[]A"e]], si esD(i"*) ,  de sorte que 

l] (I - -  G(t))mV*o(t)][ < t"[] A'~v0(t) ] 1. 

Comme  [ l ( I - - G ( t ) ) " ] ] ~ 2  m, on a done : 

[l(I--G(t))mall<tm[]A'%(t)ll + 2m[Iv~(/)ll 

d'ofl r~sulte, grace ~t (2.8),  que (2.2) a lieu. 
4) Ddmonstration de (2.7) ~ (2. I). 
Soit u, satisfaisant ~ (2.7)- O n  va v~rifier que 

(2 .9)  tomu,6L.P(D(Am)), t(~ sL.P(E) 

ce qui d6montre  que (2. i) a lieu. 
Or  

A'~u,(t) = ( I - -  G( t ) )"  ( I - -  G(t))-mAmu,(t) 

d'ofi la premiSre condit ion (2.9),  d'aprSs (2.7),  puisque 

u,(t) = (I--G(t) )m (I--G(t) )-mu,(t), 
donc 

I[u,(t) l] < t'~ll(I--C(t) )-'~Amu,(t)[I 

d'ofl la deuxiSme condit ion (2.9).  
5) Ddmonstration de (2.2) =~ (2.7)- 
Soit a donn~e avec (2.2).  Posons 

(2. IO) u.(t) = ct--m(I-- G(t))z" h - " a  

off 
c = ( - -  I)"/K~m,,~ 

Alors t~176 

ni t re  condit ion de (2.7) et done ~ (2.9).  Done l ' int6grale 
Done 

[l(I--G(t))m[]<2 '~. Puis 

(notations du lemme 1.2). 

donc u satisfait ~ la der- 

foU,(t)~ converge dans E. 

fo  u.(t) dt= lim f~ u.(t) d t= l im cf*~ 
t ~-~o t ~-~o ao 

O n  applique le l emme i .  2 avec ~ = m, ~x----- 2m, a remplacfi par  A-"a.  D'apr$s ( I .  I I) 

et le choix de c : 

dt = Am(A_ma ) = a, 

ee qui ach~ve la ddmonstra t ion du thdorame. 
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3. ESPACES DE MOYENNE ENTRE D(A") ET E (II) 

3-x. Commen~ons par le 
TMorkme (3.x). - -  Soit ~ un entier avec o < e < m .  

9U0(D(A~), E), o~ 0 est donnd par 

( 3 " )  (, --0)m = 0~. 

donc 

Alors D(A ~) est de la dasse 

Ddmonstration.-  I) Soit a~D(A~). Alors 

t -  ~'(I-- G(t))'~ a = t -  ~'(I-- G(t)) r ( I - -  G(t)) m- ~a 

1[ t -  ~ ( I - -  G(t))'~a I I ~ constante 

donc, d'apr~s le tMor~me 2. I, a~S(oo, 0, D(A m) ; 0% 0- -  I, E) ; donc 

(3.2) D(A ~) cS(oo, 0, D(A"); o o, 0 - - t ,  E). 

2) Soit a~S( i ,0 ,  D(Am); 1 , 0 - - I ,  E). Alors t-( l-~ et par 
consgquent l'intdgrale 

fot-'(I--G(t))2'~ad-itt converge absolument dans E, 

donc, d'apr~s le ]emme 1.2, a~D(A~); donc 

(3-3) S(I, 0, D(N~) ; I, 0 - - I ,  E) cD(A ~) 

ce qui, joint ~ (3.2), donne le thdor6me. 

3-2.  Application du th6or~me de r6it~ration (I er cas). 

On va utiliser le th6or~me 3-I et les r~sultats du chapitre IV pour ramener les 
espaces de moyennes entre D(A m) et E aux espaces de moyenne entre deux espaces D(A i+ 1) 
et D(N)  ou D(N "+2) et D(AJ). 

Consid6rons l'espace S(p, 0, D(A m) ;p, 0 - -  i, E) et posons : 

t ( I - - 0 ) m = j + ~  
(3-4) ( jent ier ,  o<~1< I 

On va 6tudier d 'abord le premier cas : 

(3.5) 
On note que D(A i+ 1) (resp. D(Ai)) est de classe ~fo.(D(N~), E) (resp. ,Y'0,(D(A'~), E)) 

off ( 1 - - 0 o ) m = j +  i (resp. ( I - -01 )m=j )  et d'apr6s le th6or6me 2.3, chapitre IV : 

S(p, 0, D(A") ; p, 0 - -x ,  E) = S ( p ,  ~o, D(N+~) ;P, ~ ,  D(Ai)) 

off 
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Or (0--00)m= I--H, (0--01)m=--~q, donc d'apr~s Ie thdor&me d'homog~nditd 

(3.6) S ( p , O , D ( A m ) ; p , O - - I , E ) = S ( p ,  i - - ~ q , D ( A i + ~ ) ; p , - - ~ , D ( A i ) ) .  

Mais on a vu (n ~ 2) que l'on peut toujours se ramener au cas off A est un isomor- 
phisme de D(A) sur E; alors Ai est unisomorphisme de S(p, I --aq, D(A i+1) ;p, --aq, D(AS)) 
sur S(p, I - -~ ,  D(A) ;p, --~q, E) d'ofi le 

Thdorkme (3.2)- - -  On suppose que ( i - - 0 ) m = j + ~ ,  j entier, o < ~ < I .  Alors 
S(p, 0, D(A") ; p, 0--  I, E) coincide avec l'espace des aeD(A i) tels que 

AiaeS(p ,  I - - ~ ,  D(A) ; p, --~,  E). 

En outre les normes Ilalls(p.o.~(~);p.o-~.~) et [lalID(A;)§ IlAialls(p.~-~.~lA);p.-~.~) sont 
dquivalentes. 

Naturellement, d'apr~s le thdorSme 2. I, la condition 

<( N a~S(p, i--~q, D(A);p,--~q, E ) ,  dquivaut ~ (( t - ~ ( G ( t ) A i a - - N a ) ~ L ~ . ( E ) , .  

3 . 3 .  Appl icat ion du  t h 6 o r ~ m e  de r6itdration (2 e cas). 

On suppose maintenant que (I--0)m est entier; on l'6crit 

( i - -0)m = j +  I. 

Alors on consid~re S(p, 0, D(A") ; p, (0-- I), E) comme espace de moyenne entre 
D(A i+2) et D(N). On note que D(A i+~') (resp. D(M)) est de classe X0.(D(A'~), E) 
(resp. X'01(D(A'~),E)) off ( I - - 0 o ) m = j + 2  (resp.(I--0a)m=j) .  Donc, d'apr~s le 
thfior~me de rditdration : 

S(p, 0, D(A") ; p, 0- -  i, E) ----- S(p, ~o, D(Ai+2) ; P, ~x, D(N)) 

off ~o=0- -00 ,~1=0- -0v  Mais ~ o m = X , ~ h m = - - i ,  donc 

I D(N)) S(p, 0, D(A'~) ; p, 0 - - i ,  E) =S(p,  ~, D(Ai+~); p, 

I D(N.+~. I D(Ai)) sur et A i 6tant un isomorphisme de S(p, 2' ~ J' p ' - 2 ,  

I ,E) ,  on a le S(p, {, D(A*) ; p, 

Thdorkme (3-3). - -  On suppose que ( I - -O)m est entier. Si l' on pose ( I - - 0 ) m = j +  I, 
l'espace S(p, 0, D(A =) ; p, 0- -  i, E) cofndde avec l'espace des a~D(A i) tels que 

I, D(A2);p, ! ,  E). Aia~S(P'  -2 - - 2  

En outre les normes Ilalls~p.o.D(A,~),p.o_~.E) et IlallD(A,~+llAJallscp.~.oCA,):p_~.z) sont 
Iquivalentes. 

I, D(A~ ) ; P, I E) >~ dquivaut D'apr6s le thdor~me 2. I, Ia condition (< AJa~S(p, ~ - -~ ,  
<, t - I (G( t ) - - I )*AiaeLP. (E)  ,,. 
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4- U N E  A P P L I C A T I O N  

4. L Nous  prenons E = L P ( R n ) ,  I < p < o o ,  et nous consid6rons les op6rateurs 

( 4 . x )  A i = o / a x i ,  j =  ~, . . . ,  n, 

qui sont gfindrateurs infinitdsimaux de groupes  born6s et commutat i fs  dans E, si 

Of ~L,(R")}. D(A ~) = {  f l f  eLP(R"),  -~x i 

O n  dfsigne par  D(A m) l 'espace des u~E tels que  

A~", . . . ,  An"u~LP(Rn), 

pour  tout  ( ~ a , - . . , ~ n )  avec c q + . . . + ~ , ~ m ,  cq entier > o .  Donc  

(4 -2 )  D(A")  ---- W " P ( R  ~) = { u  [ D~u~LP(R~), I~ [ <  m}; 

on le muni t  de la norme habituelle 

Z 
Ic, l <__-, 

O n  pose 

( 4 " 3 )  S ( p ,  0, wm'p(Rn);p, 0 - -  I ,  LP(R")) =B(t-~ 

D'apr~s les r6sultats des n ~ 2 et 3 (1) on a les caractdrisations suivantes : 
le r  cas : ( I - - 0 ) m - - - - j + ~ ,  j entier > o ,  o 4 ~ < I .  
Alors ((aeB(1-~ ~) 6quivaut  aux deux conditions suivantes : 

x) ueWJ (R") ; 
2) Que l  que soit ~ avec [ ~ ] = j ,  et quel que soit k, on a : 

t -~  (Gk( t )D~u--D~u)~  L.V(LP(R")), 

off G~(t)f(x) ~- f (x l ,  . . . ,  xk_l ,  x k + t ,  xk+l, . . . ,  x,). 

2 e cas : ( I - - 0 ) m - - - - j + I ,  j entier > o .  
Alors (~ ueB/1-~ ") )) 6quivaut  aux deux conditions suivantes : 

; 
2) Quel  que  soit :r avec t c t I----j, et quel  que soit k, on a : 

t -  ~ (Gk(t) - -  I)2 D~ u e L.p (Lp (R")). 

Ces espaces ont 6t6 introduits par  Besov [2]. 
4 .2 .  Consid6rons main tenant  l ' opf ra teur  y de trace sur l 'hyperp lan  xp = o dans R "  : 

( 4 - 4 )  Vu(x') = / 2 ( x ' ,  o ) ,  x ' =  (Xl, . . . ,  Xn_l). 

(t) A vrai dire, nous n'y consid6rons que le cas d'un seul semi-groupe, mais il est facile de voir que la m6me 
m6thode eonvenablement modlfi6e marche aussi dans le cas de plusieurs semi-groupes, au moins dans le cas 
envisag6 dans ce num6ro, E ==Lv(Hn), A i =  O/ax i. Cf. aussi Peetre [3 I] pour une d~monstration diff~rente. 
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off 

off 

O n  v6rifie faci lement que 

Par  ailleurs : 

X = B (1- 0)m + 0,V(R.). 

B"-tlP'V(R "-1) = S(p, 0t, W" 'P(R"-~) ;  p, 0 1 -  i, LV(R"-t)) ,  

B~-t/P'V(R ~-~) = S(p, 02, Wm'~(R~-~) ; p, 0 2 -  ~, LV(R'-  ~)) 

( i - - 0 1 ) m = m - - I / p ,  ( I - - 0 2 ) m = I - - I / p .  

Du thfor6me 2.3,  chapi tre  IV, il r6sulte alors que 

Y = S(p, 0', Wm'V(R"-~) ; p, 0 ' - -  I, LV(R"-~)) 

Donc 

0 ' = ( I - - 0 ) 0 1 + 0 0 2 .  

et de 

tel que 

y = B(t- o),- + o-1/.,, (R- -  ~) 

et en posant s-=(I--O)m+O, o n  a doric 

(4 .5)  y est un  op~rateur lin6aire cont inu de W'V(R ") -+ W-~JP'V(R'-~), si s >  i. 

Consid6rons ma in tenan t  l e .  rel~vement ~ de "~; d'apr~s Lions [I8], il existe un 

op6rateur  p, lin6aire cont inu de 

B,,-1/v, ,(R--t)  _+ Wm,v(R -) 

_ _ .  

y . p u = u  pour  tout  ueBI-1/P'V(R'-I).  

Par  interpolation,  pes t  donc lin6aire cont inu de Y ~ X  ce qui prouve que 7, dans (4.5),  
est surjective. O n  a done obtenu le : 

Thdor~me (4 .x) .  - -  L'opdrateur y (trace sur x , = o )  est lindaire continu et surjectif 
de W'V(R ") -+ W-1/v 'P(R'- i ) ,  si s> I. 

61 

O n  sait (Gagliardo [8]) que -( est un op~rateur linfiaire cont inu de 

WI,v(R ") ~ BI-1/p,V(R"-i) 

et on sait aussi (Slobodetskii [37]) que ~" est un  op6rateur  lin4aire cont inu de 
Wm, P(R ") ~ B"-t/P,v(R"-~); par  cons4quent  : -( est un  op4rateur  lin4aire cont inu 
de X ~ Y ,  off 

S(Pl, 0, Wm, V(R") ; p, 0 - - i ,  W~,V(R")) = X  

S(p, 0, B~-~/v,V(R"-~) ; p, 0 - - i ,  Bt-~,'v,v(R"-~)) = Y .  
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On retrouve ainsi un r6sultat dfl ~ plusieurs auteurs sovi6tiques (Besov, Uspenskii, 
cf. S. M. Nikolskii [27]) qui Font 6tabli par des m6thodes diff6rentes; notre m6thode 

a toutefois l 'inconv6nient de supposer s >  I alors que le r6sultat est vrai pour s>  I 
(Besov, Uspenskii). P 

Consulter 6galement P. Grisvard [Io] [i i]. 
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C H A P I T R E  V I I I  

CAS D E S  ESPACES L O C A L E M E N T  C O N V E X E S  

z .  G ~ N ~ R A L I T I ~ S  

I .x .  Soient A 0 et A i deux espaces vectoriels topologiques localement convexes 
contenus dans un espace localement convexe s6par6 d ,  l'injection de A i dans d &ant 

continue. 
Nous supposons que les espaces A o e t  A 1 sont complets. 
On suppose que la topologie de A~. est d6finie par la famille de normes : 

p~)(a), aeA~, i =  o, I, 

parcourant un ensemble d'indices J .  
L'espace A 0 + A  1 est muni de la topologie isomorphe h celle de (A0• , 

Z={a0 ,  a x l a 0 + a t = o ,  a~A~}. I1 revient au m~me de la munir de la famille de normes 

q~3(a)= inf [p~)(ao)+p~)(al) ]. 
ao q - a t  ~ a  

�9 .~,. Pour ~viter toute difficult6 de mesurabilit6, nous utilisons uniquement les 

d~finitions discr~tes des espaces de moyennes. 
Nous consid~rons d 'abord l'espace des suites {un} , uneA0nA1, telles que pour 

tout p~l et pour tout p~/ on ait 

( �9  k"~ ~t,', 

(x. 2) k"~ ~ ~lp,; 

k est fix6 > I ,  et 0 est donn6 dans ]o, I[. 
Cet espace de suites est muni de la topologie d6finie par  les normes 

(x. 3) max (I [P~(k"~ I IP~)(k"c~ I Iz',) = r~({Un})" 
+m 

On vfirifie sans peine que la s~rie ]~ u, est convergente. On dlsigne par 
- - 0 0  

$(Po, O, A0;Pl , 0 - - I ,  At) 
+oo 

l'espace ddcrit par ~ u~ lorsque u. varie en satisfaisant ~ ( i .  i) et (i .2). 
- - o o  

On le munit de la topologie d6finie par les normes 

( I . 4 )  r~(a)= inf r~((u,,}). 

Comme au chapitre Ier, on vdrifiera sans peine que les espaces S(Po, O, Ao; Pa, O-- i, Ai) 
ont la proprigtg d'interpolation par rapport aux applications linlaires. 
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Comme au chapitre II, remarque 2. i, on v6rifie que l'espace s(po, 0, Ao; Pl, 0 - -  x, Aa) 
ne ddpend pas du choix de k (satisfaisant ?, k >  I). 

i .  3- On  consid6re maintenant  (par analogie avec le chap. II) l'espace des couples 
de suites {v0,}, {vl, } telles que, pour p~/et  p~): 

kn~ p~ ) (vo,) �9 l p~ 

kn(o - 1)p~) ( v 1 ,) �9 l p,, 
( t . 5 )  
( x . 6 )  

a v e c  

(1-7) v0n + va, ----- a ind6pendant de n. 

On munit  l'espace des couples de suites {v0,}, {Vln } des normes 

(x . 8 )  max ([lp~)(kn~ I[p~)(kn(O-11Vln)[Itp,) = s ~ ( v 0 , ,  Van). 

On dfsigne par s(P0, 0, A0;Pl , 0 - - I ,  Ax) l'espace ddcrit par v o , + V l , = a  lorsque le couple 
{v0, } {va, } satisfait tt ( i .5)  , ( I .6) ,  (1.7). 

On le munit  de la topologie dfifinie par les normes 

inf so~(Von , Vln ). . 9 )  = o 0 . + o , . =  o 

Ici encore, s(P0, 0, A0;pl, 0 - - I ,  A1) est indgpendant du choix de k, avec k > i .  
Par ~ discr6tisation >~ de la dfimonstration du thfor~me 2.1, chapitre Ier (les 

produits de composition sur R fitant remplacds par les produits de composition sur le 

groupe des entiers), on montre le : 
Thgor~me {x. x ). - -  Les espaees s(p~, 0, A o ; PI, 0 - -  i, A1) et s(po, O, A o ; PI, 0 - -  i, A1) 

coincident, avec des topologies dquivalentes. 
On posera d6sormais 

S(Po, 0, A o ;Pl,  0 - - i ,  A1) = s(p o, O, A o ;p~, 0 - - i ,  Ax) = s(Po , 0, Ao; PI, 0 - - I ,  Aa). 

x. 5. ~galement par << discr6tisation >> de la d~monstration du th6or~me 5.3, 

chapitre I% on dfmontre  le 
Thdor~me (I.~t ). - -  Soient po < qo, pl < ql. Alors 

S(Po, 0, Ao ;pl,  0 - - I ,  A,)cS(qo, 0, Ao; q,, 0 - - i ,  A~). 

2. UN EXEMPLE 

2. I. On  d6signe par ~1~ l'espace des fonctions 
oo 

(2.x) a =  Y,  a~z  ~ 
v = 0  

holomorphes dans le disque [z I<R,  muni de la topologie habituelle de la convergence 

uniforme sur tout compact. 
Nous allons consid6rer le cas suivant : 

( 2 . 2 )  & = ~'9Re , A] = ~ R , ,  

off, pour fixer les id6es, R 0 < R  ~ . 
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(2.9) 

off 

( ' 7 .  I O  ) 

C2.H) 

sup ll k "~ ~0, I1 ,,.~ ~ Mo< ~ ,  r 0 quelconque < Ro, 
n 

sup 11 kn/~ - 1) vl n I I r,, | M1 < w, r x quelconque < R1, 
n 

M i dependant de r~. 

Nous allons montrer que, pour r donne quelconque avec r < R ,  on a : 

(2.i~) [ laIIr , |  (M dependant  de r). 
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Nous dgmontrerons le 

Thdorkme (2 . I ) .  - -  Quels que soient Po et Pl (avec i <p ,<oo) ,  on a : 

(2 .3)  s(p0, 0, ~ R . ;  Pl, 0--i, y~,) =YfR 

avec des topologies dquivalentes, o~ 

(2-4) R = R 1 - 0 R 0  
~ ' 0  ~ ' 1  �9 

Remarque (2. x ). - -  On note ainsi que le rEsultat (2.3) est inddpendant du choix de Po 

et Pl. I1 semble probable que cette propriEt6 soit liEe h la nucle'aritd des espaces dfR. et 3/YR. 
Avant de passer ~t la d~monstration du th~or~me, explicitons les deux consequences 

suivantes, maintenant immEdiates : 
Corollaire (2. x ). - -  Si 7: est un opdrateur lindaire continu de ~~ dans lui-mgme et de ~R~ 

dans lui-mgme, c'est un op&ateur lingaire continu de 2/t~ dans lui-mgme, R 0 < R < R  1. 
On retrouve ainsi un rEsultat de Zerner (non publiC) qui a d~montr~ que 

(2 .5 )  [ ~ . , ~ . ,  ~ ( 0 ) ] = ~ ,  R=R~-oRo..o --~ 

Corollaire (2.2).  - -  (Notations du chap. VII ,  w 2, n ~ 4.) Si ~ est un op&ateur linlaire 

continu de 2/f R, dans W~'P(R n) et de "Yf R. dans LP(R"), c' est un op&ateur lin~aire continu de ~,~f g 
dans B~ R = R 1 - 0 R 0  

2.2. Pour la demonstration du thEorEme 2. I, notons d 'abord que la topologie 

de ~1~ peut ~tre dEfinie par les normes 
oo 

(~ .6)  II~II~,o =- (Z 0 (I a,lr')~) ~/~ 

od r < R  et off 0 est quelconque (avec I < 0 < o e  ). I1 suffit de prendre une suite de 
normes (2.6) correspondant ~ r , < R ,  r,--->R. 

Nous allons successivement dfmontrer  

(2.7) S(~,  0, ~R. ; ~ ,  0--  I, ~R, )  C~%, 

(2.8)  3r RcS(I ,  0, ~ R . ;  I, 0 - - I ,  YdR,), 

ce qui, grace au thdorEme 2. i, implique le thdorEme. 

DEmonstration de (2.7).  - -  Soit a ~ S ( ~ ,  0, ~R~ ~ ,  0 - -  i, ~ n , ) .  Donc on peut ~crire 

(l ~ YOn _3f_ Vl  n 
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Nous choisissons r 0 et r 1 pa r  : 

et  nous choisissons k (> I) pa r  

L I O N S  ET J. P E E T R E  

r 
ri = (~ )R~ ,  i = o, r 

k = R1/R o = q/r  o . 

co 

Noter  que  r = r t o - ~  ~ Si v,.(z) =~oV~.~z  ~, i = o ,  I, on a, d'aprSs (2. io) et ( ~ . I I )  : 

k "~ Vo.~lr;< Mo, 

k "/~ -1)[ vl.~ I r~< M1 

et ceci quel que soit n. Prenan t  n = v ,  il vient  

et done 
r~[a~i<_r~JVo~.i +r~ tv l~ l  < M o +  M1. 

Donc  (2. I2) est vdrifid, et a a ~  R. Le  ra i sonnement  prdcddent  mont re  dgalement  

la continuitd de l ' inject ion dans (2.7)-  oo 

Dgmonstration de (o .8 ) .  - -  Soit ma in t enan t  a = ~ a~z ~ donnd dans 3r . O n  in t rodui t  

u, ( e ~ ' R . n a f ~ ! )  pa r  

(et u , = o  si n < o ) .  

Soient  r 0 et q donnds avec 

(2. ~3) 

(2. z4) 

p o u r  u n  

avee 

, , ( z )  = a , z " ,  n = o ,  ~, . . .  

r~<Ri. O n  veut  m o n t r e r  que 

oo 

x flk-o..ltr~ 
n = 0  

r 

2 llk"C~ 

k (>  I) convenable .  I1 suflit de vdrifier cela pour  une  suite de r o et de q ,  

ro-+Ro, q - + R 1 .  On  peu t  donc  toujours supposer  que  q > r  o et que  

rl _ R1 

r 0 R o" 

Nous prenons ensuite k = . ~ .  Alors 
ro 

co co 

k~~ u - -  Y" k~~ " 5 2: II ..... 1 -  la.lro= [a.lr"<~o 
n = 0  n = 0  = 0  

ce qui  mont re  (2. I3), et 
oo oo ~3 

.20llk'~~ .=o2 k"r176 a.I r~ = :Col a.l < ~ o =  

ce qui  mont re  (2. I4) et achSve la ddmonstra t ion du thdorSme. 
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