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INTRODUCTION

Soient A, et A, deux espaces vectoriels topologiques, tous deux contenus dans un
méme espace vectoriel topologique séparé &, P'injection de A; dans ./ étant continue,
1=0,1.

Pour commencer nous considérons le cas ol les A; sont des espaces de Banach.

On appelle espace intermédiaire tout espace de Banach A tel que AjnA,CACA +A,.

Les problémes considérés ici gravitent autour de la question suivante : A, et A, étant
donnés, construire des espaces intermédiaires, de fagon & ce que la propriété d’interpolation
par rapport aux applications linéaires ait lieu; autrement dit : si A est construit & partir du
couple {A,, A} et si B est obtenu par la méme construction a partir d’'un deuxiéme
couple d’espaces de Banach {B,, B,}, alors toute application linéaire continue de A,
dans B;,, i=0 et i=1, applique continiment A dans B.

De telles constructions existent en assez grand nombre; nous étudions ici lune
de ces méthodes, conduisant aux espaces de moyennes que nous avons introduits dans
J.-L. Lions-J. Peetre [24].

Le chapitre Ier contient les définitions principales, deux définitions équivalentes
des espaces de moyennes S(p,, £, Ay; p1, &, A;); on montre que les espaces S ont la
propriété d’interpolation (n° 3). Le cas des applications multilinéaires est brievement
indiqué au n° 4 et le n° 5 contient quelques propriétés immeédiates des espaces S.

Le chapitre II contient deux nouvelles définitions (équivalentes) des espaces S;
en gros, on y remplace les intégrales par des séries, les espaces L*(A,), L™(A,) ( fonctions L¥
a valeurs dans des Banach) sont remplacés par [Pi(A,) (suites I’ a valeurs dans les A));
on montre P’équivalence des définitions.

Sous des hypothéses raisonnables sur les A;, le dual d’un espace intermédiaire
ayant la propriété d’interpolation est un espace intermédiaire pour les A; (dual de A;)
avec la propriété d’interpolation; il est donc important de chercher le dual de S; on
montre au chapitre III que le dual de S(py, &, Ag; p1, &1, A;) est identifiable

(1) Les A. ont été soutenus par I'Interpol.
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a S(pg, o> Ags P1s E1s Ay), 1/p;+1/pi=1; donc le dual d’un espace de moyennes est encore
un espace de moyennes. (Notre raisonnement initial ne donnait qu’incomplétement le
résultat lorsque p,=p, = 1; une modification de ce raisonnement a permis & M. A. Persson
d’obtenir aussi le cas p,=p,=1; c’est la méthode de M. A. Persson que, avec son
accord, nous suivons ici, au chap. III, n° 3.)

Une question également importante est de voir si les espaces de moyennes entre
des espaces de moyenne sont encore des espaces de moyenne. (C’est le probleme de la
réitération.) Nous montrons au chapitre IV que la réponse est positive. Nous introduisons
dans ce chapitre IV des espaces plus généraux que les espaces de moyennes (espaces
de classe H 4(Aq, Ay), Ho(Ag, Ay), H o(Ag, Ay)); nous montrons un théoréme de réitération
pour ces espaces. Nous vérifions que les espaces S sont de la classe £ "y(Ay, A;) pour un 6
convenable; nous montrons aussi que les espaces obtenus par la méthode complexe
(A.-P. Calderdn [3], [4]; J.-L. Lions [21]) sont de la classe #"4(A,, A;). Nous terminons
(n° 3) par un analogue « abstrait » du théoréme de Marcinkiewicz [26].

Le court chapitre V étudie les propriétés d’inclusion et de compacité; par exemple
si A,CA, avec injection compacte, alors SCA; avec injection compacte.

Une fois les propriétés principales des espaces S obtenues, un probléme important
est Pétude des rapports entre ces espaces et des espaces intermédiaires obtenus par
d’autres méthodes : méthode de E. Gagliardo [6], méthode dite des traces (Lions [18] [19]),
méthode complexe (et d’autres!).

La comparaison avec ’'une des méthodes de Gagliardo est faite dans J. Peetre [29].

Nous montrons ici (chap. VI) Pidentité des espaces de moyennes avec les espaces de iraces.

11 faut bien noter que cela ne réduit pas 'une des méthodes a l'autre; les espaces
de moyennes considérés ici utilisent des fonctions poids exponentielles, les espaces
de trace introduits dans Lions [19] utilisent des fonctions poids polynomiales et alors
les méthodes conduisent aux mémes espaces. Mais l'on peut introduire d’autres poids,
tant dans les moyennes que dans les traces, et alors les espaces obtenus n’ont plus de
raison de coincider. Nous avons trés brievement indiqué d’autres poids dans Lions-
Peetre [24]. Une idée quelque peu analogue a été systématiquement utilisée dans
C. Foias-J.-L. Lions [5] pour la détermination de « tous » les espaces de Hilbert inter-
médiaires entre deux espaces de Hilbert.

Une fois I’équivalence obtenue, on en déduit évidemment certaines propriétés
des espaces de traces, généralisant et simplifiant des résultats de Lions [19] [20].

Ce résultat d’équivalence est important dans la « pratique » des problémes aux
limites ol les espaces interviennent sous la forme d’espaces de traces.

Le chapitre VII étudie des exemples. Nous n’avons nullement cherché & développer
tous les exemples possibles (il y a d’ailleurs dans cette direction une foule de problémes
non résolus!); nous avons brievement étudié au § 1 les espaces de moyenne entre les L2,
ce qui conduit aux classiques théorémes de M. Riesz [33] et Marcinkiewicz [26]. Le § 2
étudie le cas ol A, est le domaine d’un opérateur non borné I dans l'espace Ay,
T étant une puissance d’un générateur infinitésimal d’un semi-groupe. Ceci nous conduit
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a établir quelques formules ayant peut-étre un certain intérét en soi. On retrouve ainsi
et on compléte des résultats de Lions [18] (les résultats de I’article (V) n’entrant toutefois
apparemment pas dans le cadre présent); cela fournit également des démonstrations
nouvelles de certains résultats de Nikolski et de nombreux auteurs soviétiques (Becov,
I'in, Lizorkin, Solonnikov, Uspenskii, etc.); cf. le travail Nikolski [27]. Pour les
applications aux problémes aux limites, renvoyons a Lions-Magenes [23] (dont certains
points peuvent étre simplifiés avec les résultats du présent travail) et certains travaux
de Schechter. Cf. Schechter [34]. Pour les applications a la théorie constructive des
fonctions, renvoyons a J. Peetre [30].

Enfin le chapitre VIII indique #rés briévement comment on peut étendre les espaces
de moyenne au cas ou les A; ne sont pas des espaces de Banach et donne quelques
exemples simples.



CHAPITRE PREMIER

DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES
DES ESPACES DE MOYENNE

1. GENERALITES. DEUX DEFINITIONS EQUIVALENTES

1.1. Soient A, et A; deux espaces de Banach, tous deux contenus dans un méme
espace vectoriel topologique séparé o/, les injections de A;(i=o0,1) dans & étant
continues. En abrégé :

ACo, t=o,1,
ol ici et dans la suite le signe C signifiera : inclusion avec injection continue. La norme
dans A, sera désignée par || || A

On considére les espaces AgnA; et Aj+A; (espace des ac/ de la forme
a=ay+ a,, g;€A,); munis des normes respectives

(x.x) [|a]]syna, = max (||a]| 4, ||@]la,)
et
(x.2) ||aHA.+A,=inf (”%HA,‘*‘H%HA.), a=ay+a,, g;eA,;,

ce sont des espaces de Banach. On a :
AN A CACA A, (CH).

On appelle espace intermédiaire (entre A, et A,;) tout espace vectoriel topologique
localement convexe séparé A tel que

(x.3) AgnA,CACA,+A,

o, naturellement, conformément 3 ce qui a été dit plus haut, les injections sont
continues.

Avec cette définition, les espaces A; eux-mémes sont des espaces intermédiaires.

On va dans la suite considérer uniquement certaines familles d’espaces intermé-
diaires formées d’espaces de Banach.
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1.2. Les espaces de moyenne.

Précisons d’abord une notation. Si F est un espace de Banach, on désigne par L*(F)
Pespace des (classes de) fonctions x —f(x), xR, f(x)€eF, telles que x —f(x) soit fortement
mesurable & valeurs dans F et vérifie

1 ey = ([ I F ) [pdn) <o, 1< p< o,

ol || |[r=norme dans F, et avec la modification habituelle si p=o0; L¥(F) est un
espace de Banach.
Désignons par W(p,, &, Ag, p1, &1, Ay) Despace des (classes de) fonctions u telles que

(1.4) | Frucli(Ay),  EtueLn(A)
ou & et £; sont deux parameétres réels.

Les paramétres p, et p, sont supposés quelconques dans [1, o].
L’espace  W(pq, &, Ag, p1, &1, Ay) e€st un espace de Banach pour la norme

max (|[6%*uluaags |16 lurnn) = 1llwy, g, a0 o0 e0an

On va maintenant considérer la « masse totale » de u : si 'on fait ’'hypothése que
(I * 5) E021<OJ

alors Uintégrale J.i:u(x)a’x converge dans A+ A, (vérification immédiate).
On pose alors la
Définition (x.1). — On désigne par S(po, &, Ag, b1 &1, Ay) Uespace parcouru par
fﬁ:u(x)dx lorsque u parcourt W{py, &9, Ag, P15 &1, Ay), en supposant : 1< p,< oo, Eg;<0.
Muni de la norme
(1.6) @150 20, Au s v = 0E {25 (|| €% | o000 1] €572 Loy s
a= J. i:u(x)dx
c’est un espace de Banach.
On a:

(x.7) Ay AL CS(po, &g, Ags P15 B> A)CAG+ Ay

Les espaces S{pq, o5 Ao, £15 £15 Ay) sont donc des espaces intermédiaires. On les appellera
« espaces de moyenne ».

Remarque (x.1). — Il sera parfois plus commode d’utiliser la variable ¢=¢ Silon
désigne par L2(F) Pespace des (classes de) fonctions de puissance p¢ sommable sur (0, o)
3 valeurs dans F pour la mesure de Haar dt/t, Papplication f—f":f'(t)=f(log ¢) estun
isomorphisme de LP(F) sur L?(F). Alors

* + 0 W, dt
(x.8) azJiwu(x)dxzfou(t)j
ol
(x.9) tou'elP(Ay), uell(Ay).
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Remarque (x.2). — On peut naturellement remplacer les « fonctions poids » ¢%%
par des fonctions poids w;(x) plus générales et les espaces LPi(A;) par des espaces de
Banach plus généraux (Orlicz, Lorentz, Luxemburg, etc.). Nous ne considérons pas
systématiquement ces généralisations ici.

Remarque (1.3). — On peut également considérer les espaces décrits par
J' +:<D(x)u(x)dx, ® étant une fonction a croissance polynomiale par exemple (et
méme plus générale). Une idée de ce genre a été utilisée par C. Foias-]J.-L. Lions [5].

Nous allons maintenant définir des espaces intermédiaires & premiére vue différents
des précédents mais dont nous montrerons au numéro suivant qu’ils coincident avec les
espaces de moyenne.

On considére Pespace des couples {7y, 7} ou

(x.10) ¢Ho,eLP(A)
tels que
(x.1x) dix(vo—}—vl):o
au'sens des distributions & valeurs dans A+ A,.
Alors
(r.x2) vo(x) +vy(x)=a presque partout (p.p.), acAy+ A

et on désigne (provisoirement) par S(#q, &, Ag; f1, &1, A;) Pespace décrit dans A, + A
par a lorsque 7,, 7, varient en satisfaisant a (1.10), (1.11).
Muni de la norme

(x.13) 2l 20 iz an =, _ 0L | max (|| &2 |lunys 116501 luray)

C’est un espace de Banach (noter par exemple que 'espace des couples {vy, v;} véri-
fiant (1.10), (1.11) est fermé dans Pespace des couples satisfaisant seulement a (1.10)),
et, comme on le vérifie aisément, on définit ainsi des espaces intermédiaires.

Remarque (1.4). — Si Pon effectue le changement de variables considéré dans
la remarque 1.1, on voit que S(py, &y, Ag; f1, &1, A;) est encore I'espace décrit par les a
de la forme

(x.14) a=u;(t) +4(t), p-p-
ol
(x.15) el (A,),  oelP(A).

2. EQUIVALENCE DES DEUX DEFINITIONS DU No 1

2.1, Nous utiliserons, ici et souvent dans la suite, le

Lemme (2.1). — On ne change pas UDespace S(py, &, Ag; p1s &> Ay)  (resp.
S(Los Eos Ao 1> E1s Ay)) s Don suppose que u (resp. v, et v;) satisfait a
(2.1) A DigelP(A,), &*Diucl?(A)
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quel que soit j, D/=d/|dx' (resp.
(2.2) &"DigelP(A,), *Digel™(A)),

quel que soit j).
Démonstration. — On remplace u (resp. u;) par u#p (resp. z;%p) ob p est un
élément de Pespace D des fonctions indéfiniment différentiables sur R & support

N - +® . 2 .
compact et a valeurs scalaires, tel que f o{x)dx=1. Le signe x désigne la
—®
convolution en x.

2.2. Théoréme (2.1). — Les espaces S(py, &> Ag; b1, &1 A1) €t S{(pos Eos Ao D15 Ers Ay)
coincident et ont des normes équivalentes.

Démonstration. — Pour fixer les idées, nous supposerons &> o, §<o.
I) SOit aes(ﬁo: EO: Ao3 Pl, Ela Al)' Alors
(2.3) a:fi:u(x)dx

ol u satisfait a (1.4). Notant que (2.3) s’écrit aussi bien a=1%u, et écrivant 1=Y +Z,
ot Y (resp. Z) est la fonction caractéristique de {o, ) (resp. (—o0,0)), il vient
a=Yxu-+Zxu

Posons alors

(z.4) vo=Zsu, v;=Y=xu.
On a : o2y = (5" Z) x (¢>"u) e LP(Ay)
car ¢~*Zell.
Puis %0, = (7Y » (57u) e L (A,)
car £*YeLl
Donc
(2.5) a=1y(%)-+v,(x), P.Pp-

ol 7, et v, satisfont & (1.10), donc aeS(py, &, Ag; 1) &1> Ad)-
En outre

H @ ls(pe, 2o, i o, 2249 S TAX (Hfi"”oﬂhpvmo)’ ”ezg‘vlﬂh”ﬂmx))ﬁ

RIS L oeEul]p, ) < r r Foullny,, || !
max(golle' "HL%(A.,)’[EI[ H uHLP(A,))__maX(ao, lgll)max (“ uHI}'(A..) { “||LP(A,))
d’ol
(2.6) 1@ lstam 00017 0000 < 13X (55 =) {0,200 2,20

& 1&|

2) Soit aeS{(pq, &, Ag; b1, &1, Ay). Soient z, et v, comme dans (1.12), (1.10).
En outre, d’apres le lemme 2.1, on peut supposer que

(2.7) FrrelP(Ay),  EToeLA(A).

11
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Posons : u=uv,
donc aussi u=-—1,.
On a :

oty ="y eLP(A,), & uelM(A,)
et 1+u (qui a un sens) vaut

12u=Yxut+Zru=Yxo,—Z2o;=Y %0, + (—Z) %0, =0,+v,=a Pp.p,

donc f i:u(x)dxza donc aeS(py, &y, Ao P1s &1s A1), ce qui achéve la démonstra-

tion du théoréme.

3. LE THEOREME D’INTERPOLATION

3.x. Soient Ay, A;, & comme aux numéros précédents et soient By, B;, # un triplet
d’espaces ayant des propriétés analogues.

Théoréme (3.1) ( Théoréme d’interpolation). — Soit  une application linéaire de Ay+- Ay
dans By By, dont la restriction & A est linéaire et continue de A; dans B, (i=o0, 1); en abrégé :

(3-1) neZ(A;; By, i=o0, I.

Alors, quels que sotent py, py, &g, &y, larestrictiondea S(po, &g, Ags 15 &> Ay) appartient
a ”S’p(s(p(n an Ao; pla Ela Al); S(pOa E.»Oa Bo; pl: El: Bl))

De plus, si Pon désigne par oy, w; et o les normes respectives de ces applications, on a :
(3.2) o< oG!
oz O est donné par :
(3-3) b
(Noter que 0<6<1.)

On a unc estimation analogue avec la norme w de = calculée dans
L(S(pos &os Ao D15 &1 A1) S(Pos &5 Bos 15 &y Bo)).

Au cours de la démonstration, nous utiliserons le lemme ci-aprés.

&
-

.2,
iemme (3.x). — Soit acS(py, &, Ags P15 61, Ay). Ona:
(3-4) L WP BN Lol | 7/ |l 7P
f_wu(a:)d:c:a
et
(3.5) 1oty s =, 0 =l 0,

o O est donné par (3.3).

12
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Démonstration. — Si = est réel quelconque et si u_ est définie par

() = u(x+ ),

a= fj:u,(x)dx

donc, écrivant S au lieu de S{p,, &, Ag; p1, &1, Ay) ¢

on a @

|a]ls < max (|| ez'z”rHLP«(A,)s || €50, [|yya,) = max (7= {[e5%u || pyy,, €75 [ €5 %u |l pyay) -

Choisissant T convenablement, il en résulte

llalls<{le*=ulliz, 1621}

Lp" Aa LP1y(A,

et ceci quel que soit u avec J-i:u(x)dx=a, d’otr Pinégalité ||a||;<inf dans (3.4)
d’otr (3.4), l'inégalité inverse étant évidente.

Démonstration analogue pour (3.5).

Corollaire (3.1). — 1l existe une constante c(py, &y, py, &) telle que

(3-6) 1@ 15(00, £0 203 1, 20002 € (o5 Zo» 215 &) [ @l ® [l 4]l
pour tout acAgnA,.

Résultat analogue naturellement pour la norme (équivalehte) lla|ls avec une
autre constante ¢(p,, &, p1, &1)-

Démonstration. — Par exemple, soit e, avec f i: (x)dx=1; alors u définie
par u(t) =o¢(f)a vérific a— f u(x)dx et (3.4) implique (3.6).

La meilleure constante ¢(fg, &, 1, &) (qui n’est pas importante pour notre objet)
est obtenue dans Levin [17].

3.3. Démonstration du théoréme (3.1).

Soit a donnée dans S(p,, &y, Ay; 1> E1, Ay) =S,. Soituavec (1.4) et J-i:u(x)dx=a.

Comme cette intégrale converge dans Ag+ A, et comme (vérification facile)
neZ(Ag+Ay; Bo+By),
on a : Ta —f wou(x)dx

et, avec des notations évidentes et en utilisant le lemme 3.1 :

| malls, < [le%mu |l pp,.

el [0, <@ 0@ ulll [ eeull]

LPy4y)
d’ol, encore d’apres le lemme 3.1,
|Imalls, <o~ wf||a]ls,

d’ou le théoréme.

13
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4- CAS DES APPLICATIONS BILINEAIRES

On se donne maintenant trois doublets d’espaces A;, B;, C;,i=0, 1, avec :
ACA,,  BCB,.
Théoréme (4.1 ). — Soit 7 une application bilinéaire continue de Ay X B, —C, (de norme v,)

dont la restriction & Ay X By est continue de Ay X By —Cy (de norme w,). Alors, quels que soient
o> D15 Gos 915 &o» €15 Tels que

(4.1) E=E+——1>o i=0,1,

7 est une application bilinéaire continue de S, X Sy—>Sg, o
SA=S([)0, Eo, Ao; [71, Ep A1)> SB:S(QO’ EQ,B(); 915 El)Bl)) SC:S(rOs &o; Co; rl,glyc'l)'

8 o est la norme de ~ dans Sy, X Sy —>S¢, on a
—886

(4-2) o< o5 oy
» . . . 4 + o0
Démonstration. — Soit aeS,, beSy. Soit u, v avec f u(x)dx =a, f v(x)dx =,
P N -~ —
u satisfaisant & (1.4) et v satisfaisant a
e lL(By),  e&*vele(B,).

Alors, = étant continue de A;XB;—C,, on a :

)= [0 [T mul), v0))dxdy.

Si donc w(z) == ft:ﬂ(l‘(kﬁ), v{z—x))dx
(produit de composition & valeurs vectorielles, relativement & I'accouplement =), on a
m(a, b) = | " w(2)dz
et 1 5720 | [raicy < o || €% | poay) ”"E"z””Lq-(B,)
5=l grey < @ 1€ [iaay €72 o, -

Alors =(a, b)eS; et d’aprés le lemme 3.1,

le(a, 8)[ls, < e mll7g [l ]

L'G(Co l L7Cy)
D’our
|Im(a, B)[ls, < w5~ ") [|e7ull 5,

LPo Ao) ” eEﬂ'u | [9 i l eEozv ‘ qu'(B,, | ! eﬁlzv l ,an

d’ot1 le résultat en appliquant encore une fois le lemme 3.1.
Remarque (4.1). — On peut enlever les restrictions AyCA,, B,CB, en supposant
que 7 est par exemple bilinéaire continue de (A, +A;) X (By+B,) > Co +G,.

14
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5. QUELQUES AUTRES PROPRIETES DES ESPACES DE MOYENNE

De la symétrie de la définition 1.1 résulte aussitot le
Théoréme (5.1). — On a

(51) S(Po: EO, Ao; P1, il} Al) ZS([’D E.als Al; Po, Eo, AO)’

avec égalité des normes.
Montrons maintenant le
Théoréme (5.2) (homogénéité). — Soit hA+o0. On a

(52) S(PO& 203 AO; 171, ai’ Al) = S(Po: 7‘&0& A0§ pls 7\51) Al)

avec équivalence des normes. _
Démonstration. — Soit ueW(py, &, Ag; by &1, Ay) (cf. 0O 1, point 1.2). Définissons u,
par , (%) = ru(rx).
Alors u, eW(pg, A&, Ag; p15 AEy, Ay) et plus précisément :

H 3mz“x | ILP"(A.,) = AL UR I ¢&*u l |Lp°(A,,)

”e)\ixz ):)\1_1/171 ”egxx

Uy ‘LPI(A, u| lLPx(A,) .

Comme | T (x)dx = | " u(x)dv, on en déduit Pidentité (5.2); en outre

1—(t=9, 8
(5-3) 1allston 20, a0 nnad =2 P {12 ]lstra, 20, A0i 00 B+
Remarque (5.1). — Si Pon pose, comme on I’a déja fait en (3.3) :
&
5-4 b= ,
(5-4) | o

il résulte du théoréme 5.2 que

(55) S(l’o’ E-»O> Ao; pl: El: Al) = S([’o: e’ Ao§ pb 60— I, Al)
Donc S{pg, o5 Ao P &15 Ay) ne dépend éventuellement que de p,, py et .

Voici un résultat sur la dépendance en les p; :
Théoréme (5.3). — Soient po<4gq, ;< gq,. Alors :

(56) S(l’m ‘an AO, [71, gla Al) CS(qO) 503 A(): 15 ‘El: Al)
Démonstration. — Soit aeS(p,, &, Ag; #1, &1, Ay) €t u avec (1.4) et

a:fizu(x)dx.
Si pe?, de masse totale 1, et si v=wu*p (cf. lemme 2.1), on a :
fi:v(x)dxza,
et %y = (e57u) * (¢7p) e L (A,);

15
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plus précisément H ™o |auy < (1657l ynay | €5 %0 |l
ou
I 1 I
) LS
(5 To (100 99

Méme chose pour %%y, de sorte que a€S(qy, &, A ¢1, &, A1). En outre

” a HS(Q., Ee,Ass 01» El)Al)S ” 350’;(; Hllﬂ‘»(ﬁn) ” gE’Il} HeLq’(A;)S
[le®=p 117" e e |15y, le* ullimh, 1€ 8 ny -
d’ou

(5-7)  Vallsge g a0: a1 2040 < ’piélg (e ﬁfue |70 |Zr,) 1@ [5(ps, 20,803 210 220 A*

fpd:t:l
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CHAPITRE II
DEFINITIONS DISCRETES DES ESPACES DE MOYENNE

1. DEFINITIONS

1.x. Si F est un espace de Banach, on désigne par (F) I'espace des suttes n—f,
de puissance p¢ sommable a valeurs dans F, n=o0, +1,+2... Norme habituelle.

Par analogie avec ce qui a été fait au chapitre Ier, n° 1, 1.2, désignons par
w(pos Bos Ag; P1s &1 Ay) Pespace des suites u= {u,}, telles que

(x.1) {e&mu YelP(A,),  {"u }elm(A)).
C’est un espace de Banach pour la norme
max (||e*"u,[|izyaps 1165 | lpyay)-
Si g8, <o, la série
converge dans Ay A,. -
On désigne par s(py, &, Ags P15 &1, Ay) Pespace décrit par

+ e
(x.2) a=§°uﬂ

lorsque u parcourt w(p,, &, Ag; p1, &1, Ay). C’est un espace de Banach pour la norme
+®
(x.3) ]t £orhos 2, 22, a0 =10 max ([[ 6572, mays 165"t |lipn,)); 2= _Zw ty

On verra au numéro suivant que cet espace coincide (avec des normes équivalentes)

avec S(py, &o> Ag; P15 & Ag)-

1.2. Introduisons maintenant un espace qui soit « ’analogue discret » de I’espace

§(pﬂa EOJ AO; pla gls Al) (=S(Po, ‘Z{b Ao§ pl, ED Al)) (Cf Chap' Ier, no I, 1 3)

On considére Pespace des couples de suites {v,,}{v,,} telles que

(r.4) {ematel™(Ag),  {e™u,}elP(A)
et
(x.5) Ug, + 0, =a indépendant de n.

17



18 J-L. LIONS ET J. PEETRE

On désigne par s(po, &, Ag; p1, 51, Ay) Despace décrit par les aeAj+ A, de la

forme (1.5); muni de la norme

(1.6) ]l 20,2010 20020 = JI:E b X (1€ Zon | moay> 1€ 210l ia,y)

c’est un espace de Banach.

Remarque (x.1). — Par des démonstrations analogues a celles faites au chapitre er
on vérifiera les inégalités suivantes

(1'7) “a” (Po; Eos Aqs pl!ElsAl)<e boh i,*l:li He‘E““u ”lp“() Heglnu Hlpl(A

a= X u,
— o0

Eofa

(1'8) ”aH (Day Eos Ao P1s Exs A,)<e &o~51a=3‘$f; Vi ”eg.nUOnHIPqu “ez‘nvlnllllh

2. EQUIVALENCE DES DEFINITIONS

On va maintenant démontrer le

Théoréme (2'1)' — Les espaces S([)o, E,,g, AO; pls ‘ils Al): f(l’o, 509 A03P1, il: Al) coin-
cident avec S(py, Eo» Ao P15 s Ay), toutes les normes étant équivalentes.

Démonstration. — 1. Soit aeS(py, &y, Ao P15 15 Ay). Alors

a=Jiwu(x)dx

u satisfaisant & (1.4), chapitre Ier,
Si 'on pose
n+1
u,= f u(x)dx

n n

on a :
|[e™u, |2 < max (1, € p«Eu)f || ef=u(x)||2 dx,
[| €5, ||B < max (1, e~ P%) f: [| €5 u(x)||3 dx
d’olr
(Foueim(A),  {Prulel(A)
et
+ o0
a= E u,.
Donc  aes(po, &> Ags p1, E1s A1) et
1-0 6

H aHS(Ph EoyAo; D1y E1,Ax)—<—- (max (I’ g”‘p\’aﬂ)> P (max (I ? e-plgl))pl H a ‘ ‘S(Po, £o,A0; D1y B1, A7) "

2. Réciproquement, soit aes(py, &g, Ag; p1, &> Ay). Soit u, avec (1.2). Définis-
sons u(x) par

u(x) =y, dans n<x<n4IL.
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[ | Esu) e < max (1, e5) [ B B, i=o, 1,

Efuel™(A,),  FuclP(A).

Comme azfi:u(x)a’x, on en déduit que aeS(p, &y, Ag; b1, &1, Ay) et
1—8 0
H aHS(Po; Eos Ao; D1, E::Ax)s— (max (I’ epoao)) P (max (I’ epxil))leaHS(Poy Eoy Ao P, E1,A4)°

3. Soit maintenant aeS(p,, &, Ag; p1s L1, A1), Donc
a=uy(x) -+ (%), p. p-,
et on peut supposer (chap. Ier, lemme 2.1) que outre (1.10), on a :
uel™(A,), ¢~ yeLh(A)).
On peut alors définir 74(n), v;(n). Comme on le vérifie sans peine, v, =1vy(n),
v, =vy(n) satisfont a
o312 P [ (o) [ B+ (lop) [ [B)dx, i =0, 1
ol ¢ est une constante indépendante de p; et n. Alors
1650, 1 < (1, 7% [ 20,02+ 15| [
et majoration analogue pour Hea‘"vl,ll‘[ﬁ:. Donc ¢%"y;,elPi(A;) et
Il e&;nvm | [l”i(Ai)S_ ¢y{max (1, 3_pigi))l/pi[[|egiw”i llei(Ai} + |{e€i$””|1?i(A,-)]
¢; désignant une nouvelle constante. Mais (cf. lemme 2.1, chap. I¢7)
lleaim”z{ llpiay < 6 I eEizvi | [Lpi(A,-)
d’ol Von déduit Uexistence d’une constante ¢, telle que
I i Uin Hl"i(Ai)S €3 Hegivi ||Lpi(A,-> .
Alors  a=1y(n) + vy(n) =y, + 21,€5(po> &o» Ao b1, &1y Ar) €t
e lstpn,20r 0521, 20020 = 9811 @l 20, 80591, 2000

4) Soit, réciproquement, acs(py, &, Ag; p1, &1, A;). Donc soient v, 2,, avec (1.4),
(1.5). Définissons v,(x), v;(x) par
Up(%) =4, pour z<x<n-1,
n(xX)=1u0, pour n<x<n-1.
On vérifie encore que
&ru el (Ay), & p el (A))
et, p. p., (%) +vy(x)=10,,+0,=a; donc aeS(py, &, Ag; p1, &1, Ap), ce qui achéve la

démonstration du théoréme.

19



20 J-L. LIONS ET J. PEETRE

Remarque (2.1). — Voici encore une définition équivalente des espaces de moyenne.
Soit k une constante guelconque >1. On considére les suites {u,} telles que

(2.1) {F%u}elP(A,y),  {k"°~Vu}el(A,),

(avec 8 fixé, 0<0<1) et les couples de suites {v,,}, {z,} telles que
(2.2) {F50,}el(Ao), ("7 Vo, el (Ay),

Vo, + 01, étant indépendant de n. o

Alors S(po, £9» Ao p1» £1, Ay) coincide avec P'espace décrit par X u, (resp. par

Uont+0y,) lorsque {u} (vesp. {vo,},{01,}) varie en satisfaisant a (2.1) (resp. (2.2)), %
12
(2-3) 0=
g8
et ceci quel que soit k>1. En outre, la norme sur S est équivalente a 'une quelconque des
normes suivantes :
+°°inf [max (|| K", | s, A, | ipa, )15

z Un=a
- ®©

inf  [max (|| k" Von| [lpo(A,,) s | [ kr(®=1 Uin 1 IIPI(A,))]-
UyptUhp=0a

Démonstration. — D’aprés le théoréme 5.2, chapitre Ier (homogénéité), on a :
S(t0> &os Ao P15 E1» Ar) =5(fo> Moos Ao3 15 Moys Ad)
et d’apres le théoréme 2. 1, cet espace coincide avec
5(Pos Mooy Axs P1s Mer, Ay)
et on retrouve la définition a I'aide des {u,} satisfaisant 2 (2.1) si

Mo=0logk, A,=(0—1)logk,

ce qui définit A grace a (2.3).
Démonstration analogue pour (2.2), & Paide de s(pg, A&y, Ag; p15 A1, Ay)-

20



CHAPITRE III

LA DUALITE DANS LES ESPACES DE MOYENNE

1. UN LEMME

Nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme (x.1). — Sotent F un espace de Banach et 1< p<co. Alors le dual (I?(F))’ de IP(F)
peut s’identifier 3 (P (F').
Démonstration. — A tout f’el” (F') correspond un élément my, de (P(F))’'=X par :
+

(r.x) <my, f>=2 <fl,f,>
les crochets <f,, f,> désignant le produit scalaire entre F’ et F. On définit ainsi une
application linéaire et continue f'-—>m, de ”(F)—>X; on a :

Hm/' llx < llf'”l?"(F')-

L’application est injective, de sorte qu’il reste seulement & montrer que cette appli-
cation est surjective.
Pour un entier N, et pour fel’(F), désignons par f™ la suite :

fN=f si |n|<N, f¥=o0 s [n|>N.

n

Considérons ensuite ’application transposée de f—f™, soit m—-m™, ot meX et
ou m™ est donc définie par :

(x.2) <m®™ | f>=<m, f>,

Comme f™ ><m, f™> ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées, il existe
des f,yeF’' tels que

<m®™, f> =_§N<J§;N,J§,>.
Mais f,y ne dépend pas de N, donc
(x.3) <m(N’,f>:_%<ﬁ,’,ﬁ,>.
Pour établir une majoration sur les || f, ||z, choisissons dans (1.3) les f,eF satisfaisant a

<o &> =111 =I4IE 2| <N,
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22 J-L. LIONS ET J. PEETRE

ce qui est possible d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, et f,=o0 pour |[2|>N. Il vient

<m®, > = Z (A1 <1 (S (AR
d’ou
(x.4) (Z A < 1m)fe < [l

Par conséquent la suite {f/}=f'el”(F’) et, passant a la limite dans (1.3),
4o
<m, f>= X <f/,f,>. Comme m,=m, le lemme est démontré.

2. UN THEOREME DE DENSITE

Théoréme (2.1). — On suppose que, soit po, soit py est fini. Alors AgnA,; est dense

dans S(po, &> Aos P15 E1> Ay)-
Démonstration. — Soit aeS(py, &, Ao; p1s &1, Ay)=S. Alors, d’aprésle théoreme 2.1,
chapitre 11, il existe une suite {u,} satisfaisant & (1.1) avec

N +oo
Posons : ay = ZN u,. Evidemment ayeAgnA;; a—ay = _Zw oV, ot e =0 si [n|<N,

#M =y, si |u|>N; donc, d’aprés (1.7), chapitre II,

(2.1) lla—aylls < el i858 [l afl(S,,

et comme par hypothése 'un au moins des p; est fini, 'un au moins des facteurs du
deuxi¢éme membre de (2.1) tend vers o lorsque N—co, et I'autre reste borné, d’ou le
théoreme.

3. LE THEOREME DE DUALITE

3.1. Nous ferons I’hypothése suivante :

(3-.1) Agn A, est dense dans A, et dans A,;.

On peut alors identifier le dual A] de A; & un sous-espace de (AgnA;)’ (dual
de AgnA,) :

(3.2) AiC(An4y),, i=o, 1.

Le triplet {Ag, A{, (AgnA;)’} a alors des propriétés analogues au triplet
{Ay, A;, &} et 'on peut donc considérer les espaces intermédiaires entre Ag et Al et
en particulier les espaces S(gq, M9 Ags 15 Ms AL)s oM <O.
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3.2. Nous allons maintenant démontrer le
Théoréme (3.1). — On suppose que 1<p,<co0,i=o0, 1. Alors on peut identifier le dual
de S(ﬁo: goa Ao; b E-'la Al) a S(p(l)’ _EO) At;; pi: "‘El’ Ai)) ol

1,1
(3-3) ST o=
b i
En bref
(34) (S(Po, EO: AO) Pl; E:l» Al))IZS(p(')i —“i(): A(')a P{’ _Ela Ai)'
Démonstration. — 1) Nous poserons au cours de la démonstration :

s([’oa EO: Ac); b1 E.vl: Al):S: S(ﬁ(’), '—Em A(’); p{’ —“El’ A;)= <.

On munit S de la norme de s5(fg, &, Ag; P15 &, Ay)=s (cf. chap. II, n® 1, et n° 2).
Si w désigne 'espace des couples de suites

{v0a)s {214}

avec

(3-5) {enfel™(A),  {ePn,lelm(Ay),
avec

(3.6) Uon + 01, =4, indépendant de =,
alors

lalls= HaH£=v inf _amax([|e"£°00n|]lp,,(A“), He”g‘vlnHlpl(Ad).
on

Ceci posé, soit L une forme linéaire continue sur S :
a—L(a),
|L{@)| <|Lllsllalls, aeS.
La forme linéaire

{Z’On}a {”m} - L(a) =A ({v(m}: {vln})

composée de 'application canonique de w—S et de la forme L, est donc linéaire continue
et de norme <||Ljly sur w.

Mais d’aprés le lemme 1.1 et le théoréme de Hahn-Banach, il existe alors un
couple de suites {ug,}, {u;,} telles que

(3-7) {e~"ug, telP(AY), {7, tel®(A),
et
(3.8) max (|[e " ug, ||wia;)s He_niluinl|l”:’(m))_<_ [ Lls s
et

+ o
(3‘9) /\({0071}’ {vln}) = __200 <u(,ln’ v0n> +<u1,n’ vln> ¢

23



24 J-L. LIONS ET J. PEETRE

On va vérifier que
(3.10) Ugm == Ui quel que soit m.
En effet, si « est quelconque dans AynA,, soient {z,,} et {#,} définies par :
Upy == & si n=m, 0,=0 sl n*m,
v,= —e Sl n=m, v,=0 si nEm;
alors {2}, {m,}ew, v, +9,=0 quel que soit n. Donc A({vy,}, {v1.}) = L(0) =0,

et (3.9) donne
Ly 0> — <Lty 4> =0

et ceci pour tout acAynA;; comme u,—u;, €(AgnA;)’, il en résulte (3.10); nous
poserons

Uy = Uy o = th(EAgN A])
et d’aprés (3.7)
(3.11) {e7"2utel(Ag),  {e"™utelP(A]).

Donc (avec les notations du chap. II, n® 1), {u }ew(p;, —&, Ag; b1, — &1, Al =w'.
La formule (3.9) s’écrit maintenant

+ @
(3’ 12) /\({von}’ {vln}) = _200 <u7'n vOn + v1n>
soit
+
(3. 12 bis) L{e)= X <u/,a>.

Notons enfin que, d’aprés (3.8) :
(3.13) [I{t} o < N L -

Donc, toute forme linéaire continue L sur S peut se représenter sous la forme (3.12 bis),

avec (3.11), (3.13).
Réciproquement, soit {u;} une suite donnée de w’. Alors (3.12 bis) définit une

forme linéaire continue sur S, de norme
(3.14) {|Lilg: < 2 max (He—”g"“;HlPQA'.))’ He‘"“u;Hzm(A;))-

On a donc obtenu la structure générale des formes linéaires continues sur S.

2) Mais si ’on introduit
+

(3.15) a=2Xu,

on a la un élémentde s(py, —&y, Ag; p1, —Ei, Aj)=&; lasérie (3.15) converge fortement
dans Aj+A;=(AynA,)’, donc aussi dans Aj+4A{ faible et donc ‘
(3.16) L{a)=<a',a>, acAjnA,.

24



SUR UNE CLASSE D’ESPACES D’'INTERPOLATION 25

On a donc défini une application L—a’ de S’ sur &, et comme AynA; est
dense dans S (théoréme 2.1), I'application est injective. On a donc l’identification
désirée. En outre, de (3.13) et (3.14) il résulte que

(3-17) lla'lls<|la'lly < 2[|a'||s,
ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Remarque (3 I ) — Soient aeS(po, Eo, Ao 5 pl: gl: Al)) ales(p(;, _EO: A(’) 3 P{, —Ely A{)‘
Alors on peut écrire a et a’ sous 'une des formes suivantes :

a =J’i:u(x)dx, TuelP(A,), *ucL™(A,);
4o

a = _Ew u,, {&u el (Ay), { u,tel(A);

a =vy(x) +v,(x), %0, LP(Ay), %0, LP(A}) ;

@ =0, + 01y {600, JE 1P (Ay), {€57 0y, JEI (Ay) 5

@' = f T d(@)dr, oS e LA(AY), e~ o0 e LP (A

K

o= S u, e~ W Yel (A, (e Bl el (A
@’ =y(x) + v (x), e~ STGelP(Ag), e B TuelP(A]);
@ = Uy By €70, 1H(A]), €500, e IP(AY).

Alors le produit scalaire entre a et a' peut étre choisi de I'une des quatre fagons
suivantes :

<a, a’>1=ft:<u(x), vo(%) + v3(x) > dx,

<a, a’>2=fi:<vo(x)+vl(x), u'(x) > dx,

+ o

’ * *
<a,a >3=_2°°<un, Uon + 010" »
+ o

<a,a'>,= X <vy, +v,, 4,

4. UNE APPLICATION

4.1. — Soient A un espace de Banach, et H un espace de Hilbert avec

(4-1) AcCH,

A étant dense dans H. Alors en identifiant H & son anti-dual, on peut considérer H comme
un sous-espace de A’, A’ étant ici Panti-dual de A :

(4-2) HCA’,
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26 J-L. LIONS ET J. PEETRE

On va démontrer le
Théoréme (4.x). — Quel que soit p avec 1<p<oo et quel que soit £>0, on a

(43) S(p’ & A; l’"—i, A’)ZH

. .11 )
(ot comme d’ordinaire ;—k;: 1), avec des normes équivalentes.

Démonstration. — 1) Soit acA : Donc en particulier aeS(p, &, A;p’, —E, A’)=S.

Soient alors {u,} avec
+

{e"u,}elP(A), {e~ 5"y }elf (A'), X u,=a,

et {v,,}, {0} avec
{00, }elP(A), {e ™ vy, }el” (A), Vg, + 01, =a.

Soit <a,a> le produit scalaire entre A et son anti-dual; on a : <a, a>=||a]}

(||a||g=norme de a dans H); mais
+o
<a,a> = 2% <vy,+v3,, 4,>

d’out
|<a, a>|< Heg"%nHlP(A)”fan“nlllp'(y)‘*’ ”‘«’_a"”mHl”’(A')”eE"UnHﬂ’(A)S 2||aHs”aH§

(avec les notations du chap. II). Donc
|<a, a>|=|la|[z<c||alls

ce qui montre, A étant dense dans S, que SCH.

2) L’inclusion inverse : HCS suit en passant aux anti-duals et appliquant le
théoréme g.1 (valable évidemment en remplacant « dual » par « anti-dual »). D’otl
le théoréme.

4.2

Remarque (4.1). — Le théoréme 4.1 résout par 'affirmative une question posée
par P. Lax. Un cas particulier du théoréme d’interpolation résultant du théoréme 4.1
a été démontré par P. Lax, par des méthodes complétement différentes (cf. Lax [16]
et communication personnelle).

Remarque (4.2). — Le théoréme 4.1 nest pas vrai, en général, si A n’est plus un
espace de Banach (cf. chap. VIII pour les définitions des espaces de moyenne dans ce
cas); en effet, par exemple si A=2 (ou &) (notations de L. Schwartz) et si H=L?
(espaces sur R™), alors A’=9' (ou &) et les opérateurs de dérivation sont linéaires
continus de A dans lui-méme, A’ dans lui-méme, mais pas de L? dans lui-méme. On ne
saurait donc avoir (4.3).
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CHAPITRE IV

LA REITERATION DANS LES ESPACES DE MOYENNE

1. ESPACES DE CLASSES 6

1.1. On considére encore le triplet {Ay, A; &}, comme au chapitre Ier, no 1.

On donne 6 avec 0<6<1.

Définition (x.1). — Un espace de Banach ACA,+A; (intermédiaire) est dit de
la classe A 4(A,, A,) §’il existe une constante ¢ telle que

(r.1) llells<cllalli; °llall3,

pour tout asAy nA;.
Exemple (x.1). — D’aprés le corollaire g§.1, chapitre Ier, tout espace

S(po> o> Ao P15 &1, Ay) est de classe A (A, Ay), 6= 2 .

Notons le résultat suivant : Qb

Proposition (x.x). — La condition nécessaire et suffisante pour que A soit de classe A y(Aq, A,)
est que S(1,0,A,; 1, —(1—0), A)) CA.

Démonstration. — 1) D’aprés P'exemple 1.1, Pespace S(1,0, Ay; 1, —(1—0), A,)
est de classe A 4(Ay, A,). Par ailleurs si B est de classe £ (A,, A,) et si BCA, Aestde
classe 2 (Ao, A,). Donc la condition est suffisante.

2) Réciproquement, supposons A de classe (A, A;) et soit

aeS(1,0, Ay; 1, —(1—0), A;).

Alors a:ft:u(t)dt, ot e®uell(A,), e 4~ ¥uel'(A,). D’aprés (1.1), on a
u@lZdlu@I =@, p-p-

d’ou suit (inégalité de Holder) que [|u(f)||,eL' et alors acA. La condition est donc
nécessaire.

1.2,

Définition (1.2). — Un espace de Banach ACAy+ A, estditdelaclasse o 4(A,, A;)
si, pour tout ¢>o, il existe g€A;,i=o0,1, tels que

(x.2) a=ay+a;
avec
(x.3) Naolls<et™%lallys o]l < et 0] a]l,-
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Exemple (x.2). — D’aprés la remarque 1.4, chapitre IeT, Tespace
S(w0, 0, Ag; 0, —(1—0), A,) est de classe A 4(A,, A,).

Notons aussi que si B est de classe (A, A,) etsi ACB, A est de classe Ho(Ag, A).
Du théoréme 5.3, chapitre Ier, résulte alors que S(py, &, Ag; f1, &1, Ay) est de classe
— &
Foles A 0=

Notons le résultat suivant :

Proposition (x.2). — La condition nécessaire et suffisante pour que A soit de classe A o(Aq, A;)
est que ACS(c0, 8, Ag; 0, —(1—0), A;).

Démonstration. — D’aprés les remarques faites ci-dessus, il reste seulement 4 montrer
quesi A est de classe H4(A,, A,), alors A est contenu dans S(co, 6, Ag; 0, —(1—8), A,)).

Soit aeA. Alors, appliquant 'hypothése avec t=¢", il existe a,,, a, tels que

a=4a,y,+a,
et

aolla<eeNlallys  Vanll, e =) ]fally

d’ou le résultat, d’aprés la définition de s(c0, 0, Ay; 00, —(1—8), A;) (chap. II, n° 1)
et le théoréme 2.1, chapitre IL

1.3

Définition (1.3). — Un espace de Banach ACAj+ A, est dit de classe H(A,, Ay)
¢il est 4 la fois de classe A (A, Ay) et de classe (A, Ay)-

Donc, d’aprés les propositions 4. 1 et 4.2, A est de classe #'g(Ag, A;) sietseulementsi

S(I’ 69 A(); i, —(I—"e)s Al) CACS(OOa 0> AO; L, “—(I”—e% Al)‘
Des exemples 1.1 et 1.2, ou bien du théoréme 5.3, chapitre I°%, résulie que

S(po> Eo> Ao P15 &> Ay) est de classe A o(Ayg> A1), 0=E/(Es—E&)-

Remarque (x.1). — Si lon fait 6=o0 dans la définition 1.1, (1.1), il vient
lalls<cl|a|ly; donc :

A est de classe A o(Ag, Ay) st AGCA.
Si 'on fait 6=1, on obtient :

A est de classe A '((Aq, Ay) st A CA.

Si maintenant Pon fait 6=o0 dans (1.2), (1.3), il vient en prenant [(=o,
laolla, < cllallss ||a1}ls,=0 donc a,=o0 et ay=a de sorte que ACA,; donc :

A est de classe Ho(Ay, A;) st ACA,.

De méme : _
A est de classe Ay (Ag, Ay) st ACA,.
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Voici une autre famille d’espaces de classe £ g(A,, A,) : les espaces
(Ao, Ag, 3(0)] =[Ag, Al

introduits par A. P. Calderon [3], [4] et J.-L. Lions [21]. On désigne par s# I’espace
des fonctions {—f({), {=E +in, holomorphes dans o<{<1->A;+A,, continues et
bornées dans 0<E<1—>A -+ A, telles que

n—>f(j+m) soit continue et bornée de R,—A,,

j=o, 1.

C’est un espace de Banach pour la norme

(r-4) [1f1lse = max (sup||.f ()], Sl;pr(I“}’in)HA,)'

On définit alors [A,, A;, 3(0)] comme I'image de s# dans I’application f—f(0), 6 fixé,
0<6<1; c’est un espace de Banach pour la norme

(x.5) ||aH[A.,,A1, S(e)]=inf|lf||x= S(0)=a.

Ceci posé on a le

Théoréme (x.1). — L’espace [Ay, Ay, 3(0)] est de la classe H 4(Aqy, Ay).

Nous allons donner une démonstration un peu longue mais utilisant de nouveaux
espaces qui ont peut-étre un certain intérét.

x.4. Les espaces S(bos Eo» Ao p1, Ers AY).

Soit F un espace de Banach. On utilise les distributions sur R & valeurs
dans F et en particulier 'espace &’'(F) des distributions fempérées a valeurs dans F
(cf. L. Schwartz [35]). On désigne par & la transformation de Fourier, qui établit un
isomorphisme de &'(F) sur lui-méme.

On désigne par FLP(F) (1<p< ) l'espace image de L?(F) (C&'(F)) par &,
muni de la norme transportée par %#. Donc

(x.6) FLP(F)c¥ (F).
On désigne maintenant par W(p,, £,A¢; f1, &1, Ay) lespace des distributions u
telles que
(x.7) &tueFLP(A,),  SucFLAEA); }; =1——;
muni de la norme
max (|| € %u || grpiny > €76 s1mi0,)

c’est un espace de Banach.
Si £,§,<0, on vérifie facilement que la distribution z est sommable & valeurs
dans A,+A; (cf. Schwartz [35]), de sorte que ’on peut définir

(x.8) u(1) =ff:u(x)dxer+Al.
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30 J-L. LIONS ET J. PEETRE
On désigne alors par S(Po> Eos Av; P1s E1r AY) Pespace décrit par u(1) lorsque u
parcourt W(to, £0> Ao f1s &1, Ay). Muni de la norme

lla|ls =inf (max (|| *“u|| grrin,, || €7u]|1pay)s u(1) =4,

c’est un espace de Banach.
Montrons maintenant le :
Théoréme (1.2). — St po< g0, 1h<¢y, 0N a :

(r.9) S(f0, Zos Aos £15 1 A)ES (45, o, Ao 01 By A

En outre

(x.10) S (b0, £os Ao P12 &> A)CS(@, B, Ag; 0, &, Ay)-
Démonstration. — Soit aeg(po, Eos Ag: P15 15 Ay). Considérons alors

ueW([JO, E.-o, Ao§ Pn gl: Al)

avec (1.7) et a=u(1). Soit p comme dans la démonstration du théoréme 5. 3, chapitre I¢r.
On introduit
w=ukp
On a :
&%w = (e%7u) % (#%) donc (i F=F'):
F (22 w) = Yo,
ot v,eLP(A,) et ou § est & décroissance rapide (transformée de Fourier d’un élément
de 2). Donc {p,eL?(A,) et eLl(A;), donc eL#(A,) pour ¢;<p,. Donc
TweFLE(A,)
et

et we FLHA,) CL2 (A,).

Résultat analogue pour ¢*w a valeurs dans A;, d’ou (1.9) et (1.10).
Théoréme (x.3). — On a :

(x.11) [Aq, Ay, 3(0)1€S(1, 6, Ag; 1, —(1—6), Ay).

Démonstration. — Soit ac[A,, A;, 3(0)] et fes# avec f(0)=a.
Soit alors ueS’(Ay+A,) définie par

(x.32) u=d=OFOEF (f(E+im))

(ot &, désigne la transformée de Fourier inverse en 7)) ; la distribution u est indépendante
de £ (transformation de Laplace inverse). Appliquant (1.12) pour £=o0 et £=1, il vient
ePucFL2(A,), e 0T FLO(A)

de sorte que |
f+wu(x)dx= u(1) e§(1, 0, Ay; 1, —(1—0), A,).

— X
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Mais
SE+in)=F (7% u(x))
donc
S(®)=u(1)

d’ot le théoréme.

Théoréme (x.4). — On a
(1'13) S(I: 9, Ao; I:—(I—e)’ AI)C{AO’ Al)) 8(0)]‘

Démonstration. — En effet en introduisant f,({)=eM*~%f(8), et choisissant A

convenablement, on vérifie sans peine que
llalliaga, sen < cllalla; ®llalls,, acAgnA,

d’our (1.13) d’aprés la proposition 1.1.
Démonstration du théoréme (x.x). — Résulte aussitot des théorémes 1.2, 1.3, I.4.

Remarque (x1.2). — Les espaces [Aq, A, 3(0)], S(po, Eos Ao; P15 &1, A,) jouissent de
propriétés d’interpolation analogues 4 celles du n° g, chapitre Ier.

Remarque (1.3). — 11 résulte également des théorémes 1.2, 1.3, 1.4 que
S(po’ an Ao§ pls El’ Al) est de classe XG(AN Al)’ 0= EO/(EO_EI)
Remarque (1.4). — Sous les conditions du chapitre III, n® 3, pour 3.3, on voit

que le dual d’un espace de classe (A, A,) est de classe Ho(Af, A}); en effet passer
aux espaces duals dans la proposition 1.1 et utiliser la proposition 1.2.

2. LE THEOREME DE REITERATION

2.1. On va démontrer le :

Théoréme (2.1). — On donne deux espaces de Banach X,, X, respectivement de classe
Ho (Ao Ay) et Ko (Ag, Ay), avec 8,<8y; soit § avec
(2.1) 0,<6<0,.
Alors
(2.2) S(#05 £o> Ao P15 &5 A1) €S(g05 M0 Xo3 415 s X4)
st les relations suivantes ont lieu :
(2-3) 7 =(1—0)8 + 05, i=o,1
1 1—9; 6
(2-4) ;iz 7 +;1, i==0,1
(et, comme d’ordinaire, 6:803"_&1).
Noter que L =0—0;, de sorte que d’aprés (2.1) on a : %Y <O et
0 <1

S(g6> Mo Xo3 d1> M Xq) @ un sens.
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32 J-L. LIONS ET J. PEETRE

Démonstration. — Soit aeS(p,, &y, Aq; p1, &1, Ay). Soit {u,} avec (1.1) et (1.2),
chapitre II. Comme X; est de classe £ g (Ao, Ay), et d’aprés la définition 1.1, on a :

ot 1, < i 15 %t [ 13

d’ounr :
g1 -6y %9
€™, |1E < (e u, |5 P ([]e>"u, R P

et appliquant I'inégalité de Holder :

eu, el%(B;), i=o0,1
+ o

d’otr suit que a= 2 u, est dans S(gq, 19, Xo; 91> M» X1), d’0l1 le théoréme.

2.2. Voici maintenant un résultat « inverse » de celui du théoréme 2.1 :

Théoréme (2.2). — Les ©; sont comme au théoréme 2.1. On suppose cette fois X, de
classe A, o, (Ao, A,)). Alors :
(25) S(?m Nos Xo; 915 > Xl) CS([)O, EO’ AO 5 Pl: ‘Els Al)

sous les conditions (2.3), (2.4).

Démonstration. — Soit aeS(qy, Mo Xo3 @15 Ty Xq). Alors (cf. chap. II) on peut
représenter a sous la forme

(2.6) a =1y, +,
ou
(2 . 7 ) e vOne lq, (XO) ] emnyln EIQX(XI) .

D’apres I’hypothése faite sur X et la définition 1. 2, pour tout #,>0 on peut trouver

Yions Uitp AVEC :

Vin = Uion T Yitns 1=0, 1
2i0n s < €itin % 1 91 Ix,
oi1nlla, < il % {191 L, -
Donc :
16723005 < s 6P | iy, ||

165170, |[Bs < oPrslh=00s | gimp, ||on

5. =1 e—"(go—ix).

in in
On choisit maintenant s, de fagon que
—08.p, __ .n q; — Po
Sin ,Pu___”e‘l], Z}inH)(:- Pe.
Alors grace a (2.4) :
in

s 0P = |[ 1", ||
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d’ou :
Eont Po < ;Do || P, 1%
He. viOnHA.Sﬂi ”em vinv”)g;’
Ein Py Pa|| g™ %
€70, |10 < b || e ”in“x}'
Si donc
Wy, = Vgon 1~ V10n
Wy =01, + V11p
on a : " wg, €0 (A,),
it elP(A,).
Par ailleurs Wop, - Wy =0o, + V1,=a
ce qui démontre que asS(p,, &g, Ag; f1, &1, Ay) et démontre le théoréme.
2.3. Comme conséquence immédiate des théorémes 2.1 et 2.2 on a le

Théoréme (2.3) (Théoréme de réitération). — Soient X, et X, des espaces de Banach,
respectivement de classe Ao (Mg, Ay), H o (Ags Ay). Soit 8 avec

(2.1) 0,<06<6,.
Alors
(2.8) S(o> 110> Xo5 15 > K1) =S(bo, &0s Ao f15 &5 Ad)
(avec équivalence des mormes), si
(2.3) 1= (1—0,)8 + 0,5, i=o,1,
1 1—0;, 0
=4 PR

3. UN NOUVEAU THEOREME D’INTERPOLATION

Soient {A,, A;, &}, {B,, B,, Z} deux triplets comme au chapitre Ier, no g3,

On va démontrer le

Théoréeme (3.x). — Sotent Xy, X, (resp. Y, Y,) des espaces de Banach de classes
H o, (Aos Ar), Ko, (Ag; Ay) (resp. A, (Bg, By), A, (By, By)) avec 8,0, (resp. xo<xz). Soitw
un opérateur linéaire de of dans B tel que

(3.1) reL(X;; Y,), de norme M;, i=o,1.
Alors, quels que soient p;, &;, 1;, §,, avec
3 g
.2 0, < —2-<8,, <2<y,
(3-2) o £t 1 %o L—1, X1
(3-3) (1—0,)& + 6,8 = (1 —x:) % + 1:%15 i=o,1,
1—0, 0, I—% X .
34 s i=o, I,
(3-4) bo h "o n
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34 J-L. LIONS ET J. PEETRE

on a:
(3-5) €L (S(Pos &os Ao b1 E1s A1) S(7o; Los Bos 71, Ty By))-

La norme M de = dans (3.5) est majorée par
(3.6) M < Mo Ms
o% ¢ est une constante (dépendant des p;, &;, 1, C;) et o

1—0)0 4 04(0—1

@) L LOANO=D) G

Démonstration. — On utilise d’abord le théoréme d’interpolation 3.1, chapitre Ier,

puis les résultats du numéro précédent.
D’aprés le théoréme 3.1, chapitre I°%, = est un élément de

L(5(40>Mas Xo5 915 M1 X1)5 S(g0> Mos Yo5 41> > Y1),
de norme dans cet espace majorée par

Mtl)é)\ML A= To_

No—
D’aprés le théoréme 2.1, on a :
(3-8) S{f0, o> Ao P15 B1s A1) €S(g0, 0> Ko 915 1> X4
si
(3-9) = (1—06)8 40,5, 1=0, I,
1 1—6, 6 .
(3.10) FaY z—{-p—:, i=o0,1,
et si la premiére relation (3.2) a leu.
D’aprés le théoréme 2.2, on a :
(3.1x) S(40> Me»> Yo 91> N> Y1) CS(rg, %5 B3 11, &1, By)
si
(3.12) 7= (1—%:)% + x:% 1=0, I,
T I—Y, Y .
(3-13) ;=-r0_x—+%1’ t=0,1

et si la deuxieme relation (3.2} a lien.

Le résultat (3.5) suit. L’inégalité (3.6) résulte des faits suivants : ¢) A=o;
b) les injections dans (4.8) et (3.11) sont continues avec des « constantes d’injection »
fonctions des paramétres.

Remarque (3.1). — Le théoréme 3.1 est au théoréme 3.1 du chapitre I°f ce qu’est
le théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz [26] au théoréme d’interpolation
de M. Riesz [33]. Cette remarque sera précisée au chapitre VII.
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CHAPITRE V

THEOREMES D’INCLUSION ET DE COMPACITE
POUR ESPACES DE CLASSE # (A, A), % (A A), # (Ay A)

1. THEOREMES D’INCLUSION

1.1. Soient {A,, A,, &} un triplet avec les hypothéses habituelles.
Théoréme (x.1). — Sotent Xy, X, X, trois espaces respectivement de classe K g (A, A,),
‘%/‘6 (Aoa Al)s ‘Z‘GI(AO: Al)’ avec

(x.1) 6,<0<0,.
Alors
(x.2) XX, +X,.
Démonstration. — D’aprés la proposition 1.2, chapitre IV, (1.2) sera vrai si 'on
montre
(x.3) S(o0, 8, Ag; 00, — (1—0), A)) CXo+ X, .

Mais d’aprés le théoréme 2.1, chapitre IV, on a :
S(0, 0, Ag; 00, —(1—0), A;) €S(c0, 19, Xo35 0, M, Xy)
o 7;=0-—0;,, d’ou (1.3) puisque
S(c0, Mg, Xo; 0, My, Xq) €Xo+ X,

Théoréme (x.2). — Soient Xo, X, X, trois espaces respectivement de classe K o,(Aos A1),
'Ze(Am Al)’ j‘e,(Ao, Al)’ avec (I . I)‘

Alors
(x.4) X,nX,CX.

Démonstration. — D’aprés la proposition 1.1, chapitre IV, il suffit de montrer que
(x.5) XonX,CS(1,0, Ag; 1, —(1—0), A)).

Mais d’aprés le théoréme 2.2, chapitre IV, on a :
S(Is 6_90’ Xo; 1, e”—els Xl) CS(Ia es A0> I, _(1_6)9 Al)
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et comme
Xon X, CS(1, 60y, X,; 1, 686, X,),
on a (1.5). D’ou le théoréme.
Des théorémes précédents résulte le
Corollaire (x.x). — Soient X,, X, X, trois espaces respectivement de classe Ay (A,, Ay),
Ho(Ags Ay)y Ko (Ao, Ay), avec (1.1). Alors :

(1.6) XonX,CX X, +X,.

1.2. On peut simplifier quelque peu les résultats précédents lorsque ’on suppose
que A, CA,.

On va démontrer le

Théoréme (x.3). — On suppose que AyCA,.

1) Si X est de classe K y(Aq, Ay) et Xy de classe Ho (Ao, Ay) avec 9<8,, on a :

(x.7) XcX,.

2) St X est de classe A o(Aq, Ay) et Xy de classe A 0,(Ags Ay) avec 8,<6 on a :
(x.8) XoCX.

3) Si X et Y sont de classe Hg(Aqy Ay), Hg(Ag, Ay) avec 9<Y, on a :
(r.9) XcY.

Démonstration. — 1) On utilise le théoréme 1.1 avec 8;=0, ce qui est loisible,

d’aprés la remarque 1.1, chapitre IV et le fait que les résultats du n° 2, chapitre 1V,
sont valables dans les « cas limites ». L’espace A, est de classe X (A,, A;), donc (1.2)
avec X,=A, donne XCA;+X;; mais comme A,CA; on a: A,CX; d’ou (1.7).

2) On utilise le théoréme 1.2 avec 0,=1; alors (1.4) avec X;=A; donne
Xy nA,CX; mais comme A CA, on a: X,CA; d'ou (1.8).

Le 3) est un cas particulier du 2).

Remarque (x.1). — D’aprés le chapitre IV, tous les résultats précédents s’appliquent

aux espaces de moyennes (et aux espaces [Ag, A, 8(0)], S(pos Eos Ao b1> E1s Ay,
cf. chapitre IV, n° 1).

2. THEOREMES DE COMPACITE

2.1. Nous adoptons la notation suivante : % (X;Y) désigne 'espace des appli-
cations linéaires continues et compactes de X dans Y (espaces de Banach).

Théordme (2.1). — Soit B un espace de Banach quelconque et {Aq, Ay, & } un triplet
avec les propriétés habituelles. On se donne unme application linéaire = de B dans <f telle que

(2.x) meZL (B Ay)
(2.2) neZ(B; A)).
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Alors st A est de classe A (Ay, Ay), 0<0<1, ona:
(2.3) neZ,(B; A).

Démonstration. — Soit {b,} une suite de B, [|5,|[z<M (indépendant de n).
D’aprés (2.1), on peut extraire {4,} de {b,} telle que

(2.4) n(b,)—>a dans A,.
Comme A est de classe £ 4(A,, A;) on a, par définition
| (8y) — (b)) |s S| m(By) —m(by ) |5 °|(8)) — (b} ||, < (constante) || (b,) — m(by ) [[3°

car ||w(b)||,, <@, ||b]|zg. Donc n(b,) est une suite de- Cauchy dans A, d’ou le résultat.

Théoréme (2.2). — On donne B,{Ay, A,, s/} comme au théoréme 2.1. Soit ™ une
application lindaire de o dans B. On suppose que
(2.5) neZ (Ao; B),
(2.6) ne L (A;; B).

Soit A de classe Ho(Aq, Ay), 0<0<1. Alors
(2.7) meZ,(A; B).
Démonstration. — Soit {a,} une suite bornée de A.
Si {t,} est une suite de nombres >o, tendant vers -+, puisque A est de
classe A 4(Ag, A,), on peut, quel que soit m, trouver a,,cA;, i=o0,1, avec
Q=G+ Gypmy >
HaanHA.S.Ct?nHanHA’

I anml”A;—<—-Ct9n_1”anHA'

D’aprés (2. 5), on peut extraire de la suite{n} unesuite {v} telle que {r(a,,,)} converge
dans B lorsque v—>0, quel que soit m. On va montrer qu’alors {=(q,)} est une suite de
Cauchy dans B. Soit donc e>o donné. Il faut montrer que pour v,v'>v(e), on a

(2.8) lIm(a,) —n(a,)|[s=<e.
On choisit d’abord m tel que
(2.9) e (@m) — 7@y m S g/2, v, v quelconques.
Pour cela, on note que
|7 @m1) — (@ mi) || S @107 | @, —a, || < (constante)s, ™

ce qui peut étre rendu <e/2, puisque 0<1 et f,—+co.
Soit donc m fixé, avec (2.9). Comme {n(a,,,)} est une suite de Cauchy dans B,
on a :
|17 (@ymo) — (@ mo) | [s < €/2 pour v, v'>v(e)

ce qui joint 2 (2.9) donne (2.8) et démontre le théoréme.
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Remarque (2.1). — Des idées voisines se trouvent dans E. Gagliardo [7].

2.2. Nous supposerons maintenant que Ay CA,.

Théoréme (2.3). — Soit AyCA, et 0, 6’ donnés avec O0<0. Soient X et Y deux espaces
de classes Hg(Ay, Ay) et A (Ay, Ay) respectivement. (Alors X CY; théoréme 1.3, 3).)
St Pinjection de A, dans A, est compacte, Uinjection de X dans Y est également compacte.
Démonstration. — Appliquons d’abord le théoréme 2.2, en prenant A;=B et pour =
Popérateur identité. On en déduit que l'injection X->A; est compacte.

Appliquons maintenant le théoréme 2.1, avec B=X, m=identité, compacte
de X-—>A,, etcontinuede X-—+X. On en déduit que = est compacte de X—C, ot C
est de classe %7, (A, X). On aura donc le théoréme si ’'on montre que ’on peut prendre
C=Y, donc que Y est de classe X", (A;, X) pour un % convenable. Il y a plus :

1—0

(2.10) Y est de classe A (A, X), ="’

ceci se vérifie par application du théoréme de réitération, chapitre IV.
Remarque (2.2). — Remarque analogue & la remarque 1.1.
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CHAPITRE VI

ESPACES DE TRACES ET DE MOYENNES

1. ESPACES DE TRACES
1. 1. Définition.

Si F est un espace de Banach, on désigne par L% (F) I'espace L?(0, o0; F), 1<p< o0
(rappelons que L2(F) est espace des fonctions de puissance pe sommable sur (o, o)
a valeurs dans F pour la mesure di/t).

On donne un triplet {A,, A;, &/} avec les propriétés habituelles.

Soient a, et a; deux parameétres réels. On désigne par V, (p,, ag, Ag; p1; %, Ay)
Pespace des (classes de) fonctions u telles que

(x.1) t*uelB(A,),
(x.2) tu™elB(A,)
m
ol u(‘”"——-dT: désigne la dérivée (d’ordre m) de u au sens des distributions sur

Pouvert Jo, oof, a4 valeurs dans A,. Muni de la norme
(x.3) [[ully,, =max (|| &% u||zpyay» |8 [lera,)s

cC’est un espace de Banach.

De hypothése (1.2) résulte que ™ est localement sommable & valeurs dans A,
dans ’ouvert Jo, co[. Donc, en particulier, u et 4™ sont localement sommables dans Jo, oo[
4 valeurs dans Ay+A;. On peut donc considérer u(t), 0<j<m—1,t>o0, élément
de A,+A,.

On dira que 2% admet une trace a lorigine si u/(f) converge dans Ay+ A,
lorsque t—o0; alors

trace de u'? =lim u(£) =u(0).

On a le résultat suivant, cas particulier d’un théoréme de Poulsen [32] dont nous
allons indiquer la démonstration pour la commodité du lecteur.
Proposition (x.1). — Si

(x.4) pi—i—oc1<m—-j, J entier avec 1<j<m-—1,
1

alors les traces u™(0) existent pour o0<k<j.

(En outre, selon Poulsen [32], la condition (1.4) est nécessaire pour l’existence
de 4%(0).)
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Démonstration. — De (1.2) et {1.4) résulte que
(x.5) i lydmel o, 15 Ay).

Si m—j—i1=u=o0, il en résulte que u est absolument continue dans [o, 1] a
valeurs dans A,+A,.

Si p>1, on note que
—_ m— 1 m
[lam =3 < [~ 9)]| + [ 4™ (a)|| do,

ol || || désigne la norme dans Ay+A;. On en déduit que

[e=tjum=v@) <m0 -td) +2 [ (o —e) || u(c)| | do
d’ot ]
ﬁtu-1||u<m—1>(t)ndtgc+§f:cuuu<m>(c)|1do
d’ou, grace a (1.5) :
(x.6) moimtym—UeLl(o, 1; Ay +A,).
Continuant de la sorte on arrive dans le cas le plus défavorable a

ditlell(o, 1; Ag+A4A,),
et u(0) existe.
On pose alors la
Définition (x.1). — Si (1.4) a lieu, on désigne par T7'(py, %9, Ag; b1 %1, Ay) Uespace
déerit (dans Ag+A,) par u™(0) lorsque u parcourt V,(po, %o, Ag; b1 %5 Ay).
Muni de la norme

. = inf
(x.7) lallap = inf liully,

on obtient un espace de Banach. Les I} sont des espaces de traces.
On pose en général

(x.8) T3(Po> %o Ao; P15 %1, Ay) =T (pg, g, Ag; f15 %15 Ay)

Remarque (x.1).— Lesespaces T7(p,, %9, Ag; p1, @1, A;) donnentlieua une propriété
d’interpolation analogue au théoréme 3.1, chapitre Ier. Cf. Lions [19]. Mais en fait
cette remarque se réduit exactement au théoréme 3.1, chap. I°T, aprés les résultats
du numéro suivant.

1.2. Lemmes.

Notons d’abord que les conditions (1.1) et (1.2) sont équivalentes a

(x.x bis) truel(Ags o= oo,
0

1.2 bis thu™eLP(A,), =L4q.
.\ i 1
1
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Lemme (x.1). — St aeTT(py, a9, Ag; pr1> %, Ay), on peut toujours le représenter par :
a=u"(0)

ot u satisfait a (1.1 bis), (1.2 bis) et en outre &

(x.9) fre R e L (A,), pour tout entier k.
Démonstration. — Soit f définie sur R par
S(x) =0(é),
v satisfaisant aux analogues de (1.1 bis) et (1.2 bis) et a=1"(0). Alors
k k r
(:; x{ )z - Ef"’cy%t“)’ ¢, = constantes

et d’aprés la proposition 1.1 on en déduit que
(x.10) e~ f0)(x) > ¢, 0(0), dans Ay+A,, x—>—00;
si alors 'on remplace f par fxp, pe9, ft:e_”p(x)a’x= I, on voit que
e~ ( fx )i (x) —¢;;0(0), dans Ay+A,, x—>—c0.
D’aprés (1.1 bis), on a : e**feL™(A,), donc
e % frp)MelP(A,)
quel que soit k et donc si u est définie par

u(t)=(f+p)(log ?)
on a :
uio)=a et ttruFeli(A,)

quel que soit k, d’ou le lemme.
Lemme (x.2). — On suppose que (1.4) a lieu et que ——%—ao +3>0. Soit u satisfaisant
& (1.1bis), (1.2 bis), et (1.9). Alors Po

m—j, (m dt m—j o
(x.x1) Wio)=v [, "D, y=(=n"(m—j—1)!
Démonstration. — L’intégrale du deuxiéme membre de (1.11) converge, a Vorigine

grice & (1.2 bis), et a 'infini grice a (1.9), pour k=m et pi—}—oco—i—j>o. On a:
0

[T 1=t (1) de =Tim [* =7~ ™ (1) dr =

e—>0
e>0

lim{fm=1=1m=0 (1)|7 f (m—j— 1) 2um = N(1)dt},

g0
Or u"™~Y(e)=u™"(1)— f WM (), don, || || désignant la norme dans Ay+ A, :
1 1 , .
=D @I < =D (]| + ([ [ deyin [La= a5,
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Griace a (1.4), on en déduit que

eI m = (e) >0 dans A,+ A, lorsque e-—>o.
Ensuite,

u(m_l)(t)—u(m_l)(s)zft u("‘)(a)dc=fic""’+'"u(m)(c)c_(°‘°+m)d0';
utilisant P'inégalité de Holder et (1.9) pour k=m, on en déduit (comme par
hypothése n,+j>o0, de sorte que 7o-+m>1) que u™U(f) converge dans Ay+ A,
lorsque ¢—>c0. Mais comme, d’aprés (1.9) pour k=m—1, "1y NelP(Ay),
il en résulte que u™~Y(¢)—o0 lorsque ¢—>w. Alors

(1.12) U =I(f) = — f " u"(6)ds,

d’oil en utilisant Holder et (1.9) pour k=m :

1
—m— (= ag) +1
lam =il < ce T, ¢ = constante,

A N ¢ . i —
de sorte que grice & — +og-+j>o0, "I W™ (f) >0 dans A, lorsque ¢—>+o. Par
conséquent bo

1.1 T gm—i O\t — (1) | gm0y gy,
3 ° J )

Distinguons deux cas :
I

Ier cas ¢ —+ ;<1
1

Alors u™~?(¢) converge dans A,+A; lorsque e—o. Par ailleurs, pour le
comportement 3 linfini, ce qui a été dit précédemment est valable en remplagant m
par m—1; donc

tm——i—2u(m—2)(t) |ao — WemHj—zu(m—z)(e)
€

et ceci converge vers o ou —u™~%(0) selon que m—j—2>0 ou =o,
Dans le 1°T cas, on obtient

f: =i =1y () dt = ¢ (m—j— 1)(m—j—2)j:’ fm=i=3ym=2)(5) g,

dans le deuxiéme, = (m—j— 1)u™"%(0).
2¢ cas : j+a1>1. Alors de (1.12) et d’une inégalit¢é de Hardy-Littlewood-
1

Polya (d’ailleurs immédiate en posant x=logt) résulte que " 'u™ U(t)eLP(A,) et
par conséquent dans (1.13) (au facteur — (m—j—1) prés) on est ramené au probleme

précédent, avec m remplacé par (m—1).

Conclusion : on arrive ainsi jusqu’a

f:’ t’”"'“lu(m)(t)a’tz(~—1)'"‘f"1(m—j—1)!f:u(7+1)(t)dt;
mais #(tf)—>o0 dans A,+ A, lorsque ¢->w, donc on obtient (1.11).
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2. IDENTITE DES ESPACES DE TRACES ET DE MOYENNES

2.X. On va maintenant démontrer le résultat suivant :
Théoréme (2.x). — On suppose que

(2.1) L—i-m0+j>0,
bo

(2.2) : i—}—a1+j<m.

1

. S
Alors, sauf peut-étre si ;—l—aozo, —1,—2, ..., On @ :
0

(2.3) T}”(Po, %95 Ay P1y %s A1)=S(p0,pi—}—oc0 +Js Ao;[’1,}:‘+°‘1 +j—m, Ay),
) 1

avec des normes équivalentes.
Démonstration. — 1) Soit a€T]*(po, otgs Ag; P15 %15 Ag). Alors d’aprés le lemme 1.2,
on peut représenter a sous la forme
e [P (m)ti‘:f‘” nd
a=y [, )T = [ Cu ),

\

ou
(2-4) u (t) ="~ Tu™ (1),

avec u satisfaisant & (1.1 bis), (1.2 bis) et (1.9). Donc, en particulier,

(2.5) fotiu eLP(Ag),  Mo=—+ g
b
(2.6) fmti=my eLP(AY), m=;l+a1,
1

donc aeS(p,, i+% +7, A 15 l+al +j—m, A;)=S, d’apres la remarque 1.1, cha-
pitre Ier, bo b

On a donc foujours Pinclusion TCS dans (2.3) (P'inclusion topologique résultant
facilement des considérations précédentes).

2) Soit réciproquement «cS. Alors on peut représenter ¢ sous la forme

© di
a=[lu ()%,

avec u_ satisfaisant & (2.5), (2.6).

On introduit
o

u,(t) =CL (6—t)"~*"'¢'"u (0)do
k=o0,1,2,...,7]—1,

1

c=(—1)"" ‘(m_k_l). . (m”“])
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Alors

oo

u(t) :cjl (1 —ﬁ)”‘_k_lo-f_ku (o)

[

est donc le produit de composition (sur R") de #~*u_ avec la fonction

.fm—-k: (I _t)m—k-—l

Alors on a :
(2.7) ot hy e L(Ay)
si gmtEf €Ll e si
(2.8) 09> — k.
On introduit ensuite u par
\u:uo

{2.9) t {({—o) 1t

On a, lorsque k>1

ult) = —— [ (1) o)

k—n)tde's

ce qui est le produit de composition (sur R*) de o*y, avec g, définie par

(t—1)k—t

= i<
g(H)=o0 si I, Y

Alors, tenant compte de (2.7)

(2.10) thuelP(A,)

toujours si k=o, et lorsque k>1, si t*geLl, donc si

(2.11) Ne< —k+1.

Ensuite, en posant D=d/dt :

Ju(t) = fomuk(c)dc

do

[}

si

do

[e3

<1,

t>1.

=0 si

D™u=D""*DFu) =D" *u, = (—1)" " Fe(m—k—1) 10" (1)

et donc
(2.12) tmD"ueL*(A,).

Enfin

Diy =D/ ¥Dku) =o(— 1) (n—k—1)... (n—j) [ (c— )" 1= eI ~"u

donc

(2.13) W(0) = [*u(5) 2 =a.

t 1o}
44
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Cela montre que, sauf peut-étre pour ny=o,1,...,—(j—1), la fonction u

satisfait & (2.10), (2.12) et (2.13), donc que acT}(pq, @9, Ags b15 ®15 Ay)-
Ceci achéve la démonstration du théoréme (1).

2.2. Quelques conséquences.
Partons de (2.3) et appliquons le théoréme 5.2, chapitre Ier; on a :

S(pos & -4, Ao p1y Loy ti—my A =S(po — WL A p, MEITT
(o 2 o7 Hos hr 7 11J 1) (o 01+ m 0>/ fo—1y 1)

\ I . - . ’ Y
(ou, rappelons-le, »,=—+«;); mais d’aprés le théoréme 2.1,
i

S(pg, 10T Ay g T Ay Ta B Ags u, By, A
(po 7}0—"7]1_}‘7” 0 pl 7]0'—7]1‘*'772 1) 0(!’0 BO ¢ pl BI 1)
ol
I I Mo +J
2.14 —+By=—+4+B=—"——¢€]o, 1{.
(2:24) D A
Conformément & la convention (1.8) on obtient donc le
Théoréme (2.2). — On suppose que (2.1) et (2.2) ont lieu. Alors, on a :
(2' l:5) T;”(pO: %os Ao;pn %15 A1)=T(p0: Bos Ao;pls By, Al)

on les B, satisfont & (2.14), avec des normes équivalentes.
Ce théoréme réduit donc I'étude des T}* a celle des T. On donne au numéro

suivant quelques propriétés de T, conséquences immédiates des propriétés correspondantes
des espaces de moyennes.

3. QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES T(p,, oy, Ag; 1, oy, A))

On peut supposer que 0<L—|—ai<1.
Théoréme (3.1) (Symétrie). ~ Ona

(3.1) T(po» %0 Aas p1s o5 A1) =T (1,8, Ar; pos "y, Ao)
ol
1~ 1 I~ 1
E‘{‘%:I_'([Z‘*’%): %“{““021_(%4‘“0)-
Démonstration. — En effet d’apres le théoréme 2.1

T(po> %05 Ao P15 %> Ar) =S(po> o> Ags p1s 15 Ay, Eozi‘ + o, g1:§ +oy—1.
0 1

(1) (Note ajoutée a la correction des épreuves.) Par une méthode différente, M. P. Grisvard a démontré (2. 3)

également lorsque pi—i— otg=0, — I, ..., —(j—1) (travail a paraitre dans Math. Scand.).
]
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Mais (théoreme 5.1, chap. I°%), S(po, &0, Ag; 15 &> A1) =S(p1, €15 Ass Po, Eo» Ay) et par
le théoréme 5.2, chapitre Ier, =S(p,, —&, A;; po, —%0s Ay) d’ol le théoréme, en
utilisant encore une fois le théoréme 2.1.

De la méme fagon :

Théoréme (3.2) (Homogénéité). — Soit 2>0. On a

(3.2) T(pos gy Ag; P15 %1y Ay) =T(po, T, Ag; 1, 15 Ay)

ol
}:— + = 7‘(;‘0 + o),

0

I 1
4 F—1=A—Foy—1).
b o
Enfin, en utilisant le théoréme de dualité du chapitre I11, on a le :
Théortme (3.3) (Dualité). — Sous les hypothéses du théoréme 3.1, chapitre 111,
on peut identifier le dual de T(pg, o, Ags prs o1, Ay) a T(p, —oy, Al pos — %, Ag).
En effet T(pOa %5 Ags P15 %15 Ay) =S(pos Eos Ags P15 &5 A1) de dual

S(l’i: —'Eh Ai; P(,n “—Eo: A(I))
d’ot le résultat.
Les résultats précédents ont été démontrés directement (i.e. sans utilisation de la
notion d’espace de moyenne) dans Lions [19] [22].
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CHAPITRE VII

EXEMPLES

§ 1. LE CAS DES ESPACES I?
1. LE THEOREME DE M. RIESZ

1.1. Soit X un espace localement compact, p une mesure positive sur X et
soit LP (1< p<ow) les espaces de Lebesgue pour cette mesure, et L?(F) les mémes
espaces a valeurs dans un espace de Banach F.

Soit {A,, Ay, &} un triplet avec les propriétés habituelles. On va montrer le

Théoréme (1.1). — On a

(x.x) S{(pos Eo> L7*(Ag);5 p1, &5 L7 (A1) =LP(S(po; &o> Ao 15 &> A))
ol
Tt 1—6 6 Eo
I.2 —_= + — 6 —=4 N
(x-2) b b P L—&
avec des normes équivalentes.
Démonstration. — Pour simplifier ’écriture on pose :

S(pos &0> Ao b1 &15 A) =5,
S(pos &os LP(Ag) ;5 P, &1 LP(AY)) =%.
1) Soit ae?. Alors

+
a= 2 u,
- @

(R ) (La(A), (PRl (Lr(AY),

Alors, pour presque tout xeX, d’apres la remarque 1.1 (chap. II) :

+ @ 1—0 4o 0
o) lla < e S [[e"%u,(3)][%) ™ (2 [[e"rn, ()] 2)"

oo}
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les ¢ désignant ici et dans la suite des constantes diverses. Par conséquent, d’aprés
I'inégalité de Holder et (1.2), on en déduit :

1-6lp +wx p

4
[Na)Rdut) <[ (T [|etou@)iR) ™ (2 [|eSu,(x)]|%) ™ du(x)
(1—9)p +o "l’
<c”(2f lle®ou,(@)|iRdi(x) » (2 [ 1o dex)?
d’ou acL?(S) et
la|lwg <clla|lq-
2) Réciproquement, soit a une fonction simple a valeurs dans S. Donc a= Za,{,,

somme finie, 4,€S, ¢, fonction caractéristique d’un ensemble mesurable. Alors, pour
presque tout xeX, on peut écrire :

(x-3) ale)= 2 )
ou
fetm(x)}em(Ay),  {w,(x)}el(Ay)
et ou
(r.4) [l a(@)]ls > ¢ max (|[6%20,(3)lmangs 1675 0, lmay)-

(I1 suffit de représenter chaque a, par une somme convenable d’éléments de AynA,).
On définit alors A par

po(1—2Eg) =1
Vu (1.2), on a alors

H(1—2E)=p.
On définit ensuite u,(x) par

(x.5) (%) = Wy 4 12 Logl] a1

(ou [z]=partie entitre de z); la fonction u, est mesurable. On a :

@® + ©
2 [[e (0|5 = 2 |l w,(#)([Fe" gl aellsEere < || (i) fove~ AOoello@lisln

<elfa(x)|[§— % =c|la(x)}§
(d’aprés le choix de A). Donc
{e"u, }el™(L7(A))
et de la méme maniére,

{eu Jelr(L(Ay)).

Alors ||a||g<c¢||a||ps ce quiachéve la démonstration du théoréme, les fonctions
simples étant denses dans L*(S).
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Corollaire (x.1). — On a :

S(Po, E.a(]s Lp'; Pu als Lpl):LP
ot p est donné par {1.2).

1.2, Application.

Théoréme (x.2). — On donne deux triplets {A,, Ay, o/}, {By, By, B}. Soient p, q donnés,
1=0,1, 1<p, ¢< oo, ave

(1.6) PoZq, H<aq.
Soit ™ un opérateur linéaire continue de LFi(A,) dans L%(B,), i=o0, 1. Soient p et q avec

(1.7) £=1-6+E’ 121_'6_}_9, 0<6<1.
? 2N q 9o 4

Alors = est un opérateur linéaire continu de LP(S(py, 0, Ag; pr, 0—1, Ay)) dans
Lq(s(%, ea AO; 15 o — I, Al))

Démonstration. — D’apreés le théoréme 3.1, chapitre IeT, = est un opérateur linéaire
continu de S(py, 6, L(Ag); pr, 8—1, L(A,) dans S(py, 6, L*(A); py, 61, L(Ay).
Mais d’aprés le théoréme 1. 1, le premier espace coincide avec LP(S(p,,9, Ag; #;,0—1, Ay)).
Par ailleurs, d’aprés le théoréme 5.3, chapitre IeT, et grace a (1.6), le deuxiéme espace
est contenu dans S(¢y, 0, L*(A,); ¢1,0—1, L2(A,)) qui, d’aprés le théoréme 1.1,
coincide avec L¥(S(q,, 0, Ay; ¢, 6—1, A))), d’olt le théoréme.

Remarque (x.1). — Théoréme de M. Riesz [1].

Si 'on prend Ay=A,=B;=B,=C, le théorétme 1.2 redonne le théoréme de
M. Riesz : si « est linéaire continu de LPi dans L%, i=o0, 1, (norme w;), alors w est
linéaire continu de L? dans L4.

L’inégalité de convexité (3.2), théoréme 3.1, chapitre I¢*, montre que la norme ©
de = dans Z(L?; LY est <cwi %wf, c=constante (parce que 'on a montré que
S(po> Eo» L7; b1, &1, LP)=LF avec des normes équivalentes). On sait (M. Riesz {33])
que 'on peut prendre ¢=1; cela peut également se démontrer par la méthode des
traces (cf. Lions [18]); vu l’identité des espaces de traces et de moyenne, la méthode
de Lions [18] pourrait évidemment s’adapter ici de fagon & fournir la constante c¢=1.
(La démonstration donnée ci-dessus n’est, au fond, qu’une variante de celle de Lions [18].)

2. LE THEOREME DE MARCINKIEWICZ

2.1. Pour fixer les idées on va se borner au cas scalaire, P'extension au cas
vectoriel étant immédiate.

Comme au numéro précédent, soit X un espace localement compact, p une mesure
positive sur X. Désignons par M® (0<8<1) Pespace, introduit par G. G. Lorentz [25],
des fonctions @, mesurables pour la mesure p. et telles que

(2.1) [,laldu< c(u(®))"®
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pour tout E mesurable, C étant une constante convenable (dépendant de a); c’est un
espace de Banach pour la norme

(2.2) [la]lo =inf G=sup [ |a]duf(s(E))".
Théoréme (2.1). — On a
(2.3) S(w, &y, L?; o0, &, LP) = M°
ol
(2-4) s=1—1/p,
p étant donné par (1.2).
Démonstration. — En utilisant le cor. 1.1, on voit que L est de classe ¢ c,i(Ll, L®)

ol o;=1—1[p;,1=0, 1. Donc, en utilisant le théoréme de réitération, chapitre IV,
on se raméne au cas p,=1, p; =co0. (On notera que (2.4) devient o¢=(1—0)c,+ 00,.)
Il s’agit donc de démontrer que

(25) S(OO, £0> Ll; 0, El) Lw)=Me
ou

.6 0= % .
(2 ) go_gl

1) Soit aeS(w, &, L'; oo, &, L®). Alors
a=1y(x) +2,()
ot pel®(LY); #4peL®(L®). On obtient
[laldu< [ loo() da+ [ [o(0)] du < <[l 06(2) s+ w(B) || (3) [p0 <
L™ || vg ||y +e 7% w(E) [|€5 0 ||pope)
d’oll, en faisant un choix convenable de x,
[ laldi< el oy (15 %m0 | Eony (w(E))°

ou encore, en faisant varier v, et v,

JE la|dp.< ‘”‘IHS(w, £, L1; w, g,,L"D)(H(E))e-
Donc
||a|[M°§””‘1HS(w,i.,,Ll; @, &y, L)

et
aeM®.

2) Soit aeMP®. Alors
[, lalde < Cu(E))",
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C étant une constante convenable. Soit E Pensemble ot [a|>Ct, avec t=e¢~ %,

Posons
a, xek
) = o, xeCE’
o, x€E
n(x) = a, xeCE’
Alors on a
a = v,(x) + (%)
ou
(.7) 0l S C(E) |l e < C.
Or
[|20(*)||ra > w(E) . Ct
d’ott

Donc (2.7) donne (t=e"™)
(2.8) ool < Ce™5 |og(2)|[peo < Ce ™"

Donc
”aHS(oo,Eo,L‘; o, &,L”)S HaHMO

et
aES(OO, ‘205 Ll; o0, El: Lw)'

Remarque (2.x). — On peut utiliser cette méthode, convenablement généralisée,
pour déterminer S(p,, &y, L'; py, &, L®) dans lecas général py+ 00, p;+c0; on obtient
d’autres espaces introduits par G. G. Lorentz [25], cf. Calderdn [4]. Cf. aussi Peetre [31]
ot on donne un procédé général pour déterminer les espaces de moyennes dans des
cas « concrets »; on y retrouve comme cas particulier les résultats de Calderon.

2.2, Application.

Théoréme (2.2). — Soient p;, g; donnés, i=o, 1, 1<p;, ;< oo, avec (1.6). Soit 7 un
opérateur linéaire continu de LPi dans M™ ol v, =1—1/q;, i=0, 1. Soient p et q avec (1.7).
Alors 7 est un opérateur linéaire continu de LP dans 19,

Démonstration. — On notera que LPi est de classe % c«;(Ll, L®) ol o;=1—1fp;
et que M est de classe %" Ti(Ll, L®). Donc d’apreés les théorémes 3.1 et 2.3, chapitre IV,
7 est un opérateur linéaire continu de S(py, &y, L?; p1, &y, L) dans S(p,, &y, L*; py, &, L7).
Alors, d’aprés le cor. 1.1, le premier espace coincide avec L? et, d’apres le théoréme 5.3,
chapitre Ier, le deuxiéme espace est contenu dans S(g,, &, L*; ¢;, &, L) qui, d’aprés
le cor. 1.1, coincide avec LY d’ou le théoreme.
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Remarque (2.2). — Théoréme de Marcinkiewicz [26]. On peut démontrer que (2.1)
équivaut a

(2-9) t(flﬂlgtd“)l—eéc

pour tout >0, C étant une constante convenable (dépendant de @). Donc on retrouve
le théoréme de Marcinkiewicz (cf. aussi Krein-Semenov [15], Calderon [4]) : Si = est un
opérateur linéaire tel que

U]y < im0, 1),

alors = est linéaire continu de L? dans L? (de norme ). On a aussi I'inégalité o <cw,' =%},
ce qui résulte aussitot de I'inégalité de convexité (3.6), théoréme 3.1, chapitre IV.

§ 2. LE CAS DES SEMI-GROUPES

1. RAPPELS SUR LES SEMI-GROUPES

x.x. Dans un espace de Banach E, on considére un semi-groupe ¢—G(¢) borné
et continu; donc :

G(t)eZ(E; E), ||G(t)|| 2@ m=|G(A)|| <M<, t>0;

t—>G(t)a est continue de (> o0—E, pour tout aeE; G(o)a=a donc G(o)=1.

On désigne par A le générateur infinitésimal de G(t) et par D(A) son domaine. Plus
généralement, D(A”) désigne pour m entier >1, lespace des aeD(A) tels que
AaeD(A), ..., A" 'aeD(A); muni de la norme du graphe :

(x-1) X || Aa]

(our || || désigne la norme dans E), D(A™) est un espace de Banach.

Notre premier objet est de déterminer explicitement a partir de G(t) les espaces
de moyenne entre D(A™) et E.

1.2. Soit S une distribution (scalaire) d& support compact contenu dans t>o. On se
propose de définir ici, selon L. Schwartz [36], lopérateur non borné G(S).

Tout d’abord, si ¢ est une fonction continue dans t>o0 (plus généralement une
mesure), 3 support compact (ou a décroissance convenable 4 infini) on pose :

Gle) = G(t)e(t)dtc Z(E; E).
Si ¢ est une deuxi¢me fonction de méme nature, alors
G(o*4)=G(e)G(Y).

Ceci posé, on appelle suite régularisante toute suite p, de fonctions ayant les
propriétés suivantes :
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e, est indéfiniment différentiable 4 support contenu dans [o,¢,], e,~0 lorsque
v—>00

020, |7 e t)dt=["p(0dt=1.

Alors S#p, est une fonction indéfiniment différentiable & support compact (dans ¢>o),
de sorte que G(S=p,) a un sens.

Définition (x.1). — Un élément a de E sera dit dans le domaine de G(S) (en bref :
aeD(G(S))) si, ¢, étant une suite régularisante, G{S=p)a converge dans E.

Cette condition est indépendanie de choix de la suite régularisante. La limite (éga-
lement indépendante de la suite régularisante) est désignée par G(S)a.

Le domaine D(G(S)) est dense dans E et opérateur G(S) est fermé.

Si &' désigne la dérivée de § (masse 1 au point o), on vérifie que

(x.2) A=G(—?%)
et plus généralement
(x.3) A" =G ((—1)™3™), 8“’”:5;8.
1.3. Lemmes.
Lemme (x.x). — Soit g, une suite de mesures & support compact dans t>o, telle que
(r.4) g, —dm lorsque o,

la convergence ayant lieu dans Uespace &' des distributions & support compact. Soit acE tel que
(x.5) G(g.)a converge dans E lorsque e—o.
Alors aeD(A™) et
G(g)a—~(—1)"A"a.
Démonstration. — Soit p, une suite régularisante. On a :

(x.6) G(g.xp))a=G(p,)G(g)a

et par hypothése, G(g)a—b dans E (¢—o0). Par ailleurs de (1.4) résulte que
g.%p,~>3™ %o, uniformément et avec les supports dans un compact fixe. Donc

G(g.*g,)a = G(d"+p,)a lorsque z—o,
et (1.6) donne a la limite (pour e—o0) :

(x.7) G(8"™*p,)a=G(p,)b.

Mais G(p,)b—b lorsque v—>0, de sorte que G(3™xg,)a converge dans E, donc (par
définition) 2eD(™) et b=lim G(8™*p,)a=G(3")a.

D’od le résultat d’aprés (1.3).

Lemme (x.2). — Soit « un entter > 1 donné. Soit u un entier quelcongue tel que

(1.8) w> a1,
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On pose :
(1.9) Kyo= [t (1—e~" a1,
Soit acE un élément tel que

(x.10) J.:Ot_“_l(I—G(t))“.aa’t converge dans E lorsque =—o.

Alors aecD(A%) et
I

: © —a—1 o -4
(x.11) l‘»“(‘)Ku,aL 1= 1(1—G(t))*a.dt = (— A)%a.
Démonstration. — 1) Comme on le vérifie sans peine

n

I—G@)* =’.§1 (—0)H(GGH—T)

de sorte que
X, = [T (1—G()*a.dt

peut s’écrire :

4
I
IME

] 1(-1)f(;.~>.fj(G(jt)~1)a.t—a~1dt

i
I M=

2 (=0 [ T (G Wa—a)

_—:.j§1 (.—_ I)]'(li/-)j“f::tma—l (G(t)a—a)dt
car
(3 (—0)/)® [ (G()a—a)dt=o.
j= ue
Donc :
(r.12) X, =G(f)e
ol
73
(x.13) j;_=7§1(__ I)i(;})ju{t—u—llgt:_(f;’; £ 1dr)5)
ol
—a—1|ue __ met si Js_<_t_§$l-€
' = o ailleurs.

2) On va maintenant vérifier que

(x.14) [k 3 dans &', e—o,
ol

1 o & - .
(r.15) = a!) 2, (1)) log (w))-
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Soit en effet ¢ un élément de I’espace & des fonctions indéfiniment différentiables. On a :

¢ . e s . ue I ()
ek, 9> = T (1) [ o ()—o(o)ldi— X, (— i) [ T =

al
S ] o e ta
EI = I)]("'L)Jaffa = [o(t) — (o) —ﬁ?‘“)(O)]dt
Mais
Z (=it tdi=o

pour £=1,2,...,a—1; donc

-3

<o had®, ¢ = (1) [ o) — 9(0) —t9'(0)— - . — e 0)]ek

et ceci tend vers o lorsque =—o0. D’ou (1.14).

3) D’aprés le lemme 1.1 il en résulte que la convergence de (1.10) implique que
aeD(A%). En outre (d’aprés le lemme 1.1)

[ 17211 —G())*adt > (—A)*a.

kya? €

Ceci vaut quel que soit le semi-groupe G(t). Si donc l'on prend le semi-groupe de
multiplication par ¢~/ sur E=C (corps des complexes), il vient (avec a=1) :

— | T —eHRdt=1
kmfo ( ) ,

dou k,=K,, ce qui aché¢ve la démonstration du lemme.

2. ESPACES DE MOYENNE ENTRE D(A") ET E (I)

Théoréme (2.1). — On suppose que G(t) est un semi-groupe borné. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
(2.1) acS{p, 6, D(A™); p,0—1, E), 0<0<1; 1<p< 0;
(2.2) acE et t~*9"(G(t)—1I)™aeL?(E).

En outre, la norme ,
lall+ ([ 0= | (G() — el e
(modification habituelle si p= 4 ), est équivalente & la norme sur S.

Démonstration. — 1) Si I'on remplace G(¢) par G(t)¢e ™ k>0, on remplace A
par A+kl, opérateur de méme domaine. De méme

D(A™) = D((A + kI)™.
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On peut donc se ramener au cas :
(2.3) G| < Me™ ", k>o,
sans changer D(A™), donc sans changer S(p, 6, D(A™);p, 0—1, E). Par ailleurs, la
deuxiéme condition (2.2) équivaut a
(z.4) t~=Om=p(G(f)—I)"aeL?(o, 1; E)
car Pon a toujours (G(t) étant borné) :

- e)m—llp(G(t)_-— I)"aeL?(1, co; E).

La condition (2.4) ne change pas si 'on remplace G(¢) par G(¢t)e™*. Donc on peut
également se ramener a (2.38) sans changer 'espace des a satisfaisant a (2.2).

On suppose donc désormais que {2.3) a lieu. '

Mais si sur E I'on introduit alors la nouvelle norme

llelll=sup || G2l

(qui est équivalente a ||e|| car [le]|<|||e]||<M]le]|]), on a

ICwelly .
el =

Comme un changement de norme (par une norme équivalente!) n’affecte pas
Pespace S ni P’espace des a satisfaisant & (2.2), on peut donc supposer que G(¢) a une
norme <1, et quitte & le remplacer encore une fois par G(t)e ", k,>o0, on se raméne
en fin de compte au cas :

(2.5) lGol<e™, k>o.

NGO (=sup ==

Il en résulte en particulier que

(2.6) I—G(¢#) est inversible pour ¢>o.

2) Se plagant désormais dans I’hypothése (2.5), on va montrer P’équivalence
de (2.1) avec (2.2) et avec

il existe une fonction u, a valeurs dans D(A™), telle que

azjmu (t)ﬂ, intégrale convergente dans E,
(z.7) o
et

tm(1—G(t)) ™ A"u (1) e L2(E).

3) Démonstration de (2.1) = (2.2).
On sait (chap. Ier, théoréme 5.2) que
S(p, 9, D(‘&m) 3h,0—1, E>=S(ps Om, D(Am) 3 b (e— I)m’ E)
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Sialors aeS(p, 0, D(A™); p,6— 1, E), ilexiste (Remarque 1.4, chap. I¢T) y; et 7] avec
(e LP(D(A™), 1O~ UmyieLP(E),
a=15(t) +vi(t) p.p
Notons que [|(I—G(t))"e]|<t"||A™e]|, si eeD(A™), de sorte que
HA—=GE) O < e |1 A"z ().

(2.8)

Comme |[[(I—G(t))"||<2", on a donc :
[|(T—G @) al| <] A™o5(2)]] + 2" | v3(2)
d’ou résulte, grace a (2.8), que (2.2) a lieu.
4) Démonstration de (2.7) = (2.1).
Soit u_ satisfaisant & (2.7). On va vérifier que
(2.9) t*u eL?(D(A™), "y eLP(E)
ce qui démontre que (2.1) a lieu.

Or
A (1) = (I— G ()™ (I— G(6) ™ A", (1)

d’olt la premiére condition (2.9), d’aprés (2.7), puisque [[(I—G(¢#))"]|<2™. Puis

u(t) = (I1—=G()"(I—G(8)™"u (1),
donc
e, (O < e[| T—G(B) ™™ A™u (8)]]
d’ou la deuxiéme condition (2.9).
5) Démonstration de (2.2)=(2.7).
Soit @ donnée avec (2.2). Posons
(2.10) u(t)y=ct "I—G()™ A ™a

\

ol
c=(—1)"Kym (notations du lemme 1.2).

Alors t*™(I—G()) ™A™y (t)=ct~ "~ 9™(1—G(t))"aecL?(E) donc u_satisfait & la der-

niére condition de (2.7) et donc a (2.9). Donc Pintégrale f :u*(t)i: converge dans E.
Donc

[Pu 0% =tim [“u ——hmcf 1=m=1(1— G(£))2™ (A~"a) dt.

0 * i ge-—>0 €0

On applique le lemme 1.2 avec a=m, = 2m, aremplacé par A""a. D’aprés (1.11)
et le choix de ¢ :

[Fu )% — AmA="a) =q,

0o * {

ce qui achéve la démonstration du théoréme,
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3. ESPACES DE MOYENNE ENTRE D(A™) ET E (II)

3.x. Commencons par le
Théoréme (3.1). — Soit « un entier avec o<a<mn. Alors D(A*) est de la classe
A o(D(A™), E), ot 0 est donné par

(3.1) (1—0)m=uq.
Démonstration. — 1) Soit acD(A*). Alors
T I—-GE)re=t"*(I—G())*A—G@))" “a

donc
||¢=*(I—G(¢))"a|| < constante

donc, d’aprés le théoréme 2.1, aeS(w, 8, D(A™);,0—1, E); donc
(3.2) D(A*) €S(0, 6, D(A™); 0, 6—1, E).

2) Soit aeS(1, 8, D(A™); 1,0—1, E). Alors ¢~*~9"(G(t) —I)"acL!(E) et par
conséquent l'intégrale

J:F“(I-——G(t))ma—df converge absolument dans E,

donc, d’aprés le lemme 1.2, aeD(A%); donc
(3-3) S(1, 6, D(A™); 1, 8—1, E) cD(A%)

ce qui, joint a (3.2), donne le théoréme.

3.2. Application du théoréme de réitération (1°f cas).

On va utiliser le théoréme 3.1 et les résultats du chapitre IV pour ramener les
espaces de moyennes entre D(A™) et E aux espaces de moyenne entre deux espaces D(A'*1)
et D(A) ou D(AT+?) et D(A).

Considérons ’espace S(p, 0, D(A™);p, 0—1, E) et posons :

( (1—0)ym=7-+n
3-4) jentier, o0<y<1
On va étudier d’abord le premier cas :

(3-5) <1,

On note que D(A7*1) (resp. D(A)) est de classe 7 (D(A™), E) (resp. A, (D(A™), E))
ott (1—8g)m=j-+1 (resp. (1—0)m=j) et d’aprés le théoréme 2.3, chapitre IV :

S(/’, 6: D(Am)ub; 0— i, E) :S(p: TNo>s D(AHI);P, T D(Ay))

o= (1—"09)0 + 85(0— 1) =0—0,, My =0—06,.
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Or (0—68)m=1—m, (0—0,)m=—n, donc d’aprés le théoréme d’homogénéité
(36) S(p: e: D(Am)EP, 68— 1, E) :S(p; 11—, D(AjH);P, —" D(A’))‘

Mais on a vu (n° 2) que P'on peut toujours se ramener au cas oi1 A est un isomor-
phisme de D(A) sur E; alors A7 est un isomorphisme de S(p, 1—», D(AT*1); p, —u, D(AY))
sur S(p, 1—v, D(A); p, —v, E) d’ou le

Théoréme (3.2). — On suppose que {(1—8)m=j-tn, j entier, o<9n<1. Alors
S(p, 6, D(A™; p,0—1, E) coincide avec Uespace des acD(N') iels que

AjCZES(p, 11—, D(A),P: M E)

En outre les normes ||a|[s(p’e,D(Am);p,e_LE) et []aHD(A,')—{—||A’a||S(p,1_n'D(A);p’_mE) sont
équivalentes.
Naturellement, d’aprées le théoréme 2.1, la condition

« NaeS(p, 1—n, D(A); p, —n, E) » équivauta « ¢t~ "(G(t)Ala— AN a)eLP(E) ».

3.3. Application du théoréme de réitération (2¢ cas).
On suppose maintenant que (1—0)m est entier; on Pécrit
(1—0)m=j+1.

Alors on considére S(p, 6, D(A™); p, (6—1), E) comme espace de moyenne entre
D(A*?) et D(A/). On note que D(A'*?) (resp. D(AF)) est de classe Iy (D(A™), E)
(resp. # o (D(A™), E)) od (1—8p)m=j+2 (resp. (1—8)m=j). Donc, d’apres le
théoréme de réitération :

S(#, 9, D(A™); p, 8—1, E) =S5(p, 10, D(A'*?); p, my, D(A))

ol na=0—0g, n,=0—6,. Mais nym=1,nym=—1, donc

S(p, 0, D(A™); p, 6—1, E) =S(p, 2, D(A+%); p, —, D(A))
et A’ étant un isomorphisme de S(p, é,D(A""‘Z); I2 -—i,D(A")) sur

S(p, -, D(A%); 5, —,E), onale

Théoréme (3.3). — On suppose que (1—0)m est entier. Si Uon pose (1—Oym=j+1,
Pespace S(p, 0, D(A™; p, 0—1, E) coincide avec Pespace des acD(AY) tels que

NaeS(p, D(AZ) —é,E).
En outre les normes ”a“S(p,e,D(A’");p,e-i,E) el ||a“D(Af)+“Ai“”s(p,é,n(A’);p,—%,E) sont
équivalentes.

D’aprés le théoréme 2.1, la condition « AlgeS( p, , D(A%); p, —-E, E) » équivaut
3 « t™YG(t)—1)?NaeL?(E) ». 2
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4. UNE APPLICATION

4.1. Nous prenons E=L?(R"), 1<p<oo, et nous considérons les opérateurs

(4-1) AN=0[ox;, J=1,...,m,
qui sont générateurs infinitésimaux de groupes bornés et commutatifs dans E, si
D(A) ={f] feL?(R"), g eLP(R")}.
i
On désigne par D(A™) Pespace des ueE tels que
Ty .y Agrue LP(RTY),

pour tout (o, ...,x,) avec oy +...4o,<m, o entier >o. Donc

(4.2) D{A™) =W™?(R™) ={u|D*ucL”(R"), [oc[_<_m};
on le munit de la norme habituelle
% “Da“IIL”(n")-
o <m
On pose
(4-3) S(p, 6, W™2(R™); p, 6—1, L?(R")) =B" ~9™?(R"),

D’aprés les résultats des no 2 et 3 (!) on a les caractérisations suivantes :
Iet ¢as : (1—O@)m=j5+n, j entier >0, 0<y<1.
Alors « aeB*~9mP(R") » équivaut aux deux conditions suivantes :
1) ueWH(R");
2) Quel que soit « avec |a|=j, et quel que soit £, on a :
£~ (G,(t)D*u—D*u) e LP(L?(R")),
ot G()f(x) =f(%ys oo s X Kb Xy g5 o v s %)
2¢ ¢as : (1—O)m=j+1, j entier >o.
Alors « ueB*~%™?(R") » équivaut aux deux conditions suivantes :
1) ue W?(R");
2) Quel que soit « avec |a|=j, et quel que soit £, on a :
1~1(G () —I)*D*ueL?(L?(R")).

Ces espaces ont été introduits par Besov [2].
4.2. Considérons maintenant ’opérateur y de trace sur ’hyperplan x,=o0 dansR":

(4-4) Tu(x) =u(x’,0), & =%, .. s %)

(1) A vrai dire, nous n’y considérons que le cas d’un seul semi-groupe, mais il est facile de voir que la méme
méthode convenablement modifiée marche aussi dans le cas de plusieurs semi-groupes, au moins dans le cas
envisagé dans ce numéro, E ==LP(R"), A;= 8/dx;. Cf. aussi Peetre [31] pour une démonstration différente.
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On sait (Gagliardo [8]) que y est un opérateur linéaire continu de
wl,p(Rn) _>B1—1/p,p(Rn—1)
et on sait aussi (Slobodetskii [37]) que y est un opérateur linéaire continu de
W™P(R*) — B?~UnP(R*1); par conséquent : y est un opérateur linéaire continu

de X-=Y, ou
S(ps, 6, W™P(R"); p, 6—1, WP(R")) =X

S(p, 6, B»~tr?(R*~1); p 6—1, BITUPP(R*1)) =Y.
On vérifie facilement que
X =Bt = Om+0p(Rr),
Par ailleurs :
B =tn (R ) =S(p, 6, WnP(R*); p, 6,—1, LA(R"™),
BU (R 1) = S(p, 0, W (R )5 5, 0,—1, L2(R")

ol
(1—8)m=m—1jp,  (1—O)m=1—1]p.
Du théoréme 2.3, chapitre IV, il résulte alors que
Y =S(p, 0', WP(R*"1); p, 0'— 1, L*(R" 1))
ou

8" = (1—6)0, + 06,.
Donc
Y :B(L—e}m+ 6—1/p,p(Rn—1)

et en posant s=(1—0)m+0, on a donc

(4-5) v est un opérateur linéaire continu de B*?(R") — B*~'"?(R*7"), si s>1.

Considérons maintenant le « relévement » de y; d’aprés Lions [18], il existe un
opérateur p, linéaire continu de
Bm—l/p,p(Rn—l) —>Wm’p(Rn)
et de
Bl—l/p,p(Rn—-l) —>W1’p(R"),

tel que
y.pu=u pour tout wueB'~VPP(R*"1),

Par interpolation, p est donc linéaire continu de Y—X ce qui prouve que v, dans (4.5),
est surjective. On a donc obtenu le :

Théoreme (4.1). — L'opérateur v (trace sur x,=o0) est linéaire continu et surjectif
de B*?(R*) — B /PR, g s>1.
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On retrouve ainsi un résultat di a plusieurs auteurs soviétiques (Besov, Uspenskii,
cf. S. M. Nikolskii [27]) qui I’ont établi par des méthodes différentes; notre méthode

c e L . I
a toutefois inconvénient de supposer s>1 alors que le résultat est vrai pour s> -
(Besov, Uspenskii).

Consulter également P. Grisvard [10] [11].
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CHAPITRE VII1

CAS DES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

1. GENERALITES

1.1. Soient A, et A, deux espaces vectoriels topologiques localement convexes

contenus dans un espace localement convexe séparé &, 'injection de A; dans s/ étant
continue.

Nous supposons que les espaces A, et A, sont complets.
On suppose que la topologie de A, est définie par la famille de normes :
[)((,f)(a), aEAb i=0, I,
« parcourant un ensemble d’indices J.
L’espace A,+A, est muni de la topologie isomorphe a celle de (A% A,)/Z,

Z={a,, a;|a,+a,=0, g;eA;}. 1l revient au méme de la munir de la famille de normes

qaﬂ(a)z inf [Pg?)(ao) "f‘[’g)(‘h)]-

a+61=a

1.2. Pour éviter toute difficulté de mesurabilité, nous utilisons uniquement les
définitions discrétes des espaces de moyennes.

Nous considérons d’abord l'espace des suites {u}, u,cA;nA,, telles que pour
tout pi¥ et pour tout pff) on ait

(r.1) 0 (u,) €1,
(r.2) L AN

k est fixé >1, et 0 est donné dans ]Jo, 1f.
Cet espace de suites est muni de la topologie définie par les normes

(x.3) max (|| £k |, |28~ ) =rap ({1 })-
+ @
On vérifie sans peine que la série X u, est convergente. On désigne par

+ 5(100’ e’ Ao;pli O—I’ Al)
Pespace décrit par 2 u, lorsque u, varie en satisfaisant & (1.1) et (1.2).
On le munit de la topologie définie par les normes

(! ‘4) Tag (d) = Ztllili a 7aﬁ({uﬂ})'

Comme au chapitre 1%, on vérifiera sans peine que les espaces s(p,, 0, Ay; p1, 0—1, Ay)
ont la propriété d’interpolation par rapport aux applications linéaires.
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Comme au chapitre I, remarque 2. 1, on vérifie que lespace s(p,, 0, Ay; py, 0—1, A;)
ne dépend pas du choix de k (satisfaisant & £k>1).

1.3. On considere maintenant (par analogie avec le chap. II) I'espace des couples
de suites {5,,}, {21} telles que, pour Y et p{l) :

(x.5) k" p2(9p,.)

(x.6) EO=Up(0,) el

avec

(x.7) Upp+V1,=0a indépendant de n.

On munit Pespace des couples de suites {,,}, {#;,} des normes
(l 8) max (”pg?)(knevfm)l[lpn Hpg)(kn(e—l)vln) Hl”l) =SaB(UOns vln)'

On désigne par s(p,, 0, Ay; pr, 0—1, Ay) Despace décrit par vy, +v,,=a lorsque le couple
{vgn} {01, satisfait & (1.5), (1.6), (1.7)-

On le munit de la topologie définie par les normes

(r.9) SocB(a) = Umgf}lf;=asoc[3(vona Vyn)-

Ici encore, s(p,, 0, Ay; p1,0—1, Ay) est indépendant du choix de k, avec k> 1.

Par « discrétisation » de la démonstration du théoréme 2.1, chapitre I°r (les
produits de composition sur R étant remplacés par les produits de composition sur le
groupe des entiers), on montre le :

Théoreme {x.1). — Les espaces s(p,, 0, Ags b1, 60— 1, Ay) et s(p,, 6, Ay b1, 8—1, Ay)
coincident, avec des topologies équivalentes.

On posera désormais

S(po, 9, Ags b1, 8—1, Ay) =5(p,, 0, Ag; b1, 8—1, Ay) =5(09, 0, Ags b1, 0—1, Ay).
1.5. Egalement par « discrétisation » de la démonstration du théoreme 5.3,

chapitre Ier, on démontre le
Théoreme (x.2). — Soient py<g,, 1< q,. Alors

S(Poa 9, Ao;Pu 6— I, Al) CS(qO, 6, AO; %15 60— 1, Al)’

2. UN EXEMPLE

2.1. On désigne par 'y I'espace des fonctions
oo

(2.1) a= 2 a2
v=0

holomorphes dans le disque |z|<R, muni de la topologie habituelle de la convergence
uniforme sur tout compact.
Nous allons considérer le cas suivant :

(2.2) Ay=Hy,, Ay =Hg,
ol, pour fixer les idées, R;<R;.
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Nous démontrerons le
Théoréme (2.1). — Quels que sotent p, et p; (avec 1< p,<o0), on a :

(2-3) S(t9> 0, H'r,; b1, 0—1, Hg ) =Hg
avec des topologies équivalentes, ou
(2.4) R=R}"°R!.
Remarque (2.1). — On note ainsi que le résultat (2.3) est indépendant du choix de p,

et p;. 11 semble probable que cette propriété soit liée a la nucléarité des espaces #'y, et #y .

Avant de passer a la démonstration du théoréme, explicitons les deux conséquences
suivantes, maintenant immédiates :

Corollaire (2.1). — Si 7 est un opérateur linéaire continu de H'y, dans lui-méme et de H'y,
dans lui-méme, c’est un opérateur linéaire continu de H'y dans lui-méme, R,<R<R;.

On retrouve ainsi un résultat de Zerner (non publié) qui a démontré que

(2.5) [x, fR,:S(e)]=3fRa RZRE-BR?

Corollaire (2.2). — (Notations du chap. VII, § 2, n°® 4.) Si © est un opérateur linéaire
continu de 'y dans W™P(R") et de #'g, dans LP(R"), ’est un opérateur linéaire continu de 'y
dans B*™P(R™), R=R;™°R}.

2.2. Pour la démonstration du théoréme 2.1, notons d’abord que la topologie
de #y peut étre définie par les normes

(2.6) lall,o = (2 (0,7,

ou r<R et ol p est quelconque (avec 1<p<c0). Il suffit de prendre une suite de
normes {2.6) correspondant a 7, <R, r,—>R.
Nous allons successivement démontrer

(z.7) S(w, 0, #g,; ©, 0—1, #g)CHy,
(2.8) HRCS(1,0, #y 5 1,0—1, H%),
ce qui, grace au théoréme 2.1, implique le théoréme.
Démonstration de (2.7). — Soit aeS(w, 6, #% ; ©, 6—1, H# ). Donc on peut écrire
(2.9) a=1vy,+v,
ou
(z.10) sgp]ik”ez;wl]mw_{ M, <o, 7, quelconque <Ry,
(2.1x) sup || A" Moy |1, 0 < My <oo, r; quelconque <R,,

M; dépendant de 7,

Nous allons montrer que, pour r donné quelconque avec r<R, ona:

(2.12) [la]],, »<M<oo (M dépendant de 7).
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Nous choisissons 7, et r, par :

et nous chotsissons k(>1) par

[o s
Noter que r=73"7. Si ,,(2) = 2 #,,2",i=0, 1, on a, d’aprés (2.10) et (2.11) :
k] 2., |15 < My,
kn(e -y I v I T¥_<_ Ml

et ceci quel que soit n. Prenant n=v, il vient
TVIUOWISMO) TVIZ)IW|SM1

et donc
rvlavlsrvlvmw\ +7vivlvvlSMﬂ+M1'

Donc (2.12) est vérifié, et ac#y. Le raisonnement précédent montre également

la continuité de 'injection dans (2.7). o
Démonstration de (2.8). — Soit maintenant a = 2 4,2" donné dans 5. On introduit
u, (e#pnHy!) par e
u,(2) = a,2", n=o,1,...
(et u,=o0 si n<o).
Soient 7, et r; donnés avec 7,<R;. On veut montrer que
§=: Hkneunﬂro,1<oo:

(z.13) A

3

18

ROy, <,

(z.14)

n

pour un k(>1) convenable. Il suffit de vérifier cela pour une suite de 7, et de r,
avec 1,—~>R,, ;,>R;. On peut donc toujours supposer que r,>>7, et que

n_R,
o Ry
. 7
Nous prenons ensuite k=-'. Alors
To

S (169, ||, = = ka5 = 2 |a,i"<w
=0 ’ n= n=0

ce qui montre (2.13), et

[so] © o~
Hkn(e_l)unH,h1: ? k‘ﬂ(e—l)|an|rf': 2 lan]<w

n=10 n=0 =0

ce qui montre (2.14) et achéve la démonstration du théoréme.
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