
COMPLEXE DUALISANT ET THEORI~MES DE DUALITt~ 
EN Gt~OMt~TRIE ANALYTIQUE COMPLEXE 

par JF~AN-PIERRE RAMIS  et GABmEL RUGET 

Soit X une vari6tfi analytique complexe de dimension n, d6nombrable ~t l'infini; 
appelons @ le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X, et f2 le faisceau 
des germes de formes diff6rentielles holomorphes de degr6 n sur X. La correspondance 
qui, k un @-Module localement libre o~', associe ,;gC3m(X; o~-, f2), est involutive. Dans [I I], 
Serre explicite, pour tout entier p e t  pour tout @-Module localement libre o~', une 
topologie (de quotient de Fr6chet) sur HP(X; o~') et un accouplement : 

HP(X; o~') • I I~- ' (X;  Jt~om(X; o~-, f2)) -+ C 

(off l'indice c ddsigne la famille des compacts de X) qui, lorsque les groupes 
HP(X; o~') et HP+I(X; o~') sont s6pards, f a r  de l'espace vectoriel (non topologis6) 
H~-v(X;~fbm(X; o~', f2)) le dual topologique de HP(X; o~'). 

On pourrait aussi mettre en valeur l 'accouplement : 

H~(X; , ~ ) x  H " - ' ( X ;  o~0m(X; o~', a ) )  -+ C. 

A condition de remplacer H~ P(X; ~bm(X; ~' ,  ~)) par Exto ~ v(X; ,~-, ~), la 
ddmonstration de Serre s'Stend [1o] au cas off ,~- est un @-Modulc cohdrent quelconque, 
mais en utilisant des thdorSmes difficiles (avec les notations de Schwartz : # est un 
@-Module plat, et, pour tout xeX, 6j~ est un @,-module injectif), puisque provenant 
de la division des distributions. Nous allons montrer, en suivant dcs iddes dc 
Grothendieck reprises par Ma]grange, que le thdor6me de dualit5 pour les faisceaux 
coh6rents sur une varidtd analytique est formcllement beaucoup plus simple que cela 
(voir aussi [I4]), et qu'il peut 8tre gdndralis5 aux espaces analytiques, ~ condition de 
remplacer ~ par un complexe (( dualisant >> convenable, et les Ext par des Hyperext. 
Comme prolongements, probablemcnt trSs proches, de ce travail, indiquons, outre un 
article en prdparation avec J.-L. Verdicr sur un th6orSmc de dua]itd relatif, que 
N[algrangc pensc pouvoir utiliscr le complexc dualisant pour rcddmontrer des rdsultats 
de Siu It3] ct d 'Andrcotti-Grauert  [I]. 

x. Quelques  l e m m e s  sur  certains  complexes  d'espaces  vectoriels  topologiques .  

Pr6cisons un point de vocabulaire ~ l'intention des lecteurs non familiers avec 
les cat6gories d6riv6es [7] : soit A une catdgorie ab61ienne, et C(A) la cat6gorie des 
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complexes bornds "~ gauche d'objets de A (avec diffdrentielles de degrd + I e t  morphismes 
de degr~ o). Nous appellerons T l 'automorphisme de C(A) consistant en la translation 
d'un cran vers la gauche des complexes, accompagn6e du changement de signe de toutes 
les diffdrentielles. Un objet de C(A) est dit acyclique lorsque tous ses objets de coho- 
mologie sont nuls. Soit u : X'->Y" un morphisme de C(A); on dira que c'est un quasi- 
isomorphisme s'il induit un isomorphisme des objets de cohomologie de X" sur ceux de Y" ; 

dans ce cas, on dira encore que 2~y" est une r~solution de X'. Nous appellerons cylindre {T(d l o) 
de u le complexe T(X') |  muni de la diffdrentielle \T (u )  dy " I1 est dquivalent 

d'affirmer que u est un quasi-isomorphisme, ou que son cylindre est acyclique. 
Nous ddsignerons par le sigle FS (resp. DFS) les espaces de Frdchet-Schwartz 

(resp. les duals forts d'espaces de Frdchet-Schwartz [6]) et par le sigle O FS (resp. Q.DF$) 
les quotients d'espaces FS (resp. DFS) (ce sont en quelque sorte des espaces F$ ou DF$ 
non sdpards). 

Lemme 1. - -  Soient X" et Y" deux complexes d'espaces de Frlchet (gl diffgrentielles lingaires 
continues) et u un morphisme (lindaire continu) de X" clans Y ' .  Si u est un quasi-isomorphisme 

(au sens purement alggbrique), il est un quasi-isomorphisme topologique, c'est-&dire qu'il induit 

des isomorphismes entre les espaces de cohomologie de X" et ceux de Y ' ,  ces espaces grant munis de 
leurs topologies naturelles (qui ne sont pas ndcessairement sdparges). 

Si H i e t  K i ddsignent les espaces de cohomologie de X" et Y" respectivement, il 
suffit de montrer que u transforme l'adhdrence de o dans H i en l'adhdrence de o dans K ~. 
Soient :-V[i et N i les espaces de cycles de degr6 i de X" et Y" respectivement; ce sont des 
espaces de Frdchet; donc, l 'application dy + u  de yi-  I (~Mi dans N i, qui est surjective, 

est un homomorphisme. Le fermd Yi-t+dx(Xr ) 6tant saturd par rapport ~ la <r projec- 

tion >> d y + u ,  son image est un fermd de N i : c'est donc dy(Yi t ) ,  ce qui entratne la 

propridtd ddsirde lorsqu'on passe aux groupes de cohomologie. 
Lemme 1 bis. - -  Le lemme 1 reste vrai lorsqu'on suppose que X" et Y" sont tous deux, non 

pas des complexes de Frdchet, mais des complexes d'espaces DFS. 
Cela tient aux propridtds de permanence des espaces DF$, et au thdor6me du 

graphe fermd pour ces espaces [15]. 

Lemme 2. - -  Soit I',-->F-->G une suite d' espaces FS et d' applications linLaires continues, 

telle que you = o; soit E ' ~ - F ' ~ - G '  la suite transposde (les duals grant munis de leur topologie 

forte). Alors, l'accouplement entre F et F' induit un accouplement a entre Ker v/-Im u et 

Ker u ' / Im v', accouplement qui fai t  de chacun de ces espaces (munis de leur topologie naturelle) 

le dual fort de l'autre. 

L'application naturelle de K e r u ' / I m  v' dans (Ker v / Im u)' est surjective d'apr6s 
Hahn-Banach, injective gr~tce t~ la semi-rdflexivitd de F, continue puisque a est hypo- 

continue par rapport aux bornds de Ker v/In~u (il suffit pour le voir de savoir remonter 

un bornd, c'est-/~-dire un relativement compact, de Ker v / Im  u en un born6 de Kerv) ,  
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donc bicontinue. Puisque Ker v / i m  u, 6tant un espace FS, est r6flexif, nous avons aussi 
d6montr6 l 'autre assertion. 

Lemme 3. - -  Soient X" et Y" deux complexes d'espaces FS (ou aussi bien deux complexes 

d'espaces DFS), et u un quasi-isomorphisme de X" clans Y ' .  Alors, le transpos/ u' de u est un quasi- 

isomorphisme. 

En effet, le cylindre de u est acyclique; c'est donc un complexe dont les diffdren- 
tielles sont des op6rateurs d'image ferm6e; le complexe transpos6, qui est le cylindre 
de u', a lui aussi ses diffdrentielles d'image ferm6e, et, d'apr~s le lemme 2, il est acyclique. 

Donnons enfin un lemme qui permet de s'assurcr b. peu de frais que des topologies 

sur des couples d'espaces en dualit6 coincident : 
Lemme 4. - -  Soient P, Q deux espaces Q FS et R ,  S deux espaces Q DFS, a un accouplement 

entre P e t  R qui metre en dualit/ les s/par/s associ/s dces espaces, b un accouplement du mgme type 

entre Q et S, u une application lin/aire de P dans Q et v une application lin/aire de S dans R,  telles 

que u et v soient transpos/es par rapport ?z a et b. Alors, u et v sont continues. 

Puisque la fermeture de {o} dans P (rcsp. S) est l 'orthogonal de R (resp. Q ) ,  on volt 

que u{oe}cioqi , et que V{Os}C{olt }. Les applications u e t v  induisent donc, entre les 
espaces sdpar6s associds ~ P, Q ,  tL, S, des applications ~ et ~ transposdcs. Puisquc ~ a 
une transposfe, elle cst tMblemcnt continue, donc son graphe est ferm6; die est donc 
fortcment continue, ainsi que ~, et la continuit6 de u et v e n  r6sulte. 

2. Trace .  T h 6 o r ~ m e  de  dua l l t6  ~ l~mentaJre .  

R.eprenons les notations X, O, f~ de l'introduction. Comme vari6t6 topologique, 
X est canoniquement orientde, et la dualit6 de Poincard nous fournit une forme lindaire 
canonique sur H'~on(X; C). Cette forme, pr6c6d6e par le produit  de composition des Ext 
(il s'agit d 'Ext de faisceaux de C-espaces), donne un accouplement : 

H2(X; f l )•  Ext , (X;  a ,  C) ~ C. 

La structure complexe de X fournit maintenant (si nous pensons ~ l'interprdtation 
de Yoneda des Ext) une n-extension remarquable de ~ par C : c'est l'extension : 

O -~ C --~ • --~ -~ ' . . .  ~ --~ o, 

off f~i d6signe le faisceau des formes diff6rentielles holomorphes de degr6 i sur X. La 
forme lin6aire sur HI (X;  fl) associde g cette extension est appe16e la trace. La trace 
apparait aussi comme suit : le complexe 

( I )  0 ____> ~ t n ,  0 d" d" . . . _ +  ~ n , n  .__>. O~ 

off ~,i,j ddsigne le faisceau des germes de formes diff6rentielles sur X de type (i, j )  ~t 
coefficients distributions, cst unc rdsolution fine de fL Le groupc H~(X; fl) cst done 

le (n-~-I) i~m~ groupe de cohomologie du complexe d'espaces DFS : 
d" d" 

(2) o e'", ~  - , -  e '" ,"(x)  -+ o. 
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I1 est donc naturellement muni d'une structure Q D F S ,  et on voit que l'intfigration sur X 
des formes de type (n, n) ~ support compact induit une forme lin6aire continue sur 
H~(X, ~) : cette forme n'est autre que ( - - I ) "  fois la trace. (Etant donn6e une section 
globale s ~ support compact de ~ ...... , on en ddduit [4] une n-extension ~-, au sens de 
Yoneda, de C par f2. Pr~c~d~ par le complexe de d'-cohomologie, ce complexe donne 
l'extension (--I)"*o)• C, C);  mais on constate d'autre part qu'il est << 6qui- 
valent >) ~ la 2n-extension de C par C associfie au complexe de De Rham : 

p t 

o --+ C -~- - ~ o  - +  - ~ l  - ' .  �9 �9 -+ ~6,, -" o 

et ~ la section globale s de ~ s  ..... . La dualitd de Poincar~ ~tant donn~e par une 
integration, notre assertion est vdrifide.) 

Soit maintenant o~ un d)-Module quelconque. Le produit  de composition des Ext 
(de O-Modules), suivi de la trace, nous donne les accouplements : 

(3) HP(X; ~ ) •  Ext~'-p(X; ,o~-,/2) ~ C 

et 

(3 bis) H~(X; ~ - ) •  ..... P(X; -~', ~2) ~ C. 

Lemrne 8. - -  Si X est une variltd de Stein, H~(X; f2) est nul pour i # n; H~'(X; f2) 
est sgparg, et l'accouplement (3) le met en dualitd avee P(X;  0) (muni de sa structure F S  

habitueUe). 

Notons ~ ' J  le faisceau des germcs de formes diff~rentielles sur X de type (i, j )  

coefficients C ~. Le complexe : 

(I his) o - + . . .  "--~0 

est une r6solution fine de 0; donc, les groupes Hi(X; 0) sont les groupes de cohomologie 

du complexe d'espaces FS : 

(2 bis) o -+ g0. 0(X . . .  ~ ~ ' " ( X )  -+ o, 

cependant que les H~(X; f~) sont les groupes de cohomologie du complexe transpos6 (2). 
Le lemme d~coule alors du th~or~me B (qui entralne en particulier que toutes les 

diffdrentielles de (2) et (2 bis) ont leur image ferm6e) et du lemme 2. 
Lemme ~5 bis. - -  Si X est une varidtg de Stein, Hi~(X; 0) est nul pour i ~e n; l'accouple- 

ment (3 bis) met en dualitd I ' (X; f~) (rnuni de sa structure FS habituelle) et H,"(X; 0) (muni 

de la structure DFS obtenue en le considlrant cornme quotient de g'~ 
Lemme 6. - -  Si X est une varidtd de Stein, et si o~ est un O-Module admettant une rlsolution 

f inie  par des O-Modules libres de type f in i ,  les groupes Exti,(X; o~, [2) sont nuls pour i~: n, 

Ext2(X; o~', f~) est rnuni d'une structure DF8 canonique, et (3) le met en dualitl avec I ' (X; o~-). 
Ceci r6sulte des lemmes Ibis  et 2, par rdcurrence sur le minimum des longueurs 

des r~solutions libres de o ~z-. 
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3" Le complexe  duaHsant  : pos i t ion  du probl~me,  Un  premier  th6or~me de 
dualitY. 

Etant donn6 un espace analytique X d6nombrable ~t l'infini, de dimension bornde, 
nous voulons construire un complexe K x de Ox-Modules , born~, ~ cohomologie coh6rente, 
et une forme lin~aire canonique T x sur H~ Kx) tels que soit vrai le 

Thdor~me 1. - -  Pour tout C,'x-Module cohlrent ~ et pour tout entier p, il existe sur Ht'(X; .~') 
une unique structure Q FS et sur Ext~-P(X; o~', Kx) une unique structure Q DFS telles que la 

forme T x induise un accouplement parfait entre les sdpargs associds de ces deux espaces. De plus, la 

slparation de HP(X; i f )  est dquivalente ~ ceUe de Extlo-P(X; ~-, Kx). 
Si X est lisse, de dimension n, K x sera une r6solution de T"D. et ces topologies et 

cet accouplement ne seront autres que ceux citds en introduction (modulo 6videmment 
la substitution de Ext~-P(X; ...W, T"YI) ~t Ext~'-P(X; .W, f2)). 

Au w 5, nous construirons : 

I ~ Pour route vari~td V, une r6solution K v de Tdimvf~ v telle que, pour tout entier p 

v 0 v a-module injectif. et tout xaV,  Kv~ soit un , 
2 ~ Pour tout plongement f d'une vari4td V dans une antre vari4td W, un 

isomorphisme fonctoriel de complexes de 0v-Modules : 

f :  K v ~  .'~m(W;f.47v, Kw) 

compatibIe les traces H o mV(v; a v ) = H ~  et 
Utilisons ces complexes K v pour construire le (< complexe dualisant ,, K x de l'espace 

analytique X : soit U un ouvert de X, r6alisable comme sous-ensemble analytique d 'une 

vari4t6 de Stein, et soit ~ V  une telle r6alisation. Le complexe K~ == Horn(V; %d~ U, Kv), 
considdrd comine (ge-Module, ne d4pend pas de la rdalisation de U, comme on le voit 
en coiffant deux r6alisations par une m6me troisi~me, et en utilisant la transitivit~ 

des isomorphismes 3~ il est clairement muni d'une trace Ttr: H~ K~)-~-C. On 
obtient K x en recollant des K'u, et la trace T x de m~me (deux traces T U et Ttr, se 
recollent bien d'apr~s ~-VIayer-Vietoris et la nullit~ de H~,(UnU' ;  Kuntr,)). 

Lemme 7. - -  Soient U un ouvert de X ,  et ~" un Ou-Module. Supposons que U admette une 

rdalisation - ~ V  comme sous-ensemble analytique d'une varidtd de Stein, et que %~" admette une 

rdsolution finie par des ~v-Modules libres de type fini.  Alors, les groupes Ex(,(U; o~-, K~) sont 

nuls pour i+o ,  Ext~ 5 ,  K~) est muni d'une structure DFS canonique, et l'accouplement 

ddduit de T c le met en dualitg avec F(U;  ~ ' ) .  
Alg6briquement, le morphisme canonique de Ext,(V; %o~-, K~) dans Ext~r ; ~-, K~) 

est un isomorphisme (on se ram6ne aux o%t locaux par un argument standard de suite 
spectrale; les fibres de ces dxt sont 6gales, vu la coh4rence de .~', aux Ext des fibres; 

l~t, l 'isomorphisme est dvident). Quant  ~t F(U;  ~ ')  et ~t F(V;  q~.o~'), ils sont ~videmrnent 

topologiquement isomorphes. Le lemme 6 donne alors la topologie sur Ext~ ~z-, K~r), 

et d4montre la dualit6 d6sir~e. 
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Nous voavozzs ma'ntenan: ddmon:rer "e :h6or}nze : : s~:t o~- == ~x-Mode:e 
coh6rent, et I un ensemble d'indices d6nombrable. On peul trouver une fami]le de 
~ cartes - %: Oi-~-C ~i et, dans chaque C m, un polydisque ouvert V i tels que, si on 

pose U i = q~i- 1(Vi), on ait : 

I o Pour tout i, le syst~me U~, O~'lUi, %l~Ji, Vi v6rifie los hypotheses du h'.mme 7. 
2 ~ Les U i forment un recouvrement ouvert localement fini (de Stein) de X : 

appelons-le 11. 
On pourra alors appliquer le lemme 7 non seulement aux Ui, mais aussi aux 

intersections finies de U i. Le thdor&me de Leray, joint au thdor&me B, nous dit que 
les groupes HI(X; o~) sont les groupes de cohomologie du complexe d'espaces FS : 

(4) C'(li ,  H~ o~-)). 

Nous avons ainsi muni les HI(X; o~-) de topologies QFS,  ne d6pendant pas du recou- 
vrement II, d'apr~s le lemme I. D'apr6s le lemme 7, la trace T x met en duaJitd (topo- 
logique) le complexe de cochalnes (4) et le complexe de chaines finies : 

(5) C~(lI, Ext~ ,.~', Kx)), 

off los Ext~ sont relids par les fl6ches d'agrandissement 6videntes (prolongement par 
z~ro). Pour interprdter l'homologie de (5), consid6rons une rdsolution injective L" de Kx, 

et Ie complexe double : 

(6) C~(ll, Hom0(lt;  ~ ,  LJ)). 

Si nous ca]culons ]'hyperhomologie de (6) en d6rivant d 'abord par rapport "~ j ,  nous 
trouvons ]'homo]ogle de (5) (la suite spectrale est d6gdndrde d'apr~s ]e Jerome 7)- 
D6rivons d 'abord par rapport ~ i : L j 6rant injectif, le faisceau ~bm(X; ~-~', L j) est 
flasque, done c-mvu, la deuxi6me suite spectrale de (6) est aussi d6g6n6r6e [3], et 
l 'hyperhomologie de (6) se r6duit ~ l 'homologie de Hom~(X; o ~', LJ), c'est-~-dire aux 
Ext~(X; o~', Kx). D'apr~s le lemme e, nous avons ainsi obtenu des topologies QDFS 
sur les Ext , (X;  ~,~, Kx), telles que T x mette en dualitd les s6par6s associds de ces espaces 
avec les s6pards associds des H-~(X;  ~ ')  (le signe provient de ce que le comph;xe simple 
associ6 ~ (6) est gradud par j - - i ) .  Le lemme 4 assure l'unicit6 de ces topologies QDFS.  

La derni6re assertion du thdor6me provient de ce que, pour les espaces qui nous 
occupent, une application est d'image fermde si et seulement si sa transposde a une 

image fermde. 

4. U n  d e u x i ~ m e  t h ~ o r ~ m e  de  dua l i t& 

Thgor~me 2. - -  Soient X un espace analytique dgnombrable ~ l'infini, de dimension born&, 

K x son complexe dualisant, et ~z" un faisceau analytique coMrent sur X .  Alors, pour tout entier p, 

les espaces HI(X;  ,~) et Ext-~(X; ~ ' ,  Nx) sont munis de topologies canoniques (QDFS et Q F S  

respectivement), et la trace T x induit entre cos espaces ,.~,,~ accouplement qui fai t  du sgparg associd de 
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chacun le dual fort du sgparg associg de l'autre. De plus, la sgparation de H~(X;  .~') est r 

ceUe de E x t l - v ( X ;  ~ ' ,  Kx).  
Ici aussi, d'aprSs le lemme 4, le couple de topologies sur H~(X;  o~-) et 

Ext-~'(X; o~, Kx) est le seul couple de topologies Q D F $ ,  Q F $  tel que T x mette en 
dualitd les sdpar~s associ~s. 

Commenw par un lemme analogue au lemme 5 : 
Lemme 8. - -  Soient X une varigtg de Stein de dimension n, et K un compact de Stein de X .  

HK~X, Alors, les groupes ~ ~ �9 f~) sont nuls pour i # n ,  H ~ ( X ;  f~) est muni d'une structure F$, 

(9(K) d'une structure DFS,  et la trace induit un aecouplement parfait entre ces espaces ainsi 

topologisr 
Consid~rons le eas n~>2; la nullitd des H~(K, (9) pour  ~<~i<~n, jo inte  ~t la suite 

exacte : 

. . . + -  H ~ - P + ~ ( X - - K ;  (9) ~- H " - P ( K ;  (9) ~ H 2 - v ( X ;  (9) ~- H ~ ' - ' ( X - - K ;  (9) - ~ - . . . ,  

entrMne la nullitd des 4 �9 H ~ ( X - - K , ( 9 )  pour  2<<.i<~n--I et nous apprend  que les 

morphismes naturels de (9(K) dans H~0(X--K; (9) et de H 2 ( X - - K ;  (9) dans H~'(X; (9) 
sont des isomorphismes (algdbriques). Le deuxi6me morphisme 6tant cont inu et de 
bu t  sdpar6, sa source est sdparde, et c'est un isomorphisme topologique.  D 'au t re  part,  
HIr  (9) est sdpar6 (cela provient  du principe du prolongement  analyt ique,  qui 
assure la (n-- i ) -convexi t6  de X - - K ;  cela correspond aussi ~t la nullitd [9] de 
H ~ ( X - - K ;  ~)) ,  done (9(K) se trouve muni  d 'une  topologie D F $  (1). Considdrons main- 

tenant  la suite exacte : 

fi) --, H (X; n)  --, H (X; a)  --, W ( X - - K ;  n)  - , . . .  

Par  dualitY, nous savons que l 'applicat ion naturelle de P ( X ;  f~) dans F ( X - - K ;  ~) 
est un isomorphisme, d'o/1 la nullitd de Hix(X; f~) pour  i = o ,  i ;  pour  2<<.i<~n-I, 
on utilise la nullitd de H i ( X - - K ;  f~) pour  i<<.i<n--2, qui provient  elle aussi de la 
dualitd ( H i ( X - - K ;  P.) est sdpard parce que H~ ' (X- -K;  0) l'est). Enfin, H n - I ( X - - K ;  ~) ,  

qui  est a lg6briquement  i somorphe ~t H ~ ( X ;  ~),  est s6par6 et en dualitd avec H~0(X--K; (9). 

Le cas n = i  est tout  semblable.  
Enonw sans ddmonstra t ion l 'analogue du lemme 7 : 
Lemme 9. - -  Reprenons les hypotheses du lemme 7, et soit L un compact de Stein de V,  

d'image rgciproque q~-I(L):=K. Alors, les groupes E x t , ( X ;  o~', Kx) sont nuls pour i # o ,  

Ext~  -~', Kx) est muni d'une structure FS, H~  ~ ' )  d'une structure DFS,  et la trace met 

ces structures en dualitL 
Pour  d~montrer  le th~or6me 2, reprenons un ~ recouvrement  )) de X comme 

pour  la dfimonstration du thdorSme i ;  donnons-nous de plus, dans chaque  Vi, un 

(1) En utilisant la dualitd et lc thdorSme du graphe ferm6, on v~rifie, si U est un voisinage de Stein de K, 
la continuit~ de l'application naturelle de ~(U) dans 0(K) ainsi topologisd; on en d~duit quc notre topologie DF8 
sur ~(K) coincide avec la topologie ~o~- habituelle. 
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polydisque compact Li, et faisons l'hypoth6se que les compacts K i =  ~-t(Li) forment 
un recouvrement localement fini IR de X. ConsidErons les deux complexes en dualitE : 

(8) C;(5t, H~ o~')) 

et 

(8 his) C.(~, Ext~ .~', Kx)), 

dont le premier est un complexe d'espaces DFS, et le second un complexe d'espace FS. 
Les groupes de cohomologie de (8) Etant les H~(X; o~-), et ceux de (8 bis) dtant les 
Ext - i (X;  .o ~-, Kx) , le lemme 2 entraine le thEor~me 2 (la derni~re assertion du th6or~me 
se dEmontrant comme l'assertion analogue du thEor~me I). 

5" Construction du complexe  dualisant. 

Nous allons d 'abord construire, dtant donnd un germe en un point x de varidt~ 
analytique complexe V, ce qui sera la fibre en x du complexe K~,. A tout germe de 
plongement f du germe (V, x) dans un autre germe (W,y),  nous associerons un 

isomorphisme d~ de Kv, ~ sur Hom~w,y(@V,~, Kw, v) (lequel, en vertu de la coherence 

de f .  @v, ne sera autre que la fibre en x de 3r176 f .  Or, Kw)), fonctoriellement par rapport 
la composition des plongements. Nous indiquerons ensuite quelle topologie sur U K v 

z~V ' 

en fait le complexe de faisceaux K v. Nous laisserons au lecteur le soin de se convaincre 

qu'6tant donn6 un plongement f de V dans W, les isomorphismes 3~ se recollent en un 

isomorphisme d g de K v sur .~orn (W; f .  @v, Kw)- 

A. La fibre du complexe dualisant. 

Etant donn~ un germe de varidt6 (V, x), appelons A l 'anneau @v.~ ; Spec A d~signe 

le spectre premier de A, et A le faisceau canonique sur Spec A. Si Z p d6signe l'ensemble 

des points de SpecA de codimension ~>p, le complexe de Cousin de A relatif ~ la 
filtration Z p de Spec A est le complexe : 

o - > . . .  - +  o .  

L'espace topologique Spec A est noethdrien; ses fermds irr~ductibles ont un unique 
point gdn~rique; les Z p sont stables par sp6cialisation, et tout point de ZP--Z p+I 
est maximal dans Z p. I1 en r~sulte des isomorphismes fonctoriels canoniques 

([7], motif F, p. 225) : 

(9) "ft~'/z'+ t (~) -~ = ~ z f  z,§ i ~ ( H q ( A ) ) , -  

o~h Hq(,~) est la fibre en ~ de .~. ~)(-~), et oh i~(G) dfisigne le faisceau qui est constant 
et 6gal ~ G le long de {~}, et qui est nul ailleurs. 

Les ~qp/z~+~(A) sont nuls pour q>p ([7], lemme (2.4) , p. ~35), et aussi 
pour q<p (car l 'anneau A est r~gulier, donc de Cohen-Macaulay). L'application 
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naturelle ,~--->o~~ fait donc ([7], chap. 4, (2.6)) du complexe de Cousin une 

r6solution flasque de A. I1 en rdsulte que le complexe : 

o - +  -+ pye ,/z,(i) 

est une rdsolution de P A = A  (les Hi(SpecA, A) sont nuls pour i>o!) .  Appelons 
le Lv,,, et v~rifions que c'est un complexe de A-modules injectifs : d'apr&s (9), et la 

noethgrianitfi de A, il suffit de v~rifier que les H~(A), pour 0c~Z p -  Z p+I, sont A-injectifs. 

Or, on sait ([8], (4.I3)) que H~(A) est une enveloppe injective sur A= du corps 
r6siduel ~(~). 

Par exemple, si V est une courbe, on obtient comme rgsolution de @~ le complexe 
o-+..K=~..s off . .g, est l 'anneau des germes de fonctions mfiromorphes en x. 

Nous poserons Kv,,  = Tdimv/L'k v, ~| f~v,=). 
Lorsque f est un isomorphisme local d 'un germe (V, x) sur un autre (W,y),  

l'isomorphisme J~ va de soi. Envisageons maintenant le cas off (V, x) est un germe de 
sous-varidtd de codimension I de (W,y) : posons A=@v,, ,  B=@w,u, et choisissons une 
fonction rdguli6re zeB d~finissant V. La suite : 

o - + B ~ B ~ A ~ o ,  

off ~ ddsigne la multiplication par Z et p ]a restriction, est exacte; p induit une appli- 
cation r qui fait de Spec A un sous-espace de Spec B. La suite de faisceaux sur Spec B : 

o - + g  ~ g L r ,X-+ o 

est exacte. Nous appellerons Z p (resp. T v) l'ensemble des points de codimension ~>p 
de Spec A (resp. Spec B); la trace de T p sur Spec A est 6gale ~ Z p -1 Nous voulons 

interprfter HomB(A, I1 Hom~(A, H~(g)). Or, Hom~(A, U~(g)) 
[3ETP--T p+I 

s'identifie au noyau de ~ : H~(B) ~ H~(B), morphisme qui s'ins6re dans la suite exacte : 

H~-~(g) -+ H~-~(r,A) f-~- H~(B) ~ H~(g), 

dont le premier groupe est nul (Best rfigulier, donc de Cohen-Macaulay). Si [~r A, 

Spec B--  Spec A est un voisinage de ~, sur lequel le faisceau r.A est nul; done : 

H~-l(r..~) = Hom~(A, H~(B))= o. 

Si ~eSpec A, H~ ~(Spec B; r.A) s'identifie ~ H~-~(Spec A; A), et ainsi : 

H Homs(A, H~(g)) 
(3 ~ T P - - T  p+I 

s'identifie ~ : 

~ z P - I _ Z  p 
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Nous avons obtenu un isomorphisme A (ddpendant  du g~n6rateur choisi z de 
l'id6al de V) : 

A~ : L ~  1 ~ HomB(A, L~v,u). 

Nous  allons en d6duire un isomorphisme : 

f :  K~,~. .~Hom~(A, K~v,u). 

I1 suffit pour  cela d ' indiquer  qu'i l  y a un isomorphismc naturel  : 

~ : ~v , . |  L~v, v) m HomB(A, ~w,v| 

provenant  du p-morphisme de ~w,y dang ~v , .  qui, ~ la form(; diffdrenticlle holo- 

morphe  ~bAdz , associe la forme +Iv; on vdrifie cnfin que l ' isomorphisme f ainsi d5crit 
ne d6pend pas de z : si on remplace z par  z', A est multipli6 par  (z/z')lv, ct co -1 aussi 
(on a pu reconnaitre le formalisme de la construction d 'une classe-rdsidu) (1). 

B. Le recollement des fibres. 

Etant  donn6 un ouvert  U de G ", nous allons indiquer  comment  on recolle les 
complexes L~I,, aux divers points x e U  pour  obtcnir  une rdsolution ~t fibres injectives L~ 
de ~u. Etant  donn6e ensuite une vari~td V, pour  obtenir  Kv ,  il ne restera plus qu '~  

recoller des L]j, puis A tensoriser au-dessus de Ov par  ~)v. 
Si K est un polydisque ferm6 de G" (~), l ' anneau On des germes de fonctions ana- 

lytiques au voisinage de K est noeth6rien (cf. [5])- Nous appellerons L~ le complexe des 

sections globales (sur Spec Oa) du complexe de Cousin de d)~. 
Si K '  est un sous-polydisque ferm6 de K, l 'appl icat ion restriction PKS' de ~ 

dans O K, fait de ce dernier un d~K-module plat (~); on peut  en d&tuire l 'existence d 'un  
9~K,-morphisme naturel  de L~ dans L~,, dont  nous donnerons ci-dessous une construction 
explicite (on remarquera  qu 'en  fair cette construct ion n'utilise pas la plat i tude de OK, 
sur Oa)- Nous montrerons  ensuite que s i x  est un point  intdrieur au polydisque K, le 

morphisme naturel  Lira L]c-+l-~ (la limite dtant dtendue aux polydisques : x ~ K ' c K )  
x~K'  

est un isomorphisme. I1 sera a Jots loisible de d~cider qu 'une  section au-dessus d 'un  
ouver t  U de G" de la collection des L~ (x~U) est cont inue si, localement,  elle est induite 

par  un dl~ment d 'un  L]~. 

(x) Apr+s recoUement des fibres, jFinduit l'isomorphisme canonique de QV sur gxtn-v(W; CV, ~]W), off n 
d~igne la dimension de W et p celle de V. Pour v~rifier la compatibilit6 de f-et  des traces, il convient de 
r~interprdter cet isomorphisme : il provient de morphismes : 

~? ,p -~  -+  ~ o , . ( w ;  e v, ~,"-~), 
eux-m~rnes (r transposts >> des morphismes naturels : 

,O,i O,i 
d v ~ -  d w |  

(l) Pour etre tout ~ fait honndte, on utilise en fait des polydisques (( tordus )) par un changement de carte. 
(a) Ceci r6suite des thdorOnes A e t  B au voisinage de K '  et du thdor&me d'Oka. 
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(i) Germes au voisinage d'un polydisque. 

On d6finit comme d'habitude les germes d'ensembles analytiques au voisinage 
d'un polydisque ferm4 K de (:I". Soit I:XK-~-I(XK) l'application qui, ~ un germe 
d'ensemble analytique au voisinage de K, associe l'id4al des germes de @K qui s'annulent 
identiquement dessus; I r4alise une bijection (1) entre les germes d'ensemble analytique 
au voisinage de K et les ferm6s de Spec @K, les germes irrdductibles correspondant 
aux ferm6s irr4ductibles de Spec @K (i.e. aux id~aux premiers de &x)- 1)e plus, 
codim X x = c o d i m  I(XK) (codim X x 4tant la codimension << g4omdtrique >> ordinaire 

et codim I(XK) la codimension du fermd associ6 ~ I(XK) dans Spec OK). 
Soient A e t  A' deux anneaux (commutatifs unitaires). A tout horflomorphisme 

: A-+A',  on associe l 'application continue qr : Spec A'-+Spec A. 
On dira que le triplet (A, A', ~) satisfait "~ la condition (C) si : 

(q r162  pour tout xeSpec A. 

I1 est facile de voir que, si (A, A', ~) satisfait ~ (C), l 'application qr est compatible 
avec les filtrations canoniques de Spee A et Spec A' : 

(cp")-*(Zp(A)) cZv(A'  ). 

Lemme 10. - -  Si K et K '  sont des polydisques fermgs de C", avec K ' c K ,  le triplet 

(@K, OK', OKK') vgrifie la condition (C). 

L'application ~ 4tant continue, l 'ensemble (q0~)-l({x}) est ferm4 et on a : 

{(r c (r 
I1 reste ~ prouver l'inclusion inverse. Soit z un ideal premier de @K" On lui associe 

un germe irrfductible Z K (au voisinage de K : Z = I ( Z K )  ). La restriction Z K, de ce 
dernier en un germe au voisinage de K'  admet la d6composition irrfiductible 
ZK,= U Zk,. Posant z~ =I(Z~,) ,  on vdrifie que les z~ sont les id4aux premiers 

~ = l , . . . , m  

maximaux de @K' au-dessus de z. Ainsi, s i y  est une spdcialisation de xESpec @K, les 
id4aux premiers de OK' au-dessus de y sont des spdcialisations des id4aux maximaux 

de {(r  

(ii) Le morphisme L~-+L~,. 

Soit a un point de codimension p de Spec @K" Nous devons (d'apr~s (A) dont nous 

reprenons les notations) construire un PKK,-morphisme X de H,P(OK) dans : 

u 
f~ 6 ZP(~K,)- ZP+ (o~,) 

Nous n'expliciterons que le cas p>/2; pour p = o ,  ,, la situation est semblable. 

Interpr4tons d 'abord H~(OK) : c'est la limite, pour les ouverts affines contenant 0% de 

(x) Un id4al quelconque J c $  K est engendr6 par un nombre fini de germes fx, ". ",fm6OK et on a le 
<< Nullstellensatz >> : 

Racine de J=I(germe dffini par (fl,--.,f,n))- 
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H~}(U; ~K)- Lorsque U est affine, Hi(U; CK) est nul pour i~> ~, et H~}(U; G )  s'identifie 

H~-~(U--{~};  ~K)- Soit fag)K; on lui associe l'ouvert affne D~=-Spec CK--V(f) .  

Si D h , . . . ,  Dr,, est un recouvrement affine de Spec ~K--{~}, ]es Dr ioU forment, 

pour tout ouvert aitine U = D g ,  un recouvrement ouvert afIine de U--{~} et, d 'apr& 

le th~or~me de Leray, un 616ment de H~-t(U--{c~} ;~K) s'identifie 5. un cocycle (modulo 
les cobords) de ce recouvrement. Soit gh ..... ~ un cocycle ainsi associ~ ~ un dl&nent 

caH~(~K) (gh .. . . .  ~E(gfh- ' -~)- 'g)K)"  La restriction 9KK' induit l'application P~K' de 
Spec ~K' dans Spec (9~, l'image r6eiproque par P~CK' d'un ouvert affine est 6videmment 
encore un ouvert affine. 

Nous sommes maintenant en mesure de donner la construction de X : 

S'il n 'y a pas d'iddal premier de d) E, au-dessus de a, nous posons Xtn~/~,~)=o. 
Sinon, les id6aux premiers maximaux au-dessus de ~ sont en nombre fini, et tous 
de la m~me codimension que c( (cf. (B), (i)), d6signons-les par ~1 , . . - ,  ~,. Les 

ouverts Dp~,(fj) forment un recouvrement affine de (p~,x,)-I(U)--({~I}u.. .u{(~s}),  
et les pKK,(g h . . . . .  jp) d6terminent un cocycle de ce recouvrement, done un 616ment y 

de H~-a((p~K,)-t(U)--i=t,U .... {c~i}; ~K')" On peut trouver un voisinage affine V de ~k 

contenu dans (9~K,)-~(U)-- .[;J {~}. La restriction de y /~ H~-x(V - {[5~};~K, ) induit 

P [ un 616ment de H~gk}(V; ~K'), done un 616ment y~: de H ~ g x ,  ). Nous poserons : 

x(c)= Y, 
k=l,...,s 

En utilisant le lemme io, on vdrifie (sans autre difficultd que l'6criture des 
diagrammes...) qua le morphisme (d'objets gradu&) ainsi obtenu coincide avec le 
PKK,-morphisme (de complexes) canonique de L)  dans L}c, (dont on prouve l'existence 
en utilisant la platitude de O K, sur �9 K et la compatibilit6 de PEW avec les fltrations 
canoniques de Spec O K et Spec t0x, ). 

(iii) Surjectivitg de Lim L~,~L~. 
x a K  

Soient ~aZP--Z p+I, et 7eH~(~) .  I1 existe un polydisque K voisinage de x tel 
que (p~)- lp~(~)  soit 6gal ~ ~ (ce qui entraine (p~,x)-tp~,~(~)=~, pour tout 
K ' : x e K ' c K ,  et en particulier que les id6aux premiers eK,=P~'~(~) ont tous m~me 
hauteur p). Choisissons des g6n~rateurs 501, . . . , % ,  de ~K, et soit ~b un 616merit 
de Ox-~  (~b d&ermine un voisinage affine D~ de ~). Supposons toujours p~>2 : 

7 est repr6sent6 par un cocycle Tq...ip ( '~ i l . . . ipa(qJOK~(q) i l )  " '  "~CZ(q0/p))--I~Z) " Choisissons 

un polydisquc L c K tel que + se relive en ~ dans d)i~ ct tel que les Yix... ip se rel&vent 

en Y-i~... ip(~PsI,(~q)... PKL(q~ip))-ld)r, formant un cocycle. Ce cocycle induit un dl6ment 

dc H~(g'i, ) tel que X(7)=T. 
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(iv) Injectivit/ de Lim L~L~. 
xEK 

L'injectivitfi se prouve de fa~on route semblable (en remarquant que si ~i, ..., ~, 
appartiennent ~ Z p-Z p+I, on peut trouver un polydisque ferm6 K, voisinage de x, 

aussi petit que l'on veut, tel que (p~-~)-Ip~(~i) soit figal & ~i (i----I, ..., s)). 

Ayant d6crit le complexe dualisant d'une vari&6, nous pouvons donner quelques 

pr&isions sur celui d 'un espace X, tel que construit au w 3 : 

En un point x de X, ce complexe semble, a priori, pouvoir 6tre non nul du degr6 o 
au degr6 6gal ~ l'oppos6 de la dimension tangentielle de X en x. En fait, l 'interprdtation 
donn& en (B), (ii) du complexe dualisant d'une vari6t6 rnontre que K x est nul en degr& 
inf6rieurs ~ l'opposd de la dimension de X en x (ceci entralne d'ailleurs, par dualit6, 
que les Hi(X; o~') sont nuls d6s que o~" est coh6rent et que i exc6de la dimension de X).  
D'autre part, il est clair par construction que K x est ~ cohomologie coh6rente, et m6me 

cohomologie nulle en degr6s strictement supdrieurs ~ l'oppos6 de la profondeur de X 
(si X admet un p l o n g e m e n t f  dans une vari&6 U, on a : H i ( K x ) = f * E x ( ( U ; f . 0  x, K]j)). 

Ainsi, dans le cas off X est une courbe, K x est une rfsolution d 'un faisceau coh6rent 
plac6 en degrd - - I ,  h savoir son ( - - I )  i~m~ faisceau de cohomologie (faisceau que l'on peut 

interpr6ter [ I f ]  ~ l'aide des formes difffrentielles rdguli~res sur la courbe normalis& 
de X, et qui est inversible si X est une intersection compl&e (1). 

Unicit/ du complexe dualisant. 

Soient X un espace analytique et O son faisceau structural. On d~signe par D(X) 
la cat6gorie d6riv6e de la cat6gorie ab61ienne des O-Modules, par D~(X) (resp. D +(X),  
resp. D~-(X)) la sous-cat~gorie pleine de D(X) dont les objets sont des complexes 

cohomologic cohdrente (resp. des complexes bornds ~ gauche, resp. ~ droite, ~ cohomo- 

logic coh6rente). 

Soit I R ' e O b D + ( X )  un complexe dont les fibres sont de dimension injective 
finie (pour tout xeX,  il existe n(x)eZ tel que Ext~x(C,R~)=o pour i>n(x ) ) .  On 

lui associe le foncteur : 

D: D(X) D(X) 

D : F ' -+ R. Hom'(F ' ,  R') .  

Dgfinition. - -  Un complexe F ' e O b  D(X) est dit rdflexif par rapport ~II"  si l' application 

naturelle F ' ~ D D ( F ' )  est un isomorphisme. 

Dgfinition. - -  Si tout F ' e O b  D0(X ) est rgflexif par rapport gt II', on dit que 11" est un 

complexe dualisant. 

(1) Nous  ve r rons  p lus  lo in  que  ce fa isceau est  invers ib le  si e t  s e u l e m e n t  si X est <~ de Gorens t e in  >>. 
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Proposition 1. - -  Pour un complexe R ' e  Ob D + (X), ~ fibres de dimension injective finie, 
les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) Le complexe R" est dualisant. 

(ii) Le faisceau structural �9 est rdflexif par rapport g, R ' .  
(iii) Pour tout x e X ,  le complexe (de (9~-modules) R'~ est dualisant. 

(i)=>(ii) est clair; il reste ~ ~tablir ( i i )~(i i i )  et (iii):~(i) Le complexe R" est 
isomorphe (dans D+(X)) ~ un complexe I" de O-Modules injectifs. Le morphisme 
naturel F'-~-DD(F') (de D(X)) provient d 'un morphisme de complexes 

(I) : F ' ~ H o m ' ( H o m ' ( F ' ,  r ) ,  I.) (cf. [7], chap. V, (i .2)). 
Si (ii) est satisfaite, le morphisme (i) associ6 ~ F" = 0 est un quasi-isomorphisme, 

doric induit un quasi-isomorphisme sur les fibres (d'apr~s la coh6rence des objets de 
cohomologie), et (iii) est v6rifi~e ([7], chap. V, (2. I), (iv)). Inversement, si (iii) est vraie, 
le morphisme (i) induit l 'application naturelle F;-->D,D~(F;), qui est un isomorphisme, 
done (I) est un quasi-isomorphisme sur les fibres et, par suite, un quasi-isomorphisme. 
Ainsi (i) induit un isomorphisme F ' -+DD(F')  et (i) est satisfaite. 

Thdorkme 3 - -  Soit X un espace analytique connexe. Soit R" un complexe dualisant sur X .  

Si R " e O b  D(X),  il est dualisant si et seulement s'il existe un entier n et un faisceau inversible 0~ 

sur X tels que : 
R "  ~ R 'QoT"~r  (dans D(X)).  

De plus, si R'" est dualisant, .s et n sont dlterminds de manikre unique. 

Si R"=R' |  il est clair que R "  est dualisant. Inversement si R" et R "  
sont dualisants, on ddsigne par D et D' les foncteurs dualisants qui leur sont associ~s et 
on << reeopie >> ([7], chap. V, (3.1)). Posant L '=D 'D( tg )  et L " = D D ' ( 0 ) ,  on montre 
que L ' Q c L " 5 0 ;  on conclut par l 'analogue de ([7], chap. V, (3.3)). 

Si K x est le complexe associ~ ~ l'espace analytique X, il est clair qu'il est dualisant 
(ce qui justifie notre terminologie!). Le th6orbme d'unicitd v a n o u s  permettre dans 
certains cas particuliers d'obtenir des renseignements sur K x. 

Gas particuliers. 

Espaces anal.ytiques de Gorenstein : 

Soit A un anneau local noeth~rien int~gre. Rappelons que A est dit << de Gorenstein >>, 
si les conditions 6quivalentes suivantes sont v6rifi6es (cf. [2] et [7]) : 

(i) A est un eomplexe dualisant (pour lui-m~me). 
(ii) A admet une r6solution injec.tive finie. 
(iii) I1 existe un entier d tel que : 

I~ pour i4 :d  
Ext,(k, 

A)--tk" pour i = d  (k d6signe le corps rdsiduel de A). 

Un  anneau de Gorenstein est de Cohen-Macaulay; on en ddduit que l'entier d 

de (iii) est la dimension de Krull de A. 
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Si A est un anneau noethdrien, on dira qu'il  est de Gorenstein, si tous ses localisfis 

le sont (i.e. si le schfima (Spec A, A) est un schema de Gorenstein!).  
Dgfinition. - -  On dira qu'un espace analytique X ,  de faisceau structural 0, est ~< de Gorenstein ~ 

si, pour tout x e X ,  ~ est un anneau de Gorenstein. 

Proposition 2. --- Soit X un espace analytique de dimension n. Les trois conditions suivantes 

sont gquivalentes : 

(i) X est un espace analytique de Gorenstein. 

(ii) <~ /2 >> complexe dualisant K x est une rgsolution d'un faisceau inversible (placg en 

degrg  - -  n ) .  

(iii) Le faisceau structural ~ est dualisant. 

(i) ,-- (iii) d'apr~s la proposition I et (ii)*>(iii) d'apr~s le thdor~me 3. 

Intersections complktes. 

Soit X c U c C  m une intersection complete d~finie par  m--  n fonctions scalaires 

f ,  . . . , f , , _ , e 0 ( U ) .  I1 est facile de voir que l 'espace analyt ique X, quotient  de d~(U) 
par  l 'id6al engendrd par  l e s f ,  est de Gorenstein (of. [2]). On peut ainsi ~ remplacer ~ K x 
par  un  ~aisceau inversible f / q u e  le complexe de Koszul KeIU)(fs, . . . ,  f , _ , )  permet de 
~< calculer ~ : 

f~ = H - "  (Kx) = Ext~0~) n (d~(X), f~m(U)) = H e(~l (f~, . . .  , f , , _ ,  ; f~m(U)) ~- d~(X)|162 
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