
I .  I n t r o d u c t i o n .  

i~labor6e dans le cadre de l'espace-temps de Minkowski, la th6orie quantique 
des champs fait intervenir, pour ses commutateurs,  le propagateur de Jordan-Pauli  
qui est de caract6re scalaire. La construction dans le cadre de la relativit6 g6n6rale 
de commutateurs pour le champ 61ectromagn6tique et pour le champ gravitationnel 
suppose l'61aboration de propagateurs << tensoriels ~> relatifs ~t des op6rateurs diff~rentiels 
du second ordre. 

La premi6re partie de ce travail est consacr6e ~ la th&rie matMmatique des propa 7 
gateurs. Apr6s avoir 6tudi6 la notion de tenseur-distribution sur une varidt6 r iemannienne Vn, 
je ddfinis la notion de lapIacien d'un tenseur sur V~, notion qui gdn~ralise celle de laplacien 
d 'une forme au sens de G. de Rham.  L 'op&ateur  A correspondant est auto-adjoint et 
commute avec la contraction; si le tenseur de Ricci de V, est ~ d&iv~e covariante nulle, 
A commute pour les tenseurs d 'ordre i avec la d6rivation covariante et pour les tenseurs 
d 'ordre 2 avec la d6rivation covariante contract6e. 

Sur la vari6t6 r iemannienne V,, suppos6e de type hyperbolique normal, les opdra- 
teurs diff&entiels L sur les tenseurs T d 'ordre p d~finis par : 

L T = A T  + B(VT) + CT 

off C est un champ d'opdrateurs lindaires sur les tenseurs d 'ordre p et B un champ 
d'applications lindaires des tenseurs d 'ordre (p H- i) dans les tenseurs d 'ordre p, admettent  
deux noyaux dldmentaires E:~(x, x') qui sont des bitenseurs-distributions. L'existence 
et les propri6tds de ces noyaux sont rappel6es grace ~t une technique simple due ~t Leray 
et Y. Four~s-Bruhat. Par diffdrence, on obtient un propagateur tenwriel, antisymdtrique 
en x et x', qui, pour chaque x' est solution de l 'dquation homog~ne relative tt L e t  a 
son support dans et sur le conoide caractdristique de sommet x'. Ce propagateur inter- 
vient de mani~re essentielle dans la solution du probl~me de Cauchy relatif ~ l 'dquation 
homog~ne. 

Par antisym6trisation des propagateurs relatifs ~ l 'opdrateur A--~x (~=cons t . )  
on obtient des propagateurs qui sont des bi-p-formes distributions et qui sont reli& 
entre eux par  des identitds diff~rentielles remarquables qui jouent  un r61e important  
dans les applications. Des r&ultats analogues sont valables pour le propagateur associd 
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au m~me op~rateur et aux tenseurs sym&riques d 'ordre 2. Dans le cas de l'espace- 

temps de Minkowski, tous les propagateurs introduits se d6duisent du propagateur  
scalaire de Jordan-Paul i  par  multiplication par  un bitenseur ordinaire provenant  du 

bitenseur de transport. 
Dans une seconde partie, des applications sont donn&s ~ la formation des commu- 

tateurs qui doivent intervenir en relativit6 g6n~rale. Apr& avoir construit, sur une 

vari&6 espace-temps donn6, les commutateurs relatifs au champ 6lectromagn&ique en 
pr6sence ou absence de terme de masse, je  montre comment une thfiorie strictement 

parall~le peut  &re d6velopp& pour le champ gravitationnel vari6, sur un espace-temps 

qui soit un espace d'Einstein. Le champ gravitationnel vari6 est d&ri t  par  un tenseur 
sym&rique h~ astreint seulement k des 6quations de champ faisant intervenir la variation 

du tenseur de Ricci; celle-ci s'exprime imm6diatement k l 'aide du laplacien introduit 

dans la premiere partie. 
Si le champ gravitationnel est d6crit par  un tenseur H d'ordre 4, du type de 

sym6trie du tenseur de courbure et satisfaisant aux ~ 6quations gravitationnelles d 'ordre 
sup6rieur )) introduites ant~rieurement (1), une technique variationnelle permet de 

construire, dans le cas d'un espace gt courbure constante, un commutateur  rigoureusement 
compatible avec les 6quations de champ et g6n6ralisant le commutateur  construit, dans 
le cas d 'un espace-temps de Minkowski, k l 'aide de la transformation de Laplace (1). 

Dans un appendice, j ' indique un commutateur  qui est la g~n~ralisation sur un 

espace d'Einstein du commutateur  de Fierz correspondant ~ une particule de spin 2, 

avec terme de masse. 
Une notion de fonction de Green, qui coincide au fond avec celle de propagateur  

~t notre sens, a fit6 introduite ind6pendamment  dans deux int&essants articles par 
B. de Witt  [i],  [2], avec des techniques et des buts diff6rents. Les principaux r&ultats 
du pr6sent travail ont paru dans trois Notes aux Comptes rendus de l 'Acad~mie des 

Sciences (Lichnerowicz [2], [3], [4]) (2). 

(1) Voir LICItNEROWICZ [5]" 
(~) Voir aussi tours du Coll~ge de France x958-i959 et S~minaire Phys. thdor., Ztirich (mai x959). 
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2. N o t i o n  de t e n s e u r - d l s t r i b u t i o n  sur  une  vari6t6  r i e m a n n i e n n e .  

a) Soit V, une vari&6 riemannienne (supposfe orient& dans un but  de simplicit6) 
de dimension n, de classe C ~. Sa m&rique peut  s'dcrire en coordonn6es locales : 

(2. x) ds 2 = g~ dx~dx ~ 

l~tant donn~s deux tenseurs T et U d'ordre p, nous appelons produit  scalaire (T, U)x 
au point x de V, le produit  en x 

(2 .2)  (T, U ) ~ =  T .  .... .p(x) U ..... "p(x) 

Nous ddsignons par  ~ ,  l 'espace vectoriel des tenseurs de classe C k (k <~ h) ~ support 

compact de V..  Si U ~ n  est ~t support  compact,  nous pouvons poser : 

(2.3) < T, U >  = fv, (T, U).~q(x) 

off ~ est l'61$ment de volume riemannien. Localement 

b) Nous appelons tenseur-distribution T d'ordre p une fonctionnelle lingaire continue 
valeurs scalaires sur les tenseurs d'ordre p su~samment diff#entiables et ~ support compact. Pour 
U ~ n  nous notons indiff~remment T[U]  ou ~ T, U >  la valeur de cette fonctionnelle 

pour le tenseur U. 
Un  tenseur ordinaire T ddfinit un tenseur-distribution par  l 'intermddiaire de la 

formule (2.3) dans laquelle la structure riemannienne intervient. Nous dirons que sur 

la vari&~ riemannienne V~ le tenseur-distribution ddfini par (2.3) est dgal au tenseur ordinaire T.  
En se limitant aux tenseurs antisym&riques, on obtient les p-Jbrmes-distributions 

d6finies sur V, commefonctionnelles lindaires sur les p-formes (et non sur les (n--p)-formes 
comme les courants au sens de G. de Rham (1), les fonctionnelles correspondantes 

diff6rant l 'une de l 'autre par l'usage de l 'op&ateur  �9 (~). 

(1) Voir G. de RHA~ [X], p. 39-4 o. 
(3) G. de RHAM [I] OU LICHNEROWICZ [I]. 
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Si T e s t  un tenseur-distribution d 'ordre o, ou scalaire-distribution, V un tenseur 
ordinaire d 'ordre p, T V  est naturellement le tenseur-distribution d 'ordre p d~fini par  : 

(2.5)  TV[U]  = T[(V, U)] 

Cela posfi, soit f2 le domaine d 'un  syst~me de coordonn~es locales (x ~) et donnons-nous 
dans ~ ,  n p scalaires-distributions T . . . . . .  p. L'expression (1) 

(2.6) T ----- T . . . . . .  vdx~'|  | 

d~finit un tenseur-distribution d 'ordre p : si (e~) est le repute dual du corep6re (dx ~) 

U ---- U ..... ~pe~ |  | 

et d'apr6s (2.5) , T[U]  est donn6 par  la somme 

(2.7) T[U]----T~ .... ~ [ U  ~ .... ~] 

Inversement, tout tenseur-distribution d 'ordre p dans f~ peut ~tre repr6sent6 par  une 
telle expression : d6signons par  T~ .... ~p les scalaires-distributions dfifinis par  : 

T~ .... ~p[q0] = T [ q 0 % Q . . . |  

off 9 est une fonction arbitraire de ~ .  On  a : 

T [ U ] : T [ U  ~ .... ~ v % | 1 7 4  .... ~ [ U  s .... ~p] 

et T admet  bien l'expression (2.6).  Ainsi, dans le domaine d 'un syst6me de coordonn6es 
locales, tout tenseur-distribution d 'ordre p peut 6tre, comme un tenseur ordinaire, 
rapportd ~ ces coordonn6es, les composantes 6tant des scalaires-distributions. 

c) Soit T u n  tenseur ordinaire d 'ordre p, VT le tenseur d6riv6e covariante de T 

dans la connexion riemannienne. Si U est un tenseur arbitraire d 'ordre (p -k i) ~ support 

compact  : <VT,  U >  = fvV~T ..... ~ U  ~ ..... ~p~ 

soit par integration par  parties : 

(2.8) <VT,  V >  =fv~V~(T ..... ~pV ~ .. . . . .  T . . . . . .  ~ . . . . . .  ~ 

Le premier terme du second membre  est nul. Nous sommes ainsi conduits ~t introduire 

l 'op6rateur sur les tenseurs U d6finis par  
p 

Ainsi (2.8) peut s'~crire : 

(2.9) <VT,  U >  ==<T, ~ U >  

Cela fitant pos~, nous dfifinirons la dgriv& covariante d'un tenseur-distribution quelconque T 
d'ordre p comrne le tenseur-distribution VT d'ordre pq-  I d~termin~ par la relation (2.9), off U 

est un tenseur arbitraire d 'ordre p-t- I ~t support compact  ( U ~ ) .  

(1) Sauf avis contraire, la convention de sommation est toujours fare. 
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En particulier, pour un scalaire-distribution, on a dans le domaine d 'un syst~me 

de coordonndes : 

(2. xo) <V~T, u~> = - -  < T ,  V~u~> 

pour tout vecteur u, soit 

relation compatible avec la d6finition usuelle de la d6rivation des courants (G. de 

R h a m  [I], p. 55) si bien que 
V,,T = OaT 

Si T e s t  un tenseur-distribution d 'ordre i, (2.9) peut  s'6crire dans le domaine 
d 'un syst~me de coordonn6es locales 

<V~T~, U ~ >  = - - < T 0 ,  V ~ U ~ >  

soit : 
< V~T~, U ~ >  = - -  < T 0, O~U ~ + F ~ U P ~ > - -  < T~, I ' ~ U ~ >  

Pour ~ fix6, il r6sulte de (2. IO) que : 

- - < T 0 ,  O~U ~~ § F ~ U ~ >  = <0~T0, U ~ >  

On obtient ainsi : 

soit 

<V~T0, U ~ >  =<O~T~,  U ~ > - - <  P~T~, U ~ >  

V~T~ : 0~T~-- F~oT o 

Plus g6n4ralement, dans le domaine d 'un  systhme de coordonn4es, les composantes de 
la d4riv4e covariante d 'un  tenseur-distribution d 'ordre p s 'expriment & partir des compo- 

santos du tenseur et des coefficients de la connexion par laformule usuelle en calcul tensoriel. 
Los propri4t4s classiques de la d6rivation covariante subsistent. En particulier si T est 

un tenseur-distribution d'ordre (p+I) ,  on a pour tout tenseur U d'ordre p ~t support 

compact  : 

(2.xx) <~T,  U >  : < T ,  V U >  

I I e n  est encore ainsi si T e s t  un tenseur-distribution & support compact,  U 6tant 

un tenseur quelconque. 

3. Le b i t e n s e u r  de t ransport .  

Dans la thdorie des op6rateurs diffdrentiels sur une vari6t6 riemannienne V, s'intro- 
duisent n6cessairement des tenseurs doubles (1) ou bitenseurs et des bitenseurs-distributions 
sur V~ • V,.  Parmi les plus simples des bitenseurs attach6s ~ une vari6t6 riemannienne 

(1) Pour la notion de forme double voir G. de Rm~ [I], p. 35. 
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figure le bitenseur de transport in t rodui t  par  B. Dewit t  (1), Ce bitenseur est de na ture  locale. 

a) Soit d ' abord  V, une vari6t6 diff6rentiable munie d'une connexion lindaire. A chaque  

point  x de V,,  on peut  a t tacher  un voisinage s de x, hom6omorphe  ~t une boule ouverte, 

tel que pour  tout  point  x'eg~ il existe un  arc gfiod6sique l(x, x') et un  seul dans g~ 

jo ignan t  x k x'. Le t ranspor t  pa r  parallfilisme le long de l(x, x') dfifinit un  isomorphisme 

canonique ~,,,, de l 'espace vectoriel T ,  t angent  en x sur l 'espace vectoriel Tx, , tangent  

en x', isomorphisme qui se r6duit  ~ l ' identi t6 pour  x ' =  x. 
At tachons  un  rep~re ~ chaque  point  de ~ et d6signons par  (e~) le rep~re en x et 

par  (%) le rep~re en x'. L ' i somorphisme ~x,x, fait  correspondre ~t tout  vecteur v e n  x de 

composantes (v ~) le vecteur  ~x,~,v en x' dont  les composantes sont des fonctions lindaires 

des (v ~) : 

( 3 - " )  = x ' ) v  

Les t~' sont les composantes d ' u n  bi - i - tenseur  ~16ment de T~,|  (2), c'est-~-dire 

I- tenseur covar iant  en x et ~-tenseur con t ravar ian t  en x'. Pour  x ' = x ,  9~,~, se rdduit  

~t l ' identi t6 et : 

( 3 .  x'  = x)  = 

Soit t x, le b i - i - tenseur  associ6 de m~me ~t -~ ~zx,~,,' ~--- ~x' ,x" O n  a : 

tx,t ~ = 

t~, dfifinit l ' isomorphisme de T~ sur T~,, dfiterminfi par  t ransport  le long de l(x, x'). Nous 

appellerons le bi-I- tenseur  ainsi dfifini le bitenseur dual  du  prdcfident. 
Plus gfin6ralement, le t ranspor t  le long de l(x, x') dfifinit un  isomorphisme de l 'espace 

vectoriel des tenseurs affines d ' u n  type dfitermin6 en x sur l 'espace vectoriel des tenseurs 

de m~me type en x'. A cet isomorphisme correspond le bitenseur construi t  par  produi t  

tensoriel de t~' par  lui-m~me et par  le bi tenseur dual .  
Faisons varier  x' le long d ' u n  arc g~odfisique d6termin6 d 'or igine x et soit u ~' un  

vecteur t angent  en x' ~ cet arc. Le vecteur  (3. i) fitant d~duit  de v par  transport ,  on a 

en d6signant par  V~, l 'opfirateur de d~rivation covariante re la t ivement  ~ x' 

= = o 

quel que soit v ~'. Par  suite 

(3.3)  u~'V~,t~ ' = o 

Le bitenseur t x' (x, x') peut  ainsi fitre ddfini pour  x donn6 et aux diff~rents points x' de f~ 

en consid~rant les arcs g6od6siques issus de x et en int6grant  sur un  tel arc le syst~me 

diff6rentiel (3.3) avec la condi t ion initiale (3.2).  
Pour  x ' = x ,  on a 

X' = X )  = O 

(1) Cf. B. DEWlTT et BREHM~., Annals Phys., t. 9, P. 220 (i96o) [2]. 
(2) T~ d6signe le dual de T z. 
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quel que soit le vecteur u en x ' = x .  Par suite : 

( 3 . 4 )  x' = x) = o V~,,t~ (x, x' 

et de m~me 

(3 .5)  x'  = x)  = o 

t b) Supposons V n munie d 'une m6trique riemannienne et introduisons la connexion 
riemannienne correspondante. Le tenseur m6trique dtant invariant par  transport par 

paralMlisme : 

(3.6) 

I I e n  r~sulte par  inversion 

g ,x(x ) = ' tx,t~,g~(x ) 

gx,~,t~ - -  g~,~t x, 

Nous sommes ainsi conduits ~ introduire les quantit4s : 

(3-7) t~x, = gx,~,t~' = g~t~, 

qui sont les composantes covariantes d 'un  bi-i-tenseur euclidien, de composantes 

mixtes tx~ ' ou t~,, que nous appellerons le bitenseur de transport t(x, x') ; (3.7) est 6quivalent 

(3.8) t~x,t x' = g ~  

Pour x ' = x ,  le bitenseur de transport vdrifie les relations : 

(3" 9 )  t~z, (x, x' = x) = g~x(x) 
et 
(a. xo) x'  = x )  = o 

Pour &udier le bitenseur de transport, il peut  ~tre commode d 'adopter  dans un 
voisinage de x les rep6res d6duits d 'un repute d6termin6 en x par  transport le long des 
diff6rents arcs g6od~siques issus de ce point; relativement ~ ces rep~res, les composantes 

X' X du bitenseur de transport sont constantes et t~ (x, x') = 3~. 
c) Prenons pour V n un espace euclidien de signature quelconque. Le bitenseur 

de transport est alors d6fini globalement quel que soit le couple (x, x'). Attachons un 
rep~re ~ chaque point de V~ et soit (e~) le rep~re en x, (ex,) le rep~re en x'. Considdrons 

le bi-I-tenseur admettant  pour composantes les produits scalaires 

e ~ .  e x, 

Si ~t t ous l e s  points est attach6 le m~me rep~re, ce bitenseur admet  les composantes 
constantes e~.ex =g~x. P_;valuons pour ce choix des rep~res la d6riv6e covariante par 

rapport  h x du bitenseur consid6rC I1 vient pour  cette d6riv6e : 

O~(l~lx) - -  F~V~ (/vlx) = O~g~x = o 

Ainsi notre bitenseur est gl dgriv& covariante nuUe par rapport ~ x et par rapport a x'. De plus, 
pour x' coincidant avec x, il admet  toujours les composantes triviales g~z. I1 coincide 

done avec le bitenseur du transport et 

(3.IX) t~z,=e~.ex,  
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4. B i t e n s e u r s  d e  D i r a c .  

a) V~ 6tant de nouveau une vari6t6 r iemannienne arbitraire, nous d6signons 
par ~(x, x') tout bi-i-tenseur de V, astreint seulement h satisfaire la relation (3.9) 

(4. x) v~x' (x' x' = x) = g~x(x) 

Le bitenseur de transport est, sur ~,  un cas particulier des bitenseurs ainsi envisages. 
Pour chaque x ~V,, nous ddsignons par ~x le scalaire-distribution de V, ddfini par : 

(4.2) < ~x(x'), q~(x') > v, ----- q~(x) 

off nous avons introduit, pour 6tre clair, dans le symbole ~ . . .  > une variable point x' 
et off ~ ~ , .  De 8, on d6duit un biscalaire-distribution ~ - -  ou scalaire-distribution sur 

la varidt6 produit  V~•  - -  ddfini de la mani6re suivante : si q~(x, x ' ) ~ v k  • 

(4.3) < 8(x, x'), V(x, x ' )>v .  • ~.(x'), V(x, x') >v .  xv ~ 

8(x, x') - -  sym6trique en x, x' - -  est le biscalaire de Dirac sur V . .  La formule (4.2) sera 
aussi ~crite 

(4 -4 )  < a(x, x'), O(x') > ---- ~0(x) 

Pour tout bitenseur z (astreint ~ (4-I)) ,  le biscalaire ~ v6rifie une relation impor- 
tante que nous allons 6tablir. D6signons par V~ et Vx, ]es op6rateurs de ddrivation 
covariante respectivement par rapport  k x et x'. De (2. i i), il rdsulte 

- -<V~,(~ '~(x ,  x')), V(x')> = <~ '~ (x ,  x'), Vx,v(x')> = < ~ ( x ,  x'), ~ ' V . v ( x ' ) >  

soit d'apr6s (4.1) : 

(4-5) --<Vx,(.~'~(x, x')), ~(x ' )>  = V ~ ( x )  (~ e ~ . )  

Par d6rivation de (4-4) par rapport  ~ x, il vient d 'autre part  : 

(4.6) <V~8(x ,  x ') ,  q~(x')> =V~q0(x) 

De (4-5) et (4.6) r6sulte la relation que nous voulions 6tablir 

(4.7) - -Vx,(~ '8(x , x ' ) )=V=8(x,  x') 

b) Par produit  tensoriel en x, x' du bi-I-tenseur z par lui-m6me, on obtient des 
bi-p-tenseurs not6s | Par antisym6trisation (partielle) ou produit  ext6rieur de I: par 
lui-m6me, on obtient des bi-p-formes notdes AP-: (pour p = o, I, . . . ,  n) ; pour p ---- 2 par 
exemple, A2-~ admet  les composantes : 

( 4 . 8 )  (A~':) ~3, x' a' = ~x'  ~ ' - -  ":~x, T~, 

Nous appeUerons bitenseur; de Dirac sur V.  les bitenseurs-distributions (| et (AV-:)~. 
Ces bitenseurs-distributions ne d6pendent pas du choix des bitenseurs -: astreints naturel- 

Iement ~ satisfaire (4- i ) .  Nous posons 
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et d6signons par  d x et 8 s les op&ateurs de diff#entiation et de codiffgrentiation ext&ieure relative- 
ment  ~t x, pa r  d s, et 8s, , les op6rateurs  cor respondant  re la t ivement  ~t x'. Avec ces notations,  

la relat ion (4- 7) peut  s'6crire : 

(4 .9)  8s' 8(t) = ds8 

Plus g6n6ralement,  cherchons ~ 6valuer 8x,8(P)(p= i, . . . ,  n). O n  a avec des notat ions 
dvidentes 

{ 4 x o )  = as, 

(4- zo) ne d6pendan t  pas du  choix de v astreint  ~ satisfaire (4. I), nous pouvons  en outre  
astreindre v ~ satisfaire aux relations v6rifi&s pour  x ' =  x par  les d6riv6es du  bi tenseur  
de transport ,  soit : 

(4 '  Ix)  V~,%x,(x , x' = x )  =V~%x,(X , x' = x )  = o  

Pour  un  tel b i - l - t enseur  % on voit  que  : 

a s, 8 {'} = 8 s , (vS) A A" - *z 

off le p rodui t  ext6rieur est effectu6 re la t ivement  ~ T~, soit d 'apr6s (4.9)  

~s' 8(p) = dx8 A h p - l z  

Compte  tenu de (4. I z), il v ient  : 

8s, 8(,} = ds ( A , -  8 + d 2  A 
c'est-~t-dire 

g,8{,} = 8) 

off le second m e m b r e  est i nd6pendan t  du  choix du  bi tenseur  v astreint  seulement  
satisfaire (4. I). Les bi-p-formes de Dirac  v6rifient ainsi les relations : 

{4. x2) 8s,8{P) = ds~{P-1} (p = I , . . . , n )  

Ces relations peuvent  aussi se d6duire  d i rec tement  de (2-I I). 

5" O p ~ r a t e u r s  d i f f 6 r e n t i e l s  l i n $ a i r e s  d u  s e c o n d  o r d r e  s u r  l e s  s c a l a i r e s .  

a) Si (x ~) d~signe provisoirement  les coordonn6es canoniques  de R" ,  on envisage 
les op6rateurs  sur les fonctions u k valeurs r&lles 

(5. x) Lu = --g=~=~u + aP~pu + cu 

off la forme quadra t ique  (g~)  est de type  hyperbo l ique  normal  et off les (g=~, a% c) sont 

suff isamment diff6rentiables. La  th6orie classique de ces op6rateurs  fait intervenir  d ' une  
mani6re essentielle des 616ments li6s ~ la m6tr ique  r iemannienne  

ds ~ = g=~ dx = dx ~ 

off les formes (g=~) et (g~)  sont corr61atives l 'une de l 'autre.  Int roduisons  le laplacien 
de u au sens de G. de R h a m  re la t ivement  h cette m6tr ique 

Au = 8 du = - -  V~V~u 
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soit avec tes notations classiques : 

Au=--g~'~(O~,~u - r:~O"u) - -  ~/~c~(g~O~u~,/~),~, 

(5" I) peut s'~crire ainsi : 

(5. ~) Lu = Au + bPO~u + cu 

b) Nous sommes ainsi conduits ~ envisager ces op6rateurs sous forme invariante 

sur une vari6t6 difffrentiable. Soit V, une vari6t6 diffdrentiable orient6e de classe C h+l 
munie d 'une m6trique riemannienne (g~) de type hyperbolique normal, de classe C h. Si bes t  
une i-forme et c u n e  o-forme de classe C h-l, nous pouvons introduire sur V, l 'op6rateur 

diff6rentiel linfaire du second ordre qui, ~ une fonction u de classe C k+2 (o<<.k<~h--i), 

fait correspondre une fonction de classe C k et qui est ddfini par la formule 

(5-3) Lu - -  Au + b~ + cu 

off Au est le laplacien dans la m6trique donn6e. Dans ces conditions, l 'opdrateur L* 

adjoint de L se trouve d6fini par 

(5.4)  L * v = A v - - V ~ ( b ~  + c v  

Pour que L soit auto-adjoint, il faut et il suffit que b = o. 
Si u et v sont des fonctions k valeurs scalaires de classe C ~:+2, il r6sulte de (5-4) 

que : 
v L u - -  L*v. u = v A u - - u A v  + Vp(uvb ~) 

soit 

(5.5)  vLu - -  L*v. u = ~ (v du - -  u d r - -  uvb ) 

Si u est une fonction scalaire ~t support S(u) compact  de classe C k+2 r. e,~k+2~ ~u ~ v .  ) e t s i v e s t  

une distribution dans V,,  il rdsulte de (5- 5) et (2. I I) que : 

<v, Lu>  - - < L ' v ,  u>  = < ~ ( v d u - - u d v - - u v b ) ,  I > = o 

soit 

(5.6) <v, L u >  = < L ' v ,  u>  

La formule (5-6) est bien entendu encore valable si l 'on a seulement S(u) nS(v) compact.  

6. Solutions ~16mentaires correspondantes. 

Toutes les consid6rations qui suivent sont de nature purement locales. Nous d6signons 
par  P,, le conoide caractgristique de sommet x'. Consid6rons un voisinage f~, hom~omorphe 

~k une boule ouverte, tel que pour tout point x de ~,  il existe un arc gdod6sique l(x, x') 
et un seul dans f2 joignant  x' ~ x. Les coordonndes normales g6od6siques 6tablissent un 
hom6omorphisme de f~ sur une boule ouverte de l'espace vectoriel tangent en x',  hom6o- 
morphisme qui applique le conoide caract~ristique en x' sur le c6ne isotrope C~, limit6 

h la boule. Ainsi le conoide caract~ristique Pz, est r6gulier dans f~; au partage de C~, 
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en deux nappes Cx + et C~;, correspond la subdivision de F,, en deux demi-conoides Fx + 
et F~:, dont le premier est dit orientfi vers le futur, le second vers le passe. Pour qu 'un  

point x de ~ soit intdrieur ~ F~ + (resp. P~:), il faut et il suffit que l(x', x) soit orient~ dans 
le temps et vers le futur (resp. passe). Nous dirons alors que x est dans le futur de x' (resp. 
passd de x'), le point x' fitant dans le passd (resp. futur) de x. 

Nous appelons, selon Leray, gmission d 'un ensemble K de ~2, oufutur de K, l 'ensemble 
des chemins temporels g+(K)  issus d 'un  point de K du c6td du futur de ce point. 

L'~mission rgtrograde g ( K ) ,  ou passd de K, est l 'ensemble des chemins temporels abou- 
tissant en un point de K du c6td du passd de ce point. Un  ensemble K de s est dit compact 
vers le passg (resp. futur) si son intersection avec g ( x )  (resp. g~ est compacte ou 

vide pour tout x de ~ ;  g+(K)  est aussi compact  vers le pass6, ainsi que tout sous- 
ensemble ferm& 

On dfimontre que l'intersection g + ( K ) n g _ ( K ' )  est compacte si K ou K '  est 
compact, K '  compact  vers le futur ou K compact  vers le passd (Leray [I]). 

a) En ce qui concerne les solutions fil~mentaires, nous rappellerons le rdsultat 
suivant : 

Thgor~me. - -  Etant donnge une boule ouverte fl, il existe pour x' fixg deux solutions glgmen- 
taires E f  (x) de L dans f~, c'est-&dire deux scalaires-distributions satisfaisant relativement g, x 

( 6 x )  * �9 L E ,  (x)  = 

et h supports respectivement dans g +(x') ou g (x'). Ces solutions glgmentaires sont uniques. 
Pour dtablir l'existence de ces solutions 616mentaires, il suffit de se placer dans le 

cas off la vari~td envisagde est de dimension paire, le cas off elle est de dimension impaire 

s'en d~duisant par la classique m~thode de descente sur laquelle nous reviendrons dans 
un instant. Nous nous bornons ~ esquisser une ddmonstration de ce thdor~me bien connu. 

Sur la vari&d V~,, on peut  d 'abord  (~) dtablir, par  integration d 'un systfime diff~- 
rentiel, l'existence d 'une param~trix e~, relative au point x', c'est-h-dire, pour chaque x', 

l'existence d 'un scalaire-distribution dans f2 dont le support est sur F +, ou F~:, et 
satisfaisant : 

oh ~qo~ est une fonction sommable de support  le demi-conoide. 
Considfirons une solution V de classe C k+z ~ support compact dans ~ de l '~quation : 

L g =  + . 
off + ~ .  Cette solution v~rifie : 

+ >  = = < =  >--fvfie2,(x) (x)dS, 

oh V -  est darts le domaine de F~: intdrieur ~ f~ et oh dS~ est l'616ment d'aire induit sur 

le conoide. On obtient ainsi la relation int6grale 

(6. z) ~(x') = f v _ ~ ; ( x ) ~ ( x ) d S ,  + < ~ ; ,  + >  

(1) Voir Y. FOUR~S-BRUHAT, Solutions dldmentaires d'gquations du 2 e ordre, Coll. sur les dquations aux ddrivdes 
partielles G.N.R.S. (Nancy) [2]. 
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Cette  6quat ion intrgrale  ~t l ' inconnue (? peut  ~tre rfsolue par  it6ration. Sa Solution 

un ique  est d o n n f e  par  une  opr ra t ion  l inraire cont inue  sur + qui  ddfinit un  scalaire- 

dis t r ibut ion E~, et l 'on peut  6crire : 

(6.3)  ~(x') = <E~:(x), +(x)> 

Ainsi, quel  que  soit q~ e ~  +2 : 

(6.4) ~(x') =<E~7(x) ,  L~(x)>  

O n  voit sur la relat ion int6grale que  E~7(x) est un scalaire-distribution dam f~ ~ support clans 
et sur F~7. C'est  bien une  solution ~lfmentaire  en x' de L dans f2; en effet, quel  que  soit 

q ~ + z ,  on  a d 'apr~s (6.4)  : 

< L*E~7 (x), q~ (x) > = < E~; (x), Lq~ (x) > ---- q~ (x') 
soit : 

< L ' E ;  (x), 9 (x) > --  < ~x' (x), ? (x) > 
I1 en r6sulte 

(6.5) 
si +(x', x) 

pa r  la formule : 

L*E~7 (x) = b~, (x) 

on peu t  ddfinir un  scalaire-distr ibution E-(x ' ,  x) dans ~2 • f~ 

<E-(x', x), +(x', x ) > .  
O n  mont re  ~t l 'aide de th6or&mes de G. de R h a m  que  E-(x ' ,  x) d6finit pour  chaque  x 

un  scala i re-dis t r lbudon local en x'; E- (x ' ,  x) est tin noyau dldmentaire; (6.5)  pour ra  

~tre 6crit sous la forme : 

(6 .6)  L : E - ( x ' ,  x ) = S ( x ,  x') 

En subst i tuant  au demi-conoide  F~; le demi-conoide  F +, on construi t  de m~me 
un  second noyau  616mentaire E + (x', x) qui, pou r  chaque  x', ddfinit un  scalaire-distr ibution 

don t  le suppor t  est dans et sur F~. Nous  6tablirons dans un instant,  i nd6pendamment ,  
l'unicitd de ces noyaux dldmentaires, unicit6 que  nous admet t rons  pour  le moment .  

b) Sur la varidt6 r iemannienne  V n de d imension n, soit ~z une isomdtrie laissant 
invariant l'opdrateur diffdrentiel L. L ' i somrtr ie  tz laisse invar iant  le biscalaire ~ de Dirac  

puisque si q ~ e ~ ,  : 

z), 

De l'unicitd des noyaux dldmentaires, rdsulte alors leur invariance par ~t : 

(6.7) E • (tzx', ~zx) = g • (x', x) 

c) Supposons la vari~t6 r iemannienne  envisagde V~,_I  de dimension impaire  et 
s o i t d s  ~ sa m6tr ique.  La  mr th o d e  de descente pe rme t  d ' r t ab l i r  dans ce cas l 'existence 

des noyaux  616mentaires. Consid6rons la varif t~ p rodui t  ~r2, = V 2 n _  1 •  et d6signons 

pa r  p la project ion canonique  de ~r2n sur V2 ,_  1. Nous  munirons  Q2, de la mr t r ique  : 

(6 .8)  ds ~ = - -  (dx~ ~ +p*(ds ~) 

off x ~ est la coordonnre  canonique  de R.  
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D6signons par  )" = (x ~ x) - -  off xEV2._ 1 - -  un  point de Q2~- L 'op6rateur  L 6tant 
ddfini sur V2n_l, d'apr6s (5.3), a partir  du laplacien A et des formes be t  c respectivement 

de degr6 I et o, consid6rons l 'op6rateur L ddfini sur V2, par  le laplacien A associ6 

(6.8) et par  les formes p*b et p*c. Cet op6rateur L est invariant  par  les isom6tries tzh 

de ~72~ d6finies par  : 
~ : x~176 x-+x (h~R) 

Si h b ~ n _ ~ ,  son image inverse p'd? sur V2, satisfait : 

(6.9) f@*+ =p'L+ 

Cela pos6, soit E~:(y) une solution 616mentaire de L dans le produi t  ~ d 'une  boule 
ouverte f~ de V2~_ 1 par  un  intervalle ouvert.  Pour  chaquey ' ,  on d fdu i t  de cette solution 
un scalaire-distribution Kr dans f2 par  la formule 

<Ku,(x), +(x)>n  = <g~r(y) ,  (p*+)(y) >fi 

off + ~  et off, compte  tenu du support  de E~7(y), le second membre  a un  sens, bien 

que p*+ ne soit pas ~ support  compact  dans ft. De (6.7) et de l ' invariance de p*+ il 
r6sulte que : 

K~#(x) = K~,(x) 

et que par  suite K ne d6pend que de x' =py'. A chaque x' correspond ainsi un  scalaire- 
distribution E~(x 5 qui, d'apr~s sa ddfinition, a son support  dans et sur F;7 et satisfait 

(6. ,o) p*< +(x) < p*+> 
D'autre  part,  d'apr6s (5.55 et compte tenu des supports de E~7(y 5 et de p'd? : 

< L * g ] ( y ) ,  (p '+) (Y)>a  = < g ~ 7 ( y ) ,  f~p*d?>fl 

soit d'aprSs (6.95 et (6.xo 5 

(6.IX) <L*E~7(y), (p'+)(y)>~=<E~r(.y),p*L+>fi=p*<E~(x), L + >  a 

Or,  d'apr6s la d6finition de E~7(y) : 

< (p*+)(y)>a  = (p*+)(y') 

De (6. I I) il r6sulte ainsi 
<L*E~r(x), +(x) > n  = +(x') 

et E~z(x) est solution 616mentaire de L dans ~.  
On  peut  ainsi 6tablir l 'existence des deux noyaux s E• ', x) dans le 

cas off la dimension est impaire.  

7. Th~or~me d'nnlcit6. Solutions de l'6quation avec second membre.  

a) Dans la boule ouverte f2 de la vari~t6 r iemannienne Vn, consid~rons un scalaire- 
distribution v solution de l '6quafion homog6ne 

L v = o  

et dont  le support  S(v) soit compact dans lefutur. 
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A toute fonction ~ raisons correspondre la fonction ? ddfinie par  : 

(7. =<E+(x', +(x') > 

Cette fonction a son support  S(?) dans le futur  N+(S(+)) du support  S(+) de la fonction + 
et satisfait 

L~?(x) ---- < L*E+(x ', x), +(x ' )>  = < 3(x, x'), ~(x') > ----+(x) 

C'est donc une solution de l '5quation 

(7 .~,) L'e----+ 

S(v) ~tant compact  dans le futur, o~+(S(+))no~_(S(v)) est compact ;  nous d~signerons 
cette intersection par  K. Soit ~ une fonction ~t support  compact  dans ~ ) ( ~ ) ,  6gale ~t I 
sur un  voisinage compact  de K. Comme Lv-----o 

II en r~sulte : 
<v,  L * ( ~ ) >  = < v ,  L*~> = o  

De (7.2) on d6duit  
<v,  + > = o  

quelle que soit + e ~ .  On  a ainsi v = o .  Nous 6noncerons : 

Thlor~me d'unicitL - -  Tout scala#e-distribution v dans ~ ,  solution de l'dquation homo- 

g~ne Lv = o e t  ~ support compact vers le futur (ou vers le passl) est ndcessairement nul. 

I1 en rdsulte en particulier que les deux solutions dldmentaires E+(x) et E~7(x) 
(k supports dans @+(x') et @_(x')), ainsi que les noyaux 616mentaires correspondants,  
sont bien un iquement  d6termin6s par  les conditions du th6or6me du w 6, a. 

b) Dans la boule ouverte ~,  considdrons l '6quation : 

(7.3) L~0 = + 

oh ~ est une fonction arbitraire de ~ .  

Toute solution ? de classe C k+2 de l'gquation (7.3) a support compact dans le futur est 

nlcessairement la fonction donn& par 

(7.4) ~(x') = < E + ( x  ', x), +(x)> 

En effet, l ' intersection @_(S(+))nd~+(x ') est vide ou est un  compact  K. Soit 
une fonction ~ support  compact  ( ~ e ~ )  figale ~ I dans un voisinage compact  de K. 
Pour  x' dans le pass6 de S(+), on a : 

<E+(x  ', x), +(x)> = < E + ( x  ', x), L,?(x) > = < E + ( x  ', x), Lx(~q~) > 
Soit 

<E+(x  ', x), +(x)>----<L:E+(x ', x), 0r = ?(x') 

ce qui d~montre  la propri6t& 
c) Plus g~n~ralement, gtant donn& une distribution v gt support compact dans le futur, 
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le noyau Llgmentaire E+(x ', x) nous permet de construire une distribution ~ support compact dans 
lefutur, solution de l'fiquation 

( 7 . 5 )  Lu = v 

En effet, consid~rons la composition au sens de Volterra et par rapport  au point x 
du noyau E+(x ', x) et de la distribution v(x) : si t~ est une fonction arbitraire de ~ ,  la 
distribution composfie u est ddfinie par �9 

(7. s) <.(x'), +(~') > -<~(~) ,  ~(~) > 

oh q~ est la fonction d~duite de + par la formule (7- i ) ,  e'est-~-dire la solution unique 
de L*q~ = + ~ support compact dans le pass5. Comme g+(S(+)) n #_(S(v)) est compact, 
le second membre de (7.6) a un sens quel que soit +. Nous noterons cette composition 

u(~') = fE+(~', x)~(~)~(x) (7.7) 

D'aprSs sa ddfinition, u est tel que S(u) est dans d~ (S(v)), done est ~t support compact 

dans le futur. 
La distribution u v~rifie (7-5). En effet, si (pest une fonction k support compact 

dans f2 : 
<Lu,  ~>  = < u ,  L*q~> = < u ,  ~ >  

done d'apr~s (7.6) 
<Lu,  ~>  = < v ,  q~> 

et (7.5) est v6rifi6e au sens des distributions. 
En particulier, si v est une fonction ~ k support compact dans le futur, u est 

n6cessairement la solution usuelle q0 donnde par (7.4). 

8. Re la t ions  entre les  n o y a u x  61~mentaires .  Propagateurs .  

a) D~signons par E*~(x ', x) les noyaux 616mentaires associ~s ~ l 'op~rateur L* 

adjoint de L e t  consid6rons la fonction (~ z ~ )  : 

(8.x) ~l(x') =<E*-(x,  x'), +(~)> 

Son support est dans le passd du support de ~ et l'on a �9 

L~, Vl(x') = < L z, E*- (x, x'), + (x) > =- < 3 (x, x'), + (x) > = + (x') 

Ainsi, quelle que soit + ~ ,  la fonction q01 dSfinie par (8. i) coincide avec la fonction q~ 

ddfinie par (7.4). I1 en r~sulte : 

( 8 . 2 )  

et de mSme 

(8.3) 
Ainsi 

(8.4) 

F:-(~, ~')= E+(x', ~) 

w+(x, x')= E-(~', x) 

Lx, E• ', x)----- ~(x, x') 
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b) Introduisons le scalaire-distribution ddfini dans f2 • D par  : 

(8.5)  G(x, x ' ) =  E+(x ', x ) - - E - ( x ' ,  x) 

Pour chaque x ' ~ ,  il d6finit un scalaire-distribution darts f~ dont  le support  
est dans et sur le conoide P~,. De plus il satisfait, relat ivement h x, ~ l '~quation homog~ne 

(8.6) L;G(x, x') = o 

Au noyau G nous donnerons le nom de propagateur scalaire relafif ~t l 'op6rateur L. 
A l 'op~rateur adjoint  L* correspond le propagateur  : 

G*(x, x ' ) =  E*+(x ', x ) -  E*-(x', x) 

qui satisfalt, relat ivement h x, ~t l 'dquation homogSne : 

L~G*(x, x') = o 
De (8.2), (8.3) il rdsulte : 

G*(x, x') = E-(x, x')--E+(x, x') 
soit 

(8.7) G*(x, x') = - - G ( x ' ,  x) 

Le propagateur  G(x, x') satisfait ainsi, relat ivement ~t x', l '6quation homog~ne : 

(8.8)  L,,G(x, x') = o 

c) Supposons auto-adjoint l'opdrateur L : 

Lu = (A + c)u 
On a alors d ' apr& (8.~) et (8.3) : 

(8.9) E+(x, x') = E-(x', x) 

et de (8.7) il r6sulte : 

(8. io) G(x, x') = - -G(x ' ,  x) 

Ainsi, pour  tout  op6rateur auto-adjoint  L, le propagateur  G est un  noyau anti- 
sym&rique satisfaisant : 

(8. xx) L,G(x, x') = o  

d) Envisageons en parficulier l 'espace-temps de Minkowski de la relativitd restreinte 
et l ' op&ateur  A, hyperbolique normal,  relatif ~ la m&rique de cet espace. Si Do(x', x) 
et D+(x ', x) sont les noyaux 616mentaires correspondants,  Do(x', x) satisfait pour  
chaque x' 

A~Do(x' , x ) =  ~(x, x') 

et pour  chaque x' a son support  dans le pass6 de x'. De m~me : 

A~D0+(x ', x ) = 3 ( x ,  x') 

et D+(x ', x) a, pour  chaque x', son support  dans le futur de x'. 
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O n  sait que  le scalaire-distribution Do(x ) de Jordan-Pauli peu t  s'~crire 

D0(x ) = Dret(x)--D'V(x) 

off D ret a son suppor t  sur  le demi-c6ne  fu tu r  de l 'or igine et D "~ sur le demi-c6ne  pass6 
de l 'or igine et off, avec not re  d6fini t ion de l ' op6ra teur  A, 

Posons m a i n t e n a n t  : 

D'~ x ' ) =  
et 

(8. x2) 

O n a :  

AD~(x) ------ - -3 (x)  

D"~(x, x ' ) = D ~ V ( x - - x  ') 

Do(x , x') =- Do(x- -x '  ) 

A~D'~ ', x) = ~(x', x') A=D'(x', x) = x') 

off, p o u r  chaque  x', Dret(x ', x) a son suppor t  sur le demi-c6ne  pass6 de x' et D~V(x', x) 
sur le demi-c6ne  fu tur  de x'. D u  th6or~me d 'unic i t6  il r6sulte : 

Dret(x ', x) = Dy(x ' ,  x) D~V(x ', x) = D o+ (x; x) 

I1 vient  pa r  suite : 
Do(x' , x) = D~-(x', x) - - D + ( x  ', x) 

soit d 'apr6s  l ' ant isym6tr ie  de Do(x , x') : 

(8. x3) D0(x , x') = D+(x ', x ) - - D o ( x '  , x) 

Ainsi D0(x , x') est le propagateur scalaire associd sur l'espace-temps de Minkowski gz 
l'opgrateur A. C'est le ~ propagateur de Jordan-Pauli ~. 

8 bis. Solutions d'~quations-homog~nes. Probl~me de Cauchy. 

a) Soit d? une  fonct ion ~ suppor t  c o m p a c t  dans  fL Consid6rons le scalaire-distri-  
bu t ion  u ddfini pa r  compos i t ion  au sens de Vol te r ra  d u  p r o p a g a t e u r  G e t  d ' u n  scalaire- 
d is t r ibut ion  v. D'apr6s  la d6finit ion de cette compos i t ion  

u(x') = fG(x, (x) (8 bis-x) 

o n  a 

(8 bis-2) 

oh  la fonct ion  

(8 his-s) 

satisfait L*~ = o. 

< u , ~ > = < v , ~ >  

q~(x) = < G ( x ,  x'), ~ ( x ' ) >  

La  d is t r ibu t ion  u est d~finie si (8 bis-2) est d~finie quel le  que  soit 
~ E ~ ,  en  par t icul ier ,  d 'apr~s  l '~ tude qui  pr6c~de, si v e s t  d support compact clans le passd 
et le futur. 
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Si + est h support  compact ,  on a : 

< L u ,  ~ > = < u ,  L * ~ > = < v ,  •  

oh 

• = < G ( x ,  x'), L , ,+(x ' )>  = <L: ,G(x ,  x'), + (x ' )>  = o  

Par  suite, au  sens des distributions, 

(8 bis-4) Lu --- o 

Inversement ,  soit u un scalaire-distribution dans ~ solution de (8 bis-4). Consi- 

d6rons un  recouvrement  de ~ par  deux sous-ensembles fermds ~+  et f l_  respectivement 

compacts  dans le pass6 ou dans le futur .  U n  tel recouvrement  peut  ~tre rdalisd par  

par tage  par  une section d'espace. D'apr~s Schwartz,  on sait que 

U ~ U 1 -~- H 2 

o~ S(ul) c ~ +  et S(u2) c~2_. Posons : 

Lu~ = - -  v Lu 2 = v 

off S(v) est dans l ' intersection f l + n ~ _ ,  donc est compac t  darts le pass6 et darts le futur.  

D'apr~s la propri6t6 de support  de ul, on a, en vertu de (7-7), 

= -  

et, d 'apr6s la propridt6 de support  de u2, on a de m~me en vertu de (7.7) : 

= fE+(x ' ,  
I1 en rdsulte : 

u(x') = f G ( x ,  x')v(x),~(x) 

Ainsi : 

TMor~me. - -  Toute solution distribution d'une iquation homog~ne dans ~2 peut gtre obtenue 

par composition au sens de Volterra du propagateur G avec un scalaire-distribution qu' on peut chois# 

g~ support compact dans le passg et dans le futur (1). 
b) Soit v un  scalaire-distribution ~t support  compact  dans le pass~ et le futur ,  et 

supposons qu ' i l  existe une solution u h support  compact  dans le passfi et dans le fu tur  

pour  l ' f iquation �9 

(8 bis-5 ) Lu = v 

u 6tant  ~ support  compact  dans le pass6, on a : 

u(x') = f E - ( x ' ,  x)v(x)~q(x) 

(x) Ce th6or~me est dfi A Y. FOVR~s-BRUHAT, Comptes rendus Acad. Sc., t. 25x , p. 29-31 (I96o) [31. 
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u &ant  ~ support  compact  dans le futur ,  on a : 

u(x') = f E +(x ', x)v(x)~(x) 

I1 en r~sulte que, n&essa i rement  : 

(8 bis-6) f G(x, x')v(x)~(x) = o 

Inversement ,  si (8 bis-6) est satisfaite, le scalaire-distribution : 

u(x') = fE-(x', x)v(x)~(x)---- fE+(x', x)v(x)~(x) 

est solution de (8 bis-5) et son support  est compact  dans le pass6 et le futur ,  puisque 

sous-ensemble ferm6 respectivement du fu tur  de S(v) et du  pass6 de S(v). Ainsi : 

TMor~me. - -  Pour que l'Lquation 
L u c y  

oil v est un scala#e-distribution a support compact dans le passg et le futur, admette une solution 
support compact dans le passd et le futur, il faut  et il suffit que : 

fG(x ,  x')v(x)~(x) = o 

c) Le propaga teur  G intervient  aussi de mani~re simple dans la solution du  

probl&ne ggngral de Cauchy. 
Consid&ons le bi tenseur-distr ibution,  i - tenseur  en x et scalaire en x', dfifini par  : 

(8 his-7) A-(~)  = E- (x ' ,  x ) ~ ( x ) - - ~ ( x ) d x E - ( x '  , x ) - - b ~ ( x ) E - ( x ' ,  x) 

off b e s t  le I- tenseur en x apparaissant  dans l 'expression de Lx et off q0 est une fonction 

arbitraire de classe C k+2. Pour  x" fix6, on a S[A-(q~)] c g _ ( x ' )  et l a re la t ion  (5.5) donne  : 

(8 bis-8) - -  a~A-(qQ) = a(x, x')q~ (x) - -  E- (x ' ,  x)L~q~ (x) 

Soit Z une hypersurface or ien t& dans l 'espace, d6finissant dans f~ deux composantes 

connexes ouvertes ~2' et f~" telles que ~ ' =  f2 'u  Z soit compacte  vers le pass6 et f~" = f ~ " u  Y~ 

compacte  vers le futur .  Si + e ~ ,  consid6rons le vecteur  co-(q0) d6fini en x par  : 

co-(~) = < A - ( ~ 0 ) ,  + (x ' )>  

Son support  est dans le pass6 du support  de +. Si nous introduisons le flux de ce vecteur  

~t travers Z or ien t& de f2" vers f2', l ' appl icat ion lin~aire cont inue 

+-,flux~ ~o-(~0) 

d6finit un  scalaire-distribution en x' 

(8 bis-9) flux= A-(q~) 

qui ne d6pend que des donn&s  de Cau c h y  d~finies par  q0 sur Z. Si ~ a son support  dans ~ " ,  

il est clair que flux=~-(qa) est nul. Par  suite (8 bis-9) a son support  dans f~'. 
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(8 bis-9) peut  aussi ~tre d6fini de la mani~re suivante : considdrons la composition 
au sens de Volterra de 8xA-(9 ) et de la distribution ~' ddfini par  une fonction 6gale ~t I 
dans ~ ' ,  ~ o dans t2" �9 

~(,') = f~A-(9)~ ' ( , )~(x)  
Si ~ e ~ ,  o n a :  

<u ,  + > = < ~ ' ,  Z>  
off 

Z(x) = < 8 , A - ( 9 ) ,  +(x') > = 8xco-(9 ) 

Par  suite, d'aprSs la formule de Stokes : 

<u, 4 > =  fo, z(x)~(,)= f~  flux=~-(9) 
Ainsi : 

(8 bis-zo) flux= A-(9)  ---- fax A -  (9) ~'(x)~ (x) 

Nous d6signons par  A+(9) le bitenseur-distribution qui  se d~duit  de A- (9  ) par  
la substitution de E+(x ', x) ~ E-(x ' ,  x). Avec des dffinitions et notations sym5triques 
des prdcddentes, on voit que : 

flux= A+ (9) = - -  fSx A+ (9)*" (x)~ (x) 

a son support  dans fV'. Introduisons le bitenseur-distribution B(~ )=A+(q~) - -A- (9 )  
dans f~ • f~. Avec la mfime ddfinition pour  le fux ,  il vient : 

flux= B (9) = flux= A + (q~) - -  flux= A -  (9) 

d) Soit 9 une fonction de classe C k+e dans g~ solution de l '6quation homog~ne : 

(a his-H) L~9(x) = o 

Si ~b ~ ,  il r6sulte de (8 his-8) 

9(x)<8(x,  x'), +(x ' )>  = - - < 8 , A - ( 9 ) ,  +(x ' )>  
Soit 

(8 bis-I'~) 9 (x) + (x) = - -  8xto-(9) 

Soit 9' (resp. 9") une fonction 6gale g 9 dans ~ '  (resp. ~" ) ,  ~t o dans ~ "  (resp. ~ ' ) .  
De (8 bis. 12), il r6sulte par  int6gration 

f~ 9'(x)~(x)~(x) = -iaux=o~-(9) 

On en d6duit  qu ' au  sens des distributions dans ~ : 

9'(x) = - - f lux=A-(9  ) 

De m~me, compte  tenu de l 'orientat ion de Z : 

9"  (x) = flux= A + (~0) 
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Mais au sens des distributions dans ~,  qo ---- ~' § q~". I1 en r6sulte qu'au mgme sens : 

(8 b/s. xs)  = flux B( ) 

off B(?) est le bitenseur-distribution construit t~ partir  du proDagateur G au moyen de 

la formule 

(8 bis.x4) B(?) = G ( x ,  x')d,?(x)--V(x)d,G(x, x ' )--b?(x)G(x,  x') 

de telle sorte que le second membre de (8 bis. I3) est manifestement solution de l '4quation 

homog~ne. Cette formule fournit ainsi une expression de la solution unique du probl~me 
g4n~ral de Cauchy relafif ~t Z et ~ l '4quation homog~ne Lq0 = o. 

9" Op6rateurs diff6rentiels lin6aires sur les tenseurs. 

a) Soit toujours V n u n e  vari&d diffdrentiable orient& de classe C h+l munie d 'une 
m&rique riemannienne (g,~) de type hyperbolique normal, de classe C h. 

Considdrons l 'op6rateur diff6rentiel lin~aire A du second ordre, sur les tenseurs T 

d 'ordre p, d6fini par  : 

(9. *) (AT), ..... , = ---VPV~T~ ..... p = --g*"V~VoT~ .... ~v 

qui transforme tout tenseur de classe C k+2 (o <~k<~h--~) en un tenseur de classe C k. 

Cet op~rateur admet  pour  c6ne caract6ristique en x le c6ne isotrope C~ de la vari&6 

riemannienne. 
Si U est un autre tenseur d 'ordre P de classe C k+2, on a : 

(AT, U) = - -  U ..... ~pV~VpT~ ..... p = - -  V~(U" .... ~vV~T ..... ~) + V~U ..... ~vVpT ..... ~p 

D4signons par  V(T,  U) le vecteur : 

(9-2) V~(T, U) = U ~ .... =pV~T .. . . . .  p 

Avec cette notation, il vient : 

(9.3) (AT, U ) =  (VT, VU)+ 8V(T, U) 

De (9.3) on ddduit : 

(9.4) (AT, U ) -  (T, A U ) =  ~{V(T, U ) - - V ( U ,  T)} 

et le premier membre de (9.4) est une divergence dans V,.  
Si U est un tenseur et T est un tenseur-distribution dans V, tels que S (U) n S (T) soit 

compact, on d6duit de (9.4) par le m~me raisonnement qu 'au  w 5 : 

(9.5) <AT, U> = < T ,  AU> 

b) Plus g4ndralement, donnons-nous sur V, un champ C d'op~rateurs lindaires C~ 
sur les tenseurs d 'o rdrep  et un champ B &applications lindaires des tenseurs d 'ordre (p + I) 

dans les tenseurs d 'ordre  p, tous deux de classe C h+e. Une  telle application lindaire en x 

peut  &re ddfinie par  l 'ensemble de n op6rateurs lin4aires B~ (9 = i, . . . ,  n) sur les tenseurs 
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d'ordre p e n  ce point. Nous d6signons par B; p et C~ les op6rateurs transpos6s par rapporl 
~t la m6trique ou au produit scalaire not6 ( , ) correspondant. 

Nous pouvons introduire l 'op6rateur diff6rentiel lin6aire du second ordre sur les 
tenseurs T d 'ordre p d6fini par : 

(9.6) LT ---- AT 4- B~VpT 4- CT 

qui transforme tout tenseur de classe C k+e en un tenseur de classe C k. 

L'op6rateur adjoint L* de L se trouve d6fini par : 

(9.7) L*U = AU - -  V~ (B*~U) + C*U 

Pour que L soit auto-adjoint, il faut et il suffit que : 

B *~ = -- B ~ C* ---- C-- VpB ~ 

I1 en est en particulier ainsi en l'absence de termes en dgrivdes premieres (B~=o) si 

C*----C. 
Si T et U sont des tenseurs d 'ordre p, de classe C k+2, on a : 

(LT, U) -- (T, L'U) = (AT, U) - -  (T, AU) 4- (B~VoT, U) 4- 
(T, Vo(B*~U)) 4- (CT, U) - -  (T, C*U) 

B~ et B: p &ant  transposds, il vient : 

(BPVpT, U) 4- (T, Vp(B*PU)) = (VpT, B*~U) 4- (T, Vp(B*~U)) ----V~(T, B*PU) = V,(B~T, U) 

D6signons par W(T,  U) le vecteur d6fini par : 

(9.8) WP(T, U ) -  (BPT, U) 

C~ et C: &ant transpos6s, on obtient ainsi, compte tenu de (9.4) 

(9.9) (LT, U ) -  (T, L ' U ) =  8{V(T, U ) - - V ( U ,  T ) - - W ( T ,  V)} 

Si U est un tenseur et T u n  tenseur-distribution dans V~ tels que S(U) nS(T)  soit 

compact, il r6sulte bien de (9.9) que : 

(9. io) <LT,  U >  = < T ,  L'U> 

IO. L'op~rateur laplac ien sur u n  tense~ue. 

a) Restreignons-nous d 'abord aux tenseurs antisymgtriques. Sur ces tenseurs, le 
laplacien A de Georges de R h a m  se trouve d6fini par la formule : 

(xo. x) AT = (d~ 4- ~d)T 

Si l 'on explicite cet op6rateur en termes de dfriv6es covariantes, il vient (1) : 

I I x~B, .  BvR T ~o 
(AT)~ .... . =--VOVoT~ .... % +  ( p _  i) !r .... ~v ( p _ 2 ) !  ~ .... ~. "'~,~o r .... do 

(1) Voir  LICHNEROWlCZ [I],  p. 2. 
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off ~ est le t enseur - ind ica teur  de Kronecke r .  La  formule  pr6c6dente  p eu t  &re mise sous 

la fbrme : 

( xo .2 )  (AT)~ .... ~p=- -VPV~T~,  ~p-VER~,~T~, ~ - - E  T~, ~ ~  "" k ~ . . . . . .  ~P k , t  R%p'~t~ . . . . . .  ~P 

off dans le deuxi~me te rme  du  second m e m b r e  ~z occupe  la k ~ place,  d a m  le troisibme 

t e rme  p et ~ respec t ivement  les k e et I e places. 

b) Pour tout tenseur T (an t i sym&rique  ou non) ,  nous appelons lat:lacien du tenseur T 

et dgsignons par AT le tenseur ddfini par  la formule ( i o .  2). L ' o p d ra t eu r  qui  coincide ainsi sur 

les tenseurs an t i sym&riques  avec le laplac ien  in t rodu i t  p a r  Georges de R h a m  est auto- 

adjoint. En effet, posons : 

=~R~ ~T~ ~ -- Y~ R: p,~loT~, P .... 

Si U est un  tenseur  a rb i t ra i re  d ' o rd re  p : 

( FT ,  U) = ~ R ~ T : ,  . . . . . . . .  ~ ..~pU ~ .... ~ '"~p-- ~ R ~  ~oT~, P . . . .  ~pU ~ .... ~ ....... ~p 
k # l  ' ' "  

off, dans la p remie re  somme,  les indices ~ et ~ occupen t  la k ~ place dans T et U et, dans 

la deuxibme somme,  les indices ~t et p occupen t  la k e place,  les indices ~ et ~ la P place.  

Des p r op r i&& de sym&rie  du  tenseur  de co u rb u re  il r6sulte 

(FT, U) = (T,  FU)  

c'est-~t-dire F * =  F, ce qui  d~mont re  le caract5re  au to-ad jo in t  de A. 

Sur  l 'expression ( Io .  ~), on voi t  que  si le tenseur  T d ' o rd r e  p pr6sente une  sym6trie  

ou une  an t i sym&rie  pa r  r a p p o r t  ~ un  couple  d ' indices,  il en est de m~me p o u r  AT.  

Ainsi  A respecte les symgtries du tenseur sur lequel il op~re. 

O n  vdrifie enfin ais6ment que  l'opdrateur A commute avec la contraction. En effet 

~1~2 a ~ R  T ~ = 2  R ~ T ~  .... ~v+ ~ R~,.~T~ ..... 
e~ k Ctk~  c q  . . . . . .  q T  k ~ 3  '~ ' " ~ P  

De m~me : 

g .... k z R % ~ ' ~ T ~ '  ~ " ~  - - ~  R ~ ~  ~v + ~  ~ R ~ ~  ~ + T ~  ~v) + 
l . . . . . . .  1 ~ > 3  ' ct~ . . . . . .  ~tp ~x, . . . . . .  

k, l >~ a Rako ~l o TVvc~, . . . ~p 
k # l  

off le deuxi6me t e rme  du  second m e m b r e  est nul  pa r  raison de sym&rie.  Pa r  suite : 

= E R ~ T  ~ ~ - -  E R ~ o T  ~ ~ .... 
k ~ 3  k "~r . . . . . .  C~p k , l > ~ 3  k , 1 w ,  . . . . . .  r 

g~,~,(rT) . . . . . . . .  , 

Ainsi, si nous posons : 

il v ient  : 

T I  ~ T ~ a s . . .  a p  w t s  . . . ~ p  

g (FT) ....... ~p 

ce qui  ddmont re  la c o m m u t a t i o n  de A avec la cont rac t ion .  
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c) Pour  un  tenseur T d 'o rdre  2, on a : 

(xo .  4 ) (AT) ~ = - -  V ~ V 0 T ~  + R~o TP~ + R~0 T ~  - -  ~ R~,  ~. T ~ 

Supposons la varidtd r i emannienne  V. telle que son tenseur de Ricci soit ~ ddrivde 

covariante nulle : 

(IO. 5) V v R ~  = o 

Nous nous proposons d 'dtabl i r  sous cette hypoth6se deux formules qui nous seront 

ufiles dans la suite, T &ant  un tenseur d 'o rdre  2, ~tudions le tenseur SAT. De (IO.4) on 

d6duit ,  compte  tenu  de (lO.5) : 

(xo. 6) (SAT)~ = W V ~ V o T ~ - -  R ~ W T ~  R ~ W T ~  + 2 R ~ , ~ W T  ~" 

De l ' identit6 de Ricci, il r6sulte : 

V~ V~ V, T ~  = V~V~ V~ T ~ - -  R~,  ~ V. T ~ - -  R"~, ~ V~ To~--  R~ ~ V. T~ 

Soit : 

V ~V ~ o T ~  = V ~ =V o T ~ -  R=o ,~.v ~T o" 

En  app l iquan t  de nouveau  l ' identi t6 de Ricci, on a : 

V~V~ VoT~ = V~ V~ V ~ T ~ - -  V~ (R"~, ~oTo~ + R"~,~ T~o) - -  R~,  ~oV~T ~176 
Soit : 

V ~ V ~ V o T ~  = V ~ V o V ~ T~,~ + R=oV ~ T~  ~ R~.  ~. V = T oO 

De ( io .6 )  on d6dui t  ainsi : 

= V0VoWT,  

c'est-~t-dire la formule : 

-- R~oV~T~ o = _ V" Vo(ST) r + R~o(ST)O 

8AT = A S T  

Si A est une forme lin6aire arbitraire,  consid6rons son laplacien : 

(AA)~ = - -  VPVoA~ + R~0A o 

et prenons sa d~rivfe covariante  : 

De l ' idenfit6 de Ricci, on  d6dui t  : 

V~V~V~A~ = V~ R~V~ + R~p, ~V~A ~ 

soit en app l iquant  une seconde fois l ' identi t5 de Ricci : 

V~V~VoA~ = V~VpV~A~ - R~oV"A~ + 2 R~,~.V~A ~ 

Nous obtenons : 

V~ (AA) ~ = - -  V ~ V o V~ A~ + R ~  V ~ A~ + R ~  V~ A p -  2 R~p. ~o V p A ~ 

Ainsi : 
VAA = AVA 
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Nous Snoncerons : 

TMor~me. - -  Sur une varir riemannienne V .  dont le tenseur de Ricd est a dgriv& r 

nulle, si T e s t  un tenseur d'ordre ~ et A un tenseur d'ordre I, on a les formules : 

(IO. 7) aAT = AST 

st 

(~o. 8) VAA ---- AVA 

x l.  N o y a u x  616mentaires  et p r o p a g a t e u r s  t ensor ie l s .  

Sur la vari&6 riemannienne V.,  les op~rateurs diff~rentiels envisages sur les 

tenseurs d 'ordre p peuvent s'6crire : 

(II. I) LT = AT + BoVpT + CT 

Les considdrations ddvelopp&s pour les noyaux dl~mentaires et propagateurs dans 

le cas scalaire, s '&endent d'elles-m~mes sans modification aux op~rateurs tensoriels 
pr&6dents. 

a) I~tant donn6e une boule ouverte ~ ,  il existe dans ff~ • ~ deux noyaux 616men- 

taires E(P)4-(x', x), c'est-~-dire, pour chaque x ' e ~ ,  deux syst6mes de distributions 
dans ~ ~ support  respectivement dans et sur F .  +, ou dans et sur F~; et v6rifiant l '6quation : 

P 
(II.2) L*E(P)• x)----(| x') 

off le second membre  est le bitenseur de Dirac d 'ordre p introduit  au w 4- 
A chaque point de ~ attachons un repute et d~signons par  (e~) le rep~re en x et 

" " E(P)+(x', x) est d~fini par  le syst~me par (ex,) le repere en x , 

(xx.a)  E (p)+ x' . . . .  ~,x~... x~( , x) 

de distributions dans ~ •  De l'unicitd de ( I I . 3 )  pour ces rep~res et du caract~re 
tensoriel en x' du second membre  de ( i i . 2 ) ,  il r6sulte que les E {v)+ .... ~x~... x b prdsentent 
le caract&re tensoriel relativement aux changements de base en x'. 

D 'autre  part, pour chaque xat ) ,  orf obtient un syst&me de distributions dans t) 
v6rifiant l '6quation 

P 
L,, E (p) • (x', x) = (| x') 

et les E (v)• .... =vx;...x b pr6sentent aussi le caract&re tensoriel relativement aux changements 
de base en x. Nous pouvons r6sumer les r6sultats essentiels dans les dnonc~s suivants : 

TMorame.  - -  ~,tant donn& une boule ouverte f2, il existe pour l'op6rateur L sur les tenseurs 

d'ordre p deux noyaux dlgmentaires E(P)• x) clans ~ •  c'est-a-dire deux bitenseurs- 

distributions d'ordre p, satisfaisant relativement a x l'~quation aux d~riv~es partielles 

P 

(xx-4) L:E{P)• x) = (| x') 
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et ~ supports pour chaque x' respectivement dans et s u r r  + et I'-~. Ces noyaux satisfont relativement ~ x' 
p 

(xx .5) Lx, E(')+(x', x) = (| x'); 

ces noyaux dHmentaires sont uniques. 

Thdorkme d'unicitL - -  Tout tenseur-distribution T dans ~2 qui est solution de l'dquation 
homog~ne LT = o et dont le support est compact dans le futur  (ou le passd) est ndcessairement nul. 

b) Introduisons le bitenseur-distribution d~fini dans ~ • ~) par : 

( I  I ,  6 )  E (p) (x, x ' )  = E (p) + (x ' ,  x) - -  E (p) - (x ' ,  x) 

Pour chaque x'ef2, le support dans f2 est dans et sur le conoide caract6ristique F~,. 

De plus il safisfait, relativement ~ x, l'fiquation homog&ne : 

(xx. 7) L:E(P/(x, x') = o 

Au noyau E (p) nous donnons le nom de propagateur tensoriel relatif ~t l 'opfrateur  L. 
A l 'op6rateur adjoint L* correspond le propagateur tensoriel E*(')(x, x') qui satisfait 

relativement ~ x l '6quation homog~ne : 

L~E*(V/(x, x') ---- o 

Entre E (v/et E *(~) on a la relation : 

(xI .  8) g*(')(x, x') = - -  E(')(x ', x) 

Supposons l'opdrateur L auto-adjoint. On a alors : 

EI I +(x, x') = E(,1-(x', x) 

et le propagateur tensoriel E(P/(x, x') est un noyau antisymdtrique en (x, x'). 
Les consid6rations d~veloppdes pour les propagateurs darts le cas scalaire, relative- 

ment  aux solutions de l '6quation homog6ne, s '6tendent sans modifications aux propa- 
gateurs tensoriels associ6s aux opdrateurs L pr6c~dents. 

x2. P r o p a g a t e u r s  a n t i s y m ~ t r i q u e s  a s s o c i 6 s  ~ l ' o p 6 r a t e u r  ( A + ~ )  s u r  l es  
f o r m e s .  

a) Consid6rons l 'op6rateur auto-adjoint sur les tenseurs T d 'ordre p d~fini par : 

(A + ~)T 

off A est le laplacien introduit  au w I o et ~ un scalaire constant. 
A tout tenseur antisym~trique, l 'op6rateur (A+B)  fait correspondre un tenseur 

antisym6trique. Ainsi (A + $) op~re sur les p-formes. En antisym6trisant les noyaux ~l~men- 
taires E(P)• x) relatifs ~t notre op~rateur, on voit qu'il existe deux noyaux antisymd- 
triques G(')• x) qui, pour chaque x', satisfont relativement ~t x l '~quation aux d6riv~es 

partielles : 

x') ( p = o ,  . . . ,  n) 
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et sont ~t supports respect ivement  dans et sur F~ et F~.  Pour  chaque  x, ces noyaux  
d6finissent deux solutions dans f~ re la t ivement  ~t x' de : 

( , 2 . 2 )  (A x, + ~)G~p) �9 (x ', x) = ~(p)(x, x') 

Ces noyaux  sont uniques et 

G(P)+(x, x') = G (v)- (x', x) 

b) Nous appelons p ropaga teur  an t i symf t r ique  d 'o rd re  p relat if  ~t l 'op6rateur  (A q- ~t) 

la bi-p-forme distribution dffinie par  

(x 2 .3)  G (p) (x, x') = G (p) + (x', x) - -  G (p) - (x', x) 

Pour  chaque  x' dans f2, le support  est dans et sur le conoide caract6rist ique Fz,. G (p) satisfait, 

re la t ivement  "2 x, l '6quat ion homog6ne : 

( , 2 . 4 )  (A~ q- ~z) G(')(x, x') = o 

Enfin, le noyau G(P)(x, x') est an t i symf t r ique  en x et x'. 
c) Les opfra teurs  A~ et d~, c o m m u t e n t  sur les formes. De ( I2 .  I) on peut  donc  

d6duire : 

( . 2 .5 )  ( ~ +  ~)dx, G~)~(x ', x) -- d~, ~)(x ,  x') 

D'au t re  part ,  les op6rateurs A. et ~., commutan t ,  on a : 

(x2.6) ( A +  ~)~G/~+l/~(x,, x) = ~ai~+ll(x, x') 

De la relat ion (4-I2)  soit : 

S~8(v+l)(x, x') = d~,8(P)(x, x') (p----o, i, . . . ,  n - -  I) 

on d fdu i t  par  soustraction de (I~2.5) et (~ 9.6) 

(A, + ~) (~, G (p + 1)• __ d,, G (p) • ---- o 

off, pour  chaque  x' de f~ 

~.G(P+~)*(x ', x)--d.,G(P)+(x', x) 

a son support  dans et sur un  demi-conoide  caractdrist ique.  Du  th6or6me d'unicit6,  il 

r6sulte ainsi : 

(x~,.7) 3xG(P+i)+(x ', x) = d~,G(P)~:(x', x) ( p = o ,  I, . . . ,  n - - I )  

Par  soustraction, on voit que les propagateurs  ant isym&riques  des diff5rents ordres 

satisfont aux relations diff6rentielles (~) 

( I2 .8 )  ~,G(P+I)(x, x')=d~,G(V)(x, x') ( p - - o ,  r, . . . ,  n - - I )  

d) Des relations diffdrentielles ( I2 .7)  on tire une cons6quence simple concernan t  

la composit ion de Volterra .  Soit U une p-forme-distr ibut ion (p = o, I, . . . ,  n - - ~ )  

(x) LmI~N~ROWICZ [e]. 
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suppor t  compact dam le futur. La composit ion au sens de Volterra (voir w 7) du  noyau 
GIv)+(x', x) et de U(x) ayant  un sens, consid~rons la p-forme-distribution T ddfinie par  : 

T(x') = fG(~)+(x', x)U(x)~(x) O2 

et 6tudions sa diff6rentielle ext6rieure. Celle-ci se d6duisant par  antisym6trisation de la 
d6rivde covariante, on a pour  toute (p + I)-forme V a support compact : 

(I2.  IO) <dx, T(x'),  V(x ' )>  ~-~ (p-}- I ) < T ( x ' ) ,  a , ,V(x ' )> 

Or,  d'apr~s la d6finition de la composition de Volterra : 

<T(x ' ) ,  ~ , V ( x ' ) >  = < U ( x ) ,  R (x )>  I 2 .  I I )  

off l 'on a post  : 

qui peut  aussi s'dcrire 

R(x) = <G(P)+(x', x), 8~,V(x') > 

I 
R(x)  = 

P + ~  
<~.,G(.)+(x ', x), V(x')> 

soit, en vertu des relations diff&entielles (I 2.7) : 

En posant 

I 
R(x)  = 

P + ,  
<~,C-(p+l)+(x', X), V(x ' )>  

S(x) =<G(P+I)+(x ' ,  x), V(x ' )>  

off le support  de S est contenu dans 6~ on a d'apr6s (12.1o) et (12.I1)  : 

<d~,T(x'),  V(x ' )>  = < U ( x ) ,  a~S(x)> 

L'intersection d~ off S(V) est compact  et S(U) compact  vers le 
futur  est un  compact  K. Soit ~ une fonction suffisamment diff6rentiable ~t support  
compact ,  6gale ~t I sur un  voisinage compact  de K. On  a : 

I 
<u( . ) ,  a~S(x)> = < u ( . ) ,  ~{~(x)S(x)}> = <4U(x), ~(x)S(.)> 

P + ~  
Ainsi : 

I 
<U(x), a.S(x)> = - - - - < 4 U ( x ) ,  S(x)> 

P + ~  

Nous obtenons ainsi, quelle que soit la (p + 1)-forme V ~t support  compact  : 

(x2 .  , 2 )  
I 

<d~.T(x'),  V(x ' )>  = -  <d ,U(x) ,  S(x)> p + i  

aVCC 

( I 2 - 1 3 )  S(x) = <o~p+l)+(x ', .), V(x')> 
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Les relations (12. I2), (I2.13) expriment  que d~,T(x') est la composition au sens de 
Volterra de G(P+ll+(x',x) et de (I/p+I)d~U(x). La p-forme distribution T d6finie 
par  ( I2 .9)  admet  done comme diff&entielle ext6rieure : 

I fGIP+l)+(x',x)d~U(x)~(x) (p o , I  . .  n - - I )  (I2.  X4) dz, T(x') p-]-I  

e) D'apr~s l 'extension aux op&ateurs du th6or~me du w 8 bis, toute p-forme 
distribution T, solution de l '6quation homog~ne 

( A + ~ ) T = o  

peut  s '&rire au moyen de la composition de Volterra 

T(x') = fG(V)(x, x') U(x)~(x) 

off U(x) est une p-forme distribution k support  compact  dans le pass~ et le futur. Nous 
dirons que T d~rive de la source U. 

De 

-- fG(,)+ (x', x)U(x)~(x) - -  f G ( ~ ) -  (x', x)U(x)~(x) T(x') 

on d6duit  d ' apr& ( i2 .14)  : 

Par  suite : 

t ~ +  ~ 

et dT, solution de l '6quation homog~ne associde ~t (A + ~), ddrive de la source (~/10 + I) dU. 

13. Propagateur sym&rique associ6 ~ l'op6rateur (A+ ~) sur les tenseurs 
sym&riques d'ordre 2. 

a) L'op~rateur  auto-adjoint  (A + ~) (t~ = const.) op~re sur les tenseurs symltriques 
d 'ordre  2. 

D'apr~s (lO.4) : 

(x 3 . x) (AT)~  + vtT~ = - -  VPVpT~ + R~pT~ + R ~ T ~ - -  2 R~, ~oTP~ ~ T ~  

Par sym6trisation des noyaux 616mentaires E (2)+ (x', x) relatifs ~t notre op6rateur, on voit 
qu'i l  existe deux noyaux symdtriques K• ', x) ou bi-2-tenseurs-distributions sym&riques 
d 'ordre  2, satisfaisant relat ivement k x 

(x 3. 2) ( A  + vt)K• (x ', x)----(S2z)3(x, x') 

off v vSrifie (4. I) et oh S2v est le bitenseur sym&rique : 

(x3.3)  ( S ~ ) ~ ,  ~'~' = % ~ ' ~ '  + ~ " ~ '  
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Pour chaque x' ils sont & supports respectivement dans et sur F .  + et F~. P a r  rapport ~t x' 
ces noyaux vdrifient : 

(I3 "4) (A z, + ~)K• ', x) = ($2v)8 

Nous appelons propagateur symdtrique relatif ~i (A + ~t) le bi-2-tenseur-distribution 
sym~trique ds par : 

K(x, x') = K + ( x  ', x ) - - K - ( x ' ,  x) 

Par rapport ~ x, ce propagateur satisfait l 'dquation homog~ne : 

( I 3 . 5 )  (Axe- ~ )K(x ,  x') = o 

b) (13.2) s'fcrit explieitement en coordonn6es locales : 

( 1 3  . 6) (A z + ~) K=~, x'w = (%x' ~ '  + v~'  z~x')8 

Ddsignons par K#~, et Kz; w les contractds en x de K~,x,w et K~.x,w : 

K~ w - -  . ~ v : ~  Kx,w - -  6 ~ ,  x'w = g ~ K ~ ,  x'w 

Ce sont des bitenseurs-distributions scalaires en x et tenseurs symdtriques d 'ordre 2 en x'. 
Par contraction de (I316), il vient, l 'op6rateur A commutant  avec la contraction 
(voir w IO) 

Or : 

�9 =x,~,8 =gx ,~ , (x ' )8  

Il vient ainsi : 

(I3" 7) ( A  + ~)K~w = 2 gx,w8 

D'autre  part, si G (~ sont les noyaux scalaires relatifs ~ l 'op6rateur A + ~x de : 

(h= + ~)O r176 ~ = 8 

on d6duit par multiplication par 2 gx'w, tenseur en x' : 

(x 3 .8) (A,-t- ~t)(2 gx,wG (+• = 2 gx,w8 

En retranchant  (I3.8) de (I3.7) et appliquant le thfor6me d'unicit6, on obtient : 

( I3 .9)  K~w(x' , x) = 2 gx,w(x')G+)~(x', x) 

On en d6duit pour les propagateurs correspondants la relation (1) : 

(x3- to)  Kx,w(x, x ' ) =  2 gx,w(x')G<~ x') 

c) l~tant donn6, sur ia varidt6 r iemannienne V~, un vecteur A, nous ddsignerons 
dans la suite par N A  le tenseur symdtrique d' ordre 2 obtenu par symdtrisation de la d&ive'e covariante 
d e A  

(I 3 . X I ) ( ~ A )  ~ = V=A~ + V~ A:  

(1) LIUHNEROWlEZ [3]" 
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soit 
~ A  = ~ ( A ) g  

off 5r est l 'op6rateur  de t ransformat ion infini t&imale relatif  fi A et g le tenseur 
m&rique.  

Avec ces notations,  proposons-nous d '6valuer  8~,[($2"r)8]. Le r~sultat ne d @ e n d a n t  
pas du  choix de "r astreint ~t satisfaire (4. i) ,  on peut  astreindre provisoirement  1: ~t satis- 

faire en outre  (4. i i).  I1 vient : 

{~,[(s2~)8] }~ ,  = -  v~'{ ( ~ , , ~ ,  + ~,~ , )8}  

soit d ' ap r& (4-7) : 
{~x,[(s~)~] }~, = ~,v~8 + ~,v~8 

On obtient  ainsi pour tout bitenseur x satisfaisant (4. I) : 

{ 8~,[(s '~)8] }~ ,  = v~(~,a) + v~(~,a)  

puisque les deux membres  ne d~pendent  pas du  choix de % soit : 

( I  3 . I = )  8x,[(82'7) 8] = & ( ' l ' a )  

d) Cela pos6, supposons la vari&6 r i emann ienne  V,  telle que  son tenseur de Ricci 
soit ~ d~riv& covariante nulle. Si G/1)• sont les noyaux  616mentaires associ6s ~ l 'op6ra- 
teur  (A + ~) sur les formes lindaires, on a : 

(/L + ~)Gr (x', x) = z~(x, x') 

Sous l ' hypo th&e faite, V~ c o m m u t e  avec A (voir w ~o) et il vient  : 

(• + t , )v~O~ �9 (x', x) = v~(~8) 

En sym&risant ,  on obt ient  : 

(xs. xs) (A + ~)&O~*~ (x', x )  - -  &(~8) 

D'au t r e  par t  8~, c o m m u t e  avec A~ et de ( I3 .2 )  il r~sulte : 

(I  3 �9 I4) (Ax -t- tx)8,,K • (x', x) = 8x,[(S~'~) 8] 

Par  soustraction de (13. 13) et (13. 14) et compte  tenu de (I3.2) ,  on obtient  : 

(A~ + ~) (8~, K • - ~ G  ~ • - -  o 

Soit, en ver tu  du  th6or~me d'unicit~, 

8., K•  (x ', x) = ~G(~):e (x ', x) 

Ainsi, si V .  est telle que son tenseur de Ricci soit a d~riv& covariante nulle, le propagateur K 
relatif a l'opgrateur (A + ~) sur les tenseurs symdtriques d'ordre 2 satisfait la relation diffgrentielle 

(Lichnerowicz [3]) 

(x 3. x5) 8,,K(x, x') --  N~G(1)(x, x') 

soit, sous forme explicite, 
- - V X ' K ~  x'~' - V~G~ ' + v n0) 

323 



36 AN D R. 1~ L I C H N E R O W I C Z  

14. Propagateurs tensoriels relatifs ~ respace-temps de Minkowski .  

Nous avons vu que  si la vari~t~ r i emann ienne  envisag6e est l ' espace- temps de 

Minkowski  de la relativit6 restreinte,  le p r o p a g a t e u r  scalaire re la t i f  h l ' opdra teur  A 

n 'est  au t re  que  le p r o p a g a t e u r  D o de Jo rdan -Pau l i .  Proposons-nous d '6 tudier  pour  cet 

espace- temps les p ropaga teur s  tensoriels relatifs h l ' op6ra teur  A. 

Pour  un  tel espace, si U est un  tenseur  a rb i t ra i re  : 

AU --  - -  V ~ Vp U 

et il est clair  que  si T e s t  un  tenseur  ~t d6riv6e covar ian te  nulle (1) : 

A ( T |  -= T |  AU 

Cela posd, consid6rons, avec les notat ions  des w167 3 et 8, les bi-p-tenseurs : 

( |  (x', x) 

off t e s t  le bi tenseur  de t ranspor t  qui  est ~t d6riv6e covar ian te  nulle.  O n  a : 

A,[(| .D~(x ' ,  x)] : (| (x ', x) 

Soit : 

Ax[(QPt)D~(x' ,  x)] : ( |  x ' )  

Du th6or~me d 'unici t6,  on  d6dui t  que  si E (p) ~: sont les noyaux  ~l~mentaires co r re spondan t  

~t l ' opdra teur  A sur les tenseurs d ' o rd r e  p : 

(x 4. x) E(P) + (x', x) = (| (x ', x) 

I1 en r6sulte pou r  les p ropaga teurs  tensoriels cor respondants  : 

(x 4.  2) E(P)(x, x') ---- ( |  , x ' )  

Les p ropaga teurs  ant isym6tr iques  relatifs ~t A sont donc  donn6s pa r  : 

(14 .3 )  G~~ x') = (APt)D0(x , x') 

et le p r o p a g a t e u r  sym6tr ique  d ' o rd r e  ~, p a r  : 

( i 4 . 4 )  K(x,  x') = (S2t)D0(x, x') 

Ces rdsultats s 'd tendent  i m m 6 d i a t e m e n t  aux  p ropaga teur s  relatifs ~t l 'opdra-  

teur  ( A + ~ )  dans l 'espace- temps de Minkowski .  Si D(x,  x ' )  ddsigne le p r o p a g a t e u r  

scalaire (dit  aussi de Jo rdan -Pau l i )  re laf i f  ~t cet  op6ra teur ,  le m~me ra i sonnement  m o n t r e  

que  le p r o p a g a t e u r  tensoriel d ' o rd re  p co r re spondan t  est ( |  x ' ) .  

(1) Sur une vari~t6 riemannlenne arbitraire, on notera que si Test urt tenseur ~ d6rivde covariante nulle, on a 
(I) ~2 Ta ~R~k p, Xv. . . . . . . .  ~p = o 

Par contraction, il en r~sultc AT = o. Si U est un tenseur quelconque, on ddduit de meme de ( x ), A (T | U) = T | AU. 
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PROBL]~MES DE QUANTIFICATION 
EN RELATIVITI~ Gt~NI~RALE 

15. C o m m u t a t e u r  pour  le champ 61ectromagn6tique l ibre en pr6sence de 
t e r m e  de masse .  

Dans un  espace-temps V 4 de mdtrique donnde quelconque,  consid6rons un champ 

61ectromagn6tique F que nous d&rirons  au moyen  d 'une  I-forme potentiel-vecteur q~ 
a v e c  

F=d~0 

off d est l 'opdrateur  de diffdrentiat ion ext6rieure. 

Dans le cas off il existe un  terme de masse, q~ est astreint  ~ l '6quat ion de champ  : 

(I  5. I )  Sdq~ ---- ~2q0 (~ = const. 4: o) 

e2 &ant  diff6rent de zdro, on d fdu i t  de (15. i) par  mult ipl icat ion par  3(32=0)  

~qo = o  

Par  suite (15. I) est 6quivalente k l 'ensemble des deux 6quations : 

( i 5 . 2 )  ( a -  = o 

et 

(I5.3) 

q~ &ant  une i - forme ~ valeurs dans un  espace vectoriel d 'op6rateurs  de l 'espace de 

Hilbert ,  nous nous proposons d '6valuer  le c o m m u t a t e u r  [~(x), q0(x')] (x, x'eV~) c'est-~- 

dire de construire une  bi- I - forme distr ibut ion X k valeurs scalaires, qui pour  chaque x' 
ait son support  dans et sur le cono~de caract6ristique Ix, , soit an t i sym&rique  en x et x' et 

satisfasse re la t ivement  A x (ou x') l '6quat ion (15 . I) ou le syst6me ( i5 .2 ) ,  (15.3).  
O n  6tablit classiquement en relativit6 restreinte qu 'avec  nos notations,  on a (1) : 

l I h tD(x, x ' ) - -  I i~(x), ~(x')] =- 7 ~ d~d~,D 

(1) Voir par exemple BooouoLmov et CmRKOV [I], Dunod, Paris, 196o , formule (I i .27). 
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off t e s t  le bitenseur de transport et D l e  propagateur de Jordan-Pauli  relatif ~t l'op6ra- 
teur (A--a2). Ceci nous conduit ~t consid6rer en relativitfi g6n~rale la bi-i-forme 

distribution : 

X = G (1) - -  ;d~d~, G (~ 

off G I~/ (resp. G (~ est le propagateur d 'ordre I (resp. o) associ6 ~ l 'op6rateur (A--e2). 
Pour chaque x', X a bien son support dans et sur le conoide caractdristique Fx,. D'apr6s 
l'antisym6trie en x, x' de G (t) et G (~ et la commutativit6 de d~ et d~,, X est bien anti- 

sym6trique en x, x'. 
On a d 'autre part  : 

- = 4 4 '  ( A  - -  (0) 

soit 

et 

(A~--~2)X=o 

3.X = 3xG (1)- ;d . ,  AxG (~ = 8~G ( t ) -  d~, G (~ 

soit, d'apr6s la relation ( i2 .8) ,  3 . X = o .  Ainsi (Lichnerowicz [4]) 

(I5.4) [~(X), ~(X')] = n (G(1)(x, x')--;d,d~,G(~ x')) 

nous fournit un commutateur  compatible avec le syst[me (I5.2),  (15.3) et qui se rdduit 
en relativitd restreinte au commutateur  classique. Comme d e--  o, (15.4) conduit pour 
le champ dlectromagn~tique F au commutateur  

[F(x), F(x')]-------h44,G(~)(x , x') 

x6. C o m m u t a t e u r  p o u r  le  c h a m p  $ l e c t r o m a g n d t i q u e  l ibre  sans  t e r m e  de  
m a s s e .  

En l'absence de terme de masse (r l 'dquation (15.1) est invariante par 
transformation de jauge. Une  telle transformation permet d'astreindre (p k la condition 
de Lorentz (15.3). Nous choisirons alors classiquement, comme dquation de ctlamp 
pour le potentiel-vecteur : 

(I6. I) A~-~O 

qui entralne 

(x6.2)  h ~  = o 

On peut alors adopter comme commutateur  pour le potentiel-vecteur : 

(x6.3)  [~(x), ~(x')]-------~GIll(x, x') 
z 
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off G (t) est le propagateur d'ordre i relatif ~ l'op&ateur A. De (16.3) il rdsulte : 

I 

[q~(x), 8.,q~(x')] = --nd~G(~ x') 

et par  suite : 
! 

(x6.4)  [~:?(x), 8~,9(x')]-= --nA~G(~ x') = o 

Le c o m m u t a t e u r  (16.3)  est compat ib le  avec (16.1) ,  mais non avec (15.3) .  I1 nous 
suffit alors d 'as t re indre  les dtats q) ~t la condi t ion  suppldmenta i re  3q~[(I)> = o  qui, 
d 'aprSs ( I6 .2 ) ,  ne por te  que  sur les donndes initiales d ' un  problSme de Cauchy,  ou, 

en prdsence d 'une  ddfinition du  vide, ~ une condi t ion suppldmenta i re  du  m~me type, 

mais affaiblie. 
(16.3)  condui t ,  pour  le c h a m p  dlect romagndt ique lui-m~me, au c o m m u t a t e u r  

(Lichnerowicz [2]) 
I 

[F(x), F(x ')]  = - - n d ~ d x ,  G(~)(x, x') 

qui correspond formel lement  au c o m m u t a t e u r  ob t enu  au w 15. 
O n  notera  que  ce c o m m u t a t e u r  est compatible avec les dquations de Maxwell  usuelles 

dF  = o ~F ---- o 

O n  a en effet, d 'aprSs Ies relations diff6rentielles (12.8)  : 

d~d~,, G (') = d ~ G  (2) = L~G (2)-  S~d~G (2) = - -  ~d~G (2) 

oh G (2) est le p ropaga t eu r  ant isymdtr ique  d 'o rdre  2 relat i f  ~ l 'opdra teur  A. De 2 d x = o, 
~z = o, on ddduit  que  le c o m m u t a t e u r  est bien compat ib le  avec les dquations de Maxwel l .  

x 7. C h a m p  grav i ta t ionne l  vari~.  V a r i a t i o n  du t e n s e u r  de  courbure .  

Sur un espace- temps donnd V~, considdrons une  variation arbitraire h ~ = ~ g ~  du 

tenseur m&rique .  Nous  nous proposons d 'dtabl i r  quelques  formules prdliminaires relatives 
~t la var ia t ion cor respondante  du  tenseur de courbure .  

a) Si 8 g ~ = h ~ ,  on a : 

(x 7 . x) ~g~ = - -  g~P g ~  hpo = - -  h ~ 

- -  Y Pour  dvaluer le tenseur  X ~ - -  8 r ~ ,  var ia t ion des coefficients de la connexion ( rapportde 
des coordonndes locales), calculons : 

p] = 

soit : 

I (V~ h~ + V~ h~ - -  V~ h~) + hp o F ~  d = 
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Le tenseur X vaut ainsi : 

(V=ho-r + V0h= ' r -  Wh~o ) + h~o r~~ X~o = 8g "P [0r p] + 

soit 

Nous obtenons : 

(x7.2) 

En posant : 

(I7.3) 

il vient : 

(x7.4) 

i (V=hJ + Voh= v -  V'rh=0) 

X=0_ ~ _ I (V=ho" + V~h= ~ ' -  V~' h~0) 

X ~  o = gyp X ~  

I ( V = h o .  r + V~hv=-- V~.h=o ) Xv= o = 

b) l~valuons maintenant  la variation du tenseur de courbure dont les composantes 
s'dcrivent en coordonndes locales : 

_ _  or r p R o, v8 --  0~ P~8-- 0 8 ro~ + ro~ roB-- P~8 Fg~ 

I1 vient : 

De : 

on ddduit la formule 

(*7.s) 

= P 0 = ot 0 P = 

= - -  ~ = p p ~z p = VvXos-- 0vXo8 + PvrX~8-- FovXps-- Fs~Xop 

I8, Calcul de 8R~0,v8 et 8R =0,vS. 

Nous considdrerons frdquemment dans la suite des tenseurs H=0,v 8 jouissant, comme 
le tenseur de courbure, des propri&& de sym&rie : 

(x8. x) H~o,~8 = - -  Ho=,~8 = - -  H~o, 8~ = H~8.~o 

et satisfaisant l'identit6 : 

(x8.2) S H=0,~8= o 

off S d&igne la sommation apr~s permutat ion circulaire sur les indices. 

L &ant un tenseur arbitraire d'ordre 4, nous introduirons le symbole ~, soit ~L=~,0 8 
pour signifier : 

=o~-8 L=v'v o8 = L=v. o8 + Los, =v -- L~v, =8 -- L~8, ~v 
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Le tenseur obtenu est ant isym&rique par  rapport  au couple (0r ~) et par  rappor t  au 
couple (7, 8), mais ne joui t  pas d 'autre  propri&6 de sym&rie. 

a) Cela pos6, 6valuons le tenseur 

s )  = 

qui, d'apr6s sa d~finition m6me, v6rifie les identitds (I8.  I) et (~8.2). On  a 

M=~, ,s(h) = ~ (g~o Red, ,n) = g~  8R~, ,~ -k h~ R~,  ,8 

soit d'apr6s (I7.5)  

Or, de (17.4) il rdsulte : 

( I 8 . 5 )  2 (V, XzcI3S-- V8 Xcc~y) =Vv(V~h~,s+Vsh~--V~h~s)--Vs(V~h:,v+Vvh~--V~,h~y) 

D&ignons par  P(h) l 'opdrateur sur les tenseurs _h sym&riques d 'ordre ~ qui, ~ un tel 
tenseur, fait correspondre le tenseur d 'ordre 4 dSfini par  : 

( I8 .6)  e~,vs(h) ---- ~sVsV~h,~  

De (x8.5), il vient : 

soit : 
2 (VvX=~ s -  V8 X=~v) = - -  P=~,,8(h) - -  h= R~,  v8 - -  h~ R~=,,s 

En repor tant  dans ( I8 .4) ,  il vient : 

(I8.7)  2 M~. , s  (h) = - -  P~,vs(_h) + h=0 R p~, v s + h~p R= ~,,8 

b) Considdrons d 'autre  par t  le tenseur : 

qui vfirifie aussi les identit6s (I8. I ) e t  (18.2). De la relation : 

~R~, ,8 _= ~ (g~X g~ g~ gSO Rz~, ~p) 

on d6duit  
~R~, ,s = g~Xg~g,~gSp Mx~, ~ (_h) - -  2 U  x Rz ~'vs 

off Z ddsigne la somme de quatre termes formfis d 'une  maniSre dvidente. On  obtient 
ainsi : 

Ainsi le tenseur : 

(I8.  IO) O~,va(h) = M~,vs(h) -k N~,vs(h) 

qui  v~rifie toujours les identitfis ( t8 .  I) et ( I8 .2)  a ta valeur : 

( I 8 .  I * ) Q,u[~, V~ (h) = - -  P~,  vs (h) - -  hv~ R ~ ,  Ps-- hsp R~ ,  vP 
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L'op~rateur Q(h)  d6fini par (I8.6),  ( I 8 . I I )  jouera un r61e int6ressant dans le cas 
particulier des espaces ~ courbure constante. 

c) A &ant un vecteur arbitraire, nous aurons besoin en particulier d'fivaluer Q ( ~ A ) .  
Pour h-----~A, M ( 9 A )  n'est autre que la d6riv& de Lie relativement ~ A du ten- 
seur R~,~ .ts. Si s est l 'op6rateur de d6rivation de Lie 

(x8. xo) M~,vs (~A ) = Lf(A)R~,~ s = A ~ V 0 R~,v s + ZV~A~ R ~ , ~  

D'autre  part  N(~A)  est fourni par : 

N~, vs (~A) = s  (A) R ~, vs = A ~ Vp R ~, vs _ ZV~ A ~ R~ ~, vs 

I1 en rdsulte : 

(x8. x 3) N~a ,r~ (~A)  = A ~ V~ R~,  v~ - -  ZV~ A~ R~,  ~s 

Par addition de (~8. Ie) et (I8. I3) on obtient : 

(x8. x4) Q~,v~(~A) = 2 A~ V0 R~,v~ + Z(V~A o --VoA~)R~ 

d) l~valuons enfin le tenseur dfiriv6e covariante de Q.~,vs(h). En coordonn&s 
locales, on a 

V~ R~,v ~ = O~ R~,v ~ -  ZP~R0~,vs 

Par variation il vient : 

On obtient ainsi : 

(I8, I5) 

0 o R 8V~R.~,v s = 0~3R~,v a -  ZU~SRp~,v s -  ZX.~ 0~,vs 

V~M~,y~(h) = 8V~R~,v~ + ZX~R~162 

On a d 'autre  part  d'apr~s (I8.9) : 

(x8. x6) V~ N~, vs(h) = V~ M~, vs(h) - -  ZV. h~p R~ v~-- Zh~o V~R~ vs 

De (i8.  i5) et (i8.  i6) on d~duit, compte tenu de (I7.4) 

19. V a r i a t i o n  du t e n s e u r  de  Ricc i .  

a) Proposons-nous d'6valuer la variation 8R~ du tenseur de Ricci qui correspond 

~t la variation 3g:,~=h:,~ du tenseur m&rique. 
De (r 7.5) il vient par contraction de ~ et y 

8R~s = V~ X~s--  VsX~ 

En changeant  le nom des indices et tenant compte de (I 7-4), on obtient : 

( I  9 . I) 2 8R~ = gP~ (V.h~o + V~h~o--Voh~) - -  V.V~h 

oh l'on a pos6 : 

( I9 .2)  h:gP~ 
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(19. I) peut  encore s'6crire : 

( x 9 . 3 )  2 8 R ~  = - -  V ~ V~ h ~  + V~ V ~ h f  + V~ V~h~ ~ - -  V~V~h 

Or, d'apr6s l ' identit6 de Ricci : 

V~ V~h~ ~ = V~V 0 h~ ~ + R ~ o h f - -  R~,  ~h  ~~ 
I1 en rdsulte : 

( x 9 . 4 )  ~ SR~=--V~V~h~+ R~'ho~+ R ~ h ~ - - 2  R~,~oh~ + V~V~h~ + V~V~h~--V~V~h 

Dans les 4 premiers termes du second membre ,  nous reconnaissons le laplacien du 
tenseur h~ .  I1 vient ainsi : 

( I 9 . 5 )  

off l 'on a pos~ : 

2 

I 
(x 9 . 6) k~(_h) = Vph~, P - -  ~V~,h 

De (19. 5) on d6duit  par  contraction (1) 

(x9-7) g~SR~o = ~-Ah + V~U(_h) 

b) Supposons que l'espace-temps envisagd soit un espace d'Einstein. On a 

R,~----Xg~,~ (X = const.) 

De (19.5) on d~duit par  produit  par  V ~ et compte tenu du w lO, c) : 

( I  9 . 8)  2 V ~ R ~  = A (Vp h~ p) @ V~V~k~(h) @ V~V~k~(h) 

soit d'apr~s la d~finition de k(h) : 
I 

(x9.9) 2 V~3R~ = Ak~(_h) +V~V~k~(h) +V~V~k~(h) +~V~Ah 

Or,  d'apr~s la d6finition de l 'op6rateur A : 

- = Ak (h) - -  

et il r6sulte de l ' identit6 de g icc i  : 

- -  V ~ V~ k~ (h) = - -  V~ V~k ~(h) - -  Xk~ (h) 

( I9 .9)  peut  ainsi s'6crire : 

(19.  IO ) 2 V~SR~=2Xk~(h_)+V~(~Ah+V~U(h_)) 

I1 r6sulte de (19. 7) et (I 9. lO) que pour  un espace d'Einstein on a la relation : 

(x 9 . xo) V~ ( S R ~ - - ~ g ~ g ~ ~  8R~o) 

relation qui pourrai t  s'6tablir aussi par  variation de l ' identit6 de conservation d'Einstein. 

(1) Les formules (I9.5) et (x9.7) figurent dans E. BI.ANCrmTON [I] aux notations pr~s. 
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~o.  C o m m u t a t e u r  d u  c h a m p  g r a v l t a t i o n n e l  v a r i ~  a v e c  t e r m e  d e  m a s s e .  

Sur un espace-temps donng V 4 satisfaisant aux gquations d'Einstein du vide R ~ = X g ~ ,  
consid6rons le champ d6crit par une variation arbitraire h~ = 3g~ du tenseur m6trique 
et astreignons ce champ h~ aux 6quations 

(~o. x) 8R~ = ~h~ (~ = const.) 

Nous allons voir que la th6orie d 'un tel champ peut ~tre d6velopp6e en stricte analogie 
avec celle du champ 61ectromagn6tique 6tudi6e aux w167 15 et 16. Les 6quations homologues 
seront syst6matiquement dou6es des m6mes num6ros. 

Si l 'on reporte (~o. x) dans (~9-~o), il vient : 

(~-x)~(_~) = o 

est diffgrent de ze'ro (prgsence d'un terme de masse), on d6duit Par suite, si ~ =  2(~--X) 
de (2o. I) 

k(_h) = o 

Ainsi (2o. I) est 6quivalent ~t l 'ensemble des deux 6quations 

(~,o. 2)  ( ~ - 2  ~)_h = o  

et 

(2o.3) k(_h) = o ; 

_h dtant un tenseur k valeurs dans un espace vectoriel d'opdrateurs de l'espace de Hilbert, 
nous nous proposons de construire un commuta teur  [h(x), _h(x')] compatible avec (20.2), 
(2o.3). Compte tenu des r~sultats obtenus par Pauli-Fierz dans la thdorie du graviton 
et des rdsuhats obterms par l 'Auteur dans le cas off l 'espace-temps envisag6 est l'espace- 
temps de Minkowski (1), nous poserons (Lichnerowicz [4]) 

, o4, l 
off les propagateurs sont relatifs ~ l 'op6rateur (A- -2  ~), soit, sous forme explicite : 

(2o.4) [ h ~ ( x ) ,  h~,~,(~')] = 

K~,x,~,--"  " G (~ I-{x7 V G (l/ V w O (t) •  x7 (~T(t) +V~V~,G~i, ) 

Le commutateur  : 

X(x, x ' ) = K ( x ,  x')--g(x)g(x')GI~ x ' ) -  I-~N~,GII/(x, x') 
g2 

pour chaque x' a bien son support dans le conoide caract6ristique Fx,. D'apr~s l'anti- 
sym6trie en (x, x') des propagateurs K, G (~ et G (1) il est bien lui-m6me antisymftrique 

(1) Voir  LICHNEROWICZ [51, P" 86-94" Nous avons omis un facteur << physique ~ G/c s of 1 G est la constante de 
la gravitation. 
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en x et x'. D'apr~s les propridtds de l 'opdra teur  A pour  un espace d 'Einste in  (w lO), notre  

c o m m u t a t e u r  est compat ib le  avec (20.2) .  Nous  nous proposons d 'dtabl i r  qu ' i l  est effective- 

men t  compat ib le  avec (~o. 3). En effet, d 'apr6s (13. 15) 

a~,K(x, x') --= N~G (~) 

D 'au t r e  par t  : 

Enfin 

~,{ g (x') G(~ = - -  4 ,  G(~ 

(a~, N~, G (t)) ~ ,  = - -  (V x' V x , G~)~, + V x' V~, u~A','-" (t) 

Or ,  de la ddfinition de l 'opdra teur  A, il rdsulte : 

- -  V x' V x, G~)~ ,  = A G (~) X (~-(~) x' ~ t L ' - -  ~ ' ~ '  

et d 'aprSs l ' identit6 de Ricci  : 

w x' w ~_(l) _ w wx' c~di) ~ ( t )  

soit d 'apr6s ( I2 .8 )  : 

I1 en r6sulte : 

wx' w o_m = V~, V~ G (~ - -  XG(~)~, v via,  u [ ?  x, 

8~,N,G(~) = (A~,-- 2 X)G ~ + d j ~ , G  (~ 

soit, compte  tenu  de A~ ,G~  ~G 0), et  de la d6finition de ~2 

8~, ~z, G (~) = s2 G(~) + 4d~, G (~ 

O n  obt ient  ainsi : 

8~,X = ~ G  0) + g (x)d~,G (~ ; (~2 ~ G 0 ) +  2 ~ 4  d~,G(~ ) 

soit 

a~,X --= g(x)d~,G (~ - -  ~ 2~ d. d.,G (~ 

Cette relat ion peu t  s'~crire expl ic i tement  : 

V ~' X~ ,  x'~' = - -  g:~V~ 'G(~ + ; V~V~V~ 'G(~ 

Par  contrac t ion de X en x' on obt ient  d 'apr~s (13. IO) : 

, , 2 f w  W # f - , ( 1 )  gP ~ X ~ ,  p,~, = 2 g ~ G  (~  4 g ~ G  (~ - -  ~ ~ . ~ . . - . ~ ,  + V~V~'G~,) 

soit d 'aprSs (12.8)  : 

gP'~'X~, r = - -  2 g ~ G  (~ + 4V~V~G(~ 

I1 en r6sulte bien : 
I p'a' k~,(X)~,=Vx'X~,x,~,--~V~,(g X~,r =o  

ce qui  d6mont re  la compat ibi l i td  avec (2o.3)  du  c o m m u t a t e u r  choisi. 
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2z. C o m m u t a t e u r  d u  c h a m p  g r a v l t a t l o n n e l  var i~  s a n s  t e r m e  d e  m a s s e .  

a) En l 'absence de terme de masse (r ----- o) , l 'dquation (2o. I )  (off ~=X)  est 
invariante par ~< transformation de jauge gravitationnelle >> 

h-+h + ~ A  

off A est un vecteur arbitraire. 
En effet, si h = NA, la variation du tenseur de Ricci n'est autre que : 

5e(A) R ~  = R~V~A ~ + R~V~A ~ 

soit 

s 1 7 6  = ?,(V~A~ + V~A~) = X(~A)~  

ce qui d6montre la propridt6 annoncde. 

Cherchons, ~ l 'aide de cette transformation de jauge gravitationnelle ~t astreindre h 
~t la condition (2o. 3)- A cet effet nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme. - -  Dans un espace d'Einstein (R~----Xg~) et pour tout vecteur A ,  on a : 

En effet, d'apr~s la ddfinition de A, 

AA~= - -  V~ V~A~ + R~PAp = - -  V= V~,A~ + ?,A~ 

I1 en rdsulte la formule cherch~e. 
Cela pos6, consid6rons le vecteur k(~A) .  I1 vient : 

ka(~A) = V=(V~A~ + V~A=) - -  V~V=A" 

Or, il rdsulte de l'identit6 de Ricci : 

V ~ V~A=-- V~V~A = = XA~ 
On en dfiduit : 

k~ (~A) = V = V=A~ + XA~ 

soit, d'apr&s la formule du lemme, 

- - k ( N A )  = (A--  2 X)A 

Grgtce ~ une solution de l 'dquation ~ l ' inconnue A : 

(A- -  2 X)A = k(h) 

on peut  donc bien astreindre h ~t la condition (2o.3);  h peut  alors subir une transfor- 
mation de jauge  gravitationnelle, A 6tant astreint ~t satisfaire 

(A - -  2 X)A = o 

b) En l 'absence de terme de masse (s== o), nous sommes ainsi amends ~ choisir 
comme dquation de champ pour  _h 

( = i .  ( A - -  = o 
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De cette 6quation il rfsulte d'apr6s les propri f t fs  de A : 

(A--  ~ X)V~h~ = o 
et 

(A ~ 2 X)V~h = o 
Ainsi (21.1) entraine 

( , ,x.  2) ( A - -  2 x)k(_h) = o 

L'analogie avec le cas dlectromagnfitique et l '6tude du w 2o conduisent  ~ adopter  comme 
commuta teur  : 

(2x. 3) [h(x), h(x')] = -~ {K(x, x') - -  g(x)g (x')G (~ (x, x') } 

off les propagateurs  sont relatif~ k l 'opdrateur (A- -2  X); (21.3) qui peut  s'dcrire 

[h~(x), hx,~,(x')] = -~ (K~,~, x'~'-- g=~gz'~; G(~ (2x-3)' 

donne 

e t  

I1 en rdsulte : 

[h:~, VX'hz,~,] ---- 7{ - -  (V~G~,-t- V~G~,) - -g~V~,G (~ } 

[he.t3 ' gX'~' hx.,.] = __ -~ 2 g~, G (~ 

= + 

et d'apr~s l 'expression obtenue pour  k(~A) ,  il vient : 

(2I.  4) [k~(h(x), k~,(h(x'))] = 7 

Le commuta teur  (21.3) est compatible avec (21. I), mais non avec la condi- 
tion (2o.3). II nous suffit alors d 'astreindre les 6tats �9 ~ la condition supplfmentai re  
k(h) [(I)> = o, qui, d'apr6s (21.2) ne porte que sur les donndes initiales d 'un  probl6me 
de Cauchy, ou, en pr6sence d 'une  d6finition du vide, ~ une condition suppi6mentaire 
du m f m e  type, mais affaiblie. 

22. Les  6quat ions  du  c h a m p  grav l ta t ionne l  d'ordre sup6r ieur .  

a) Dans un espace-temps quelconque V~, consid~rons sur les tenseurs sym~triques 
d 'ordre 2 l 'applieation ~z qui, ~ tout tenseur _h, fait correspondre le tenseur f =  ~(h) 
d6fini par  : 

f~,~ = h~ - -  -1go, ~ (gX~ hz~) 
2 

On vfrifie ais6ment que cette application est involutive et h =  ~(f_); h_ et f sont dits 
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associ/s l 'un de l 'autre. Si R e s t  le tenseur de Ricci de V,,  son tenseur d 'Einstein est 
S = ~(R). 

La  m~trique de V~ est en g~n~ral astreinte ~t satisfaire aux dquations d'Einstein sui- 
vantes; T 6tant le tenseur d'impulsion-6nergie, elles s'6crivent : 

L ~ S - - T = o  
Si nous posons 

elles peuvent  aussi s'dcrire : 

M = ~ ( L )  U = ~ ( T )  

M------R--U=o 

Sous ces formes, les dquations du champ  gravitationnel semblent diffdrer profond6ment  
des 6quations de Maxwell. 

b) Soit R~,v  ~ le tenseur de courbure de l 'espace-temps. Ce tenseur satisfait aux 
identit6s de Bianchi 

(22. x) S V~R~v,~ = o 
a~y 

qui  entrainent  comme cons6quence : 

(22.2) V~ R~,  ~ ~ = V~ R ~ - -  Vr R ~  

D'autre  part ,  il satisfait aux 6quations d 'Einstein : 

(22.3) L~--= S ~ - -  T ~  = o 

qui  peuvent  aussi s'6crire : 

(22.4) M~--= R ~ - -  U ~  ---- o 

De (22.2) on d6duit  par  contraction que S~  est conservatif; il r6sulte de (22.3) 
qu' i l  ene s t  de m6me pour  T ~ .  Ainsi, U ~  est le tenseur associd d'un tenseur conservatif. D'autre  
part ,  de (22.2) et (22.4), il r6sulte que le tenseur de courbure v6rifie les 6quations : 

(22.5) V~R~v, ~ = V~ U ~ - -  Vv U ~  

c) Nous sommes ainsi conduits k consid6rer un  champ d6crit par  un  tenseur 
d 'ordre  4, R~,v8 satisfaisant les identitds alg6briques (i 8. i), (i 8.2) et v6rifiant les 6qua- 
tions de champ (22. I) et (22.5), o~ U est le tenseur associdd'un tenseur conservatifT. De (22.2), 
consdquence de (22. i) et de (22.5), on d6duit  par  soustraction 

(22.6) V~ Mv~-- VvM~ = o 

D'autre  part ,  S 6tant conservatif d'apr&s (22.2) et T l '6tant par  hypoth&se, il en est de 
mSme pour  L ~ S - - T ,  et, d'apr~s (22.6), pour  M 

(22.7) V~M~ = o 

De (22.6), (22.7) , il r6sulte que, pour  le champ  envisag6, les dquations d'Einstein 

M = o peuvent fire considdrdes comme de simples conditions initiales. D'une  fa~on precise, 
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soit Z une hypersurface de V~ orient~e dans l'espace et sur laquelle M = o .  Sous les 
hypotheses faites, M est aussi n6cessairement nul en dehors de Z; il suffit pour l'6tablir 
d'observer que pour ~ = o ,  y = u  ( u =  I, 2, 3), (22.6) s'dcrit : 

(22.8) V0 Mu~ = V~, M0~ 

et que pour ~ = o, (22.7) s'6crit : 

(22.9)  g~176 g~ (u, v =  i, 2, 3) 

Si Z a pour 6quation locale x ~ o, g00 est # o sur Z et pour une donnde initiale nulle 

sur Z, le syst6me (22.8), (22.9) n 'admet  d 'autre solution que la solution nulle. 
Le r6sultat pr$c6dent est en particulier applicable au cas off 

T ~ =  --Xg~ U ~  = Xg~ (X---- const.) 

Les 6quations (22.5) se rdduisent alors ~t 

(22. xo) V~ R~v, ~ = o 

Si, sur Z, on a R,~=)~g~,  il e n e s t  encore de m~me en dehors de Z. 
d) On peut donc consid~rer qu 'un  champ gravitationnel peut ~tre ddcrit par un 

tenseur H=~,x~, satisfaisant aux identit6s alg~briques ( I8 . i ) ,  (I8.2).  I~tant donn6 un 
tenseur conservatif T, le champ H est astreint k satisfaire les ~< fiquations gravitationnelles 
d 'ordre supfirieur >> : 

(22. II) SV, H~,, x~ = o 

et 

(oo. I2) V~H=~, x~ = VxU~--V~U~x 

off U est le tenseur associ6 de T. On  voit l 'analogie pr4sent4e par ces 6quations avec les 
6quations de Maxwell. On  peut ajouter la condition suppl6mentaire 

( ~ .  x3) H ~  = U ~  

condition qu'il suffit de vfirifier sur une hypersurface Z orient~e dans l'espace. 

23. Cas de  l ' e s p a c e - t e m p s  de  M i n k o w s k i .  

a) Supposons que V 4 soit l'espace-temps de Minkowski et rapportons-le d 'abord ~ un 
rep6re orthonormC Nous avons montr6 (1) que, pour le champ H~.  z~ satisfaisant aux 
6quations 

(a3. x) S0~H~, x~, = o 0~H~, x~ = o 

(1) LICHNEROWICZ [5]" 
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le commuta teur  peut  s'6crire (1) : 

(23.2) [H~,v~(x), Hz~ ~p(x')] = h i  ^ ^ 

off toutes les dfirivations por tent  sur x et off la notat ion ~, a la signification indiqufie 
au w I8. 

b) Cherchons comment  les relations (23.2) peuvent  s'6crire en repkres mobiles 
arbitraires. En modifiant  l 'ordre des sommations et introduisant  les d~riv~es par  rapport  

x, on a d 'abord  dans le rep~re or thonorm6 initial 

O•'Of ~ 0 ~ {  ( ~ n p  § ~n~r D0(x , x') } 

En rep~res mobiles arbitraires, le terme (23.3) donne 

(~3.4) ~ V~,V~, ~ VvV~ {(t~,tn.,-jc tn~,t~p,) Do} 
?,'V.'v'p' a{~y~ 

c'est-~-dire l 'ensemble des composantes de 

(23.5) 

off K est le propagateur  sym~trique d 'ordre 2 associ6 ~ l 'op~rateur A et Q ,  l 'opdrateur Q 
sur les tenseurs d 'ordre 2 d6fini par  (18. IO) et relatif au point  x. 

Le terme restant de (23.3) peut  s'6crire en rep~res mobiles arbitraires 

V~,Vz, ~ VvVc,{g~,vg~Do(x , x') } 
),'~'v'p' a~v8 

et correspond 

Q~,O.~(g(x) g(x')Do) 

La relation 
condens~e 

(2 3 . 6 )  

(23.2) peut  donc s'~crire en rep6res mobiles arbitraires sous la forme 

I 

= ~ .O~,  Q~{K(x, x') - -  g(x)g(x')Do(x , x') } EH(x), H(x')] 
,-/to 

off D O et K sont respectivement les propagateurs scalaires et symdtriques d 'ordre 2 
associ6s k l 'op6rateur A et off Q e s t  I 'op6rateur sur les tenseurs d 'ordre 2 d6fini par  (18. IO). 

(x) Nous  omet tons  sys tdmat iquement  dans  la suite un  facteur physique G/c 2, off G est la constante  de l 'a t t ract ion 
universelle. 
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24. Cas  d ' u n  e s p a c e  ~t c o u r b u r e  c o n s t a n t e .  

a) Supposons que l'espace-temps V4 soit a courbure constante 

R~,v ~ = c(g~vg~s--g~sg~v ) (c = const.) 

V~ est espace d'Einstein avec X = 3 c. 
Le tenseur de courbure est ~ d~rivfie covariante nulle et il est invariant par toute 

2-forme F; avec la notation 2; du w 18, on a 

EF~  R%, v~ = o 

De (i8.14) , on ddduit alors que pour tout vecteur A 

(24. x) Q ( ~ A )  = o 

De plus de (18. I7) il r~sulte que pour tout tenseur sym~trique _h 

(24.2) S V~Q~,v~(h) = o 
yS~ 

b) Dans V 4 consid6rons le tenseur obtenu par contraction : 

(~'4.3) { Tr~ Q~(h) }~  = g~" Q ~ ,  ,8 (h) 

Nous nous proposons d'~tablir le lemme suivant : 

Lemme. - -  Si G (~ et K sont respectivement les propagateurs scalaires et sym~triques d' ordre 2 
relatifs ~ l'opgrateur ( A - - 2  ~z) clans un espace ~ courbure constante, on a la formule : 

(24.4) Tr~Q~Q~,{K(x, x')--g(x)g(x ' )G(~ x') } =  ~Q~,{K(x, x ' ) - - g ( x ) g ( x ' ) G  (~ 

0~ ~ =  2(~--x) .  
En effet 

soit 

On  obtient ainsi : 

(24.5) 

soit : 

(24.6)  

{Tr~Q~(h) }~ = g~V 8R~,v 8 4- g~vSR~X'Wgx~g~ 

{Tr~Q~(h) }~ = 2 8R~ 4- h~VR~,v~ 

{Tr~Q~(h) }~8 = 2 8R~8-- 2 Xh~ 

{TrxQ~(h ) }~s = (A--  2 X)h~s + V~ks(_h) + Vsk~(h) 

Considfrons donc : 

Si G (t/est le propagateur d 'ordre I associ~ k (A- -2  [z), on a ainsi : 

(24 .7)  k (K - -  g (x) g (x') G (~ = - -  Nz' G(') 
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De (24.6) et (24.7) on d6duit  : 

Tr~Q~{ K --  g(x) g(x')G(~ ~ { K - -  g(x) g(x')GI~ - ~ ,  G I~l 

et d'apr~s (24. I) " 

Tr,  Q~Q~,{ K - -  g(x) g(x')GI~ .~Q~,{ K - -  g(x) g(x')G l~ } 

c'est-~-dire (24.4). 
c) Plafons-nous dans les hypotheses du w 2o, V 4 6tant ~ courbure constante, et consi- 

ddrons le commuta teur  (2o.4). Par application des op~rateurs Q~ et Q~,, on obtient,  
compte tenu de (24.1) : 

(~'4.8) [Q~ h (x), Q~, h(x')] = -~ Q,,  Q~(K - -  g (x)g (x')G (~ 

Consid6rons le tenseur 
I 

qui satisfait aux identit~s alg6briques (18. I),  ( I 8 . 2 ) .  D'apr6s (24.2), il vdrifie les 6qua- 
tions (22.11). D'autre  part,  d'apr~s (2o.2) et (2o.3) , on d6duit  de (24.6) 

(24.9) 2 H ~  = ~ h ~  

Le c o m m u t a t e u r  

(24. io) [H (x), H (x')] ---- ~ Q x ,  Q~(K - -  g (x)g(x')G (~ 

est manifestement compatible avec le syst~me (22 . I I ) .  D'autre  part,  d'apr~s (24.5) 
et (2o.4), il vient 

Tr~[Qx h(x), Qx,_h(x')] = ~ [h(x), Q~,h(x')] = ~ Q ~ , { K - -  g(x) g(x')G (~ 

ce qui est en plein accord avec (24.4). 
d) Plafons-nous maintenant dans les hp'~oth~ses du w 21 et consid~rons le commu- 

tateur (21.3). 
Par  application des op6rateurs Qx et Qx,, on obtient un commuta teur  formel- 

lement  identique ~ (24.8). Le tenseur H obtenu v6rifiant toujours (18.1) et ( I8 .2) ,  
satisfait (22. i i )  et si _h est astreint 5. la condit ion suppldmentaire k(_h)=o,  satisfait : 

(24.  I I  ) {TrxH}~ = H ~ , = o  

Le commuta teur  (24.1o) est manifestement compatible avec (22. I I).  De plus, 
~2 6tant nul, il entraine d'apr6s (24.4) 

[Tr~H(x), H(x')] = o 

et est par  suite compatible avec (24. I I). 
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e) Plafons-nous enfin dans les hypotheses du w 22. Nous consid~rons donc  un tenseur  H 
vfirifiant ( I8 .  i) ,  ( I8 .2 )  et satisfaisant aux fiquations du  c h a m p  

(24. x2) S V~H~,t, z~ = o V~H~, x~ = o 
~[?"t 

avec ~ventuel lement  la condi t ion supplfimentaire 

H ~  --~ o (~ I3) 
(ou H,~=cg~, c = c o n s t . ) .  

Le c o m m u t a t e u r  (2 4. Io) soit 

H(x ' ) ]  = 4hiQx, Q x ( K - -  g(x) g(x')C (~ [H(x) ,  

est compat ib le  avec les identitds ( i8 .  I), ( I8 .2 ) ,  les dquations de c h a m p  (2 4. I2) et la 

condi t ion (24. I3). Pour  un  espace- temps de Minkowski ,  il se r~duit  bien au commu-  
ta teur  (2 3 . 6). Nous  avons ainsi fitendu aux espaces-temps ~ courbure  constante  la th~orie 
~laborfie dans le cas de l 'espace- temps de Minkowski  (1). 

(1) Voir LICItNEROWICZ [5]" 
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"5. Le c o m m u t a t e u r  de  Fierz.  

En pr6sence de termes de masse, Fierz a ~tudi~, dans le cas d ' u n  espace-temps 

de Minkowski,  des commuta teurs  correspondant  ~ une part icule de spin quelconque,  

en part icul ier  de spin ~ (t). Nous nous proposons de g6n6raliser le commuta t eu r  de Fierz 

pour  une part icule de spin 2 dans le cas off l 'espace-temps envisag6 est un  espace 

d 'Einste in  (R~----Xg~). 

Les 6quations de champ adopt6es par  Fierz peuvent  s'6crire avec nos notat ions : 

('5. x) 

(25.2) 

et 

h = g ~ h ~  = o 

L'd tude  faite par  Fierz condui t  /t consid6rer la combinaison lin6aire X de propa- 

gateurs relatifs ~ l 'op6rateur  ( A - - 2  ~) et de leurs d6rivdes d6finies par  : 

(25.4)  X ~ ,  x ~ = K ~  x -- ~- ( ~  ~ G  ~ ~o + aV~V~Vx,V~,G (~ + 

b (g~Vx,V~,G r176 + g~,~,V~V~G (~ + cg~gx,~,G (~ 

a) De la formule ( i3 .  I5)  et de ( I3 .  IO) o n  d6dui t  imm~dia temen t  : 

k~(K) ~, z'~' = - -  ( ~  'G(~/) ~, x'~' - -  gx'~'V~ a(~ (25.5) 
et du  w 2I, a) 

(25.6) 

De m~me du w 2I, a), il vient  : 
I r 

(25.7)  kx(V~V~G(~ = - -  ~ (A - -  2 Z) VvG(~ = - -  - VvG(~ 

Enfin on a : 

(25.8)  k~(g~ G(~ = Vv G(~ 2 Vv G(~ = - -  Vv G(~ 

De ces formules il rdsulte : 

(25.9)  

k~(X) ~, x'~' = - -  gx'~' V~ G (~ a ~2 ~2 ~- V~ Vz, V~, G (~ - -  b (V~ Vx, V~, G (~ + ~ gx'w V~ G (~ - -  cgz, ~, V~ G (~ 

(1) Voir FmRz [I]. 
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X fournit  un  c o m m u t a t e u r  compat ible  avec (~5. I). Pour  qu'il  soit compat ible  avec (~5. ~) 

il suffit que  
~2 

(~5. ~o) - a  + b = o 
2 

~2 
(1l 5 . I I )  - b  --~-c --~- - -  I 

2 

Pour  a = b = o, c = -  i, on obt ient  le c o m m u t a t e u r  in t rodui t  au w 20. 
b) l~valuons d ' au t re  par t  la contract ion en x de X,  soit : 

(~5. x~) g ~ X ~ ,  ~,~, = 

~ gx,~, G(~ + ~V~,4 V~, G(0) - -  a .2  ix Vx, V~, G(~ + b(4 Vx, V~, G(~ ~ ixgx,~, G (~ +4cgr~,G (~ 

Pour  que X soit compat ible  avec (~5.3),  il suffit que : 

2 
( e 5 . x 3 )  ~ a - - ~  b ~ 

(25 . I4 )  ixb--~c=I 

De (25. io) et (~5. I3) il r4sulte en subst i tuant  ~ ix sa valeur  en fonction de X et r 

4 2 
(25.  x5) a - -  b - -  

~ e ( ~ X + 3  z~) 2 X + 3  Cz 

Q u a n t  ~ (~5. I I) il donne  

(~5- x6) 
2 (x + ,~) 

C =  
2 x + 3  ~ 

O n  v6rifie imm6dia t emen t  que (25. I5) et (25. I6) vfr i f ient  bien (25. 14) de telle sorte 
que le c o m m u t a t e u r  obtenu  v6rifie bien toutes les 6quations de champ.  

Ge c o m m u t a t e u r  peut  se met t re  sous la forme 

(25. I7) X~ ,  x,v, = K~,  x,v,-- ~ (~x, ~xG(l') ~, ~'~' -~- ~V.V~Vz'Vv ' G ' ~  

X -[- cu [ ,  , G(0) _[_ I r ,  Vx,V G (~ +gx,~,V~V~G(~ 2 X + r 2 2X ! 

Pour  un  espace d 'Einstein avec X=o,  il se rdduit  ~ : 

(25 x8) X~,ra,=K~,x,~,,--~(N~,~G(tl)~,x,~,+2-V,,V VxV O(O)_ 

2_[ . .  G(O) + ; (g=~Vx,V~,G(O) + gx,~,V~V~G(O)) + ~ V~VaVz,V~,G(O)) 

off les propagateurs  sont relatifs h l 'op6rateur  (A--~2),  qui constitue une  g6n6ralisation 

6vidente du  c o m m u t a t e u r  in t rodui t  par  Fierz. 
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