1. Introduction.

Elaborée dans le cadre de I'espace-temps de Minkowski, la théorie quantique
des champs fait intervenir, pour ses commutateurs, le propagateur de Jordan-Pauli
qui est de caractere scalaire. La construction dans le cadre de la relativité générale
de commutateurs pour le champ électromagnétique et pour le champ gravitationnel
suppose I’élaboration de propagateurs « tensoriels » relatifs & des opérateurs différentiels
du second ordre.

La premiére partie de ce travail est consacrée a la théprie mathématique des propa-
gateurs. Apres avoir étudié la notion de tenseur-distribution sur une variété riemannienne Vn',
je définis la notion de laplacien d’un tenseur sur V,, notion qui généralise celle de laplacien
d’une forme au sens de G. de Rham. L’opérateur A correspondant est auto-adjoint et
commute avec la contraction; si le tenseur de Ricci de V, est & dérivée covariante nulle,
A commute pour les tenseurs d’ordre 1 avec la dérivation covariante et pour les tenseurs
d’ordre 2 avec la dérivation covariante contractée.

Sur la variété riemannienne V,, supposée de type hyperbolique normal, les opéra-
teurs différentiels L sur les tenseurs T d’ordre p définis par :

LT =AT + B(VT) + CT

o C est un champ d’opérateurs linéaires sur les tenseurs d’ordre p et B un champ
d’applications linéaires des tenseurs d’ordre (p 4 1) dans les tenseurs d’ordre p, admettent
deux noyaux élémentaires E*(x, x’) qui sont des bitenseurs-distributions. L’existence
et les propriétés de ces noyaux sont rappelées grace a une technique simple due a Leray
et Y. Foures-Bruhat. Par différence, on obtient un propagateur tensoriel, antisymétrique
en x et &', qui, pour chaque &’ est solution de I’équation homogéne relative & L et a
son support dans et sur le conoide caractéristique de sommet x’. Ce propagateur inter-
vient de manié¢re essentielle dans la solution du probléme de Cauchy relatif & I’équation
homogéne.

Par antisymétrisation des propagateurs relatifs & Popérateur A—p (p=const.)
on obtient des propagateurs qui sont des bi-p-formes distributions et qui sont reliés
entre eux par des identités différentielles remarquables qui jouent un réle important
dans les applications. Des résultats analogues sont valables pour le propagateur associé
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6 ANDRE LICHNEROWICZ

au méme opérateur et aux tenseurs symétriques d’ordre 2. Dans le cas de 'espace-
temps de Minkowski, tous les propagateurs introduits se déduisent du propagateur
scalaire de Jordan-Pauli par multiplication par un bitenseur ordinaire provenant du
bitenseur de transport.

Dans une seconde partie, des applications sont données a la formation des commu-
tateurs qui doivent intervenir en relativité générale. Aprés avoir construit, sur une
variété espace-temps donné, les commutateurs relatifs au champ électromagnétique en
présence ou absence de terme de masse, je montre comment une théorie strictement
paralléle peut étre développée pour le champ gravitationnel varié, sur un espace-temps
qui soit un espace d’Einstein. Le champ gravitationnel varié est décrit par un tenseur
symétrique kg astreint seulement & des équations de champ faisant intervenir la variation
du tenseur de Ricci; celle-ci s’exprime immédiatement a l'aide du laplacien introduit
dans la premiére partie.

Si le champ gravitationnel est décrit par un tenseur H d’ordre 4, du type de
symétrie du tenseur de courbure et satisfaisant aux « équations gravitationnelles d’ordre
supérieur » introduites antérieurement (), une technique variationnelle permet de
construire, dans le cas d’un espace & courbure constante, un commutateur rigoureusement
compatible avec les équations de champ et généralisant le commutateur construit, dans
le cas d’un espace-temps de Minkowski, & l'aide de la transformation de Laplace (1}.

Dans un appendice, j’indique un commutateur qui est la généralisation sur un
espace d’Einstein du commutateur de Fierz correspondant a une particule de spin 2,
avec terme de masse.

Une notion de fonction de Green, qui coincide au fond avec celle de propagateur
4 notre sens, a été introduite indépendamment dans deux intéressants articles par
B. de Witt [1], [2], avec des techniques et des buts différents. Les principaux résultats
du présent travail ont paru dans trois Notes aux Comptes rendus de ’Académie des
Sciences (Lichnerowicz [2], [3], [4]) (%)-

(*) Voir Licanerowicz [5].
(2) Voir aussi cours du Collége de France 1958-1959 et Séminaire Phys. théor., Zurich (mai 1959).
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PROPAGATEURS TENSORIELS

2. Notion de tenseur-distribution sur une variété riemannienne.

a) Soit V, une variété riemannienne (supposée orientée dans un but de simplicité)
de dimension n, de classe C". Sa métrique peut s’écrire en coordonnées locales :

(2.1) ds? = g, dx*dx®

Etant donnés deux tenseurs T et U d’ordre p, nous appelons produit scalaire (T, U),
au point x de V, le produit en x

(2.2) (T, U)y =T, (1) U™ (x)

..,ap
Nous désignons par 95}71 Pespace vectoriel des tenseurs de classe CF (k<k) & support

compact de V,. Si Ue.@l}n est & support compact, nous pouvons poser :

(2.3) <T, U>= [ (T, U)un(a)

ol 7 est ’élément de volume riemannien. Localement
(2.4) n=y/]gldx'n ... Adx"

b) Nous appelons tenseur-distribution T d’ordre p une fonctionnelle linéaire continue @
valeurs scalaires sur les tenseurs d’ordre p suffisamment différentiables et a support compact. Pour
Ue.@’én nous notons indifféremment T[U] ou <T, U> la valeur de cette fonctionnelle

pour le tenseur U.

Un tenseur ordinaire T définit un tenseur-distribution par Iintermédiaire de la
formule (2.3) dans laquelle la structure riemannienne intervient. Nous dirons que sur
la variété riemannienne V, le tenseur-distribution défini par (2.3) est égal au tenseur ordinaire 'T.

En se limitant aux tenseurs antisymétriques, on obtient les p-formes-distributions
définies sur V, comme fonctionnelles linéaires sur les p-formes (et non sur les (n— p)-formes
comme les courants au sens de G. de Rham (1), les fonctionnelles correspondantes
différant 'une de lautre par 'usage de Popérateur = (2).

(1} Voir G. de Ruau [1], p. 39-40.
(3) G. de Ruaum [1] ou Licunerowicz [1].
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8 ANDRE LICHNEROWICZ

Si T est un tenseur-distribution d’ordre o, ou scalaire-distribution, V un tenseur
ordinaire d’ordre p, TV est naturellement le tenseur-distribution d’ordre p défini par :

(2-5) TVU]=T[(V, U)]

Cela posé, soit Q le domaine d’un systéme de coordonnées locales (x*) et donnons-nous
dans Q, n” scalaires-distributions T,, . L’expression ()
(2.6) T=T, . d"6.. od

définit un tenseur-distribution d’ordre p : si {¢,) est le repére dual du corepere (dx*)

U=U""%, ®...Q¢

*p
et d’apres (2.5), T[U] est donné par la somme
(2.7) TU]=T,, .5, [U™ "]

Inversement, tout tenseur-distribution d’ordre p dans Q peut étre représenté par une
p P P

telle expression : désignons par T, ,, les scalaires-distributions définis par :

Tal .o [CP] = T[CPeal® e ®e¢p]
ol ¢ est une fonction arbitraire de Z5. On a :
T[U] = T[UlXx df'eﬁ@ .. @gap] — Tal... ap [Ual ocp}

et T admet bien I’expression (2.6). Ainsi, dans le domaine d’un systéme de coordonnées
locales, tout tenseur-distribution d’ordre p peut étre, comme un tenseur ordinaire,
rapporté & ces coordonnées, les composantes étant des scalaires-distributions.

¢) Soit T un tenseur ordinaire d’ordre p, VI le tenseur dérivée covariante de T

dans la connexion riemannienne. Si U est un tenseur arbitraire d’ordre (p + 1) & support
compact : <VT, U> :J.v VpTal.“apUpo:,“.ap,n
n

soit par intégration par parties :

(2.8) VT, U> = [ V(T Uy [ T, VU

Le premier terme du second membre est nul. Nous sommes ainsi conduits a introduire
Popérateur sur les tenseurs U définis par

3 :UB,. >—Vp-Uszl...oc

--Bp+1_ 7Y

Ainsi {2.8) peut §’écrire :
(2.9) <VT, U>=<T, 3U>
Cela étant posé, nous définirons la dérivée covariante d’un tenseur-distribution quelconque ‘T

d’ordre p comme le tenseur-distribution VT d’ordre p+ 1 déterminé par la relation (2.9), o U
est un tenseur arbitraire d’ordre p+ 1 a support compact (Ue@’{,ﬂ).

(1) Sauf avis contraire, la convention de sommation est toujours faite.
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PROPAGATEURS ET COMMUTATEURS EN RELATIVITE GENERALE 9

En particulier, pour un scalaire-distribution, on a dans le domaine d’un systéme
de coordonnées :

(2.10) <V, 7T, u*> =—<T, V,u*>

pour tout vecteur u, soit
1 — 0
<V, T, u*> =—<T, —2a,]u*\/|g] > (%z—;)
Vel ox

relation compatible avec la définition usuelle de la dérivation des courants (G. de
Rham [1], p. 55) si bien que
v,T=0,T
Si T est un tenseur-distribution d’ordre 1, (2.9) peut s’écrire dans le domaine
d’un systéme de coordonnées locales
<V, Ty, U*> = —<T,, V,U*>
soit :

<V, T,, U*>=—<T,, 9,U%* 4 T2 UP>—<T,, T U*>
Pour B fixé, il résulte de (2.10) que :
—<T,, 6,U* 4 TLU?> =<5, T, U®>
On obtient ainsi :
<V,T,, U®>=<0,T,, U*>—-<TI%,T,, U*>
soit
V,Tp=0,T;—T%T,

Plus généralement, dans le domaine d’un systéme de coordonnées, les composantes de
la dérivée covariante d’un tenseur-distribution d’ordre p s’expriment A partir des compo-
santes du tenseur et des coefficients de la connexion par la _formule usuelle en calcul tensoriel.
Les propriétés classiques de la dérivation covariante subsistent. En particulier si T est
un tenseur-distribution d’ordre (p-+1), on a pour tout tenseur U d’ordre p a support
compact :

(2.11) <3T, U> =<T, VvU>

Il en est encore ainsi si T est un tenseur-distribution a support compact, U étant
un tenseur quelconque.
3. Le bitenseur de transport.

Dans la théorie des opérateurs différentiels sur une variété riemannienne V, s’intro-
duisent nécessairement des tenseurs doubles (1) ou bifenseurs et des bitenseurs-distributions
sur V, XxV,. Parmi les plus simples des bitenseurs attachés & une variété riemannienne

(}) Pour la notion de forme double voir G. de Ruam [1], p. 35.
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10 ANDRE LICHNEROWICZ

figure le bitenseur de transport introduit par B. Dewitt (). Ce bitenseur est de nature locale.

a) Soit d’abord V, une variété différentiable munie d’une connexion linéaire. A chaque
point x de V,, on peut attacher un voisinage Q de x, homéomorphe a une boule ouverte,
tel que pour tout point x'eQ il existe un arc géodésique /(x, x') et un seul dans Q
joignant x &4 x’. Le transport par parallélisme le long de /(x, x’) définit un isomorphisme
canonique p, - de I'espace vectoriel T, tangent en x sur Pespace vectoriel T, , tangent
en x’, isomorphisme qui se réduit a I’identité pour x'=x.

Attachons un repére & chaque point de Q et désignons par (e,) le repére en x et
par (e,,) le repére en x’. L’isomorphisme y, .. fait correspondre a tout vecteur v en x de
composantes (2*) le vecteur ., v en x' dont les composantes sont des fonctions linéaires
des (v%)

(3.1) (1,0 0) = 3, )0

Les £ sont les composantes d’un bi-1-tenseur élément de T,®T, (2), c’est-a-dire
I-tenseur covariant en x et I-tenseur contravariant en x'. Pour x'=x, g, . se réduit
a lidentité et :

(3-2) £ (x, 8’ =x) =3,

[
Soit 1, le bi-1-tenseur associé de méme & p, ; =p, ,.Ona:

=3

o

t% définit 'isomorphisme de T, sur T,,, déterminé par transport le long de I(x, #'). Nous
appellerons le bi-1-tenseur ainsi défini le bitenseur dual du précédent.

Plus généralement, le transport le long de I(x, x") définit un isomorphisme de I’espace
vectoriel des tenseurs affines d’un type déterminé en x sur I’espace vectoriel des tenseurs
de méme type en x’. A cet isomorphisme correspond le bitenseur construit par produit
tensoriel de £’ par lui-méme et par le bitenseur dual.

Faisons varier x’ le long d’un arc géodésique déterminé d’origine x et soit «* un
vecteur tangent en x’ a cet arc. Le vecteur (3.1) étant déduit de v par transport, on a
en désignant par V,. opérateur de dérivation covariante relativement a x’

u'V, (80") =u*'V, 8 . 0*=o0

quel que soit 7*. Par suite
(3-3) UVt =0

Le bitenseur £2'(x, x') peut ainsi étre défini pour x donné et aux différents points £’ de Q
en considérant les arcs géodésiques issus de x et en intégrant sur un tel arc le systeme
différentiel (3.3) avec la condition initiale (3.2).

Pour x'=x, on a

u'V b (%, 2’ =x) =0

(*) Cf. B. Dewirr et BREHME, Annals Phys., t. 9, p. 220 (1960) [2].
(%) T} désigne le dual de T,.
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PROPAGATEURS ET COMMUTATEURS EN RELATIVITE GENERALE 11

quel que soit le vecteur # en x'=x«. Par suite :

(3-4) V,th (%, 2" =x) =0
et de méme
(3-5) V£ (x, &' =x) =0

, ) Supposons V, munie d’une méirique riemannienne et introduisons la connexion

riemannienne correspondante. Le tenseur métrique étant invariant par transport par
parallélisme :

(3.6) B () = B8, (%)
Il en résulte par inversion
Elt =gl
Nous sommes ainsi conduits & introduire les quantités :
(3-7) tox = Gl = Luplys
qui sont les composantes covariantes d’un bi-i-tenseur ecuclidien, de composantes
mixtes £2 ou #%, que nous appellerons le bitenseur de transport t(x, x'); (3.7) est équivalent &

(3.8) borty = &ap

Pour x'=x, le bitenseur de transport vérifie les relations :
(3-9) e (% %' = %) = g ()

et

(3. 10) Voo, ¥ =5) =0

Pour étudier le bitenseur de transport, il peut étre commode d’adopter dans un
voisinage de x les repéres déduits d’un repére déterminé en x par transport le long des
différents arcs géodésiques issus de ce point; relativement a ces repéres, les composantes
du bitenseur de transport sont constantes et & (x, 1) = 37.

¢) Prenons pour V, un espace euclidien de signature quelconque. Le bitenseur
de transport est alors défini globalement quel que soit le couple (x, x”). Attachons un
repére 4 chaque point de V, et soit (¢,) le repére en x, (¢,.) le repére en x’. Considérons
le bi-1-tenseur admettant pour composantes les produits scalaires

€y

Si 4 tous les points est attaché le méme repére, ce bitenseur admet les composantes
constantes ¢,.e, =g,,. Evaluons pour ce choix des repéres la dérivée covariante par
rapport & ¥ du bitenseur considéré. Il vient pour cette dérivée :

0p(lals) —Tap(lydh) = 0pgn=0
Ainsi notre bitenseur est a dérivée covariante nulle par rapport & x et par rapport @ x'. De plus,

pour x' coincidant avec x, il admet toujours les composantes triviales g,,. Il coincide
donc avec le bitenseur du transport et

(3'11) ta)\r:Qx.el/



12 ANDRE LICHNEROWICZ

4. Bitenseurs de Dirac.

a) V, étant de nouveau une variété riemannienne arbitraire, nous désignons
par t(x, x') tout bi-i-tenseur de V, astreint seulement & satisfaire la relation (3.9)

(4-1) Tan (%> ¥ = %) = g5 (%)

Le bitenseur de transport est, sur Q, un cas particulier des bitenseurs ainsi envisagés.
Pour chaque xeV,, nous désignons par 3, le scalaire-distribution de V, défini par :

(4-2) <8 (x), 9(x) >y, = 0(x)

ol nous avons introduit, pour étre clair, dans le symbole <...> une variable point %’
et ou @e,@(‘,n. De 3, on déduit un biscalaire-distribution § — ou scalaire-distribution sur

la variété produit V,xV, — défini de la maniére suivante : si ¢(x, x) e.@éﬂxvn
(43) < S(x’ %), o(x, xl)>Vn %V =<3,(x"), ¢(x, x') >Vn X Vi,

3(x, x") — symétrique en x, ¥ — est le biscalaire de Dirac sur V,,. La formule (4.2) sera
aussi écrite

(44) <8(x’ x’)’ cp(x’)>=cp(x)

Pour tout bitenseur © (astreint & (4.1)), le biscalaire 3 vérifie une relation impor-
tante que nous allons établir. Désignons par V, et V,. les opérateurs de dérivation
covariante respectivement par rapport a x et x". De (2.11), il résulte

T (8 (x, 1)), 0(x) > = <Y 3, 1), Vao(¥)> = <B(x, ¥), ¥ Vyop(x) >

soit d’apres (4.1) :

(4-5) —<Vy(ry 3(x, &), (&) >=Vu0(x) (9e2y)
Par dérivation de (4.4) par rapport a x, il vient d’autre part :
(4-6) V3%, 2°), @(x) > =V, (%)

De (4.5) et (4.6) résulte la relation que nous voulions établir
(4.7) — Vy(a 3(x, 1)) =V, 8(x, x')

b) Par produit tensoriel en x, ' du bi-1-tenseur t par lui-méme, on obtient des
bi-p-tenseurs notés ®Pz. Par antisymétrisation (partielle) ou produit extérieur de t par
lui-méme, on obtient des bi-p-formes notées APt (pour p=o, 1, ...,n); pour p=2 par
exemple, A%t admet les composantes :

(4 . 8) (AzT) af, A T Yo Tew T T T

Nous appellerons bitenseurs de Dirac sur V, les bitenseurs-distributions (®"<)3 et (AP1)3.
Ces bitenseurs-distributions ne dépendent pas du choix des bitenseurs © astreints naturel-
lement & satisfaire (4.1). Nous posons

3P = (APx)3  (avec 8% =3)
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PROPAGATEURS ET COMMUTATEURS EN RELATIVITE GENERALE 13

et désignons par d, et 5, les opérateurs de différentiation et de codifférentiation extérieure relative-
ment A x, par 4, et §,,, les opérateurs correspondant relativement & x’. Avec ces notations,
la relation (4..7) peut s’écrire :

(4: ’ 9) 81’ 8(1) = da:8

Plus généralement, cherchons & évaluer 3,8P(p=1,...,7). On a avec des notations
évidentes

(4.10) 8,, 8P =3, {(zAAP~11)3}

(4.10) ne dépendant pas du choix de r astreint a satisfaire (4.1), nous pouvons en outre

astreindre v a satisfaire aux relations vérifiées pour x’=x par les dérivées du bitenseur
de transport, soit :

(4.11) VT (%, ¥ = %) =Vt (%, ¥ =%) =0
Pour un tel bi-1-tenseur =, on voit que :
5,8 =3, (td) A AP It

ot le produit extérieur est effectué relativement a T,, soit d’aprés (4.9)

3,8 =d SAAP 1T
Compte tenu de (4.11), il vient :

3, 8P =d (AP~ 12)S +d SA AP Ir

c’est-a-dire

8,87 =d (AP ~11.3)
ou le second membre est indépendant du choix du bitenseur = astreint seulement a
satisfaire (4.1). Les bi-p-formes de Dirac vérifient ainsi les relations :

(4.12) 3, 8P =481 (p=1,...,n)

Ces relations peuvent aussi se déduire directement de (2-11).

5. Opérateurs différentiels linéaires du second ordre sur les scalaires.
a) Si (x*) désigne provisoirement les coordonnées canoniques de R”, on envisage
les opérateurs sur les fonctions u a valeurs réelles
(5.1) Lu = —g**0,qu 4 a*0u + cu
ol la forme quadratique (g*®) est de type hyperbolique normal et ou les (g™, &, ¢) sont

suffisamment différentiables. La théorie classique de ces opérateurs fait intervenir d’une
maniére essentielle des éléments liés 4 la métrique riemannienne

ds® = g g dx™ dx®

ot les formes (g,;) et (g**) sont corrélatives I'une de l'autre. Introduisons le laplacien
de u au sens de G. de Rham relativement & cette métrique

Au=38du=—V*V u
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14 ANDRE LICHNEROWICZ

soit avec les notations classiques :

A= — g9 qu— T%,0,u) = — V—Tﬁl o,( g0\ 2]
4
(5.1) peut s’écrire ainsi :

(5.2) Lu=Au-+b°0,u + cu

b) Nous sommes ainsi conduits a envisager ces opérateurs sous forme invariante
sur une variété différentiable. Soit V, une variété différentiable orientée de classe C*+’
munie d’une métrique riemannienne (g,s) de type hyperbolique normal, de classe C*. Si b est
une 1-forme et ¢ une o-forme de classe G*~*, nous pouvons introduire sur V, Iopérateur
différentiel linéaire du second ordre qui, 4 une fonction u de classe C¥*? (o<k<h—1),
fait correspondre une fonction de classe C* et qui est défini par la formule

(5-3) Lu=Au-+ b0 u+cu

ol Au est le laplacien dans la métrique donnée. Dans ces conditions, 'opérateur L’
adjoint de L se trouve défini par

(5-4) L'y =Av—V,(60) +cv

Pour que L soit auto-adjoint, il faut et il suffit que bs=o.
Si u et v sont des fonctions & valeurs scalaires de classe C*"2 il résulte de (5.4)

que :

vLu—L"v.u =0vAu—ulv + V, (uvb®)
soit
(5-5) vLu—L'v.u=38(vdu—udyv—uvb)

Si u est une fonction scalaire & support S(«) compact de classe C**? (ue2y"?) etsivest
une distribution dans V,, il résulte de (5.5) et (2.11) que :

<v, Lu> —<L'y, u> =<3(vdu—udv—uvb), 1>=0
soit

(5-6) <p, Lu>=<L’v, u>

La formule (5-6) est bien entendu encore valable si ’on a seulement S(z)nS(v) compact.

6. Solutions élémentaires correspondantes.

Toutes les considérations qui suivent sont de nature purement locales. Nous désignons
par T, le conoide caractéristique de sommet x'. Considérons un voisinage Q, homéomorphe
3 une boule ouverte, tel que pour tout point x de £, il existe un arc géodésique I(x, x")
et un seul dans Q joignant x’ & x. Les coordonnées normales géodésiques établissent un
homéomorphisme de Q sur une boule ouverte de ’espace vectoriel tangent en x’, homéo-
morphisme qui applique le conoide caractéristique en x sur le cbéne isotrope G, limité
A la boule. Ainsi le conoide caractéristique I',, est régulier dans Q; au partage de C,,
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en deux nappes Cf. et C, correspond la subdivision de I, en deux demi-conoides I'};
et I';, dont le premier est dit orienté vers le futur, le second vers le passé. Pour qu’un
point x de Q soit intérieur a I'}, (resp. I'y), il faut et il suffit que /(x’, x) soit orienté dans
le temps et vers le futur (resp. passé). Nous dirons alors que x est dans le futur de »’ (resp.
passé de x'}, le point x’ étant dans le passé (resp. futur) de x.

Nous appelons, selon Leray, émission d’un ensemble K de Q, ou futur de K, ’ensemble
des chemins temporels &_(K) issus d’un point de K du c6té du futur de ce point.
L’émission rétrograde &_(K), ou passé de K, est Pensemble des chemins temporels abou-
tissant en un point de K du c6té du passé de ce point. Un ensemble K de Q est dit compact
vers le passé (resp. futur) si son intersection avec &_(x) (resp. &,(x)) est compacte ou
vide pour tout x de Q; & (K) est aussi compact vers le passé, ainsi que tout sous-
ensemble fermé.

On démontre que lintersection &, (K)né&_(K’) est compacte si K ou K’ est
compact, K’ compact vers le futur ou K compact vers le passé (Leray [1]).

a}) En ce qui concerne les solutions élémentaires, nous rappellerons le résultat
suivant :

Théoréme. — Etant donnée une boule ouverte Q, il existe pour x' fixé deux solutions élémen-
taires £ (x) de L dans Q, ¢est-a-dire deux scalaires-distributions satisfaisant relativement & x
(6.1) L'EX(x) =35, (x)

et & supports respectivement dans & (x') ou &_(x"). Ces solutions élémentaires sont uniques.

Pour établir I’existence de ces solutions élémentaires, il suffit de se placer dans le
cas ou la variété envisagée est de dimension paire, le cas ou elle est de dimension impaire
s’en déduisant par la classique méthode de descente sur laquelle nous reviendrons dans
un instant. Nous nous bornons & esquisser une démonstration de ce théoréme bien connu,

Sur la variété V,,, on peut d’abord (*) établir, par intégration d’un systéme diffé-
rentiel, Pexistence d’une paramétrix o, relative au point x’, c’est-a-dire, pour chaque ’,
Pexistence d’un scalaire-distribution dans Q dont le support est sur I';, ou I';, et
satisfaisant :

L't =3,— %2

ol Z% est une fonction sommable de support le demi-conoide.

Considérons une solution ¢ de classe C**2 & support compact dans Q de I’équation :

Lo=1{ -

ou ¢eP¥. Cette solution vérifie :

<oy, 4> =<op, Lg> =<L'o;, o> =<3,, 6> — [ Lo (x)e(x)dS,

ou V™ est dans le domaine de I',; intérieur a Q et ot dS, est ’élément d’aire induit sur
le conoide. On obtient ainsi la relation intégrale

(6.2) o(¥) = [,_Za(®)e(x)dS, +<a7, ¢>

(Y) Voir Y. Fouris-Bruuar, Solutions élémentaires d’équations du 2¢ ordre, Coll. sur les équations aux dérivées
partielles C.N.R.S. (Nancy) [2].
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Cette équation intégrale a l'inconnue ¢ peut étre résolue par itération. Sa solution
unique est donnée par une opération linéaire continue sur ¢ qui définit un scalaire-
distribution E, et 'on peut écrire :

(6.3) ¢(¥) = <E;(x), $(x)>
Ainsi, quel que soit @ePk™? :
(6.4) ¢(x) =<E; (1), Lo(x)>

On voit sur la relation intégrale que E_ (x) est un scalaire-distribution dans Q a support dans
et sur I';;. C’est bien une solution élémentaire en x" de L dans Q; en effet, quel que soit
peDE? on a d’apres (6.4) :
<L'E; (%), o(¥)>=<E3(x), Lo(x)> = o(x)
soit :
<L*E;(x)a @(x) > == <8x'(x)’ cP(x)>
Il en résulte

(6.5) L'EZ () =3, (x)
Si (&, ¥) €DE . q, on peut définir un scalaire-distribution E7(x', x) dans QxQ
par la formule :
<E~(x, x), b’ £)>qa=<E;(x), d(x', )>q 0
On montre i Paide de théorémes de G. de Rham que E~(«’, x) définit pour chaque
un scalaire-distribution local en x'; E~(x’, x) est un noyau élémentaire; (6.5) pourra
étre écrit sous la forme :

(6.6) L E~ (', x) = 3(x, x')

En substituant au demi-conoide I',; le demi-conoide I'}, on construit de méme
un second noyau élémentaire E*(x’, x) qui, pour chaque #’, définit un scalaire-distribution
dont le support est dans et sur I'j. Nous établirons dans un instant, indépendamment,
Vunicité de ces noyaux élémentaires, unicité que nous admettrons pour le moment.

b) Sur la variété riemannienne V, de dimension n, soit p une isométrie laissant
invariant opérateur différentiel L. L’isométrie p laisse invariant le biscalaire 3 de Dirac
puisque si ¢ePy :

B, '), @(x) > =<8(ux, 2), (0 7'2)>=0(x)
De Vunicité des noyaux élémentaires, résulte alors leur invariance par w @
(6.7) E (o', ux) = E*(x, )

¢) Supposons la variété riemannienne envisagée V,,_, de dimension impaire et
soit ds? sa métrique. La méthode de descente permet d’établir dans ce cas Iexistence
des noyaux élémentaires. Considérons la variété produit Van an—1 X R et désignons
par p la projection canonique de V,, sur V,,_,. Nous munirons V,, de la métrique :
(6.8) ds? = — (d")2 L p'(ds?) '

ou #° est la coordonnée canonique de R.
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Désignons par 3= (x°, x) — ou x€V,,_, — un point de V,,. L’opérateur L étant
défini sur V,, _,, d’apres (5.3), & partir du laplacien A et des formes b et ¢ respectivement
de degré 1 et o, considérons l'opérateur L. défini sur v, . par le laplacien A associé

(6 8) et par les formes p'b et p'c. Cet opérateur L est invariant par les isométries g,
de V,, définies par :
Uy A°=>x"4h; x—x (heR)

Si ey ., son image inverse pp sur V,, satisfait :
(6.9) Lyy=pLy
Cela posé, soit Ey“, () une solution élémentaire de L dans le produit O d’une boule

ouverte Q de V,,_, par un intervalle ouvert. Pour chaque »’, on déduit de cette solution
un scalaire-distribution K, (x) dans Q par la formule

<Ky (), $()>a=<B; (1), ("4 (1) >3
ou (e2% et ol, compte tenu du support de Ey_, (), le second membre a un sens, bien

que p" ne soit pas & support compact dans Q. De (6.7) et de Pinvariance de §{ il
résulte que :

Ku;,y’(x) =K, /(%)
et que par suite K ne dépend que de x'=py’. A chaque &’ correspond ainsi un scalaire-
distribution E_(x) qui, d’aprés sa définition, a son support dans et sur I';; et satisfait

(6.x0) P<Eg(x), $(®)>a=<E; (1), 4>
D’autre part, d’apres (5.5) et compte tenu des supports de E‘( y) et de p'Y :
<EEZ(), (090 >a=<E; ), Ly>a
soit d’aprés (6.9) et (6.10)
6.01)  <LEZ0), 9 (0)>a=<E;(), pLy>a=p<Ei(®), Lé>q
Or, d’aprés la définition de Ey () :
<LEZ (), 00 >a=("V(»)

De (6.11) il résulte ainsi
<LEZ (%), $(x)>q=9()
et EZ(x) est solution élémentaire de L dans Q.

On peut ainsi établir Pexistence des deux noyaux élémentaires E=(x’, x) dans le
cas ot la dimension est impaire.

7. Théoréme d’unicité. Solutions de I’équation avec second membre.

a) Dans la boule ouverte Q de la variété riemannienne V,,, considérons un scalaire-
distribution » solution de I’équation homogene

Lv=o

et dont le support S(v) soit compact dans le futur.
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A toute fonction e, faisons correspondre la fonction ¢ définie par :
(7.1) (x) =<E*(x, x), $(x')>

Cette fonction a son support S(p) dans le futur & (S(¢)) du support S(¢) de la fonction ¢
et satisfait
Lio(x) =<LJE*(x, 2), b(+") > =<3(x, x), {(+") > =4 (x)

C’est donc une solution de I’équation
(7-2) L'e=¢

S(v) étant compact dans le futur, & (S(J))n&_(S(v)) est compact; nous désignerons
cette intersection par K. Soit « une fonction a support compactdans Q(xe2§), égale a 1
sur un voisinage compact de K. Comme Lv=o
<Ly, ao>=0
Il en résulte :
<o, L'(ap)> =<y, L'¢>=0
De (7.2) on déduit
<v,¢>=0

uelle que soit $e25. On a ainsi v=o0. Nous énoncerons :
0

Théoréme d’unicité. — Tout scalaire-distribution v dans Q, solution de I’équation home-
gene Lo=o0 et a support compact vers le futur (ou vers le passé) est nécessairement nul.

Il en résulte en particulier que les deux solutions élémentaires E(x) et E_(x)
(a supports dans &_(x') et &_(x")), ainsi que les noyaux élémentaires correspondants,
sont bien uniquement déterminés par les conditions du théoréme du § 6, a.

b) Dans la boule ouverte €, considérons I’équation :

(7-3) Lo=4
ol ¢ est une fonction arbitraire de Z5,.

Toute solution ¢ de classe CF% de Péquation (7.3) & support compact dans le futur est
nécessatrement la fonction donnée par

(7-4) o(x) =<ET(x, x), ¢(x)>

En effet, I'intersection &_(S({))n &, (x') est vide ou est un compact K. Soit «
une fonction & support compact («e2%) égale & 1 dans un voisinage compact de K.
Pour «' dans le passé de S({), on a :
<E*(#', x), $(x)>=<E*(x, x), Lo(x)>=<E*t(x’, x), L (xp)>
Soit
<E+(x’: X)s ‘I’(x)>=<L1E+(x” x)s a(x)p(x)>=p(x")

ce qui démontre la propriété.
¢} Plus généralement, étant donnée une distribution v & support compact dans le futur,
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le noyau élémentaire E* (x', x) nous permet de construire une distribution & sufport comgact dans
le futur, solution de I’équation

(7-5) Lu=v

En effet, considérons la composition au sens de Volterra et par rapport au point x
du noyau E*(x", x) et de la distribution »(x) : si ¢ est une fonction arbitraire de 2§, la
distribution composée u est définie par :

(7.6) <u(x), $(x') > =<o(x), ¢(x)>

ou ¢ est la fonction déduite de ¢ par la formule (7.1), c’est-a-dire la solution unique
de L'p=1{ & support compact dans le passé. Comme &, (S({))n&_(S(v)) est compact,
le second membre de (7.6) a un sens quel que soit ¢. Nous noterons cette composition

(7.7) u(x') = [E*(x', )o(x)n(x)

D’apres sa définition, u est tel que S(u) est dans &_(S(»)), donc est & support compact
dans le futur.

La distribution u vérifie (7.5). En effet, si ¢ est une fonction a support compact

dans Q :
<Lu, o> =<u, L'¢>=<u, {>
donc d’apres (7.6)
<Lu, > =<u, 9>

et (7.5) est vérifiée au sens des distributions.

En particulier, si » est une fonction ¢ & support compact dans le futur, u est
nécessairement la solution usuelle ¢ donnée par (7.4).

8. Relations entre les noyaux élémentaires. Propagateurs.

a) Désignons par E'*(x’, x) les noyaux élémentaires associés a l'opérateur L
adjoint de L et considérons la fonction (¢ e2g) :
(8.1) oy (#") =<E"(x, x'), b(x)>
Son support est dans le passé du support de § et 'on a :
Looy () =<LyE™(x, ), $(#)> =<8(x, ), $(#)> =4{x)

Ainsi, quelle que soit ¢ €2}, la fonction ¢, définie par (8.1) coincide avec la fonction ¢
définie par (7.4). Il en résulte :

(8.2) E~(x, ) =E"(x, %)
et de méme ‘

(8.3) E*f(x, x') =E~(«', x)
Ainsi

(8.4) L, E£(x’, x) =38(x, ")
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#) Introduisons le scalaire-distribution défini dans QxQ par :
(8.5) G(x, &) =E*(«', x) —E~(«', )

Pour chaque x'e€Q, il définit un scalaire-distribution dans Q dont le support
est dans et sur le conoide T',.. De plus il satisfait, relativement a x, & I’équation homogéne
(8.6) L.G(x, x)=o0
Au noyau G nous donnerons le nom de propagateur scalaire relatif a I’opérateur L.

A Popérateur adjoint L correspond le propagateur :

G'(x, ) =E"*(x', x) —E*~(«’, x)
qui satisfait, relativement & x, & ’équation homogéne :
L,G'(x,x')=o0
De (8.2), (8.3) il résulte :
G'(x, ') =E~(x, ') —E*(x, x")

soit
(8.7) G'(x, ) =—G(«, x)
Le propagateur G(x, x') satisfait ainsi, relativement a x’, I’équation homogene :
(8.8) L,.G{x, x)=o0
¢) Supposons auto-adjoint opérateur L :
Lu=(A+4c)u
On a alors d’aprés (8.2) et (8.3) :
(8.9) Et(x, ) =E"(x", x)
et de (8.7%) il résulte :
(8.10) G(x, ') =—G(x', )

Ainsi, pour tout opérateur auto-adjoint L, le propagateur G est un noyau anti-
symétrique satisfaisant :

(8.11) L,G(x,x") =0

d) Envisageons en particulier I’espace-temps de Minkowski de la relativité restreinte
et ’opérateur A, hyperbolique normal, relatif a4 la métrique de cet espace. Si Dy (x', x)
et Df(x', x) sont les noyaux élémentaires correspondants, Dg(x’, x) satisfait pour
chaque x’
ADy (2, x) =8(x, x")
et pour chaque x’ a son support dans le passé de x’. De méme :
Ang_(x'> x) =3(x, &)

et Df (x’, x) a, pour chaque x’, son support dans le futur de »'.
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On sait que le scalaire-distribution D(x) de Fordan-Pauli peut s’écrire
Dy(x) = D**(x) —D*(x)

ol D™ a son support sur le demi-cone futur de l'origine et D* sur le demi-c6ne passé
de l'origine et oli, avec notre définition de I'opérateur A,

AD™H(x) = —5(x) AD™(x) = — 3(x)
Posons maintenant :
D™(x, ') =D"*(x—x") D¥(x, ) =D*(x—x")
et
(8.12) D,(#, #') = Dy(x—x")
On a:
A, D™ x', x) =3(x', ") ADT(x', x) = 8{x, ')

ou, pour chaque x', D™(x’, x) a son support sur le demi-cone passé de &’ et D*(x', x)
sur le demi-cone fatur de x’. Du théoréme d’unicité il résulte :

D¢(x’, x) =Dy (x', x) D¥(x’, x) =D (x, x)
Il vient par suite :
D,(x’, x) =Dy (x', x) —Df (+', x)
soit d’apres I’antisymétrie de Dy(x, x") :
(8.13) Dy(x, ') =D (x', x) —D; (', x)

Ainsi Dy(x, x) est le propagateur scalaire assocté sur Uespace-temps de Minkowski &
Popérateur A. C’est le « propagateur de Fordan-Pauli ».

8 bis. Solutions d’équations-homogénes. Probléme de Cauchy.

A

a) Soit ¢ une fonction a support compact dans Q. Considérons le scalaire-distri-
bution # défini par composition au sens de Volterra du propagateur G et d’un scalaire-
distribution ». D’aprés la définition de cette composition

(8 bis-x) u(x') = [G(x, #)o(x)n(x)
on a
(8 bis-2) <u, > =<v, o>

ou la fonction
(8 bis-3) o(x) =<G(x, ), Y(x')>

satisfait L'¢=o0. La distribution u est définie si (8 bis-2) est définie quelle que soit
Y€, en particulier, d’apreés 1’étude qui précede, si v est @ support compact dans le passé
et le futur.
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Si ¢ est a support compact, on a :

<Lu, $> =<u, L'o>=<o, u>

1(x) =<G(x, x), L, b(x")>=<L.G(x, x'), $(x)>=0
Par suite, au sens des distributions,
(8 bis-4) Lu=o
Inversement, soit # un scalaire-distribution dans € solution de (8 bis-4). Consi-
dérons un recouvrement de Q par deux sous-ensembles fermés Q, et Q_ respectivement

compacts dans le passé ou dans le futur. Un tel recouvrement peut étre réalisé par
partage par une section d’espace. D’aprés Schwartz, on sait que

U= +u,
ou S(u)cQ, et S(u,)c_. Posons :
Luyy=—v Lu,=v

ou S(v) est dans l'intersection Q, nQ_, donc est compact dans le passé et dans le futur,
D’aprés la propriété de support de #,, on a, en vertu de (7.7),

u(x) = — [E=(x', #)o(x)n(»)
et, d’aprés la propriété de support de u,, on a de méme en vertu de (7.7) :

uy(x') = [E+(x', 2)o(x)n()
Il en résulte :

u(x') = [G(x, x")o(x)n(x)
Ainsi :

Théoréme. — Toute solution distribution d’une équation homogéne dans €2 peut étre obtenue
par composition au sens de Volterra du propagateur G avec un scalaire-distribution qu’on peut choisir
a support compact dans le passé et dans le futur (1).

b) Soit v un scalaire-distribution a support compact dans le passé et le futur, et
supposons qu’il existe une solution u & support compact dans le passé et dans le futur
pour I’équation :

(8 bis-5) Lu=v

u étant a support compact dans le passé, on a :

u(x') = [B7(x', x)o(x)n(x)

(1) Ce théoréme est di 2 Y. Fourks-Brunar, Comptes rendus Acad. Sc., t. 251, p. 29-31 (1960) {3].
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u étant a support compact dans le futur, on a :
u(x') = [E*(x', x)o(x)n(x)
Il en résulte que, nécessairement :

(8 bis-6) G, #)o(x)m(x) =0
Inversement, si (8 bis-6) est satisfaite, le scalaire-distribution :
u(x) = [B=(, m)o(x)a(x) = [E*(x', 2)o()n(x)

est solution de (8 bis-5) et son support est compact dans le passé et le futur, puisque
sous-ensemble fermé respectivement du futur de S(v) et du passé de S(v). Ainsi :

Théoréme. — Pour que [’équation
Lu=v

ot v est un scalaire-distribution & support compact dans le passé et le futur, admetie une solution &
support compact dans le passé et le futur, il faut et il suffit que :

G %)o(x)n(x) =0

¢) Le propagateur G intervient aussi de maniére simple dans la solution du
probléme général de Cauchy.
Considérons le bitenseur-distribution, 1-tenseur en x et scalaire en x’, défini par :

(Bbis7)  A(p) =E~(¥, x)d,0(x) —p(x)d,E (¥, ) —bp(x)E~(, )

ol b est le 1-tenseur en x apparaissant dans I’expression de L, et ol ¢ est une fonction
arbitraire de classe C¥ "2, Pour x’ fixé, on a S[A™(¢)]cé&_(x’) etlarelation (5.5) donne :
(8 bis-8) —8,A(¢) = 3(x, ) (x) —E~(x', )L o (x)

Soit £ une hypersurface orientée dans ’espace, définissant dans  deux composantes

connexes ouvertes Q' et Q"' telles que Q’'= Q'UZ soit compacte vers le passéet Q"' =Q""uX
compacte vers le futur. Si $e2§, considérons le vecteur o ~(¢) défini en x par :

o~ (¢) =<A™(9), $(x)>
Son support est dans le passé du support de ¢. Si nous introduisons le flux de ce vecteur
a travers T orientée de Q"' vers ', Papplication linéaire continue
y—>fluxzo™(¢)
définit un scalaire-distribution en &’

(8 bis-g) fluxg A~ (o)

qui ne dépend que des données de Cauchy définies par ¢ sur Z. Si ¢ a son support dans Q"’,
il est clair que fluxgzw~(p) est nul. Par suite (8 bis-g) a son support dans Q’.
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(8 bis-9) peut aussi étre défini de la maniére suivante : considérons la composition
au sens de Volterra de 5,A™(¢) et de la distribution ¢’ défini par une fonction égale a 1
dans Q’, 4 o dans Q" :

u(x') = [8,A7(9)¢'()n(#)
Si $e2f, ona:
<u, > =<¢', 1>

x(x) =<8,A(p), $(x")>=28,07(¢)
Par suite, d’aprés la formule de Stokes :
<u, §>=[_x(=)n(x) = [ 8,07 (p)n(x) =fuxze(9)
Ainsi
(8 bis-10) fluxz A () = [3,A™(¢)e"(x)n()
Nous désignons par A () le bitenseur-distribution qui se déduit de A~ (¢) par

la substitution de E*(x’, ) & E~(x, ). Avec des définitions et notations symétriques
des précédentes, on voit que :

fluxg A*(9) =— [3,A%(9)e" ()1 (x)

a son support dans Q”. Introduisons le bitenseur-distribution B(g)=A*(p) —A (o)
dans QX Q. Avec la méme définition pour le flux, il vient :

fluxgB(g) = fluxz A*(¢) — fluxy A~ (o)
d) Soit ¢ une fonction de classe C¥+? dans Q solution de I’équation homogéne :
(8 bis-1x) Lo(x)=0
Si $e2f, il résulte de (8 bis-8)

o(x) <38(x, ), P(x")>=—<3,A7(9), ¢(x")>
Soit

(8 bis-12) P(*)$(x) = —3,07(¢)

Soit ¢’ (resp. ¢’’) une fonction égale 4 ¢ dans Q' (resp. ), & o dans Q" (resp. Q).
De (8 bis. 12), il résulte par intégration

[ @ ()b (E)n(x) = —fuxg (o)
On en déduit qu’au sens des distributions dans Q :
¢’ (%) = —fluxz A™(o)
De méme, compte tenu de I'orientation de X :
9" (x) =fluxz A*{e)
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Mais au sens des distributions dans Q, ¢=¢’+¢". Il en résulte qu’au méme sens :
(8 bis.13) ¢(x") = flux; B(9)

ot B(p) est le bitenseur-distribution construit & partir du propagateur G au moyen de
la formule

(8 bis. xq) B(¢) =G(x, ')d,¢0(x) —o(%)4,G(x, x") — bo(x)G(x, &)

de telle sorte que le second membre de (8 bis.13) est manifestement solution de I’équation
homogene. Cette formule fournit ainsi une expression de la solution unique du probléme
général de Cauchy relatif & X et a I’équation homogéne L¢=o.

9. Opérateurs différentiels linéaires sur les temseurs.

a) Soit toujours V, une variété différentiable orientée de classe C**! munie d’une
métrique riemannienne (g,.) de type hyperbolique normal, de classe C.

Considérons 'opérateur différentiel linéaire A du second ordre, sur les tenseurs T
d’ordre p, défini par :

(9 . I) (KT)al... ap = VprTozl...ap = -_gpuvpcha,...

“p
qui transforme tout tenseur de classe C¥*2 (0<k<k-—2) en un tenseur de classe C%
Cet opérateur admet pour céne caractéristique en x le cone isotrope C, de la variété

riemannienne.
Si U est un autre tenseur d’ordre p de classe C**2 on a :
(ZT, U) — __Ua,...apvpvaulmap:__Vp(Uocl...rxpvaalmap) _|_VpUax..,uprTalmap
Désignons par V(T, U) le vecteur :
(9-2) Vo(T, U) =Un%V T,
Avec cette notation, il vient :
(9-3) (AT, U) = (VT, VU) + $V(T, U)
De (9.3) on déduit :
(9-4) (AT, U)— (T, AU) =8{V(T, U)-V(U, T)}

et le premier membre de (9.4) est une divergence dans V,.
Si U est un tenseur et T est un tenseur-distribution dans V,, tels que S(U) nS(T) soit
compact, on déduit de (9.4) par le méme raisonnement qu’au § 5 :

(9.5) <AT, U>=<T, AU>

b) Plus généralement, donnons-nous sur V, un champ G d’opérateurs linéaires C,
sur les tenseurs d’ordre g et un champ B d’applications linéaires des tenseurs d’ordre (p -+ 1)
dans les tenseurs d’ordre p, tous deux de classe C"*2 Une telle application linéaire en x
peut étre définie par ensemble de n opérateurs linéaires Bf (=1, ..., n) sur les tenseurs
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d’ordre p en ce point. Nous désignons par B et C; les opérateurs transposés par rappori

a la métrique ou au produit scalaire noté ( , ) correspondant.

Nous pouvons introduire 1’opérateur différentiel linéaire du second ordre sur les
tenseurs T d’ordre p défini par :

(9.6) LT=AT +BV,T+CT
qui transforme tout tenseur de classe C*** en un tenseur de classe C*.

L’opérateur adjoint L™ de L se trouve défini par :
(9-7) L'U=AU—V,(B*U) +CU
Pour que L soit auto-adjoint, il faut et il suffit que :
B?e—=_Br° C=C—-Vp
Il en est en particulier ainsi en I’absence de termes en dérivées premiéres (B°=o0) si
C'=C.
Si T et U sont des tenseurs d’ordre p, de classe C¥*2 on a :
(LT, U)— (T, L'U) = (&T, U) — (T, AU) + (B,T, U) +
(T, V,(B*U)) 4+ (CT, U) — (T, C'U)
B? et B étant transposés, il vient :
(B°V,T, U) + (T, V,(B*U)) = (V,T, B*U) + (T, V,(B*U)) =V, (T, B*U) =V (BT, U)
Désignons par W(T, U) le vecteur défini par :
C, et C; étant transposés, on obtient ainsi, compte tenu de (9.4)
(9-9) (LT, U)— (T, L'U) = 3{V(T, U)— V(U, T) — W(T, U)}
Si U est un tenseur et T un tenseur-distribution dans V,, tels que S(U) nS(T) soit
compact, il résulte bien de (9.9) que :
(9.10) <LT, U>=<T, L'U>

10. L’opérateur laplacien sur un tenseur.

a) Restreignons-nous d’abord aux tenseurs antisyméiriques. Sur ces tenseurs, le
laplacien A de Georges de Rham se trouve défini par la formule :

(10.1) AT = (d5+3d)T

Si l’on explicite cet opérateur en termes de dérivées covariantes, il vient (1) :

1 I
melﬁa---ap 7\U-Ba~-.BnR

w _ 00
5 (p—x)! Ay.ns dpR)\U'T Ba...Bp (p__Q)!Ea;...ocp M,MT Bs...8p

(AT)aI... p___ '—VprTal‘..a +

a.

() Voir Licanerowicz [1], p. 2.
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ol ¢ est le tenseur-indicateur de Kronecker. La formule précédente peut €tre mise sous
la forme :

(10'2) (AT)a,...ap:_VprTal...ap+%Raku.Toc,...u.. oy 2 R T poe®

S PO T L Olp

ou dans le deuxiéme terme du second membre p occupe la £° place, dans le troisiéme
terme p et ¢ respectivement les £° et [° places.

b) Pour tout tenseur T (antisymétrique ou non), nous appelons laplacien du tenseur 'T
et désignons par A'T le tenseur défini par la formule (10.2). L’opérateur qui coincide ainsi sur
les tenseurs antisymétriques avec le laplacien introduit par Georges de Rham est aufo-
adjoint. En effet, posons :

(r0.3) (FT)GI.”%=%R T, " .— SR T -0

(A AT 1 LA R e Op

Si U est un tenseur arbitraire d’ordre p :

_ 13 Qg0 Ve Oy p...0
(FT, U) —“%Ru.vTal“. ...apU 4 kEIRuP,VOT%--- .

“apUtxl...u....V...(lp

ou, dans la premiére somme, les indices . et v occupent la £° place dans T et U et, dans
la deuxi¢me somme, les indices p. et p occupent la ° place, les indices v et ¢ la I° place.
Des propriétés de symétrie du tenseur de courbure il résulte

(I'T, U) = (T, T'U)

c’est-a-dire I"=T, ce qui démontre le caractére auto-adjoint de A.

Sur Iexpression (10.2), on voit que si le tenseur T d’ordre p présente une symétrie
ou une antisymétrie par rapport & un couple d’indices, il en est de méme pour AT.
Ainsi A respecte les symétries du tenseur sur lequel il opére.

On vérifie enfin aisément que Popérateur A commute avec la contraction. En effet

[ 2 i3 — 1 v °w
g ' 2%Rakll-Ta1... %_2 RH-VT Gs..-ap+k§3R¢kuT Vilg ... ...ap
De méme :
oy 0L, p...C __ (%o} vp [} oV .4
g ' zkélRakp,u;cTa,... ...ap_2 RpaT a,...vxp+2 l§3R""’“l°(T Og.se ...ap+T O .- ...rxp) +
p...0
k123 otkp,alGTvVa,... ...Olp
k+

ol le deuxiéme terme du second membre est nul par raison de symétrie. Par suite :

Qg _ v © . v f...0
g (FT)alaz...ap'—k§3Raku.T R k,isRakp,alcT Yoz ... <ty
k*1
Ainsi, si nous posons :
’ N
Ta....o:p'—Tvm,..‘ozp

il vient :

ga‘%(FT>a1a,...ap = (FT’)aS...ap
ce qui démontre la commutation de A avec la contraction.
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¢) Pour un tenseur T d’ordre 2, on a :

(10.4) (AT)pg=—V°V, Tog+ R T+ Ry T —2 R, 4, T

ap, Ba
Supposons la variété riemannienne V, telle que son tenseur de Ricci soit & dérivée

covariante nulle

(10.5) V.R;z=0

Nous nous proposons d’établir sous cette hypothese deux formules qui nous seront
utiles dans la suite. T étant un tenseur d’ordre 2, étudions le tenseur SAT. De (10.4) on
déduit, compte tenu de (10.5) :

(10.6) (OAT), = V*VPV, Toe— R, V*T?— R, V*T f + 2 R, , V*T%

op, 3o
De I'identité de Ricci, il résulte :

VAWV, T, = VV*V, T, — R, #V, T, — R, @V, T, — R, #V, T

Soit :

VEVPY, Typ = VP V2V, Ty — R, 5, VE TP

ap, Ba
En appliquant de nouveau I'identité de Ricci, on a :
VeV, Ty = VPV, VT s — VP(R?, % T +R% % Tyo) — R, 5, VFTP®

Soit :

VWPV, T, =V°V,V*T,, + R, V*T° —2 R, V*T°°

ap, Bo
De (10.6) on déduit ainsi :
(BAT)B = V“V‘,V"‘TmB — Rng“‘To‘p =—VV,(dT) s+ Ry, (3T)°
c’est-a-dire la formule :
SAT =A3T

Si A est une forme linéaire arbitraire, considérons son laplacien :
(AA) P VpVoAB + RBvo
et prenons sa dérivée covariante :
V (AA)g=—V,V*V, A, + R,V A°
De l'identité de Ricci, on déduit :
V. VPV, Ay =VV, VA, —R V' A 4R, 5, VPA®
soit en appliquant une seconde fois I'identité de Ricci :
V. VPV, A, =VV, VA, —R,V°A; +2 R, 5, VPA°
Nous obtenons :
Vo (AA)g=—VV,V A+ R, VA, + R, V AP—2 R, . VPA®
Ainsi :
VAA =AVA
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Nous énoncerons :

Théoréme. — Sur une variété riemannienne V, dont le tenseur de Ricci est & dérivée covariante
nulle, st 'T est un tenseur d’ordre 2 et A un tenseur d’ordre 1, on a les formules :

(r0.%) SAT = A3T
et
(10.8) VAA =AVA

11, Noyaux élémentaires et propagateurs temsoriels.

Sur la variété riemannienne V,, les opérateurs différentiels envisagés sur les
tenseurs d’ordre p peuvent s’écrire :

(xx.1) LT=AT+BV,T+CT

Les considérations développées pour les noyaux élémentaires et propagateurs dans
le cas scalaire, s’étendent d’elles-mémes sans modification aux opérateurs tensoriels
précédents.

a) Etant donnée une boule ouverte Q, il existe dans QX Q deux noyaux élémen-
taires EP£(x’, x), c’est-a-dire, pour chaque x'eQ, deux systtmes de distributions
dans Q & support respectivement dans et sur I'}, ou dans et sur I'; et vérifiant ’équation :

(11.2) LIED%(x', x) — (D0)3(x, #')

ou le second membre est le bitenseur de Dirac d’ordre g introduit au § 4.

A chaque point de Q attachons un repére et désignons par (e,) le repére en x et
par (e,) le repére en x'; EP*+(x', x) est défini par le systéme
(r1.3) E(ofi).tapx;...xb(x's x)
de distributions dans € XQ. De 'unicité de (11.3) pour ces repéres et du caractére
tensoriel en %" du second membre de (11.2), il résulte que les EZ'¥ ..», Présentent

ceeop Al
le caractére tensoriel relativement aux changements de base en x'.

D’autre part, pour chaque x€Q, on obtient un systtme de distributions dans Q
vérifiant I’équation

L, E0%(x, x) = (®r)3(x, x)

et les ED* apn...x, Présentent aussile caractére tensoriel relativement aux changements
de base en x. Nous pouvons résumer les résultats essentiels dans les énoncés suivants :

Théoréme. — Etant donnée une boule ouverte Q, il existe pour Popérateur L sur les tenseurs
d’ordre p deux noyaux élémentaires EP*(x') x) dans QXQ, Cest-d-dire deux bitenseurs-
distributions d’ordre p, satisfaisant relativement @ x I’équation aux dérivées partielles

(11.4) LLED(x', x) = (@5)3(x, )
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et & supports pour chaque x' respectivement dans et sur T')t et T';. Ces noyaux satisfont relativement a x'
4

(11.5) L, EP%(x, 5) = (@0)3(x, #);

ces noyaux élémentaires sont uniques.

Théoréme d’unicité. — Tout tenseur-distribution ' dans Q qui est solution de Iéquation
homogéne LT =o0 et dont le support est compact dans le futur (ou le passé) est nécessairement nul.
b) Introduisons le bitenseur-distribution défini dans Q X Q par :
(xx1.6) EP(x, ) =EP+(x', x) —EP~ (&', x)
Pour chaque x'€Q, le support dans Q est dans et sur le conoide caractéristique I',..
De plus il satisfait, relativement a4 x, ’équation homogéne :

(xx.7) LEP(x, Y=o
Au noyau E!® nous donnons le nom de propagateur tensoriel relatif 4 I’opérateur L.
A Popérateur adjoint L" correspond le propagateur tensoriel E®(x, x) qui satisfait
relativement & x ’équation homogene :
LE®(x, ) =0
Entre E? et E' on a la relation :
(x1.8) E'®(x, x') = —EP(x, x)
Supposons Uopérateur L auto-adjoint. On a alors :

EP*(x, x') =EP~(x', x)

et le propagateur tensoriel E®(x, x’) est un noyau antisymétrique en (x, x').

Les considérations développées pour les propagateurs dans le cas scalaire, relative-
ment aux solutions de I’équation homogeéne, s’étendent sans modifications aux propa-
gateurs tensoriels associés aux opérateurs L précédents.

12. Propagateurs antisymétriques associés a Popérateur (A-+yp) sur les
formes.

a) Considérons I'opérateur auto-adjoint sur les tenseurs T d’ordre p défini par :
(A4w)T

ol A est le laplacien introduit au § 10 et w un scalaire constant.

A tout tenseur antisymétrique, P'opérateur (A4 u) fait correspondre un tenseur
antisymétrique. Ainsi (A 4 u) opére sur les p-formes. En antisymétrisant les noyaux élémen-
taires EP'+(x’) x) relatifs & notre opérateur, on voit qu’il existe deux noyaux antisymé-
triqgues GP'*(x', x) qui, pour chaque x’, satisfont relativement & x I'équation aux dérivées
partielles :

(x2.1) (A,+ W) GP=(x', ) =39(x, &) (p=0, 1, ..., )
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et sont 4 supports respectivement dans et sur I'; et I';. Pour chaque x, ces noyaux
définissent deux solutions dans Q relativement a x’ de :

(12.2) (A, 4 )G E(x') x) =3P (x, ")
Ces noyaux sont uniques et
GP+(x, &) =GP~ (x', x)

b) Nous appelons propagateur antisymétrique d’ordre p relatif & Popérateur (A 4 u)
la bi-p-forme distribution définie par
(12.3) GP(x, ') =GP+ (x', x) —GP~ («', x)
Pour chaque #’ dans Q, le support est dans et sur le conoide caractéristique I',, . G¥ satisfait,
relativement a x, I’équation homogene :
(12.4) (A, + ) G¥(x, ) =0
Enfin, le noyau GP(x, ') est antisymétrique en x et x’.

c) Les opérateurs A, et d, commutent sur les formes. De (12.1) on peut donc
déduire :

(12.5) (8, + w)d, GV (x', 5) =, 5P(x, x"
D’autre part, les opérateurs A, et 3,, commutant, on a :
(12.6) (A, + )8, GPHUE(x', x) = 5,87 (x, ")
De la relation (4.12) soit :
58P (x, x") =d, 8P (x, ') (p=0,1,...,0—1)

on déduit par soustraction de (12.5) et (12.6)

(A, + ) (5,GPHIE_ g GBIE) =0
ou, pour chaque x’ de Q

5,GPTIE (' x) —d, G E(x', x)

a son support dans et sur un demi-conoide caractéristique. Du théoréme d’unicité, il
résulte ainsi :

(12.7) 5, Gl VE(x x) =d,GP*(x", x) (p=o0,1,...,n—1)

Par soustraction, on voit que les propagateurs antisymétriques des différents ordres
satisfont aux relations différentielles (1)

(12.8) 5,GPHV(x, &) =d, GP(x, x') (p=0,1,...,n—T1)

d) Des relations différentielles (12.7) on tire une conséquence simple concernant
la composition de Volterra. Soit U une p-forme-distribution (p=o, 1, ...,n—1) 2a

(1) Licunerowicz [2].
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support compact dans le futur. La composition au sens de Volterra (voir § 7) du noyau
GP+(x’, x) et de U(x) ayant un sens, considérons la p-forme-distribution T définie par :

(12.9) T(x') = [GW* (', £)U(x)n(x)

et étudions sa différentielle extérieure. Celle-ci se déduisant par antisymétrisation de la
dérivée covariante, on a pour toute (p -+ 1)-forme V d support compact :

(x2.10) <d,T(x), V(') >=(p+1)<T(x"), 3, V(x')>
Or, d’aprés la définition de la composition de Volterra :
(x2.11) <T(x), 3, V(x')>=<U(x), R(x)>

ou l'on a posé :
R{x) =<GP*(x, x), 8, V(x')>

qui peut aussi s’écrire

R(x) =57 <4 GV (', ), V)~

soit, en vertu des relations différentielles (12.7) :
1
R{x) =——<§,GP*(x’ %), V(x'} >
=57 (¥, %), V()
En posant
S(x) =<GP+U+(x, x), V(x')>

ou le support de S est contenu dans &,[S(V)], on a d’aprés (12.10) et (12.11) :

<d,T(x"), V(x)>=<U(x), 3,S(x)>
L’intersection &,[S(V)]n&_[S(U)] ou S(V) est compact et S(U) compact vers le

futur est un compact K. Soit « une fonction suffisamment différentiable a support
compact, égale a 1 sur un voisinage compact de K. On a :

L <4 Ux), «(*)S(x)>

<U(x), 8,S(%)> =<U(x), 8 {a(x)S(x) }> ~

Ainsi :

<U(x), 3,5(x)> =p—j_—1—<dzU(x), S(x)>

Nous obtenons ainsi, quelle que soit la (p + 1)-forme V & support compact :

(12.12) <d, T(x'), V(x')> =;%<de(x), S(x)>
avee
(x2.13) S(x) =<GP+V*(x', x), V(x')>
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Les relations (12.12), (12.13) expriment que 4, T(x’) est la composition au sens de
Volterra de G7*U%(x’, x) et de (1/p+1)d,U(x). La p-forme distribution T définie
par (12.9) admet donc comme différentielle extéricure :

(12.14) dz.T(x’):#; GPHIH (e, D)L U®)n(x) (=0, 1, ..., n—1)

¢) D’aprés D'extension aux opérateurs du théoréme du § 8 bis, toute p-forme
distribution T, solution de I’équation homogeéne

(A+wT=o
peut s’écrire au moyen de la composition de Volterra

T(x) = [GP(x, ) U(x)n(x)

ou U(x) est une p-forme distribution a support compact dans le passé et le futur. Nous
dirons que T dérive de la source U.
De

T(x') = [GP*(x', A)U(x)n(x) — [GP~ (', ) U(x)n(x)

on déduit d’aprés (12.14) :
I

LT =

§ G5 (x, )4, U)n(x) — [GEI~ (¢, )d,U(x)n(x) ;

Par suite :
1

=

et dT, solution de I’équation homogéne associée & (A4-u), dérive de la source (1/p+41)dU.

4 T(x')

z

JG# Y (x #)AU () ()

13. Propagateur symétrique associé a l'opérateur (A u) sur les tenseurs
symétriques d’ordre 2.

a) L’opérateur auto-adjoint (A4 u) (w=const.) opere sur les fenseurs syméiriques
d’ordre 2.

D’apres (10.4) :
(r3.1) (AT) g+ 0T g =—VV, T g+ R, T + R, TS —2 R 0, T+ uT4
Par symétrisation des noyaux élémentaires E®*(x’, x) relatifs & notre opérateur, on voit

qu’il existe deux noyaux symétriques K*(x', x) ou bi-2-tenseurs-distributions symétriques
d’ordre 2, satisfaisant relativement a x

(13.2) (A, + WK (¥, ) = (8*7)3(x, #)
ol 7 vérifie (4.1) et ou S%t est le bitenseur symétrique :
(13.3) (S*) o8, M = o Tapr T Tow Tonr
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34 ANDRE LICHNEROWICZ
Pour chaque «’ ils sont a supports respectivement dans et sur I'}, et I';. Par rapport 4 x’
ces noyaux vérifient :
(13-4) (A, + ) K=(x', x) = (8%7)3
Nous appelons propagateur symétrique relatif 2 (A~+ ) le bi-2-tenseur-distribution
symétrique défini par :
: K(x, ) =K (", x) — K~ (x', x)
Par rapport a x, ce propagateur satisfait I’équation homogéne :
(x3.5) (B + ) K(x #) =0
b) (13.2) s’écrit explicitement en coordonnées locales :
(13 . 6) (Az + H) Kffa, P (Tu)\'TBu.’ + Tau.’ TB)\')S
Désignons par K55, et K, les contractés en x de K%, ;. et Ky 5,
K%’u' = gaﬁ K::G, A K)\’y.’ = gaB KaB, A’
Ce sont des bitenseurs-distributions scalaires en x et tenseurs symétriques d’ordre 2 en x'.
Par contraction de (13.6), il vient, 'opérateur A commutant avec la contraction
(voir § 10)

(Azz + P‘) K):E:’p.’ =2 Ty T:’ 3
Or :

Ton Tord == gy (%)
Il vient ainsi :

(x3.7) (A + WKy =2 guyd

D’autre part, si G®* sont les noyaux scalaires relatifs 3 Popérateur A4y de :
(A, + )G =3

on déduit par multiplication par 2 g,,,., tenseur en x’ :

(13.8) (A, 4 1) (2 6w GV*) =2 g, 8

En retranchant (13.8) de (13.7) et appliquant le théoréme d’unicité, on obtient :

(13.9) K (%, 2) =2 g, (x') GO+ (', %)

On en déduit pour les propagateurs correspondants la relation (1) :

(13. x0) Ko (5, ) =2 3, (#) G5, )

¢) Etant donné, sur la variété riemannienne V,, un vecteur A, nous désignerons

dans la suite par DA le tenseur symétrique d’ordre 2 obtenu par symétrisation de la dérivée covariante
de A

(13.11) (DA)op =V, A+ VA,

(1) Licunerowicz [3].
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soit
A =%(A)g
ot Z(A) est I'opérateur de transformation infinitésimale relatif 2 A et g le tenseur
métrique.
Avec ces notations, proposons-nous d’évaluer 3,[(S?71)3]. Le résultat ne dépendant

pas du choix de t astreint a satisfaire (4.1), on peut astreindre provisoirement t a satis-
faire en outre (4.11). Il vient :

{831’ [(821.) S] }aﬂu.' = V)\’{ (Tal’TBu’ + szy.’TBZ'> 8}
soit d’apres (4.7) :
{3, [(5%7)3] }up = Tauw Vo d + T Vi d
On obtient ainsi pour fout bitenseur t satisfaisant (4.1) :
{89:’[(52 T) 8] }aﬂp.' = Va (Tﬁu’ 8) + VB (Totu.’ 8)
puisque les deux membres ne dépendent pas du choix de 7, soit :
(13.12) 5, [(8%)3] = 2,(s3)

d) Cela posé, supposons la variété riemannienne V, telle que son tenseur de Ricct
soit & dérivée covariante nulle. Si G"'* sont les noyaux élémentaires associés a I'opéra-
teur (A+u) sur les formes linéaires, on a :

(A, + ) GVE(x, x) =d(x, )
Sous I’hypothése faite, V, commute avec A, (voir § 10) et il vient :
(A, + ) V,GVE(x', x) =V, (18)

En symétrisant, on obtient :

(x3.13) (A, 4+ 1) 2,GV*(#', x) = B,(<3)
D’autre part 3, commute avec A, et de (13.2) il résulte :
(13.14) (B, w3, KE(x, x) = 3,[($7)3]

Par soustraction de (13.13) et (13.14) et compte tenu de (13.2), on obtient :
(A4 ) (3, K*—2,GV*) =0
Soit, en vertu du théoréme d’unicité,
5, K*(x', x) =2,GV*(x’, x)

Ainsi, si V, est telle que son tenseur de Ricci soit & dérivée covariante nulle, le propagateur K
relatif & Popérateur (A ) sur les tenseurs symétriques d’ordre 2 satisfait la relation différentielle
(Lichnerowicz [3])
(x3.15) 5, K(x, x') = 2,GY(x, x')
soit, sous forme explicite,

— VK g 1w = V.Gl + Vg Gl
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14. Propagateurs tensoriels relatifs a 1’espace-temps de Minkowski.

Nous avons vu que si la variété riemannienne envisagée est 'espace-temps de
Minkowski de la relativité restreinte, le propagateur scalaire relatif a lopérateur A
n’est autre que le propagateur Dy de Jordan-Pauli. Proposons-nous d’étudier pour cet
espace-temps les propagateurs tensoriels relatifs a I'opérateur A.

Pour un tel espace, si U est un tenseur arbitraire :

AU=—V*V, U
et il est clair que si T est un tenseur & dérivée covariante nulle () :
A(TOU)=T®AU
Cela posé, considérons, avec les notations des §§ 3 et 8, les bi-p-tenseurs :
(®*1) D (#', %)
ou ¢ est le bitenseur de transport qui est & dérivée covariante nulle. On a :

AJ(®%t) . DE(x, 2)] = (®71)A, D (x', %)
Soit :
AL(®P)Dg (x', x)] = (®78)3(x, %)

Du théoréme d’unicité, on déduit que si EP'* sont les noyaux élémentaires correspondant
a lopérateur A sur les tenseurs d’ordre p :

(x4.1) EW%(x', x) = (@7 1)Di(x’, #)

Il en résulte pour les propagateurs tensoriels correspondants :

(14.2) E®(x, 1) = (8"t)Dy(x, ')
Les propagateurs antisymétriques relatifs 3 A sont donc donnés par :
(14.3) G (x, &) = (') Dy(x, ')

et le propagateur symétrique d’ordre 2 par :
(14.4) K(#, x) = (S*£)Dy(#, )

Ces résultats s’étendent immédiatement aux propagateurs relatifs a Popéra-
teur (A+4p) dans Pespace-temps de Minkowski. Si D(x, #') désigne le propagateur
scalaire (dit aussi de Jordan-Pauli) relatif & cet opérateur, le méme raisonnement montre
que le propagateur tensoriel d’ordre p correspondant est (®7¢)D(x, x).

(1) Sur une variété riemannienne arbitraire, on notera que si T est un tenseur & dérivée covariante nulle, ona
8 —
{1} %Rakp,)mrra,... enap=20

Par contraction, il en résulte AT =o0. Si U est un tenseur quelconque, on déduit de méme de (1), A(T®U)=T® AU.
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PROBLEMES DE QUANTIFICATION
EN RELATIVITE GENERALE

15. Commutateur pour le champ électromagnétique libre en présence de
terme de masse.

Dans un espace-temps V, de métrique donnée quelconque, considérons un champ
électromagnétique F que nous décrirons au moyen d’une 1-forme potentiel-vecteur ¢
avec

F=do

ou d est Popérateur de différentiation extérieure.
Dans le cas ou il existe un terme de masse, ¢ est astreint & ’équation de champ :

(r5.1) ddp=¢c?¢ (2= const. +0)

% étant différent de zéro, on déduit de (15.1) par multiplication par 3(3%=o0)
dp=0

Par suite (15.1) est équivalente 4 ’ensemble des deux équations :

(15.2) (A—ef)p=o0

et

(15.3) Sp=0

@ étant une 1-forme a valeurs dans un espace vectoriel d’opérateurs de lespace de
Hilbert, nous nous proposons d’évaluer le commutateur [p(x), ¢(x")] (x, x'€V,) c’est-a-
dire de construire une bi-1-forme distribution X & valeurs scalaires, qui pour chaque x’
ait son support dans et sur le conoide caractéristique I, soit antisymétrique en x et x’ et
satisfasse relativement 4 x (ou x’) équation (15.1) ou le systéme (15.2), (15.3).

On établit classiquement en relativité restreinte qu’avec nos notations, on a (}) :

[o(x), o(x)] = — %) iD(s, ) — 5 d.d,D

(1) Voir par exemple BocoLiousov et Crirkov [1], Dunod, Paris, 1960, formule (11.27).
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ou ¢ est le bitenseur de transport et D le propagateur de Jordan-Pauli relatif & 'opéra-
teur {A—¢*). Ceci nous conduit 2 considérer en relativité générale la bi-1-forme
distribution :

X=GV—144,G®
521?1

ot G (resp. G%) est le propagateur d’ordre 1 (resp. 0) associé a Popérateur (A—e?).
Pour chaque x’, X a bien son support dans et sur le conoide caractéristique I',,. D’apres
I'antisymétrie en x, x' de G et G et la commutativité de 4, et d,,, X est bien anti-
symétrique en x, x'.

On a d’autre part :

(A,— )X = (A

z

(1) I (0)
—e?)G _;zdzdx’ (A, —e2)G"
soit

(A

T

—e)X =0
et

5,X =8,GU— 14 ,AG"=5GW—d,G
z z 52 T z xz T
soit, d’apres la relation (12.8), 3, X =o0. Ainsi (Lichnerowicz [4])
’ Z ’ I ’
(x5.4) [o(x), o(x)] =—75 (GV(x, +") — 54,4, G, 7))

nous fournit un commutateur compatible avec le systéme (15.2), (15.3) et qui se réduit
en relativité restreinte au commutateur classique. Comme d2=o0, (15.4) conduit pour
le champ électromagnétique F au commutateur

[F(x), F(x')] = —d,d, G (x, ¥)

16. Commutateur pour le champ électromagnétique libre sans terme de
masse.

En I’absence de terme de masse (s2=0), I’équation (15.1) est invariante par
transformation de jauge. Une telle transformation permet d’astreindre ¢ a la condition
de Lorentz (15.3). Nous choisirons alors classiquement, comme équation de champ
pour le potentiel-vecteur :

(16.1) Ap=o0
qui entraine

(x6.2) Adp=o0

On peut alors adopter comme commutateur pour le potentiel-vecteur :
: h :
(16.3) [o(%), @(x)] = —-G"(x, «)
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ou G est le propagateur d’ordre 1 relatif & 'opérateur A. De (16.3) il résulte :

[o(), 8, 9(x)] = — 24,67 (x, x)

et par suite :
(16..4) [3,9(2), 8, p(x)]=— 28,09, ¥) =0

Le commutateur (16.3) est compatible avec (16.1), mais non avec (15.3). Il nous
suffit alors d’astreindre les états ® a la condition supplémentaire 3¢ |®>-—=0 qui,
d’aprés (16.2), ne porte que sur les données initiales d’'un probléme de Cauchy, ou,
en présence d’une définition du vide, & une condition supplémentaire du méme type,
mais affaiblie.

(16.3) conduit, pour le champ électromagnétique lui-méme, au commutateur
(Lichnerowicz [2])

(F(x), F(x')] = —%dgpdx, GW(x, x7)

qui correspond formellement au commutateur obtenu au § 15.
On notera que ce commutateur est compatible avec les équations de Maxwell usuelles

dF=o0 3F=o0
On a en effet, d’apres les relations différentielles (12.8) :
d,d,G"=d,5,G?=AG?—-3,dG?=—§,4G?

ou G® est le propagateur antisymétrique d’ordre 2 relatif & 'opérateur A. De d>=o,
32 =0, on déduit que le commutateur est bien compatible avec les équations de Maxwell.

17. Champ gravitationnel varié. Variation du tenseur de courbure.

Sur un espace-temps donné V,, considérons une variation arbitraire h,z—93g,, du
tenseur métrique. Nous nous proposons d’établir quelques formules préliminaires relatives
a la variation correspondante du tenseur de courbure.

a) Si 3g,,=h,, on a:

17.1 3gP = —g*gPh — —po®
g8 e

Pour évaluer le tenseur XY, =3T');, variation des coeflicients de la connexion (rapportée
a des coordonnées locales), calculons :

1
d[ap, o] = 2 (8, kg, + 8Bhap — 0, h,p)
soit :

I
S[“B’ P] = ; (Vahﬁp + Vﬁhap - Vp haﬂ) + hpc F:B
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Le tenseur X vaut ainsi :

Xip=3¢% (o, o] 4 (Vahg" + Vghy'— Vihog) + 47,5,
soit

XY= —h¥, % + k", T + é (Vohot + Voh,T—V¥h)

Nous obtenons :

(17.2) X7, = é (Vohg + Voh,Y—V7h,,)
En posant :

(17.3) X ap = 8vo X

il vient :

(x7.4) X g =2 (Vg + Vi — V. )

b) Evaluons maintenant la variation du tenseur de courbure dont les composantes
s’écrivent en coordonnées locales :

R% ys=0,T5s— 0515, + I, s — I35 TG,
11 vient :
OR% yo = Oy X — 05 Xg, + (1T, X3 — T, X0o) — (T2 X3, — T X5,)
De :
Vo X =0, X + I, X3 — T8 X5 — I'5, X5,
on déduit la formule

(17-5) aRaﬁ,‘YBZV‘Yng_VBXgY

18. Calcul de 3R,;.; et SRu83,

Nous considérerons fréquemment dans la suite des tenseurs H 4 _; jouissant, comme
le tenseur de courbure, des propriétés de symétrie :

(18' I) HaB,yS= '-—Hﬁa,-ys = _Haﬂ, 5y — Hy&, aB
et satisfaisant I’identité :

(18.2) SH, =0
aGY‘

ot S désigne la sommation aprés permutation circulaire sur les indices.

L étant un tenseur arbitraire d’ordre 4, nous introduirons le symbole £, soit iLay,BS
pour signifier :

2 LaY, BS ™ LaY, g5t LBS, ay LB?, ad ™ Laa, By

afyd
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Le tenseur obtenu est antisymétrique par rapport au couple (x, ) et par rapport au
couple (y, 8), mais ne jouit pas d’autre propriété de symétrie.

a) Cela posé, évaluons le tenseur
(x8.3) Maﬁ,ys(@ = SRaa,ys
qui, d’aprés sa définition méme, vérifie les identités (18.1) et (18.2). On a

Maﬁ,yS(l{) = S(gocp Rpa,ya) =8oao SRpa,ys + hap Rpa,ys

soit d’apres (17.5)
(18.4) era,ys(@ =V, Xops— Vs Xopy T e Rpﬂ,ys
Or, de (17.4) il résulte :
(x8.5) 2 (V, X 55— Vs Xopy) = Vy (Vpltys + Valg— Vo ligs) — Vi(Vghyy + V by — Vo b))

Désignons par P(£) Popérateur sur les tenseurs 4 symétriques d’ordre 2 qui, 4 un tel
tenseur, fait correspondre le tenseur d’ordre 4 défini par :

(18.6) P rolh) = 2 ViVyhy,

De (18.5), il vient :

2 (VYXGL{%_ VS Xaﬁy) = PaB,yS(ﬁ) + (VYVB_V8V7)kaB
soit
2 (VYXaBS —Vs Xaﬁy) = PaB, ys(ﬁ) — kap Rpﬁ, ¥8 hap Rpa,ys

En reportant dans (18.4), il vient :

(18 . 7) 2 Muﬁ, yS(_h_) = Paﬁ,yB(é) + hap Rpﬁ,ys + th Rap Y8
b) Considérons d’autre part le tenseur :
(188) Naﬁ,yS(ﬁ) =ga1gﬂugwg89 SRMJ.,VQ

qui vérifie aussi les identités (18.1) et (18.2). De la relation :
SR8 = 3(g" g™ g™ Ry, 00)
on déduit
SRV = gihghgghe M, () — RO R,

ot X désigne la somme de quatre termes formés d’une maniére évidente. On obtient
ainsi :

(18 .9) Naa,«,a(ﬁ) = Muﬂ,ys(_}f) - Zhap Rpﬁ,YS

Ainsi le tenseur :

(18 . Io) Q,ag,ys(ﬁ) = MaB, v8 (é) + NaB,YB (ﬁ)

qui vérifie toujours les identités (18.1) et (18.2) a la valeur :

(18 LIX ) Q,ap,ys(!}) = Paﬁ,ys(ﬁ) - h’yp RaB,pS_ kSp Raﬁ,vp
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L’opérateur Q(A) défini par (18.6), (18.11) jouera un réle intéressant dans le cas
particulier des espaces a courbure constante.

¢) A étant un vecteur arbitraire, nous aurons besoin en particulier d’évaluer Q) (2A).
Pour h=2A, M(2A) n’est autre que la dérivée de Lie relativement & A du ten-
seur R 5 5. Si Z(A) est opérateur de dérivation de Lie
(18.1x2) M, ,s(ZA) = Z(A)R 5 ;s =A°V Ryp s +ZV, AR 5
D’autre part N(ZA) est fourni par :

N®T3(9A) = L (A)R*» ¥ =A°V R**" TV _A*R 7

Il en résulte :
(x8.13) Nyg ,s(ZA) =A°V,R 5 s—ZV A R%; 5
Par addition de (18.12) et (18.13) on obtient :
(x8.14) Q.p5(2A) =2 A°V R 5 s +E(V, A, —V A )R 15

d) Evaluons enfin le tenseur dérivée covariante de Q4 . 5(%). En coordonnées
locales, on a

Va RaB, N aa Raﬁ, ' % FZ& Rpﬂ, ¥8
Par variation il vient :
dV.R 5 ,s=0.0R g s — XL, OR 5 s —EZX5. Ry 15

On obtient ainst :

(18' 15) VEMaB,YS(ﬁ) :SVERaB,YS+ZXpaERpB,YE
On a d’autre part d’apres (18.9) :
(18 ° I6) VsNaB, 78(_11_) = Vs MaB, YS(é) - Evshag) RQB, ¥8 7 Ehap VeRpB, y8

De (18.15) et (18.16) on déduit, compte tenu de (17.4) :
(18' 1:7) Va Qub,yS(ﬁ) =2 SVE RaB,yS + Z(chhpe__ Vp ho:t-:) RpB,yS—_ Zhap vs RpB. v

19. Variation du tenseur de Ricci.

a) Proposons-nous d’évaluer la variation 8R4 du tenseur de Ricci qui correspond
a la variation 98g,,=#h,; du tenseur métrique.
De (17.5) il vient par contraction de « et y

SRﬂS = VPXES—_VSXE[;

En changeant le nom des indices et tenant compte de (17.4), on obtient :

(x9.1) 28R 5 =8V, (Vo hoo 4 Voo — Vi) —V, Veht
ou 'on a posé :
(19.2) h=g"hy
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(19.1) peut encore s’écrire :
(19.3) 28R, =—V°V A, +V V0PV, Vb2 —V,Vsh
Or, d’aprés l'identité de Ricci :

V,V, ke =V, V, b + R, ho— R, 4o h°°

«p, Bo
Il en résulte :

(19.4) 20R,,=—VV h o+ Rkt Rl — 2R, gk + V,V, b + VoV, hf—V,V,h

Dans les 4 premiers termes du second membre, nous reconnaissons le laplacien du
tenseur /A,;. Il vient ainsi :

(19.5) 23Ry = Aoy +{ DE( )},
ou 'on a posé :
(19.6) k(B) =V, bt — Vb

De (19.5) on déduit par contraction (%)
(x9-7) ¢8R = Ak -+ VK h)
b) Supposons que Iespace-temps envisagé soit un espace d’Einstein. On a

R,g=72g,s (A=const.)
De (19.5) on déduit par produit par V* et compte tenu du § 10, ¢) :
(19.8) 2V*3R o = A(V k) +V*V kg (h) + V*Vak,( 1)
soit d’aprés la définition de k(%) :
(19-9) 2 V*5R g = Akg(h) +- V2V ko () +V*Vk, (1) + Vo Ah
Or, d’apres la définition de V'opérateur A :

— VEV Ry (h) = Akg(h) — My (£)
et il résulte de I'identité de Ricci :
— VEVko(h) = — Vg Vok*(h) — Mg (£)

(19.9) peut ainsi s’écrire : ‘

(19.10) 2 VasRaﬂ=2xk9(ﬁ)+va(éAh+Vaku( ﬁ))
Il résulte de (19.7) et (19.10) que pour un espace d’Einstein on a la relation :
1
(19.10) V“(BRaB—Egaeg‘”SRW) = Mgy (%)
relation qui pourrait s’établir aussi par variation de I'identité de conservation d’Einstein.

(1) Les formules (19.5) et (19.7) figurent dans E. BLANCHETON [1] aux notations prés.

331



44 ANDRE LICHNEROWICZ

20. Commutateur du champ gravitationnel varié avec terme de masse.

Sur un espace-temps donné 'V, satisfaisant aux équations d’Einstein du vide R ,=hg,q,
considérons le champ décrit par une variation arbitraire 4,5 =23g,; du tenseur métrique
et astreignons ce champ £, aux équations

(20.1) R, =uph,s (w=const.)

Nous allons voir que la théorie d’un tel champ peut étre développée en stricte analogie
avec celle du champ électromagnétique étudiée aux §§ 15 et 16. Les équations homologues
seront systématiquement douées des mémes numéros.

Si I'on reporte (20.1) dans (19.10), il vient :

(w—N)kg(h) =0

Par suite, st e2=2(uw—2XN) est différent de zéro (présence d’un terme de masse), on déduit
de (20.1)

k() =o
Ainsi (20.1) est équivalent & Pensemble des deux équations
(20.2) (A—2u)k=0
et
(20.3) k(h) =o;

h étant un tenseur a valeurs dans un espace vectoriel d’opérateurs de I’espace de Hilbert,
nous nous proposons de construire un commutateur [4(x), £(x’)] compatible avec (20.2),
(20.3). Compte tenu des résultats obtenus par Pauli-Fierz dans la théorie du graviton
et des résultats obtenus par I’Auteur dans le cas oll I’espace-temps envisagé est ’espace-
temps de Minkowski (), nous poserons (Lichnerowicz [4])

(20.4)  [A(¥), h(x)] = ﬁ%K( ¥)— g(#)g(%) GV (x, x') — 52,9, G, x)

ol les propagateurs sont relatifs a opérateur (A—2 p), soit, sous forme explicite :

(20.4)  [hap(%), Ay (%)) =
h 1
7; Kaﬁ, Au T gaﬁgl'u.’ G(O) - g (Vocv)\’ G(,(iig;,’ + Votvu.' Gg;\’ _l— VB Vl’ Gg;}ﬂ + VB Vp.’ Gg;\’) E
Le commutateur :

X(x, ) =K(x, 2') — g(#) g(¢)GO(x, x') — . 9,9, GY(x, ')
== €
pour chaque x" a bien son support dans le conoide caractéristique I',,. D’aprés anti-

symétrie en (x, x') des propagateurs K, G® et G" il est bien lui-méme antisymétrique

(1) Voir LicuNerowICZ [5], p. 86-94. Nous avons omis un facteur « physique » G/c? ot G est la constante de
la gravitation.
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en ¥ et x’. D’apres les propriétés de 'opérateur A pour un espace d’Einstein (§ 10), notre
commutateur est compatible avec (20.2). Nous nous proposons d’établir qu’il est effective-
ment compatible avec (20.3). En effet, d’aprés (13.15)

5, K(x, ) =92,GY
D’autre part :
5, {g(*)G"}=—d,GY

Enfin
(842, GM)g, = — (V¥'V,. G + V'V, GE))
Or, de la définition de l'opérateur A, il résulte :
—VVV,Gl = A, G, —AGL,

et d’apres I'identité de Ricci :

— V¥V, G, =—V, V"Gl —aGf),
soit d’apres (12.8) :

— V¥V, Gl =V, V,G”—aGY),

Il en résulte :

8, 2,GV= (A, —2 NGY 44 d,G”

soit, compte tenu de A, G=2 uG!), et de la définition de ¢

8, 92,GV =GV 44,4, G
On obtient ainsi :

8, X=2,GY g (x)d, G — :—2 (292,GY 1+ 9,d,d,G")

soit
5, X = g(x)d, GO —sizgxdxdx,cw
Cette relation peut s’écrire explicitement :
V¥ g = _gaBVU-'G(O) + %Vavﬂvu'G(O)
Par contraction de X en &’ on obtient d’apres (13.10) :
8 Kop, o =2 oG — 4. £,4G" — fz(VaV"'Gé‘éf + VeVP'GY)
soit d’aprés (12.8) :
87X p o =—28,5G + ;%VocVBG(O)
Il en résulte bien :
(R = VX = Vi (87 Ko ) =0

ce qui démontre la compatibilité avec (20.3) du commutateur choisi.
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21. Commutateur du champ gravitationnel varié sans terme de masse.
a) En labsence de terme de masse (s2=o0), ’équation (20.1) (o0 p=17) est
tnvariante par « transformation de jauge gravitationnelle »
h—>h+ A
ol A est un vecteur arbitraire.
En effet, si h=2A, la variation du tenseur de Ricci n’est autre que :

ZL(A)R =R V,A°4-R VAP
soit

LAR =1V, A, + V,A,) =A(FA)
ce qui démontre la propriété annoncée.

Cherchons, a I'aide de cette transformation de jauge gravitationnelle 2 astreindre /#
a la condition (20.3). A cet effet nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme. — Dans un espace d’Einstein (R 5 =2Ng,5) et pour tout vecteur A, on a :
(A—20)Ay=—(V*V, A, +2A,)
En effet, d’aprés la définition de A,
AAy=—V*V, A +R°A = —V*V, Ay +2A,

Il en résulte la formule cherchée.

Cela posé, considérons le vecteur £(2A). Il vient :

ko(ZA) =V (V,Ag + VA,) — VoV, A

Or, il résulte de 'identité de Ricci :

VeV A, —VV A*=2A,
On en déduit :

ky(PA) =V*V,Ag +20A,
soit, d’aprés la formule du lemme,

—k(PA)=(A—2N)A
Grace a une solution de I’équation & I'inconnue A :

(A—2 A =k{h)
on peut donc bien astreindre £ & la condition (20.3); % peut alors subir une transfor-
mation de jauge gravitationnelle, A étant astreint & satisfaire
(A—220)A=o0

b) En Pabsence de terme de masse (e2=0), nous sommes ainsi amenés a choisir
comme équation de champ pour 4

(21.1) (A—22) k=0
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De cette équation il résulte d’apres les propriétés de A :
(A—2A7)VPh =0

et

(A—2))Vzh=o0
Ainsi (21.1) entraine
(21.2) (A—220)k(h)=0

L’analogie avec le cas électromagnétique et I’étude du § 20 conduisent & adopter comme
commutateur :

14 Z 7 7 !
(21.3) [A(x), h(x)] = H{K (¥ ¥) — g(x)g(x)G(x, )}
ou les propagateurs sont relatifs & I'opérateur (A—22); (21.3) qui peut s’écrire
' e R
(21.3) [Pap (%), Bar(27)] =7(Kaa, aw — Zap&rw G¥)
donne

: b
[haﬁ’ v }ll'u'] = '{{_ (VaGgl)L’ + V@Ggl)'-') _gaﬁvu’G(O)}

et

o h
[kaﬁa g)\ # hl’p.'] = —72 gaﬂ G(O)
Il en résulte :
r
[ags b (R(x)) 1= =5 (V.G + V, GL)

et d’aprés ’expression obtenue pour £(ZA), il vient :
p P P

Kl

(21.4) [ke(h(x), by (h(x))] =~ (A—20)Gf, =0

-

Le commutateur (21.3) est compatible avec (21.1), mais non avec la condi-
tion (20.3). Il nous suffit alors d’astreindre les états @ a la condition supplémentaire
k(h)|®>=0, qui, d’aprés (21.2) ne porte que sur les données initiales d’un probleme
de Cauchy, ou, en présence d’une définition du vide, a4 une condition suppiémentaire
du méme type, mais affaiblie.

22. Les équations du champ gravitationnel d’ordre supérieur.

a) Dans un espace-temps quelconque V,, considérons sur les tenseurs symétriques

d’ordre 2 I’application p. qui, & tout tenseur k, fait correspondre le tenseur f=up(A)
défini par :

1
faﬂ = haﬁ_ggaﬁ(g)\uh}\u)
On vérifie aisément que cette application est involutive et h=u(f); ket f sont dits
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assoctés 'un de 'autre. Si R est le tenseur de Ricci de V,, son tenseur d’Einstein est
S =u(R).

La métrique de V, est en général astreinte a satisfaire aux équations d’Einstein sui-
vantes; T étant le tenseur d’impulsion-énergie, elles s’écrivent :

L=S—T=o0
Si nous posons
M = u(L) U =u(T)
elles peuvent aussi s’écrire :
M=R—-U=o0

Sous ces formes, les équations du champ gravitationnel semblent différer profondément
des équations de Maxwell.

b) Soit R4 5 le tenseur de courbure de 'espace-temps. Ce tenseur satisfait aux
identités de Bianchi

(22.1) S V,Rg =0

By

qui entrainent comme conséquence :

(22.2) V.Rg, . =VaR,,—V, Ry,
D’autre part, il satisfait aux équations d’Einstein :

(22.3) Lp=S,—T,g=0
qui peuvent aussi s’écrire :

(22.4) Mg=R,;—U,z=0

De (22.2) on déduit par contraction que S,; est conservatif; il résulte de (22.3)
qu’il en est de méme pour T,;. Ainsi, U, est le tenseur associé d’un tenseur conservatif. D’autre
part, de (22.2) et (22.4), il résulte que le tenseur de courbure vérifie les équations :

(22.5) VGR{SY, W=Vg UYu — VYUBu

N

¢) Nous sommes ainsi conduits & considérer un champ décrit par un tenseur
d’ordre 4, R4 .5 satisfaisant les identités algébriques (18.1), (18.2) et vérifiant les équa-
tions de champ (22.1) et (22.5), o2t U est le tenseur associé d’un tenseur conservatif T. De (22.2),
conséquence de (22.1) et de (22.5), on déduit par soustraction

(22 . 6) VB M'YU- i V'YMBIJ« =0
D’autre part, S étant conservatif d’apres (22.2) et T I’étant par hypothese, il en est de
méme pour L=S—T, et, d’aprés (22.6), pour M
(22.7) V. M%=o0

De (22.6), (22.7), il résulte que, pour le champ envisagé, les équations d’Einstein
M=o peuvent étre considérées comme de simples conditions initiales. D’une fagon précise,
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soit £ une hypersurface de V, orientée dans P’espace et sur laquelle M =o0. Sous les
hypothéses faites, M est aussi nécessairement nul en dehors de Z; il suffit pour I’établir
d’observer que pour B=o0,y=u (u=1, 2, 3), (22.6) s’écrit :

(22.8) VoM, =V.M,,

et que pour B==0, (22.7) s’écrit :

(22.9) Vo My =—2 g"V,Myp—g“V,M,, (u,v=1, 2, 3)

Si T a pour équation locale x°=o0, g% est +o0 sur T et pour une donnée initiale nulle

sur X, le systéme (22.8), (22.9) n’admet d’autre solution que la solution nulle.
Le résultat précédent est en particulier applicable au cas ou

Tos=—Nus U,z =2,z (A=const.)

Les équations (22.5) se réduisent alors a

(22.10) V.Rg, %.=0

Si, sur X, on a R,3=2g,s, il en est encore de méme en dehors de Z.

d) On peut donc considérer qu’un champ gravitationnel peut étre décrit par un
tenseur H,, ,, satisfaisant aux identités algébriques (18.1), (18.2). Etant donné un
tenseur conservatif T, le champ H est astreint a satisfaire les « équations gravitationnelles
d’ordre supérieur » :

(22.11) SV, H,, su=0
aBy
et
(22.12) V. H% 5, = VU, —V,Ug,

ol U est le tenseur associé de T. On voit ’analogie présentée par ces équations avec les
équations de Maxwell. On peut ajouter la condition supplémentaire

(22.13) Hyy=U,

condition qu’il suffit de vérifier sur une hypersurface X orientée dans I’espace.

23. Cas de D’espace-temps de Minkowski.

a) Supposons que V, soit Uespace-temps de Minkowsk: et rapportons-le d’abord a un
repére orthonormé. Nous avons montré (1) que, pour le champ H,g ,;, satisfaisant aux
équations
(23.1) So,H,

afy

_ o —
v, w0 aaH gam=0

() Licunerowicz [5].
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le commutateur peut s’écrire (1) :

(23.2)  [Hug oa(x), Hiyp op(2)] =f—§ (5 ) S nuty) +
(Ysimnmaxay) (agpngpavaa) — (Agpmoavak) (agsnasayaa) Dy(x, ')

ol toutes les dérivations portent sur x et ob la notation £ a la signification indiquée
au § 18.

b) Cherchons comment les relations (23.2) peuvent s’écrire en repéres mobiles
arbitraires. En modifiant ’ordre des sommations et introduisant les dérivées par rapport
a x, on a d’abord dans le repére orthonormsé initial

~

(23.3) g( S Tau20) £ 00,0, + (Ygunmm) ( S 160092 gDo(x, x) =

afiu 8vp afivp

> 805 Zsaiaﬁ{ (MBuNsp + Nsuthae) Dol 2}

Auvp By
En repéres mobiles arbitraires, le terme (23.3) donne
(23-4) Y VVi 3 V.V {(tau tse + b5y ta,) Do}
Mu'vp! aflyd
c’est-a-dire I’ensemble des composantes de

(23.5) Q.Q . K(x, x7)

ou K est le propagateur symétrique d’ordre 2 associé & Popérateur A et Q , Popérateur Q
sur les tenseurs d’ordre 2 défini par (18.10) et relatif au point .

Le terme restant de (23.3) peut s’écrire en repéres mobiles arbitraires
2 VV'V}\' 2 Vyva{gu’p’g{%&DO(x’ x,)}
AMu'vip’ afySs
et correspond a

Q. Q.(g(x)g(x")Dy)

La relation (23.2) peut donc s’écrire en repéres mobiles arbitraires sous la forme
condensée

(23.6) [H(x), H(x")] = Zh-iQ.x« QAK(x, +") — g(x) g(x")Dy(x, #') }

ot D, et K sont respectivement les propagateurs scalaires et symétriques d’ordre 2
associés a Popérateur A et oui Q est 'opérateur sur les tenseurs d’ordre 2 défini par (18.10).

(*) Nous omettons systématiquement dans la suite un facteur physique G/¢2, ot G est la constante de Pattraction
universelle.
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24. Cas d’un espace a courbure constante.

a) Supposons que 'espace-temps V, soit & courbure constante
Rop vs =0(8uy8ps—8as8py) (¢ =const.)

V, est espace d’Einstein avec A=3ge.
Le tenseur de courbure est & dérivée covariante nulle et il est invariant par toute
2-forme F; avec la notation X du § 18,on a

2F, R% ,s=0

De (18.14), on déduit alors que pour tout vecteur A

(24.1) Q(ZA) =0
De plus de (18.17) il résulte que pour tout tenseur symétrique %
(24:'2) § VsQaB,Ya(ﬁ) =0

yde

b) Dans V, considérons le tenseur obtenu par contraction :
(24.3) {Ter,z(h) }es =g Quﬂ,*{S(!})
Nous nous proposons d’établir le lemme suivant :

Lemme. — Si G et K sont respectivement les propagateurs scalaires et symétriques d’ordre 2
relatifs a Uopérateur (A—2 p) dans un espace & courbure constante, on a la formule :

(244) Ter.zQ,x’{K(x’ x g(x)g(x) x x }_ezQ,m{K x x g(x O)}
ot e2=2(u—2X).
En effet
{Tr:a Q.(A) }ea =g SRGB,'yS + Govy SRa)\'Yugmgus
soit

{Trz Q.(A) }as =23Rps +A"Ryg s

On obtient ainsi :

(24.5) {Tr,Q () }gs=2dRys—2 My,
soit :
(24-6) {Tr,Q, ) Yas=(A—2N)hgs+ Vaks(h) + Vsks(£)

Considérons donc :

{F(K—gx)glx Glo}sxu—VKsm”‘gxuVsG + & Vs GO
Si G est le propagateur d’ordre 1 associé & (A—2u), on a ainsi :
(24.7) k(K —g(x)g(x')G") = — 2, GY
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De (24.6) et (24.7) on déduit :
Tr,Q {K— é(x)g(x’)G(O)}z ez{K——g(x)g(x’)G“”}~ 2,2,.GY
et d’aprés (24.1) :
Tr,Q.Q.{K— g{x)g(x)GY} = 2Q{K — g(x) ¢(x)GY}

C’est-a-dire (24.4).

¢) Plagons-nous dans les hypothéses du § 20, V, étant a courbure constante, et consi-
dérons le commutateur (20.4). Par application des opérateurs Q, et Q,., on obtient,
compte tenu de (24.1) :

(24.8) [Q.A(x), Q. A(x")] =%Qx' Q.(K— g (x)g(x)GY)

Considérons le tenseur

1
HaB, " ; Q.c:B, yS(ﬁ)

qui satisfait aux identités algébriques (18.1), (18.2). D’apres (24.2), il vérifie les équa-
tions (22.11). D’autre part, d’aprés (20.2) et (20.3), on déduit de (24.6)

(24.9) 2 Hyy =g,
Le commutateur B
(24.10) [H(3), H(x)] = 15Q. QK — g(x)g(x)CY)

est manifestement compatible avec le systéme (22.11). D’autre part, d’aprés (24.5)
et (20.4), il vient

Tr[Q h(x), Qu hx)] = 2[h(x), Qu h(x)] =5 Q{K — g(x)g ()G}

ce qui est en plein accord avec (24.4).

d) Plagons-nous maintenant dans les hypothéses du § 21 et considérons le commu-
tateur (21.3).

Par application des opérateurs Q, et Q ., on obtient un commutateur formel-
lement identique 4 (24.8). Le tenseur H obtenu vérifiant toujours (18.1) et (18.2),
satisfait (22.11) et si A est astreint a la condition supplémentaire k(h)=o0, satisfait :

(24.11) {Tr,H};s=Hg;=0

Le commutateur (24.10) est manifestement compatible avec (22.11). De plus,
¢? étant nul, il entraine d’apreés (24.4)

[T7,H(x), H(x)] =0
et est par suite compatible avec (24.11).
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e) Plagons-nous enfin dans les hypothéses du § 22. Nous considérons donc un tenseur H

vérifiant (18.1), (18.2) et satisfaisant aux équations du champ

(24.12) % VO!HBY,MJ.:O VaHdB,mzo
apy

avec éventuellement la condition supplémentaire

(24.13) Hp=o0

(ou H,=c¢g,q, ¢=const.).

Le commutateur (24.10) soit

[H(x), )] = ,Q QUK — g(x)g(+)C")

est compatible avec les identités (18.1), (18.2), les équations de champ (24.12) et la
condition (24.13). Pour un espace-temps de Minkowski, il se réduit bien au commu-
tateur (23.6). Nous avons ainsi étendu aux espaces-temps & courbure constante la théorie

élaborée dans le cas de ’espace-temps de Minkowski (1).

() Voir Licunerowricz [5].
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25. Le commutateur de Fierz.

En présence de termes de masse, Fierz a étudié, dans le cas d’un espace-temps
de Minkowski, des commutateurs correspondant & une particule de spin quelconque,
en particulier de spin 2 (*). Nous nous proposons de généraliser le commutateur de Fierz
pour une particule de spin 2 dans le cas ou l’espace-temps envisagé est un espace
d’Einstein (R =2g,s)-

Les équations de champ adoptées par Fierz peuvent s’écrire avec nos notations :

(25.1) (A—2 whg=0 (n+})
(25.2) kg(h) =0

et

(25-3) h=g®h,=0

L’étude faite par Fierz conduit a considérer la combinaison linéaire X de propa-
gateurs relatifs & ’opérateur (A—2p) et de leurs dérivées définies par :

I
(25 * 4) Xa@, T KaB, e 6_2 (‘@x’g:c(}m) a3, A’ + avavﬁvl'vu’G(m +
b (gmﬁv)\’vu’G(O) + «g}\’u’vaVBG(O)) + cgaﬂgk’u'G(O)

a) De la formule (13.15) et de (13.10) on déduit immédiatement :

(25.5) koK), aw = — (2,G")g, v — 810 Ve G

et du § 21, a) :

(25.6) k(2,GW)g, = —(A—22) G}, = — Gl
De méme du § 21, a), il vient :

(25.7) k(V VG, =— -;- (A—21)V.G"=— ?VYG“’)
Enfin on a :

(25.8) k(g2 G"),=V,6"—2V,G = —V,GY

De ces formules il résulte :
(25.9)
2 2
kx(X) B, hu™ = '—gwur VB G(O) —a Z_ VB V;\l Vy'r G(O) - b(VB V)\' Vp_r G(O) + EE g)\fur VB G(O)) i Cg;\rur VB G(O)

(*} Voir Fierz [1].
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X fournit un commutateur compatible avec (25.1). Pour qu’il soit compatible avec (25.2)
il suffit que

2

€
(25.10) Ea+b=o
82
(25.11) ;b+c=—1
Pour a=b=0, c=—1, on obtient le commutateur introduit au § 20.

b) Evaluons d’autre part la contraction en x de X, soit :
(25.12)  g¥X =
2 g5 G+ s%VN V,GY—a.2uV,V,G%+5(4V, V, G”—2 gy, G + 4 ¢4, G

Pour que X soit compatible avec (25.3), il suffit que :

2
(25.13) ua-—‘.’b:;

(25.14) ub—2c=1

De (25.10) et (25.13) il résulte en substituant & u sa valeur en fonction de A et ¢

4 2
. = b=——"—r
(25.15) e (2n+g2?) 2+ ge?
Quant a (25.11) il donne
2
16 __ 20t
(25.16) T a3

On vérifie immédiatement que (25.15) et (25.16) vérifient bien (25.14) de telle sorte
que le commutateur obtenu vérifie bien toutes les équations de champ.
Ce commutateur peut se mettre sous la forme

1 2
(25 . 17) XaB, PN Kaﬂ, M ; (‘@x’ ng(l))aB, Myt + ;ZVaVBVA’Vu'G(O) -

A + 52 I 0) ) 2 A + 52 o
2 2 A + 3 32 (gaﬁg}s'u'G(O) + X + 52 (gaﬁv;\'vu'G 0 + gxu'VaVBG 0 ) + mj VQVBV)\‘V‘L'G 0 )

Pour un espace d’Einstein avec A=o, il se réduit a :
I 1 2 0
(25 . 18) X“B, Ay == Ka.ﬁ, A - g (‘9@"93:(}( ))QB, ! + ;ZVGVQVNVU«'G( ) -

g(gaﬂgl'y.'G(O) + i2 (gaﬁvk’vu’G(O) + gx'u'vaVBG(O)) + %VaVBVA’VM’G(O))
€ €

ou les propagateurs sont relatifs 2 Popérateur (A—¢?), qui constitue une généralisation
évidente du commutateur introduit par Fierz.
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