MORDELLS VERMUTUNG UBER RATIONALE PUNKTE
AUF ALGEBRAISCHEN KURVEN UND FUNKTIONENKORPER

von Hans GRAUERT

EINLEITUNG

Es seien P"=P"(C) der n-dimensionale komplex-projektive Raum, XCP"
eine singularititenfreie, irreduzible Kurve tiber dem Korper der rationalen Zahlen.
Das (homogene) Ideal von X in P” wird also von Polynomen aufgespannt, deren
Koeffizienten rationale Zahlen sind. Mordell hat vermutet : Ist das Geschlechs von X%
grifler als 1, so enthalt X hochstens endlich viele Punkte mit rationalen Koordinaten. Diese Vermutung
ist bis jetzt nur in Spezialfdllen bestitigt worden ().

Vor kurzem ist nun von Manin () gezeigt worden, dafl das Analogon fiir
Funktionenkorper mit den komplexen Zahlen als Konstantenkérper richtig ist. Manin
benutzt fiir seinen Beweis schwierige Methoden aus der Funktionentheorie. Seine Mittel
sind also transzendenter Natur; sie lassen sich nicht auf Funktionenkorper einer
von o verschiedenen Charakteristik tibertragen. In der vorliegenden Arbeit soll jedoch
ein algebraischer Beweis geliefert werden, der dann im Falle beliebiger Charakteristik
gilt.

Es sei fortan £ ein algebraisch abgeschlossener Korper, R ein Funktionenkdrper
iiber k£ von endlichem Transzendenzgrad, R der algebraische AbschluB von R. Mit
}ZCP”(‘ﬁ) werde eine singularititenfreie (*), irreduzible (projektiv-algebraische) Kurve
iiber R bezeichnet. Es sei ch(X) die Chernsche Zahl des kanonischen Biindels von X.

Unter dem Geschlecht g=g(X) versteht man sodann die ganze Zahl Q—Iach(%)—i— I,

wobet a die R-Dimension des Vektorraumes der reguliren Funktionen auf X ist.
X heiBt trivial, wenn X bereits iiber £ definiert werden kann (*), und ein rationaler Punkt
auf X ist ein Punkt mit Koordinaten in R. Wie man unmittelbar sieht, ist ein Punkt x

(}) Man vgl. etwa Siecer [4]. o

(3) ManIN, Moskau, ist ein Schiiler von Sarirevic. Man vgl. [2].

(3) Unter « singularititenfrei » wird stets « absolut singularitatenfrei » verstanden.
(#} Das heiBt, daB X zu einer Kurve iber £ R-isomorph ist.
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132 HANS GRAUERT

genau dann rational, wenn jede (iiber R definierte) rationale in x regulire Funktion
auf X in x einen Wert in R hat. Jedes triviale X enthilt natiirlich unendlich viele
rationale Punkte. Als Hauptresultat in der vorliegenden Arbeit wird gezeigt :

Sarz. — Es sei die Charakieristtk von k, char k=o0. Essei g(X)>2 und X nicht trivial.
Dann gibt es hichstens endlich viele rationale Punkte auf X.

Im Falle von chark=p=+o0 liefert der Beweis dieses Satzes ein efwas schwdcheres
Resultat. Wie ein Beispiel lehrt, kann es durchaus nichttriviale X geben, die unendlich
viele rationale Punkte besitzen. — Das Hauptergebnis der Arbeit dirfte iibrigens im
Falle beliebiger Charakteristik auch gelten, wenn £ nicht algebraisch abgeschlossen ist.
Zum Beweise brauchte man nur die Methoden aus § 4 zu verallgemeinern. Die hierzu
notwendigen Mittel scheinen jedoch in der Literatur (noch nicht) explizit vorhanden
zu sein.

Die Aussage des Satzes kann geometrisch-anschaulich gedeutet werden. Es
sei R eine irreduzible singularititenfreie (nicht notwendig vollstindige) algebraische
Mannigfaltigkeit iiber £, die ein Modell von R ist. X kann dann als eine (14 dim R)-
dimensionale algebraische Teilmenge X in P"(£) X R gedeutet werden. Da X iiber R singu-
larititenfrei ist, kann man R so (klein) wihlen, da X CP"(k)x R singularititenfrei ist
und daB die Beschrankung = der Projektion P*(£)xR—>R auf X in jedem Punkte
einfach ist, daB also die Funktionalmatrix von = in jedem Punkt xeX den Rang dim R
hat.

Die Projektion = ist eine eigentliche, surjektive regulire Abbildung. Die Fasern
X,=n"1(t), teR liegen alle singularititenfrei und sind Vereinigung a vollstindiger
Kurven vom Geschlecht g=g(X)>1. Ein rationaler Punkt in X ist ecine rationale
Schnittfliche in der Familie (X, =, R). Wir haben also zu zeigen, dafl es nur endlich
viele solcher Schnittflichen in (X, =, R) gibt.

AbschlieBend mochte ich besonders S. Lang danken, der mir in einem 1963
in Bonn gehaltenen Vortrag das Problem zugetragen hat. Ferner danke ich P. Samuel
fiir verschiedene Hinweise.

§ 1. KURVEN UBER ALGEBRAISCHEN MANNIGFALTIGKEITEN

1. Essei £ ein algebraisch abgeschlossener Korper beliebiger Charakteristik, X und R
seien (singularititenfreie) irreduzible projektiv-algebraische Mannigfaltigkeiten iiber £,
ferner sei 7 : X—R ecine eigentliche, surjektive, regulare und dariiber hinaus einfache
Abbildung : Die Funktionalmatrix von = habe also iiberall den Rang n=dimR.
Die Mannigfaltigkeit X sei (n -+ 1)-dimensional. Die Fasern X,=="1(t), R sind daher
vollstindige, singularititenfreie algebraische Kurven, die in endlich viele irreduzible
Komponenten X,,, v=1, ..., ¢ zerfallen. Das Geschlecht der X,, ist von ¢ und v
unabhingig und sei mit g bezeichnet. Wir setzen fortan g>2 voraus.

Es bezeichne T(X), T(R), T,=T(X,) das kontravariante Tangentialbiindel
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MORDELLS VERMUTUNG UBER RATIONALE PUNKTE 133

von X bzw. R oder X,. Das Biindel (*) T, ist offenbar ein Untervektorraumbiindel
von T(X)|X,. Durch die Projektion = wird T(R) nach X geliftet. Das so iiber R
erhaltene regulire Vektorraumbiindel sei mit TJ(R) bezeichnet. Da = auch eine Projektion
von Vektoren definiert, hat man einen Epimorphismus « : T(X) —>T’(R). Wir bezeichnen
mit F das affine Unterbiindel derjenigen Homomorphismen neHom(T(R), T(X))
mit «on=id. F ist ein regulires Faserbiindel itber X und damit eine algebraische
Mannigfaltigkeit, die typische Faser von F ist der £", die Strukturgruppe i.a. die volle
Gruppe der affinen Transformationen des £". Man kann F als das Biindel der infinitesimalen
Schnitte in der Faserung X ansehen. — Wir wollen die Faserprojektion F—X mit p
bezeichnen.

Indem man jede Faser F,=p !'(x)~%" zum projektiven Raum P"=P"(k)
abschlieBt, erhilt man ein Biindel F iiber X mit projektiver Faser, jedoch gleicher
Strukturgruppe und gleichen Ubergangsfunktionen. Die Projektion F X sei ebenfalls
mit p bezeichnet. F, —F —F ist eine 1-codimensionale, singularititenfreie Teilmenge
der algebraischen Mannigfaltigkeit F. Wir setzen F,=F|X,, F,=F|X,, F,,=F,n F,.
Die Menge F, ist ebenfalls singularititenfrei und 1-codimensional.

2. Es seien f,eR und (F,,) das zu dem Divisor F,, gehorende regulire
Geradenbiindel tber F',o und N, =(F,,)|Fy,- Essei V=T, (R) der Tangential-
vektorraum im Punkte f,eR. Wir diirfen schreiben T;(R)zv, xeX, und V=£".

~

S sei sodann das regulire Vektorraumbtindel Hom(T(R)|X, , T, ). Wegen der genannten
Identititen gilt : S=Hom(", T,)=®T,.

Es werde nun eine affine Uberdeckung U={U, :v=1, ...,t} von X, gewihlt,
derart, daB es iiber U, stets eine reguldre Schnittfliche B, in F, gibt. Jedem Element
n€F,, xeU, kann man dann die Differenz n—B,(x)€S, zuordnen. Man erhilt auf
diese Weise einen Isomorphismus von affinen Bindeln &, :F,|U, - S|U. Die
Ubergangsabbildungen @, , =®, o® ' :S|U, nU, - S[U nU, sind von der Gestalt
y—>y+a(x) mit yeS, und a(x)=PBy(x)—B,(x). aist also cine reguldre Schnittfliche in §
tiber U, nU,.

Entsprechend der Konstruktion bei F schlAicBen wir jede Faser von S projektiv ab
und erhalten ein regulires projektives Biindel S iiber X, . Die Abbildungen ®, setzen
sich zu Isomorphismen ®,: j‘—:‘tolUL —S|U, fort und die Ubergangsabbildungen
&)lm=&>ho&>;1 werden in der gleichen Gestalt wie @, , mit dem gleichen a(x) gegeben.
Man kann F, bzw. F ;, erhalten, indem man die S|U, bzw. §|Ul mittels @, bzw.
(’I\)Lm verheftet.

Essei S,=8—8. Esgiltdann F, =S,=X, xP"™ und (S,)|(X,xP"")=N,,
da die Ubergangsabbildungen (f)m’ auf S, von zweiter Ordnung konstant sind. Die

(1) Biindel werden stets als lokal-trivial vorausgesetzt.
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134 HANS GRAUERT

Identifizierungen S,=3X, xP"~* und (S,)|(X, xP* " =N, werden dabei auf folgende
Weise vorgenommen. Besteht iiber einer offenen Teilmenge UCX, ein Isomorphismus

von Geradenbiindeln v : T, |U = Uxk, so wird wegen S:(‘})T,ﬂ auch ein Isomor-

phismus § : S|U -~ UxP" definiert. | (S, n (S|U)) ist von der Wahl von y unabhingig
und bildet Smn(glU) biregulir auf UxP*! ab. Durch Zusammenheften erhilt
man den kanonischen Isomorphismus S,>X, xP*~%. — Um (S,) (X, xP*""")=N,
zu zeigen, braucht man nur die kanonische Isomorphie der Garben M,; bzw. M, der
Keime lokaler reguldrer Schnittflichen in beiden Biindeln zu zeigen. Das ist aber klar,
da M, bzw. M, der Quotient der Garbe der rationalen Funktionskeime zu dem Divisor S
auf S bzw. zu dem Divisor F, i, auf f‘t., nach den Garben der Keime lokaler regulédrer
Funktionen ist. Die Transformationen &)m, wirken ndmlich auf der Quotienten-Garbe M,
trivial.

Mit M werde das regulire Geradenbiindel (P"~1)[P"~! bezeichnet, wobei P"~!
als 1-codimensionale Ebene in P* anzusehen ist. M ist ample. Durch die Produkt-
projektionen X, x P*"'>X, bzw.—>P"~! werde sodann Tj bzw. M nach X, xP"~*
geliftet. Man erhilt regulire Geradenbiindel T?o bzw. M auf X, x P,

Satz 1. — Das Geradenbiindel N, ist reguldir-dquivalent mat T;D®M.

Beweis. — Wir brauchen nur zu zeigen, daB (S.)|(X,xP"™") und T;®M
rationale, nicht identisch verschwindende Schnittflichen s; bzw. s, besitzen, die in jedem
Punkte Null- und Polstellen gleicher Ordnung haben. Es sei s eine rationale, nicht
identisch verschwindende Schnittfliche in T"(X,). s kann als eine auf der algebraischen
Mannigfaltigkeit T(X, ) rationale, auf den Fasern von T(X,) homogen-lineare Funktion

gedeutet werden. Wir bezeichnen die Punkte von (EBT(X%) mit y=(y, ..., ). Man

kann dann dic rationale Funktion f ( 9)=s(y,) alsrationale Schnittfliche in (S,) auf S
ansehen. f hat die Fliche {_ylzo}cg zur Nullstellenfliche 1. Ordnung, auBerdem

die Fliachen G:LDT,QIP, PeX, zu Pol- und Nullstellenflichen in der gleichen Ordnung
wie s in P einen Pol bzw. eine Nullstelle hat.

Es sei ECP"~! cine Ebene, so daB PXE={y —o0}nS,n(8|P) fir PeX,.
Es gibt eine regulire Schnittfliche g in M, die genau E zur Nullstellenfliche 1. Ordnung
hat. Die nach M geliftete Schnittfliche g ist eine regulire Schnittfliche § in M und
verschwindet genau auf S,n{y; =0} von 1. Ordnung. § sei die durch Liften von s

nach T:., erhaltene regulire Schnittfliche. s;=f | S., und 5, =5®Z haben also iiberall
auf S, die gleichen Null- und Polstellen, q.e.d.

3. Ein Geradenbiindel G iiber einem vollstindigen algebraischen Raum Y heiBt
ample, wenn es eine positive Tensorpotenz G™ von G und regulire Schnittflichen
Sos - - -» 5€L(Y, G") gibt, so daBl durch die Gleichungen z,=s4(»), ..., 5,=5(») mit
yeY, (24, ..., 2z)eP* (homogene Koordinaten), eine biregulire Einbettung von Y in
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MORDELLS VERMUTUNG UBER RATIONALE PUNKTE 135

den P* definiert wird. Auf einer vollstindigen Kurve ist ein Geradenbiindel genau dann
ample, wenn seine Chernsche Zahl groBler als Null ist. Da wir g(X)>1 vorausgesetzt
haben, ist also T"(X,) ample. Ebenso ist dann 'T';‘“C@IQI:N,° ample.

Es sei N=(F,)|F,. Man hat dann N|F,, =N,. Da N, ample ist, gilt
fir [>1, das « Vanishing theorem ». Es ist H'(F,,,N)=o0 fir v=1,2,3,....
Wir kénnen deshalb folgenden Satz (*) aus der algebraischen Geometrie anwenden :

Es seien Y, R algebraische Mannig faltigkeiten, W ein algebraisches Vektorraumbiindel
iber Y. Ferner sei ¢ : Y-—>R eine eigentliche, surjektive, einfache, regulire Abbildung. Gilt dann
fir en teR :HY(Y,,W,)=0 mit Y, = ), W,=W|Y,, so it sich jede
Schnitifliche aus T'(Y,, W,) in eine Umgebung von Y, regulir fortsetzen. Ferner hat die
1. Bildgarbe ¢,(W) in t, den Nullhalm.

Fortan sei />, und so groB gewihlt, dafl es Schnittflichen s, ..., 5;e(F,, , N} )
gibt, die eine biregulire Einbettung in einen P"~! vermitteln. Wir setzen sj, ..., s,
zu Schnittflichen sy, ...,s5,el(F,;, N) in eine Umgebung F,,=p 'n (R, nF,
von F_, fort. Dabeiist R;=R;(#)CR eine Umgebung von . Sie sei so klein gewihlt,
daB |F.,, ..., 5.|Fe, fir jedes teR;, noch eine biregulire Einbettung von F,
definieren.

Als nichstes sollen s, ..., s, weiter fortgesetzt werden zu reguldren Schnittflichen
in dem Biindel (F,)'=(l.F,). Wir haben iiber F dic exakten Sequenzen :

0—=>((I—1).F,)>(.F,)>N—-o
und iber ¢, die Bildsequenzen :
() o(IF 1)),y (7)o (N) g ()2 (1= 1) F 1)), (mp)1((F ) )1, >0

vy ist also surjektiv und der Halm (7=p),((/F,)), Quotientenmodul von
(mp):((({—1)F,)),. Da die untersuchten Moduln wegen der Kohérenz der Bildgarben
noethersch sind, folgt fiir />/;, daB y ein Isomorphismus ist. Dann ist aber

oo (1) o(IF o)), (m0) o (N, >0
exakt und das bedeutet :
Es gibt eine Umgebung R,=R,(%)CR;, so daB sich
5|Fon (mp) T RY)), - - -, 5| (Fo 0 () THR,))
zu Schnittflichen 5, ..., 5,el((mp) " (Ry), (IF,)) fortsetzen lassen.

4. Wir fassen die konstante Funktion f=1ek auf F als regulire Schnittfliche 5,
in (IF,) auf. §, hat dann F_, zur Nullstellenfliche /-ter Ordnung und verschwindet
sonst nirgends. §, ...,$, ergeben deshalb eine regulire Abbildung @ f‘]R2—>P'.

(1) Der Satz ist ein Spezialfall eines viel allgemeiner von A. GROTHENDIECK gewonnenen Resultates.
Man vgl. [1]. — Fiir die weiteren Mittel, die wir aus der algebraischen Geometrie iibernehmen miissen, vgl. SERRE [3]
und GROTHENDIECK [1].
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136 HANS GRAUERT

Offenbar bildet ® die Menge F,|R, in P*"' ab und F|R, in A =P'—P"~% Die
reguldre Abbildung mp X® mit $=@| (F|R,) ist also eine eigentliche, regulire,
fasertreue Abbildung (F|R,)—>R,x k"

Sind Y, Z algebraische Riume, ¢ :Y-—>Z eine regulire Abbildung, so heiBt
die Menge aller yeY, in denen dimg~'(¢(y))>o0 die Entartungsmenge E=E(9).
Nach einem bekannten Satz (%) ist E(¢) stets eine algebraische Teilmenge von Y. Nach
Definition gilt in jedem Punkte yeE die Ungleichung dim/E> 1.

Fortan sei E C(F|R,;) die Entartungsmenge von npr(f;. Die Durchschnitte
E,=En¥F, teR, sind dann die Entartungsmengen von Et =3]F,. Man hat also
dimE,>1, wenn yeE,. Da E, auch die Entartungsmenge von &)|f‘, ist, muB3 E,
vollstindig sein. Die Projektion p|E : E—X ist eigentlich.

E)’, :F,—k" ist stets eigentlich. Bei eigentlichen Abbildungen sind Bildmengen
algebraischer Teilmengen wieder algebraisch. D, =’(I\)’,(E,) ist also einerseits algebraische
Teilmenge des £", andererseits vollstindig und mithin endlich. Ist A CF, eine vollstindige
algebraische Teilmenge von F, mit dim,/A>o fiir yeA, so gilt ACE,, da %,(A)
wieder endlich ist.

Bildgarben kohidrenter Garben sind bei eigentlichen reguldren Abbildungen wieder
kohirent. Es bezeichne @ die Garbe der lokalen Ringe auf F|R,. Die Garbe (rnp X’s)o(@)
wird also iiber Ryx4", mit Ry;=R;{#)CR, cine Umgebung, durch endlich viele
Schnitte g, ..., 4, erzeugt. Es gibt regulidre Funktionen f;, ..., f,eT'(F|R;, @), so daB
(mp)o(f)=a,. Esseifdiedurch f;, ..., f, vermittelte reguliare Abbildung F;=F|R;—#*
und ® =®x f:F3—k™, m=r+s. Das kartesische Produkt npxX® : F;—R;Xx 4™ ist dann
wiederum eigentlich. Die Entartungsmenge hat sich nicht geindert. Es gelten jetzt
jedoch auBerdem noch folgende Eigenschaften :

1) (mpX@)(E)n(npx @) (Fy—E)=o;

2) (mpX@)|(Fz—E) ist biregulir.

Beweis. — Wire 1) falsch, so gidbe es Punkte y,€F,—E, und y,€E; mit
DO(9)=®(,), teR;. Es sei z:fa)’( 1) =$( 7,). Die konstanten Funktionen g,=1 bzw.
g,=0 erzeugen formale Keime (%) g;, g, regulirer Funktionen entlang $1(z)—E, bzw. E,.
Man kann (g, g,) nach einem bekannten Satz von Grothendieck als ein Element aus
der formalen AbschlieBung von (nprl\))o(@)(t,z) auffassen! (g}, g;) ist deshalb Linearkom-
bination von @y, ..., @y, Uber dem Ring der formalen Keime von reguliren
Funktionen in (f, z). Die gleiche Linearkombination muB fir die Keime g;, g

() Das Resultat findet sich etwa bei O. Zarsskr [5].

(2) Es seien Y ein algebraischer Raum, AcY eine algebraische Teilmenge, S eine kohirente Garbe iiber Y.
Wir bezeichnen mit m die Idealgarbe von A. Dic formale AbschlieBung von S| A ist dann der projektive Limes
Swa= lim S/S.m". Unter dem formalen Keim einer regularen Schnittfliche s€I'(U, §), U=U(A) eine Umge-

Ly
bung, versteht man dann das Blid von s in T'(A, S, ,). — Nach GroTHENDIECK gilt bel einer eigentlichen,
reguldren Abbildung @ : Y—>Z stets fiir die direkten Bildgarben ©,(S,4) = (95(S))w;, wenn A=Y,=0 1(f).
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MORDELLS VERMUTUNG UBER RATIONALE PUNKTE 137

in 6‘1(z)—Et bzw. E, gelten. Damit wiirde folgen : g;(»,)=g,(y,) Widerspruch !
Die analoge SchluBfolgerung gilt, wenn y,#+9, und y,y,6F,—E,. Somit ist
auch (npx®)|(F;—E) injektiv. Wie man sieht, vermittelt (npx®), eine bijektive
Abbildung der Keime regulidrer Funktionen auf F,—E auf die entsprechenden Funktions-
keime von (mpXx®)(Fg—E). Also ist (mpx®)|(F,—E) sogar biregular ().
In den folgenden Paragraphen diirfen wir voraussetzen, da R,=R ist. Wir
werden dieses auch tun.

5. Es sei s : R—X eine rationale Abbildung mit nos=id : R—R. Wir nennen s
eine rationale Schnittfliche in X. Die Menge der Unbestimmtheitsstellen K =K(s)
ist eine wenigstens zwei-codimensionale algebraische Teilmenge von R und in R—K
ist s regulir (3).

Fiir jeden Punkt tcR—K definiert s einen Homomorphismus » : T,(R)—T,(X)
mit aon=id : T(R)—=T,(R) (fiir « siche Abschnitt 1). Die Zuordnung ¢—>7 ist eine
regulire Abbildung s :R-—K-—=>F|R—K mit ns'=id, die sich zu einer rationalen
Schnittfliche 5" in F iiber R fortsetzt. Es gilt pos =s und 5(R) ist eine irreduzible
algebraische Teilmenge von F der Dimension z.

§ 2. MAXIMALE VOLLSTANDIGE ALGEBRAISCHE TEILMENGEN
IN AFFINEN BUNDELN

1. Es sei Y ein algebraischer Raum, ACY eine vollstindige algebraische
Teilmenge mit dim,A>o fiir yeA. Enthdlt A jede weitere vollstindige algebraische
Teilmenge BCY mit dimB>o, yeB, so heit A maximale vollstindige algebraische
Teilmenge von Y. Wenn eine maximale vollstindige algebraische Teilmenge in Y
iiberhaupt existiert, so ist sie natiirlich eindeutig bestimmt. Wie wir gezeigt haben,
ist E, in F, die maximale vollstindige algebraische Teilmenge.

Es sei Z ein vollstindiger algebraischer Raum und V ein reguldres Vektorraum-
biindel iiber Z vom Range #. Man definiert : V heif3t negativ, wenn es eine eigentliche,
regulire, birationale Transformation ¢ : V-V’ von V auf einen affin-algebraischen
Raum V’ gibt, die die Nullschnittfliche O auf einen Punkt 9,6V’ und V—O bireguldr
auf V'—uy, abbildet, so daB das direkte Bild der Strukturgarbe von V die Struktur-
garbe von V' ist. ODCV ist dann also die Entartungsmenge von ¢ und damit auch
maximale vollstindige algebraische Teilmenge von V. Wie bekannt, ist ein Vektorraum-
biindel V genau dann negativ, wenn das zu V duale Vektorraumbiindel V* ample ist (%).

(1) Die Eigenschaften 1) und 2) sind direkte Folgerungen des « Main Theorem » von Zariski.

(3) Unter den Unbestimmtheitsstellen einer rationalen Funktion f verstehen wir die Stellen, wo f nicht regular
ist. Die Menge der Unbestimmtheitsstellen von Funktionen auf normalen algebraischen Riumen R ist stets eine
mindestens 2-codimensionale algebraische Teilmenge (diese seien stets abgeschlossen !).

(3) Man vgl. A. GRoTHENDIECK [1], I1, p. 182. Analog zu den Geradenbtindeln heiit einVektorraumbiindel W
iiber Z ample, wenn es eine symmetrische Potenz W von W und Schnittflichen s, ..., s;€ I'(Z, W) gibt, die eine
biregulire Einbettung von Z in eine GraBmannsche Mannigfaltigkeit definieren.
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138 HANS GRAUERT

Im Falle V=S und Z=X, gilt V*:éT’:. Da jedes T} ample ist, ist auch V* ample
und V=S ist negativ.

Es sei U={U,:i=1,...,.} eine offene Uberdeckung von Z und £{={§_}
ein Kozyklus aus Z'(U, V). Uber den Durchschnitten U,, =U, nU, haben wir dann
die Ubergangsabbildungen @, :y—>y+£,(2) mit yeV,, die V|U,, bireguldr
und fasertreu auf sich abbilden. Verheften wir V|U, stets mit V|U, mittels @, ,
so erhalten wir ein affines Bindel G=G(V)=G(V,{®,,}) iber Z. Man wei3 : G ist
genau dann (affin) isomorph zu V, wenn G eine reguldre Schnittfliche besitzt.

2. W werde fortan als negativ vorausgesetzt und G besitze die maximale vollstindige
algebraische Teilmenge A. Es sei ¢ die Biindelprojektion G—Z. Wir setzen weiter
voraus, daBl Z eine irreduzible, vollstindige, singularititenfreie Kurve ist. Gilt A= o,
so folgt ¢(A)=Z.

Wir liften G vermége ¢ nach A und erhalten tiber A ein regulires affines Biindel
G=God= G(Vou). Essei{ die kanonische Projektion G—G. Man hat das kommutative
Diagramm :

Das durch Liften nach A erhaltene Vektorraumbiindel Vo¢ ist negativ. Ferner hat G
die regulire Schnittfliche O, die jedem Punkt acA den Punkt G,nJY(a) zuordnet.
Es gilt also G Voy. Bei dieser Isomorphie geht O in die Nullschnittfliche von Vo{
tiber, O ist also maximale vollstindige algebraische Teilmenge von G und daher gilt
J;“‘(A)zf). Das bedeutet aber : G,n A besteht stets aus genau einem Punkt.

Es sei UCZ eine offene Teilmenge, derart, daB es einen (affinen) Biindeliso-
morphismus ¥ : G|U-Ux%" gibt. Es seien y,,...,7 Koordinaten des £". Die
Menge Az‘P‘(An(G[U)) wird durch die Produktprojektion Ux4"—U eigentlich
auf U abgebildet. Es gibt deshalb irreduzible Polynome iiber U von der Gestalt
oy(Py> 2) =0+ ay Y "'+ ... +a, mitiiber U reguliren Funktionen a,,,v=1, ..., 7,
so daB A:{mv(yv, 2)=0,v=1, ...,n}. Dadie w,(),2) iber jedem Punkt z genau
eine Nullstelle haben, sind sie vollstindig insepariert. Im Falle, daB} die Charakteristik
von £ gleich Null ist, folgt also 4,—=1 fiir v=1, ..., n. Im Falle, dal} die Charakteristik
von k gleich p+ o0, hat o, stets die Gestalt 3™ +5,(z).

3. Wir untersuchen die Situation von § 1. Es sei also Z=X,, V=S und
G=F, ferner A=E, Wir setzen voraus, daB E,+e fiir jedes tcR. Uber jedem
Punkt von X liegt dann genau ein Punkt von E. Da p:E—>X eigentlich ist, folgt
wieder :

Ist UcX eine irreduzible offene Teilmenge und ¥ : F|U—U X" ein Biindel-
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isomorphismus, so wird die Menge E:‘P’(EnFiU)CUXk” durch irreduzible Glei-
chungen gegeben :

»+b,(x)=0 im Falle, daB8 die Charakteristik von £ gleich o,
bzw.

92 4 by(x)=0 im Falle, daB3 die Charakteristik von £ gleich p+o ist.

Im Falle der Charakteristik o ist also p : E—>X bireguldr. Wir behaupten, daB3 dieses
auch im Falle der Charakteristik + o gilt, falls es unendlich viele rationale Schnittflichen s
in X gibt mit S(R)CE. Wir zeigen a,=o fir v=1, ...,

Es sei x,eU beliebig. Wir wihlen eine Umgebung W=W(4,), {,=m(x,), so dal
iiber W 2 reguldre, iiberall linear unabhingige Vektorfelder £, ..., &, existieren. Die
auf U regulidren Funktionen b&,, ..., 5, definieren nun »* regulire, in y inhomogen-
lineare Funktionen auf B=Bx4" mit B=Un=n"'W). Es sei etwa yeﬁ ein Punkt
iiber x und ¢ Dann ist ¥'(y) ein Homomorphismus von T,(R) nach T,(X), den wir
mit 'y bezeichnen wollen. Es sei db, die totale Ableitung von b,. Wir setzen
Sou(9)=(db) . (F(E,(2))). Offenbar ist f,, regulir in B.

Angenommen nun, nicht alle «, sind gleich o. Es sei etwa «;+ 0. Wir bezeichnen
dann mit A die algebraische Menge {f;;=fis=...=f;,=0} in B. Es ist db o
itber U und damit auch itber B. Anderenfalls wire niamlich a=#4{? regulir und
P b= (7 4+ a)? nicht irreduzibel.

Es sei T(X/R):Llj T, das Biindel der Vektoren auf X in Richtung der Fasern.

Man hat also T(X/R)|X,="T,. Bezeichnet U’ die nicht leere offene Menge {db, + o}nB
und U” die Menge U’ n{db,.T(X/R)%0}, so hat A iiber jedem Punkt von U’ genau
einen Punkt und die Abbildung A" —U" ist bireguldr (mit A”"=An(U" x£")), wie
man unter Benutzung der Linearitdt von f,, ..., f;, aufden Fasern xXx%" von B sofort
cinsieht. _

Es sei s eine Schnittfliche in X mit T(R)CE. Auf ¥(35'(R)) ist das Polynom
o=y 4+ b, identisch Null. Also gilt d(wo¥T)=0=d(h,o5) und deshalb

P (T(R)n(F|U))CA”.

Es sei KCR die Unbestimmtheitsmenge von s. Man hat dann U’'ns(R—K)CU”.
Daher muB A =Y(E) sein iiber allen Punkten aus U’ ns(R). Gibt es nun unendlich
viele Schnittflichen iiber R mit S(R) in E, so dringen auch unendlich viele s(R)
in U’ ein. X—TU" ist nimlich hochstens #-dimensional und kann daher héchstens endlich
viele n-dimensionale algebraische Teilmengen enthalten. Es folgt : auch U” ist nicht
leer. Und wiederum dringen unendlich viele s(R) in U ein. Die kleinste algebraische
Teilmenge, die U”nUs(R) umfaBt, ist aber gleich U”’. Also folgt A ="¥(E) iber U"".
Damit ist die Abbildung W(En(F|U”))~>U" biregulir. Also «;=o0, weil auch «|{U”
irreduzibel ist.
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Wir haben also gezeigt :
SaTtz. — Es sei E,+0 fiir jedes teR und es gebe unendlich viele rationale Schnitiflichen s
in X mit S(R)CE. Dann ist . eine regulire Schnittfliiche in F iiber X.

Wir nennen ein solches E ein regulires Feld von infinitesimalen Schnitten in X.

§ 3. SCHNITTFLACHEN MIT T(R)<¢E

1. Zu jeder rationalen Schnittfliche s:R-—>X werde 5 :R—F wie in § 1,
Abschnitt 5 definiert.

Wir setzen s =®o0s5 und erhalten ein m-tupel von rationalen Funktionen auf R,
die zunichst nur in R—K reguldr sind. Da aber K wenigstens 2-codimensional ist,
folgt die Regularitit von s* auf ganz R ().

Es werde der algebraische Grad von s" untersucht. Wir vervollstindigen dazu R auf
irgendeiné Weise zu einem normalen, irreduziblen, vollstindigen (projektiv) algebraischen
Raum R. R =R—R ist dann wenigstens 1-codimensional, die Menge der nicht-
gewdhnlichen (= nicht reguliren) Punkte M = M(R)CR_ mindestens 2-codimensional.

Zunichst werde zusitzlich vorausgesetzt, daB R eine Kurve ist. R ist dann
singularititenfrei. Da X projektiv, kénnen wir X in P¥ xR so singularititenfrei einbetten,
daB = die Beschrinkung der Projektion % :PYXR-—>R auf X ist. Jede rationale
Schnittfliche s in X ist nun iiberall regular. Man kann sie als reine regulire Schnittfliche
in PYXR iiber R auffassen. Sie setzt sich zu einer reguliren Schnittfliche 5 iiber R
in PYxR fort.

Wie bei dem Paar (X, R) in § 1, Abschnitt 1 bilden wir bei (P¥xR, R) das Biindel
der Homomorphismen v. Es sei mit G bezeichnet. F ist ein affines Unterbiindel von
G =G|X. Wir betrachten nun die abgeschlossene Hiille F von F in G. Jede Schnitt-
fliche 5 setzt sich zu einer regulidren Schnittfliche T in G fort. Es gilt aber '?(_R—) cF,
Tist also eine regulire Schnittfliche in F. Ferner kann man ® : F—>£™ zu einer rationalen
Abbildung @ : F—>%" fortsetzen. Es gibt in einer Umgebung U von R, eine nirgends
identisch verschwindende regulire Funktion %, so daB die Funktionen des m-tupels &.®
iiber F|U regulir sind.

Die Fortsetzung s* von 5" nach R ist gleich BT, hs = (k. ®)0T ist daher in U
regulir. Bezeichnet /; dic Anzahl der Punkte von R und /, die maximale Ordnung
der Nullstellen von % in den Punkten von R, so hat zunichst 5" in allen Punkten von R,
einen Pol, dessen Ordnung nicht gréBer als [, ist. Der Vektorraum der m-tupel von
rationalen Funktionen auf R, die in R regulir sind und in keinem Punkt von R, einen

(1) Es gilt folgender Satz. Es sei Z ein normaler algebraischer Raum, Kc&Z eine mindestens 2-codimensionale
algebraische Teilmenge, feine in Z—K regulire Funktion. Dann 1dBt sich f eindeutig zu einer reguldren Funktion
auf Z fortsetzen.
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Pol einer groBeren Ordnung als [, haben, ist dann héchstens 7./;./,-dimensional. Er sei
fortan mit B bezeichnet. Es gilt also stets s°eB.

Es sei nun R hoherdimensional. In diesem Falle kommen wir zum Ziele, indem
wir analoge Betrachtungen fiir R—M anstellen. Fiir UCR—M wihlen wir eine
offene Teilmenge, die mit keiner irreduziblen Komponente von R, einen leeren
Durchschnitt hat. Ist U hinreichend klein gewihlt, so gibt es eine in U reguldre Funktion 4,
so daB %.® iiber F|U regulir ist. /; ist nun die Anzahl der irreduziblen Komponenten
von R und /, die maximale Ordnung der Nullstellen von % auf diesen irreduziblen
Komponenten. 5 ist regulir iiber R—K; mit codim K,>2, das Produkt k.5 deshalb
sicher regular iiber U. Der Vektorraum B ist daher wieder endlich dimensional und es
gilt stets s"eB.

2. Es sei Q ein (reduzierter) algebraischer Raum. Eine rationale Abbildung
¢ : RXQ—X (oder—F) heiBt eine gut-rationale Abbildung, wenn 1) mog (bzw. wpog)
die Produkprojektion RxQ-—R ist, 2) die Menge der Unbestimmtheitsstellen von ¢
kein ganzes Produkt R X<, t€Q enthilt. Fiir festes teQ ist ¢ also eine rationale
Schnittfliche in X (oder F).

Es sei nun Q eine affine, irreduzible, singularititenfreie algebraische Kurve. Wir
vervollstindigen Q zu einer vollstindigen singularititenfreien Kurve Q. s=s(t 1) sei
eine gut-rationale Abbildung RxQ-—>X. Man kann s zu einer rationalen Abbildung
T=3(t,1) : RxQ->X fortsetzen. 5 ist dann auch gut-rational. Fiir festes v sind also
s.=s(¢t,7) und s_.=75(¢ 1) rationale Schnittflichen in X.

SATZ 1. — s, ist konstant in x.

Beweis. — 5. ist ein m-tupel regulirer Funktionen auf Rx Q. Da Q vollstindig
ist, konnen diese nicht von t abhingen.

3. Wir lassen s alle rationalen Schnittflichen in X durchlaufen und bezeichnen
mit B’ die Menge {5’} CB.

SATZ 2. — B’ ist eine algebraische Teilmenge von B oder gleich A—o,, wobei A eine
algebraische Teilmenge von B und o,€B ein Punkt ist.

Beweis. — Wir betrachten in FXx®B die algebraische Teilmenge

B 2{(]’ c) :yeF, ceB, O(y)= G(TE[J(}))}
Wir projizieren B durch die regulire Abbildung npXxid : FX8B—->RXx®8B nach RXB.
Da B auch gleich
{5, 0) 1yeF, 0eB, () =omp()},
ist (mpxid)|B eigentlich und mithin B=(npXxid)(B) eine algebraische Teilmenge von
Rx®B. Wir setzen B"“'={ceB : RXxsCB}. B" ist dann eine algebraische Teilmenge

von B.
Da jedes E, vollstindig und irreduzibel ist, muB jede Beschrankung ®|E, konstant
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und die Abbildung ¢—®(E,), wenn ®(E)=R, ein m-tupel von Funktionen iiber R sein.
Eventuell ist es sogar aus 8. In diesem Falle sei es mit o, bezeichnet, im andern Falle
sei o, die leere Menge. Gibt es eine rationale Schnittfliche s in X mit S(R)CE, so gilt
natiirlich s =g,.

Wir betrachten die algebraische Menge A ={yeF : ®(y)=opr(y)} fiir ceV"'—aq,.
Uber den Punkten von R’={¢:ca(t)+®(E)} ist, da (npx®)|(F—E) bireguldr ist,
A, eine regulire Schnittfliiche in F. Sie setzt sich zu einer rationalen Schnittfliche &
mit S(R)CA, auf R fort. Die Abbildung 6—G ist eine gut-rationale Abbildung £
mit B(¢, o)=(mpx D)~(¢, o(t)) fir o(f)+ ®(E,) von RX(B’—oq,) in F.

Wir setzen s = o6 und erhalten eine gut-rationale Abbildung y : R X (8"'—g,) —X.
Die Gleichung 5'="5 definiert sodann eine algebraische Teilmenge D CB''—g,. Es
gilt B'=D, wenn es keine rationale Schnittfliche s in X gibt mit T(X)CE und
anderenfalls B’=D U ¢,. Die Menge D U ¢, ist dann eine algebraische Teilmenge von B"".

4. SATZ 9. — Di¢e Menge B'CB st endlich.

Beweis. — Wire B’ nicht endlich, so gibe es eine singularitdtenfreie irreduzible
affine Kurve R und eine reguldre Abbildung ¢ : Q—%’, bei der die Fasern ¢ (),
7eQ stets endliche Mengen sind. s=yort istnun eine gut-rationale Abbildung RxQ—>X
mit mos=Produktprojektion RxQ—>R. Alsoist s =¢ konstant in =. Widerspruch !

Den Elementen ceB'—o, sind also bijektiv zugeordnet die rationalen Schnitt-
flichen s in X mit S(R)¢E. Es folgt also :

SATZ 4. — Es gibt nur endlich viele rationale Schnittflichen s in X mit S(R) ¢ E.

$ 4. ALGEBRAISCHE KURVEN UBER R
MIT REGULAREN SCHNITTFELDERN

1. Wir werden in diesem Paragraphen das Hauptresultat der Arbeit herleiten.
Ist chark=p+o0, so verstchen wir unter der Frobeniustransformierten R™ von R fiir
A=o0,1,2, ..., diejenige algebraische Mannigfaltigkeit iiber %, die wir erhalten, indem
wir die lokalen Ringe L von R durch L?" ersetzen. Es ist also R® =R und die Identitit
ist eine eigentliche regulire Abbildung R—+R®. Die lokalen Ringe von R® sind
Unterringe der entsprechenden lokalen Ringe von R*~Y. Mit wachsendem 2 werden
die lokalen Ringe von R® immer diinner. Im Falle char k=0 verstehen wir deshalb
unter R® die Mannigfaltigkeit R und unter R¥, 2>0 den Raum R versehen mit der
Garbe der konstanten Funktionskeime mit Werten in £.

DEFINITION. — Die Faserung (X, m, R) heifit quasitrivial, wenn es eine bireguldre
abgeschlossene Einbettung (X, ¢, X) von X in RXPN gibt, derart, daf die Beschrinkung der
Produktprojektion R XPY¥—=R auf X die Projektion mol™' ist und weiter folgendes gilt :

Zu jeder natiirlichen Zahl ) gibt es eine offene Teilmenge Rt CR und eine regulire Abbildung
C:RY—PL(N, k), so daf CoXCR*XPYN dber (RT)N definierbar ist.
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Dabei bezeichnet CoX die algebraische Mannigfaltigkeit zeqv C(#)o(X)). Im Falle

char £ =o ist also die Faserung (X, =, R) liber einer offenen Teilmenge von R genau
dann quasitrivial, wenn sie iiber einer offenen Teilmenge R™ CR isomorph zu einem
kartesischen Produkt ist.

Hauptsatz. — Die Faserung (X, ©t, R) ist quasitrivial iiber einer Umgebung jedes Punkies
von R oder es gibt nur endlich viele rationale Schnittflichen in X.

Angenommen, es gibt unendlich viele rationale Schnittflichen in X. Dann gibt
es nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen auch unendlich viele Schnittflichen s
mit 5(R)CE und nach § 2 ist E eine reguldre Schnittfliche iiber X in F. Wir brauchen
also nur noch zu zeigen, daBl dann X lokal quasitrivial sein mufBl. Das folgt durch
mehrfache Anwendung des im nichsten Abschnitt angegebenen Satzes 1.

2. FEs werde fortan vorausgesetzt, da E ein regulires infinitesimales Schnittfeld
in X ist, und daB es unendlich viele rationale Schnittflichen s in X gibt mit 5(R)CE.

Es sei f,cR ein beliebiger Punkt und K =T'(X,). Da K, ample ist, gibt
es eine Tensorpotenz K! und eine Basis &, ...,&x von I(X,, Ki) so daBl durch
zy=E5, ..., 2xg=E', eine biregulire Einbettung von X, in den P¥ definiert wird. Die
natiirliche Zahl [ sei ferner so gro gewihlt, da H'(X, , K{)=o0 ist. Man kann dann
eine Umgebung R’'=R’(4) finden und &, ..., & zu reguliren Schnittflichen
oy -5 Exe(X, KY) fortsetzen (mit X'==n""R’), K=T(X/R)). Ist R’ hinreichend
klein gewahlt, so kann man sogar erreichen, daBl &,, ..., %y keine gemeinsamen
Nullstellen auf X’ haben und daB die durch z,=§,, ..., zy=E&y vermittelte reguldre
Abbildung ¢’ : X'-—>P" jede Faser X,, teR’ bireguldrin den PN einbettet. Bei kleinem R’
sind fiir ¢eR’ die Beschrinkungen £,|X,, ..., Ex|X, noch linear unabhingig und
bilden eine Basis von I'(X,, K!) mit K,=T;. Die Kurve {'(X,), tcR’ liegt dann auf
keiner niederdimensionalen Ebene des PN ganz.

Wir wollen zeigen, daBl (X', =, R’) in bezug auf die Einbettung ¢’ quasitrivial ist.
Zu diesem Zwecke beweisen wir zunichst :

Satz 1. — Es gibt eine offenc Teilmenge R CR’ und eine regulire Abbildung
C : R*>PL(N, k), so daf CoX' iiber (R™)Y definierbar ist. Fiir jede rationale Schnittfliche s
in X' mit S(R')CE ist Cos eine rationale Schnittfliche in CoX' iiber (R*)®,

Beweis. — Es gibt sicher einen Punkt #,eR’ und rationale Schnittflichen s, ..., sy.4
in X mit S,(R)CE, ..., 5y, (R)CE, derart,daB s, ..., sy, in ¢, regulir und je N+1
der Punkte {§’osy(t,), ..., ¢’ 05y, 1(f)€PY linear unabhingig sind. Anderenfalls gibe es
iiber einer offenen Teilmenge U CR’ eine algebraische Teilmenge A CU X PN, so da8
An(@xPY), teU stets eine niederdimensionale Ebene des P¥ ist und daB stets
(rx¢)os(U)CA fir s mit §(R)CE. Dann wire aber auch (nx{’)(n"*(U))CA.
Widerspruch !

Wir konnen nun eine Umgebung Rt =R*(4,)CR’ finden, so daB je N4 1 der
solt), -y Sng4(8) fiir alle zeR* linear unabhingig sind. Wir bezeichnen dann mit C(z)
diejenige projektive lineare Transformation PN->PN, die ¢’s,(f), ..., 'sy.1(f} in die
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Punkte ny={'s,{t)), - .., My, =9"sy 1 1(8) ePY abbildet und setzen ¢ =Coy’. Das Produkt
nX{ ist dann eine regulire, fasertreue Einbettung X|R*—R*x PV, Die Schnittflichen
o5 « -+ Sy +1 gehen dabei in die konstanten Schnittflichen R Xsy(#), - .., R X sy 4(8)
iber.

Wir beweisen, daB X =(nx¢)(X|R*) und alle rationalen Schnittflichen s
mit S(R)CE iiber (R*)® definierbar sind. Es sei E das Bild des Schnittfeldes E in X.
Wir zeigen, daB E die Beschrinkung des Produktschnittfeldes von R* xXP¥ auf X ist.
Wir benétigen dazu « algebraische Riume mit nilpotenten Elementen ». Es sei m(¢)
auf R* die Garbe der Keime reguldrer Funktionen, die in ¢ verschwinden, 7 (¢) bezeichne
auf X|R*' die Garbe der Keime regulirer Funktionen, die auf X, null sind
und H bzw. H seien die Strukturgarben von R bzw. X. Wir versehen ¢ bzw. X, mit
den Strukturgarben H/m?(t) bzw. H/#2(t). Die so erhaltenen algebraischen Riume
seien mit R} bzw. X] bezeichnet. Die Projektion =" ==|X; ist wieder eine regulire
Abbildung =" : X;—>R;. Die Existenz des Schnittfeldes E, bedeutet nun gerade, daB die
Faserung (X}, =", R}) isomorph zum kartesischen Produkt R;x X, ist. Die Isomorphie
wird gerade so definiert, daB E, in das Produktschnittfeld iibergeht. (K'|(R;xX,))
ist natiirlich in t konstant. Wird die Abbildung ¢ durch die Gleichungen z,=£,, ..., 2y =Ey
mit £el(X*, KY), Xt =X|R* gegeben, so ist £,|Rjxs,(#) konstant und mithin
BRI XX, ..., Ex|Rix X, und ¢|R;xX,. von ¢ unabhingig. Das Bild (nx¢)(X])
ist also gleich R}xX,, wobei X,=¢(X,)CPY, und E, geht durch ©x¢ in das Produkt-
schnittfeld uber, q.e.d.

Es sei s eine rationale Schnittfliche in X mit S(R)CE. Fiir das Bild in X gilt
dann ¢os(R*)CE. Da E das Produktschnittfeld ist, verschwinden die Ableitungen
von {os nach beliebigen Vektoren auf R*. Wir sagen, daB} {os iiber R* stationir ist.
Das bedeutet aber, daB os: R* >PY eine regulire Abbildung bereits iiber (R*)¥
sein muB.

Es sei g : PY->P? eine lineare Abbildung. Die algebraische Bildmenge (X ¢)(X)
ist dann das Nullstellengebilde eines Polynoms ¢ vom minimalen Grad iiber R*. Bei
geeigneter Normierung der Koeffizienten von o folgt wieder, da o eindeutig bestimmt
ist und daB daher die Koeffizienten von @ iiber R* stationdr sind, d.h. e ist sogar ein
Polynom iiber (R*)®. Nun wird das Ideal von X von Funktionen wog aufgespannt.
X ist also projektiv iiber (R*)®, g.e.d.

Im Falle chark=o0 ist der Hauptsatz damit bewiesen : (X*, =, R*) ist trivial.
Im Falle chark=p+0 enthilt (X*, =, (R*)") wieder unendlich viele rationale
Schnittflichen. Es gibt also wieder ein regulires Schnittfeld E und man kann das ganze
Verfahren unter Benutzung der gleichen Einbettung ¢’ noch einmal anwenden und so
fortfahren. Es folgt also wieder das Hauptresultat.

Gibt es eine rationale Schnittfliche s in X, so ist jede Faser X, natiirlich irreduzibel.
Anderenfalls wiirde ja X,, die Vereinigung der irreduziblen Komponenten X,,CX,
mit s()nX,,+0 eine von X verschiedene irreduzible Komponente von X bilden,
und X wire nicht irreduzibel.

376



MORDELLS VERMUTUNG UBER RATIONALE PUNKTE 145

3. Es sei chark=p=+o0. Es scien R und X CRxPY¥ irreduzible algebraische
Mannigfaltigkeiten. X liege abgeschlossen in RXP¥ und die Beschrinkung = der
Produktprojektion R X P¥—R auf X sei eine einfache regulire Abbildung. Zu jeder der
Fasern X,=n"'(t)C¢xP¥=PY {ecR, die ebenfalls irreduzibel sein mogen, gebe es
hochstens endlich viele projektive Transformationen, die X, auf sich abbilden. Die
Faserung (X, m, R) sei ferner quasitrivial in bezug auf R’=R und die vorgegebene
Einbettung. Zu jedem X>o gibt es also eine offene Menge R, CR und ecine
regulidre Abbildung C, : R;—L=PL(N, %), so daB X,=C,;oX CR;,xPY iiber RY
definierbar ist.

Satz 2. — Es gibt eine irreduzible, unverzweigte, eigentliche, Galoissche algebraische
Uberlagerung (lA{, v, R),s0daf (X, %, ﬁ) ~ R x X,. Dabei bezeichnet X R x P¥ die vermoge =
nach R geliftete Faserung X, 7t die geliftete Abbildung 7 und X, CPN eine vollstindige algebraische
Mannig faltigkeit (*).

Eine Folgerung ist :

Der Isomorphismus XrxRxX,c RPN wird durch eine regulire Abbildung C : R L
gegeben. X und damit liXX0 ist eine eigentliche, unverzweigte Uberlagerung von X. Die Galois-
gruppe von R xX, iiber X besteht naturgemifl aus reguliren Abbildungen R—L. Diese sind
Jedoch auf R konstant,

Beweis.— Es seien r=(N +1)’—1=dim L, #,cR ein beliebiger Punkt und X,=X,.
Wir wihlen r verschiedene Punkte Q,, ..., Q,eX, und Ebenen E;, ..., E, von der
Dimension N--dim X,—1, derart, da E, die Mannigfaltigkeit X, in Q, isoliert
schneidet. Es sei £, die Idealgarbe von E,. Bekanntlich kann man Q,, E, so
wihlen, daB es nur endlich viele Transformationen /JeL gibt mit [(X)nE, +0
fir v=1,...,1

Das kartesische Produkt Lx X CLxRxP¥ ist vermoge der Projektion ®=idx =
eine Faserung iiber LxXR. Es bezeichne ¢ : LxX-—>P¥ diejenige regulidre Abbildung,
die das Tripel (I, ¢, z) auf {(z)ePN wirft. Wir bringen die Garben 4, vermége g nach L xX
und setzen /Evz{hvoqz o} und verschen ,E’v mit der durch die Idealgarbe A oq
definierten Strukturgarbe. fE:, ist ein algebraischer Unterraum von LxX. Es sei
0,=(1,%,Q,); Q, liegt in E,. Die Abbildung F|E, ist in Q, endlich. Man hat :
dimE,> dim X + dim L— codim E, = dim L 4 dim R—1.

Wir setzen (%) szfE;@*. . .@;;E, und Q=Q,®... @Q,eﬁ. In einer Umgebung
von Qist, weil ?{I’E; in Qv immer endlich ist, die Dimension von E nicht kleiner als
dim R =dim L 4 dim R —7. Es sei X die regulire Abbildung E-Lx R—R, C bezeichne

() Der Satz gilt mit seiner Folgerung (am Ende des Abschnitts) auch im Falle char £=o0. Der Beweis
itbertrigt sich mutatis mutandis und vereinfacht sich etwas, da jetzt C : R—>L wegen X|R,=R; X X, rational

~

ist. Man kann deshalb auch % =(R, id, R)=R wihlen.
® ’E;@" oee @;:E, bezeichnet das kartesische Produkt tiber L X R.
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die Projektion E—-LxR->L. Man hat %(a) =1, und '5@) =1€L. Offenbar verlauft
E( D) oXs, fir yei‘ stets durch E,, ..., E,. E hat also iiber LXx¢ a als isolierten
Punkt; deshalb ist Fin aendlich und in einer Umgebung von aist die Dimension gleich
dim R; weiter : % ist in aoﬂ‘en.

Es sei B'CE die offene Teilmenge der Punkte, in denen ¥ endlich ist. B ist
also R (begrenzt) iiberlagert und hat deshalb einen algebraischen Grad grdR’E’:grd .
Es gibt eine offene Teilmenge UCR, iiber der B/ eigentlich liegt. Wir bezeichnen mit H
die Strukturgarbe von E und mit m(t) die Idealgarbe des Punktes teR. Es gilt dann
grdi'z?gi{} dimkH/m(t)o%. Das Minimum wird in jeder offenen Teilmenge von U
angenommen.

Nach Voraussetzung gibt es zu jeder ganzen Zahl 2 >o0 iiber einer offenen Teilmenge
R,CRANU eine regulire Abbildung C, : R,—L, so da X,=C,0XCR, xP" bereits
iiber R definiert ist. Es bezeichne C) die Abbildung (, ¢, z) — ({oCy*(¢), t, Ca(t, 2)),

~

die Lx(X|R,) biregulir auf LxX, abbildet. Man hat analog zu ¢, E,, E, ¥, %, C
Abbildungen bzw. Riume ql,’ﬁvl,'ﬁl,'ﬁg, %, C,= (CoCy)(Cr 1), die jedoch jetzt alle
iiber RY definierbar sind. C; bildet E:,IR;\ stets bijektiv auf B, ab. C" bezeichnet die
induzierte, regulire bijektive Abbildung ,E—;E;. Es seien @ bzw. @, die Strukturgarben

von R bzw, R und H, die Strukturgarben von rﬁ;‘ und m,(¢#) die Idealgarben der

Punkte teR{" auf RY. Die Uberlagerungen ’E’[Rh und E} sind iiber R, in kanonischer

Weise zueinander isomorph, wenn fEI; die Uberlagerung E;‘, versehen mit der Struktur-
garbe H,®,, 0, bezeichnet. Es ist deshalb stets dim, H/m(f) 0%=dimk HA/m,\(t)o%A und
deshalb grdRE’ = grdR(x)El'l .

Wir withlen eine irreduzible Komponente A der algebraischen Menge E’ durch a_
und bezeichnen mit ﬁ:(ﬁ, 7, R) das Regularititsgebiet von a’lA R ist also die
maximale (begrenzte) minimalblittrige irreduzible, algebraische Uberlagerung von R,
auf der ’(\flA noch definiert werden kann, d.h. es gibt eine regulire Uberlagerungs-
abbildung u : A—R und eine regulire Abbildung C=R-L, sodaB a:Coy,. Es
gilt grdy ﬁ:grdR C<grd . Fiihren wir die Betrachtungen fiir X, iiber R, durch,
so folgt grdpm CoCy'< grdR(x)IEJ',‘zgrd F'. Das Produkt CoCy !t ist also algebraisch
iiber R™ von einem Grad, der in A beschrinkt ist. Das bedeutet zunichst einmal,

daB R separabel ist. Die Abbildungen C,0C; !, wobei C; und C, Konjugierte von C sind,

aus der Galoisgruppe von C sind regulir auf der Galoischen Uberlagerung R zu R iiber
jedem R™. Sie miissen deshalb konstant, also aus L sein. Das ergibt unmittelbar :

o

R ist einec unverzweigte eigentliche Galoissche Uberlagerung einer offenen Teilmenge

R*CR mit t,eR*, f,=p(Q)eR und C(f)=1cL.
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Wir liften die Faserung (X, m, R) vermége v nach R und erhalten eine Faserung
(X, %, R) iber R. Es sei dim X,=dimX;=m und ¢ : P"~~P"*! cine lineare, auf )A(;;
regulire Abbildung, f,eR. Es gibt ein Polynom « minimalen Grades in P™*! iiber
einer Umgebung U =U(#)CR, so daB (7x¢)(X|U)={w=0} mit X=CoX. Durch
Normierung eines Koeffizienten werde w eindeutig bestimmt. Der Koeffizient sei tiber U
konstant. Da X=(CoC;Y0(C,X) schon iiber R®|R, definierbar ist, folgt dann,
daB auch o iiber U konstant ist, d.h. wir haben zunichst X|W=W xX,, wobei WcU
eine hinreichend kleine Umgebung von f ist. Das Ideal von X|WCUXPY wird
nimlich von Polynomen wo¢ aufgespannt. Es folgt nun natiirlich sofort X =R xX,.

Esist X,=X, in R* und da man unsere Uberlegungen in jedem #,eR ausfithren
kann, muB schlechthin X,=X, gelten. Zu X, CP¥ X, CP¥ gibt es weiter stets eine
Transformation C,,, aus L, die X, auf X, abbildet. Ist #,eR beliebig, so fithren wir
unsere Uberlegungen fiir das gleiche System E,, Q , aber in ¢, fiir die Familie G, 0X =X,
aus. Man erhilt iiber einer Umgebung R} von # eine eigentliche, unverzweigte
Uberlagerung %, mit C, :R,—»L. C und CyoCyoC,; (mit CyeL ecine geeignete
Transformation, fiir die Cy0X,=X,) lassen sich nun (auf einer geeigneten Uberlagerung)
zu einer einzigen reguliren Abbildung C zusammenheften. Da C bereits maximal
fortgesetzt ist, folgt C=0C, dh. 4eR* und R* =R, q.e.d.

In dem in Abschnitt 1 und 2 betrachteten Fall ist fiir teR’ jedes X, so in P¥
eingebettet, daB es in keiner niederdimensionalen Ebene liegt. Durch Anwendung
von § 3 auf die Familie X,xX,—~X, folgt ferner, da8 X, nur endlich viele biregulire
Selbstabbildungen besitzt. Also ist auch die Menge der /eL mit [(X)=X, endlich
und Satz 2 auf unseren Fall anwendbar. Durch Zusammenheften von Abbildungen
X >R xX, iiber verschiedenen R’ kann man sogar erreichen, daB3 R nicht nur iber R,
sondern iiber ganz R definiert ist. Es gibt also eine unverzweigte eigentliche Galoissche
Uberlagerung & von R, so daB X nach Liften nach R trivial wird.

4. Es seien X, eine vollstindige projektiv algebraische Mannigfaltigkeit, R eine
algebraische Mannigfaltigkeit und §i=(ﬁ, 7, R) eine eigentliche, irreduzible, unver-
zweigte Galoissche algebraische Uberlagerung iiber R. Mit Aut(X,) werde die Gruppe
der bireguliren Abbildungen X,—X, bezeichnet. Die Galoisgruppe G:G(ﬁ) sel
treu in Aut(X,) dargestellt, in Zeichen G CAut(X,).

Sarz 3. — Die algebraische Mannig faltigkeit (R x X)|G ist eine (eigentliche, einfache,
regulire) Faserung iiber R, die quasitrivial iiber einer Umgebung jedes Punktes ist.

Beweis. — Es sei F ein amples Geradenbiindel tiber X,. Wir setzen K:g(g)GFog.
K 1st dann ebenfalls ample, dariiber hinaus gegeniiber G invariant. Wir wihlen r so
groB, daB die Schnittflichen aus I'(X,, K") eine biregulire Einbettung von X, in
einen PY vermitteln und daB HY(X,, K")=o0 gilt. Die (triviale) Faserung RXX0 kann
als Faserung (X, %, R) iiber R gedacht werden. Es gilt X, =X, u...UX,, wobei b
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die Blitterzahl von Rt und die X,,=fxX,=X, sind, v=1, ..., b. Essei t,eR beliebig
und &, ..., Exe(X,, K" eine Basis. Wir definieren

£ £, auf X,
T o auf Xy, ..., X,
und wihlen eine Umgebung U=U({), derart, daB wir &, ...,y zu reguldren
Schnittflichen EO, ..., By in 7~Y(U) fortsetzen kénnen. Es sei dann &, = ZG?\,ogu,
g€

v=0, ..., b. Dabei bezeichnet g,eG diejenige Transformation, die %, auf &, abbildet,
die wir uns deshalb als fasertreue Transformation X—X mit Xy,—~>X,, denken. Es ist
£,|X,,, =& 0g. . Es gibt daher eine Umgebung V=V (#)CU, so daB &), ..., & tiber
77Y(V) keine gemeinsamen Nullstellen haben, auf jeder Faser X,,, t€B noch eine Basis
bilden und die durch &, ..., £y vermittelte regulire Abbildung ¢ : X'=7"1(V)—~P"
jede Faser X,, biregulir in den PN einbettet. Es gilt aber ¢(X;)=...=¢(X,).
X=(idx¢)(X) ist eine abgeschlossene algebraische Untermannigfaltigkeit von V xP¥,
Andert man die Basis £, ..., %y oder die Fortsetzungen 2’0, ...,E’N, so erhilt man
natiirlich eine andere Einbettung X,. Es gibt dann jedoch eine wohlbestimmte regulire
Abbildung C : V->PL(N, k), so daB X,=CoX.

Man kann nun die Konstruktion der g, ..., £y tber jedem R® durchfiihren,
d.h. X ist in bezug auf seine Einbettung quasitrivial. Durch (wohlbestimmtes)
Zusammenheften von X, die zu verschiedenen Punkten #{,cR konstruiert sind, vermoge
Abbildungen C kann man schlieBlich die algebraische Faserung (X, =, R)= (ﬁx X0 |G
konstruieren.

Es werde jetzt ein Beispiel einer Faserung (X, =, R) von vollstindigen singula-
ritatenfreien Kurven X, vom Geschlecht g>2 angegeben, die iiber keiner offenen
Teilmenge von R trivial ist und doch unendlich viele rationale Schnittflichen besitzt.
Es sei £ ein algebraisch-abgeschlossener Korper der Charakteristik g und X, die
irreduzible singularititenfreie Kurve {x*+4y*=1}CP% Es sei G die Gruppe der beiden
Transformationen : id und (x, y) >(—=x, —»). G bildet X, biregulir auf sich abund X,/G
ist isomorph zu der singularititenfreien algebraischen Kurve {x*-+)*=1, 22=xy}CP°

Wir setzen R=X}/G, R=X; und r sei dic Quotientenprojektion R->R (mit
Xo=X,n k3. R = (lA{, n, R) ist eine unverzweigte Galoissche Uberlagerung von R. Wir
definieren X = (RxX,)/G und (X, =, R).

Die Abbildungen & :x =", y’=5" sind regulire Abbildungen R-—>X, mit
f0l=105,, 1eG. Wir fassen §, als regulire Schnittflichen in RxX, auf. Unter der
Projektion RXX0—>X werden dann die § zu reguldren Schnittflichen s, in X. Die
Faserung (X, =, R) besitzt also unendlich viele rationale Schnittflichen.

Es diirfte fiir einen Algebraiker nicht zu schwer sein, die nicht-trivialen, reguldren
Familien (X, =, R) von singularitiitenfreien, vollstindigen Kurven vom Geschlecht g>2
weitgehend zu klassifizieren.
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