
MORDELLS VERMUTUNG 0BER RATIONALE PUNKTE 

AUF ALGEBRAISCHEN KURVEN UND FUNKTIONENKORPER 

von HANS G R A U E R T  

EINLEITUNG 

Es seien P " = P " ( C )  der n-dimensionale komplex-projektive Raum, •CP" 
eine singularit/itenfreie, irreduzible Kurve fiber dem KSrper der rationalen Zahlen. 
Das (homogene) Ideal yon ~ in P" wird also yon Polynomen aufgespannt, deren 
Koeffizienten rationale Zahlen sind. M o r d e l l  hat vermutet : Ist das Geschlecht v0n 
gr6fler als i,  so enthiilt 2~ h6chstens endlich viele Punkte mit rationalen Koordinaten. Diese Vermutung 
ist bis jetzt nur  in Spezialf/fllen best/itigt worden (1). 

Vor kurzem ist nun von M a n  in  (2) gezeigt worden, dab das Analogon ffir 
Funktionenk6rper mit den komplexen Zahlen als Konstantenk6rper richtig ist. M a n i n  
benutzt ffir seinen Beweis schwierige Methoden aus der Funktionentheorie. Seine Mittel 
sind also transzendenter Natur ;  sie lassen sich nicht auf FunktionenkSrper einer 
yon o verschiedenen Charakteristik tibertragen. In der vorliegenden Arbeit soll jedoch 
ein algebraischer Beweis geliefert werden, der dann im Falle beliebiger Charakteristik 
gilt. 

Es sei fortan k ein algebraisch abgeschlossener KSrper, ~R ein Funktionenk6rper 

fiber k von endliehem Transzendenzgrad, ~ der algebraische AbschluB von 9t. Mit 

r P~(~) werde eine singularit/itenfreie (3), irreduzible (projektiv-algebraische) Kurve 
fiber ~R bezeichnet. Es sei ch(3~) die Chernsche Zahl des kanonischen Bfindels yon /E. 

Unter dem Geschlecht g=g(/~)  versteht man sodann die ganze Zahl ! c h ( 3 ~ ) +  i, 
2a 

wobei a die ~R-Dimension des Vektorraumes der regul~iren Funktionen auf  ~ ist. 
X heiBt trivial, wenn ~E bereits fiber k definiert werden kann (4), und ein rationaler Punkt 
auf  ~ ist ein Punkt mit Koordinaten in ~R. Wie man unmittelbar sieht, ist ein Punkt x 

(1) Man vgl. etwa SIEogL [4]. 
(3) MANta, Moskau, ist ein Schiller von S~XRnVm. Man vgl. [2]. 
(3) Unter  a singularit~itenfrei )> wlrd stets ~< absolut singularit/itenfrei >) verstanden. 
(4) Das heil3t, dal3 �9 zu einer Kurve fiber k ~t-isomorph ist. 
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genau dann rational, wenn jede (fiber ~R definierte) rationale in x regul~tre Funktion 
auf ~ in x einen Wert in ~l hat. Jedes triviale 2E enth~ilt natiirlich unendtich viele 
rationale Punkte. Als Hauptresultat in der vorliegenden Arbeit wird gezeigt : 

SATZ. - -  F_~S sei die Charakteristik yon k, char k--=o. Es sei g (X)>2 und IF. nicht trivial. 

Dann gibt es h&hstens endlich vide rationale Punkte auf 3E. 

Im Falle von char k = p 4 ~ o  liefert der Beweis dieses Satzes ein etwas schwiicheres 

Resultat. Wie ein Beispiel lehrt, kann es durchaus nichttriviale ~ geben, die unendlich 
viele rationale Punkte besitzen. - -  Das Hauptergebnis der Arbeit dfirfte fibrigens im 
Falle beliebiger Charakteristik auch gelten, wenn k nicht algebraisch abgeschlossen ist. 
Zum Beweise brauchte man nur  die Methoden aus w 4 zu verallgemeinern. Die hierzu 
notwendigen Mittel scheinen jedoch in der Literatur (noch nicht) explizit vorhanden 

zu sein. 

Die Aussage des Satzes kann geometrisch-anschaulieh gedeutet werden. Es 
sei R eine irreduzible singularitiitenfreie (nicht notwendig vollstlindige) algebraische 
Mannigfaltigkeit fiber k, die ein Modell yon ~l ist. ~ kann dann als eine (I + dim R)- 
dimensionale algebraische Teilmenge X in P"(k) • R gedeutet werden. Da ~ fiber ~ singu- 
larit~itenfrei ist, kann man R so (klein) w~ihlen, dab X c P"(k)• R singularit~ttenfrei ist 
und dab die Beschr~inkung 7: der Projektion W ( k ) •  auf  X in jedem Punkte 
einfach ist, dab also die Funktionalmatrix von n in jedem Punkt x e X  den Rang dim R 

hat. 
Die Projektion rc ist eine eigentliche, surjektive regul~ire Abbildung. Die Fasern 

X t = n - l ( t ) ,  t eR  liegen alle singularit~itenfrei und sind Vereinigung a vollstfindiger 
Kurven vom Geschlecht g = g ( X ) > i .  Ein rationaler Punkt in 2E ist eine rationale 
Schnittfl~iche in der Familie (X, ~, R). Wir haben also zu zeigen, dab es nur endlich 
viele solcher Schrdtffl~chen in (X, ~, R) gibt. 

AbschlieBend mSchte ich besonders S. L a n g  danken, der mir in einem 1963 
in Bonn gehaltenen Vortrag das Problem zugetragen hat. Ferner danke ich P.  S a m u e 1 
ffir verschiedene Hinweise. 

w I. KURVEN UBER ALGEBRAISCHEN MANNIGFALTIGKEITEN 

I. ES sei k ein algebraisch abgeschlossener KSrper beliebiger Charakteristik, X und R 
seien (singularit~itenfreie) irreduzible projektiv-algebraische Mannigfaltigkeiten fiber k, 

ferner sei ~ : X - + R  eine eigentliche, surjektive, regul~ire und darfiber hinaus einfache 
Abbildung : Die Funktionalmatrix von 7: habe also fiberall den Rang n = d i m  R. 
Die Mannigfaltigkeit X sei (n + I)-dimensional. Die Fasern X t = ~-l( t) ,  t eR  sind daher 
vollst~tndige, singularitiitenfreie algebraische Kurven, die in endlich viele irreduzible 
Komponenten Xt, , v = i , . . . ,  e zerfallen. Das Geschleeht der X~, ist von t und 

unabhiingig und sei mit g bezeichnet. Wir setzen fortan g >  2 voraus. 

Es bezeiehne T(X),  T(R),  T , = T ( X t )  das kontravariante Tangentialbiindel 
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von X bzw. R oder X t. Das Bfindel (1) T, ist offenbar ein Untervektorraumbfindel  
yon T ( X ) I X  t. Durch die Projektion n wird T(R) nach X geliftet. Das so fiber R 

erhaltene regul~re Vektorraumbfindel sei mit  T (R) bezeichnet. Da 7= auch eine Projektion 

von Vektoren definiert, hat man einen Epimorphismus 0c : T(X) -+T(R) .  Wit  bezeichnen 

mit  F das affine Unterbfindel derjenigen Homomorphismen ~ e H o m ( T ( R ) ,  T(X))  
mit  a o~q = i d .  F ist ein regul~ires Faserbfindel fiber X und damit  eine algebraische 
Mannigfaltigkeit, die typische Faser von F i s t  der k ", die Strukturgruppe i.a. die volle 
Gruppe der affinen Transformationen des k n. Man kann F als das Biindel der infinitesimalen 
Schnitte in der Faserung X ansehen. - -  Wir wollen die Faserprojekfion F - + X  mit p 
bezeichnen. 

Indem man jede Faser F~-----p-~(x)~k ~ zum projektiven R a u m  P"=P~(k)  

abschlieBt, erh~ilt man  ein Bfindel F fiber X mit projektiver Faser, jedoch gleicher 

Strukturgruppe und gleichen r Die Projektion F--+X sei ebenfalls 
mit  p bezeichnet. F~ = F - - F  ist eine i-codimensionale, singularit~itenfreie Teilmenge 

der algebraischen Mannigfaltigkeit F. Wir setzen F~ ----- F [ X~, F t ---- F[ Xt, F.~, = F~ r~ Ft.  
Die Menge F~, ist ebenfalls singularit~itenfrei und i-codimensional. 

2. Es seien t0eR und (F~ot0) das zu dem Divisor F,ot, gehbrende regul/ire 

Geradenbfindel fiber Fro und Nto---=(Foot0)[Foot,. Es sei V = T t o ( R  ) der Tangential- 

vektorraum im Punkte t0~R. Wir dfirfen schreiben T x ( R ) ~ V  , x~Xt, und V = k  n. 

S sei sodann das regul~ire Vektorraumbfindel H o m ( T ( R )  lXt,, Tu). Wegen der genannten 
n 

Identit~iten gilt : S-=Hom(k'*, Tt0)----@Tt0. 

Es werde nun eine affine Uberdeckung l[----{U~ : t =  I, . . . ,  t,} von Xt, gew/ihlt, 
derart, dab es fiber U, stets eine regul~ire Schnittfl~tche ~ in Ft. gibt. Jedem Element 
BeFx, x~U, kann man  dann die Differenz ~ - - ~ ( x ) ~ S ,  zuordnen. Man erh/ilt auf  
diese Weise einen Isomorphismus von affinen Bfindeln dO, :Ft0[U ~ --+ S IU,. Die 
Ubergangsabbildungen qb ~, = ~)~, oqb~ 1 : S I U~, r~ U~, --+ S[U~, r~ U~, sind v o n d e r  Gestalt 
y-+y + a(x) mit yESx und a(x)~ ~(x)--~l(x).  a ist also eine regul~ire Schnittfl/iche in S 

fiber U,,tn U~. 
Entsprechend der Konstruktion bei F schlieBen wir jede Faser von S projektiv ab 

und erhalten ein regul/ires projektives Bfindel S fiber Xto. Die Abbildungen q), setzen 
sich zu Isomorphismen ~)~ :F,0[U~-+S]U~ fort und die Ubergangsabbildungen 
q) , ----=q)~ o ~ ,  t werden in der gleichen Gestalt wie q b  mit dem gleichen a(x) gegeben. 

Man kann Fro bzw. Ft0 erhalten, indem man die S]U, bzw. S]U~ mittels (I) .... bzw. 

.... verheftet. 
Es sei So~----=S--S. Es gilt dann F~ot =S~o-----X~0xP ~- t  und (S~) l (X t~  

da die fJbergangsabbildungen ~),,~, auf  So~ von zweiter Ordnung  konstant sind. Die 

(1) Bfindel werden stets als lokal-trivial vorausgesetzt. 
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Identifizierungen Soo = Xt0• p , - 1  und (Soo)](Xt0x pn-1) = Nt ~ werden dabei auf folgende 
Weise vorgenommen. Besteht fiber einer offenen Teilmenge U CXt~ ein Isomorphismus 

n 

yon Geradenbfindeln y : T t o ] U - ~ U •  so wird wegen S=@Tt0 auch ein Isomor- 

phismus -~ : g [U  - - ~ U x W  definiert. Y[ (Soo n (SIU)) ist vonder  Wahl von y unabh~ingig 

und bildet Soon(StU ) biregul~ir auf  U x P  n-1 ab. Dutch Zusammenheften erh~ilt 

man den kanonischen Isomorphismus S~o -~ Xt0 x P~- 1. __ U m  (Soo) I (Xto x Pn- 1) = Nt ~ 
zu zeigen, braucht man nur die kanonische Isomorphie der Garben M 1 bzw. M 2 der 
Keime lokaler regul~irer Schnittfl~chen in beiden Bfindeln zu zeigen. Das ist aber klar, 
da M 1 bzw. M 2 der Quotient der Garbe der rationalen Funktionskeime zu dem Divisor Soo 

auf S bzw. zu dem Divisor Foot~ auf Ft0 nach den Garben der Keime lokaler regul~irer 

Funktionen ist. Die Transformationen ~,L, wirken n/imlich auf der Quotienten-Garbe M 1 

trivial. 

Mit M werde das regul~ire Geradenbiindel (pn-1) [p~-i  bezeichnet, wobei P~-I 
als i-codimensionale Ebene in P~ anzusehen ist. M ist ample. Durch die Produkt- 
projektionen Xt~ x P~-I-+Xt,  bzw.-+P "-1 werde sodann T~, bzw. M nach Xt~ X W -1 

gelifiet. Man erh~ilt regul~ire Geradenbfindel ~'~0 bzw. /VI auf  Xt0 • p , -1 .  

SATZ I. - -  Das Geradenbiindel Nt~ ist regul&-dquivalent mit Tt0| 

Beweis. - -  Wir brauchen nur zu zeigen, dab (Soo)l(Xt~ "-1) und T~.| 
rationale, nicht identisch verschwindende Schnittfl~ichen s 1 bzw. s~ besitzen, die in jedem 
Punkte Null- und Polstellen gleicher Ordnung haben. Es sei s e i n e  rationale, nicht 
identisch verschwindende Schnittfl/iche in T*(Xt~ ). s kann als eine auf  der algebraischen 
Mannigfaltigkeit T(Xt~ rationale, auf  den Fasern yon T(X,,) homogen-lineare Funktion 

n 

gedeutet werden. Wir bezeichnen die Punkte von @T(Xt~ ) mit y =(Yl ,  --.,Yn)- Man 
1 

kann dann die rationale Funkfion d 2 ( y ) =  s(y~) als rationale Schnittfl~iche in (Soo) auf 

ansehen, f hat die Fl~iche {Yx=-o}C S zur Nullstellenfl/iche ~. Ordnung, auBerdem 
n 

die F1/ichen ? T t . ] P  , PeXl. zu Pol- und Nullstellenfl~ichen in der gleichen Ordnung 

wie s in P einen Pol bzw. eine Nullstelle hat. 

Es sei E c P  ~-~ eine Ebene, so dab P x E = { y ~ = o } n S o o n ( S [ P )  ffir P~Xt~ 
Es gibt eine regul~ire Schnittfl~che g in M, die genau E zur Nullstellenfl~tche I. Ordnung 

hat. Die nach l~I geliftete SchnittflXche g i s t  eine regul~tre Schnittfl~tche ~ in 1VI und 
verschwindet genau auf Soon{y 1 = o} von I. Ordnung. ~" sei die durch Liften von s 

nach "r* t, erhaltene regul/ire Schnittfl~tche. s 1 - f [ S o o  und s 2 = ~'| haben also fiberall 
auf Soo die gleichen Null- und Polstellen, q.e.d. 

3. Ein Geradenbiindel G fiber einem vollst~indigen algebraischen Raum Y heil3t 
ample, wenn es eine positive Tensorpotenz G r yon G und regul/ire Schnittfl/ichen 

So , . . . ,  s~eF(Y, G r) gibt, so dab durch die Gleichungen Zo=So(y) , . . . ,  zz=-sl(y) mit 
yeY,  (z0, . . . ,  z,)eP * (homogene Koordinaten), eine biregul~ire Einbettung von Y in 
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den pc definiert wird. Au f  einer vol ls t indigen Kurve  ist ein Geradenbfindel  genau dann 

ample, wenn seine Chernsche Zahl  grSBer als Null ist. Da  wir g ( X ) >  i vorausgesetzt 
A ,  A 

haben,  ist also T*(X,0) ample.  Ebenso ist dann  T t ~ 1 7 4  ample.  

Es sei N = ( F o ~ ) I F ~ .  Man  hat  dann NIFoot0=--Nt.. Da Nt~ ample ist, gilt 
ffir l > l  o das - Vanishing theorem ~>. Es ist H~(F~to, N**o)=-o ffir , =  i, 2, 3, . . . .  
Wir  k6nnen deshalb folgenden Satz (1) aus der  algebraischen Geometr ie  anwenden  : 

Es seien Y ,  R algebraische Mannigfaltigkeiten, W ein algebraisches Vektorraumbiindel 
gber Y .  Ferner sei ~o : Y ~ R  eine eigentliche, surjektive, einfache, regultire Abbildung. Gilt dann 

f i ir  ein t0eR : H~(Yt., Wto) = o mit Yto = q~-i(t0), Wt~ = W ] Y t . ,  so l~flt sich jede 
Schnittfl&he aus D(Yt0, W,0) in eine Umgebung yon Yr. reguliir Jortsetzen. Ferner hat die 
i. Bildgarbe q%(W) in t o den Nullhalm. 

Fortan  sei l >  l 0 und so groB gewiihlt, dab  es Schnittfl~tchen s~, . . . ,  s ;s  P(F~ t~ N~o) 
gibt, die eine bireguliire Einbe t tung  in einen p , - 1  vermitteln.  Wir setzen s~, . . . ,  s~ 
zu Schnittfl~ichen si, . . . , s ,  eF (Fo~ l ,N  *) in eine U m g e b u n g  F ~ o i = p - l r ~ - t ( R 1 ) n F ,  
yon F~t. fort. Dabei  ist R i = Ri(to) fi R eine U m g e b u n g  yon t o. Sie sei so klein gew~ihlt, 
dab  sllFo~t, . . . , s~ [F |  ffir jedes t e R  1 noch eine bireguliire Einbe t tung  von F~ot 
definieren. 

Als niichstes sollen s 1, . . . ,  s~ welter  fortgesetzt werden zu reguliiren Schnittfl/ichen 

in dem Bfindel (Foo)~=(l. Foo). Wi t  haben  fiber F die exakten Sequenzen : 

o - + ( ( l - -  I) .  V . )  ->(l. Fo~) -+N'--> o 

und fiber t o die Bildsequenzen : 
T 

. . .  ~(~p)o(  ( lF,)  )to~(rCp)o(NZ),o~(~p)x( ( (l - I )F , )  )t.-+(r~P)~( (lF~o) ),o-+O. 

y ist also surjekdv und  der H a l m  (rcp)i((/F,)), ~ Quot ien tenmodul  yon 
(7~p)m(((l--I)Foo))to. Da die untersuchten Modu ln  wegen der  KohArenz der Bildgarben 
noethersch sind, folgt ftir l >  la, dab  y ein Isomorphismus ist. Dann  ist abe t  

. . .  ~(~p)o(  (lV~) )t~ 

exakt und das bedeute t  : 

Es gibt eine U m g e b u n g  R~-----Rz(t0)cRi, so dab  sich 

s~l(F~o ,~ (~p) - l (R , ) ) ,  . . . ,  s,l(Foo ,~ (~p) - l (R , ) )  

zu Schnittfl~chen ~ ,  . . . ,  ~ ' ,eF((rcp)-t(R,) ,  (lFoo)) fortsetzen lassen. 

4. Wir  fassen die konstante Funkt ion f -  I E k auf  F als regulAre Schnittfliiche 
in (lF~o) auf. ~0 hat  dann  Fo~ zur Nullstellenfl~iche l-ter O r d n u n g  und verschwindet  

sonst nirgends. So, . . . ,  s'~ ergeben deshalb eine regul~ire Abbi ldung ~) : F ]R2-+PL 

(1) Der Satz ist ein Spezialfall eines viel allgemeiner von A. GROTHENDIECK gewonnenen Resultates. 
Man vgl. [ i]. - -  Ftir die weiteren Mittel, die wir aus der algebraischen Geometrie tibernehmen mtissen, vgl. S~.RRE [3] 
und GROT.~NDIECK [q. 
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Offenbar  bildet (P die Menge  Foo]R~ in p~- i  ab  und F I R  2 in k ' = P ' - - P  ~-1. Die 

regul~re Abbi ldung  ~p• mit ~ = q ) I ( F [ R 2 )  ist also eine eigentliche, regu]~re, 
fasertreue Abbi ldung  (F[R~) ~ R ~ x k ' .  

Sind Y, Z algebraische Riiume, q ) : Y ~ Z  eine regul~ire Abbi ldung,  so heigt  
die Menge  aller y e Y ,  in denen dimy~?-l(q~(y))>o die Entar tungsmenge E = E ( q ) ) .  
Nach einem bekannten  Satz (1) ist E(~0) stets eine algebraische Tei lmenge von Y. Nach 
Definition gilt in j e d e m  Punkte  y ~ E  die Ungle ichung d i m y E >  I. 

For tan sei E r (F ] R~) die Entar tungsmenge von zcp • (I)~. Die Durchschnit te  

E t = E n F t ,  t e R  2 sind dann die Entar tungsmengen von qb~=qblF t. M a n  hat  also 
A 

dimyEt>  i, wenn y e E  t. Da  E t auch die Entar tungsmenge von qblF ~ ist, mug E t 
vollst/indig sein. Die Projektion p i e  : E ~ X  ist eigentlich. 

qbt :Ft -+k '  ist stets eigentlich. Bei eigentlichen Abbi ldungen sind Bildmengen 

algebraischer Tei lmengen wieder algebraisch. D t = q)t(Et) ist also einerseits algebraische 
Tei lmenge des k', andererseits vollst/indig und mithin endlich. Ist A c F t eine vollst/indige 

algebraische Tei lmenge von Ft mit d i m ~ A > o  ftir y e A ,  so gilt A c E t ,  da q)t(A) 
wieder endlich ist. 

Bildgarben koh~trenter Garben  sind bei eigentlichen regul/iren Abbi ldungen  wieder 
r ~ a  

koh/irent. Es bezeichne E) die Garbe  der lokalen Ringe au f  FIR2. Die Garbe  (rcp •  
wird also fiber R ~ •  ~, mit  R a = R a ( t 0 )  c R ~  eine Umgebung ,  durch endlich viele 
Schnitte a~, . . . ,  a s erzeugt. Es gibt  regul~ire Funkt ionen f~, . . . , f s ~ r ( F t R  3, e), so dab  
(rcp)o(f,) = a,. Es s e i f d i e  durch f~, . . . , f ,  vermittelte regul~ire Abbi ldung  F 3 = F] R3-+k '  

und  q~ = @ x f  : F3-+ k m, m = r -? s. Das kartesische Produkt  r~p • qb : F 3--, R~ • k" ist dann  
wiederum eigentlich. Die Entar tungsmenge hat  sich nicht ge/indert. Es gelten jetzt  
j edoch  auBerdem 'noch folgende Eigenschaften : 

( , r  x n x = o ;  

~) (r~p • qS)] (F3--  E) ist biregular.  

Beweis. - -  W~ire ~) falsch, so g/ibe es Punkte  y l e F , - - E  t und y2eEt  mit 

~ ( y l ) = ~ ( y 2 ) ,  t e R a .  Es sei z = ~ ( y l ) = c b ( y 2 ) .  Die konstanten Funkt ionen g l - ~  bzw. 

g~ - 0 erzeugen formale Ke ime  (3) g~, g~ regularer  Funkt ionen entlang ~ - t ( z ) - -  Et bzw. E,. 
M a n  kann (g~, g*2) naeh einem bekannten  Satz von Grothendieck als ein Element  aus 

der formalen Abschliel3ung yon (np • ~)0(~)(,,,) auffassen! (g~, g~) ist deshalb Linearkom- 
binat ion yon a l ( t , , ) , . . . ,  a,(t.,) tiber dem Ring der formalen Keime von regul~iren 
Funkf ionen in (t, z). Die gleiche Linearkombinat ion  muB far  die Ke ime  g~, g~ 

(1) Das Resultat findet sich etwa bei O. ZARISKI [5]" 
(2) Es selert Y ein algebralscher Raum, At"Y eine algebraische Teilmenge, S elne kohiirente Garbe fiber Y. 

Wir bezeichnen mitm die Idealgarbe von A. Die formale AbschlieBung von S I A ist dann der projektive Limes 
S~o A = lira S/S.m v. Unter dem formalen Keim einer reguliiren Schnittfliiche sEI~(U, S), U = U(A) eine Umge- oo~-v 
bung, versteht man dann das Blid yon s in r(A, Soo A). - -  Naeh GXOTHENDmCK gilt bei einer eigentlichen, 
reguliiren Abbildung q~ : Y-+Z stets fiir die direkten Bildgarben %(S~o A) = (%(S))r t, wenn A = Yt = q~-1(t) �9 
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in '~ -~(z) - -E ,  bzw. E, gelten. Dami t  wtirde folgen : g~(Y~):g~(Y2) Widerspruch [ 

Die analoge Schlui3folgerung gilt, wenn Yx+Y~ und  ya,y2eFt--E t. Somit ist 
auch (np•  injektiv. Wie man  sieht, vermittelt  (rcp• eine bijektive 
Abbi ldung der Keime regul/irer Funkt ionen auf  F 3 -  E auf  die entsprechenden Funktions- 
keime von (rip • qb) (F 3 -  E). Also ist (=p • q5) [ (F3--  E) sogar biregul~ir (1). 

In  den folgenden Paragraphen dtirfen wir voraussetzen, dab R ~ = R  ist. Wir  
werden dieses auch tun. 

5- Es sei s : R - + X  eine rationale Abbi ldung mit  r~os= id  : R - + R .  Wir  nennen s 
eine rationale Schnittflfiche in X. Die Menge der UnbestimmtheitssteUen K = K(s) 

ist eine wenigstens zwei-codimensionale algebraische Teilmenge yon R und in R - - K  
ist s regular (2). 

F f i r j eden  Punkt  t E R - - K  definiert s einen Homomorphismus  ~ : T~(R)-+T,(X)  

mit  0~o~=id : T t ( R ) ~ T t ( R )  (ffir 0~ siehe Abschnitt  ~). Die Zuordnung  t-+~ ist eine 

regul~re Abbi ldung s' : R - - K - + F ] R ~ K  mit  ns ' -~id ,  die sich zu einer rat ionalen 
Schnittfl~iche '~  in F fiber R fortsetzt. Es gilt po~=s und ~ ( R )  ist eine irreduzible 
algebraische Teilmenge von F der Dimension n. 

w ~,. M A X I M A L E  V O L L S T ~ N D I G E  ALGEBRAISCHE T E I L M E N G E N  

IN AFFINEN B U N D E L N  

x. Es sei Y ein algebraischer Raum,  A c Y  eine vollst~ndige algebraische 

Teilmenge mit  d i m u A > o  fiir y e A .  EnthRlt A jede weitere vollst~indige algebraische 
Teilmenge B e Y  mit  dimvB>o, y e B  , so heiBt A maximale  vollst~indige algebraische 
Teilmenge yon Y. Wenn eine maximale  vollst~indige algebraische Teilmenge in Y 

fiberhaupt  existiert, so ist sie nattirlich eindeutig bestimmt. Wie wir gezeigt haben,  
ist E, in F t die maximale  vollst~indige algebraisehe Teilmenge. 

Es sei Z ein vollst~ndiger algebraischer R a u m  und V e i n  regul~ires Vektorraum- 
bfindel fiber Z vom Range  n. M a n  definiert : V heii3t negativ, wenn es eine eigentliche, 
regul~re, birationale Transformation q~ : V - + V '  von V auf  einen affin-algebraischen 

R a u m  V'  gibt, die die Nullschnittfl~iche s a u f e i n e n  Punkt  v0~V' und  V--s  biregul~ir 
au f  V ' - - v  0 abbildet, so dab das direkte Bild der Strukturgarbe von V die Struktur- 

garbe von V'  ist. 9 r V ist dann  also die Entar tungsmenge von q~ und damit  auch 
maximale  vollst/indige algebraische Teilmenge von V. Wie bekannt,  ist ein Vektorraurn- 
bfindel V genau dann  negativ, wenn das zu V duale Vektorraumbfindel  V* ample ist (3). 

(1) Die gigenschaften I) und 2) sind direkte Folgerungen des << Main Theorem >~ von Zariski. 
(2) Unter den Unbestimmtheitsstellen einer rationalen Funktionfverstehen wir die Stellen, wofnicht reguliir 

ist. Die Menge der Unbestimmtheitsstellen yon Funktionen auf normalen algebraischen R~iumen R ist stets eine 
mindestens ~-eodimensionale algebraische Teilmenge (diese seien stets abgeschlossen !). 

(3) Man vgl. A. GROT~F.NDmeK [I], II, p. X82. Analog zu den Geradenbfindeln heiBt einVektorraumbtindel W 
l l tiber Z ample, wenn es eine symmetrische Potenz W yon W und Schnitffl~ichen s 1 , . . . ,  s I e r(Z, W ) gibt, die eine 

biregul/ire Einbettung ,con Z in eine Grallmannsche Mannigfaltigkeit definieren. 
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n * * 

Im Falle V = S und Z = X t gilt V* = @T t. Da jedes T t ample ist, ist auch V* ample 
�9 1 

und V = S  ist negativ. 

Es sei U - - - { U ~ : ~ =  I , . . . ,  L} eine offene Uberdeckung von Z und ~={~,~,} 
ein Kozyklus aus ZI(II, V). l~ber den Durchsehnitten U .... = U~ n U~, haben wir dann 
die l~lbergangsabbildungen ~ , : y ~ y + ~ , ~ , ( z )  mit y e V , ,  die V I U  .... biregul~ir 
und fasertreu auf  sich abbilden. Verheften wir VIU~, stets mit VIU~ mittels ~,~,, 
so erhalten wir ein affines Biindel G =  G ( V ) =  G(V, {~,~,}) fiber Z. Man weil3 : G i s t  
genau dann (affin) isomorph zu V, wenn G eine regul~ire Schnittfl~iche besitzt. 

2. W werde fortan als negativ vorausgesetzt und G besitze die maximale vollst~indige 
algebraische Teilmenge A. Es sei + die Bfindelprojektion G-+Z.  Wir setzen weiter 
voraus, dab Z eine irreduzible, vollst~indige, singularit~itenfreie Kurve ist. Gilt A:~ o, 
so folgt + ( A ) = Z .  

Wir liften G verm6ge + nach A und erhalten fiber A ein regul~tres affines Bfindel 
= Go+ = G(Vo+). Es sei ~ die kanonische Projektion G-+G.  Man hat das kommutative 

Diagramm : 

A > Z 

Das durch Liften nach A erhaltene Vektorraumbfindel Vo+ ist negativ. Ferner hat (~ 
die regul~ire Schnittfl~iche ~), die jedem Punkt a~A den Punkt Ga c~ ~-l(a) zuordnet. 
Es gilt also I~,~ Vo+. Bei dieser Isomorphie geht I~ in die Nullschnittfl~iche von Vo+ 
fiber, ~ ist also maximale vollst~tndige algebraische Teilmenge yon G und daher gilt 
~ - I ( A ) = ~ .  Das bedeutet  aber : G, n A  besteht stets aus genau einem Punkt. 

Es sei U c Z eine offene Teilmenge, derart, dab es einen (affinen) Bfindeliso- 

morphismus u i ' : G i U - + U x k "  gibt. Es seien Y l , - - . , Y ,  Koordinaten des kL Die 
Menge ~k = ~F(A n (G[U)) wird durch die Produktprojektion U • k"--~U eigentlich 
auf U abgebildet. Es gibt deshalb irreduzible Polynome fiber U von der Gestalt 
~(y~,  Z) : y ~ +  a~ty b~-I + .  �9 �9 + a~b~ mit fiber U regul~ren Funktionen a~, v = I, . . . ,  n, 
so dab ~ = { % ( y ~ ,  z ) = o ,  '~ = I, . . . ,  n}. Da die %(y~, z) fiber jedem Punkt z genau 
eine Nullstelle haben, sind sie vollst~indig insepariert. Im Falle, dab die Charakteristik 
von k gleich Null ist, folgt also b , =  I ffir v = I . . . .  ~ n. Im Falle, dab die Charakteristik 

von k gleich p + o, hat ~ stets die Gestalt y ~ +  b~(z). 

3. Wir untersuchen die Situation yon w I. Es sei also Z = X t ,  V = S  und 
G = F t ,  ferner A = E , .  Wir setzen voraus, dab Et:t:o ffir jedes teR.  U b e r j e d e m  
Punkt yon X liegt dann genau ein Punkt von E. Da p : E - + X  eigentlich ist, folgt 

wieder : 

Ist U c X eine irreduzible offene Teilmenge und 'F : F I U-+  U • k n ein Btinde[- 
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isomorphismus, so wird die Menge 
chungen gegeben : 

y~ + b~(x) = o 

b z w .  

y~ +b~(x)=o 

t~ = ~ ( E  n F I U) c U • k" durch irreduzible Glei- 

im Falle, dab die Charakteristik von k gleich o, 

im Falle, dab die Charakteristik von k gleich p4: o ist. 

Im Falle der Charakteristik o ist also p : E - + X  biregul/ir. Wir behaupten, daB dieses 
auch im Falle der Charakteristik 4: o gilt, falls es unendlich viele rationale Schnittfl~ichen s 
in X gibt mit "~(R) CE. Wir zeigen ~ = o  ftir ~ = i ,  . . . , n .  

Es sei xoeU beliebig. Wir wiihlen eine Umgebung W=W(to)  , to=re(x0) , so dab 
fiber W n regul/ire, fiberall linear unabh/ingige Vektorfelder ~1, . . - ,  ~** existieren. Die 
auf  U reguliiren Funktionen b l , . . . ,  b n definieren nun n ~ regul/ire, in y inhomogen- 

lineare Funktionen auf B = B •  ~ mit B = U n r c - l ( W ) .  Es sei etwa y e a  ein Punkt 
fiber x und t. Dann ist tF- l (y)  ein Homomorphismus von Tt(R ) nach T,(X),  den wir 
mit ~ bezeichnen wollen. Es sei db, die totale Ableitung von b~. Wit  setzen 

f ~ ( y ) = ( d b J .  (~(~( t ) ) ) .  Offenbar ist f ~  regul~ir in B. 

Angenommen nun, nicht alle ~, sind gleich o. Es sei etwa ~14: o. Wir bezeichnen 

dann mit A die algebraische Menge { f n = f l z  . . . . .  fl~ = ~  in B. Es ist dbl*o 
fiber U und damit auch fiber B. Anderenfalls w/ire n/imlich a=btl/p regulXr und 

__  ~ / pO: 1 -- 1 
y~O:, --~- O l =  t Y l  ~-" a) p n i c h t  i r r e d u z i b e l .  

Es sei T ( X / R ) =  y T t das Bfindel der Vektoren auf X in Richtung der Fasern. 

Man hat also T (X/R)  IX t = T t. Bezeichnet U'  die nicht leere offene Menge {db~ 4: o} n B 
und U "  die Menge U'  n{db~.T(X/R)4: o}, so hat A tiber jedem Punkt yon U "  genau 
einen Punkt und die Abbildung A " - + U "  ist biregul~ir (mit A" = A n (U" • k ~)), wie 

man unter Benutzung der Linearit~it yon f l l ,  . - . , J l n  au fden  Fasern x•  ~ von B sofort 
einsieht. 

Es sei s e i n e  Schnittfl~iche in X mit s (R)  c E .  Auf ~ ( ~ ( R ) )  ist das Polynom 

=y[O~ + bl identisch Null. Also gilt d(~oW'~) -= o -= d(b~os) und deshalb 

~ ( T ( R ) n ( F  I U"))  c A". 

Es sei K c R  die Unbestimmtheitsmenge von s. Man hat dann U ' n s ( R - - K )  c U " .  
Daher muB A = t F ( E )  sein fiber allen Punkten aus U " n  s(R). Gibt es nun unendlich 
viele SchnittflRchen fiber R mit ~'(R) in E, so dringen auch unendlich viele s(R) 
in U'  ein. X - -  U '  ist n~imlich h6chstens n-dimensional und kann daher h6chstens endlich 
viele n-dimensionale algebraische Teilmengen enthalten. Es folgt : auch U" ist nicht 
leer. Und  wiederum dringen unendlich viele s(R) in U "  ein. Die kleinste algebraische 
Teilmenge, die U"r~ O s(R) umfai3t, ist aber gleich U". Also folgt A = t F ( E )  fiber U". 
Damit ist die AbbiIdung tF(E n (F tU") ) - -~U"  biregul~ir. Also ~1= o, weil auch m IU" 
irreduzibel ist. 
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Wir haben also gezeigt : 

SATZ. - -  Es sei E t :~ o fiirjedes t ~ R  und es gebe unendlich vide rationale Schnittfl&hen s 

in X mit ~'(R) c E. Dann ist E eine reguliire Schnittfl&he in F iiber X .  

Wir nennen ein solches E ein regul~ires Feld von infinitesimalen Schnitten in X. 

w 3. SCHNITTFLACHEN MIT '~(R) r E 

x. Zu jeder rationalen Schnittfl~iche s : R - + X  werde ' ~ ' : R - + F  wie in w I, 
Abschnitt 5 definiert. 

Wir setzen s*= q5 o'~ und erhalten ein m-tupel yon rationalen Funktionen auf  R, 
die zun~ichst nur in R - - K  regul~ir sind. Da aber K wenigstens 2-codimensional ist, 

3"* folgt die Regularitgt von auf ganz R (1). 

Es werde der algebraische Grad yon s* untersucht. Wir vervollst~indigen dazu R auf  
irgendeine Weise zu einem normalen, irreduziblen, vollst~indigen (projektiv) algebraischen 

Raum R. Ro~ = R - - R  ist dann wenigstens i-codimensional, die Menge der nicht- 

gew6hnlichen ( =  nicht regul~iren) Punkte M = M(R) c Ro~ mindestens 2-codimensional. 

Zun~ichst werde zus~ttzlich vorausgesetzt, dab R eine Kurve ist. R ist dann 
singularit~itenfrei. Da X projektiv, k6nnen wir X in P~ • R so singularit~itenfrei einbetten, 
dab n die Beschr/inkung der Projektion f i : P S x R - + R  auf  X ist. Jede rationale 
Schnittfl~iche s in X ist nun fiberall regul~ir. Man kann sie als reine regul~ire Schnittfl~iche 

in PSx R fiber R auffassen. Sie setzt sich zu einer regul~iren Schnittfl~iche )- fiber R 

in pN • ~ fort. 

Wie bei dem Paar (X, R) in w I, Abschnitt I bilden wir bei (PN• R) das Bandel 

der Homomorphismen ~. Es sei mit G bezeichnet. F i s t  ein affines Unterbfindel von 

G---= G IX. Wir betrachten nun die abgeschlossene Halle F von F in G. Jede Schnitt- 

fliiche ~'  setzt sich zu einer regul~iren Schnittfl~tche ~ in G fort. Es gilt aber ~ ( R )  OF, 

'~'lst also eine regul~ire Schnittfl~iche in F. Ferner kann man q) : F-+k m zu einer rationalen 

Abbildung q) : F-+k m fortsetzen. Es gibt in einer Umgebung U von R~ eine nirgends 

identisch verschwindende regul~ire Funktion h, so dab die Funktionen des m-tupels h. 

fiber F I U regul~ir sind. 

S* Die Fortsetzung ~ von nach R ist gleich ~ o~". ~ (h. ~ ) o 9  ist daher in U 

regul~ir. Bezeichnet l 1 die Anzahl der Punkte von R~ und l~ die maximale Ordnung 

der Nullstellen yon h in den Punkten von R~,  so hat zun~ichst ~ in allen Punkten von R~ 
einen Pol, dessen Ordnung nicht gr6Ber als l 2 ist. Der Vektorraum der m-tupel von 

rationalen Funktionen auf R, die in R reguliir sind und in keinem Punkt von R~ einen 

(1) Es gilt folgender Satz. Es seiZeinnormaleralgebraischerRaum, K c Z  einemindestens2-codimensionale 
algebraische Teilmenge, felne in Z - - K  reguliire Funktion. Dann liiBt sichfeindeutig zu einer reguI~iren Funktlon 
auf Z fortsetzen. 
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Pol einer gr/SBeren Ordnung als l 2 haben, ist dann h6chstens m. 11./2-dimensional. Er sei 
fortan mit ~ bezeichnet. Es gilt also stets s*~B. 

Es sei nun R h6herdimensional. In diesem Falle kommen wir zum Ziele, indem 
wir analoge Betrachtungen ffir R - - M  anstellen. Ffir U c R - - M  w~hlen wir eine 
offene Teilmenge, die mit keiner irreduziblen Komponente von R~ o einen leeren 
Durchschnitt hat. Ist U hinreichend klein gew~thlt, so gibt es eine in U regul~re Funktion h, 
so dab h . ~  fiber F l U  regulRr ist. l~ ist nun die Anzahl der irreduziblen Komponenten 
yon Ro~ und l~ die maximale Ordnung der Nullstellen yon h auf  diesen irreduziblen 

Komponenten. s ~st regul~r fiber R - - K ~  mit codim K ~ 2 ,  das Produkt h.s  deshalb 
sicher regular fiber U. Der Vektorraum 2~ ist daher wieder endlich dimensional und es 
gilt stets s*~2~. 

2. Es sei O ein (reduzierter) algebraischer Raum. Eine rationale Abbildung 
q~ : R x  Q - + X  (ode r~F)  heil3t eine gut-rationale Abbildung, wenn I) ~o~ (bzw. npoq~) 
die Produkprojektion R X Q - + R  ist, 2) die Menge der Unbestimmtheitsstellen yon q~ 
kein ganzes Produkt R x v ,  ,~Q.  enth~tlt. Ffir festes v~Q. ist ~ also eine rationale 
Schnittfl~tche in X (oder F). 

Es sei nun O eine affine, irreduzible, singularit~tenfreie algebraische Kurve. Wir 
vervollst~ndigen Q zu einer vollst~ndigen singularit~tenfreien Kurve Q .  s-~s( t ,  , )  sei 
eine gut-rationale Abbildung R • Q ~ X .  Man kann s zu einer rationalen Abbildung 
s = s (t, -~) : R X Q - + X  fortsetzen. Y ist dann auch gut-rational. Ffir festes z sind also 
s~=s(t ,  -~) und 7~=T(t ,  -r) rationale SehnittflAchen in X. 

SATZ I. - -  s'~ ist konstant in ~. 

Beweis. - -  s*~ ist ein m-tupel regulArer Funktionen auf R x OQ. Da Q vollst~ndig 
ist, k/Snnen diese nicht yon z abh~ngen. 

3. Wir lassen s alle rationalen SchnittflRchen in X durchlaufen und bezeichnen 
mit $ '  die Menge {s*} c~9. 

SATZ 2. - -  2)' ist eine algebraische Teilmenge yon ~ oder gleich A - - % ,  wobei A eine 

algebraische Teilmenge yon ~ und ao~$ ein Punkt ist. 

Beweis. - -  Wir betrachten in F •  die algebraische Teilmenge 

B = { ( y ,  a) :ycF ,  ~ ,  ~ ( y ) =  a(~p(y))}. 

Wir projizieren B durch die regul~tre Abbildung n p •  : F x ~ - + R x 2 3  nach RX~9. 
Da B auch gleich 

{(y, a) : y e F ,  ~2~ ,  $ ( y ) = a ~ p ( y ) } ,  

ist (~p • id) [B eigentlich und mithin B_ = (~p x id) (B) eine algebraische Teilmenge von 
R• Wir setzen ~ " = { a s ~  : R •  cB}. ~ "  ist dann eine algebraische Teilmenge 

von ~ .  
Da jedes E t vollstAndig und irreduzibel ist, muB jede BeschrAnkung @lEt konstant 
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und die Abbildung t-->aP(Et) , wenn ~P(E)= R, ein m-tupel von Funktionen fiber R sein. 
Eventuell ist es sogar aus ~ .  In diesem Falle sei es mit ~0 bezeichnet, im andern Falle 
sei ~0 die leere Menge. Gibt es eine rationale Schnittfl~tche s in X mit "~(R) c E, so gilt 
nattirlich s * = % .  

Wir betrachten die algebraische Menge A ~ = { y ~ F  : ~ (y)  = apr,(y)} far ~ E V " - - % .  
f iber  den Punkten von R ' = { t  :a(t)4q~(Et) } ist, da (~pxO)  I (F - -E )  biregular ist, 
Ao eine regul~re Schnittfl~tche in F. Sie setzt sich zu einer rationalen Schnittfl~iche "~ 
mit ~ ( R ) c A o  auf  R fort. Die Abbildung a - - ~  ist eine gut-rationale Abbildung 
mit ~(t ,a)=(r~p•  ffir a(t)+aP(Et) yon R •  in F. 

Wir setzen s = no"~ und erhalten eine gut-rationale Abbildung y : R • ( ~ " - -  %) --~X. 
Die Gleichung ~'~='~ definiert sodann eine algebraische Teilmenge D c ~ " - - a  0. Es 
gilt ~ ' = D ,  wenn es keine rationale Schnittfl~iche s in X gibt mit ' ~ ( X ) c  E und 
anderenfalls ~ ' =  D u %. Die Menge D u a 0 ist dann eine algebraische Teilmenge von N". 

4- S•'rz 3- - -  Die Menge ~3' cfB ist endlich. 
Beweis. - -  Wfire ~ '  nicht endlich, so gfibe es eine singularitfitenfreie irreduzible 

affine Kurve R und eine regul~ire Abbildung q~ : Q---~)', bei der die Fasern q0-1q~(-~), 
z E Q  stets endliche Mengen sind. s = , r o t  ist nun eine gut-rationale Abbildung R • Q ~ X  
mit r:os = Produktprojektion R •  Q ~ R .  Also ist s* = q~ konstant in v. Widerspruch ! 

Den Elementen a e ~ ' - - ~ 0  sind also bijektiv zugeordnet die rationalen Schnitt- 
fl~ichen s in X mit ' ~ ( R ) r  E. Es folgt also : 

SATZ 4" - -  Es gibt nut endlich vide rationale Schnittflgchen s in X mit ~ ( R ) r  E. 

w 4- ALGEBRAISCHE KURVEN ~IBER R 
MIT REGULAREN SCHNITTFELDERN 

I. Wir werden in diesem Paragraphen das Hauptresultat der Arbeit herleiten. 
Ist char k=p~= o, so verstehen wir unter der Frobeniustransformierten R (xl von R ffir 
X = %  I, 2, . . . ,  diejenige algebraische Mannigfaltigkeit fiber k, die wir erhalten, indem 

wir die lokalen Ringe L v o n  R durch L px ersetzen. Es ist also R(~ R und die Identit~t 
ist eine eigentliche regul~ire Abbildung R---~R (x/. Die lokalen Ringe von R (x) sind 
Unterringe der entsprechenden lokalen Ringe von R (x-l). Mit wachsendem X werden 
die lokalen Ringe von R (xl immer dfinner. Im Falle char k = o  verstehen wir deshalb 
unter R (~ die Mannigfaltigkeit R und unter R/xl, ) ,~o den Raum R versehen mit der 

Garbe tier konstanten Funktionskeime mit Werten in k. 

DEFINITION. - -  Die Faserung (X, r:, R) heiflt quasitrivial, wenn es eine bireguldre 
abgeschlossene Einbettung (X, +, X) yon X in R • pN gibt, derart, daft die Beschrdnkung der 
Produktprojektion R • P N ~ R  auf  X die Projektion r~o+ -1 ist und welter folgendes gilt : 

Zu jeder natiirlichen gahl X gibt ei eine offene Teilmenge R + r R und eine reguliire Abbildung 
C : R + ~ P L ( N , k ) ,  so daft C o X C R + •  N iiber (R+) (x) definierbar ist. 
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Dabei bezeichnet CoX die algebraische Mannigfaltigkeit U C(t)o (X~). Im Falle 
t ~ R  + 

char k = o ist also die Faserung (X, =, R) fiber einer offenen Teilmenge von R genau 
dann quasitrivial, wenn sie fiber einer offenen Teilmenge R + r R isomorph zu einem 
kartesischen Produkt ist. 

Haup t s a t z .  - -  Die Faserung (X, =, R) ist quasitrivial iiber einer Umgebung jedes Punktes 
von R oder es gibt nut endlich vide rationale Schnittfliichen in X .  

Angenommen, es gibt unendlich viele rationale Schnittfl~ichen in X. Dann gibt 
es nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen auch unendlich viele SchnittflXchen s 
mit ~'(R) r E und nach w ~ ist E eine regul~re Schnittfl~tche fiber X in F. Wir brauchen 
also nur noch zu zeigen, daB dann X lokal quasitrivial sein muB. Das folgt durch 
mehrfache Anwendung des im n~tchsten Abschnitt angegebenen Satzes i. 

2. Es werde fortan vorausgesetzt, dab E ein regul~ires infinitesimales Schnittfeld 
in X ist, und dab es unendlich viele rationale Schnittfl~ichen s in X gibt mit "7'(R)c E. 

Es sei t0r ein beliebiger Punkt und K0=T*(Xt. ). Da K 0 ample ist, gibt 
es eine Tensorpotenz K~ und eine Basis 4'0, . . . ,  ~ von P(Xt, K~) so dab durch 

i Z0=~0, . . - ,  ZN-----~ eine biregul~re Einbettung von Xto in den P~ definiert wird. Die 
nattirliche Zahl l sei ferner so groi3 gew~ihlt, dab HI(Xt,, K~)=o  ist. Man kann dann 

t ! eine Umgebung R '=R ' ( t0 )  finden unit to, . . . , ~  zu regul~iren Schnittfl~tchen 
to, - - - ,  ~ F ( X ' ,  K ~) fortsetzen (mit X '=z~-I (R ' ) ,  K = T * ( X / R ) ) .  Ist R' hinreichend 
klein gew~ihlt, so kann man sogar erreichen, dab to . . . .  , ~N keine gemeinsamen 
Nullstellen auf X' haben und dab die dureh Z0 = t0, - - . ,  ZN-----{N vermittelte regul~tre 
Abbildung +' : X'-+PN jede Faser Xt, tER' biregular in den pN einbettet. Bei kleinem R' 
sind ffir t e R '  die Beschr~inkungen ~0 ]X t , . . . ,  ~ l X t  noch linear unabhgngig und 
bilden eine Basis von P(Xt, K~) mit K t =T~ .  Die Kurve d/(X,), t eR '  liegt dann auf 
keiner niederdimensionalen Ebene des pN ganz. 

Wir wollen zeigen, dab (X', =, R') in bezug auf  die Einbettung ~b' quasitrivial ist. 
Zu diesem Zwecke beweisen wir zun~ichst : 

SATZ I. - -  Es gibt eine offene Teilmenge R + o R '  und eine reguliire Abbildung 
C : R+-+PL(N,  k), so daft CoX'  iiber (R+) (1) definierbar ist. Fiirjede rationale Schnittfliiche s 
in X '  mit "~'(R')cE ist Cos eine rationale Schnittfliiche in CoX'  iiber (R+) (~). 

Beweis. - -  Es gibt sicher einen Punkt t 1 ~ R' und rationale Schnittfl~ichen So, . . . ,  s s + 1 
in X mit s~0(R ) c E , . . . , ' ~ + t ( R )  cE ,  derart, daB S o , . . .  , SN+ ~ in t I regul~tr und j e  Nq- I 
der Punkte +'os0(tl), . . . ,  ~b'OSN+l(tl)~P N linear unabh~ngig sind. Anderenfalls g~ibe es 
fiber einer offenen Teilmenge U r R' eine algebraische Teilmenge A c U • P~, so daB 
A n ( t •  t~U stets eine niederdimensionale Ebene des P~ ist und dal3 stets 
0 z •  fiir s mit '~(R) CE. Dann w~ire aber auch ( n •  
Widerspruch I 

Wir k6nnen nun eine Umgebung R + =  R +(t~) c R' finden, so dab je N-t - I  der 
so(t), . . . ,  s~+~(t) ffir alle t eR  + linear unabh~ingig sind. Wir bezeichnen dann mit C(t) 
diejenige projektive lineare Transformation pN _~ps, die ~'So(t), . . . ,  t~'sN+~(t ) in die 
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Punkte no---- +'so(ta), . . . ,  nN + 1= +'ss +l(tl) e P~ abbildet und setzen + = Co+'. Das Produkt 
• + ist dann eine regullire, fasertreue Einbettung X ] R + --> R + • pI~. Die Schnittfliichen 

So, . . . ,  ss + 1 gehen dabei in die konstanten Schnittfliichen R • +s0(tx), . . . ,  R • +ss+l(tl) 
fiber. 

Wir beweisen, dab X = ( = X + ) ( X I R  +) und alle rationalen Schnittfl~ichen s 
mit ~ ( R ) c  E fiber (R+) I1) definierbar sind. Es sei E das Bild des Schnittfeldes E in X. 
Wir zeigen, dab E die Beschriinkung des Produktschnittfeldes von R + •  pN auf  X ist. 
Wir benStigen dazu <( algebraische Riiume mit nilpotenten Elementen ,>. Es sei m(t) 
auf R + die Garbe der Keime reguliirer Funktionen, die in t verschwinden, ~ (t) bezeichne 
auf  X IR + die Garbe der Keime reguliirer Funktionen, die auf X t null sind 

und H bzw. IcI seien die Strukturgarben von R bzw. X. Wir versehen t bzw. X t mit 

den Strukturgarben H/m2(t) bzw. H/~n2(t). Die so erhaltenen algebraischen Riiume 
seien mit R~ bzw. X~ bezeichnet. Die Projektion ~:*-~[ X~ ist wieder eine regul~ire 
Abbildung n* : X~-->R~. Die Existenz des Schnittfeldes E t bedeutet nun gerade, dab die 
Faserung (Xt, n ,  R~) isomorph zum kartesischen Produkt R t • X t i s t .  Die Isomorphie 
wird gerade so definiert, dab E, in das Produktschnittfeld fibergeht. (KS[ (R~xX~)) 
ist natfirlich in t konstant. Wird die Abbildung + durch die Gleichungen z0 = t0, �9 �9 -, ZN ---- ~ 
mit ~ F ( X + , K Z ) ,  X + = X I R  + gegeben, so ist ~lRT• konstant und mithin 
t0{R~xX,, . . . ,  ~NIR~• und +[R~ •  yon t unabh~ingig. Das Bild (7:• 
ist also gleich R~ • X~, wobei X~ -~ + (Xt) c pN, und E t geht dutch 7: • + in das Produkt- 
schnittfeld fiber, q.e.d. 

Es sei s e i n e  rationale Schnittfl/iche in X mit ~'~(R)c E. F fir das Bild in X gilt 
dann +o~ ' (R+)cE.  Da E das Produktschnittfeld ist, verschwinden die Ableitungen 
v o n +  os nach beliebigen Vektoren auf R +. Wir sagen, dab + os fiber R + stationiir ist. 
Das bedeutet aber, dab + o s : R + - - , P  N eine regul/ire Abbildung bereits fiber (R+) (1) 
sein muB. 

Es sei q : P ~ P 2  eine lineare Abbildung. Die algebraische Bildmenge (~ • q)(X) 
ist dann das Nullstellengebilde eines Polynoms co vom minimalen Grad fiber R +. Bei 
geeigneter Normierung der Koeffizienten von (o folgt wieder, dab eo eindeutig bestimmt 
ist und dab daher die Koeffizienten yon (o fiber R + station/Jr sind, d.h. co ist sogar ein 
Polynom fiber (R+) (1). Nun wird das Ideal yon X yon Funktionen e0oq aufgespannt. 
X ist also projektiv fiber (R+) (1), q.e.d. 

Im Falle char k-----o ist der Hauptsatz damit bewiesen : (X +, T:, R +) ist trivial. 
Im Falle char k----p4:o enth/ilt (X +, ,:, (R+) (a)) wieder unendlich viele rationale 
Schnittfl/ichen. Es gibt also wieder ein reguliires Schnittfeld E und man kann das ganze 
Verfahren unter Benutzung der gleichen Einbettung +' noch einmal anwenden und so 
fortfahren. Es folgt also wieder das Hauptresultat. 

Gibt es eine rationale Schnittfl~tche s in X, so ist jede Faser X t natiirlich irreduzibel. 
Anderenfalls wfirde ja Xa, die Vereinigung der irreduziblen Komponenten Xlt c X t  
mit s ( t ) n X ~ + o  eine yon X verschiedene irreduzible Komponente yon X bilden, 
und X w~ire nicht irreduzibel. 
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3. Es sei char k = p  4: o. Es seien R und X c R x PS irreduzible algebraische 
Mannigfaltigkeiten. X liege abgeschlossen in R x P  s und die Beschr~inkung = der 
Produktprojektion R x P~-+R auf X sei eine einfache regul~re Abbildung. Zu jeder der 
Fasern X t = r : - l ( t )  c txP~-- - -P  s, teR,  die ebenfalls irreduzibel sein m6gen, gebe es 
h6chstens endlich viele projektive Transformationen, die Xt auf  sich abbilden. Die 
Faserung (X, % R) sei ferner quasitrivial in bezug auf  R ' =  R und die vorgegebene 
Einbettung. Zu jedem )~>o gibt es also eine offene Menge R z C R  und eine 
regul~ire Abbildung C~ : R ~ - + L = P L ( N ,  k), so dab X x = C x o X C R x x P  ~ fiber Rk x) 
definierbar ist. 

SATZ 2. - -  Es gibt eine irreduzible, unverzwdgte, eigentliche, Galoissche algebraische 

~)berlagerung (R, % R), so daft (X, ~, R) ~ R. • X o. Dabei bezeichnet X c R x pN die vermgge "r 

nach R geliftete Faserung X ,  ~ die geliftete Abbildung ~ und X o c PS eine vollstiindige algebraische 
Mannigfaltigkeit (~). 

Eine Folgerung ist : 

Der Isomorphismus X,.~ I ~ •  N wird durch eine regul~ire Abbildung C : R.-+L 

gegeben. X und damit R. x X o #t eine eigentliche, unverzweigte ~)berlagerung von X.  Die Galois- 

gruppe von R x X o iiber X besteht naturgemdJ3 aus regulgren Abbildungen R-+L.  Diese sind 

jedoch auf P,. konstant. 
Beweis. ~ Es seien r ~ ( N  -+- I) 2 -  i ----- dim L, toeR ein beliebiger Punkt und Xo=  Xt .  

Wir w~hlen r verschiedene Punkte Q t ,  . . . ,  Q , e X o  und Ebenen Et, . . . ,  E, yon der 
Dimension N - - d i m  X o -  I, derart, dab E~ die Mannigfaltigkeit X o in Q~ isoliert 
schneidet. Es sei h~ die Idealgarbe von E~. Bekanntlich kann man Q~, E~ so 
w~ihlen, dab es nur endlich viele Transformationen l eL  gibt mit / (Xo)nE~+o 
fur  V~I~ ...~ ~'. 

Das kartesische Produkt L x X c L • R x P~ ist verm6ge der Projektion ~--~ idx  
eine Faserung fiber L x R .  Es bezeichne q : L •  s diejenige regulate Abbildung, 
die das Tripel (l, t, z) auf  l(z) ~ps wirft. Wir bringen die Garben h~ verm6ge q nach L x X 

und setzen 'E~={h~oq=o} und versehen E"~ mit der durch die Idealgarbe h~oq 

definierten Strukturgarbe. E~ ist ein algebraischer Unterraum yon L x X .  Es sei 

Q ~ = ( I ,  to, Q.~); Q~ liegt in E~'~. Die Abbildung ~IE~ ist in Q~ endlich. Man hat : 

dim E ~  dim X + dim L - - c o d i m  E~ ---- dim L + dim R - -  I. 

Wir setzen (~) E'--=E~'~| | ''~, und Q =  Q ~ |  , ~ .  In einer Umgebung 

yon O ist, weil "~ in Q.~ immer endlich ist, die Dimension yon E nicht kleiner als 

dim R = dim L + dim R - - r .  Es sei ~ die regul~ire Abbildung E~-+L • R ~ R ,  C bezeichne 

(1) Der Satz gilt mit seiner Folgerung (am Ende des Abschnitts) auch im Falle char k ~ o. Der Beweis 

iibertr/igt sich mutatis mutandis und vereinfacht sich etwas, da jetzt G : R-->L wegen X[ R1 = Rt X Xo rational 
ist. Man kann deshalb auch ~ = (R, id, R ) =  R w/ihlen. 

(2) E I ~ . . . . ~ r E ,  bezeichnet das kartesische Produkt fiber L X R. 
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die Projektion 'E-~L x R->L.  Man hat ~((~) = t o und c (Q. )  = i  EL. Oftenbar verl~uft 

C(2)oXg{~) ffir y e E  stets durch E l , . . . ,  E r. E hat also fiber L x t  0 Q als isolierten 

Punkt;  deshalb ist rc in Oend l i ch  und in einer Umgebung  von Qi s t  die Dimension gleich 

dim R;  welter : ~ ist in (~ o fen .  

Es sei E~'c'E die offene Teilmenge der Punkte, in denen ~ endlich ist. E~' ist 

also R (begrenzt) fiberlagert und hat deshalb einen algebraischen Grad g rdRE '~  grd E'. 

Es gibt eine oftene Teilmenge U c R ,  fiber der E' eigentlich liegt. Wit  bezeichnen mit H 
t ~ J  

die Strukturgarbe von E' und mit re(t) die Idealgarbe des Punktes teR.  Es gilt dann 

grdE'-~mindimkH/m(t)o~. Das Min imum wird in jeder offenen Teilmenge von U 
t E U  

angenommen.  

Nach Voraussetzung gibt es zujeder  ganzen Zahl k > o  fiber einer offenen Teilmenge 
R z c R r ~ U  eine regul~tre Abbildung C x : Rx-+L , so dab X z =  C x o X C R z x P  s bereits 
fiber R(z x) definiert ist. Es bezeichne C~ die Abbildung (l, t, Z) -+ (/oC~-l(t), t, Cz(t, z)), 

die L•  biregulXr auf  L •  x abbildet. Man hat analog zu q, E"~, E__ "E", ~, 

, "" (~  rc~**-t~ d ie jedochje tz t  alle Abbildungen bzw. R~iume qx, E~x, Ex, Ez, =x, 

fiber Rk x) definierbar sind. Cx bildet E ]R x stets bijektiv auf  E~z ab. Cx bezeichnet die 

induzierte, regul~tre bijektive Abbildung E--->E x. Es seien �9 bzw. �9 x die Strukturgarben 

von R bzw. R~ x) und H x die Strukturgarben von E x und mz(t ) die Idealgarben der 

Punkte teR(z x) auf  Rk x). Die Uberlagerungen E'%]Rz und E"~ sind fiber R z in kanonischer 

Weise zueinander isomorph, wenn E"~ die Uberlagerung Ex, versehen mit der Struktur- 

garbe Hx| bezeichnet. Es ist deshalb stets dim k H/m(t) o~ = dim k Hx/mx(t )o~ a und 

d h lb d E' g d  )E' es a gr g = r R(x x. 

Wir w~ihlen eine irreduzible Komponente  A der algebraischen Menge E' durch O 

und bezeichnen mit ~ - ~ ( R ,  v, R) das Regularit~itsgebiet yon ~ ] A .  ~ ist also die 
maximale (begrenzte) minimalbl~ittrige irreduzible, algebraische 1Jberlagerung von R, 

auf  der ~ J A  noch definiert werden kann, d.h. es gibt eine regul~re Uberlagerungs- 

abbildung ~ : A--*R und eine regulare Abbildung C=R--->L, so dab ~ = - C o ~ .  Es 

gilt grd R t~ = grdR C ~  grd E~'. Ffihren wir die Betrachtungen ffir X x fiber R x durch, 

so folgt grdR/z)CoC~-~grdRix)E~=grd E'. Das Produkt CoC~ -~ ist also algebraisch 
fiber R Iz) von einem Grad, der in ?, beschr~tnkt ist. Das bedeutet zun~chst einmal, 

dab ~ separabel ist. Die Abbildungen CIoC~ -~, wobei C1 und C2 Konjugierte von C sind, 

aus der Galoisgruppe yon C sind regul~tr auf  der Galoischen Oberlagerung ~ zu ~ fiber 
jedem R Ix). Sie mfissen deshalb konstant, also aus L sein. Das ergibt unmittelbar  : 

ist eine unverzweigte eigentliche Galoissche Uberlagerung einer offenen Teilmenge 

R + C R  mit t o u r  +, [o=~t((~)ER- und C ( t o ) = I ~ L .  
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Wir liften die Faserung (X, 7:, R) vermiSge v nach P,. und erhalten eine Faserung 

(X, ~, R) fiber R. Es sei dim Xt ----- dim X ? =  m und q0 : pN_+pm+a eine lineare, aufX?, 

regul~ire Abbildung, ~ .  Es gibt ein Polynom o~ minimalen Grades in p~+l fiber 

einer Umgebung U = U ( ~ ) c R ,  so daB (~•  mit X = C o X .  Durch 
Normierung eines Koeffizienten werde co eindeutig bestimmt. Der Koeffizient sei fiber U 

konstant. Da X = ( C o C x  1) o(CxR ) schon fiber l~(Xl[Rx definierbar ist, folgt dann, 

dab auch co fiber U konstant ist, d.h. wir haben zun~ichst Xl W = W  • Xo, wobei W c U 

eine hinreichend kleine Umgebung von 71 ist. Das Ideal von X ] W c U •  N wird 

n~imlich von Polynomen ~oq~ aufgespannt. Es folgt nun natfirlich sofort X = I ~ •  X o. 

Es ist X t = X  o in R + und da man unsere Uberlegungen in j edem t0eR ausffihren 
kann, muB schleehthin X t =-- X o gelten. Zu Xt, r PS, Xt, c P~ gibt es weiter stets eine 
Transformation Ct,, ' aus L, die Xt, auf  Xt, abbildet. Ist t i e r  beliebig, so ffihren wir 
unsere Uberlegungen ffir das gleiche System E,, Q~ aber in t 1 ffir die Familie Ct, t oX = X a 
aus. Man erh~ilt fiber einer Umgebung R + v o n  t~ eine eigentliche, unverzweigte 

Uberlagerung ~t x mit C 1 :RI -+L.  C und C0oCloCht ~ (mit C0eL eine geeignete 
Transformation, ffir die CooX0= Xo) lassen sich nun (auf einer geeigneten Uberlagerung) 

zu einer einzigen regul~iren Abbildung (~I zusammenheften. Da C bereits maximal 

fortgesetzt ist, folgt C = C ,  d.h. q e R  + und R + = R ,  q.e.d. 

In  dem in Abschnitt i u n d  2 betrachteten Fall ist ffir t eR '  jedes X, so in pN 
eingebettet, dab es in keiner niederdimensionalen Ebene liegt. Durch Anwendung 
v o n w  3 auf  die Familie X t •  ~ folgt ferner, dab X, nur endlich viele biregul~ire 
Selbstabbildungen besitzt. Also ist auch die Menge der l e L  mit I(X~)=X~ endlich 
und Satz 2 auf unseren Fall anwendbar. Durch Zusammenheften von Abbildungen 

X - + R  • X 0 fiber verschiedenen R' kann man sogar erreichen, dab 9t nicht nur fiber R', 
sondern fiber ganz R definiert ist. Es gibt also eine unverzweigte eigentliche Galoissche 

Uberlagerung ~ yon R, so dab X nach Liften nach R. trivial wird. 

4- Es seien X o eine vollst~indige projektiv algebraische Mannigfaltigkeit, R eine 

algebraische Mannigfaltigkeit und ~-----(~, v, R) eine eigentliche, irreduzible, unver- 
zweigte Galoissche algebraische 0berlagerung fiber R. Mit Aut(Xo) werde die Gruppe 

der biregul~iren Abbildungen Xo-+X o bezeichnet. Die Galoisgruppe G = G ( ~ )  sei 
treu in Aut(Xo) dargestellt, in Zeichen G CAut(Xo). 

SATZ 3" - -  Die algebraische Mannigfaltigkeit ( ~  • Xo)/G ist eine (eigentliche, einfache, 
reguliire) Faserung iiber R,  die quasitrivial iiber einer Umgebung jedes Punktes ist. 

Beweis. - -  Es sei F ein amples Geradenbfindel fiber X o. Wir setzen K = | Fog. gEG 

K sst dann ebenfalls ample, darfiber hinaus gegenfiber G invariant. Wir w~ihlen r so 
groB, dab die Schnittfl/ichen aus P(Xo, K r) eine biregul/ire Einbettung von X 0 in 

einen PS vermitteln und dab Ht(Xo, K r) = o gilt. Die (triviale) Faserung R • X o kann 

als Faserung (X, ~, R) fiber R gedacht werden. Es gilt i ~ = X l t u . . . u X b ,  , wobei b 
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die Bllitterzaht yon ~ und die X~t = ~•  Xo= Xo sind, v = I, . . . ,  b. Es sei toeR beliebig 
und ~o , - . . ,  ~ r ( X l t ,  Kr) eine Basis. Wir definieren 

~,__~{~ auf  X1, ' 
auf  X2t., �9 �9 Xbt. 

und w~ihlen eine Umgebung U = U ( t 0 ) ,  derart, dab wir ~0', . - . ,  ~N' zu regul~iren 

�9 og~,  Schnittfliichen ~0, -. ~s in ~- I (U)  fortsetzen k6nnen. Es sei dann ~ = g  

,J = o, . . . ,  b. Dabei bezeichnet g~eG diejenige Transformation, die to1 auf F0~ abbildet, 

die wir uns deshalb als fasertreue Transformation X ~ X  mit Xu~ ~ denken. Es ist 
= ~ o g ~  . Es gibt daher eine Umgebung V = V ( t o ) c U ,  so dab ~0, . . . ,  ~ fiber 

~-I(V)  keine gemeinsamen Nullstellen haben, auf jeder  Faser X~t, t~3  noch eine Basis 

bilden und die durch ~o . . . .  , ~N vermittelte regul~ire Abbildung ~ : ~2'= ~ - I ( V ) ~ p N  
jede Faser X~t biregul~ir in den pN einbettet. Es gilt aber t~(X~t ) . . . . .  ~(Xbt ). 

X =  (id • t~) (~')  ist eine abgeschlossene algebraische Untermannigfaltigkeit von V • pN. 
I Nndert  man die Basis ~ ,  . . . ,  ~N oder die Fortsetzungen ~0, . - - ,  ~N, so erh~ilt man 

natfirlich eine andere Einbettung X 1. Es gibt dann jedoch eine wohlbestimmte regul~ire 
Abbildung C :V-+PL(N,k ) ,  so daft X I = C o X .  

Man kann nun die Konstruktion der ~0, - . . ,  ~N fiber jedem R (x) durchffihren, 
d.h. i i s t  in bezug auf  seine Einbettung quasitrivial. Durch (wohlbestimmtes) 
Zusammenheften yon X, die zu verschiedenen Punkten toeR konstruiert sind, vermiige 

Abbildungen C kann man schlieBlich die algebraische Faserung (X, ~, R ) =  (R • X0)]G 
konstruieren. 

Es werde jetzt ein Beisplel einer Faserung (X, ~, R) von vollst~indigen singula- 
rit~itenfreien Kurven X t vom Geschlecht g >  2 angegeben, die fiber keiner offenen 
Teilmenge von R trivial ist und doch unendlich viele rationale Sehnittfl~ichen besitzt. 
Es sei k ein algebraisch-abgeschlossener K6rper der Charakteristik 3 und X 0 die 
irreduzible singularit~itenfreie Kurve {x 4-t-y4= I } r p2. Es sei G die Gruppe der beiden 
Transformationen : id und (x, y) --~(-- x, - -y) .  G bildet X o biregul~ir auf sich ab und X0/G 
ist isomorph zu der singularit~ttenfreien algebraischen Kurve {x ~ -t-y ~ = i, z ~ -- x~} c Pa. 

Wir setzen R = X 0 / G ,  R = X  0 und -: sei die Quotientenprojektion R . ~ R  (mit 

X; = X o m k~). ~l = (I~, % R) ist eine unverzweigte Galoissche lJberlagerung von R. Wir 

definieren X = (R • Xo)/G und (X, ~, R). 

Die Abbildungen ~ : x* a~ y* = x  , =ya~ sind regul~ire Abbildungen R - ~ X  0 mit 

~ 'o l=lo~ ' ,  leG. Wir fassen ~ als regul~tre Schnittfl~tchen in I ~ •  o auf. Unter  der 

Projektion P,.•  werden dann die ~ zu regul~iren Schnittfl~ichen s~ in X. Die 
Faserung (X, % R) besitzt also unendlich viele rationale Schnittfl~ichen. 

Es dfirfte for einen Algebraiker nicht zu schwer sein, die nicht-trivialen, regul~iren 
Familien (X, % R) von singularitii.tenfreien, vollst~tndigen Kurven vom Geschlecht g_> 
weitgehend zu klassifizieren. 
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